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1.2.2 Dérivées partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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trième ordre sur les échelles de temps 32
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Introduction générale

La théorie des échelles de temps est un nouveau secteur des mathématiques qui

unifient et prolongent l’analyse discrète et continue, elle a été présenté par Stefan

Hilger en 1988 dans Ph.D [25].

Beaucoup de résultats que l’on rencontre dans l’étude des équations différentielles

et de différence restent valable dans le cas des échelles de temps. En outre, le calcul

dans les échelles de temps est une source riche d’étude des problèmes intéressants

qui n’ont aucun équivalent normal dans le cas continu ou discret. Actuellement,

l’étude des équations dynamiques est un champ large dans les mathématiques pures

et appliquées sur l’existence et l’unicité des solutions. Les mathématiques appliquées

soulignent l’importance de la justification rigoureuse du comportement qualitatif des

solutions (oscillation, périodicité, stabilité, etc.).

La théorie de l’oscillation comme partie de la théorie qualitative d’équations

dynamiques a été développée rapidement ces dix dernières années sur l’échelle de

temps.

Notre thèse se compose de quatre chapitres.

Chapitre I :

Il consiste en un rappel des principales définitions et propriétés sur la théorie de

l’échelle de temps utilisées dans la suite du travail.

Chapitre II :

Il s’agit dans ce chapitre d’étudier le comportement asymptotique d’une équation
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différentielle non linéaire du troisième ordre sur l’échelle de temps(
q
((
p
(
x∆
)γ)∆

)β)∆

(t) + f(t, x(t)) = 0, t ∈ [t0,+∞)T . (1)

Ce problème a été initié par L. Erab, A. Peterson et S.H. Saker [12] dans son papier

de 2005 dans le cas que où f est linéaire et γ = β = 1. Ensuite, beaucoup d’auteurs

ont étudié des problèmes similaires, voir par exemple

R. P. Agarwal, M. Bohner, S. Tang, T. Li et C. Zhang [18] ont étudié le comporte-

ment asymptotique de l’équation semi linéaire d’ordre trois(
a

((
rx
′
)′)γ)′

(t) + p (t)xγ (t) = 0, t ∈ [t0,+∞) .

T. Li, C. Zhang, B. Baculikova et J. Dzurina [38] ont étudié le comportement asymp-

totique de l’équation dynamique semi linéaire d’ordre trois(
a
(
x
′′
)α)′

+ q (t)xα (t) = 0, t ∈ [t0,+∞) .

T. Li, Z. Han, S. Sun et Y. Zhao [41] ont étudié le comportement asymptotique pour

l’équation dynamique à retard du troisième ordre sur l’échelle de temps(
a
((
rx∆

)∆
)γ)∆

(t) + f (t, x (τ (t))) = 0, t ∈ [t0,+∞)T .

L’équation dynamique (1) elle généralise toute les équations ci-dessus.

Chapitre III :

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’oscillation pour une équation différentielle

non linéaire du quatrième degré sur les échelles de temps de type :

(
p
(
x∆
)α)∆3

(t) + q (t)
(
p
(
x∆
)α)∆2

(t) + f (t, x (τ (t))) = 0, t ∈ [t0,+∞)T . (2)

Ce problème généralise tous les problèmes considérés par S.R. Grace, M.Bohner et

S.Sun [30]. T. Li, E. Thandapani et S. Tang [42]. Ce travail a fait l’objet d’une

publication [10].
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Chapitre IV :

Dans ce chapitre, on étudiera l’oscillation pour une équation différentielle non

linéaire d’ordre n ∈ N sur l’échelle de temps de type :

(
a
(
x∆n−2

)γ)∆2

(t) + f (t, xα (t)) = 0, t ∈ [t0,+∞)T , (3)

avec n ≥ 3.

Notre but ici est d’établir quelques nouveaux critères de l’oscillation pour l’équation

(3) qui généralise [36, 37]. Ce travail est soumis pour publication.

Mots clés :

Les échelles de temps, Equation différentielle ordinaire, Théorie de l’oscillation.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons quelques définitions de base concernant les

calculs sur les échelles de temps. La plupart de ces résultats seront énoncés sans

preuve. Les preuves peuvent être consultées dans [15] et [16].

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé non vide de l’ensemble des

nombres réels R. Ainsi Z, N, i.e. les nombres entiers relative, les entiers naturels sont

des exemples des échelles de temps.

Définition 1.1.1. Soit T Une échelle de temps. Pour t ∈ T, on définit l’opérateur

de saut avant σ : T→ T par :

σ(t) := inf{s ∈ T : s > t},

et l’opérateur de saut arrière ρ : T→ T par :

ρ(t) := sup{s ∈ T : s < t}.

Par convention, on suppose : inf ∅ = supT (i.e σ(t) = t si T admet un maximum t)

sup ∅ = inf T (i.e ρ(t) = t si T admet un minimum t).
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Soit f : T −→ R une fonction, nous définisons la fonction fσ : T −→ R par :

fσ (t) = f (σ (t)) , pour tout t ∈ T.

Les définitions ci-dessus pour l’opérateur de saut avant et l’opérateur de saut

arrière prêtent à la classification des points dans une échelle de temps.

Définition 1.1.2. Soit t ∈ T. Si σ (t) = t et t 6= supT, alors t est dense à droite. Si

σ (t) > t, alors t est dispersé à droite. De même, si ρ (t) = t et t 6= inf T, alors t est

dense à gauche, et si ρ (t) < t, alors t est dispersé à gauche. Si un point t dispersé

à droite et dispersé à gauche, nous dirons que t est un point isolé.

Définition 1.1.3. La fonction de granulation µ : T→ [0,∞) est définie par :

µ(t) = σ(t)− t.

La fonction de granulation en arrière υ : T→ [0,∞) est définie par :

v(t) = t− ρ(t).

Définition 1.1.4. Si supT =m tel que m est dispersé à gauche, alors on définit

Tk := T\ {m} ; si nom Tk := T.

Exemple 1.1.1. Pour T = R, nous avons σ (t) = t = ρ (t) et µ (t) = 0.

Pour T = Z, nous avons σ (t) = t+ 1, ρ (t) = t− 1 et µ (t) = 1.

Exemple 1.1.2. Soit h un nombre réel positif fixé. On définit l’échelle de temps hZ

par :

hZ := {hz : z ∈ Z} = {· · · ,−3h,−2h,−h, 0, h, 2h, 3h, · · · } .

Ici,

σ (t) = t+ h, ρ (t) = t− h, et µ (t) = h.

Exemple 1.1.3. Soit q un nombre réel fixé tel que q > 1. On définit l’échelle de

temps qZ par :

qZ = {qz : z ∈ Z} ∪ {0} =
{
· · · , q−3, q−2, q−1, 1, q, q2, q3, · · ·

}
∪ {0} .
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Ici,

σ (t) = qt, ρ (t) =
t

q
, et µ (t) = (q − 1) t.

1.2 Différentiabilité et dérivées partielles

1.2.1 Différentiabilité

Maintenant nous considérons une fonction f : T → R et on définit la delta

dérivée de la façon suivante.

Définition 1.2.1. Soient f : T → R une fonction et t ∈ Tk. On dira que f est

∆-différentiable en t s’il existe un nombre f∆(t) ∈ R tel que pour tout ε > 0, il

existe un voisinage U de t où

∣∣fσ (t)− f (s)− f∆ (t) (σ (t)− s)
∣∣ ≤ ε |σ (t)− s| , pour tout s ∈ U .

On appelle f∆(t) la ∆-différentiable de f en t. Si f est ∆-différentiable en t pour

tout t ∈ Tk alors f∆ : Tk → R est appelée la ∆-différentiable de f sur Tk.

Rappelons quelques propriétés de la delta dérivées qui sont utilisées dans ce

travail.

Théorème 1.2.1. Soit f : T→ R une fonction et soit t ∈ Tk. Alors nous avons les

propriétés suivantes :

1. Si f est ∆-différentiable en t, alors f est continue en t.

2. Si f est continue en t et si t est dispersé à droite, alors f est ∆-différentiable

en t et

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ (t)
.

3. Si t est dense à droite, alors f est ∆-différentiable en t si et seulement si,

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
,
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existe et est finie. Dans ce cas,

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
.

4. Si f est ∆-différentiable en t, alors

fσ(t) = f(t) + µ(t)f∆(t).

Théorème 1.2.2. Soient f, g : T→ R des fonctions ∆-différentiables et soit t ∈ Tk.

Alors nous avons les propriétés suivantes :

(i) La somme f + g : T→ R est ∆-différentiable en t et

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

(ii) Pour α constante, αf : T→ R est ∆-différentiable en t et

(αf)∆(t) = αf∆(t).

(iii) Le produit fg : T→ R est ∆-différentiable en t et

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + fσ(t)g∆(t) (1.1)

= f(t)g∆(t) + f∆(t)gσ(t).

(iv) Si g(t)gσ(t) 6= 0, alors
f

g
est ∆-différentiable en t et

(
f

g

)∆

(t) =
f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)

gσ(t)g(t)
. (1.2)

Exemple 1.2.1.

1. Si T = R, alors pour t ∈ Tk = R est un point dense à droite,

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
= f

′
(t) .
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2. Si T = Z, alors pour tout t ∈ Tk = Z est un point isolé,

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ (t)
= f(t+ 1)− f(t) = ∆f (t) .

3. Si T =hZ, alors pour tout t ∈ Tk = hZ est un point isolé,

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ (t)
=
f(t+ h)− f(t)

h
= ∆hf (t) .

Enfin, nous présentons la propriété de la composée (f ◦ g)∆, pour f : R→ R et

g : T→ R. Elle a été démontrée par Christian Pötzsche en 1988.

Théorème 1.2.3. Soient f : R → R une fonction continûment différentiable et

g : T → R une fonction ∆−différentiable. Alors f ◦ g est ∆−différentiable et on a

la formule suivante :

(f ◦ g)∆ (t) =


1∫

0

f
′ (
g (t) + hµ (t) g∆ (t)

)
dh

 g∆ (t) . (1.3)

1.2.2 Dérivées partielles

On introduit la ∆-dérivée partielle pour les fonctions de plusieurs variables sur

les échelles de temps.

Soit n ∈ N fixé. Soit f : T −→ R une fonction et soient (Ti)i∈[1,n]∩Z des échelles

de temps, on note

1. T = T1×T2×· · ·×Tn = {t = (t1, t2, . . . , tn) : ti ∈ Ti, pour tout i ∈ [1, n] ∩ Z} ,

2. Tk = Tk1 × Tk2 × · · · × Tkn,

3. σi (ti) = inf {s ∈ Ti : s > ti} , pour tout i ∈ [1, n] ∩ Z,

4. ρi (ti) = sup {s ∈ Ti : s < ti} , pour tout i ∈ [1, n] ∩ Z,

5. fσi (t) = f (t1, t2, · · · , ti−1, σi (ti) , · · · , tn) , pour tout i ∈ [1, n] ∩ Z,

6. f si (t) = f (t1, t2, · · · , ti−1, si, · · · , tn) , pour tout i ∈ [1, n] ∩ Z.
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Définition 1.2.2. Soit f : T −→ R une fonction. La ∆−dérivée partielle de f par

rapport à ti ∈ Tki est définie par :

∂f (t1, . . . , tn)

∆iti
= lim

si−→ti
σi(ti)6=si

fσi (t)− f si (t)

σi (ti)− si
,

si elle existe et est finie.

On notera
∂f (t1, . . . , tn)

∆iti
par l’un des symboles suivants :

∂f (t)

∆iti
,

∂f

∆iti
(t) , f∆i

ti (t) , f∆i (t) .

Définition 1.2.3. Soit f : T −→ R une fonction. Si les dérivées partielles
∂f (t)

∆iti
existent pour tout i ∈ [1, n] ∩ Z, on peut aussi considérer la delta dérivée partielle

du second ordre

∂2f (t)

∆iti∆jtj
= f

∆i∆j

titj (t) =
(
f∆i
ti

)∆j

tj
(t) pour tout i, j ∈ [1, n] ∩ Z.

Les delta dérivés partielles d’ordre supérieur sont définies de manière similaire.

Exemple 1.2.2. Soit f la fonction définié sur T = R× hZ, avec h > 0 par :

f (t, s) = t4s2, pour tout (t, s) ∈ T.

Alors
∂f (t, s)

∆1t
= 4t3s2,

et

∂f (t, s)

∆2s
=

f (t, s+ h)− f (t, s)

h

= t4
(s+ h)2 − s2

h

= t4 (2s+ h) .

1.3 Intégration

Naturallement, les calculs sur les échelles de temps ne sera pas complet sans

l’introduction de la ∆-intégrabilité. Nous définissons alors les fonctions qui sont

intégrables et pour cela nous présentons les concepts suivants :
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Définition 1.3.1. Nous dirons qu’une fonction f : T→ R est régulière si sa limite

à droite existe en tout point dense à droite de T et sa limite à gauche existe en tout

point dense à gauche de T.

Définition 1.3.2. Une fonction f : T→ R est dite rd-continue si elle est continue

en tout point dense à droite de T et si sa limite à gauche existe et est finie en tout

point dense à gauche de T. On note l’ensemble des fonctions f : T → R qui sont

rd-continues sur T par :

Crd = Crd (T) = Crd (T,R) .

L’ensemble des fonctions f : T → R qui sont ∆−différentiables et ses ∆−dérivées

sont rd-continues sur T sera noté par :

C1
rd = C1

rd (T) = C1
rd (T,R) .

Théorème 1.3.1. Soit f : T→ R.

1. Si f est continue, alors f est rd-continue.

2. Si f est rd-continue, alors f est régulière.

3. L’opérateur de saut avant σ est rd-continue.

4. Si f est rd-continue ou régulière, alors fσ c’est ainsi.

5. Soit f continue. Si g : T → R est rd-continue ou réguliére, alors f ◦ g est

également rd-continue ou régulière respectivement.

Définition 1.3.3. Une fonction continue f : T → R est pré-différentiable avec

domaine différentiabilité D, tel que D ⊂ Tk, Tk\D est compatible et ne contient les

point dispersé à droite dans T et f est ∆−différentiable pour tout t ∈ D.

Le Théorème suivant garantit l’existence de pré-antidérivée.

Théorème 1.3.2. Soit une fonction f : T→ R régulière. Alors il existe une fonction

F pré-différentiable avec de domaine D telle que

F∆ (t) = f (t) , pour tout t ∈ D.
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Définition 1.3.4. Soit une fonction f : T→ R régulière. Toute fonction F donnée

dans le Théorème 1.3.2 s’appelle pré-antidérivée de f .

Définition 1.3.5. Une fonction F : T→ R est appelée antidérivée de f : T→ R si

F∆ (t) = f (t) , pour tout t ∈ Tk.

Définition 1.3.6. Soit une fonction f : T→ R régulière. Nous définissons l’intégrale

de Cauchy par :

b∫
a

f (t) ∆t = F (b)− F (a) , pour tout a, b ∈ T.

Définition 1.3.7. Supposons que supT =∞. L’intégrale impropre est définie par :

∞∫
a

f (t) ∆t = lim
b−→∞

b∫
a

f (t) ∆t.

Le théorème suivant fournit les propriétés pour les fonctions delta intégrales.

Théorème 1.3.3. Si a, b, c ∈ T, α ∈ R et f, g ∈ Crd (T,R), alors

1.

b∫
a

[f(t) + g(t)] ∆t =

b∫
a

f(t)∆t+

b∫
a

g(t)∆t;

2.

b∫
a

(αf(t)) ∆t = α

b∫
a

f(t)∆t;

3.

b∫
a

f(t)∆t = −
a∫
b

f(t)∆t;

4.

b∫
a

f(t)∆t =

c∫
a

f(t)∆t+

b∫
c

f(t)∆t;

5.

a∫
a

f(t)∆t = 0.

6. Si |f(t)| ≤ g (t) sur [a, b) ∩ T, alors∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(t)∆t

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

g(t)∆t;
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7. Si f(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [a, b] ∩ T, alors

b∫
a

f(t)∆t ≥ 0.

Théorème 1.3.4. Si a, b ∈ T et f, g ∈ C1
rd (T,R), alors

b∫
a

fσ(t)g∆(t)∆t = (fg) (b)− (fg) (a)−
b∫

a

f∆(t)g(t)∆t.

Théorème 1.3.5. Soient a, b ∈ T et f ∈ Crd (T,R)

1. Si T = R, alors
b∫

a

f(t)∆t =

b∫
a

f(t)dt,

où l’intégrale à droite est l’intégrale usuelle de Riemann.

2. Si [a, b] ∩ T ne contient que des points isolés, alors

b∫
a

f(t)∆t =
∑
t∈[a,b)

µ (t) f (t) .

3. Soient a, b ∈ hZ tels que b > a, et f ∈ Crd (T,R), alors

b∫
a

f(t)∆t =

k= b
h
−1∑

k= a
h

hf (kh) .

Exemple 1.3.1. Si T = Z et si t ∈ Z tel que t > 1 et a 6= 1, alors

t∫
0

as∆s =
k=t−1∑
k=0

ak =
at − 1

a− 1
.

Exemple 1.3.2. Si T = qZ, avec q > 1, alors

∞∫
1

1

t2
∆t = lim

b−→∞

b∫
1

1

t2
∆t

= lim
b−→∞

∑
t∈[1;b)

µ (t)

t2

= (q − 1) lim
n−→∞

k=n−1∑
k=0

q−k = q.

15



1.4 Fonctions exponentielle

Dans cette section, nous définissons une fonction importante sur une échelle de

temps qui généralise la fonction exponentielle sur R, ep (., t0).

Définition 1.4.1. Soit h > 0, on définit les nombres complexes de Hilger par :

Ch :=

{
z ∈ C : z 6= 1

h

}
.

et l’axe imaginaire de Hilger

Zh :=
{
z ∈ C : −π

h
< Imz ≤ π

h

}
.

Pour h = 0, on pose par définition C0 = C, Z0 = C.

Définition 1.4.2. On dit que la fonction p : T −→ R est régressive si

1 + µ (t) p (t) 6= 0, pour tout t ∈ Tk.

On note l’espace des fonctions rd-continues régressives par :

R = R (T) = R (T,R) .

On munit cet ensemble de l’addition définie pour tous p, q ∈ R par :

(p⊕ q) (t) := p (t) + q (t) + µ (t) p (t) q (t) , pour tout t ∈ Tk.

Le groupe (R,⊕) est dit groupe régressif. Le conjugué de chaque élément p du groupe

R noté par 	p est donnée par :

(	p) (t) =
−p (t)

1 + µ (t) p (t)
, pour tout t ∈ Tk.

Définition 1.4.3. Pour h ≥ 0, la transformation cylindrique ξh : Ch −→ Zh est

définie par :

ξh (z) :=


1

h
ln(1 + hz) si h 6= 0,

z si h = 0.

L’inverse de transformation cylindrique ξ−1
h : Zh −→ Ch est définie par :

ξ−1
h (z) :=


exp (hz)− 1

h
si h 6= 0,

z si h = 0.
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Définition 1.4.4. Soit p ∈ R, la fonction exponentielle généralisée ep : T× T −→ R

est donnée par la formule :

ep(t, s) = exp

 t∫
s

ξµ(τ) (p (τ)) ∆τ

 , pour tout t, s ∈ T.

Théorème 1.4.1. Soient p ∈ R(T) et t0 ∈ T. Alors la solution unique du problème

à valeur initiale  y∆ (t) = p (t) y (t) ;

y (t0) = y0.

est donné par :

y (t) = y0ep(t) (t, t0) .

Proposition 1.4.1. Soient p, q ∈ R(T), t, s, τ ∈ Tk, la fonction exponentielle

généralisée de l’échelle de temps vérifit les propriétés suivantes :

1. Propriété de semi-groupe ep (t, s) = ep (t, τ) ep (τ, s) .

2. ep (σ (t) , s) = (1 + µ (t) p (t)) ep (t, s) .

3. ep (s, t) =
1

ep (t, s)
= e	p (t, s) .

4. ep (t, s) eq (t, s) = ep⊕q (t, s) .

5.
ep (t, s)

eq (t, s)
= ep	q (t, s) .

6. La fonction ep (., s) est ∆-différentiable en t et (ep (., s))∆ (t) = p(t)ep (t, s) .

Exemple 1.4.1. Soit T =hZ pour h > 0. Soit α ∈ R une constante, i.e.

α ∈ C−
{
−1

h

}
.

Tous les point dans l’échelle de temps hZ sont dispersés à droite et nous avons

eα(t, 0) = exp

1

h

t∫
0

ln (1 + αh) ∆τ


= exp

1

h
ln (1 + αh) t

= (1 + αh)
t
h .
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1.5 Polynômes généralisés

Nous commençons par donner la définition des polynômes généralisés sur les

échelles de temps.

Définition 1.5.1. [15] Soit k ∈ N, on définit les fonctions hk : T× T→ R par :

hk (t, s) :=


1, si k = 0
t∫

s

hk−1 (τ, s) ∆τ, si k ≥ 1
, pour tout t, s ∈ T.

Exemple 1.5.1. Si en prend T =R, on a

hk (t, s) =
(t− s)k

k!
, pour tout t, s ∈ R et pour k ∈ N.

Proposition 1.5.1. [15] Pour tout t, s ∈ T et k ∈ N, les fonctions hk satisfont

h∆t
k (t, s) :=

 0, si k = 0

hk−1 (t, s) , si k ≥ 1
, pour tout t, s ∈ Tk.

Lemme 1.5.1. [36] Si n ∈ N, t1, t ∈ T et f ∈ Crd (T,R) ,alors

t∫
t1

sn+1∫
t1

· · ·
s2∫
t1

f (s1) ∆s1∆s2 · · ·∆sn+1 =

t∫
t1

hn (t, σ (s)) f (s) ∆s.

1.6 Définition de l’oscillation

Soit une échelle de temps T et soit a, b ∈ T, tel que a < b. On note

[a,+∞)T := [a,+∞) ∩ T,

[a, b)T := [a, b) ∩ T,

[a, b]T := [a, b] ∩ T.

Nous définissons l’oscillation des solutions et nous donnons un exemple simple.

Définition 1.6.1. On dit qu’une fonction f : [a,+∞)T→ R est éventuellement

positive, si il existe t0 ∈ [a,+∞)T tel que

f (t) > 0, pour tout t ∈ [t0,+∞)T .
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Définition 1.6.2. On dit qu’une fonction f : [a,+∞)T→ R est éventuellement

négative, si il existe t0 ∈ [a,+∞)T tel que

f (t) < 0, pour tout t ∈ [t0,+∞)T .

Définition 1.6.3. On dit qu’une fonction f : [a,+∞)T→ R est oscillante sur

[a,+∞)T si elle est ni éventuellement positive ni éventuellement négative. Elle est

dite non oscillante dans le cas contraire.

Exemple 1.6.1. Considérons l’équation différentielle suivante

x(2) (t) + x (t) = 0, pour t ∈ [0,+∞)R .

Elle a une solution x (t) = sin (t) oscillante.

Nous considérons quelques lemmes qui seront utilisés dans cette thèse.

Lemme 1.6.1. [26] Soient A, λ et B des constantes strictement positives. Nous

avons alors l’inégalité suivante

Bx− Ax1+
1
λ ≤ λλBλ+1

(λ+ 1)λ+1Aλ
, pour x ≥ 0. (1.4)

Lemme 1.6.2. [36] Si n ∈ N, supT =∞ et f ∈ Cnrd ([t0,∞)T ,R) alors les propriétés

suivants sont vraies.

1. lim inf
t→∞

f∆n
(t) > 0 =⇒ lim

t→∞
f∆k

(t) =∞ pour tout k ∈ [0, n)Z .

2. lim sup
t→∞

f∆n
(t) < 0 =⇒ lim

t→∞
f∆k

(t) = −∞ pour tout k ∈ [0, n)Z .

Nous donnons le lemme de Kiguradze’s.

Lemme 1.6.3. [36] Soit n ∈ N et f ∈ Cnrd (T,R) et supT = +∞. Supposons que

f est positive ou négative et f∆n
n’est pas identiquement nulle et est négative ou

positive sur [t0,∞)T, pour t0 ∈ T. Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T et m ∈ [0, n)Z tels que

(−1)n−m f (t) f∆n
(t) ≥ 0 est vérifié pour tout t ∈ [t1,∞)T, avec

(i) f (t) f∆j
(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [t1,∞)T et pour j ∈ [0,m)Z ,
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(ii) (−1)m+j f (t) f∆j
(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [t1,∞)T et pour j ∈ [m,n)Z .

Lemme 1.6.4. [36] Soient f ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R+) et λ > 0. Alors

f∆ (fσ)−λ ≤
(
f 1−λ)∆

1− λ
≤ f∆f−λ, sur [t0,∞)T . (1.5)
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Chapitre 2

Comportement asymptotique de la

solution d’une équation

différentielle non linéaire du

troisième ordre sur les échelles de

temps

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons le comportement asymptotique de toute solu-

tion de l’équation différentielle non-linéaires d’ordre trois.

On supposera que le probléme (2.1) admet au moins une solution dans l’espace

C3
rd ([t0,∞)T ,R).(

q
((
p
(
x∆
)γ)∆

)β)∆

(t) + f(t, x(t)) = 0, t ∈ [t0,+∞)T , (2.1)

dans l’échelle de temps T, avec β, γ sont de la forme β =
β1

β2

, γ =
γ1

γ2

où β1, β2, γ1,

γ2 impairs positifs, βγ ≥ 1.
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p, q : T −→ R+ sont des fonctions rd-continue et où f satisfait les conditions sui-

vantes :

(H1) f : T× R −→ R est continue,

(H2) f (t,−x) = −f(t, x) pour tout t ∈ [t0,∞)T , x ∈ R,

(H3) Il existe une fonction r : T −→ R positive et rd-continue telle que

f (t, x)

xγβ
≥ r(t), pour tout t ∈ [t0,∞)T , x ∈ R− {0} . (2.2)

2.2 Cas où l’équation (1) admet une solution non

oscillante

Dans cette section, nous supposons que l’équation (2.1) admet une solution

éventuellement positive (le raisonnement reste valable si elle est éventuellement

négative).

Lemme 2.2.1. Soit x une solution de l’équation (2.1) et

∞∫
t0

{
1

q (s)

} 1
β

∆s =

∞∫
t0

{
1

p (s)

} 1
γ

∆s = +∞. (2.3)

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que

[
p
(
x∆
)γ]∆

(t) > 0, t ∈ [t1,∞)T . (2.4)

Démonstration.

Soit x une solution éventuellement positive de l’équation (2.1).

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x (t) > 0 pour tout t ∈ [t1,∞)T.

D’après (2.2) on a{
q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β}∆

(t) = −f (t, x (t)) ≤ −r (t)xβγ (t) ≤ 0, t ∈ [t1,+∞)T .
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Montrons que
[
p
(
x∆
)γ]∆

(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T.

Supposons le contraire c’est-à-dire, il existe t2 ∈ [t1,+∞)T tel que

[
p
(
x∆
)γ]∆

(t2) < 0.

Puisque la fonction q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
est décroissante sur [t1,+∞)T, alors il existe

une constante M > 0 telle que[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(t) ≤ −M

q (t)
, pour tout t ∈ [t2,+∞)T . (2.5)

Par intégration de (2.5) entre t2 à t, on trouve

p(t)(x∆)γ(t) ≤ p(t2)(x∆)γ(t2)−
t∫

t2

{
M

q(s)

} 1
β

∆s.

D’après (2.3), on déduit que p(t)(x∆)γ(t) tend vers −∞ lorsque t tend vers+∞.

Donc il existe t3 ∈ [t2,+∞)T tel que

p(t)(x∆)γ(t) ≤ −1, pour tout t ∈ [t3,+∞)T .

Par intégration de cette formule entre t3 à t, on trouve

x(t) ≤ x(t3)−
t∫

t3

{
1

p (s)

} 1
γ

∆s, pour tout t ∈ [t3,+∞)T .

D’après (2.3) x(t) tend vers −∞ lorsque t tend vers +∞.

D’ou la contradiction.

Alors
[
p
(
x∆
)γ]∆

(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T.

Remarque 2.2.1. Soit x une solution de l’équation (2.1) et (2.3) vérifiée, alors il y

a seulement deux cas possibles c’est-à-dire, pour tout t ∈ [t1,∞)T , avec t1 ∈ [t0,∞)T

suffisamment grand :

1. x (t) > 0, x∆(t) > 0 et
[
p
(
x∆
)γ]∆

(t) > 0,

2. x (t) > 0, x∆(t) < 0 et
[
p
(
x∆
)γ]∆

(t) > 0.
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Lemme 2.2.2. Soit x une solution de l’équation (2.1) et qui satisfait le cas (1) de

la remarque 2.2.1, alors

(
x∆(t)

)βγ ≥ (φ (t, t1))β q (t)
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(t) , pour tout t ∈ [t1,∞)T , (2.6)

avec

φ (t, t1) :=
1

p (t)

t∫
t1

{
1

q(s)

} 1
β

∆s. (2.7)

Démonstration.

Si x∆(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T, de l’équation (2.1) on déduit que la fonction

q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
est strictement décroissante sur [t1,∞)T.

Par conséquent, nous avons

p (t)
(
x∆
)γ

(t) = p (t)
(
x∆
)γ

(t1) +

t∫
t1

(p
(
x∆
)γ

)∆(s)∆s

≥
t∫

t1

{ 1

q(s)

} 1
β
{
q (s)

[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(s)

} 1
β

∆s

≥
{
q (t)

[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(t)

} 1
β

(t)φ (t, t1) p (t) .

Ce qui prouve le lemme.

Lemme 2.2.3. Soit x une solution de l’équation (2.1) et qui satisfait le cas (2) de

la remarque 2.2.1, telle que
∞∫
t1

r(t)∆t =∞. (2.8)

Alors

lim
t−→∞

x(t) = 0. (2.9)

Démonstration.

Satisfaisant le cas (2) de la remarque 2.2.1.

24



Alors lim
t−→∞

x(t) = b ≥ 0, supposons que b > 0, de (2.1) et (2.2) nous déduisons :{
q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β}∆

(t) = −f (t, x(t))

≤ −r(t)xγβ(t)

≤ −r(t)bγβ.

Par intégration de l’inégalité ci-dessus de t1 à t, nous obtenons

q (t)
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(t) ≤ q (t1)

[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(t1)− bγβ

t∫
t1

r(s)∆s,

ce qui implique que

lim
t→+∞

q (t)
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(t) = −∞.

D’ou la contradiction.

2.3 Comportement asymptotique pour l’équation

(1)

Maintenant, nous établissons quelques conditions suffisantes pour que toute so-

lution x de (2.1) soit oscillante sur [t0,∞)T ou convergente.

Pour la simplification, on note

d+ (t) := max {0, d (t)} ,

et

ξα :=
αα

(α + 1)α+1 , pour tout α > 0.

Théorème 2.3.1. Supposons que (2.3) est vérifiée. S’il existe une fonction δ : T→

R+ telle que δ ∈ C1
rd (T,R) et pour tout t1 ∈ [t0,∞)T grand, t2 ∈ [t1,∞)T et si

lim
t→+∞

1

tm

t∫
t2

(t− s)m
{
r(s)δ(s)− ξβγ

(
δ∆

+ (s)
)βγ+1

(δ(s))βγ (φ (s, t1))β

}
∆s =∞, (2.10)
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avec m ≥ 0 et φ (., t1) est définit dans le lemme 2.2.2.

Alors toute solution de (2.1) est oscillante sur [t1,∞)T ou converge.

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (2.1). Supposons que

x est une solution éventuellement positive de l’équation (2.1), la substitution y = −x

transforme l’équation (2.1) en une équation de la même forme. On a alors deux cas,

si x∆ éventuellement positive, alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x∆(t) > 0, pour

tout t ∈ [t1,∞)T.

Nous définissons la fonction w par :

w (t) := δ(t)
q (t)

[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(t)

xγβ(t)
, t ∈ [t1,∞)T . (2.11)

Alors w (t) > 0 et de (1.1) et (1.2) nous obtenons

w∆ (t) =
δ (t)

xγβ (t)

{
q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β}∆

(t) +

[
δ (t)

xγβ (t)

]∆

qσ(t)
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(σ (t))

=
−δ (t)

xγβ (t)
f (t, x(t)) +

{
δ∆ (t)xγβ (t)− δ (t)

(
xγβ (t)

)∆

xβγ (t)xβγ (σ(t))

}
qσ(t)

[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(σ (t))

≤ −r(t)δ (t) +
δ∆(t)

δσ(t)
wσ (t)− qσ(t)

[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(σ (t))

δ(t)
(
xβγ(t)

)∆

xβγ(t)xβγ(σ(t))
. (2.12)

Par le théorème 1.2.3, on obtient l’inégalité suivante

(
xβγ(t)

)∆
= βγ

∫ 1

0

[hxσ (t) + (1− h)x (t)]βγ−1 x∆ (t) dh

≥ βγ

∫ 1

0

[hxσ (t)]βγ−1 x∆ (t) dh = xβγ−1 (σ(t))x∆(t). (2.13)
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D’après (2.12) et (2.13) nous avons

w∆ (t) ≤ −r(t)δ (t) +
δ∆(t)

δσ(t)
wσ (t)− qσ(t)

[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(σ (t))

δ (t)x∆ (t)

xβγ (t)x (σ(t))

≤ −r(t)δ (t) +
δ∆(t)

δσ(t)
wσ (t)−

qσ (t)
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(σ (t))

δ (t) (φ (t, t1))
1
γ

xβγ (t)x (σ(t))

(
q (t)

[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
(t)

) 1
βγ

.

Comme la fonction q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β
est strictement décroissante sur [t1,∞)T, alors{

q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β}σ
(t) ≤

{
q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β}
(t) , pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Donc,

w∆ (t) ≤ −r(t)δ (t) +
δ∆

+ (t)

δσ(t)
wσ (t)− δ (t) {φ (t, t1)}

1
γ

{
wσ (t)

δσ (t))

}1+
1
βγ

. (2.14)

D’après le lemme 1.6.1, nous avons

w∆ (t) ≤ −r(t)δ (t) + ξβγ

(
δ∆

+ (t)
)βγ+1

δβγ (t) (φ (t, t1))β
. (2.15)

Nous déduisons que

(t− s)mw∆ (t) ≤ −

{
r(t)δ (t)− ξβγ

(
δ∆

+ (t)
)βγ+1

δβγ (t) (φ (t, t1))β

}
(t− s)m . (2.16)

D’autre part, pour t ∈ [t1,∞)T fixé, on définit la fonction ϕt par :

ϕt (s) = (t− s)m , pour tout s ∈ [t1, t)T .

Alors ϕt est ∆-différentiable et ϕ∆
t est donnée par :

ϕ∆
t (s) =


−m (t− s)m−1 , si σ (s) = s,

1

µ (s)
((t− σ (s))m − (t− s)m) , si σ (s) 6= s.

Avec m > 0. On déduit que

ϕ∆
t (s) ≤ 0, pour s ∈ [t1, t)T .
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Par intégration de (2.16) entre t2 à t, nous avons

t∫
t2

(t− s)m
{
r(s)δ (s)− ξβγ

(
δ∆

+ (s)
)βγ+1

δβγ (s) (φ (s, t1))β

}
∆s ≤ −

t∫
t2

(t− s)mw∆ (s) ∆s

≤ − [(t− s)mw (s)]
t
t2

+

t∫
t2

ϕ∆
t (s)wσ (s) ∆s

≤ (t− t2)mw (t2) .

Par conséquent

1

tm

t∫
t2

(t− s)m
{
r(s)δ(s)− ξβγ

(
δ∆

+ (s)
)βγ+1

(δ(s))βγ (φ (s, t1))β

}
∆s ≤

(
t− t2
t

)m
w (t2) .

d’où la contradiction de (2.10) pour t grand.

Si x∆ est éventuellement négative, alors x est converge vers une limite finie car la

fonction x est décroissante et minorée par 0.

Exemple 2.3.1. On considère l’équation dynamique suivante sur l’échelle de temps

2Z. {[(
t(x∆)5

)∆
]1

3

}∆

(t) + t−2x(t) = 0, pour tout t ∈ [1,+∞)
2Z . (2.17)

Ici,

q (t) = 1, p (t) = t, γ = 5, β =
1

3
, f (t, x) = t−2x et r (t) = t−2.

Il est clair que (2.3) est vérifiée.

φ (t, t1) =
t− t1
t

, pour tout t ∈ [t1,+∞)
2Z
.

Soit δ(t) = t, de (2.10) nous avons

∞∫
t2

{
1

s
− η s

1
3

s
5
3 (s− t1)

1
3

}
∆s =

n=∞∑
n=n2

{
1− η

2
n
3 (2n − 2n1)

1
3

}
= +∞.

Avec η ∈ (0, 1) .

Alors toute solution de (2.17) est oscillante sur 2Z ou converge .
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Corollaire 2.3.1. Supposons que (2.3) est vérifiée pour tout t2 ∈ [t0,∞)T grand et

si

lim
t−→∞

1

tm

t∫
t2

(t− s)m r(s)∆s =∞, (2.18)

avec m ≥ 0.

Alors toute solution de (2.1) est oscillante sur [t1,∞)T ou converge.

Exemple 2.3.2. On considère l’équation dynamique suivante sur l’échelle de temps

continue T = [1,∞)

((x′(t))3)
′′

+ tx3(t) = 0, pour tout t ∈ [1,∞) . (2.19)

Ici

p(t) = q(t) = 1, γ = 3, β = 1, f(t, x) = tx3 et r (t) = t.

Il est clair que (2.3) est vérifiée.

Alors, le corollaire 2.3.1 donne

∞∫
1

r (t) ∆t =

∞∫
1

t∆t =∞.

Ce qui signifie que toute solution de (2.19) est oscillante sur T ou converge.

Soit D un sous-ensemble de T× T définit par :

D := {(t, s) ∈ T2 : t > s ≥ t1}.

Soit H : D→ R une fonction satisfaisant les conditions suivantes

a) H est continue sur D,

b) ∃t1 ∈ T, H (t, t) = 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T ,

c) H (t, s) > 0, pour tout (t, s) ∈ D,

d) H est ∆−dérivable par rapport à s.

Remarque 2.3.1. Nous pouvons prendre par exemple,

H (t, s) = (t− s)m , pour tout (t, s) ∈ D,

avec m > 0.
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Théorème 2.3.2. Supposons que (2.3) est vérifiée. S’il existe une fonction δ : T→

R+ telle que δ ∈ C1
rd (T,R) et H : D → R, pour tout t1 ∈ [t0,∞)T grand, t2 ∈

[t1,∞)T, si

lim
t−→∞

1

H(t, t2)

t∫
t2

{
r(s)δ(s)H(t, s)− ξβγ

(v+(s, t)δσ(s))βγ+1

(φ (s, t1))β (δ(s)H(t, s))βγ

}
∆s =∞,

(2.20)

et

v(s, t) =
δ∆

+ (s)

δσ(s)
H (t, s) +H∆s (t, s) , pour tout (t, s) ∈ D,

où φ (., t1) est définit dans le lemme 2.2.2.

Alors toute solution de (2.1) est oscillante sur [t1,∞)T ou converge.

Démonstration.

Supposons le contraire, que x une solution non oscillante de (2.1). Nous pouvons

supposer que x est une solution éventuellement positive de l’équation (2.1) ; la sub-

stitution y = −x transforme l’équation (2.1) en une équation de la même forme.

On a deux cas :

Si x∆ est éventuellement positive, alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x∆(t) > 0,

pour tout t ∈ [t1,∞)T.

Par l’inégalité (2.14), on obtient

r(s)δ (s)H(t, s) ≤ −w∆ (s)H(t, s)+
δ∆

+ (s)

δσ(s)
wσ (s)H(t, s)−δ (s) {φ (s, t1)}

1
γ

{
wσ (s)

δσ (s)

}1+
1
βγ

H(t, s).

(2.21)

Par intégration de la formule (2.21) entre t2 à t, on trouve

t∫
t2

r(s)δ (s)H(t, s)∆s ≤ w(t2)H(t, t2)

+

t∫
t2

v(s, t)wσ (s)− δ (s) {φ (s, t1)}
1
γ

{
wσ (s)

δσ (s)

}1+
1
βγ

H(t, s)

∆s.

(2.22)
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Par l’inégalité (1.4), on a

1

H(t, t2)

t∫
t2

{
r(s)δ (s)H(t, s)− ξβγ

(v+(s, t)δσ(s))βγ+1

(φ (s, t1))β (δ(s)H(t, s))βγ

}
∆s ≤ w(t2),

lorsque t est assez grand , on a la contradiction par (2.20).

Théorème 2.3.3. Supposons que (2.3) est vérifiée. Soit δ définie dans le théorème

2.3.1 telle que (2.10) soit vérifiée. si

∞∫
t1

(
ϕ(s)

p(s)

) 1
γ

∆s =∞, ψ(τ) :=

∞∫
τ

r(s)∆s <∞, (2.23)

et

ϕ (s) :=

∞∫
s

(
ψ(τ)

q(τ)

) 1
β

∆τ <∞. (2.24)

Alors toute solution de (2.1) est oscillante sur [t1,∞)T ou converge vers zéro.

Démonstration.

De la preuve du théorème 2.3.1, chaque solution de l’équation (2.1) est oscillante sur

[t1,∞) ou lim
t−→∞

x (t) existe. D’autre part, supposons que x∆(t) < 0, pour t ∈ [t1,∞)T.

Alors x(t) est décroissante et lim
t−→∞

x(t) = b ≥ 0 existe.

Supposons que b > 0.

Par intégration de la formule (2.2) entre t à ∞, on obtient

∞∫
t

r(s)xβγ(s)∆s ≤
∞∫
t

f (s, x(s)) ∆s

= − lim
s−→∞

{
q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β}
(s) +

{
q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β}
(t)

≤
{
q
[(
p
(
x∆
)γ)∆

]β}
(t) . (2.25)

Par (2.25) et comme x(t) > b, on a

bγ
(
ψ(t)

q(t)

) 1
β

≤
[
p
(
x∆
)γ]∆

(t). (2.26)
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Par intégration de la dernière inégalité entre s à t, avec t tend vers +∞, on trouve

b

(
ϕ (t)

p(t)

) 1
γ

≤ −x∆(t), pour t ∈ [t1,∞)T . (2.27)

Par intégration l’inégalité (2.27) entre t1 à t, nous avons

b

t∫
t1

(
ϕ (s)

p(s)

) 1
γ

∆s ≤ x(t1), pour t assez grand.

Cet résultat donne la contradiction de (2.23).

Remarque 2.3.2. Si on prend T =2Z, soit α ∈ R.

Si α > 1, on a

∞∫
τ

s−α∆s =
τ−α+1

1− 2−α+1
, pour tout τ ∈ 2Z. (2.28)

Si α ≤ 1, on a
∞∫
τ

s−α∆s = +∞, pour tout τ ∈ 2Z. (2.29)

Exemple 2.3.3. On considère l’équation dynamique (2.17).

Par (2.28) et (2.29), nous avons

ψ(τ) =

∞∫
τ

s−2∆s =
2

τ
, pour tout τ ∈ 2Z,

et

ϕ (s) = 8

∞∫
s

τ−3∆τ =
32

3s2
, pour tout s ∈ 2Z,

où ϕ, ψ sont définis dans le thérème 2.3.3.

Alors
∞∫
t1

(
ϕ(s)

p(s)

) 1
γ

∆s =

(
32

3

) 1
5

∞∫
t1

s−
3
5 ∆s = +∞.

Du Théorème 2.3.3, on déduit que toute solution de (2.17) est oscillante ou converge

vers zéro.
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Chapitre 3

Oscillation pour une équation

différentielle non linéaire du

quatrième ordre sur les échelles de

temps

Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’étude de l’oscillation pour une équation

différentielle d’ordre quatre.

3.1 Introduction

Il y a beaucoup d’articles étudiant l’oscillation de l’équation ordinaire d’ordre

quatre où titre d’exemple :

S. R. Grace, M. Bohner et S. Sun [30] ont étudié l’oscillation de l’équation suivante

x∆4

(t) + q (t)xλ (t) = 0.

T. Li et E.Thandapani et S. Tang [42] ont étudié l’oscillation pour l’équation

dynamique à retard du quatrième ordre sur l’échelle de temps(
r
(
x∆3
))∆

(t) + p (t)x (τ (t)) = 0.
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Y. Qi et J. Yu [45] ont étudié l’oscillation de l’équation semi-linéaire

x∆4

(t) + p (t)xγ (τ (t)) = 0.

R. P. Agarwal, M. Bohner, T. Li et C.Zhang [20] ont étudié l’oscillation de l’équation

dynamique semi linéaire d’ordre quatre sur l’échelle de temps(
r
(
x∆3
)γ)∆

(t) + p (t)
(
x∆3
)γ

(t) + q (t)xγ (τ (t)) = 0.

Dans ce chapitre on donne quelques critères d’oscillation pour l’équation dynamique

non-linéaire d’ordre quatre qui généralise toute les équations ci-dessus :

(
p(x∆)α

)∆3

(t) + q (t)
(
p(x∆)α

)∆2

(t) + f (t, x (τ (t))) = 0. (3.1)

sur une échelle de temps T, avec α de la forme α =
α1

α2

où α1, α2 impairs positifs.

On impose les conditions suivantes :

(H1) f : T× R −→ R une fonction continue et vérifiant

xf (t, x) > 0, pour tout t ∈ [t0,∞)T , x ∈ R\ {0} .

(H2) Il existe une fonction r : T −→ R+ rd-continue, telle que

f (t, x)

xα
≥ r(t), pour tout t ∈ [t0,∞)T , x ∈ R\ {0} .

(H3) Les fonctions p et q sont à valeurs réelles et sont rd-continues positives définies

sur T, telles que

1− q (t)µ (t) 6= 0, pour tout t ∈ [t0,∞)T .

(H4) La fonction τ : T −→ T est rd-continue, telle que

τ (t) ≤ t, pour t ∈ [t0,∞)T et lim
t→∞

τ (t) =∞.

On supposera que le problème (3.1) admet au moins une solution dans l’espace

C4
rd ([t0,∞)T ,R).
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3.2 Cas où l’équation (2) admet une solution non

oscillante

Nous présentons le lemme suivant qui donne les propriétés de la solution éventuellement

positive x de l’équation (3.1) .

Lemme 3.2.1. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (3.1)

et
∞∫
t0

e−q(t) (t, t0) ∆t =

∞∫
t0

{
1

p (t)

} 1
α

∆t =∞, (3.2)

alors, il y a seulement deux cas possibles, pour tout t ∈ [t1,∞)T avec t1 ∈ [t0,∞)T

suffisamment grand :

1. x∆ (t) > 0, (p
(
x∆
)α

)∆(t) > 0, (p(x∆)α)∆2
(t) > 0,

2. x∆ (t) > 0, (p
(
x∆
)α

)∆(t) < 0, (p(x∆)α)∆2
(t) > 0.

Démonstration.

Soit x une solution éventuellement positive de (3.1).

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x (t) > 0 et x (τ (t)) > 0 pour tout t ∈ [t1,∞)T.

Par (3.1), nous avons(
p
(
x∆
)α)∆3

(t) + q (t)
(
p(x∆)α

)∆2

(t) = −f (t, x (τ (t))) < 0, pour t ∈ [t1,∞)T .

(3.3)

De (3.3), on obtient(
(p(x∆)α)∆2

e−q (., t0)

)∆

(t) =
(p(x∆)α)∆3

(t) + q (t) (p(x∆)α)∆2
(t)

eσ−q (t, t0)
< 0.

Donc

{
p
(
x∆
)α}∆2

e−q (., t0)
est décroissante sur [t1,∞)T.

Alors (p
(
x∆
)α

)∆2
, (p
(
x∆
)α

)∆ et x∆ sont de signe constant pour t assez grand.

Montrons que (p
(
x∆
)α

)∆2
(t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T.

Supposons le contraire, alors il existe une constante c > 0 et t2 ∈ [t1,∞)T tels que

(p
(
x∆
)α

)∆2

(t) ≤ −ce−q (t, t0) , t ∈ [t2,∞)T .
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Par intégration de la dernière inégalité entre t2 à t, nous obtenons

(p
(
x∆
)α

)∆ (t) ≤ (p
(
x∆
)α

)∆ (t2)− c
t∫

t2

e−q (s, t0) ∆s,

ce qui implique que

lim
t−→∞

(p
(
x∆
)α

)∆ (t) = −∞.

Alors,

lim
t−→∞

p (t)
(
x∆
)α

(t) = −∞.

Ce qui signifie qu’il existe une constante m > 0 et t3 ∈ [t2,∞)T tels que

x∆ (t) ≤ −
(

m

p (t)

) 1
α

, t ∈ [t3,∞)T .

Intégrons la dernière inégalité entre t3 à t, nous obtenons

x (t) ≤ x (t3)−
t∫

t3

(
m

p (s)

) 1
α

∆s.

Ceci donne que lim
t−→∞

x (t) = −∞, d’ou la contradiction.

Si (p (t)
(
x∆ (t)

)α
)∆ > 0, alors x∆ (t) > 0 car (p (t)

(
x∆ (t)

)α
)∆2

> 0.

Si (p (t)
(
x∆ (t)

)α
)∆ < 0, alors x∆ (t) > 0 car x (t) > 0.

Lemme 3.2.2. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (3.1)

satisfaisant le cas (1) du Lemme 3.2.1. Alors

(p
(
x∆
)α

)∆(t) ≥ (t− t1) (p
(
x∆
)α

)∆2

(t), t ∈ [t1,∞)T . (3.4)

S’il existe une fonction φ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R+) et t2 ∈ [t1,∞)T tels que

φ (t)− φ∆ (t) (t− t1) ≤ 0, t ∈ [t2,∞)T , (3.5)

alors
(p
(
x∆
)α

)∆(t)

φ (t)
est une fonction décroissante sur [t2,∞)T , et

φ (t) p (t)
(
x∆
)α

(t) ≥ (p
(
x∆
)α

)∆ (t)

t∫
t2

φ (s) ∆s, t ∈ [t2,∞)T . (3.6)
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Et s’il existe une fonction ψ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R+) et t3 ∈ [t2,∞)T tels que

φ (t)ψ (t)− ψ∆ (t)

t∫
t2

φ (s) ∆s ≤ 0, t ∈ [t3,∞)T , (3.7)

alors
p
(
x∆
)α

(t)

ψ (t)
est une fonction décroissante sur [t3,∞)T , et

x (t) ≥ x∆ (t)

{
p (t)

ψ (t)

} 1
α

t∫
t3

{
ψ (s)

p (s)

} 1
α

∆s := R (t, t3)x∆ (t) , t ∈ [t3,∞)T . (3.8)

Démonstration.

Soit x une solution éventuellement positive de (3.1) .

Comme (p
(
x∆
)α

)∆ (t) > 0, (p
(
x∆
)α

)∆2
(t) > 0, nous avons

(p
(
x∆
)α

)∆(t) ≥
t∫

t1

(p
(
x∆
)α

)∆2

(s)∆s

≥ (p
(
x∆
)α

)∆2

(t) (t− t1) .

De (3.4) et (3.5) on obtient(
(p
(
x∆
)α

)∆

φ

)∆

(t) =
(p
(
x∆
)α

)∆2
(t)φ (t)− (p

(
x∆
)α

)∆ (t)φ∆ (t)

φ (t)φσ (t)

≤
(p
(
x∆
)α

)∆(t)

φ (t)φσ (t)

{
φ (t)

t− t1
− φ∆ (t)

}
≤ 0.

Par conséquent,
(p
(
x∆
)α

)∆(t)

φ (t)
est une fonction décroissante sur [t2,∞)T.

Alors

p (t)
(
x∆
)α

(t) = p (t2)
(
x∆
)α

(t2) +

t∫
t2

(p
(
x∆
)α

)∆(s)

φ (s)
φ (s) ∆s

≥
(p
(
x∆
)α

)∆(t)

φ (t)

t∫
t2

φ (s) ∆s.
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D’autre part(
p
(
x∆
)α

ψ

)∆

(t) =
(p
(
x∆
)α

)∆(t)ψ (t)− p
(
x∆
)α

(t)ψ∆ (t)

ψ (t)ψσ (t)

≤
p (t)

(
x∆
)α

(t)

ψ (t)ψσ (t)


φ (t)ψ (t)∫ t

t2

φ (s) ∆s

− ψ∆ (t)

 ≤ 0.

Donc
p (t)

(
x∆ (t)

)α
ψ (t)

est une fonction décroissante sur [t3,∞)T et

x (t) ≥
t∫

t3

{
p (s)

(
x∆
)α

(s)

ψ (s)

} 1
α (ψ (s)

p (s)

) 1
α

∆s

≥


(
p (t)

ψ (t)

) 1
α

t∫
t3

(
ψ (s)

p (s)

) 1
α

∆s

x∆ (t) .

Remarque 3.2.1. Dans le lemme 3.2.2, nous pouvons prendre par exemple

φ (t) := (t− t1) et ψ (t) :=

∫ t

t2

(s− t1) ∆s. (3.9)

Les fonctions φ et ψ vérifient les conditions (3.5) et (3.7).

3.3 Théorèmes d’existence de l’oscillation pour

l’équation (2)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garan-

tissent que chaque solution x de (3.1) oscille sur [t0,∞)T.

Pour la simplification, on note

Td (t) :=
dσ (t)

d (t)
,

38



et

Qd
α (t) :=

 1, si α ≥ 1,

Tdα−1 (t) , si α < 1.

3.3.1 Théorème d’oscillation pour l’équation (2) pour α > 0

Théorème 3.3.1. Supposons (3.2) est vérifiée et qu’il existe une fonction positive

δ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R) telle que pour tout t1 ∈ [t0,∞)T assez grand, t2 ∈ [t1,∞)T ,

t3 ∈ [t2,∞)T et t4 ∈ [t3,∞)T, on a

lim
t−→∞

t∫
t4

δσ (s) r (s) k (s, t3)− 1

4

{
δ∆ (s)

δ (s)
− q (s)

Tδ (s)

Tφ (s)

}2
δ (s)Tφ (s)

Tδ (s)
∆s =∞,

(3.10)

où φ et ψ sont définies dans le lemme 3.2.2, et

k (t, t3) :=
1

ψ (τ (t))φσ (t)


τ(t)∫
t3

{
ψ (s)

p (s)

} 1
α

∆s


α
τ(t)∫
t3

φ (s) ∆s.

S’il existe des fonctions positives θ, λ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R) telles que

λ (t)

ξ (t, t1)
− λ∆ (t) ≤ 0, t ∈ [t2,∞)T , (3.11)

avec

ξ (t, t1) := (p (t))
1
α

t∫
t1

{
1

p (s)

} 1
α

∆s,

et

lim
t−→∞

t∫
t3

θσ (s) c (s)−
[
θ∆
]α+1

+
(s)Tλα

2
(s) p (s)

(α + 1)α+1 (Qλ
α)α (s)Tθα (s) θα (s)

∆s =∞, (3.12)

avec

c (t) :=
1

Tλα (t)

∞∫
t


∞∫
v

r (u)
λα (τ (u))

λα (u)
∆u

∆v.

Alors la solution de (3.1) est oscillante.

Démonstration.

Supposons que (3.1) admet une solution x non oscillante sur [t0,∞)T.
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Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x (t) > 0 et x (τ (t)) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T.

Supposons d’abord que x satisfait (1) dans le lemme 3.2.1.

Nous définissons la fonction ω1 par :

ω1 (t) := δ (t)
(p
(
x∆
)α

)∆2
(t)

(p (x∆)α)∆ (t)
, t ∈ [t1,∞)T . (3.13)

Alors ω1 (t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T et

ω∆
1 (t) = δ∆ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆2
(t)

(p (x∆)α)∆ (t)
+ δσ (t)

{
(p
(
x∆
)α

)∆2

(p (x∆)α)∆

}∆

(t) ,

ce qui implique que

ω∆
1 (t) = δ∆ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆2
(t)

(p (x∆)α)∆ (t)
+δσ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆3
(t)

(p (x∆)α)∆σ (t)
−

δσ (t)
(

(p
(
x∆
)α

)∆2
(t)
)2

(p (x∆)α)∆ (t) (p (x∆)α)∆σ (t)
.

(3.14)

Comme
(p
(
x∆
)α

)∆ (t)

φ (t)
est une fonction décroisante, nous avons

(p
(
x∆
)α

)∆ (t)

(p (x∆)α)∆σ (t)
≥ φ (t)

φσ (t)
. (3.15)

De (3.13), (3.1) et de la dernière inégalité, nous obtenons

ω∆
1 (t) ≤ δ∆ (t)

δ (t)
ω1 (t)− δσ (t)

q (t) (p
(
x∆
)α

)∆2
(t)

(p (x∆)α)∆σ (t)
− δσ (t) r (t)xα (τ (t))

(p (x∆)α)∆σ (t)
− Tδ (t)

δ (t)Tφ (t)
ω2

1 (t)

≤ δ∆ (t)

δ (t)
ω1 (t)− q (t)Tδ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆ (t)

(p (x∆)α)∆σ (t)
ω1 (t)− δσ (t) r (t)xα (τ (t))

(p (x∆)α)∆σ (t)
− Tδ (t)

δ (t)Tφ (t)
ω2

1 (t) .

(3.16)

Substituons (3.15) dans (3.16), on trouve

ω∆
1 (t) ≤ δ∆ (t)

δ (t)
ω1 (t)− q (t)

Tδ (t)

Tφ (t)
ω1 (t)− δσ (t) r (t)xα (τ (t))

(p (x∆)α)∆σ (t)
− Tδ (t)

δ (t)Tφ (t)
ω2

1 (t) .

(3.17)
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De (3.6), (3.8) et comme
(p
(
x∆
)α

)∆(t)

φ (t)
est une fonction décroisante, nous obtenons

xα (τ (t))

(p (x∆)α)∆σ (t)
=

xα (τ (t))

(p (x∆)α)∆ (τ (t))

(p
(
x∆
)α

)∆ (τ (t))

(p (x∆)α)∆σ (t)

≥ 1

ψ (τ (t))φσ (t)


τ(t)∫
t3

{
ψ (s)

p (s)

} 1
α

∆s


α
τ(t)∫
t3

φ (s) ∆s

= k (t, t3) . (3.18)

Substituons (3.18) dans (3.17), on obtient

ω∆
1 (t) ≤ −δσ (t) r (t) k (t, t3) +

{
δ∆ (t)

δ (t)
− q (t)

Tδ (t)

Tφ (t)

}
ω1 (t)− Tδ (t)

δ (t)Tφ (t)
ω2

1 (t) .

Soit

B (t) :=

{
δ∆ (t)

δ (t)
− q (t)

Tδ (t)

Tφ (t)

}
et A (t) :=

Tδ (t)

δ (t)Tφ (t)
.

De l’inégalité suivante

By − Ay2 ≤ B2

4A
, A > 0, B ∈ R, (3.19)

nous obtenons

ω∆
1 (t) ≤ −δσ (t) r (t) k (t, t3) +

1

4

{
δ∆ (t)

δ (t)
− q (t)

Tδ (t)

Tφ (t)

}2
δ (t)Tφ (t)

Tδ (t)
.

Intégrant la dernière l’inégalité entre t4 à t, nous obtenons

t∫
t4

δσ (s) r (s) k (s, t3)−1

4

{
δ∆ (s)

δ (s)
− q (s)

Tδ (s)

Tφ (s)

}2
δ (s)Tφ (s)

Tδ (s)
∆s ≤ ω1 (t4)−ω1 (t) ≤ ω1 (t4) .

Ce qui donne la contradiction avec (3.10).

Supposons que x satisfait le cas (2) dans le lemme 3.2.1.

Soit

ω2 (t) := θ (t)
p (t)

(
x∆
)α

(t)

xα (t)
, t ∈ [t1,∞)T . (3.20)
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Alors ω2 (t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T et

ω∆
2 (t) = θ∆ (t)

p (t)
(
x∆
)α

(t)

xα (t)
+θσ (t)

(
p
(
x∆
)α)∆

(t)

xα (σ (t))
−θσ (t)

p (t)
(
x∆
)α

(t) (xα)∆ (t)

xα (σ (t))xα (t)
.

(3.21)

Comme x∆ (t) > 0 et (p
(
x∆
)α

)∆ (t) < 0, on obtient

x (t) ≥
t∫

t1

(
p (s)

(
x∆ (s)

)α) 1
α

{
1

p (s)

} 1
α

∆s

≥ x∆ (t) (p (t))
1
α

t∫
t1

{
1

p (s)

} 1
α

∆s

= ξ (t, t1)x∆ (t) . (3.22)

Donc, (x
λ

)∆

(t) =
x∆ (t)λ (t)− x (t)λ∆ (t)

λ (t)λσ (t)

≤ x (t)

λ (t)λσ (t)

{
λ (t)

ξ (t, t1)
− λ∆ (t)

}
≤ 0. (3.23)

Par conséquent
x

λ
est une fonction décroisante sur [t2,∞)T et

x (t)

xσ (t)
≥ λ (t)

λσ (t)
,

x (τ (t))

x (t)
≥ λ (τ (t))

λ (t)
. (3.24)

Du théorème 1.2.3, on obtient l’inégalité suivante

(xα)∆ (t) = αx∆ (t)

1∫
0

[hx (t) + (1− h)xσ (t)]α−1 dh

≥ αQλ
α (t)x∆ (t)xα−1 (t) . (3.25)

Substituons (3.25) dans (3.21), nous avons

ω∆
2 (t) ≤ θ∆ (t)

p (t)
(
x∆
)α

(t)

xα (t)
+ θσ (t)

(
p
(
x∆
)α)∆

(t)

xα (σ (t))

−αQλ
α (t) θσ (t)

p (t)
(
x∆
)α+1

(t)

xα (σ (t))x (t)
. (3.26)
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D’autre part, par (3.1), on a

(p
(
x∆
)α

)∆2

(s)− (p
(
x∆
)α

)∆2

(t) +

s∫
t

r (u) (x (τ (u)))α ∆u ≤ 0.

Comme x∆ > 0 et de (3.24), on obtient

(p
(
x∆
)α

)∆2

(s)− (p
(
x∆
)α

)∆2

(t) + xα (t)

s∫
t

r (u)
λα (τ (u))

λα (u)
∆u ≤ 0.

Lorsque s tend vers ∞ dans la dernière l’inégalité, nous déduisons que

(p
(
x∆
)α

)∆2

(t) ≥ xα (t)

∞∫
t

r (u)
λα (τ (u))

λα (u)
∆u.

Par conséquent,

−(p
(
x∆
)α

)∆ (s) + (p
(
x∆
)α

)∆ (t) + xα (t)

s∫
t


∞∫
v

r (u)
λα (τ (u))

λα (u)
∆u

∆v ≤ 0.

Alors

(p
(
x∆
)α

)∆ (t) + xα (t)

∞∫
t


∞∫
v

r (u)
λα (τ (u))

λα (u)
∆u

∆v ≤ 0.

Par (3.24), on trouve

(p
(
x∆
)α

)∆ (t)

xα (σ (t))
≤ − xα (t)

xα (σ (t))

∞∫
t


∞∫
v

r (u)
λα (τ (u))

λα (u)
∆u

∆v

≤ −
{
λ (t)

λσ (t)

}α ∞∫
t


∞∫
v

r (u)
λα (τ (u))

λα (u)
∆u

∆v

= −c (t) . (3.27)

Substituons (3.20), (3.24) et (3.27) dans (3.26), nous avons

ω∆
2 (t) ≤ −θσ (t) c (t) + θ∆ (t)

p (t)
(
x∆
)α

(t)

xα (t)
− αQλ

α (t) θσ (t)
p (t)

(
x∆
)α+1

(t)

xα (σ (t))x (t)
.
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Donc

ω∆
2 (t) ≤ −θσ (t) c (t) +

(
θ∆
)

+
(t)

θ (t)
ω2 (t)− αQλ

α (t)Tθ (t)

θ
1
α (t) p

1
α (t)Tλα (t)

ω
1+

1
α

2 (t) .

D’après le lemme 1.6.1, nous avons

ω∆
2 (t) ≤ −θσ (t) c (t) +

[
θ∆
]α+1

+
(t)Tλα

2
(t) p (t)

(α + 1)α+1 (Qλ
α)α (t)Tθα (t) θα (t)

.

En intégrant la dernière l’inégalité entre t3 à t, nous obtenons

t∫
t3

θσ (s) c (s)−
[
θ∆
]α+1

+
(s)Tλα

2
(s) p (s)

(α + 1)α+1 (Qλ
α)α (s)Tθα (s) θα (s)

∆s ≤ ω2 (t3)− ω2 (t) ≤ ω2 (t3) .

Ce qui donne la contradiction par (3.12).

Remarque 3.3.1. Dans le théorème 3.3.1, nous pouvons prendre par exemple

λ (t) =

t∫
t1

{
1

p (s)

} 1
α

∆s, pour tout t ∈ [t1,∞)T . (3.28)

La fonction λ est satisfait la condition (3.11).

3.3.2 Théorème d’oscillation pour l’équation (2) pour α ≥ 1

Théorème 3.3.2. Supposons que (3.2) est vérifiée et α ≥ 1. S’il existe des fonctions

positives η,m ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R) telles que pour tout t1 ∈ [t0,∞)T suffisamment

grand , t2 ∈ [t1,∞)T, t3 ∈ [t2,∞)T et t4 ∈ [t3,∞)T tels que

lim
t−→∞

t∫
t4

ησ (s) r (s)
mα (τ (s))

mα (σ (s))
− 1

4α
E2 (s)F (s, t3) ∆s =∞, (3.29)

et
m (t)

R (t, t3)
−m∆ (t) ≤ 0, t ∈ [t4,∞)T , (3.30)

où φ et ψ sont définies dans le lemme 3.2.2, et

F (t, t3) :=
p (t)φ (t) η2 (t)Tmα (t)

(t− t3) ησ (t)Rα−1 (t, t3)


t∫

t3

φ (s) ∆s


−1

,
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E (t) :=
η∆ (t)

η (t)
− q (t)

Tη (t)

Tmα (t)
.

S’il existe des fonctions positives θ, λ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R) telles que (3.12) soit vérifiée

Alors (3.1) est oscillante.

Démonstration.

Supposons que (3.1) admet une solution x non oscillante sur [t0,∞)T.

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x (t) > 0 et x (τ (t)) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T.

Supposons d’abord que x satisfait (1) dans le lemme 3.2.1.

Nous définissons la fonction ω3 par :

ω3 (t) := η (t)
(p
(
x∆
)α

)∆2
(t)

xα (t)
, t ∈ [t1,∞)T . (3.31)

Alors ω3 (t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T, et

ω∆
3 (t) = η∆ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆2
(t)

xα (t)
+ησ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆3
(t)

xα (σ (t))
−ησ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆2
(t) (xα)∆ (t)

xα (σ (t))xα (t)
.

(3.32)

Substituons (3.1) dans (3.32), nous avons

ω∆
3 (t) ≤ η∆ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆2
(t)

xα (t)
− ησ (t)

q (t) (p
(
x∆
)α

)∆2
(t)

xα (σ (t))

−ησ (t) r (t)
xα (τ (t))

xα (σ (t))
− ησ (t)

(p
(
x∆
)α

)∆2
(t) (xα)∆ (t)

xα (σ (t))xα (t)
. (3.33)

De (3.8) et (3.30), on obtient( x
m

)∆

(t) ≤ x (t)

mσ (t)m (t)

{
m (t)

R (t, t3)
−m∆ (t)

}
≤ 0.

Alors
x

m
est une fonction décroisante sur t ∈ [t4,∞)T, et

x (t)

xσ (t)
≥ m (t)

mσ (t)
,

x (τ (t))

xσ (t)
≥ m (τ (t))

mσ (t)
. (3.34)

Par (3.25), on a

(xα)∆ (t) ≥ αx∆ (t)xα−1 (t) . (3.35)
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Par les inégalités (3.4), (3.6) , (3.8) et (3.35), nous obtenons

(xα)∆ (t) ≥ αRα−1 (t, t3)
(
x∆ (t)

)α

≥ α
Rα−1 (t, t3)

φ (t) p (t)
(p
(
x∆
)α

)∆ (t)

t∫
t3

φ (s) ∆s

≥ α (t− t3)
Rα−1 (t, t3)

φ (t) p (t)
(p
(
x∆
)α

)∆2

(t)

t∫
t3

φ (s) ∆s

≥ αη2 (t)Tmα (t)

ησ (t)F (t, t3)
(p
(
x∆
)α

)∆2

(t) . (3.36)

Substituons (3.36) et (3.31) dans (3.33), nous obtenons

ω∆
3 (t) ≤ η∆ (t)

η (t)
ω3 (t)−Tη (t)

q (t)xα (t)

xα (σ (t))
ω3 (t)−ησ (t) r (t)

xα (τ (t))

xα (σ (t))
−αTm

α (t)xα (t)ω2
3 (t)

F (t, t3)xα (σ (t))
.

(3.37)

Par (3.34), nous avons

ω∆
3 (t) ≤ η∆ (t)

η (t)
ω3 (t)− Tη (t)

Tmα (t)
q (t)ω3 (t)− ησ (t) r (t)

mα (τ (t))

mα (σ (t))
− α

F (t, t3)
ω2

3 (t)

≤ −ησ (t) r (t)
mα (τ (t))

mα (σ (t))
+ E (t)ω3 (t)− α

F (t, t3)
ω2

3 (t) .

Par l’inégalité (3.19), on obtient

ω∆
3 (t) ≤ −ησ (t) r (t)

mα (τ (t))

mα (σ (t))
+

1

4α
E2 (t)F (t, t3) .

Intégrons la dernière inégalité entre t4 à t, on trouve

t∫
t4

ησ (s) r (s)
ma (τ (s))

mα (σ (s))
− 1

4α
E2 (s)F (s, t3) ∆s ≤ ω3 (t4)− ω3 (t) ≤ ω3 (t4) .

Contradiction avec (3.29).

La preuve de cas (2) est identique le cas (2) dans le théorème 3.3.1.

Remarque 3.3.2. Si l’échelle de temps est T = R, dans ce cas on a

Td = Qd
α = 1.
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3.4 Exemple

Dans cette partie considérons l’exemple d’application de théorèmes.

Exemple 3.4.1. Considérons l’équation différentielle semi-linéaire suivante(
3
√
x′
)(3)

(t) +
1

t

(
3
√
x′
)(2)

(t) + t−
7
3

3
√
x (t) = 0, t ∈ [1,∞)R . (3.38)

Ici,

α =
1

3
, p (t) = 1, r (t) = t−

7
3 , q (t) =

1

t
et τ (t) = t.

Soit

φ (t) = t− t1, ψ (t) =

t∫
t2

(s− t1) ds, λ (t) = t− t1 et δ (t) = θ (t) = 1.

Alors (3.2), (3.5) et (3.7) sont vérifiées et

k (t, t3) ≥ ηt
4
3 , pour t assez grand,

r (t) k (t, t3)− 1

4
q2 (t) ≥ η

t
− 1

4t2
, pour t assez grand,

avec η ∈ (0, 1).

Donc (3.10) est vérifiée.

D’autre part, nous avons λ (t, t1) = t− t1, alors (3.11) vérifiée

c (t) = 9
4
t−

1
3 .

Donc, (3.12) vérifiée.

Le Théorème 3.3.1 implique que la solution de l’équation (3.38) est oscillante.
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Chapitre 4

Oscillation pour une équation

différentielle non linéaire d’ordre n

sur les échelles de temps

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’oscillation de toute solution de l’équation dy-

namique non-linéaire d’ordre n.(
a
(
x∆n−2

)γ)∆2

(t) + f (t, xα (t)) = 0, t ∈ [t0,+∞)T , (4.1)

sur une échelle de templs T avec supT =∞, n ∈ [3,+∞)Z et n pair. Avec α, γ

sont de la forme α =
α1

α2

, γ =
γ1

γ2

où α1, α2, γ1, γ2 impairs positifs, tels que f et a

satisfont les conditions suivantes :

(H1) f : T× R −→ R est une fonction continue,

(H2) f (t,−x) = −f(t, x) pour tout t ∈ [t0,∞)T , x ∈ R,

(H3) Il exist une fonction r : T −→ R+ rd-continu, tel que

f (t, x)

x
≥ r(t), pour tout t ∈ [t0,∞)T , x ∈ R− {0} . (4.2)
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(H4) a : T −→ R+ est une fonction ∆-différentiable telle que

a∆ (t) ≥ 0, pour tout t ∈ [t0,∞)T .

On supposera que le probléme (4.1) admet au moins une solution dans l’espace

Cnrd ([t0,∞)T ,R).

4.2 Cas où l’équation (3) admet une solution non

oscillante

Lemme 4.2.1. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1)

et

lim
t→+∞

1

a (t)
= λ ∈ R∗+. (4.3)

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T . (4.4)

Démonstration.

Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1) , alors il existe

t1 ∈ [t0,∞)T tel que x (t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Par (4.1) , en déduit que la fonction
(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

est décroissante sur [t1,∞)T.

Montrons que (
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Supposons le contraire, alors il existe une constante M > 0 et t2 ∈ [t1,∞)T tels que(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t) ≤ −M, pour tout t ∈ [t2,∞)T . (4.5)

Par intégration de (4.5) entre t2 à t, on obtient(
x∆n−2

)γ
(t) ≤ −Mt+ ξ

a (t)
, pour tout t ∈ [t2,∞)T .
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où ξ est une constante.

On peut choisir t3 ∈ [t2,∞)T tel que

−Mt+ ξ ≤ −M
2
t, pour tout t ∈ [t3,∞)T .

Par conséquent,(
x∆n−2

)γ
(t) ≤ −M

2

t

a (t)
, pour tout t ∈ [t3,∞)T .

Puisque (4.3) est vérifiée, alors x∆n−2
(t) tend vers −∞ lorsque t tend vers +∞.

Par le lemme 1.6.2, en déduit que x (t) tend vers −∞ lorsque t tend vers +∞.

D’où la contradiction. Donc la formule (4.4) est vérifiée.

Lemme 4.2.2. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1)

et (4.3) est vérifiée, si de plus

lim
t→+∞

t

a (t)

∞∫
t

r (s) ∆s =∞. (4.6)

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que

x∆n−2

(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T . (4.7)

Démonstration.

Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1).

Par (4.4), en déduit qu’il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x∆k
sont de signe constant sur

[t1,∞)T, pour k ∈ [1, n− 1)Z.

Supposons que y (t) = x∆n−2
(t) < 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T.

Par la formule (1.1), on a

(a (y)γ)
∆

(t) = a∆ (t) (y (t))γ + aσ (t) (yγ)∆ (t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T . (4.8)

Par (H4) , on obtient

(yγ)∆ (t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T .
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Du théorème 1.2.3, on a

(yγ)∆ (t) = γy∆ (t)

1∫
0

(hy (t) + (1− h) yσ (t))γ−1 dh > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

(4.9)

Alors

y∆ (t) = x∆n−1

(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Le lemme de Kiguradze’s 1.6.3 implique qu’il existe m ∈ {1, . . . , n− 2} tel que (i)

et (ii) sont vérifiées.

Donc il existe t2 ∈ [t1,∞)T, tel que x∆ (t) ≥ 0, pour tout t ∈ [t2,∞)T et par

conséquent, il existe une constante c > 0, telle que

x (t) > c , pour tout t ∈ [t2,∞)T .

D’après l’équation (4.1) on déduit que la fonction
(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

est décroissante

sur [t1,∞)T .

Pour tout t ∈ [t1,∞)T, on a

a (t)
(
x∆n−2

)γ
(t) ≥ ξ +

t∫
t1

(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(s) ∆s

≥ ξ +
(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t) (t− t1) . (4.10)

où ξ est une constante.

Par (4.2) , on a

(
a
(
x∆n−2

)γ)∆2

(t) ≤ −r (t)xα (t) , pour tout t ∈ [t1,∞)T . (4.11)

En intégrant de (4.11) entre t à ∞, nous obtenons

(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t) ≥
∞∫
t

r (s)xα (s) ∆s, pour tout t ∈ [t1,∞)T .
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Donc

(
x∆n−2

)γ
(t) ≥ ξ

a (t)
+
t− t1
a (t)

∞∫
t

xα (s) r (s) ∆s (4.12)

≥ ξ

a (t)
+
cα (t− t1)

a (t)

∞∫
t

r (s) ∆s, pour tout t ∈ [t2,∞)T .

On peut choisir t3 ∈ [t2,∞)T tel que

(
x∆n−2

)γ
(t) ≥ ξ

a (t)
+

cαt

2a (t)

∞∫
t

r (s) ∆s, pour tout t ∈ [t3,∞)T . (4.13)

Par (4.6) , on a

lim
t→+∞

x∆n−2

(t) = +∞.

D’où la contradiction.

Lemme 4.2.3. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1)

et (4.3) , (4.6) sont vérifiées.

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que

x∆k

(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T et pour tout k ∈ [1, n− 1)Z . (4.14)

Démonstration.

Le lemme 4.2.2 implique que les fonctions x∆k
sont de signe constant sur [t1,∞)T ,

pour k ∈ [1, n− 1)Z.

Par l’inégalité (4.12), on obtient

x∆n−2

(t) ≥
{

ξ

a (t)

} 1
γ

, pour tout t ∈ [t2,∞)T .

Avec t2 ∈ [t1,∞)T et ξ > 0.

De (4.3) , on déduit que

lim
t→+∞

x∆n−2

(t) ≥ (ξλ)
1
γ > 0.
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Par le lemme 1.6.2, on déduit que x∆k
(t) tend vers +∞ lorsque t tend vers +∞,

pour k ∈ [1, n− 2)Z.

Par conséquent, les fonctions x∆k
sont éventuellement positives. Donc (4.14) est

vérifiée.

Lemme 4.2.4. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1)

et (4.3) , (4.6) sont vérifiées.

S’il existe des fonctions φ1, φ2, · · · , φn−2 ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R+) telles que A1, A2, · · ·An−2

sont des fonctions définies par :

A1 (t, t1) :=

{
a (t)

φ1 (t)

} 1
γ

t∫
t1

{
φ1 (s)

a (s)

} 1
γ

∆s, pour t ∈ [t1,∞)T ,

et

Ak (t, t1) :=
1

φk (t)

t∫
t1

φk (s) ∆s, pour tout t ∈ [t1,∞)T et pour k ∈ [2, n− 1)Z ,

avec t1 ∈ [t0,∞)T .

D’autre part, supposons que

φ1 (t)− φ∆
1 (t) (t− t1) ≤ 0, pour t ∈ [t1,∞)T , (4.15)

et

φk (t)− φ∆
k (t)Ak−1 (t, t1) ≤ 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T et pour k ∈ [2, n− 1)Z .

(4.16)

Alors

x∆k

(t) ≥ Ek (t, t1)x∆n−2

(t) , pour tout t ∈ [t1,∞)T et pour k ∈ [0, n− 2)Z ,

(4.17)

avec

Ek (t, t1) :=
m=n−k−2∏

m=1

Am (t, t1) , pour tout t ∈ [t1,∞)T .
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Démonstration.

Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1).

De (4.10) et (4.15) on obtient

a
(
x∆n−2

)γ
φ1

∆

(t) =

(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t)φ1 (t)− φ∆
1 (t) a (t)

(
x∆n−2

)γ
(t)

φ1 (t)φσ1 (t)

≤

(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t)

φ1 (t)φσ1 (t)

(
φ1 (t)− φ∆

1 (t) (t− t1)
)
.

Par conséquent,
a
(
x∆n−2

)γ
φ1

est une fonction décroissante sur [t1,∞)T .

Alors

x∆n−3

(t) ≥
t∫

t1

{
φ1 (s)

a (s)

} 1
γ

a (s)
(
x∆n−2

)γ
(s)

φ1 (s)


1
γ

∆s

≥ A1 (t, t1)x∆n−2

(t) , pour tout t ∈ [t1,∞)T . (4.18)

De (4.16), on obtient l’inégalité suivante

x∆k−1

(t) ≥ An−k−1 (t, t1)x∆k

(t) , pour tout t ∈ [t1,∞)T et pour k ∈ [1, n− 1)Z .

(4.19)

Par (4.19) on conclue (4.17) .

4.3 Théorèmes d’existence de l’oscillation pour

l’équation (3)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garan-

tissent que toute solution x de (4.1) est oscillante sur [t0,∞)T.
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4.3.1 Théorème d’oscillation pour l’équation (3) pour α > γ

Théorème 4.3.1. Supposons que (4.3) , (4.6) sont vérifiées et α > γ et que pour

tout t1 ∈ [t0,∞)T assez grand , tel que

∞∫
t1

E1 (t, t1)

t− t1
a (t)

∞∫
σ(t)

r (u) ∆u


1
γ

∆t =∞, (4.20)

avec φ1, φ2, · · · , φn−2, E1 (., t1) sont définis dans le lemme 4.2.4.

Alors toute solution de l’équation (4.1) est oscillante.

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (4.1).

Supposons que x est une solution éventuellement positive de l’équation (4.1), la

substitution y = −x transforme l’équation (4.1) en une équation de la même forme.

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x (t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T.

De (4.12), on obtient

x∆n−2

(t) ≥

t− t1
a (t)

∞∫
t

r (s)xα (s) ∆s


1
γ

, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Par le lemme 4.2.4, nous avons

x∆ (t) ≥

t− t1
a (t)

∞∫
t

r (s)xα (s) ∆s


1
γ

E1 (t, t1) , pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Il est clair que x∆ (t)> 0, pour t ∈ [t1,∞)T , alors

x∆ (t)x
−α
γ (σ (t)) ≥

t− t1
a (t)

∞∫
σ(t)

r (s) ∆s


1
γ

E1 (t, t1) , pour tout t ∈ [t1,∞)T .

D’après le lemme 1.6.4, on trouve

γ

γ − α

(
x

1−
α
γ

)∆

(t) ≥

t− t1
a (t)

∞∫
σ(t)

r (s) ∆s


1
γ

E1 (t, t1) , pour tout t ∈ [t1,∞)T .

(4.21)
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Par intégration de (4.21) entre t1 à t et lorsque t tend vers +∞, on a

∞∫
t1

E1 (t, t1)

t− t1
a (t)

∞∫
σ(t)

r (s) ∆s


1
γ

∆t ≤ − γ

γ − α
x

1−α
γ (t1) .

Ce qui donne la contradiction avec (4.20).

4.3.2 Théorème d’oscillation pour l’équation (3) pour α = γ

Théorème 4.3.2. Soit (4.3) , (4.6) vérifiées et α = γ ≥ 1. Supposons qu’il existe une

fonction positive δ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R) telle que pour tout t1 ∈ [t0,∞)T, t2 ∈ [t1,∞)T

suffisamment grands, tels que

∞∫
t2

δ (t) r (t)− ξγ
(
δ∆

+ (t)
)γ+1

a (t)

δγ (t)Eγ
1 (t, t1) (t− t1)

∆t =∞, (4.22)

où φ1, φ2, · · · , φn−2, E1 (., t1) sont définis dans le lemme 4.2.4.

Alors la solution de l’équation (4.1) est oscillante.

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (4.1).

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x (t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T.

Nous définissons la fonction w par :

w (t) = δ (t)

(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t)

xγ (t)
, t ∈ [t1,∞)T .

Alors w (t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T et par (4.11) on a

w∆ (t) ≤ −δ (t) r (t) +
wσ (t)

δσ (t)
xγ (σ (t))

{
δ∆ (t)xγ (t)− δ (t) (xγ)∆ (t)

xγ (t)xγ (σ (t))

}

≤ −δ (t) r (t) +
δ∆ (t)

δσ (t)
wσ (t)− wσ (t)

δ (t) (xγ)∆ (t)

δσ (t)xγ (t)
. (4.23)
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Du théorème 1.2.3, on obtient l’inégalité suivante

(xγ(t))∆ = γx∆(t)

1∫
0

(hx (t) + (1− h)xσ (t))γ−1 dh

≥ x∆(t)xγ−1 (t) . (4.24)

Substituons (4.24) dans (4.23), nous trouvons

w∆ (t) ≤ −δ (t) r (t) +
δ∆ (t)

δσ (t)
wσ (t)− wσ (t)

δ (t)x∆ (t)

δσ (t)x (t)
. (4.25)

Par le lemme 4.2.4, on obtient

x∆ (t) ≥ E1 (t, t1)

(a (t))
1
γ

[
a (t)

(
x∆n−2

(t)
)γ] 1

γ

≥ E1 (t, t1)

[
t− t1
a (t)

] 1
γ
[(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t)

] 1
γ

≥ E1 (t, t1)xσ (t)

(
t− t1

a (t) δσ (t)

) 1
γ

(wσ (t))
1
γ .

Comme la fonction x est croissante sur [t1,∞)T , alors

x∆ (t) ≥ E1 (t, t1)x (t)

(
t− t1

a (t) δσ (t)

) 1
γ

(wσ (t))
1
γ . (4.26)

Substituons (4.26) dans (4.25), nous avons

w∆ (t) ≤ −δ (t) r (t) +
δ∆

+ (t)

δσ (t)
wσ (t)− δ (t)E1 (t, t1)

δσ (t)

(
t− t1

a (t) δσ (t)

) 1
γ

(wσ (t))
1+

1
γ .

D’après le lemme 1.6.1, on obtient

w∆ (t) ≤ −δ (t) r (t) + ξγ

(
δ∆

+ (t)
)γ+1

a (t)

δγ (t)Eγ
1 (t, t1) (t− t1)

.

Intégrant la dernière inégalité entre t2 à t, on trouve

t∫
t2

δ (s) r (s)−
ξγ
(
δ∆

+ (s)
)γ+1

a (s)

δγ (s)Eγ
1 (s, t1) (s− t1)

∆s ≤ w (t2)− w (t) ≤ w (t2) .

Ce qui donne la contradiction par (4.22).
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4.3.3 Théorème d’oscillation pour l’équation (3) pour α < γ

Théorème 4.3.3. Soit (4.3) , (4.6) vérifiées et γ > α. Supposons qu’il existe une

fonction positive δ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R) telle que pour tout t1 ∈ [t0,∞)T suffisamment

grand on a
∞∫
t1

δσ (t) r (t)Eα
0 (t, t1)

(
t− t1

a (t) δ (t)

)α
γ

∆t =∞, (4.27)

avec

δ∆ (t) ≤ 0, pour t ∈ [t1,∞)T ,

où φ1, φ2, · · · , φn−2, E0 (., t1) sont définis dans le lemme 4.2.4.

Alors la solution de l’équation (4.1) est oscillante.

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (4.1).

Alors il existe t1 ∈ [t0,∞)T tel que x (t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T.

Nous définissons la fonction w par :

w (t) = δ (t)
(
a
(
x∆n−2

)γ)∆

(t) , pour t ∈ [t1,∞)T .

Alors w (t) > 0 pour t ∈ [t1,∞)T et par (4.2) , on a

w∆ (t) ≤ −δσ (t) r (t)xα (t) . (4.28)

Par le lemme 4.2.4, nous avons

x (t) ≥ E0 (t, t1)x∆n−2

(t)

≥ E0 (t, t1)

(
t− t1

a (t) δ (t)

) 1
γ

w
1
γ (t) . (4.29)

Substituons (4.29) dans (4.28), on trouve

−w∆ (t)w
−α
γ (t) ≥ δσ (t) r (t)Eα

0 (t, t1)

(
t− t1

a (t) δ (t)

)α
γ

.
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Par le lemme 1.6.4 nous avons

− γ

γ − α

(
w

1−α
γ

)∆

(t) ≥ δσ (t) r (t)Eα
0 (t, t1)

(
t− t1

a (t) δ (t)

)α
γ

.

En intégrant la dernière inégalité entre t1 à t, on trouve

t∫
t1

δσ (s) r (s)Eα
0 (s, t1)

(
s− t1

a (s) δ (s)

)α
γ

∆s ≤ γ

γ − α
w

1−α
γ (t1) ,

pour t assez grand. Ce résultat donne la contradiction avec (4.27).

4.4 Application

Remarque 4.4.1. Dans le lemme 4.2.4, nous pouvons prendre par exemple

φk (t) :=



t− t1 si k = 1,
t∫

t1

B (s) ∆s, si k = 2,

t∫
t1

φk−1 (s) ∆s, si k ∈ [3, n− 1)Z ,

, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Avec

B (t) :=

{
t− t1
a (t)

} 1
γ

, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Dans ce cas on a

Ak (t, t1) :=



1

B (t)

t∫
t1

B (s) ∆s si k = 1,

t∫
t1

hk−1 (t, σ (s))B (s) ∆s

t∫
t1

hk−2 (t, σ (s))B (s) ∆s

si k ∈ [2, n− 1)Z ,

, pour tout t ∈ [t1,∞)T .
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Les fonctions (φk)k∈[2,n−1)Z
satisfont alors les conditions (4.15) et (4.16).

Donc

E1 (t, t1) =
m=n−3∏
m=1

Am (t, t1) = A1 (t, t1)
m=n−3∏
m=2

Am (t, t1)

=
1

B (t)

t∫
t1

B (s) ∆s
m=n−3∏
m=2

t∫
t1

hm−1 (t, σ (s))B (s) ∆s

t∫
t1

hm−2 (t, σ (s))B (s) ∆s

=
1

B (t)

t∫
t1

hn−4 (t, σ (s))B (s) ∆s, pour tout t ∈ [t1,∞)T . (4.30)

De la même manière, on obtient

E0 (t, t1) =
1

B (t)

t∫
t1

hn−3 (t, σ (s))B (s) ∆s, pour tout t ∈ [t1,∞)T . (4.31)

Les corollaires suivants donnent des conditions suffisantes pour que toute solution

de l’équation (4.1) soit oscillante.

Corollaire 4.4.1. Soit (4.3) , (4.6) vérifiées et α > γ. Supposons que pour t1 ∈

[t0,∞)T assez grand, tel que

∞∫
t1

R (t)Hn−4 (t, t1) ∆t =∞, (4.32)

Avec

R (t) :=

 ∞∫
σ(t)

r (u) ∆u


1
γ

, pour tout t ∈ [t1,∞)T . (4.33)

et

Hk (t, t1) :=

t∫
t1

hk (t, σ (s))B (s) ∆s, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Alors toute solution de l’équation (4.1) est oscillante.
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Corollaire 4.4.2. Soit (4.3) , (4.6) vérifiées et α = γ ≥ 1.

Supposons qu’il existe une fonction positive δ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R) telle que pour tout

t1 ∈ [t0,∞)T , t2 ∈ [t1,∞)T suffisamment grands, tels que

∞∫
t2

δ (t) r (t)− ξγ
(
δ∆

+ (t)
)γ+1

(δ (t)Hn−4 (t, t1))γ
∆t =∞. (4.34)

Alors toute solution de l’équation (4.1) est oscillante.

Corollaire 4.4.3. Soit (4.3) , (4.6) vérifiées et γ > α. Supposons qu’il existe une

fonction positive δ ∈ C1
rd ([t0,∞)T ,R) telle que pour tout t1 ∈ [t0,∞)T suffisamment

grand, tel que
∞∫
t1

r (t) δσ (t) δ
−α
γ (t) (Hn−3 (t, t1))α ∆t =∞, (4.35)

avec

δ∆ (t) ≤ 0, pour tout t ∈ [t1,∞)T .

Alors toute solution de l’équation (4.1) est oscillante.

Exemple 4.4.1. On considère l’équation différentielle d’ordre n suivante :

x∆n

(t) + t−
3
2xα (t) = 0, t ∈ [1,∞)

2Z . (4.36)

Avec n ∈ [3,∞)Z et n pair.

Ici a (t) = 1, r (t) = t−
3
2 , γ = 1 et α =

α1

α2

> 1, tel que α1, α2, impairs positifs.

On a
∞∫
t

r (u) ∆u ≥ 1√
t
, pour tout t ∈ 2Z.

Il est clair de voir que (4.3) , (4.6) sont vérifiées.

Soit

φk (t) := hk (t, t1) , pour tout t ∈ [1,∞)
2Z et pour k ∈ [1, n− 1)Z .

Alors (4.16) et (4.15) sont vérifiées.

Pour tout k ∈ [1, n− 1)Z, nous avons

Ak (t, t1) =
hk+1 (t, t1)

hk (t, t1)
, pour tout t ∈ [1,∞)

2Z et pour k ∈ [1, n− 1)Z .

61



Alors

E1 (t, t1)

t− t1
a (t)

∞∫
σ(t)

r (u) ∆u


1
γ

≥ hn−2 (t, t1)√
t

, pour tout t ∈ [1,∞)
2Z .

Du Théorème 4.3.1, on déduit que toute solution x de l’équation (4.36) est oscillante.
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Résumé

Ce travail est organisé en trois parties.

La première partie consiste à étudier de l’oscillation de la solution de l’équation

différentielle d’ordre trois sur les échelles de temps de la forme

(q((p(x∆)γ)∆)β)∆ (t) + f(t, x(t)) = 0, t ∈ [t0,+∞)T . (E1)

Elle généralise le travail de [12], [38], [41] et [18].

Dans la seconde partie on s’intéresse aux solutions oscillantes de l’équation différentielle

du quatrième ordre sur les échelle de temps du type

(p(x∆)α)∆3

(t) + q (t) (p(x∆)α)∆2

(t) + f (t, x (τ (t))) = 0, t ∈ [t0,+∞)T . (E2)

Dans la dernière partie, on généralise à l’ordre supérieur et on étudie l’équation

différentielle suivante(
a
(
x∆n−2

)γ)∆2

(t) + f (t, xα (t)) = 0, t ∈ [t0,+∞)T , (E3)

avec n ≥ 3.

Nous établissons des théorèmes qui donnent des conditions suffisantes pour que

toute solution des équations différentielles (E1) ou (E2) ou (E3) soit oscillante ou

convergente.
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Summary

This work is organised of three parts.

The first part consists to study the oscillation of the solution of the third order

differential equation on the time scales of the type :

(q((p(x∆)γ)∆)β)∆ (t) + f(t, x(t)) = 0, t ∈ [t0,+∞)T . (E1)

It generalizes the work of [12], [38], [41] and [18].

In the second part, we are interested in the oscillation of the solution of the fourth

order differential equation on the time scales of the type

(p(x∆)α)∆3

(t) + q (t) (p(x∆)α)∆2

(t) + f (t, x (τ (t))) = 0, t ∈ [t0,+∞)T . (E2)

In the last part, we generalize to the superior order. We study the following diffe-

rential equation(
a
(
x∆n−2

)γ)∆2

(t) + f (t, xα (t)) = 0, t ∈ [t0,+∞)T , (E3)

with n ≥ 3.

We formulate theorems which give sufficient conditions so that all solution of diffe-

rential equation (E1) or (E2) or (E3) are oscillating or converging.
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