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Introduction générale

La théorie des échelles de temps est un nouveau secteur des mathématiques qui
unifient et prolongent 'analyse discrete et continue, elle a été présenté par Stefan

Hilger en 1988 dans Ph.D [25].

Beaucoup de résultats que ’on rencontre dans 1’étude des équations différentielles
et de différence restent valable dans le cas des échelles de temps. En outre, le calcul
dans les échelles de temps est une source riche d’étude des problemes intéressants
qui n’ont aucun équivalent normal dans le cas continu ou discret. Actuellement,
I’étude des équations dynamiques est un champ large dans les mathématiques pures
et appliquées sur I'existence et I'unicité des solutions. Les mathématiques appliquées
soulignent 'importance de la justification rigoureuse du comportement qualitatif des

solutions (oscillation, périodicité, stabilité, etc.).

La théorie de l'oscillation comme partie de la théorie qualitative d’équations
dynamiques a été développée rapidement ces dix dernieres années sur 1’échelle de

temps.

Notre these se compose de quatre chapitres.

Chapitre I :

Il consiste en un rappel des principales définitions et propriétés sur la théorie de
I’échelle de temps utilisées dans la suite du travail.

Chapitre 11 :

Il s’agit dans ce chapitre d’étudier le comportement asymptotique d’une équation
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différentielle non linéaire du troisieme ordre sur I’échelle de temps

(1(6E))) O+t =0 telnron W

Ce probleme a été initié par L. Erab, A. Peterson et S.H. Saker [12] dans son papier
de 2005 dans le cas que ou f est linéaire et v = § = 1. Ensuite, beaucoup d’auteurs
ont étudié des problemes similaires, voir par exemple

R. P. Agarwal, M. Bohner, S. Tang, T. Li et C. Zhang [18] ont étudié le comporte-

ment asymptotique de I’équation semi linéaire d’ordre trois

!’

(a((m&l>/>7> ) +pE)a? () =0,  t€ [to, +00).

T. Li, C. Zhang, B. Baculikova et J. Dzurina [38] ont étudié le comportement asymp-

totique de I’équation dynamique semi linéaire d’ordre trois

(a (xu) ) +q(t)x*(t) =0, t € [ty, +00).
T. Li, Z. Han, S. Sun et Y. Zhao [41] ont étudié le comportement asymptotique pour

I’équation dynamique a retard du troisieme ordre sur 1’échelle de temps

<a ((m;A)A)”)A O+ f(ta(r(®)=0, €[ty +00)y.

L’équation dynamique elle généralise toute les équations ci-dessus.
Chapitre III :
Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’oscillation pour une équation différentielle
non linéaire du quatrieme degré sur les échelles de temps de type :
Ay oy A3 Ay A2

(p(=2)")" O +a®) (p(2%)")" O+ f(ta(r(t)=0, t€to,+00)r. (2)
Ce probleme généralise tous les probléemes considérés par S.R. Grace, M.Bohner et
S.Sun [30]. T. Li, E. Thandapani et S. Tang [42]. Ce travail a fait I'objet d’une

publication [10].



Chapitre IV :
Dans ce chapitre, on étudiera 'oscillation pour une équation différentielle non

linéaire d’ordre n € N sur I’échelle de temps de type :

no2\ 1\ A7
(a(+*7))" O+ Fta" @) =0, L€+, (3)
avec n > 3.
Notre but ici est d’établir quelques nouveaux criteres de 'oscillation pour I’équation
qui généralise [36], [37]. Ce travail est soumis pour publication.
Mots clés :

Les échelles de temps, Equation différentielle ordinaire, Théorie de 1’oscillation.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons quelques définitions de base concernant les
calculs sur les échelles de temps. La plupart de ces résultats seront énoncés sans

preuve. Les preuves peuvent étre consultées dans [15] et [16].

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé non vide de I’ensemble des
nombres réels R. Ainsi Z, N, i.e. les nombres entiers relative, les entiers naturels sont

des exemples des échelles de temps.

Définition 1.1.1. Soit T Une échelle de temps. Pourt € T, on définit ['opérateur

de saut avant o : T — T par :

o(t) :=inf{s € T:s > t},
et l'opérateur de saut arriere p: T — T par :

p(t) :=sup{s € T:s < t}.

Par convention, on suppose : inf ) = supT (i.e o(t) =t si T admet un mazimum t)

sup@ =inf T (i.e p(t) =t si T admet un minimum t).
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Soit f : T — R une fonction, nous définisons la fonction f?: T — R par :
7o) =fo(t)), pour tout ¢t € T.

Les définitions ci-dessus pour 'opérateur de saut avant et 'opérateur de saut

arriere prétent a la classification des points dans une échelle de temps.

Définition 1.1.2. Soitt € T. Sio (t) =t et t #supT, alors t est dense a droite. Si
o (t) > t, alors t est dispersé a droite. De méme, si p(t) =t et t #inf T, alors t est
dense a gauche, et si p(t) < t, alors t est dispersé a gauche. Si un point t dispersé

a droite et dispersé a gauche, nous dirons que t est un point isolé.

Définition 1.1.3. La fonction de granulation p : T — [0,00) est définie par :

u(t) = o(t) —t.

La fonction de granulation en arriére v : T — [0,00) est définie par :

v(t) =t — p(t).

Définition 1.1.4. Si supT =m tel que m est dispersé a gauche, alors on définit

T* := T\ {m}; si nom T* :=T.

Exemple 1.1.1. Pour T =R, nous avons o (t) =t = p(t) et p(t) = 0.
Pour T =7, nous avons o (t) =t+1, p(t) =t —1 et p(t) = 1.

Exemple 1.1.2. Soit h un nombre réel positif fixé. On définit l’échelle de temps hZ
par :

WZ :={hz:z€Z}={--,-3h,—2h,—h,0,h,2h,3h,---}.
Ici,

o(t)=t+h, p(t)=t—h, et p(t)=nh.

Exemple 1.1.3. Soit ¢ un nombre réel fixé tel que ¢ > 1. On définit I’échelle de
temps q_Z par :

qZ:{qZZGZ}U{O}: { ﬂq_37q_27q_1717Q7q27q37"'}U{O}'
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Ict,

o(t)=qt, pt)==, e p@)=(¢—-1t

1.2 Différentiabilité et dérivées partielles

1.2.1 Différentiabilité

Maintenant nous considérons une fonction f : T — R et on définit la delta

dérivée de la facon suivante.

Définition 1.2.1. Soient f : T — R une fonction et t € T*. On dira que f est
A-différentiable en t s’il existe un nombre f2(t) € R tel que pour tout ¢ > 0, il

existe un voisinage U de t ot
|f7 () = f(s) — A ) (o (t) — s)| <elo(t)— s, pour tout s € U.

On appelle f2(t) la A-différentiable de f ent. Si f est A-différentiable en t pour
tout t € TF alors f2 : T — R est appelée la A-différentiable de f sur T*.

Rappelons quelques propriétés de la delta dérivées qui sont utilisées dans ce

travail.

Théoréme 1.2.1. Soit f : T — R une fonction et soit t € T*. Alors nous avons les

Propriétés suivantes :

1. Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

2. Si f est continue en t et sit est dispersé a droite, alors f est A-différentiable

ent et
o(t)) — (¢
g _ L) =0
p(t)
3. Sit est dense a droite, alors f est A-différentiable en t si et seulement si,
()~ (s)

s—t t—s ’
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eziste et est finie. Dans ce cas,

4. Si f est A-différentiable en t, alors
Fo@t) = F(&) + nlt) f2(0).

Théoréme 1.2.2. Soient f,g: T — R des fonctions A-différentiables et soit t € T*.

Alors nous avons les propriétés suivantes :

(1) La somme f+ g: T — R est A-différentiable en t et
(f +9)2(t) = f2() + g2 (1)
(1) Pour a constante, af : T — R est A-différentiable en t et
(af)2(t) = af? ().
(1ii) Le produit fg: T — R est A-différentiable en t et

(f9)2(t) = f2)g(t) + f7(H)g™(2) (1.1)
= f(t)g™(t) + [ ()" (t).

(iv) Sig(t)g®(t) # 0, alors ! est A-différentiable en t et
g

(£)* ) - L2000 110 o)

9

Exemple 1.2.1.

1. Si T =R, alors pourt € TF¥ =R est un point dense a droite,



2. Si T = Z, alors pour tout t € TF = 7Z est un point isolé,

Ay = LD =T 1y~ py = af ).

Ay Se@) = f@) _ fi+h) = f(#) _
f2@t) = @ = h = Apf(t).

Enfin, nous présentons la propriété de la composée (f o g)A, pour f: R — R et

g : T — R. Elle a été démontrée par Christian Potzsche en 1988.

Théoreme 1.2.3. Soient f : R — R une fonction continument différentiable et
g : T — R une fonction A—différentiable. Alors f o g est A—différentiable et on a

la formule suivante :
(Fo9)* 0 =1 [ 1 60+ bu()g* @) dn f o* 1) (13)

1.2.2 Dérivées partielles

On introduit la A-dérivée partielle pour les fonctions de plusieurs variables sur
les échelles de temps.

Soit n € N fixé. Soit f : T — R une fonction et soient (T;) des échelles

t€[1,n]NZ

de temps, on note
1. T=TyxTyx---xT, = {t = (t1,ta,...,t,) : t; € T;, pour tout i € [1,n]NZ},
2. TF = T§ x T x -+ x Tk,
3. 0;(t;) =inf{s € T; : s > t;}, pour tout i € [1,n] NZ,
4. pi(t;) =sup{s € T; : s < t;}, pour tout i € [1,n]NZ,
5. f7i(t) = f (t1,t2, -+ ,ti1,0:(t;), -+ ,t,), pour tout i € [1,n|NZ,

6. f5(t) = f(t1,ta, -+ ,ti1,8i,- -+ ,tn), pour tout i € [1,n] NZ.

11



Définition 1.2.2. Soit f : T —> R une fonction. La A—dérivée partielle de [ par

rapport a t; € TF est définie par :

Of (t oo ta) _ 170 = (1)

Aiti N os;(a;tsll g; (tz) — S; ’

si elle existe et est finie.

t1,...,0
On notera W par l'un des symboles suivants :
of()  of A, A,
t (¢t “(t).
10 Lo oo~
t
Définition 1.2.3. Soit f : T — R une fonction. Si les dérivées partielles ai?

existent pour tout i € [1,n] NZ, on peut aussi considérer la delta dérivée partielle

du second ordre

0*f (t)
AltlA]t]

Les delta dérivés partielles d’ordre supérieur sont définies de maniere similaire.

= ftﬁfj (t) = (ftfi)ij (1) pour tout i,j € [1,n| NZ.

Exemple 1.2.2. Soit f la fonction définié sur T =R x hZ, avec h > 0 par :

f(t,s) =t*s? pour tout (t,s) € T.

Alors
af (tv S) _ 3.2
A—lt = 4t S,
et
af(t,8> _ f<t7s+h)_f(t7$)
Ny h
_ M (s+h)? — s?
a h
= t*(2s+h).

1.3 Intégration

Naturallement, les calculs sur les échelles de temps ne sera pas complet sans
I'introduction de la A-intégrabilité. Nous définissons alors les fonctions qui sont

intégrables et pour cela nous présentons les concepts suivants :

12



Définition 1.3.1. Nous dirons qu’une fonction f : T — R est régqulicre si sa limite
a droite existe en tout point dense a droite de T et sa limite a gauche existe en tout

point dense a gauche de T.

Définition 1.3.2. Une fonction f : T — R est dite rd-continue st elle est continue
en tout point dense a droite de T et si sa limite a gauche existe et est finie en tout
point dense a gauche de T. On note ’ensemble des fonctions f : T — R qui sont

rd-continues sur T par :
Crd = Crd (T) = Crd (T, R) .

L’ensemble des fonctions f : T — R qui sont A—différentiables et ses A—dérivées

sont rd-continues sur T sera noté par :
Cid = Crld (T) = Cid (T,R).
Théoréme 1.3.1. Soit f: T — R.

1. Si f est continue, alors [ est rd-continue.

2. Si f est rd-continue, alors f est réguliere.

co

L’opérateur de saut avant o est rd-continue.

+~

Si f est rd-continue ou réguliére, alors f° c’est ainsi.

R

Soit f continue. Si g : T — R est rd-continue ou régquliére, alors f o g est

également rd-continue ou réguliere respectivement.

Définition 1.3.3. Une fonction continue f : T — R est pré-différentiable avec
domaine différentiabilité D, tel que D C T*, T*\ D est compatible et ne contient les

point dispersé a droite dans T et f est A—différentiable pour tout t € D.
Le Théoreme suivant garantit l'existence de pré-antidérivée.

Théoréme 1.3.2. Soit une fonction f : T — R réguliére. Alors il existe une fonction

F pré-différentiable avec de domaine D telle que

FA(t) = f (1), pour tout t € D.

13



Définition 1.3.4. Soit une fonction f : T — R réguliere. Toute fonction F' donnée

dans le Théoréme s’appelle pré-antidérivée de f.
Définition 1.3.5. Une fonction F': T — R est appelée antidérivée de f : T — R si
FA(t) = f (1), pour tout t € T".

Définition 1.3.6. Soit une fonction f : T — R réguliére. Nous définissons l'intégrale

de Cauchy par :
b
/f(t)At:F(b)—F(a), pour tout a,b € T.

Définition 1.3.7. Supposons que sup T = oco. L’intégrale impropre est définie par :

b

/f(t) At= lim [ f() At

Le théoreme suivant fournit les propriétés pour les fonctions delta intégrales.

Théoréme 1.3.3. Sia,b,c e T,a € R et f,g € Crq (T,R), alors

1. /b[f(t)+g(t)] At:/bf(t)AH/bg(t)At;
2 /b(af(t))Atza/bf(t)At,
. o

o
—
=
5
I
|
—
=
L

4 /bf(t)At—/cf(t)AtJr/bf(t)At,
5. / F(HAt=0

6. Si|f(t)| < g(t) surla,b) N'T, alors

/bf(t)At < /bg(t)At;

14



7. Si f(t) > 0 pour tout t € [a,b] N'T, alors /f(t)At > 0.

Théoréme 1.3.4. Sia,b €T et f,g € C!,(T,R), alors

b

/ (09> (B)AL = (£9) () — (f9) (a) — / (g (HAL,

a

Théoréme 1.3.5. Soient a,b € T et f € C,q (T, R)

/bf(t)At:/bf(t)dt

ou l'intégrale a droite est l’intégrale usuelle de Riemann.

1. Si T =R, alors

2. Si[a,b] N'T ne contient que des points isolés, alors

3. Soient a,b € hZ tels que b > a, et f € C.q (T,R), alors

b

/ Z_lhf kh).

Exemple 1.3.1. SiT =7 et sit € Z tel quet > 1 et a # 1, alors
a" —1
a’As = .
[eeas > =t

0

Exemple 1.3.2. Si T = ¢%, avec ¢ > 1, alors

00 b

1
Zglxt = lun_ Zglxt

. u
= 1
Jm Z
te[1;b)
k=n—1
= (¢g—1) lim qg " =q.

n—>0o0
k=0

1
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1.4 Fonctions exponentielle

Dans cette section, nous définissons une fonction importante sur une échelle de

temps qui généralise la fonction exponentielle sur R, e, (., ).
Définition 1.4.1. Soit h > 0, on définit les nombres complexes de Hilger par :
1
Cp = {zE(C:z#—}.
h
et l’axe tmaginaire de Hilger
Zh::{zeC:—%<1mz§%}.
Pour h =0, on pose par définition Cy = C, Zy = C.
Définition 1.4.2. On dit que la fonction p : T —> R est régressive si
L+pu(t)p(t) #0, pour tout t € T*.
On note l’espace des fonctions rd-continues régressives par :
R=R(T)=R(T,R).

On munit cet ensemble de ’addition définie pour tous p,q € R par :

(p®q) () :=p(t)+at) +pt)pt)q(t),  pourtoutt € T".

Le groupe (R, ®) est dit groupe régressif. Le conjugué de chaque élément p du groupe
R noté par ©p est donnée par :

(ep) (t) = #t()t;(t)’ pour tout t € T,

Définition 1.4.3. Pour h > 0, la transformation cylindrique &, : C, — Zj, est

définie par :
1
Eln(l +hz) sih#0,

&n (2) =
z st h = 0.
L’inverse de transformation cylindrique &, : Zy, — Cy, est définie par :
hz)—1
o —exp( ?) st h #0,
& (2) = h
z st h = 0.
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Définition 1.4.4. Soitp € R, la fonction exponentielle généraliséee, : T x T — R

est donnée par la formule :

ep(t,s) = exp /fu(f) (p(1))AT ], pour tout t,s € T.

Théoréme 1.4.1. Soient p € R(T) et ty € T. Alors la solution unique du probléme

a valeur initiale

est donné par :

Yy (t) = yoep (t,to) -

Proposition 1.4.1. Soient p,q € R(T), t,s,7 € T*, la fonction exponentielle
généralisée de [’échelle de temps vérifit les propriétés suivantes :

1. Propriété de semi-groupe e, (t,s) = e, (t,7) e, (T,5).

2. ¢,(0(t),s)=1+pn)p@)e(ts).

(s,t

co
o

S|

. é 5 =egp (t,5).

) =
) eq (t,8) = epaq (L, ).

(t
ep( ;8
d. (

eq ) = €pogq (t S)

+~
D
S|

»

b

6. La fonction e, (.,s) est A-différentiable en t et (e, (., s))™ (t) = p(t)e, (,s).

Exemple 1.4.1. Soit T =hZ pour h > 0. Soit a € R une constante, i.e.

cee 1)

Tous les point dans l’échelle de temps hZ. sont dispersés a droite et nous avons

t

1
eq(t,0) = exp E/ln(l—i—ah)AT
0

= exp hln(1+ah)

>+

= (1+ah)r.
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1.5 Polynomes généralisés

Nous commencons par donner la définition des polynomes généralisés sur les

échelles de temps.
Définition 1.5.1. [15] Soit k € N, on définit les fonctions hy : T x T — R par :

1, sik=0
t

/hk_l (1,8) AT, sik>1

S

hy (t,s) := , pour tout t,s € T.
Exemple 1.5.1. Si en prend T =R, on a

(t— )"
R

Proposition 1.5.1. [15] Pour tout t,s € T et k € N, les fonctions hy satisfont

hk (t, S) =

pour tout t,s € R et pour k € N.

0, sik=0
hi—1 (t,s), sik>1

hkAt (t,s) = . pour tout t,s € T*.

Lemme 1.5.1. [36] Sine N, t;,t €T et f € Crq(T,R) ,alors
t Sn+1 S92 t

[ [ st ds = [0 @) 16)8s

1.6 Définition de ’oscillation

Soit une échelle de temps T et soit a,b € T, tel que a < b. On note

la, +00)p = [a,+00) N'T,
la,b) :==1[a,b)N'T,
la,b]y == [a,b] N'T.

Nous définissons l'oscillation des solutions et nous donnons un exemple simple.

Définition 1.6.1. On dit qu’une fonction f : [a,+00)r — R est éventuellement

positive, si il existe ty € [a,+00)y tel que

f(t) >0, pour tout t € [ty, +00)y .

18



Définition 1.6.2. On dit qu’une fonction f : [a,+00)r — R est éventuellement

négative, si il existe ty € a, +00) tel que
f(t) <o, pour tout t € [ty, +00)y .

Définition 1.6.3. On dit qu’une fonction f : [a,+00)r — R est oscillante sur
la, +00)p si elle est ni éventuellement positive ni éventuellement négative. Elle est

dite non oscillante dans le cas contraire.

Exemple 1.6.1. Considérons I’équation différentielle suivante
2@ (t) +x (t) =0, pour t € [0, +00) .
FElle a une solution z (t) = sin (t) oscillante.

Nous considérons quelques lemmes qui seront utilisés dans cette these.

Lemme 1.6.1. [26] Soient A, X\ et B des constantes strictement positives. Nous
avons alors l'inégalité suivante

1 A RA+H1
Bz — Az'tx < A'B

_— our x > 0. 1.4
Sy p (1.4)

Lemme 1.6.2. [36] Sin € N, supT = oo et f € CI; ([to, 00) ,R) alors les propriétés
sutvants sont vraies.
1. litm inf f2" (t) >0 = tlim FA" (t) = oo pour tout k € [0,n), .
—00 —00

2. limsupf2" (t) <0 = tlim FA" (t) = —oo pour tout k € [0,n), .
—00

t—o00

Nous donnons le lemme de Kiguradze’s.

Lemme 1.6.3. [36] Soit n € N et f € C,(T,R) et supT = +o0. Supposons que
f est positive ou négative et f2" n'est pas identiquement nulle et est négative ou
positive sur [ty, 00)r, pourty € T. Alors il existe ty € [tg,00)p et m € [0,n), tels que

(=)™ F () FA" (t) > 0 est vérifié pour tout t € [t;,00)r, avec
(i) £ () f~ (t) > 0 pour tout t € [t, o0) et pour j € [0,m),,
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(i1) (=)™ £ (1) fA (t) > 0 pour tout t € [t1,00)y et pour j € [m,n), .

Lemme 1.6.4. [30] Soient f € C}, ([to, o)y, RT) et A > 0. Alors

(F°
2 (fa)_)\ < T\ < AN sur [to, 00) -

20
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Chapitre 2

Comportement asymptotique de la
solution d’une équation
différentielle non linéaire du
troisieme ordre sur les échelles de

temps

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons le comportement asymptotique de toute solu-
tion de I’équation différentielle non-linéaires d’ordre trois.
On supposera que le probléme admet au moins une solution dans ’espace
Cra ([to; 00)7, R).

A

(1(0E))) O+ o) =0 el (21

dans ’échelle de temps T, avec 3, sont de la forme g = &, v = LS B, Ba, 1,

B Y2
~9 impairs positifs, vy > 1.
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p,q : T — R* sont des fonctions rd-continue et ou f satisfait les conditions sui-

vantes :

(H1) f:T xR — R est continue,
(Hs2) f(t,—x) = —f(t,x) pour tout t € [ty,00)y, = € R,
(Hs) 1l existe une fonction r : T — R positive et rd-continue telle que

f(t )

3;"75

> r(t), pour tout ¢ € [ty,00)r, x € R — {0} . (2.2)

2.2 Cas ou ’équation admet une solution non

oscillante

Dans cette section, nous supposons que l'équation (2.1) admet une solution
éventuellement positive (le raisonnement reste valable si elle est éventuellement

négative).
Lemme 2.2.1. Soit z une solution de l’équation (2.1)) et

f{ﬁ}BASZT{ﬁ};As:%@ (2.3)

to to

Alors il existe ty € [tg, 00)p tel que
A
[p (z2)"]” (¢) > 0, t € [t1,00)g. (2.4)

Démonstration.
Soit x une solution éventuellement positive de I’équation ([2.1]).

Alors il existe ¢ € [tg, 00)y tel que x () > 0 pour tout ¢ € [t;,00)q.

D’apres (2.2)) on a



Montrons que [p (a:A)W]A (t) > 0, pour tout t € [t1,00).

Supposons le contraire c’est-a-dire, il existe ¢y € [t1, +00) tel que
A
[p (xA)q (t2) < 0.

B
Puisque la fonction ¢ [(p (xA)V)A} est décroissante sur [t;,+00), alors il existe

une constante M > 0 telle que

[(p (:BA)W)A]B (1)< 22 pour tout £ € [t, +00)p. (2.5)

(1)’

Par intégration de (2.5)) entre t5 a t, on trouve

L

p(t)(x®)(t) < plta)(2®)(ta) — j {%}% As.

to

D’apres (2.3), on déduit que p(t)(z2) () tend vers —oo lorsque t tend vers+oo.

Donc il existe t5 € [t2, +00); tel que
p(t)(#*)'(t) < =1,  pour tout t € [t3,+00)y.
Par intégration de cette formule entre t3 a t, on trouve

z(t) < x(t3) — j {ﬁ}; As, pour tout ¢ € [t3,4+00) .

t3
D’apres (2.3)) z(t) tend vers —oo lorsque ¢ tend vers +o0.
D’ou la contradiction.

Alors [p (:BA)W}A (t) > 0, pour tout t € [ty,00)y. O

Remarque 2.2.1. Soit x une solution de ’équation (2.1)) et (2.3)) vérifiée, alors il y
a seulement deuz cas possibles c’est-a-dire, pour tout t € [t1,00)r, avec ty € [ty, 00)p
suffisamment grand :

1oz (t) >0, 28() > 0 et [p ()] (1) >0,

A

2. x(t) >0, 22(t) <0 et [p(z2)"]" (t) > 0.
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Lemme 2.2.2. Soit x une solution de l’équation (2.1)) et qui satisfait le cas (1) de

la remarque|2.2.1|, alors

@0)7 2 60 a0 [0 @) 0. pour toutt € [t1.00)y. (26)
117
6 (1 1) ':W/{@} As. (2.7)
Démonstration.

Si z2(t) > 0, pour tout ¢ € [t;,00)y, de Péquation (2.1]) on déduit que la fonction
B
q [(p (:EA)V)A} est strictement décroissante sur [ty, 00)r.

Par conséquent, nous avons

() (@) () = p(t) (+2) (1) + / (0 (#2))2(5) As

vV
—
K
==
——

™=
—N
lw)

G

[ —
—
i)
YounY
8
>
N—"
5
SN—"
>
| S
ISy
©
——
Ry I
>
V2)

> foo [0 0 et

Ce qui prouve le lemme. O

Lemme 2.2.3. Soit x une solution de l’équation (2.1)) et qui satisfait le cas (2) de
la remarque telle que

o0

/T(t)At = 00. (2.8)
t1
Alors
lim z(t) = 0. (2.9)
t—o0
Démonstration.

Satisfaisant le cas (2) de la remarque [2.2.1
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Alors lim z(t) = b > 0, supposons que b > 0, de (2.1)) et (2.2)) nous déduisons :

t— 00

{q[@%xAYUA}B}A<w A CE0)
< —r(Ha?’()
< —r(t)”.

Par intégration de I'inégalité ci-dessus de ¢; a t, nous obtenons

t

() <a(t) (v (xA)”)A]ﬁ(tl)—mﬁ/r<s)As,

t1

a(t) | (p(=*)))"]
ce qui implique que

lim ¢ (¢) [(p (xA)W)A} (1) = —c0.

t—+00

D’ou la contradiction. O

2.3 Comportement asymptotique pour I’équation

1)

Maintenant, nous établissons quelques conditions suffisantes pour que toute so-
lution = de (2.1)) soit oscillante sur [ty, 00); ou convergente.

Pour la simplification, on note
dy (t) == max{0,d ()},

et

aa

o = m, pour tout a > 0.

Théoréme 2.3.1. Supposons que (2.3)) est vérifiée. S’il existe une fonction 6 : T —
R* telle que 6 € CL, (T,R) et pour tout t1 € [tg,00)y grand, ty € [t1,00)y et si

t

hmi/wﬂw&@my@v

to

(5£<S)>57+1

(8(5)7 (¢ (s,t1))°

} As = 00, (2.10)
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avec m >0 et ¢ (.,t1) est définit dans le lemme .
Alors toute solution de (2.1)) est oscillante sur [t1,00)p ou converge.

Démonstration.

Supposons le contraire, que  est une solution non oscillante de . Supposons que
x est une solution éventuellement positive de I’équation , la substitution y = —x
transforme I’équation en une équation de la méme forme. On a alors deux cas,

A éventuellement positive, alors il existe ¢; € [tg, 00)y tel que z2(¢) > 0, pour

Sl @
tout ¢ € [t1,00).

Nous définissons la fonction w par :

t € [t1,00),. (2.11)

Alors w (t) > 0 et de (1.1)) et (1.2)) nous obtenons

w? (1) = wi;t()ﬂ {q [(p (IA)V)A]ﬁ}A(t) + Lfiﬁ(t()qua(t) [(p (xA)v)A}ﬁ(g ()

0 52 (1) () =0 (1) (a7 ()" Ay A

B (t)f(t’x<t>> + { B (t) 287 (o (1)) }q *) [(p (x ) ) }
A A P A

o - cufien e S

Par le théoreme [1.2.3] on obtient I'inégalité suivante

@ @) = 57 [ e @+ @ =m0 @ dn

> / [ha” ()7 2 (1) dh = 297 (o (1) 22 (1) (2.13)
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D’apres ([2.12)) et (2.13)) nous avons

5 o oo T Sty
< —r(B)5 (1) + (;g(%) w (f)

70 (o) w0 S (10 loeT o)

. NG . P
Comme la fonction ¢ [(p (m ) ) ] est strictement décroissante sur [ty, 00), alors

{q [(p (xA)V)Ar} (t) < {q [(p (fﬂA)V)Ar} (t),  pour tout t € [t;,00).

Donc,
20 < (s () + 20 %w—aam¢@tni{w””}H% (2.14)
ceT o7(0) " e ) |
D’apres le lemme [1.6.1], nous avons
By+1
w? (t) < —=r(t)o (t) + &py (5—%(1&)) (2.15)

04 (1) (6 (t.11))"

Nous déduisons que

A () < SN el ) NN D
(t—s)"w(t) < {r(t)5(t) 557557(t)(¢(t7t1))6}(t s)™. (2.16)

D’autre part, pour t € [t1,00); fixé, on définit la fonction ¢, par :
o (s)=(t—9)", pour tout s € [t1,t)r.

Alors ¢, est A-différentiable et ¢ est donnée par :

sy - —T (t—s)" ", sio(s)=s,
g o) =97, so(s) £

Avec m > 0. On déduit que

o (s) <0, pour s € [ty,t).
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Par intégration de (2.16)) entre 5 a t, nous avons

t

g L (@E)™ o moa
/(t 5) {7’(8)(5(5) & ))5}&9 < /(z )™ w (s) As

077 (5) (¢ (s, 1y

to to

t

< —[(t-smw (s, + / o2 (3)u? (5) As

to

S (t - tz)m w (tg) .

Par conséquent

t

\ . (13())" }
_ — S r(s)d(s) — As
o (t ) { ( ) ( ) €ﬁ7<5(8))5‘r (¢ (S,tl))ﬁ

to
d’ott la contradiction de ([2.10|) pour ¢ grand.

IN

<t_tt2)mw(t2).

Si z® est éventuellement négative, alors x est converge vers une limite finie car la

fonction x est décroissante et minorée par 0. O

Exemple 2.3.1. On considere I’équation dynamique suivante sur [’échelle de temps

1y A
{[(t(xA)5)A]§} () +t2(t) =0,  pourtoutt€ [I,+00)y.  (2.17)

q(t)=1, p(t)=t, =5, ﬁz%, flt,z)=t2x et r(t)=t"2

Il est clair que (2.3) est vérifiée.

t—1t
o (t,t) = ; L pour tout t € [tq, +oo)7
2
Soit §(t) = t, de (2.10) nous avons
r 1 s3 ~—
T D R S P
s s3 (s —11)3 g 23 (27 — 2m)3

to
Avecn € (0,1).

Alors toute solution de (2.17)) est oscillante sur 27 ou converge .
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Corollaire 2.3.1. Supposons que (2.3)) est vérifiée pour tout t € [ty, 00)y grand et

St

lim — / (t—s5)"r(s)As = oo, (2.18)
avec m > 0.
Alors toute solution de (2.1)) est oscillante sur [t1,00) ou converge.

Exemple 2.3.2. On considere l’équation dynamique suivante sur ’échelle de temps

continue T = [1, 00)
(' ()% + t2®(t) = 0, pour tout t € [1,00) . (2.19)
Ici
pt)=qt)=1, v=3, B=1, flt,x)=ta® et r(t)=t.

1l est clair que (2.3) est vérifiée.

Alors, le corollaire donne

o0 [e.9]

/r(t)At:/tAt:oo.

1 1

Ce qui signifie que toute solution de (2.19) est oscillante sur T ou converge.
Soit D un sous-ensemble de T x T définit par :
D:={(t,s) €T?:t>s>t}

Soit H : D — R une fonction satisfaisant les conditions suivantes
a) H est continue sur D,
b) 3t, € T, H (t,t) = 0, pour tout ¢ € [t;,00),

c) H(t,s) >0, pour tout (t,s) € D,

d) H est A—dérivable par rapport & s.
Remarque 2.3.1. Nous pouvons prendre par exemple,
H(t,s)=(t—s)", pour tout (t,s) € D,
avec m > 0.
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Théoreme 2.3.2. Supposons que (2.3) est vérifice. S’il existe une fonction 6 : T —
R* telle que 6 € C!,(T,R) et H : D — R, pour tout t; € [tg,00)y grand, t €

[t1,00), si

t

R T Y (A C) ) i DN
tgnoo—H(t,tg)!{ ( )5( )H(t, ) €ﬂ7(¢(s,t1))ﬁ (5(8)H(t,8))57}A = o0,

(2.20)
et

0% (s)

t =
U(S? ) 6U(S>
ot ¢ (.,t1) est définit dans le lemme[2.2.9

Alors toute solution de (2.1)) est oscillante sur [t1,00)p ou converge.

H(t,s)+ H> (t,s), pour tout (t,s) € D,

Démonstration.

Supposons le contraire, que x une solution non oscillante de . Nous pouvons
supposer que x est une solution éventuellement positive de I’équation ; la sub-
stitution y = —x transforme ’équation en une équation de la méme forme.
On a deux cas :

Si 2 est éventuellement positive, alors il existe t1 € [ty,00)y tel que z2(t) > 0,
pour tout ¢ € [t1,00).

Par I'inégalité , on obtient

67(s) 67 (s)
(2.21)
Par intégration de la formule (2.21]) entre t5 & ¢, on trouve
t
/r(s)(S (s) H(t,s)As < w(ta)H(t,ts)
to
t 1
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Par 'inégalité ((1.4)), on a

1 / (U_|_(S, t>50(5>)57+1
e | {TW ) = S ) G H ) } s

to

lorsque t est assez grand , on a la contradiction par ([2.20)). ]

Théoréme 2.3.3. Supposons que (2.3) est vérifiée. Soit § définie dans le théoréme
telle que (2.10)) soit vérifiée. si

7(@> % As=o00,  P(r):= 7T(S)As < o0, (2.23)

p(s)

t1 T

et
1

o (s) = 7(‘”(7)) ’ Ar < o (2.24)

q(7)

s

Alors toute solution de (2.1)) est oscillante sur [t1,00); ou converge vers zéro.

Démonstration.

De la preuve du théoreme , chaque solution de I'équation est oscillante sur
[t1,00) ou tgnoox (t) existe. D’autre part, supposons que z2(t) < 0, pour ¢ € [t;, 00) .
Alors z(t) est décroissante et t&noox(t) = b > 0 existe.

Supposons que b > 0.

Par intégration de la formule entre ¢t a 0o, on obtient

7r(s)x57(s)A8 < 7f(s,x(s))AS

Par (2.25]) et comme z(t) > b, on a

(=

Y M 278
v (45) <)o (2.20)



Par intégration de la derniere inégalité entre s a t, avec t tend vers 400, on trouve

M% —z our 00
b(p(t)) < (t),  pourt € [t;,00)y. (2.27)

Par intégration I'inégalité (2.27)) entre t; a t, nous avons

t 1
b/ (90 (S)> " As < x(ty), pour ¢ assez grand.
p(s)

t1

Cet résultat donne la contradiction de ([2.23)). O]

Remarque 2.3.2. Si on prend T =22, soit o € R.

Sia>1, ona

o0

T—a—l—l -
/s As = T g=ari’ pour tout T € 2%. (2.28)
Sia<1, ona
/S_O‘As = 400, pour tout T € 2. (2.29)

T

Exemple 2.3.3. On considére I'équation dynamique (2.17)).
Par (2.28) et (2.29), nous avons

o0 2 L
U(T) = /S_2AS = —, pour tout T € 2%,
T
et -
p(s)=8 | 7 AT:ﬁ, pour tout s € 2%,
s

s

ou @, 1 sont définis dans le théreme|2.3.5

Alors . . .
/ (80(8)) ! As = (g) i /sgAs = 400.
; p(s) 3 ;

Du Théorémem on déduit que toute solution de (2.17)) est oscillante ou converge

vers zEero.
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Chapitre 3

Oscillation pour une équation
différentielle non linéaire du
quatrieme ordre sur les échelles de

temps

Dans ce chapitre nous nous intéressons a 1’étude de 'oscillation pour une équation

différentielle d’ordre quatre.

3.1 Introduction

Il y a beaucoup d’articles étudiant 1'oscillation de 1’équation ordinaire d’ordre
quatre ou titre d’exemple :

S. R. Grace, M. Bohner et S. Sun [30] ont étudié 'oscillation de 1’équation suivante
22 () + ¢ () 2 (t) = 0.

T. Li et E.Thandapani et S. Tang [42] ont étudié l'oscillation pour I’équation

dynamique a retard du quatrieme ordre sur 1’échelle de temps

<T (5”M>>A (t) +p )z (r(t) =0,
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Y. Qi et J. Yu [45] ont étudié l'oscillation de I’équation semi-linéaire
v (1) +p(t)a” (7 (1)) = 0.

R. P. Agarwal, M. Bohner, T. Li et C.Zhang [20] ont étudié I'oscillation de I’équation

dynamique semi linéaire d’ordre quatre sur I’échelle de temps

(r ()Y 0+ 20 (+2) 0 + a2 (1) =00

Dans ce chapitre on donne quelques criteres d’oscillation pour I’équation dynamique

non-linéaire d’ordre quatre qui généralise toute les équations ci-dessus :

(P> () + q (1) (pa®)*)> (1) + f (£, (7 (£))) = 0. (3.1)

; ap . . "
sur une échelle de temps T, avec « de la forme o« = — ou a1, ap impairs positifs.
&%)

On impose les conditions suivantes :

(H1) f:T xR — R une fonction continue et vérifiant
zf (t,x) >0, pour tout ¢ € [tg,00)r,z € R\ {0}.

(Ho) 11 existe une fonction 7 : T — RT rd-continue, telle que

f(t,x)

xa

> r(t), pour tout ¢ € [tp,00)r, x € R\ {0}.

(H3) Les fonctions p et g sont a valeurs réelles et sont rd-continues positives définies

sur T, telles que
1L—q(t)p(t) #0, pour tout t € [ty, 00) .
(H4) La fonction 7: T — T est rd-continue, telle que

T(t) <t, pourt € [ty,o0); et lim 7 () = o0.

t—o00

On supposera que le probleme (3.1) admet au moins une solution dans 'espace

C:«ld ([tOv OO)T 7R)'
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3.2 Cas ou I’équation (2) admet une solution non
oscillante

Nous présentons le lemme suivant qui donne les propriétés de la solution éventuellement

positive x de I’équation (3.1]) .

Lemme 3.2.1. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (3.1)

et
1

feq(t) (1 to) At = f{ﬁ)}a At = o0, (32)

to to

alors, il y a seulement deux cas possibles, pour tout t € [t1,00)r avec t; € [ty, 00)y

suffisamment grand :
Loa®(t) >0, (p(«®)M)2() >0, (p(=™)*)* (1) >0,

2. 281) >0, (p(x®))2(t) <0, (px®)*)*(t) > 0.

Démonstration.
Soit & une solution éventuellement positive de ((3.1)).

Alors il existe t; € [tg, 00); tel que  (t) > 0 et x (7 (t)) > 0 pour tout ¢ € [t1,00)y.

Par (3.1)), nous avons
A3

(p(z*)")” &) +4q(t) (]D(xA)O“)AZ (t)=—f(t,x(7(t))) <0, pourt € [t;,00)r.
(3.3)

De (3.3)), on obtient

((imﬂ()agf ) Ty 0 e0 )(p(xﬂww ®_,
ay A?
Donc M est décroissante sur [ty, 00).

€4 ('7 t())
Alors (p (:EA)Q)AQ, (p (:EA)Q)A et 22 sont de signe constant pour ¢ assez grand.

Montrons que (p (xA)a)A2 (t) > 0 pour t € [t1,00)r.

Supposons le contraire, alors il existe une constante ¢ > 0 et ¢y € [t1,00) tels que
(p (%)) (1) < —cey (t,10), T € [t2,00)g.
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Par intégration de la derniere inégalité entre t5 a t, nous obtenons
t
0 ()5 0 < 0(6))> (1)~ [ ey (s.10) A,
to
ce qui implique que

lim (p (z%)%)2 (t) = —cc.

t—00

Alors,
lim p (t) (22)" () = —o0.

t—o0

Ce qui signifie qu’il existe une constante m > 0 et t3 € [t2, 00)y tels que

xA(t)§—<£>a, t € [ts, 00)r.

p(t)

Intégrons la derniere inégalité entre t3 a t, nous obtenons

2 (t) <z (ts) — j (p%) - As.

t3

Ceci donne que ltlim z (t) = —oo, d’ou la contradiction.
Si (p(t) (z2 (£))")” > 0, alors 2 () > 0 car (p(t) (z* (t))a)AZ > 0.
Si (p(t) (2 (¢))")* < 0, alors 2™ (t) > 0 car z (t) > 0.

]

Lemme 3.2.2. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (3.1)

satisfaisant le cas (1) du Lemme[3.2.1. Alors
(p (z))2(0) = (t = 1) (p (+2)) (1), t € [tr,00)y.
Sl existe une fonction ¢ € C}y ([to, 00)p , RT) et to € [t1,00) tels que
() — ™ (t)(t—t1) <0,  tE [tr,00),

est une fonction décroissante sur [ty, 00), et

<-
=
=
=
—~
8
>
~—
Q
—~
N
v
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Et sl existe une fonction ¢ € C}; ([to, 00)p , RT) et t3 € [ta, 00) tels que

qs(t)w(t)—w(t)/qb(smsso, t € [ts,00)s |

est une fonction décroissante sur [t3, 00), et

t

x(t)zxA(t){&}é/{w(s)}éAs = R(t,t3) 2™ (), tE€ [ts,00)y.

(t)

t3

Démonstration.
Soit x une solution éventuellement positive de (3.1)) .
Comme (p (z2)")2 (t) > 0, (p (JcA)O“)A2 (t) > 0, nous avons

t

(p (2%)")2(1)

Y
=
—
8
>
~—
NS
R
O
>
VA

Y
=
—
8
>
~—
N
g
N
=
~—
=
|
~
—
~—

De et on obtient
(eeP) ) - etres

¢

b ()50 [ o)
= ToWe ) {t—u

o (t)} <0.

Par conséquent,

Alors

est une fonction décroissante sur [ta, 00)y.

A%
5)
—
8
>
~—
N
>
=
<-
=
>
%A

(3.7)

(3.8)



D’autre part

<p <xﬂ>“) T - PEN000 -p ) v
0

- p(t) («%)" (t) ¢t(t)z/’(t) —pR () b <.
T o

p(t) (=2 ()"
¥ (t)

Donc est une fonction décroissante sur [ts, 00)p et

o> [T () s
) [ s eo

v

Y,
—
7~ N

O]
Remarque 3.2.1. Dans le lemme|[3.2.3, nous pouvons prendre par exemple
t
o(t) = (t —ty) et P (t) = / (s —t1) As. (3.9)
to

Les fonctions ¢ et ¢ vérifient les conditions (3.5)) et (3.7)).

3.3 Théoremes d’existence de Doscillation pour
I’équation (2

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garan-
tissent que chaque solution x de (3.1)) oscille sur [t, 00).

Pour la simplification, on note




et

; 1, sia>1,
Qu (1) =
Td* ' (t), sia<l.

3.3.1 Théoréme d’oscillation pour 1’équation (2) pour a > 0

Théoreme 3.3.1. Supposons (3.2|) est vérifice et qu’il existe une fonction positive
6 € CHy([to,0)y,R) telle que pour tout t; € [to,00)p assez grand, tz € [t1,00)y,
ty € [ta, 00)g et ty € [t3,00)p, On @

t

lm [ 67 (s)r(s)k(s,t3) — E {5 (5) _ q(s) o (s) } 0(s5) T¢ (s) As = 0,

t—o0 41 0(s) To(s) T6 (s)
' (3.10)
ot ¢ et 1) sont définies dans le lemme et
7(t) 1 ()
S S v(s) }E s s) As
L) e @ {/ i) } /“ 8
Sil existe des fonctions positives 0, € C}, ([to, 0) , R) telles que
A(?)
g(ttﬂ-—AA(ﬂfSO, t € [ta, 00)p, (3.11)
avec ) )
1 1 e
€t = (p (1) / 5] as
et .
| 0217 ()TN () p (s)
lim [ 69 (s)c(s) — As = 00, 3.12
) P T Q@ T () ) o
avec s
- ! A (7 (w)
c(t) = e (t)/ /r(u) () Au p Av.

Alors la solution de (3.1)) est oscillante.

Démonstration.

Supposons que (3.1) admet une solution z non oscillante sur [tg, 00).
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Alors il existe ¢ € [ty,00); tel que x () > 0 et x (7 (t)) > 0 pour t € [t1,00).
Supposons d’abord que z satisfait (1) dans le lemme [3.2.1]

Nous définissons la fonction wy par :

t € [t1,00)y. (3.13)

ce qui implique que

A () = 52 (p (mA)a)A2 t .. (xA)a AT (3 67 (t) ( p (xA)a>A2 (t)>
PO =G s T Y e O O 6 @A
(3.14)
(@) e
Comme o0 est une fonction décroisante, nous avons
0 )P0 o0 a1

(p (z2)%)27 () — ¢7 ()

De (3.13)), (3.1)) et de la derniére inégalité, nous obtenons

A 52 (t) o q(t)(p :vA)a)A2 (t) 6o (t)r(t) x> (T (t)) T6 (t) 9
S 1 A Yy o e 1 B Y Py S e () R T O P R
62 (t B (p (%)) (t) (W) (r () T(t) 2
< Wi (t) (t)T(S(t) (t) U(t) (5(t)T¢(t) 1()
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(2 YAt _ .
est une fonction décroisante, nous obtenons

De (3.6)), (3.8]) et comme (p

¢ (t)
(@)  _ z(r(t) (%)) (1)
(p (x2)%)2 (1) (p(x2))2 (7 (1)) (p(z2)%)2 (1)

Y

= k(tts). (3.18)

Substituons (3.18)) dans (3.17]), on obtient

-5 rken+ {50 -0 G wn - w0,

Soit

B(t) ;:{55<g)—q(t)T5<t>} et At) = —200

De I'inégalité suivante
, B
By — Ay < e A>0, BeR, (3.19)

nous obtenons

Tﬂwramew.

A
W (1) < =67 ()1 (1) K (t,t3) + ! {5 ) _ q(t) To (1) T35 (¢)

- 4 o0(¢)
Intégrant la derniere I'inégalité entre t4 a t, nous obtenons

. 1 (62 (s) T5 ()12 6 (s) T (3)
[ @roren-i {53 -0 55 e

tq

Ce qui donne la contradiction avec ([3.10)).
Supposons que x satisfait le cas (2) dans le lemme [3.2.1]
Soit

W () = 0 (1) t € [t1,00)y. (3.20)

As S w1 (t4)—w1 (t) S w1 (t4) .



Alors ws (t) > 0 pour ¢ € [t1,00); et

A pa  POETO @)D @ e ) @) 0 @) )
5 (1) =67() 7o (1) +67 (1) A CAC) 07 (1) x (o (1)) z= (t)
(3.21
Comme 2 (t) > 0 et (p (z*)")* (£) < 0, on obtient
¢ NN 1
E / ) @0 {55 A
s L
> 2% (0) (1) /{“8)} A
= £(tt) 2™ (). (3.22)
Donc,
T\ A 2R )M -z ()N (1)
(5) NOEd0)
z (t) A\
< oemlenn O <o 529
Par conséquent % est une fonction décroisante sur [t, 00)p et
z(t) o A z(r (1) _ AT @)
) SN0 ) = A (3:24)
Du théoreme [1.2.3] on obtient 1'inégalité suivante
()2 (1) = az® (1) / [ha (t) + (1 — h) 27 (t)]* " dh
> aQ) (1) z® (t) 2z (t). (3.25)
Substituons dans , nous avons
A A POE O, E)) W
2 (t) S 0 (t) T (t) + 0 (t) Ta (O’ (t))
—a@ (07 (1 P )0 (3.26)



D’autre part, par (3.1, on a

)% ()= 0> O+ [ r) @ (@) du<o.

t

Comme 22 > 0 et de (3.24)), on obtient

) 6= @) O+ ) [ r T au <o

t

Lorsque s tend vers oo dans la derniere I'inégalité, nous déduisons que

(p (z2)")2 (1) > 2 (t) /r (u) AC;EXT(S;))AU.

Par conséquent,

Par (3.24)), on trouve

(p (%)) () ) [
(0 (1)) v (o (1)) /

IN
|

[\
|
—
>
==
S~—
H/_/
Q
\8
—N—
\8
=
=
>~
o Q
)
==
>
I~
——
>
=4

= —c(t). (3.27)
Substituons (3.20), (3.24) et (3.27) dans (3.26)), nous avons
t) (x2)" (t
WA () < =07 (1) e (t) + 62 (1) p(t) (=2)" (1)
ze (1)
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Donc

(0%), ()
B 0(t)

[09)) (t) —

D’apres le lemme [1.6.1}, nous avons
A a+1 a?
(2] () TA () p(t) |
(a+ 1) (QA)™ (8) TO= (t) 6 (¢)

En intégrant la derniere 1'inégalité entre t5 a t, nous obtenons

W (t) < —6° (t) e (t) +

] o (5)c(s) - — LT T (@) (s
o+ 1) T(QN)™ (5) T6° () 6° (5)

As S %) (tg) — W2 (t) S %) (tg) .

t3

Ce qui donne la contradiction par (3.12)). O
Remarque 3.3.1. Dans le théoreme|3.5.1, nous pouvons prendre par exemple

¢ 1
1 a
At) = / {—} As, pour tout t € [t1,00)y. (3.28)

p(s)

1

La fonction X\ est satisfait la condition (3.11]).

3.3.2 Théoréme d’oscillation pour I’équation (2) pour o > 1

Théoréme 3.3.2. Supposons que (3.2)) est vérifiée et a > 1. S’il existe des fonctions
positives n,m € Cl; ([to,0)y,R) telles que pour tout t; € [tg,00)y suffisamment

grand , ty € [t1,00)y, tg € [ta,00) et ts € [t3,00); tels que

m*(7(s)) 1

tgnoo n” (s)r(s) m - BEQ (s) F(s,t3) As = 00, (3.29)
et
m (t)
Rt,t3) m®(t) <0, tE€[ts,00)y, (3.30)

ou ¢ et Y sont définies dans le lemme et

_ pB)ot)n* (@)
it ts) = (t—t3)n (Ro‘lttg /(b ’
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B T (t)
=0 1D Tme

Sl existe des fonctions positives 8, X € C}, ([to, o0)p , R) telles que (3.12)) soit vérifiée
Alors (3.1)) est oscillante.

Démonstration.

Supposons que admet une solution = non oscillante sur [t, 00).

Alors il existe t1 € [tg, 00)y tel que = (t) > 0 et z (7 (¢)) > 0 pour t € [ty,00)y.
Supposons d’abord que z satisfait (1) dans le lemme .

Nous définissons la fonction ws par :

2A) A2
o (1) = () 24 x2 (Z) U e lhoo)y (3.31)
Alors ws (t) > 0 pour ¢ € [t;,00)q, €t
Ay — gy P (@)% L e E))Y O e () (@) @) (1)
B O I 1) A T T ) P )
(3.32)
Substituons dans , nous avons
(p (@) o al) @) @)
WSA (t) < nA (t) o (t) -7 (t) o (O’ (t)
RN GO R 2 (=2))2 () ()" (¢)
7 () ) o) " () —— @) 0 (3-33)
De et , on obtient
T \A x(t m (t)
<E> =75 tym (1) {R(t,tg) - m® <t)} =0
Alors % est une fonction décroisante sur ¢ € [t4, 00)r, €t
z(t) _ m() z(r () o m(r (1)
() S me ) () o ome(r) (3.54)
Par , on a
(z%)2 (£) > ax® (£) 271 (1) (3.35)



Par les inégalités (3.4), (3.6]) , (3.8)) et (3.35]), nous obtenons

()2 (1) > R (t,ts) (+2 ()"

R (t,t3) AY\A /
> ot B () <t>/¢<s>As
L RH(t) t3 o2
= B /¢

an® (t) Tm® (t) RN
U”(t)F(t t3)( (%)) (1)

Substituons (3.36) et - dans (3.33)), nous obtenons

W3A (t) < n- (1) ws ()—=Tn (t) %wg (t)—n° (t)r (t) z® (; (t)

Par (3.34]), nous avons

T (t)

po < T

() ws (t) —

T (10 (0 =07 (O 1)

< (O () Tt B () (0) — o ed

Par 'inégalité (3.19)), on obtient

wi (t) < =7 ()7 (1)

m*(r(t)) 1

me (o (t)) 4o

Intégrons la derniere inégalité entre ¢4 a ¢, on trouve

+ —E*(t) F (t,t3).

/ 7 (5)r () T T ) L g b 1) As < ws (t) — ws () < ws (£4).

me(o(s)) 4da

tq

Contradiction avec ({3.29)).

La preuve de cas (2) est identique le cas (2) dans le théoreme [3.3.1]

Remarque 3.3.2. Si [’échelle de temps est T =R, dans ce cas on a

Td=Q%=1.
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3.4 Exemple

Dans cette partie considérons I'exemple d’application de théoremes.

Exemple 3.4.1. Considérons I’équation différentielle semi-linéaire suivante
(3) 1 @)
(3x’> (t)‘ir;(Bx’) )+t 5¢/2(t) =0, tel,00)g.

Ict,

Soit

S(t) =t —t, w(t):/(s—tl)ds, Nt =t —ty et §(8) =0 () = 1.

t2

Alors (3.2), (3.5) et (3.7) sont vérifiées et

ol

k(t,t3) > nts, pour t assez grand,

1
r(t)k(t,t3) — ZqQ (t) > g - pour t assez grand,

1
4¢2’
avec 1 € (0,1).

Donc (3.10) est vérifiée.

D’autre part, nous avons A (t,t;) =t —ty, alors (3.11)) vérifiée

Done, (3.12)) vérifiée.

(3.38)

Le Théoréme implique que la solution de I’'équation (3.38|) est oscillante.

A7



Chapitre 4

Oscillation pour une équation
différentielle non linéaire d’ordre n

sur les échelles de temps

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'oscillation de toute solution de I’équation dy-

namique non-linéaire d’ordre n.

no2) M\ A%

(a(+*))" @+ @) =0, telt, +o0);, (4.1)
sur une échelle de templs T avec supT = oo, n € [3,+00), et n pair. Avec a,7y
sont de la forme o = ﬂ, v = RARPY aq, Qia, Y1, Yo impairs positifs, tels que f et a

0% Y2

satisfont les conditions suivantes :

(H1) f:T xR — R est une fonction continue,

(Ha2) f(t,—x) = —f(t,x) pour tout t € [ty,0)y, = € R,
(H3) Tl exist une fonction r : T — R* rd-continu, tel que

[t )

T

> r(t), pour tout ¢ € [tg,00)r, v € R —{0}. (4.2)
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(H4) a: T — R est une fonction A-différentiable telle que
a® (t) >0, pour tout ¢ € [tg, 00)7 .
On supposera que le probléme (4.1) admet au moins une solution dans 'espace

Cra ([to; 00)1 , R).

4.2 Cas ou I’équation (3) admet une solution non
oscillante

Lemme 4.2.1. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1))

et
lim —— — ) € R* (4.3)
ea(n) T '
Alors il existe ty € [tg, 00)p tel que
AN—2 i A
(a (a: ) ) (t) >0, pour tout t € [t1,00) . (4.4)

Démonstration.
Supposons que z est une solution éventuellement positive de (4.1)), alors il existe

t1 € [to,00)g tel que x () > 0, pour tout t € [t1,00)y.
A

n— v N .
Par (4.1), en déduit que la fonction <a (mA 2) ) est décroissante sur [tq,00)r.

Montrons que
An—Q Y A
(a (m ) ) (t) >0, pour tout ¢ € [t;,00) .
Supposons le contraire, alors il existe une constante M > 0 et to € [t1,00) tels que
An72 v A
(a (x ) ) (t) < —M, pour tout ¢ € [tz,00)y . (4.5)
Par intégration de (4.5)) entre 5 a ¢, on obtient

pour tout ¢ € [tg,00) .

ne2\ 7 —Mt+¢
(=) 0 =G
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ou £ est une constante.

On peut choisir t5 € [t2, 00)1 tel que
M
—Mt+ ¢ < —?t, pour tout t € [t3,00)y .

Par conséquent,

n— ’y M t —
(mA ) (t) < BTN tout ¢ € [t3,00)y.

Puisque (4.3)) est vérifiée, alors A" (t) tend vers —oo lorsque ¢ tend vers +oc.
Par le lemme [1.6.2 en déduit que z (¢) tend vers —oo lorsque ¢ tend vers +oo.
D’ou la contradiction. Donc la formule (4.4) est vérifiée. O

Lemme 4.2.2. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1)

et (4.3) est vérifiée, si de plus

t
t—+ooa (t)

lim — /r (s) As = o0. (4.6)
t
Alors il existe ty € [tg, 00)p tel que
22" (1) > 0, pour tout t € [ty, 00) . (4.7)

Démonstration.

Supposons que x est une solution éventuellement positive de .

Par ([£.4), en déduit qu'il existe ¢1 € [to, 00); tel que 22" sont de signe constant sur
[t1,00), pour k € [1,n —1),.

Supposons que y () = A (t) < 0, pour tout t € [ty,00)r.

Par la formule , on a

(a (y))™ (1) = a® (1) (y (1)) +a” (£) (y7)* () > 0, pour tout ¢ € [t1,00);. (4.8)
Par (H4) , on obtient

(y")> (t) > 0, pour tout ¢ € [t;,00)y .
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Du théoreme|1.2.3| on a

1
)2 (0 = 0) [ Gy ®) + (1= 1)y () dh >0, pour tout £ € [t1,50);.
0
(4.9)
Alors
yr (1) =22 (1) >0, pour tout t € [t;,00)y .
Le lemme de Kiguradze’s implique qu'il existe m € {1,...,n — 2} tel que (7)
et (it) sont vérifiées.
Donc il existe ty € [t1,00)q, tel que 2 () > 0, pour tout ¢ € [tg,00); et par

conséquent, il existe une constante ¢ > 0, telle que
z(t)>c, pour tout ¢ € [ta,00)y .

n— v a
D’apres 1'équation (4.1) on déduit que la fonction (a (:L‘A 2) ) est décroissante
sur [ty,00)p .

Pour tout t € [t1,00)p, on a

t

a(t) (:&"”)”(t) > ey / <a (:EM2>7>A(S) As

t1

> ¢4 <a (ﬁ"”)”)A (1) (t—t1). (4.10)
ou £ est une constante.
Par , on a
<a (:L’An%)v) > (t) < —r(t)z™ (1), pour tout t € [t;,00)y . (4.11)

En intégrant de (4.11]) entre ¢ & oo, nous obtenons

<a (;pA"Q)Y)A (t) > /r (s) 2% (s) As, pour tout ¢ € [t;,00); .

o1



Donc

(&"‘2)” (1)

v

/xo‘ (s)r(s)As (4.12)

§ + c(t— 1) /T(S) As, pour tout t € [tQ,OO)T-

On peut choisir t3 € [t2,00); tel que

(a:A"Q)V(t)z%mj(i)/ r(s)As,  pour tout t € [t,00);.  (4.13)

Par (4.6) , on a

lim 22" (t) = 4o0.
t——+o00

D’ou la contradiction. O

Lemme 4.2.3. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1)

et (4.3), (4.6) sont vérifides.

Alors il existe ty € [tg, 00)p tel que
22 (t) >0, pour tout t € [t1,00)p et pourtoutk e [l,n—1),. (4.14)

Démonstration.

Le lemme implique que les fonctions 22" sont de signe constant sur [t1,00)p,
pour k € [1,n —1),.

Par I'inégalité , on obtient

AT (1) > { § }7 7 pour tout t € [tzaoo)qr-

a(t)
Avec ty € [t;,00) et £ > 0.
De (4.3)) , on déduit que



Par le lemme [1.6.2, on déduit que A (t) tend vers +oo lorsque ¢ tend vers +oo,
pour k € [1,n —2),.
Par conséquent, les fonctions 2" sont éventuellement positives. Donc (4.14]) est

vérifiée. [

Lemme 4.2.4. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1)

et (4.3), (4.6) sont vérifides.

Sil existe des fonctions g1, d2, - -+, Pn_o € Cry ([to, 00)q , RT) telles que Ay, Ay, -+ - Ay_s

sont des fonctions définies par :

Ay (tt) = {%}%/t{i(g}%m, pour t € [t1,00)y,

t1

et
. t
A (t,ty) == oD /gbk (s)As, pour toutt € [t1,00); et pour k € [2,n —1),,
k
t1

avec ty € [tg, 00) -

D’autre part, supposons que
o1 (t) — oD (1) (t —11) <0, pour t € [t1,00)y, (4.15)
et

o (1) — ¢ (t) Ag_1 (t, 1) <0,  pour tout t € [ty,00)p et pour k € [2,n —1),,.
(4.16)
Alors

22 () > By (t,t) 2" (1), pour tout t € [t oo)r et pour k € [0,n —2),,
(4.17)

avec
m=n—k—2

Ey (t,ty) == H A (t, 1), pour tout t € [t1,00)y .
m=1
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Démonstration.

Supposons que x est une solution éventuellement positive de (4.1)).

De (4.10) et (4.15)) on obtient

n—2 v A
a2

() =

)
a (xAn_2> !

b1

1

Par conséquent,

Alors

est une fonction décroissante sur [t1,00)y .

A7) > /t{%(é’)}% als) (;A;;)%S) ;As

> Ay (t,t) x> (t), pour tout ¢ € [y, 00) 7 -

De (4.16)), on obtient I'inégalité suivante

A (t) > Apg—1 (t,t1) 22" (t), pour tout ¢ € [t;,00) et pour k € [1,

Par (4.19) on conclue (4.17)) .

(4.18)

—1);.
(4.19)
O

4.3 Théoremes d’existence de Doscillation pour

I’équation (3)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garan-

tissent que toute solution x de (4.1)) est oscillante sur [t, 00)y.
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4.3.1 Théoréeme d’oscillation pour I’équation (3) pour o > ~

Théoréme 4.3.1. Supposons que (4.3)), (4.6 sont vérifiées et « > ~ et que pour

tout ty € [ty, 00)p assez grand , tel que

o0 o0

/E1 (t,t1) ta_(tt)l /r(u) Au | At = oo, (4.20)

ty o(t)

avec g1, (o, -+, On_o, By (., t1) sont définis dans le lemme |4.2.4).
Alors toute solution de I’équation (4.1)) est oscillante.

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (4.1J).

Supposons que x est une solution éventuellement positive de ’équation , la
substitution y = —x transforme 1’équation (4.1) en une équation de la méme forme.
Alors il existe ¢ € [ty, 00); tel que x (t) > 0 pour ¢t € [ty,00)r.

De , on obtient

oo v

/r (s)z®(s)As | pour tout ¢ € [t1,00)y .

t

n— t—1
2 2(zf)> !

—\ae®)

Par le lemme 4.2.4], nous avons

(e 9]

/r (s)z*(s)As | Ei(t,t1), pour tout ¢ € [t;,00);.

t

t—t

) > [ —=

a(t)

Il est clair que z® (t)> 0, pour ¢ € [t1,00)y, alors
1

o) Y

/ r(s)As | FEi(tt1), pour tout ¢ € [t1,00)y .
o(t)
D’apres le lemme [1.6.4] on trouve

—a t—t

| et

a A oo ;

-2 t—t

g (m ”) () > a(t)l/T(S)As Ey(t,t1), pour tout ¢ € [t1,00).
o(t)

(4.21)
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Par intégration de (4.21) entre ¢; a t et lorsque t tend vers +o00, on a

00 00 v

t—1t Y12
Ey(t,t A At < — 7 (ty).
[Een | S [rmas| are——Toa )
t1 o(t)
Ce qui donne la contradiction avec (4.20)). [

4.3.2 Théoréeme d’oscillation pour I’équation (3) pour a =~

Théoréme 4.3.2. Soit (4.3)) , (4.6) vérifiées et « = v > 1. Supposons qu’il existe une
fonction positive § € C}, ([to, 00), R) telle que pour tout t1 € [tg,00)y, ta € [t1,00)p

suffisamment grands, tels que

/ 5(1)7 (1) - & éf% ?zz . C(Lt(t_) A=, (4.22)

ol P1, P2, Gn_o, E1 (., t1) sont définis dans le lemme |4.2.4).
Alors la solution de I'équation (4.1)) est oscillante.

Démonstration.
Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (4.1J).
Alors il existe ¢ € [tg, 00)p tel que x () > 0 pour t € [t1,00)r.

Nous définissons la fonction w par :

w® (1) < =5(t)r(t)+

o [P O -0 @)
0" “)){ 7 (00 (o () }

w (1) (1) ST (g”;l <t<;) . (4.23)

IA
|
(=%
—~
~
~—
=
—~
~
~—
+



Du théoreme [1.2.3] on obtient I'inégalité suivante
1
@) = 220) [ a0+ (1= he ) dn

> ()2 (1) (4.24)

Substituons (4.24) dans (4.23)), nous trouvons
0 (t)

o o 0
5o (t)w (t) —w (t)

w? (1) < =6 (t)r(t) + (4.25)

Par le lemme [£.2.4] on obtient

A Ey (t, 1) Az \T]
= (t) > = |a(t) (z (1)
AN

t—1

1
5
> Ey(t,t)2° (t) | ——— 7(t) .
> B(t)e 0 () W o)
Comme la fonction x est croissante sur [t, oo)T, alors

S0 > B () () (ﬁ) " (w0 (1)) (4.26)

Substituons (4.26]) dans (4.25)), nous avons

w YA 5ﬁ(t)w(, A Ett) (-t %w" 1+l
(t) < =d (1) (t)+5a(t) (t) 5 (@) (a(t)da(t))( (t) 7.

D’apres le lemme [1.6.1], on obtient

CRUERUOMURSS & <§§5E§t23 t1) C(Lt(t—) th)

Intégrant la derniere inégalité entre t5 a ¢, on trouve

t

2s) M als
/5 (s)r(s) — 676(’;)(%17((;)751) G (—)751)AS <w(ty) —w(t) <wl(ty).

to

Ce qui donne la contradiction par (4.22)).

o7



4.3.3 Théoréme d’oscillation pour ’équation (3) pour o <

Théoréme 4.3.3. Soit (4.3), (4.6) vérifices et v > a. Supposons qu’il eziste une

onction positive & € CL, ([tg, 00),R) telle que pour tout t; € [ty, 00) suffisamment
rd T T

grand on a
t—t \2
7 B _ At = 4.2
t1
avec
52 (1) <0, pour t € [t1,00)r,

ol P1, (2, Gn_o, Eo (.,t1) sont définis dans le lemme |/.2.4).

Alors la solution de I’équation (4.1)) est oscillante.

Démonstration.
Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (4.1J).
Alors il existe ¢ € [ty, 00)p tel que x () > 0 pour ¢t € [t1,00)r.

Nous définissons la fonction w par :
an-2\ T\ A
w(t) =0 (t) (a (a: ) ) (t), pour ¢ € [t;,00).
Alors w (t) > 0 pour t € [t;,00); et par , on a
w? (t) < =67 () r (t) z™ (). (4.28)

Par le lemme [£.2.4] nous avons

z(t) > Eo(t,t)z™" " (1)

> By (tt) (ﬁ) "t (). (4.29)

Substituons (4.29)) dans (4.28]), on trouve

—w () w (£) > 67 (6) r (£) B (4, 1) (ﬁ) v

o8



Par le lemme [1.6.4] nous avons

- (wlg)A (1) > 6 (1) r () 5 (1,11) (ﬁ)

En intégrant la derniere inégalité entre ¢, a ¢, on trouve

Q

té"(s)r(s)Eg‘(s,tl) s h ;Ass Z W' (1),
a(s) o (s) V- a

t1

pour t assez grand. Ce résultat donne la contradiction avec (4.27)). ]

4.4 Application

Remarque 4.4.1. Dans le lemme nous pouvons prendre par exemple

.
t—11 SZ.]{?:L
t

B (s) As, si k=2,
Pr (1) = / )

, pour tout t € [t1,00)y.

t1

¢
/gf)k_l (s)As, sike[3,n—1),,

\ &1

Avec
1
t—t
B(t) := { - (t)l }7 , pour tout t € [t1,00)y .
Dans ce cas on a
( t
! / B(s) A k=1
0 s) As sik=1,
t1
t
Ag (1) = /hkl (t,o(s)) B(s)As . pour tout t € [ty,00).
L sikel2,n—1),,
/ hia (.0 (5)) B (s) As
\ &
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Les fonctions (¢r) e 1), satisfont alors les conditions (4.15)) et (4.16).
Donc

m=n—3 m=n—3

E (t,t;) = A () = A (t 1) A, (t,t)

= B—(t)/hn_4 (t,o(s)) B(s) As, pour tout t € [t1,00)p. (4.30)

t1
De la méme maniére, on obtient

t

Ey(t,t)) = %@/hn_3 (t,o(s)) B(s) As, pour tout t € [ty,00)p.  (4.31)

t1

Les corollaires suivants donnent des conditions suffisantes pour que toute solution

de I’équation (4.1)) soit oscillante.

Corollaire 4.4.1. Soit (4.3)), (4.6) vérifiées et o > . Supposons que pour t; €
[to, 00)p assez grand, tel que

[e.9]

/R (t) Hy—y (t,t1) At = o0, (4.32)
t1
Avec
R(t) = /r (w)Au | ,  pour tout t € [t1,00)r . (4.33)
o(t)
et

t
H (t,t)) == /h;.C (t,o(s)) B(s)As, pour toutt e [t;,00).
t1

Alors toute solution de I’équation (4.1)) est oscillante.
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Corollaire 4.4.2. Soit (4.3), (4.6) vérifiées et « =~y > 1.

Supposons qu’il existe une fonction positive 6 € Cl, ([to, o0)p,R) telle que pour tout

t1 € [to,00)g, t2 € [t1,00)r suffisamment grands, tels que

/ S(t)r(t) —¢&, G (t()(s;[:fi)(t, i At = oo. (4.34)

t2

Alors toute solution de I’équation (4.1)) est oscillante.

o0

Corollaire 4.4.3. Soit (4.3)), (4.6) vérifiées et v > a. Supposons qu’il existe une
fonction positive § € C}, ([to, 00), R) telle que pour tout ty € [tg, 00)y suffisamment

grand, tel que
/ (867 ()67 (1) (Hos (£, 1)) At = oo, (4.35)
avec
6% (1) <0, pour tout t € [ty,00)y .
Alors toute solution de [’équation est oscillante.

Exemple 4.4.1. On considére I'équation différentielle d’ordre n suivante :
2 () + 2 (8) =0, te[l,00)5. (4.36)

Avec n € [3,00), et n pair.
o'
Icia(t)=1,r(t) = t73, v=1eta=—>1, tel que ay, ao, impairs positifs.

&%)
On a

o0 1 L
r(u) Au> —, our tout t € 2Z.

[raaus—

t

Il est clair de voir que (4.3), (4.6)) sont vérifiées.
Soit

O (t) = hy (t, 1), pour tout t € [1,00)5 et pourk e [l,n—1),.

Alors (4.16)) et (4.15) sont vérifiées.

Pour tout k € [1,n — 1),, nous avons

Py (T, 1)

Ak: (t;tl) = hk (t tl) )

pour tout t € [1,00)5 et pour k € [1,n —1),.
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Alors

o0

t—t o (t,t
Ey (t,t) a(t)l /r (u)Au | > %, pour tout t € [1,00)5 .

o(t)

Du Théoreme on déduit que toute solution x de l’équation (4.36|) est oscillante.
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Résumé

Ce travail est organisé en trois parties.
La premiere partie consiste a étudier de l'oscillation de la solution de 1’équation

différentielle d’ordre trois sur les échelles de temps de la forme
(a((p(=®))2))2 () + f(t,x(t) =0, € [to, +00)y . (E)

Elle généralise le travail de [12], [38], [41] et [18].
Dans la seconde partie on s’intéresse aux solutions oscillantes de I’équation différentielle

du quatrieme ordre sur les échelle de temps du type
(p(@™))™ (1) +q () (™)) () + F (Lx (7 (1) =0, t € [to, +00)y. (Eb)

Dans la derniere partie, on généralise a 'ordre supérieur et on étudie I'équation

différentielle suivante

(=))W Fam @ =0 ettt (B

avec n > 3.
Nous établissons des théoremes qui donnent des conditions suffisantes pour que
toute solution des équations différentielles (F;) ou (Es) ou (E3) soit oscillante ou

convergente.
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Summary

This work is organised of three parts.
The first part consists to study the oscillation of the solution of the third order

differential equation on the time scales of the type :

(a((p(=®))2)?)2 () + f(t.a(t) =0, ¢ € [to, +00)y. (E1)

It generalizes the work of [12], [38], [41] and [18].
In the second part, we are interested in the oscillation of the solution of the fourth

order differential equation on the time scales of the type
(P (1) + a (1) (™)) () + f (Lx (7 (1) =0, t € [ty,+00)y. (E)

In the last part, we generalize to the superior order. We study the following diffe-

rential equation

2

(a (#”)”)A )+ f(ta1) =0,  t€ [ty +00)r, (E)

with n > 3.
We formulate theorems which give sufficient conditions so that all solution of diffe-

rential equation (E;) or (Ey) or (Es3) are oscillating or converging.
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