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Résumeé de la these.

Les applications harmoniques et les applications biharmoniques sont respectivement
solutions d’un systéme non-linéaire élliptique d’ordre deux et d’ordre quatre, dans les
deux cas il s’agit d’un systéme trés difficile a résoudre. Il existe plusieurs généralisations
de ces deux types d’applications, ces généralisations sont étudiées par plusieurs auteurs
et qui ont fait I'objet de plusieurs publications. Cette thése rentre dans ce cadre, elle se
divise en trois chapitres. Dans le premier chapitre de cette thése, on présente quelques
outils fondamentaux de la géométrie riemannienne, ensuite on passe a la définition des
applications harmoniques et biharmoniques ol on cite certaines proporiétés. Un cas trés
important a étudier est celui qui concerne les applications conformes. Dans le deuxiéme
chapitre, on présente une généralisation des applications biharmoniques, dite applica-
tions bi- f-harmoniques ou f € C*° (M) est une fonction positive. Nous donnons quelques
constructions d’applications bi- f-harmoniques. Dans un premier résultat, nous donnons
la relation entre le champ de bi- f-tension et le champ de bi-tension et la relation entre le
le tenseur bi- f-énergie et le tenseur bi-énergie et dans ce cas, nous construisons quelques
exemples d’applications bi- f-harmoniques et nous étudions le cas de I'application iden-
tité. Comme deuxiéme résultat, nous caractérisons la bi- f-biharmonicité d’une applica-
tion conforme ¢ : (M™, g) — (N™, h) de dilatation A\. On commence par le cas ou la
fonction f est égale a la dilatation A et nous donnons quelques exemples d’applications
bi-\-harmoniques. On termine ce chapitre par I'étude du cas général, c’est a dire le cas on
f est fonction positive quelconque. Ce chapitre a fait 'objet d’un article publié dans une
revue de classe B, indexée dans la base Scopus. Dans le troisiéme chapitre de cette thése,
on s’intéresse a la construction des applications harmoniques et biharmoniques relative-
ment aux déformations D-isométriques dans les variétés presque de contact. On consi-
dére (M1 o & 1, g) une variété presque de contact. Les applications f-biharmoniques
constituent une autre généralisation des applications biharmoniques, cette généralisation
est traité a la fin de cette thése. Notons, en prenons f = 1, dans les deux généralisations,

on retrouve tous les résultats connus pour les applications biharmoniques.






Introduction générale.

Les applications harmoniques et les applications biharmoniques sont respectivement
solutions d’un systéme non-linéaire élliptique d’ordre deux et d’ordre quatre, dans les
deux cas il s’agit d’un systéeme trés difficile a résoudre. Rappelons qu’une application
¢ (M™,g) — (N" h) de classe C™ est dite harmonique si elle est un point critique de

la fonctionnelle énergie E(¢) définie par

1
B0) = [ Wdofd, (1)
M
c’est a dire si elle est solution de 'équation d’Euler-Lagrange associée a (2.2.1) :
7(¢) =Tr,Vdp =0, (2)

7(¢) est appelé le champ de tension de ¢. Si (2%)1<i<m et (Y*)1<a<n sont les coordonnées

locales respectivement sur M et N I'équation (2.2.2) devient :

« (] iJ o 8¢IB @gm
T(9)" = A" + g S s =0 1sasn (3)
ou A¢” = L 8‘ V/ |g|gij—(()g#.Y est le Laplacien sur (M, g) et T'%_ sont les symboles
Vgl 0% Oz ' By

de Christoffel de (N, h). . Le tenseur impulsion-énergie de ¢ est un champ de tenseur

symétrique de type (0,2) sur M défini par

S(9) = e(d)g — ¢*h,

La relation de base entre le tenseur impulsion-énérgie et les applications harmoniques est

donnée par le résultat suivant :

divS(¢) = —h(r(¢), d).

De cette derniére formule, il suit que si ¢ : (M™,g) — (N",h) est une submersion,

alors elles est harmonique si et seulement si divS(¢) = 0. Une généralisation naturelle des
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applications harmoniques est obtenue en considérant les points critiques de la fonctionnelle
obtenue en intégrant le carré de la norme du champ de tension. La bi-énergie Es (¢) de

Papplication ¢ : (M™,g) — (N™, h) est la fonctionnelle défine par
1 2
Bx() = 5 [ Ir (@) dv,
D

ou D est un domaine compact de M. L’application ¢ est dite biharmonique si elle est

point critique da la fonctionnelle bi-énergie, c’est a dire

d

—F5 (¢4)

7 =0.

t=0

Les équations d’Euler -Lagrange associées a la bi-énergie nous permettent d’obtenir la

premiére variation de la bi-énergie et qui est donnée par ’équation suivante :

d
GB)| = [hwn@)a,
Ou
72 (6) = =Try (V?)*7(8) — TryRY (7 (8) ,do) do,

Try (V)" = Tr, (VOV* = V2, )

est le Laplacien sur les section du fibré ¢ 'T'N et RY désigne le tenseur de courbure sur

(N™ h). L’application ¢ est dite biharmonique si et seulement si

72 (9) = =Try (V?)*7(8) = TryRN (7 (¢) ,dg) dop = 0.

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. Comme pour les ap-
plications harmoniques, il existe un tenseur symétrique de type (0.2) appelé le tenseur
impulsion bi-énergie associé aux applications biharmoniques. Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h)

une application de classe C', le tenseur impulsion bi-énergie de ¢ noté S, (¢) est défini
par :

52(0) = (G IO +ivh ((6),46) ) g — 25yl (V7 (6), d6).

1
symh (V7(¢),d¢) (X,Y) = 5 {h(Vx7(9),do (Y)) + h(VyT (), de (X))}
Pour tous X,Y € I'(T'M). De méme, il existe une relation entre 7 (¢) et la divergence

de ce tenseur.

dZUSQ(¢) =h (7-2<¢)7 d¢) :



Il suit que si ¢ : (M™, g) — (N™, h) est une submersion, alors elles est biharmonique si

et seulement si

Cette these rentre dans ce cadre, elle se divise en trois chapitres. Dans une premiére partie
du chapitre te thése, on présente quelques outils fondamentaux de la géométrie rieman-
nienne. Ensuite on passe a la définition des applications harmoniques et biharmoniques
ol on cite certaines proporiétés. Un cas trés important a étudier est celui qui concerne les
applications conformes. Soient (M", g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes de méme
dimension n, une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) est dite conforme il existe une
fonction A : M — R* de classe C™ telle que pour tous X,Y € I' (T'M) :

h(de (X),do (Y)) = Mg (X,Y).

La fonction X est appelée la dilatation de ¢. La densité d’une application conforme ¢ :
(M™, g) — (N™, h) est égale a

1 2 n
= —|do|* = =\2
(9) = 5 ldof* = 7
On déduit que la dilatation est donnée par la formule suivante :
1
N =~ do|”
n

Le champ de tension et le tenseur énergie-impulsion d'une application conforme s’écrivent
en fonction de la dilatation \. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application conforme de

dilatation A, alors

(i) divS(p) = (n —2)\*dIn )\, (4)

ot S(¢) est le tenseur énergie-impulsion de l'application ¢.

(ii) divh((¢),dp) = (2 —n) (2A? |gradIn A|> + N*Aln \) . (5)
(1ii) T(¢) = (2 —n)dp(gradln ). (6)
(i) |T(@)]> = (2 —n)?N\?|gradln A|* . (7)

On déduit que toute application conforme ¢ : (M?, g) — (N2, h) est harmonique. Notons
aussi que si n > 3, alors toute application conforme ¢ : (M™ g) — (N™, h) est un
difféomorphisme local et dans ce cas I'application ¢ est harmonique si et seulement si sa
dilatation A est une fonction constante. Une premiére propriété d’une application conforme

est donnée par le résultat suivant
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Proposition 0.0.1 Soit ¢ : (M",g) — (N",h) (n > 3) une application conforme de
dilatation X. Pour tous X,Y € I'(TM), nous avons

Vydp (X) =X (InAN)dop(Y)+Y (InX)do (X)—g (X,Y)do (gradlnN)+de (Vy X). (8)
En particulier pour chaque fonction f € C* (M), on obtient

Vydo (gradf) = dIin X (gradf)de (Y) + Y (In ) do (gradf)
—Y (f)do (gradln X)) + do (Vygradf)

et si f =1In\, on obtient

Vyd (gradln \) = |gradln N dé (Y) + dp (Vygradln \) . (10)

Remarque 0.0.1 Soit ¢ : (M",g) — (N™ h) (n > 3) une application conforme de
dilatation \. Pour tous X,Y € I' (T M) et pour toute fonction f € C>® (M), on a

h(Vxdo (gradf),de (Y)) = N2dIn X (gradf) g (X,Y) + N2g (Vxgradf,Y)

(11)
+ XX (In\) Y (f) = M2X ()Y (In))

et
h (Vxdo (gradlnX),do (Y)) = h (Vyde (gradln X),d¢ (X))
12
= M gradin A\ g (X,Y) 4+ A2g (Vxgradin \,Y). )

Grace aux propriétés cités, le tenseur bi-énergie impulssion d’une application conforme

et sa trace sont donnés par le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application conforme de dilatation A,
alors )
Sy () = (2 —n) A2 { (”% lgradln \* + Aln )\) g— 2len)\} (13)
et n
TrySy (¢) = — (n —2)* N2 (5 lgradIn A]> + Aln A) . (14)

Une condition nécessaire est suffisante pour que 7r,Ss (¢) = 0 est donnée par le corollaire

suivant :

corollaire 0.0.1 Soit ¢ : (M",g) — (N",h) (n # 3) une application conforme de di-
latation A, alors la trace du tenseur bi-énergie impulsion est nulle si et seulement si la
n

fonction A2 est harmonique.
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La biharmonicité des applications conformes est caractérisée seulement en fonction de

la dilatation. Avant de citer ce résultat, on a le théoréme suivant

Théoréme 0.0.2 Soit ¢ : (M",g) — (N™ h) (n # 3) une application conforme de
dilatation X, alors

Try (V¢)2 d¢ (gradIn X) = d¢ (gradAln \) + 2d¢ (grad (|gradIn )\\2)) — (AInX)do (gradlgN)
— (n—2) gradIn A]” d¢ (gradIn \) + d¢ (Ricci (gradIn \))

et

Tr,RY (d¢ (gradIn ) ,do (-))do (-) = —nT_ngb (grad (|gradIn /\|2))

— (Aln\)do (gradln \)
+ do (Ricci (gradln N)) .

Le champ de bi-tension d’une application conforme est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 0.0.3 Soit ¢ : (M™,g) — (N™ h) (n # 3) une application conforme de
dilatation \, alors le champ de bi-tension de ¢ est donnée par la formule suivante

72 (¢) = (n—2)do (H),

0€é
n—=~6

H = gradAln\ — grad (|gradIn )\|2) —2(Aln\)gradln A

— (n—2)|gradin A]* gradIn X + 2Ricci™ (gradin \).

1l suit que la biharmonicité de ¢ est traduite par ’équation suivante

n—=~6

gradAln \ — grad (|gradIn )\|2) —2(Aln\) gradln X

— (n—2) |gradIn A]” gradIn A + 2Ricci™ (gradln \) = 0.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente une généralisation des applications biharmo-
niques, dite applications bi- f-harmoniques ou f € C*° (M) est une fonction positive. Nous
donnons quelques constructions d’applications bi- f-harmoniques. Dans un premier résul-
tat, nous donnons la relation entre le champ de bi- f-tension et le champ de bi-tension
et la relation entre le le tenseur bi- f-énergie et le tenseur bi-énergie et dans ce cas, nous
construisons quelques exemples d’applications bi- f-harmoniques et nous étudions le cas de
I’application identité. Comme deuxiéme résultat, nous caractérisons la bi- f-biharmonicité
d’une application conforme ¢ : (M™, g) — (N", h) de dilatation A\. On commence par
le cas ou la fonction f est égale a la dilatation A et nous donnons quelques exemples
d’applications bi-A-harmoniques. On termine ce chapitre par I'étude du cas général, c’est
a dire le cas on f est fonction positive quelconque. Ce chapitre a fait 'objet d’un article

publié dans une revue de classe B, indexée dans la base Scopus.
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Revue : Italian Journal of Pure and Applied Mathematics.

Titre : Some results and examples of the bi- f-harmonic maps. N. 454“2021,
pp 163-181.

Auteurs : Smail Chemikh, Djilali Behloul et Seddik Ouakkas.

Soit f € C* (M) une fonction positive, I'application ¢ : (M™,g) — (N™, h) est dite

f-harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle f-énergie :

1
Pr(0) =3 | fidofdu,

Cela est équivalent a dire que ¢ satisfait les équations d’Euler-Lagrange associées a la

fonctionnelle f-énergie :

71 (¢) = [T () +do (gradf) = f (7 (¢) +d¢ (gradln f)) =0,

77 (¢) est appelé le champ de f-tension de l'application ¢. Pour les applications f-
harmoniques, le tenseur impulsion f-énergie St (¢) de ¢ associé a fonctionnelle f-énergie
E; (¢) est défini par

Sp(¢) = f(e(d)g—o"h)
et la relation entre Sy (¢) et 77 (¢) est donnée par
divSy (¢) = —h (17 (¢), do).

Une premiére généralisation des applications f-harmoniques est définie comme suit : I'ap-
plication ¢ : (M™,g) — (N™, h) est dite bi- f-harmonique si elle est point critique de la

fonctionnelle bi- f-énergie
1 2
Bpa (@)= [ 1rs(6) P,
M

Les équations d’Euler-Lagrange associées a la fonctionnelle bi- f-énergie nous donnent

I’équation de la bi- f-harmonicité de I'application ¢ :

Tr2(9) = =TrgV° [V (¢) — fTryRY (17 (¢) ,d) d¢ = 0, (15)
Tr2 (¢) est appelé le champ de bi- f-tension de ¢. Notons que

Try Ve fV97(8) = T (Try (V)" 71 (6) + Voraaa 75 (6))
alors

712 (8) = [ (=Try (%) 77 (8) = TryRY (7 (6) ,d0) dd — Viyurams7s (4)) . (16)
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et ¢ est bi- f-harmonique si et seulement si

TTQ (vd))Q Tf (gb) + TTQRN (Tf (¢) 7d¢) d¢ + vg’r“adlnfo <¢) — 0

En suivant le notion de Jiang, le tenseur impulsion bi- f-énergie Syo (¢) de ¢ est défini
par

St (@) = G 174 (O))* + fTryh (V7 (0) ,d¢)) g — 2fsymh (V7; (¢),do),

ou

Troh (Vf7(¢),d¢) = h (VEfr(9),do (e:))

(Nous sommons sur les indices répétés). le tenseur impulsion bi- f-énergie Sy (¢) satisfait

la relation suivante :
divSya (¢) = h(7s2(9),do) + (Trsh (Vs (9) , do)) df.

Comme premier résultatde ce deuxiéme chapitre, on considére une application
¢ (M™, g) — (N", h) de classe C* entre deux variétés riemanniennes et une fonction
positive f € C°° (M), la relation entre le champ de bi- f-tension et le champ de bi-tension

field de ¢ est donnée par le résultat suivant.

Proposition 0.0.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*> et soit
f e C>® (M) une fonction positive. Alors

712 (0) = 12 (¢) — 3f2v§mdlnf7— (@) = f? (Alnf +2|grad lnf\2) 7(¢)
— 12 (71, (V*)*do (gradin f) + Tr,RY (d6 (gradln f) o) do) (17)
— 312V a4 (gradIn f) — f2 (Aln f + 2|gradIn f|*) dé (gradIn f) .

La condition de la f-biharmonicité est donnée par la remarques suivante.

Remarque 0.0.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* et soit

f € C® (M) une fonction positive. Alors ¢ est bi-f-biharmonique si et seulement si

72 (6) = (T, (V%) do (gradin f) + TryRY (do (gradin f) , dg) do )

_ 3vjradlnf7- <¢) - (A hlf —+ 2 |grr~ad1nf|2) - (¢)

— 3V i A0 (gradIn f) — (Aln f + 2|gradn f|*) d¢ (gradIn f) = 0.

Dans le cas ou 'application ¢ est harmonique, nous obtenons le résultat suivant.
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Remarque 0.0.3 Soit ¢ : (M™, g) — (N", h) une application harmonique et soit

f € C® (M) une fonction positive. Alors ¢ est bi-f-biharmonique si et seulement si

Tr, (W)2 do (gradln f) + TryRYN (d¢ (gradIn f) , d¢) do

+ 3v§radlnfd¢ (gradIn f) + (Aln f + 2 |gradIn f|2) d¢ (gradln f) = 0.

On applique cette derniére remarque pour construire quelques exemples d’application

bi- f-harmoniques.
Exemple 0.0.1 On considere la projection ¢ : RY X R — R7 x R? définie par

¢(t,x2,x3,x4) - (t,.CCQ,.Z'g) .

On suppose que In f = «(t), alors grice a la remarque 2.2.2, la projection ¢ est bi-f-

harmonique si et seulement si
3
" + 4" +2 (/)" =0,
Soit f = «, donc la derniére expression devient

5//+455/+2ﬁ3 =0.

a
On déduit des solutions particulieres de la forme [ = n ot a € R*. Nous obtenons a = 1

ce qui nous donne f (t) = Ct avec C > 0. Dans ce cas la projection ¢ est bi-f-harmonique

ou f(t) = Ct.
Exemple 0.0.2 Soit ¢ : (R*, ggon) — (R, grn+1) Uapplication de Hopf définie par
¢ (z,y) = (Jz]* — [y|*, 227) e RO K,

oun =24 o0u8etxy € K~R"avec K =C, H (quaternions), ou Q (octonions),

respectivement. Ecrivons les points x,y € R?™ sous la forme
(x,y) =71 (cosf - p,sinb - q), (7“ €10,+00),0 € [0, g] ,D,q € S"_1>
et ceur of R™ sous la forme
s (cost,sint - w), (s € [0,+00),0 € [0,7] ,w € S" 7).

L application ¢ prend la forme suivante :

¢ (rcosf-p,rsind-q) = (scost,ssint - pq),
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ot s =12 et t = 20. Les métriques sur R*" et R"! ont repectivement les expressions :
gran = dr® + 1r2d0* + r* cos* 0 - ggn1 + r2sin® 0 - g

et
grnt1 = ds® + $2dt? + s%sin®t - g,

Une base orthonormée de R*" est donnée par

0 10 1 ¢ ¢
1 =—, 0= -—-—— € = —& e =
Yo T v 00 T reosf T rsing™t
ol
& =r(cosf-X;,0),5=3,..,n+1
et

& =1(0,sin0 - Xy) , k=n+2,..,2n

ot les vecteurs X; and Xy, sont des vecteurs tangents unitaires a la sphére S" 1. On a

1—2n 0 -1
veiei: n_+n2

0
. . (tan @ — cot 0) 2

Supposons que la fonction f depend seulement de r et posons In f = a(r). Alors par la
remarque 2.2.2, on déduit que 'application ¢ est bi-f-harmonique si et seulement si la

fonction 5 = o satisfait I’équation différentielle suivante

2n

_15+(2n+2)62+27’53:0.

rB" +4rBB + (2n+1) 5 + .

. L, . . P . a <
En chechant des solutions spéciales qui s’écrivent sous la forme = — ou a € R*, nous
r

C

obtenons a = —n + 1 ce qui donne f (r) = —, (C > 0) et dans ce cas, l'application de
T
n n+1 o r TSE - - c
Hopf ¢ : (R*™, ggen) — (R™, gra+1) ainsi définie est bi- f-harmonique avec f (r) = o
e

Un autre cas particulier est de considérer 'application identité, on obtient :

corollaire 0.0.2 L’application identité Idy - (M™,g) — (M™, g) est bi-f-harmonique
si et seulement si la fonction f est une solution de l’équation suivante :

gradAln f + ggrad (lgradin f|2) + (Aln f + 2|gradIn f|2) gradln f
+ 2Ricci (gradln f) = 0.

(18)

Dans ce qui suit, nous présenterons deux exemples d’applications bi- f-harmoniques.
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Exemple 0.0.3 Soit Uapplication identité Idgn oy : R™\ {0} — R™\ {0} oi on suppose
que In f est radiale (In f = a(r)). En utilisant la définition du Laplacien, un calcul direct

nous donne
0
or’

—1 —1
gradAln f = (o/” + . o — nr2 o/)

0
1 2 -9 N/l
gmd(|grad n f| ) oo

et

n—1,
o

Aln f=ao" +

Alors par le corollaire 5.5.1, on déduit que Idgn joy est bi-f-harmonique si et seulement

si la fonction 5= o est solution de I'équation différentielle suivante :

n—1 n

g - _215+455’+n—_152+253:0.
r r

5// +

Regardons des solutions particuliére de type [ = a4 (a € R*), donc Idgn\(oy : R™\ {0} —
r

R™\ {0} est bi-f-harmonique si et seulement si

_ —n+5+£4/(n—1)(n+7)
4

—n+5++/(n—1)(n+7)
Nous obtenons f (r) = Cr 4 (C > 0) et dans ce cas l’application
identité Idgn\ (o} : R™\ {0} — R™\ {0} est bi- f-harmonique.

Exemple 0.0.4 On considére M = S™ avec la paramétrisation
x = (coss,sins-y), s€(0,n], ye S
Une base orthonormée de S™ est donnée par

€1 :%, €, = (0,f2>, i:2,...,n

ot les vecteurs f; sont tangents a la sphére S"~1. On suppose que In f = «a(s). Un calcul

direct donne
, 0
gradln f = grada = o/ —,
0s

lgradin f|* = |gradal* = (&),

grad (|gradIn f\z) = grad (|grada\2) = 2d/a”,
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Alnf=Aa=a"+ (n—1)(cots),

gradAln f = gradAa = (& + (n — 1) (cot s) @ — (n — 1) (1 4 cot® s) o) %

et

Ricci®" (gradln f) = Ricci®” (grada) = (n — 1) 0/82.
s

Alors grace au Corollaire 3.5.1, on déduit que 'application Idgn est bi-f-harmonique si

et seulement si la fonction = o satisfait I’équation différentielle suivante :
B"+ (n—1)cotsp' + 486 + (n—1) (1 — cot®s) B+ (n — 1) cot s + 23° = 0.

Par exemple, prenons n = 1, alors Uapplication I[dgs: est bi-f-harmonique si et seulement
i
8" +4p86 + 25" = 0.
a
On cherche des solutions particulieres de type = —, on obtient a = 1, ce qui nous donne
s

f(s)=ks (k>0). Donc Uapplication Ids: est bi-f-harmonique, ot f(s) = ks (k> 0).

Dans une deuxiéme section de ce chapitre, nous allons étudier la cas ou ¢ : (M",g) —
(N™ h) est une application conforme de dilatation A avec n > 3. On commence cette

section par la remarque suivante.

Remarque 0.0.4 Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application conforme de dilatation X.

Le champ de f-tension de ¢ est donné par

77 (¢) = [ (7(¢) + do (gradln f))
=f((2—n)dé (gradln \) + d¢ (gradln f))
= fdo (grad In f)\2_”) :

En particulier si f = X\, Le champ de A-tension de ¢ prend la forme

T () = (3 —n) Ao (gradIn \) .

On divise cette section en deux parties. La premiére partie concerne le cas ou la

fonction f = A. Nous calculons le champ de bi-A\-tension pour une application conforme

o.
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Théoréme 0.0.4 Soit ¢ : (M",g) — (N™, h) une application conforme de dilatation A
avec n > 3. Le champ de bi-\-tension de ¢ est donné par :

72(¢) = (n—2)do (H (A))

ol
n

H (M) = gradAln \ —

; 9gmd (lgradIn )\|2) + 2Ricei™ (gradin \)
— ((n—17)|gradIn A2+ Aln A) gradIn \.

(19)

Ce théoréme nous donne un résultat de caractérisation

corollaire 0.0.3 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h), (n > 4) une application conforme de dila-
tation X\, donc ¢ est bi-f-harmonique si et seulement si

n—9

gradAln \ —

grad (|gradIn )\|2) — (Aln\) gradin A (20)

— (n—7)|gradn A]> gradln X + 2Ricci™ (gradIln \) = 0.

En particulier, on prouve que la bi-\-harmonicité de ’application conforme ¢ : (R", g) —
(N h) (n > 3) ou la dilatation A est radiale (In A = a/(r),r = |z|and o € C* (R, R)) est

équivalente a une équation différentielle du deuxiéme ordre. Nous avons

corollaire 0.0.4 Let ¢ : (R", g) — (N™,h) (n > 4) to be a conformal map of dilation A
when we suppose that In X\ is radial (In X\ = a(r),r = |z|and a € C> (R,R)). Then ¢ is
bi-A-harmonic if and only if 5 = o satisfies the following ordinary differential equation :

5”—(71—8)55,4*”;15/—”_1 _n—l

B B = (n-T7)8°=0. (21)

72

Comme conséquence du ce corollaire, nous présenterons quelques remarques qui nous

permet de construire une application bi- \-harmonique.

a
Remarque 0.0.5 . Regardons des solutions particuliére de type § = — (a € R*).On
r
déduit que ¢ : (R, g) — (N, h) (n > 4) est bi-A-harmonique si et seulement si a est
solution de l’équation algébrique suivante
(n—"T7)a*+Ta+2n —4 = 0.

Cette équation admet des solutions réelles si et seulement si n € {4,5,6,7,8}.

7+97
, donc N\=Cr 6 ou N =

1. Sin =4, on trouve a =

7+97 7 — 97
Toua:T
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7 —/97

Cr 6 (C > 0). Alors, dans ce cas toute application conforme ¢ : (R, g) —

T+V97 797
(N4, h) de dilatation \=Cr 6 ou x=Cr 6 est bi-A-harmonique.

74+ V97

2. Sin =5, on trouve a = , par suite A = Cr 4

7—/97

ou \=Cr 4 (C > 0). 1l suit que toute application conforme ¢ : (R% g) —

T+V97 797
(N3, h) de dilatation A = Cr 4 ou \=Cr 4 est bi-A\-harmonique.

74+ /97 7 — 97
1 oua:T

3. Le cas n =6 donne a =8 ou a = —1, donc A =Cr® ou A\ =Cr=' (C >0). Dans
ce cas chaque application conforme ¢ : (R® g) — (N® h) de dilatation A = Cr® ou
A= Cr=! est bi-\-harmonique.

10
4. 8in="17, a%lo, donc A= Cr 7 (C > 0). Alors, toute application conforme

—10

¢: (R7,g) = (N7 h) de dilation A\ =Cr T est bi-A\-harmonique.
5. 8in =38, on trowve a = =3 oua = —4, dou X =Cr=3 ou A= Cr=* (C >0).
Ce qui implique que toute application conforme ¢ : (R8 g) — (N8, h) de dilatation

A=Cr=3 ou A= Cr=* est bi-A\-harmonique.

Comme second résultat de cette premiére partie, on calcule le tenseur bi- A-énergie
associé a une application conforme ¢ et on montre que Sy(¢) dépend seulement de la

dilatation.

Théoréme 0.0.5 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application conforme de dilatation A,
on a

1
Sya(¢) = (3—mn)A\* (% |gradln/\|2—|—A1n)\) g (22)
—2(B3—=n) M (Vdln XA + (dlnA® dIn \)),
et la trace de Sa(¢) est donnée par
L (P +n—4 2
TrySxa (@) =(3—n) A T\gmdln/w +(n—2)AlnA|. (23)

n+n—4
n—2)

En calculant le Laplacien de la fonction A 2( ((n > 4)), nous obtenons le

corollaire suivant :
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corollaire 0.0.5 Soit ¢ : (M™,g) — (N", h), (n > 4) une application conforme de dila-
n?+n—4

- 2) est harmo-

tation \, alors TrySx2 (¢) est nulle si et seulement si la fonction A 2(n
nique.

Une autre conséquence est donnée dans la remarque suivante :

Remarque 0.0.6 Soit ¢ : (M",g) — (N™,h), (n > 4) une application conforme de

dilatation A\, nous avons

divSy2 (9) = h (a2 (9),do) + (Trgh (VTa (¢) , d¢)) dA

et
Treh (V1A (¢),d¢) = (3 —n) A’ (Aln A+ (n+ 1) [gradIn /\|2) .

Si on suppose que application conforme ¢ est bi-A-harmonique, alors divSy o (¢) est nulle

si et seulement la fonction \"*! est harmonique.

A la fin de ce deuxiéme chapitre, on traite la cas général et on commence par le calcul

du champ de bi- f-tension.

Théoréme 0.0.6 Soit ¢ : (M™,g) — (N",h), (n > 3) une applicatoin conforme de
dilatation A, alors le champ de bi-f-tension de ¢ est donné par :

Tr2 (¢) = f2dé (H (A, f))

(n = 2)2(n - 6>gmd (lgradIn /\|2)

—(n—2)(2(Aln ) + (n —2)[gradIn )\|2) gradln A

+2(n —2) Ricci™ (gradln \) + (n(Aln f) + (2n — 1) [gradIn f|2) gradln A
—gradAln f — 4V gqmrgradIn f + 4 (n — 2) |gradn )\\2 gradln f

— (Alnf +2|gradln f*) gradln f + 4 (n — 2) Vgaram rgrad In A

H\ f)=(n—2)gradAIn\ —

— 6dIn X (gradln f) gradln f — ggrad (|gradln f\z) — 2Ricci™ (gradln f)
(24)

Une conséquence de caractérisation de la bi- f-harmonicité est donnée par la propriété

suivante.

Remarque 0.0.7 Soit ¢ : (M™,g) — (N",h), (n > 3) une application conforme de
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dilatation A, alors ¢ est bi-f-harmonique si et seulement si

—2)(n—
2

—(n—=2)(2(AlnA) + (n— 2) |gradIn )\]2) gradln \

(n—2)gradAln\ — (n 6)gmd (|gradin )\|2)

+2(n —2) Ricci™ (gradIn \) + (n(Aln f) + (2n — 1) [gradIn f|2) gradln\
(25)
—gradAln f — 4V g pamrgradln f + 4 (n — 2) [grad In A? gradin f

- (Alnf + 2 |gradln f\Q) gradln f +4(n —2) Varam pgradIn A

—6dIn A (gradln f) gradln f — ;gr(zd (lgradIn f|2) — 2Ricci™ (gradln f) = 0.

En particulier, si 'application ¢ est biharmonique, nous obtenons le résultat suivant.

corollaire 0.0.6 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h), (n > 3) une application conforme de dila-
tation A supposée biharmonique. Alors ¢ est bi-f-harmonique si et seulement si

gradAln f + 4V g pamagradln f — 4 (n —2) Vgraam rgradIn A
+ (Alnf+2 \gradIn f|* — 4 (n — 2) [gradIn \|* + 6dIn \ (gradln f)) gradIn f

_ (nA Inf+(2n—1)|gradln f]z) gradln \ + ggmd (|g7°adln f\2) + 2Ricci™ (gradln f)

Grace a ces résultats, nous construisons un exemple d’une application bi- f-harmonique.

Exemple 0.0.5 Soit ¢ : R*\ {0} — R*\ {0} linversion définie par

¢ (1) = —

el

On sait que ¢ est une application conforme biharmonique de dilatation

1
)\:7’_2’ r=|x|.

Nous supposons que In f est radiale (In f = a(r)). En appliquant le résultat du corollaire
2.8.4, on déduit que linversion ¢ : R*\ {0} — R*\ {0} est bi-f-harmonique si et

seulement si la fonction « satisfait ’équation différentielle suivante

3 27 )
o +=a" — o/ +4d/d” + = () +2(a) = 0.
r r T

Posons B = o, cette derniére équation devient

3 27 5
5// + ;B/ - ﬁﬁ + 455, + ;52 + 253 =0.
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Si on regarde les solutions de type [ = ﬂ (a € R*), on déduit que ¢ : R*\ {0} — R*\ {0}
r

est bi-f-harmonique si et seulement si

2a° +a —28 = 0.
Cette équation algébrique posséde deux solutions a = —4 et a = 5

1. Pour a = —4, on obtient f (r) = Cr=* et dans ce que l'inversion
¢ RY\ {0} — R*\ {0} est f-harmonic donc bi-f-harmonic.
7
2. Poura = ;, on obtient f (r) = Cr2 ; il suit que U'inversion ¢ : R\ {0} — R*\ {0}

est bi-f-harmonique (non f-harmonique).

Enfin on donne le calcul du tenseur bi- f-énergie pour une application conforme ¢ et

on prouve que Sy (¢) dépend seulement de la dilatation et la fonction f.

Théoréme 0.0.7 Soit ¢ : (M",g) — (N", h) une application conforme de dilatation X\,
nous avons

—9)?
Sia(¢) = f2N? (—% \gradIn A]* + g |gradIn f\2> g

+ 222 ((2=n)dInA(gradln f) + (2—n)Aln A+ Aln f) g (26)

et la trace de Sy (¢) est donnée par la formule suivante :

TrySpa(¢) = — (n —2)% f2\? (A In A+ g lgradln )\]2)

+(n—2) fAA* (3dIn X (gradIn f) + Aln f) (27)

3n
_l’_

—4
5 222 |gradin f|* |

Si on suppose que application ¢ est bi- f-harmonique, alors divSys (¢) est nulle si et

seulement si les fonctions A et f vérifient I’équation suivante

(2—n)AInA+Alnf+ (2—n)n|gradln \* + 3dIn X (gradln f) = 0.

Dans le troisiéme chapitre de cette thése, on s’intéresse a la construction des applica-
tions harmoniques et biharmoniques relativement aux déformations D-isométriques dans
les variétés presque de contact. On considére (M?™F1 o & 1, g) une variété presque de

contact. Une déformation D-isométrique est définie de la maniére suivante

_ _ - 1 _
P =0, 7= an, £==¢ g=PBg+ (> = B)nen,
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ou « est une fonction positive sur M ; Notons que (M, ©, &7, §) est aussi une variété
presque de contact. Notons par V et V les connexions de Levi-Civita sur (M2 o € n, g)

et (M?™+!.5,£,7,9) respectivement. Comme premier résulat, on obtient

Proposition 0.0.3 Soit (M*™ & n,9) une variété métrique presque de contact et
so0it (M, ©,£,7, g) une déformation D-isométrique de (M*™ ¢ & n,g). Alors, on a

9(VxY.Z) =g (VY. Z) + an(X)n(Z)Y (o) — an (X)n (V) Z (a)
+Oﬁ7 (Y)n(2) X (a) + (o = 1) n(Z)n(VxY)

+5 (a —1)n(X){g(Vv&, Z2) —g(VzEY)}
+%(&2 1) n (V) {g(Vx& Z) — g (V€ X)}
+%<a2 1) 1(2){g(VxEY) + g (Vv X)}.

En appliquant cette proposition, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 0.0.8 Pour tous X,Y € T'(TM), la relation entre VxY et VxY est donnée
par
2 _
VY = VxY — an(X)n(¥) grada + =L {5 (X) Vyé +(Y) Vxé}
L (X) Try g (VEY) ) + (V) Try {9 (V6 X))
2 _
()N E@E+ ()Y (@E+ (V)X (@E (29
0D () (Ve V) 40 () g (Ve X0
2
O (TR )€+ g (Ve X) €}
ol
Trgg (Xv véu) =49 (X7 veig) e +yg (X’ v%’eif) we; + g (Xv V{f) 5
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De ce théoréme, si (M*™F1 o € n,¢g) est une variété de Kenmotsu, on obtient le co-

rollaire suivant.

corollaire 0.0.7 Soit (M*™ . & n, g) une variété de Kenmotsu, alors la relation entre
VxY et VxY est donnée par

VxY =VxY —an(X)n(Y)grada

n(X)n(Y)&(a)€

a?—1

On commence par la biharmonicité de 'application identité

Id: (M. 5,8,7.5) — (M*™,0,6,n,9)

Proposition 0.0.4 Soient (M, ¢,&,n,9) et (N*"*' 0N, En,nn, h) deus varétés mé-
triques presque de contact et soit (Mzm“,@,ﬁ,ﬁ, §) une déformation D-isométrique de
(M2 0. &m, g). Notons par 7 (¢) le champ de tension de l’application lisse

O : (M2m“,<p,_§,n,g) — (N on, En,mn, h) et par T(P) le champ de tension de
o : (MZmH,_,f,ﬁ, §) — (N2 on, En,nn, h). alors, la relation entre T (¢) et T (¢) est

donnépar ,
7(6) =7 (6) + ~db (grada) — 1 (a)do (6)
2 _ 1 2 1
— S (divg) o (§) — T Veds (€).

En particulier, 81 on considere [’application identité

Id: (M*™ 1 5,€,7.9) — (M*™,0.6n,9)

, on obtient

B 1 a?+1 21
T (Id) = agmda— = ()& —

Oéaz {(dzvf)g—Fng}

Remarque 0.0.8 Si (M*™ 0, & n,q) est une varété de Kenmotsu, les résultats obte-

nues dans cette proposition deviennent

2 2 _ 2 _
7(8) = 7 () ~db (grada)— L (@) doy ()~ 2 D ag (6) - Lwas 0
et
2 2 _
7 (Id) = égradoz— ot 15(04)5— 2m (ZQ 1)5
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Théoréme 0.0.9 Soit (M*™ ¢, & n,g) une varété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, g)
une déformation D-isométrique de (M*™ ¢ & n,g) o nous supposons que la fonction
a dépend seulement sur la direction de . Alors Uapplication identité

Id: (MP*™HU5,E,7,9) — (M*™ 0. &, n, ) est harmonique si et seulement si

£ (@) +2ma (a® —1) =0

et elle est btharmonique si et seulement si

@’ (£ (€ (@) — 10a€ (& () € () + 6ma®¢ (€ () + 15 (¢ (o)
— 22ma (€ (a))” + 8m2a2¢ (o) — 4ma’¢ (a) — 8m?a® (0* =1) =0.

Pour étudier la biharmonicité de Id : (M*™ 1, ¢, &,n,g) — (M*"+1,5,£,7,7), nous uti-
liserons les lemmes suivants.
Lemma 0.0.1 Soit (M*™* ¢ & n,g) une variété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, g) une

déformation D-isométrique de (M*™ 1 o €, n,9) ot nous supposons que la fonction «
dépend uniquement de la direction de &. Soit f une fonction qui dépend uniquement de la

direction de &, alors on a

1 1
TrsV2fs = =& (€ (F) € = (@ E(NE+2 (€ (N —mf) &,
Lemma 0.0.2 Soit (M*™*!, &, n, g) une variété de Kenmotsu et soit (M,$,£,7,9) une

déformation D-isométrique de (M>*™1 o, &, n,9) ot nous supposons que la fonction «
dépend uniquement de la direction de £. Soit f une fonction qui dépend uniquement de la

direction de &, alors on a

TryVf6 = € (€ (1)~ € (@) E(NE+2 (D56 () —mof) &

On termine ce chapitre par le théoréme suivant

Théoréme 0.0.10 Soit (M*™ o, £ n, g) une variété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, §)
une déformation D-isométrique de (M*™ 1 o £ n,g) o nous supposons que la fonction
a dépend uniquement de la direction de . Alors l'application identité

Id: (M*™ o €n,9) — (Mzm“,@, &7, §) est harmonique si et seulement si

af (@) +2m(o® —1) =0

et elle est biharmonique si et seulement si

0*€ (£ (€ (@) — 10a€ (£ (@) € (@) + 6ma’€ (& (@) + 15 (¢ ()7
— 22ma (€ () + 8m?a%¢E (a) — 4ma’é (o) — 8m?a® (0*=1) =0.

A la fin de cette thése, on présente une autre généralisation, dite applications f-biharmoniques.
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Une application ¢ est dite f-biharmonique isi elle est un point critique de la fonctionnelle

f-bi-énergie :
1
Paslo) =3 | fir(o)Fdu,

De maniére équivalente, ¢ est f-biharmonique si elle satisfait les équations d’Euler-

Lagrange associées :

7—2,f(¢) = f7—2(¢) - (Af) T(¢) - QVQTadfT(¢) = 07 (29)

T ¢(¢) est appelé le champ de f-bi-tension de ¢. Contrairement au fait que toute ap-

plication harmonique est biharmonique, une application f-harmonique n’est pas néces-

sairement f-biharmonique. Un simple calcul donne Af = fAlnf + f|gradln f|2 et
gradf = fgradln f. Alors

To.5 () = f{m2(¢) = (Al f + |gradIn f|*) 7 ($) = 2V graam 7 () } -

nous déduisons que ¢ est f-biharmonique si et seulement si

T (@) — (Alnf + |gradIn f\2) 7(¢) — 2V graam 7 (¢) = 0.

Il est clair que toute application harmonique est f-biharmonique. Si I'application ¢ est

biharmonique (72(¢) = 0), alors ¢ est f-biharmonique si et seulement si

(Alnf + |gradin f|2) T (¢) + 2V graam 7 () = 0.

La f-biharmonicité d’une application conforme est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 0.0.11 Soit ¢ : (M",g) — (N",h) (n > 3) une application conforme de
dilation X\, alors ¢ est f-biharmonique si et seulement si

gradAln \ — (n ; 6) grad (|g7"ad In )\|2) + 2V gradin rgrad In X

— (2(AlnX) + (n —2)|gradIn A? = Aln f — |gradIn f|2) gradln \ (30)
+ 2 |gradln A? gradln f + 2Ricci™ (gradn \) = 0.

Exemple 0.0.6 Soit ¢ : R"\ {0} — R™\ {0} (n > 3) Vinversion definée par

1
o (r) = # ¢ est une application conforme avec dilation A = — (r = |z[). Supposons
T r
que In f est radiale (In f = « (r)). Alors par Théoreme 3.5.2, nous en déduisons que l’ap-
plication ¢ : R™\ {0} — R"™\ {0} est f-biharmonique si et seulement si la fonction o

satisfait ’équation différentielle suivante

la//+(n_7)a/ 1
r r2 r 73
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Soit f = o, cette équation devient

6+152—M:o.
r r

16/‘1— (n_27)
r

r

Cherchons des solutions particuliéres de type f = ¢ (a € R*), alors ¢ : R"\ {0} —
r

R™\ {0} est f-biharmonique si et seulement si
a>+(n—8a—4(n—4)=0.

Cette équation a deux solutions a =4 et a =4 — n.

1. Pour a =4, nous obtenons f (r) = Cr* et dans ce cas linversion ¢ : R™\ {0} —
R"™\ {0} est f-biharmonique.

2. Pour a = 4—n, nous obtenons f (r) = Cr*=" ; il suit que linversion ¢ : R"\{0} —
R"™\ {0} est f-biharmonique.

Comme conséquence, si nous supposons que f = A, nous obtenons le corollaire suivant.

A, alors ¢ est A-biharmonique si et seulement si

gradAln X — (AIn A+ (n —5) [gradIn )\|2) gradln A

_ ; 8 grad (|gradln \]*) + 2Ricci™ (gradln \) = 0.

corollaire 0.0.8 Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) (n > 3) une application conforme de dilation
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1.1 Notions générales de la géométrie riemannienne.

Définition 1.1.1 Soit M une variété différentiable, ’ensemble des champs de vecteurs
sur M est notél’ (T'M). Une métrique sur M est une forme

g:T(TM) x T (TM) — C™ (M)

C* (M)-bilinéaire, symétrique et définie positive. Le couple (M, g) est appelé variété rie-
manmnienne.

Définition 1.1.2 Soit M une variété différentiable, une connexion linéaire sur M est
une application

V T(TM)xT'(TM) — T(TM)
(X,Y) — VxY
qui verifie les propriétés suivantes :
1.Vx(Y+2)=VxY +VxZ.
2. VxfY =fVxY+ X (f)Y.
3. VxipyZ =VxY + fVy Z.

Pour tous X,Y,Z € I'(TM) et pour toute fonction f € C (M). Pour une telle connezion
V, on définit un champ de tenseurs T de type (1,2) dit le tenseur de torsion associé é V
par

T(X,Y)=VyxY —VyX —[X,Y],

Pour tous X,Y € I'(TM). La connexion linéaire ¥V est dite sans torsion si le champ de
tenseurs T est identiquement nul, c’est é dire : pour tous X,Y € I'(T'M), on a

[X,Y] = VxY — Vy X.

Notons que T est un champ de tenseurs antisymétrique.
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Si on considére (M, g) une variété riemannienne, on a le résultat suivant

Théoréme 1.1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. L’application

V T(TM)xTD(TM) — T (TM)
(X,Y) — VY

définie par I’équation suivante

29(VxY,2) =X (g (Y, 2)) +Y (9(X,Z)) = Z(9(X, Z)) (1)
—|—g(Z, [XvY])+g(Yv [Z,X])—Q(X, [YvZ]) .

est une connexion linéaire sur M, dite connexion de Lévi-Civita. L’équation (5.15) est
appelée la formule de Koszul.

Pour cette connexion, on a le résultat suivant, dit théoréeme fondamental de la géométrie

riemannienne.

Théoréme 1.1.2 Soit (M, g) une variété riemannienne. La connexion de Levi-Civita est
[a2122unique connexion linéaire NV sur M sans torsion et compatible avec la métrique g.
La compatibiltéavec la métrique g est traduite par la formule suivante

X(g(V,2))=9g(VxY,Z)+g(Y,VxZ),

pour tous X, Y, Z € I'(T'M). La connexion de Levi-Civita sur (M, g) est complé “tement
déterminée par la formule de Koszul.

Remarque 1.1.1 Soit M une variété différentiable, une connexion linéaire V sur M est

complétement définie par les sympboles de Christoffel Ffj donnés par

0 0
Vg —=I%—.
9 D Y Ot
ox’
De plus, s1 X = Xi% ety = Yj%, alors
(0 N\ 0
Y =X (—=YF4ThY') —.
Vx (8:61 i ) Ox*

Dans le cas d'une variété riemannienne munie de la connexion de Lévi-Civita, on a la

remarque suivante

Remarque 1.1.2 Soit (M™, g) une variété riemannienne de dimension m et soit V la

connexion de Levi-Civita. Localement, les sympboles de Christoffel Ffj sont donnés par la
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formule suivante :

I g5 gl 9gij
rk = - kil . - )
& QZQ (81:1 + oxri  Oxt

Définition 1.1.3 Soit M une variété différentiable munie d’une connexion linéaire V.
Le tenseur de courbure R associé é la connexion V est défini par

R T(TM)xT(TM)xT(TM) — T(TM)
(X,Y,2) — R(X,Y)Z,

01

R(X,Y)Z =VxVyZ—VyVxZ — VixyZ

Remarque 1.1.3 Sur une variété riemannienne (M™, g) de dimension m, le tenseur de

courbure de la connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure riemannienne.
Localement, on a

0
R(axz 8$3) ZR”ka a

ol

) ) =
k= Ey (Tix) — v (Th) + > (T = T5,Th)

p=1

R

Comme propriétés, on a
1. R est un champ de tenseurs de type (1,3).
2 g(R(X,Y)Z,W) = g (R(X,Y) W, 2).

3. g(R(X,Y)Z,W)=—g(R(ZW)X,Y).

=~

R vérifie l'indentité algébrique de Bianchi

R(X.Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.

R

R vérifie lindentité différentielle de Bianchi
(VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VzR) (X,Y) =0.

pour tous X, Y, Z, W € I'(T'M).
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Définition 1.1.4 Soit (M™,g) de dimension m, la courbure de Ricci est un champ de
tenseur de type (0,2) défini pour tous X,Y € I'(T'M) par

Ric(X,Y)=Tr,R(- X)Y = ig (R(e;, X)Y,e;),

i=1

0é' (e;)i, est une base orthonormée locale sur M. Notons que La courbure de Ricci est

forme bilinéaire symétrique. De méme, le tenseur de Ricci est un champ de tenseurs de
type (1,1) défini pour tous X € I' (T M) par

Ricci (X) =Tr,R(X,-)- = iR (X, e) e

=1

Sur la variété riemannienne (M™, g), la courbure de Ricci et le tenseur de Ricci sont liés
par la relation suivante :

Ric(X,Y) = g(Ricai (X),Y).

1.2 Applications harmoniques.

Dans cette section, on considére (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes mu-
nies de leurs connexions de Lévi-Civita et soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) de classe C*°. On

définit le fibré inverse (fibré pull-back) qu’on note ¢~*T'N par

¢'TN = {(z,v) € M x Ty N'}

= U {o} x Ty .
L’ensemble des sections sur le fibré inverse est noté par T' (¢~ 'TN), cet ensemble est
définie de la maniére suivante :
I'(¢7'TN) ={V:M — TN,V, € Tyy N,Vz € M},

ou encore

Vel (¢7'TN) <V, € Ty N,Vz € M.
Comme exemples, on a
VX €T (TM), d¢(X)eTl (¢ 'TN)

et
VY eT'(T N), Yo¢EF(¢’1TN).
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Définition 1.2.1 Sur le fibré inverse ' (¢~ VT'N), on définit la connexion suivante, noté
V? par :
V¢ T(TM)xT (¢~ 'TN) — T (¢ 'TN)
(X, V) — V4V

V?{ (H © ¢) = (vc]l\;s(x)H) ° ¢,
pour tout X € T' (T M) et pour tout H € T' (T N). Comme propriété, on a

avec

Vido (V) = Vide (X) +do ([X,Y]),

pour tous X,Y € I' (T'M). Localement, on a

0 oot 0¢® ¢ 0
¢ _ N
d d¢ (8:L‘j) B (ax@xj + 0x' Oxd ( Fas © ¢)) oy ° 9.

oxt

Définition 1.2.2 En utilisant V?, on définit la deuzié “me forme fondamentale de I’ap-
plication ¢ : (M™,g) — (N™, h), noté Vde, par
Vd¢ T (TM)xT(TM) — T (¢ 'TN)
(X,Y) —  Vdo (X,Y)
06!

Vde (X,Y) = Vids (V) —do (VYY).

la seconde forme fondamentale Vd¢ de 1d2122application ¢ est une forme C(M)-
bilinéaire symétrique. L’application ¢ est dite totalement géodésique si sa deuxié “me forme
fondamentale est identiquement nulle.

Définition 1.2.3 Le champ de tension de lapplication ¢ : (M™,g) — (N", h), noté
7(9) , est défini par

7(¢) = TryVdo = Vdo (e;,¢;) = VI dop (e;) — dop (VY e;)
0é' (e;);~, est base orthonormée sur la variété (M™,g). Localement, on a

Po 0pM | 9 098

g 0
—gi (29 90k 99 90 (Np 7
(@) =g (&x@mﬂ oxk Y + ozt OxJ ( ap © (b)) oy °¢

Remarque 1.2.1 Sion considére deux applications différentiables ¢ - (M™, g) — (N", h)

et ¥ : (N" h) — (PP, k), on a la propriété suivante :

Vd (o ¢) = dip (Vdop) + (Vdy) (dg, dg) ,

et en passant a la trace dans cette derniére équation, il suit que

T (o @) =dip (1(¢)) + Try (V) (do, d
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Définition 1.2.4 La densité de lapplication ¢ : (M™, g) — (N™, h) est Uapplication
e(p): M — Ry

définie par
1
e (®) =3 ldol*,

avec |dgz§|2 est la norme de Hilbert-Schmidt de la differentielle d¢ donnée par la formule
suivante

|dg|* = Try¢*h =Y h(de(e;),do (e:)) .
=1

0é' (e;);~, est base orthonormée sur la variété (M™,g). Localement, on a

00 0¢P
do|* = QJW@ (hag o ).

Définition 1.2.5 L’énergie E (¢) de Uapplication ¢ : (M™,g) — (N™, h) est la fonc-
tionnelle défine par

1
B(0) = [ laofn,

06" D est un domaine compact de M. On dit que ¢ est harmonique si elle est un point
critique de la fonctionnelle énergie E (¢), c’est é dire si

=0,

t=0

d
EE )

pour tout variation ¢, € support inclu dans D. En appliquant les équations d’Fuler-
Lagrange é la fonctionnelle énergie, on obtient la premié “re variation de E (¢) donnée
par

d
aE ()

—— [, @) du,

D

t=0

0
oé' v = aqﬁt (x) et 7(¢) = TryNVdo est le champ de tension de lapplication ¢. On
t=0
déduit que ¢ est harmonique si et seulement son champ de tension est identiquement nul,

d’oé Uharmonicité de ¢ est traduite par I’équation suivante :

7 (¢) = 0. (1.2)

Remarque 1.2.2 Sion considére deux applications différentiables ¢ - (M™, g) — (N", h)
et ¥ : (N" h) — (PP, k), I’équation

T (o @) =dip (1(¢)) + Try (Vdy) (dg, do)

montre qu’en générale la composée de deux applications harmoniques n’est pas nécessaire-
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ment une application harmonique, en particulier si ¢ est harmonique et si 1 est totalement

géodésique, alors 1 o ¢ est harmonique.

Définition 1.2.6 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*, le tenseur
impulsion-énergie de ¢ est le champ de tenseur symétrique de type (0,2) sur M défini par

S(¢) = e(d)g — ¢h, (1.3)

La relation de base entre le tenseur impulsion-énérgie et les applications harmoniques

est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1

divS(6) = —h(7(6), do). (1.4)

De cette derniére formule, il suit que

corollaire 1.2.1 Si ¢ : (M™,g) — (N™, h) est harmonique, alors divS(¢) = 0. De plus
si ¢ est une submersion et si divS(¢) =0, alors ¢ est harmonique.

Une généralisation naturelle des applications harmoniques est obtenue en considérant
les points critiques de la fonctionnelle obtenue en intégrant le carré de la norme du champ

de tension.
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1.3 Applications biharmoniques.

Définition 1.3.1 La bi-énergie Ey(¢) de application ¢ : (M™,g) — (N™, h) est la
fonctionnelle défine par

Ex0) =5 [ Ir () du,

06" D est un domaine compact de M. L’application ¢ est dite biharmonique si elle est
point critique da la fonctionnelle bi-énergie, c¢’est € dire

d

—F5 (¢1)

= 0.
dt

t=0

Les équations d’Fuler -Lagrange associées é la bi-énergie nous permettent d’obtenir la
premié€ “re variation de la bi-énergie et qui est donnée par l’équation suivante :

d
GB )| = [hwn@)a,
D
O¢é* )
72 (¢) = —Try (V) 7(8) — TryRY (7 (), do) do,
avec

Try (V)" =Tr, (V¥ - Ve, )

vM

est le Laplacien sur les section du fibré ¢~ 'TN et RN désigne le tenseur de courbure sur
(N™ h). L’application ¢ est dite biharmonique si et seulement si

7 (9) = —Try (V*)* 7 () — TryRN (7 (), d¢) dg = 0.

Remarque 1.3.1 Il est clair que toute application harmonique est biharmonique.

Comme pour les applications harmoniques, il existe un tenseur symétrique de type (0.2)
appelé le tenseur impulsion bi-énergie associé aux applications biharmoniques et qui a été

introduit par G.Y.Jiang.
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Définition 1.3.2 Soit lapplication ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe
C, le tenseur impulsion bi-énergie de ¢ noté Sy (¢) est défini par :

52(0) = (G Ir @)+ divh ((6),d6) ) g — 2s9mh (V7 (6)d). (19

symh (Vr(6),d) (X, Y) = 5 {h(Vx7 (6) ,do (V) + (V7 (6) o (X)}.

Pour tous X, Y €e I'(TM).

De méme, il existe une relation entre 75 (¢) et la divergence de ce tenseur.

Théoréme 1.3.1
div5y(¢) = h (12(0), do) . (1.6)

Comme résultat de ce théoréme, nous obtenons

corollaire 1.3.1 Si ¢ : (M™,g) — (N", h) est biharmonique, alors

Si ¢ est une submersion et si

alors ¢ est biharmonique.
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1.4 Applications conformes.

Un cas trés important a étudier est celui qui concerne les applications conformes. Dans
cette section, nous allons rappeler les propriétés des applications conformes, en particulier
la caractérisation de 'harmonicité et la biharmonicité de ce type d’applications et nous

citons quelques exemples.

Définition 1.4.1 Soient (M™,g) et (N™, h) deuz variétés riemanniennes de méme di-
mension n, une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) est dite conforme s’il existe une
fonction X : M — R*. de classe C* telle que pour tous X,Y € I'(TM) :

h(de (X),de (Y)) = Ng (X,Y).

La fonction \ est appelée la dilatation de ¢.

Remarque 1.4.1 On dédduit que la densité d’une application conforme ¢ : (M™, g) —
(N", h) est égale a

1
e(¢) = 5 ldof = 232

On déduit que la dilatation est donnée par la formule suivante :

1
N =~ |do|”
n

1.4.1 Champ de tension et tenseur énergie-impulsion d’une ap-

plication conforme

Le champ de tension et le tenseur énergie-impulsion d’une application conforme s’écrivent

en fonction de la dilatation ).

Proposition 1.4.1 Soit ¢ : (M",g) — (N", h) une application conforme de dilatation

A, alors
(1) divS(¢) = (n — 2)\*dIn A, (1.7)
ot S(¢) est le tenseur énergie-impulsion de l'application ¢.
(i) divh(1(¢),dd) = (2 —n) (2A*|gradIn A]> + \*Aln \) . (1.8)
(1i1) 7(¢) = (2 —n)do(gradln \). (1.9)
(iv) |T(®)] = (2 —n)2N\?|gradn A]* . (1.10)

11 suit immédiatement de 'égalité (1.7), la propriété suivante :
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Proposition 1.4.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une submersion conforme, alors ¢ est
harmonique si et seulement si n = 2, ou st la dilatation \ est constante.

Remarque 1.4.2 De la proposition précédente, on déduit que toute application conforme
¢: (M? g) — (N2, h) est harmonique. Notons aussi que si n > 3, alors toute application
conforme ¢ : (M",g) — (N", h) est un difféeomorphisme local et dans ce cas l’application

¢ est harmonique si et seulement si sa dilatation \ est une fonction constante.

1.4.2 Champ de bi-tensien et tenseur bi-énergie-impulsion d’une
application conforme.
Pour calculer le champ de bi-tension et le tenseur bi-énergie impulssion d'une appli-

cation conforme, nous allons rappeler quelques propriétés (voir) Nous montrons que sa

trace ne dépend que de la dilatation .

Proposition 1.4.3 Soit ¢ : (M",g) — (N",h) (n > 3) une application conforme de
dilatation X. Pour tous X,Y € I'(TM), nous avons

Vydp (X) =X (InA)do(Y)+Y (InX)do(X) —g(X,Y)do (gradln X) + do (Vy X).

En particulier pour chaque fonction f € C* (M), on obtient )
Vydo (gradf) = dn A (gradf)de (Y) + Y (InX) do (gradf) (1.12)
—Y (f)do (gradlnX) + do (Vygradf) ,
et si f=1In\, Uéquation (1.12) devient
Vyd (gradln \) = |gradIn N dé (Y) + dé (Vygradln \) . (1.13)

Remarque 1.4.3 Soit ¢ : (M",g) — (N™, h) (n > 3) une application conforme de
dilatation \. Pour tous X,Y € I' (T M) et pour toute fonction f € C>® (M), on a

h (Vxde (gradf),dé (Y)) = N2dIn X (gradf) g (X,Y) 4+ XNg (Vxgradf,Y) L1
FA2X (0N Y (f) = A2X ()Y (In)) '

et

B (Vxdé (gradIn ), dp (V) = h (Vydo (gradin N) o (X))
1.15
= X |gradin > g (X,Y) 4+ A\2g (Vxgradln \,Y). (119)
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Grace aux propriétés cités, le tenseur bi-énergie impulssion d’une application conforme

et sa trace sont donnés par le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application conforme de dilatation X,
alors

Sy (¢) = (2 =n) N2 { <” g 2 |gradln AP + AlnA) g— 2len/\} (1.16)
et

Tr,Ss (¢) = — (n — 2)? \? (g lgradln A + Aln A) . (1.17)

Une condition nécessaire est suffisante pour que 7r,Sy (¢) = 0 est donnée par le

corollaire suivant :

corollaire 1.4.1 Soit ¢ : (M",g9) — (N™ h) (n # 3) une application conforme de di-
latation A, alors la trace du tenseur bi-énergie impulsion est nulle si et seulement si la
n

fonction N2 est harmonique.

La biharmonicité des applications conformes est caractérisée seulement en fonction de

la dilatation. Avant de citer ce résultat, on a le théoréme suivant

Théoréme 1.4.2 Soit ¢ : (M",g) — (N™ h) (n # 3) une application conforme de

dilatation X, alors

Tr, (V¢)2 d¢ (gradIn \) = d¢ (gradAIn\) + 2d¢ (grad (|gradIn /\|2)) — (AlnX)do (gradlg N)
— (n—2)|gradin A]* d¢ (grad1n \) + d¢ (Ricci (gradIn X))

et

TryRYN (d¢ (gradln )\) ,dé (-))do (-) = —nT_ngb (grad (JgradIn /\|2))

— (Aln ) do (gradin )
+ d¢ (Ricci (gradln \)) .

Le champ de bi-tension d’une application conforme est donné par le théoréme suivant.
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Théoréme 1.4.3 Soit ¢ : (M",9) — (N™ h) (n # 3) une application conforme de
dilatation A, alors le champ de bi-tension de ¢ est donnée par la formule suivante

72 (¢) = (n—2)do (H),

0é
n

H = gradAln )\ —

;GQTad (lgradln A*) — 2 (Aln\) gradIn A
— (n —2)|gradIn A]> gradIn X + 2Ricci™ (gradIn \) .

1l suit que la biharmonicité de ¢ est traduite par [’équation suivante

n—=~6

gradAln \ — grad (|gradIn )\|2) —2(Aln\)gradln A

— (n—2) |gradIn A]” gradIn X + 2Ricci™ (gradln \) = 0.

Un cas particulier a étudier est lorsque la variété de départ est I’espace euclidien.

corollaire 1.4.2 Soit ¢ : (R, ggn) — (N™, h) (n = 3) une application conforme de dila-
tation \ telle que In X est radiale In \(z) = a(r) ow r = |x| et a € C*°([0,4+00[,R), alors

¢ est biharmonique si et seulement si f = o satisfait [’équation différentielle ordinaire
suivante

n—1 2(n—1)

B~ (n— 48+~ F-m-2F =0 (113)

r2 r

Grace au Corollaire 1.4.2, nous allons citer deux exemples d’applications biharmo-

niques non-harmoniques.

Exemple 1.4.1 Considérons linversion ¢ : (R™\{0}, grn) — (R"\{0}, grn) définie par

$(z) = —

e

Linversion ¢ est conforme de dilatation X\ égale a

Un calcul direct montre que (1.18) est équivalente a

1 (n_l)BQ—(n—2)53:8n_32:0.

r r3

s 2

Donc 'inversion est biharmonique non-harmonique si et seulement si n = 4.
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Exemple 1.4.2 Soit ¢ la réciproque de la projection stéréographique de R™ — S™ définie
par

1

¢(r) =
L’application ¢ est conforme de dilatation X\ égale a

2
a1 T

A(z)

pour tout x € R™. Il est bien connu que si n = 2, cette application est harmonique donc
biharmonique. Nous avons
2r

B(r) = ey

Un calcul direct montre que (1.18) est équivalente a

n—lB_Q(n—l)ﬂQ_(n_2)63:8(n—4)7"(7“2—1)

=0.
72 r (r2+1)3

”_(n_4>ﬁﬁ/+n;16,_

Donc la réciproque de la projection stéréographique est biharmonique non-harmonique si

et seulement si n = 4.
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Introduction

Dans [10], 'auteur a étudié la f-harmonicité pour quelques applications spéciales re-
lativement aux produit double tordu, il donne des conditions de f-harmonicité de la
projection et quelques characterisations d’applications f-harmoniques . Les auteurs dans
[15] donnent un méthode de construction d’applications biharmoniques et d’applications
f-biharmoniques et ils construisent quelques exemples dans la sphére standard S? et entre
deux spheéres. Dans [14], les auteurs obtiennent la formule de la premiére variation de la
fonctionnelle bi- f-énergie, ils introduisent la notion des applications bi- f-harmoniques,
qui est une généralisation naturelle de la notion de biharmonicité, et ils donnent quelques
propriétés de ce type d’applications. Dans [12|, les auteurs ont étudié les classes d’ap-
plications bi- f-harmoniques et d’applications f-biharmoniques. Dans ce chapitre, nous
présentons autres constructions d’applications bi- f-harmoniques. Dans un premier résul-
tat, nous donnons la relation entre le champ de bi- f-tension et le champ de bi-tension
et la relation entre le le tenseur bi- f-énergie et le tenseur bi-énergie et dans ce cas, nous
construisons quelques exemples d’applications bi- f-harmoniques et nous étudions le cas de
I’application identité. Comme deuxiéme résultat, nous caractérisons la bi- f-biharmonicité
d’une application conforme ¢ : (M™, g) — (N™, h) de dilatation A\. On commence par

le cas ou la fonction f est égale a la dilatation A et nous donnons quelques exemples
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d’applications bi-A-harmoniques. On termine ce chapitre par I'étude du cas général, c’est
a dire le cas on f est fonction positive quelconque. Ce chapitre a fait 'objet d’un article
publié dans une revue de classe B, indexée dans la base Scopus.

Revue : Italian Journal of Pure and Applied Mathematics.

Titre : Some results and examples of the bi- f-harmonic maps. N. 45a“2021, pp 163-181.
Auteurs : Smail Chemikh, Djilali Behloul et Seddik Ouakkas.

2.1 Généralités

2.1.1 Applications f-harmoniques

Définition 2.1.1 Soit f € C*° (M) une fonction positive, l’application
¢ (M™, g) — (N™, h) est dite f-harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle

f-énergie :
1

By ()= | flaofd,

Cela est équivalent ¢ dire que ¢ satisfait les équations d’Euler-Lagrange associées € la
fonctionnelle f-énergie :

7 (¢) = f7(¢) +do (gradf) = f (7 (¢) + d¢ (gradIn f)) =0,

77 (@) est appelé le champ de f-tension de lapplication ¢.

Définition 2.1.2 Pour les applications f-harmoniques, le tenseur impulsion f-énergie
St (@) de ¢ associéé fonctionnelle f-énergie Ey (@) est défini par (voir [1])

Sp (@) = fle(d)g—o™h)

et la relation entre Sy (¢) et 77 (¢) est donnée par (voir [3])

divSy (¢) = —h (17 (¢) ,dd) .

2.1.2 Applications bi-f-harmoniques

Une premiére généralisation des applications f-harmoniques est définie comme suit, :
lapplication ¢ : (M™, g) — (N™, h) est dite bi- f-harmonique si elle est point critique de

la fonctionnelle bi- f-énergie

1
Bra(0) =5 [ @),
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Les équations d’Euler-Lagrange associées a la fonctionnelle bi- f-énergie nous donnent

I'équation de la bi- f-harmonicité de I'application ¢ (voir [13]) :

Tr2(¢) = =TryV° fVo7; (¢) — fTryRY (14 (¢) ,dg) dp = 0, (2.1)
Tr2 (@) est appelé le champ de bi- f-tension de ¢. Notons que

TV V97 (9) = £ (Try (V) 77 (8) + Viraana 77 (9))
alors

712 () = 1 (=T, (V) 77 (6) = Ty R (77.(6) . d6) d6 ~ Va7 (8)) . (22)
et ¢ est bi- f-harmonique si et seulement si (voir [12],[14])
Try (V°) 77 (6) + TryRY (77 (8) ,d6) dd + Vgraa 17 (6) = 0.

En suivant le notion de Jiang, le tenseur impulsion bi- f-énergie Sro (¢) de ¢ est défini

par (voir |3])

57200 = (3 177 O + FTrh (V77 (6)d6) ) g 2 (V7 (6) o).

ou
Trgh (Vf7(¢),d¢) = h (Ve fr(9),do (e:))
(Nous sommons sur les indices répétés). le tenseur impulsion bi- f-énergie Sy (¢) satisfait

la relation suivante :

divSta (6) = h (152 (8) . d6) + (Tryh (V7 (9) ,d6)) df.

2.2  Quelques résultats.

Comme premier résultat dans cette section, si on considére une application ¢ : (M™, g) —
(N™, h) de classe C*° entre deux variétés riemanniennes et une fonction positive f €
C* (M), la relation entre le champ de bi- f-tension et le champ de bi-tension field de ¢

est donnée par le résultat suivant.

Proposition 2.2.1 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* et soit
f € C>® (M) une fonction positive. Alors

Tr2(9) = f272 (@) — 3f2vz)radlnf7— (¢) — f2 (A In f +2[gradln f|2) 7 ()
— 12 (71, (V*)"do (gradin f) + Tr,RY (d6 (gradln f) o) do) (2.3)
= 3f°VY i 40 (gradln f) — f2 (Aln f + 2|gradln f|*) d¢ (gradln f) .
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Preuve de la proposition 3.3.1. Par un simple calcul, nous montrons que pour tout

V €T (¢~'TN) I'équation suivante :
Try (VO)' fV = f <Trg (V) V42V oV + (Aln f + |gradin f|) v) . (2.4)
Par définition, le champ de bi- f-tension de ¢ est donnée par

752 (8) = —fTry (V) 11 (6) — fTryRY (74 (6),do) dd — FVoa 77 (6), (2.5

ou

71 () = [ (7(¢) + do (gradIn f)).

Choisissons (€;),;<,, une base orthonormale sur M, on commence par le calcul du premier

terme T'r, (V¢’)2 71 (¢) de I'équation (2.5), on a

Try (V9) 75 (6) = Try (V?)? f7 (¢) + Try (V) fdo (gradin f).

En utilisant (3.19), nous obtenons

Try (V) f7(6) = £ (Try (V)7 (8) + 2V a7 (8)) + £ (Aln [ + |gradin ) 7 (9)
et
Try (V) fdé (gradin f) = f (Trg (V)* dé (gradin f) +2V% .. dé (gradln f))
+ f(Aln f + [gradln f|*) d¢ (gradln f).
il suit que
Try (VO) 15 (6) = fTry (V9’7 (0) + fTr, (V?)* do (gradin f)

+ 20V a7 (0) + 2f Vi1 6 (gradn f) (2.6)

+ f(Alnf +|gradln f*) (7 () + d¢ (gradIn f)).
Pour le terme Tr,RY (14 (¢),d¢) do, il est simple de voir que
TrgRY (1 (9) ,d¢) dp = [TryRY (7(9),de) dp + fTryRY (de (gradln f),d¢) de. (2.7)

Finallement, pour le terme V?mdlnfo (¢), on a

v?radln fo (¢) = vjradln ffT (Qb) + v_fradlnffdgb (grad In f)
= fv?radlnfT (¢) +f\g7“adlnf\27'(¢) (28)

+ VY i 40 (gradin f) + f |gradIn f|* d¢ (gradIn f).
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Si on remplace (2.6), (2.7) et (2.8) dans (2.5), on déduit que
712 (0) = 272 (9) = 3F°V a7 (6) = 2 (AIn £+ 2|gradln fI7) 7 (¢)
— f? (Trg (V?) d¢ (gradln f) + TryRN (dé (gradin f) , do) d¢)
- 3f2V§mdlnfd¢ (gradln f) — f* (Aln f + 2 |gradIn f|2) do (gradln f).
Ce qui compléte la preuve de la proposition 3.3.1.

Remarque 2.2.1 Soit ¢ : (M™,g9) — (N",h) une application de classe C* et soit

f e C® (M) une fonction positive. Alors ¢ est bi-f-biharmonique si et seulement si

72 (6) = (T, (V%) do (gradln f) + Tr,RY (do (gradln ) , dg) do

- 3V§radlnf7— (¢) — (Alnf + 2|gradIn f‘Q) 7 ()

— 3V§mdlnfdgb (gradln f) — (A In f + 2|gradln f|2) do (gradln f) = 0.
Dans le cas ot 'application ¢ est harmonique, nous obtenons le résultat suivant.

Remarque 2.2.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application harmonique et soit f €

C* (M) une fonction positive. Alors ¢ est bi-f-biharmonique si et seulement si
Tr, (v<f>)2 do (gradln f) + TryRYN (d¢ (gradIn f) , d¢) do
+ 3V g 40 (gradin f) + (Aln f + 2|gradIn £|*) d¢ (gradIn f) = 0.

On applique cette derniére remarque pour construire quelques exemples d’application

bi- f-harmoniques.
Exemple 2.2.1 On considére la projection ¢ : R% x R* — R% x R? définie par

¢(t,$2,l’3,l‘4) = <t7$27$3) .

On suppose que In f = « (t), alors grice a la remarque 2.2.2, la projection ¢ est bi-f-

harmonique si et seulement si
3
o +4d'a” +2 ()" = 0.
Soit f = d, donc la derniére expression devient

6”+4/85,+2/83 :O

a
On déduit des solutions particuliéres de la forme [ = n ou a € R*. Nous obtenons a =1

ce qui nous donne f (t) = Ct avec C > 0. Dans ce cas la projection ¢ est bi- f-harmonique

ou f(t) = Ct.
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Exemple 2.2.2 Soit ¢ : (R*, ggon) — (R, grnt1) Uapplication de Hopf définie par
¢ (z,y) = (Jo]° — ly*, 227) e R®K,

oun = 2,4 ou 8 et z,y € K ~ R" avec K =, H (quaternions), ou Q (octonions),

respectivement. Ecrivons les points x,y € R?" sous la forme
(x,y) =71 (cosf-p,sinb - q), <r € [0,+0),0 € [0, g] D, q € S”_1>
et ceur of R" ! sous la forme
s (ost,sintdotw), (s € [0,400),6 € [0, 7] ,w € S"1).
L application ¢ prend la forme suivante :
¢ (rosfdotp, r sin Odotq) = (sost, ssin tdotpg) ,
ot s =12 et t = 20. Les métriques sur R?" et R"™! ont repectivement les expressions :

gron = dr® + r?d0* + r?os*0dot g1 + r? sin® Odot g

et
grnt1 = ds* + s2dt* + s sin® tdotggn.

Une base orthonormée de R*" est donnée par

0 10 1 ¢ 1 ¢
e1=-,ea= -6 = ——& e = —,
YT or T r 00’7 T reos® T rsing”
ol
& =r(cosf-X;,0),5=3,..,n+1
et

& =1 (0,sin0- Xg), k=n+2,....,2n

ot les vecteurs X; and Xy, sont des vecteurs tangents unitaires a la sphére S"7'. On a

Ve = Lo + n—21 (tan@—cot&)2

06

r Or r

Supposons que la fonction f depend seulement de r et posons In f = «(r). Alors par la
remarque 2.2.2, on déduit que ['application ¢ est bi-f-harmonique si et seulement si la
fonction 5 = o satisfait ’équation différentielle suivante

2n—1

rB" +4rBB + (2n+1) 5 + B4 (2n+2) %+ 2rp* = 0.

r
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. . L a .
En chechant des solutions spéciales qui s’écrivent sous la forme = — ot a € R*, nous
r

. C .
obtenons a = —n + 1 ce qui donne f(r) = —, (C > 0) et dans ce cas, l'application de
o

2n n+1 . . . . . . C
Hopf ¢ : (R*", ggan) — (R™", ggn+1) ainsi définie est bi- f-harmonique avec f (1) = —.
e

Un autre cas particulier est de considérer 'application identité, on obtient :

corollaire 2.2.1 L’application identité Idy - (M™,g) — (M™, g) est bi-f-harmonique
si et seulement si la fonction f est une solution de l’équation suivante :

gradAln f + ggmd (lgradin f|2) + (Aln f +2|gradIn f\Q) gradln f
+ 2Ricci (gradln f) = 0.

(2.9)

Dans ce qui suit, nous présenterons deux exemples d’applications bi- f-harmoniques.

Exemple 2.2.3 Soit l'application identité Idgm 1oy : R™\ {0} — R™\ {0} 0@ on suppose
que In f est radiale (In f = a(r)). En utilisant la définition du Laplacien, un calcul direct

nous donne

—1 —1
gradAln f = (o/"—l— PN L 5 o/) —,
r r or

grad (|gradIn f|2) = 20/0/’£
or
et

n—1,

Alnf=a"+ o

Alors par le corollaire 3.5.1, on déduit que Idgn joy est bi-f-harmonique si et seulement

st la fonction B = o' est solution de ’équation différentielle suivante :

n—1 n

B -

-1 —1
6"+ ——B+488 + ——8" +28° = 0.

Regardons des solutions particuliére de type [ = ¢ (a € R*), donc Idgm oy : R™\ {0} —
r

R"™\ {0} est bi-f-harmonique si et seulement si

—n+5++/(n—1)(n+7)
n :

—n+5++/(n—1)(n+7)
Nous obtenons f (r) = Cr 4 (C > 0) et dans ce cas l’application
identité Idgn\(oy : R™ \ {0} — R™\ {0} est bi- f-harmonique.
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Exemple 2.2.4 On considére M = S™ avec la paramétrisation

x = (coss,sins-y), s€(0,n], ye S
Une base orthonormée de S™ est donnée par

0
elzaa ei:(oa.fi)a 7::2,...,71

ou les vecteurs f; sont tangents a la sphere S™~'. On suppose que In f = «a(s). Un calcul

direct donne

gradln f = grada = 0/2’
0s

lgradln f* = |gradal* = (o),
grad (|gradln f|2) = grad (|g7’ada|2) =20/,

Alnf=Aa=a"+ (n—1)(cots),

gradAln f = gradAa = (& + (n — 1) (cot s) & — (n — 1) (1 + cot®s) o) g
s

et

Ricci®" (gradln f) = Ricci®” (grada) = (n — 1) 0/82'
s

Alors grace au Corollaire 3.5.1, on déduit que 'application Idgn est bi-f-harmonique si
et seulement si la fonction B = o satisfait I’équation différentielle suivante :

B"+ (n—1)cot sf' + 486 + (n — 1) (1 — cot?s) B+ (n — 1) cot s5* + 2% = 0.

Par exemple, prenons n = 1, alors Uapplication Ids1 est bi-f-harmonique si et seulement
St
8"+ 488 +28° = 0.

a
On cherche des solutions particuliéres de type 5 = —, on obtient a = 1, ce qui nous donne
s

f(s) =ks (k>0). Donc Uapplication Ids: est bi-f-harmonique, ot f (s) = ks (k> 0).

Dans la section suivante, nous allons étudier la cas ou ¢ : (M™,g) — (N™, h) est une

application conforme de dilatation A avec n > 3.
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2.3 Cas des applications conformes.

On commence cette section par la remarque suivante.

Remarque 2.3.1 Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application conforme de dilatation X.

Le champ de f-tension de ¢ est donné par

7 (¢) = f (7 (¢) + d¢ (gradIn [))
= f((2 = n)d¢ (gradln \) + d¢ (gradIn f))
— fdo (gradln fA>") .
En particulier si f = X, Le champ de A-tension de ¢ prend la forme
72 () = (3 = n) Ad¢ (gradIn ).

On divise cette section en deux parties.

2.3.1 Cas ou la fonction f = ).

Nous calculons le champ de bi- A-tension pour une application conforme ¢.

Théoréme 2.3.1 Soit ¢ : (M",g) — (N™, h) une application conforme de dilatation X
avec n > 3. Le champ de bi-\-tension de ¢ est donné par :

72(¢) = (n —2)do (H (A))

n

H (X)) = gradAln )\ — gggmd (lgradin )\|2) + 2Ricci™ (gradln \)

(2.10)

— ((n—="7)|gradIn A? 4+ Aln A) gradIn \.

Preuve. Par définition, le champ de bi- A-tension de ¢ est donné par

a2 (8) = A (=T (V) 70 (8) = Try BN (72(8) 1 d9) d = V yarama7 ()
Le champ de A-tension de I'application conforme ¢ est égal a
Tx () = (3 —n) Ado (gradln \)
il suit que
T2 (0) = (n— 3) ATry (V) Ade (gradin )
+ (n = 3) MNryRY (Md¢ (gradIn \) , dp) dp (2.11)
+ (1 — 3) AV aramarde (gradln ) .
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Il est simple de voir que

Try (V?)* Mg (gradIn \) = XTr, (V?)* d (gradIn A) + 27V garam adeb (grad In X)

+ A (Aln\)do (gradln ) + X |gradIn A|* dé (gradin \) .
(2.12)

Grace a un résultat cité dans le premier chapitre qui concerne les applications conformes,

on obtient

Tr, (V¢)2 d¢ (gradIn X) = d¢ (gradAIn X) + 2d¢ (grad (|gradIn )\|2))
+ d¢ (Ricci™ (gradln \)) — (Aln ) d¢ (gradIn ) (2.13)

— (n—2)|gradn A]> d¢ (gradln \) .

Concernant le terme V4,01 2d¢ (gradln X), on a (voir |2])

1
Vgaramadd (gradln \) = |gradln N dé (gradIn \) + édgb (grad (|gradIn )\|2)) . (2.14)
En remplaé§ant (2.13) et (2.14) dans (2.12), on déduit que

Try (V¢)2 Ao (gradIn X) = Ado (gradAIn X) + 3X\d¢ (grad (|gradIn )\|2))
— (n—5) X|gradIn \|* d¢ (gradin ) (2.15)
+ Ad¢ (Ricei™ (gradIn \)) .
Maintenant, nous allons calculer Tr,RY (d¢ (gradIn ), dp) d¢. Toujours, le méme résul-
tat cité dans le premier chapitre qui concerne les applications conformes nous rameéne
a
-2
Tr,RN (d¢ (gradIn )\) ,d¢) dp = —anqzﬁ (grad (|grad In )\|2))
+ d¢ (Ricci™ (gradIn \)) (2.16)
— (AIn\)do (gradln \) .

Pour compléter la preuve, il nous reste le terme V g4,q1m A Ad¢ (gradIn ), un calcul simple

donne

1
VgardinaAde (gradln \) = §Adgb (grad (|gradIn )\|2)) +2X [gradIn A|* de (gradIn \) .

(2.17)
Si on substitue (2.15), (2.16) et (2.17) dans (2.11), on conclue que

T2 (9) = (n —3) \do (H ()))
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ou

n—9

H(\) = gradAln X — grad (lgradn \]*) + 2Ricci™ (gradln \)

— ((n—7)|gradIn A? 4 Aln A) gradin \.

Ce théoréme nous donne un résultat de caractérisation

corollaire 2.3.1 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h), (n > 4) une application conforme de dila-
tation A, donc ¢ est bi-f-harmonique si et seulement si

gradAln ) — =2

grad (Jgradln A[*) — (Aln ) gradln A (2.18)

— (n—T7)|gradIn A]> gradln X + 2Ricci™ (gradIn \) = 0.

En particulier, on prouve que la bi-\-harmonicité de ’application conforme ¢ : (R", g) —
(N h) (n > 3) ou la dilatation A est radiale (In A = a/(r),r = |z|and o € C* (R, R)) est

équivalente & une équation différentielle du deuxiéme ordre. Nous avons

corollaire 2.3.2 Let ¢ : (R", g) — (N™, h) (n > 4) to be a conformal map of dilation X
when we suppose that In X is radial (In X\ = « (r) ,r = |z| and o € C*° (R, R)). Then ¢ is
bi-\-harmonic if and only if B = o satisfies the following ordinary differential equation :

”—(n—S)ﬁﬂ/—l—n;lﬂ'—n_l n—1

B — B —(n—"T7)3 =0. (2.19)

Preuve du corollaire r2.3.2. Soit ¢ : (R",g) — (N™, h) (n > 4) une application
conforme de dilatation X ott on suppose que In X est radiale (In A = o (r) , 7 = |z] et @ € C* (R, R)).

D’aprés le corollaire 2.3.1, ¢ est bi-A-harmonique si et seulement si

n

gradAln \ — ; ggrad (lgradin )\|2) — (Aln ) gradln A

— (n—7) |gradIn A|* gradln A = 0.

Un calcul direct montre que

9,
gradln \ = O/E,
lgradln A]> = (),

grad (|gradIn )\\2) = 20/0//82,
r

—1
Aln\=o" + n—o/,
r
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et
9
or’

—1 —1
gradAln\ = (o + Pl My
r r?

D’ou, ¢ est bi-A\-harmonique si et seulement si la fonction « vérifie I'équation différentielle

suivante

Q" — (n—8)ala + "%a — T = (@) = (=T (@) =0

Soit 8 = o/, cette derniére équation est équivalente & une équation différentielle du second
b)

ordre de la forme

R ) R et e R (R 1)

Comme conséquence du corollaire 2.3.2, nous présenterons quelques remarques auxquelles
nous donnerons une solution particuliére de ’équation (2.16) qui nous permet de construire

une application bi-A-harmonique.

a
Remarque 2.3.2 . Regardons des solutions particuliére de type B = — (a € R*). Par
r

(2.16), on déduit que ¢ : (R™, g) — (N™, h) (n > 4) est bi-A-harmonique si et seulement

st a est solution de l’équation algébrique suivante
(n—"T7)a*+Ta+2n —4 = 0.

Cette équation admet des solutions réelles si et seulement si n € {4,5,6,7,8}.

7497
7+97 7 — 97 _—
6

1. Sin =4, on trouve a = ou a = Era— donc A\=Cr 6 ou A=

7—V97
Cr 6 (C > 0). Alors, dans ce cas toute application conforme ¢ : (R*, g) —

T+4/97 797
(N* h) de dilatation A = Cr 6 ou \=Cr 6 est bi-A-harmonique.

7+ /97
TV 7 JO7 THVOT

wa= ———, par suite \ = Cr 4

2.8 n=5 t e a4 =
P n , on trouve a 1 1

7—/97

ou \=Cr 4 (C > 0). Il suit que toute application conforme ¢ : (R° g) —

74+ V97 7— 97

(N°,h) de dilatation A = Cr 4 ou \=Cr 4 est bi-A-harmonique.

3. Le casn =6 donne a =8 ou a= —1, donc A\ =Cr® ou A\ =Cr=' (C > 0). Dans
ce cas chaque application conforme ¢ : (R® g) — (N®, h) de dilatation A = Cr® ou

A= Cr=! est bi-\-harmonique.
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—10
4. Sin =71, a_Tlo, donc \=Cr 7 (C > 0). Alors, toute application conforme
—10
¢ : (R7,g) — (N7, h) de dilation A\ = Cr 7  est bi-A-harmonique.
5. 8in =38, on trouwve a = -3 oua=—4, dou A\=Cr=3 ou X =Cr (C >0).
Ce qui implique que toute application conforme ¢ : (R® g) — (N® h) de dilatation

A=Cr=3 ou A= Cr=* est bi-\-harmonique.

Comme second résultat de cette premiére partie, on calcule le tenseur bi- A-énergie
associé a une application conforme ¢ et on montre que Sy(¢) dépend seulement de la

dilatation.

Théoréme 2.3.2 Soit ¢ : (M",g) — (N"™, h) une application conforme de dilatation X,

on a
+1
= 3—n) A (22— |gradln A + Aln A
$12(0) = (3= X' (5 lgradin AP + A1 ) )
—2(3=n) A" (VdIn A + (dIn A ® dIn \)),
et la trace de Sy(¢) est donnée par
L (n+n—4 9
TrySia(¢) =(3—n)A T|gradln)\| +(n—2)Aln\|. (2.21)

Preuve. Par définition, le tenseur bi- \-énergie de ¢ est donné par :

$12(0) (X Y) = (1m (OF + ATryh (V72 (0) . d6) ) 9 (X.7)

(2.22)

— 2symh (V75 (6),d6) (X, Y),

ou

T (¢) = (3 —n) Ado (gradln \) .

En utilisant les équations (3.16) et (3.19) de la proposition 3.3.1, on obtient

% 175 (8) P+ XTryh (V7 (¢) , do) = % (3 —n) Mg (gradIn \)*+(3 — n) XT'ryh (VAdo (gradln \) , de) .

Un simple calcul nous donne

2 _ (3—n)2
2

1
518 =n) Ao (gradIn \)| M gradin \|”

et
Troh (VAdo (gradln X)), dp) = (n + 1) A |gradIn )\\2 + AAlIn ),
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alors

n—+95

1
5 173 (0)° + ATryh (V7 (6),do) = (3 —n) A ( lgradln \* + Aln >\) . (2.23)
Calculons maintenant symh (V7 (¢),d¢), on par définition pour tous X,Y € I'(T'M)

symh (VT/\ (¢) 7d¢) (X» Y) = (h (VXT,\ (¢) , d¢ (Y)) +h (VyT,\ (¢) ,do (X>))

DO | —

_ ; S (VxAdo (gradln ), do (V)

n—3

h (VyAdo (gradln X)), d¢ (X))

- 5 5 \h (Vxdg (gradin A) ,dé (V)

n—3
2
n—3

A (Vydg (gradlnX) ,de (X))

AX (In M) h(do (gradIn X)), do (Y))

n—3

5 AY (InX) h(do (gradIn X)), do (X)) .

Il est simple de voir que

h(Vxdp (gradln ) ,dé (Y)) = N (VdIn A (X,Y) + |[gradIn Mg (X, Y)),

h(Vydg (gradlnX),d¢ (X)) = A* (VdIn A (X,Y) + |grad In Mg (X, Y)),
X (InA\) h(dp (gradln X)), dé (Y)) = X2X (InA)Y (In)) = A2 (dIn A ®dIn \) (X,Y)
et
Y (In\) h(dé (gradIn ) ,de (X)) = A>X (InA) Y (In)\) = A (dInA®@ dIn \) (X,Y).
Il suit que
symh (V7 (¢),d¢) = (3 —n) N’ (VdIn A+ (dIn A ® dIn \) + |gradIn A2 9)  (2.24)
Si on substitue (2.23) et (2.24) dans (2.22), nous concluons que

1
Sya(¢) = (3 —n)\* (n; |gradIn A? —|—A1n)\> g2 —=n) A (Vdln A + (dIn A ®@dIn \)).
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Pour calculer la trace du tenseur bi-A-énergie de ¢, on considére (e;)1<;<, une base ortho-

normée sur M, on a
TrySxz (6) = Sx2 (9) (i €:)

:(S—n))\4<

2B —n) A (VdIn ) (e5,e;) + (dIn A @ dIn \) (e;, €;))

n+1

lgradIn A]* + Aln )\> g (e, e)

= (3 —n)n\t ntl radln \* + Aln A
(3—mn) 5 19
—2(3—n))\4(A1n)\—|—|gradln)\|2).
D’ou
2 —4
TrySxa (¢) = (3 —n) A\ (% lgradIn \|” + (n — Q)Aln)\) .

n’+n—4
En calculant le Laplacien de la fonction A 2 (n —2) ((n > 4)), nous obtenons le corollaire

suivant :

corollaire 2.3.3 Soit ¢ : (M™,g) — (N",h), (n > 4) une application conforme de dila-
n’+n—4

2) est harmo-

tation X, alors TrySy o (¢) est nulle si et seulement si la fonction A 2(n—
nique.

Une autre conséquence est donnée dans la remarque suivante :

Remarque 2.3.3 Soit ¢ : (M™,g) — (N",h), (n > 4) une application conforme de

dilatation A, nous avons

divSy2 (9) = h (a2 (9),do) + (Trgh (VTa (¢) , d¢)) dA

et
Tryh (V7 (8),de) = (3 —n) N (Aln A+ (n + 1) [gradIn A% .

Si on suppose que 'application conforme ¢ est bi-A-harmonique, alors divSy o (¢) est nulle
si et seulement la fonction X" est harmonique.
2.3.2 Cas ou la fonction f est quelconque.

Dans cette deuxiéme partie, on traite la cas général et on commence par le calcul du

champ de bi- f-tension.
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Théoréme 2.3.3 Soit ¢ : (M™,g) — (N",h), (n > 3) une applicatoin conforme de
dilatation A, alors le champ de bi-f-tension de ¢ est donné par :

Tr2 (¢) = f2do (H (A, f))

H(\ f)=(n—2)gradAln\ — (n - 2)2(n — 6>g7’ad (lgradIn /\|2)

—(n—2)(2(Aln\) + (n —2)[gradIn )\|2) gradln A

+2(n—2) Ricci™ (gradln \) + (n (Aln f) + (2n — 1) [gradIn f|2) gradln A
—gradAln f — 4V gqimrgradln f + 4 (n — 2) |gradIn MQ gradln f

— (Aln f +2|gradn f|2) gradln f +4(n — 2) Vygram sgradIn X

— 6dIn X (gradln f) gradln f — ggrad (|gradln f|2) — 2Ricci™ (gradln f)
(2.25)

Preuve. le champ de f-tension ¢ est définie par

71 (¢) = fdo (gmd In f)\Q’”) ,

d’ou, le champ de bi- f-tension de ¢ est donné par

712 (8) = —f (Try (V%) fdo (gradin (X)) + fTr,RY (d (gradin (\""f)) , do) do)

— ijmdlnfqub (gmd In (AQ_"f)) )

Pour calculer le terme T'r, (V¢)2 fdo (gradln (\>="f)), on va utiliser I'équation (3.19) et
on a

Try (99)° 56 (gradin (V1)) = £Tr, (V)" o (gradin (1)) + 215 1,6 (gradin (X))

+ f(Aln f + [gradln f|*) d¢ (gradln (\*""f)) .

D’un calcul simple, on montre que

Vo i 1 £d0 (gradln (N7 f)) = fV0 1 dd (gradln (N7 )+ f |gradn f|* d¢ (gradln (A" f)) ,
il suit que
T2 (0) = — 2 Try (V?) do (gradin (N>~ f))
— [*TryRY (d¢ (gradln (X" f)) ,d¢) d¢
— 2 (Al f +2|gradln f[?) do (gradln (A" f))

= 3f°V a0 (gradln (A" f))

(2.26)
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Nous étudierons terme par terme le cé “té droit de ’équation (2.11). Pour le premier terme

Tr, (V¢’)2 do (gradIn (N7 f)) + Tr,RY (dp (gradln (N>~ f)) , dp) d¢, on a

Try (V*)do (gradin (\="f)) + TryRY (do (gradin (N>7"f)) , do) do
= d¢ (gradAln (X" f)) + 4d¢ (Vgragmagradln (N>~ f))
—2(Aln (N*7"f)) do (gradIn \) — (n — 2) do (V gragim(-n)gradn \)
— (n—2) |gradln A[” d¢ (gradln (\*""f))
+ 2d¢ (Ricci™ (gradln (\*7"f))) .

En utilisant le fait que
In(A*"f)=(2—-n)lnA+Inf,
nous obtenons
Tr, (V?)d¢ (gradin (N7 f)) + Tr RN (do (gradIn (A" f)) , d¢) d¢b
—2)(n—06)
2

=(2—n)d¢ (gradAln\) + (n d¢ (grad (|gradn /\|2))

—2(2—n) (Aln\)do (gradln \) + (n — 2)* |gradIn A|* dé (gradIn \)
+2(2 - n) do (Ricci™ (gradln \)) (2.27)
+ d¢ (gradAln f) + 4dp (V gragmrgradn f)

—2(Aln f)d¢ (gradin ) — (n — 2) do (Vgraqm rgradln \)

— (n—2)|gradIn A]> d¢ (gradln f) + 2d¢ (Ricci™ (gradIn f)) .

Maintenant, nous allons regarder le dernier terme \YA4 dé (gradln (A\*7"f)); par un

gardIn f

calcul simple, on obtient

V?ardln fd(b (gTCLd In ()\2*"]")) = (2 - n) vjardln fd(b (ngLd In /\) + vf;ardlnfdgb (grad In f)
= (2-n) (JgradIn A do (gradin f) + do (V gapamm pgradIn M)
+2dIn A (gradln f)d¢ (gradln f) — |gradln fI? do (gradln \)

+do (Vyaram pgradln f)

ce qui nous donne

Vﬁardlnfdgé (grad In ()\2_"f)) =(2—n)|gradln /\|2 do (gradln f) + %dgzﬁ (grad (|g7’ad In f|2))

— |gradin f|*d¢ (gradIn \) + (2 = n) dé (V garamm gradIn A)

+2dIn A (gradln f)d¢ (gradln f) .
(2.28)
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Si on remplace (2.12) et (2.13) dans (2.11), nous déduisons que

(n—2)(n—06)
2

—(n=2) 2 (2(Aln)) + (n — 2) |gradln \*) d¢ (gradIn \)

712 (¢) = (n — 2) f2d¢ (gradAln \) — f2de (grad (|gradIn )\|2))

+2(n —2) f*d¢ (Ricci™ (gradn \)) + f* (n(Aln f) + (2n — 1) |grad In f|2) do (gradln \)
— f2d¢ (gradAln f) — 4do (V graamagradln f) + 4 (n — 2) f* |gradIn A?do (gradln f)

— /2 (Al f + 2|gradin f) o (gradln f) + 4 (n — 2) 246 (V yarara sgradin \)

—6f%dIn X (gradIn f) d¢ (gradIn f) — gf2d¢ (gmd (\gmdln f|2)) —2f%d¢ (Rz’ccz’M (gradln f))

D’ou

Tr2 (¢) = f2de (H (\, f))

ou

H(\ f)=(n—2)gradAln\ — (n 2)2(n — 6)gmd (Jgradin )\]2)

—(n—=2)(2(AlnA) + (n— 2) |gradIn )\|2) gradln \

+2(n —2) Ricci™ (gradln \) + (n(Aln f) + (2n — 1) |gradIn f|2) gradln
—gradAln f — AV g pqmagradln f + 4 (n — 2) |gradIn A? gradln f

— (Alnf + 2|gradln f\2) gradln f +4(n —2) Varam rgradIn A

—6dIn A (gradln f) gradln f — ggrad (lgradIn f|2) — 2Ricci™ (gradln f) .

Une conséquence de caractérisation de la bi- f-harmonicité est donnée par la propriété

suivante.

Remarque 2.3.4 Soit ¢ : (M™,g) — (N",h), (n > 3) une application conforme de

dilatation A, alors ¢ est bi-f-harmonique si et seulement si

— 9 (n —
(n—2)gradAln )\ — (n )2(n 6)grad (lgradin )\|2)

—(n—2)(2(AlnA) + (n —2)|gradIn )\|2) gradln A

+2(n —2) Ricci (gradln X) + (n (Aln f) + (2n — 1) |grad In f]2) gradln\ (229
2.29
— gradAln f — 4V g0qmrgradln f + 4 (n — 2) |gradIn )\|2 gradln f

— (Aln f +2|gradln f|2) gradln f +4(n — 2) Vyeram rgradIn A

—6dIn\(gradln f) gradln f — ;grad (|grad In f|2) — 2Ricci™ (gradln f) = 0.
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En particulier, si 'application ¢ est biharmonique, nous obtenons le résultat suivant.

corollaire 2.3.4 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h), (n > 3) une application conforme de dila-
tation A supposée biharmonique. Alors ¢ est bi-f-harmonique si et seulement si

gradAln f + 4V geamagradln f — 4 (n — 2) V gradim fgradIn A
+ (Aln f +2|gradln f|> — 4 (n — 2) |gradIn \|> + 6d1n X (grad1n f)) gradln f

— (nAln f + (2n — 1) |gradIn f|2) gradln A + ggrad (lgradIn f|2) + 2Ricci™ (gradln f)

Grace au corollaire 2.3.4, nous construisons un exemple d’une application bi- f-harmonique.

Exemple 2.3.1 Soit ¢ : R*\ {0} — R*\ {0} linversion définie par

6 (1) = —

e

On sait que ¢ est une application conforme biharmonique de dilatation

)\:7"_2’ r=|x|.

Nous supposons que In f est radiale (In f = a(r)). En appliquant le résultat du corollaire
2.8.4, on déduit que linversion ¢ : R*\ {0} — R*\ {0} est bi-f-harmonique si et

seulement si la fonction « satisfait [’équation différentielle suivante

3
e O/l

27, 5} 2 3
= 4 N/ e / 2 / :0
. r2a—|— foe! —i—r(a)—i— ()

&/// _|_
Posons B = o, cette derniére équation devient
3 27 5
B+ ;ﬁ/ — ﬁﬁ +485 + ;ﬁQ + 253 = 0.

Si on regarde les solutions de type B = ¢ (a € R*), on déduit que ¢ : R*\ {0} — R*\ {0}
T

est bi-f-harmonique si et seulement si

20> +a — 28 = 0.

7
Cette équation algébrique posséde deuz solutions a = —4 et a = 3

1. Pour a = —4, on obtient f (r) = Cr~* et dans ce que Uinversion ¢ : R*\ {0} —
R*\ {0} est f-harmonic donc bi- f-harmonic.
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7

7 —
2. Poura = 3 0N obtient f (r) = Cr2 ; il suit que linversion ¢ : R*\{0} — R*\ {0}

est bi- f-harmonique (non f-harmonique).

Nous terminons ce chapitre par le calcul du tenseur bi- f-énergie pour une application

conforme ¢ et on prouve que Sys (¢) dépend seulement de la dilatation et la fonction f.

nous avons

(n—2)°
2

Spa(6) = [N (— lgradIn A]> + = |gmd1nf|>

—2f°X\2((2—n) VdIn A + VdIn f)

et la trace de Sy (¢) est donnée par la formule suivante :

3n

A |gradln f|* .

+ A2 ((2—=n)dIn A (gradln f) + (2 —n) Aln A+ Aln f) g
+ PN (2(n—2) sym (dIn X ®dIn f) — 2 (d1n f) )

Tr,Sp2(8) = — (n — 2)° f202 (A In A+ g |gradln)\]2>
+(n—2) fAA* (3dIn A (gradln f) + Aln f)

Théoréme 2.3.4 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application conforme de dilatation A,

(2.30)

(2.31)

Preuve. Le tenseur bi- f-énergie est défini par

Sr2 (@) = (% 7 (D)) + fTrgh (Vs () 7d¢)) 9
— 2fsymh (Vs (¢),do) .
Comme ¢ est conforme de dilatation A, on a donc
75 () = (2 —n) fdp (gradlnX) + fd¢ (gradln f)

et

|7¢ (@)]> = (n—2)* £2A? [gradIn A|” + f2\?|gradIn f|?

+2(2—n) fAA%dIn X (gradln f).

(2.32)
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Calculons le terme T'ryh (V7 (¢) , d¢), Soit (e;)1<i<n une base orthonormée sur M, on a

(e5)) + h (V2 fd¢ (gradln f),d¢ (e;))
,do (e )) (2—=mn)h(e;(f)do(gradn ), do (e;))
+ fh(VEdo (gradln f),d¢ (e;)) + h(e; (f) do (gradIn f) ,d¢ (e;))

Treh (V7s(9),dg) = (2 —n) h (V? fde (gradln \) ,d
)
)
= (2—n) fh (VEdo (gradln X), do (e )) (2 —n) fh(dp (gradin X, d¢ (gradIn f))
)
)
)

ASHESE

= (2—n) fh(VSde (gradlnN),d

+ fh (Vd) do (gradln f) ,do (e; ) + fh(do (gradln f),d¢ (gradln f))
= (2—n) fh(V2do (gradlnN),de (e;)) + (2 —n) fA’dIn A (gradln f)

+ fh (V¢ do (gradln f) ,deo (e; ) + fA%|gradln f|* .

Il est connu que (voir [2])

h (Vfidqb (gradln \) , do (ei)) = h(Vdo (e;, gradln X) ,do (e;)) + h (dp (Ve,gradlnX) ,de (e;))
= h (|gradln \*de (e;),d (e;)) + N2g (Ve,gradln ), e;)

= nX\? |gradln A|* + A2Aln A

et

Vdo (e, gradin f),do (e:)) + h (do (Ve,gradin f) , do (e:))

h (Ve de (gradln f),de (e;)) (
(e; (InA)do (gradln f) ,do (e;)) + h (dIn A (gradln f)de (e;), do (e;))
(

e; (In f)do (gradln \),de (e;)) + Mg (Ve,gradln fe;)

h
h
—h )
h(de (gradln ), d¢ (gradin \)) 4+ dIn X (gradIn f) h (do (e;) , dé (e;))
— h(d (gradin X),de (gradln f)) + \2g (V.,gradIn f, e;)

= nX\2dIn A (gradln f) + A?Aln f.

Ce qui nous donne

Troh (V75 (6),do) = (2 — n) nfA? |gradIln \* 4 (2 — n) fA2AIn A 0
2.33

+2f\%dIn X (gradln f) + fA2Aln f + A2 |gradn f| .

Regardons maintenant le terme symh (Vs (¢),d¢); nous avons par définition pour tous

X,Y €T (TM)

symh (V7 (¢) ,dp) (X.Y) = o (h(Vx7 (¢),do (Y)) + h (Vs (9) ,dd (X)) -

N | —
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Pour le terme h (Vx7s(¢),d¢ (Y)), on a

W (Vs (6),d6 (V) = (2 = n) b (Vx fdo (gradn A) ,dé (V) + h (Vx fdé (gradln f) ,d (V)
— (2= n) f1 (Vxdé (gradln ), do (Y)) + (2= n) X () b (d6 (gradln A) ,do (V)
T Jh(Vxdé (gradln £) ,dé (V) + X (f) b (d (gradin f), d (Y)
= (2 n) fh (Vxdé (gradln ) do (Y)) + (2 —n) FX°X (In f) Y (In )
T fh(Vxdo (gradin f) . (V) + fAX (In f)Y (In ).

le fait que ¢ est conforme nous donne

h(Vxdo (gradinX) ,do (Y)) = A2 |gradln \|” g (X,Y) + A2VdIn A (X,Y)
et

h(Vxdg (gradin f),do (Y)) = N>X (In\)Y (In f) + NdIn A (gradIn f) g (X,Y)
— XX (Inf)Y (In)\) + \*VdIn f (X,Y),

d’ou

h(VxT(¢),dop(Y))=(2—n) 125 |gradln)\|29 (X,Y) + fA%dIn X (gradln f) g (X,Y)
(2 n) APVAIA (X, Y) + FA2X (InA) Y (In f) + fA2VdIn f (X, Y)
— =D fXInf)Y (InX) + fA2X (In )Y (In f).

Par un simple calcul, on arrive a la formule suivante

h(Vyts(¢),do (X)) =(2—n) A% |gradin )\|29 (X,Y) + fA\%dIn X (gradln f) g (X,Y)
(2= ) APVAIA (X, Y) + FA2X (Inf)Y (In\) + fA2Vdln f (X, Y)
— (=X mNY (Inf)+ fN¥XInf)Y (Inf).

Il suit que

symh (V1s (¢),do) (X,Y) = (2 —n) A% |gradin )\|2g (X,Y) + fA%dIn X (gradln f) g (X,Y)
+(2—n) fA2VdIn A (X,Y) + fA?VdIn f (X,Y) 4+ fA2(dIn f)* (X,Y)
—(n—2)fAsym (dIn Ao dn f) (X,Y),
(2.34)

ol

(dIn f)*(X,Y)=dlnf(X)dIn f(Y) =X (Inf)Y (In f)
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et

sym (dInA©dIn f) (X,Y) = - ((dnA®@dln f) (X,Y)+ (dln A ®@dln f) (Y, X))

(X (InA) Y (In f) + X (In f) Y (In ) .

N — [\')I»—k

Gréce aux équation (2.19), (2.20) et (2.21), nous concluons que

2
Sia(9) (X,Y) = f2N° (—Q |gmdln)\] + = |g7’adlnf] ) (X,Y)

+ A2 ((2—=n)dIn X (gradln f) + (2—n)Aln A+ Aln f) g (X,Y)
+ 22 (2(n—2)sym (dIn A @ dln f) — 2(dIn f)?) (X,Y)
— 222\ ((2—=n)VdIn A+ VdIn f) (X,Y).

cela nous raméne a :

2
Sra(¢) = f2A? (- (n 22) lgradIn A]> + = |g7‘adlnf] )

+ A% ((2—n)dIn X (gradln f) + (2 —n) Aln A+ Aln f) g
+ 22 (2(n—2)sym (dIn A @ dln f) — 2 (dIn f)?)
— 2202 ((2—n)VdIn A\ + VdIn f) .

Terminons la preuve par le calcul de la du tenseur bi- f-énergie. Soit (e;)1<;<, une base

orthonormée sur M, on a

TTgSf,Q (gb) SfZ gb) 61761

(s

+ 2% ((2—n)dIn X (gradln f) + (2 —n) Aln X+ Aln f) g (e:, €;)

|g7’ad1n AP+ g lgrad1n f|2> g (e, e;)

+ 22 (2(n—2)sym (dIn A @ dln f) — 2(d1n f)?) (e;, ;)
— 22X ((2 = n) VdIn A + VdIn f) (e;, e;)

242 n(n—2)2 2 3n 2
= fA —T\gmdln)\\ +7\gmdlnf\
+ A2 (2 —n)ndIn X (gradIn f) + (2 —n) nAln A +nAln f)
+ f2X?(2(n—2)dIn A (gradln f) — 2 ]gmdlnfﬁ)

—2f2\%((2—=n)Aln A+ Aln f),
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d’on
T — 2 242 n 2
rgSp2 (@) = —(n—2)" f7A <A1n)\+§|gmdln/\|>

+(n—2) fA\*(dIn X\ (gradln f) + Aln f)

3n —4
+ anz)\Q lgradn f|*.

Remarque 2.3.5 Soit ¢ : (M"™,g) — (N™, h) une application conforme de dilatation X,
on a

divSya (¢) = h (742 (9),do) + (Trgh (V1y (9) , do)) df
et
Tryh (V1s () ,do) = (2 —n) fA* (A N) + (2 — n) nfA? |gradIn A]”
+ A2 (Aln f) +3(fA?*) dIn A (gradln f).

Si on suppose que lapplication ¢ est bi-f-harmonique, alors divSys (¢) est nulle si et

seulement si les fonctions X et f vérifient [’équation suivante

-n nA+AInf+((2—n)n|graadln A|” + 3dIn A (gradln ) = 0.
2 Aln A+ Aln f+ (2 dIn A\)* + 3dIn A dln f 0
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3.1 Introduction.

Il existe plusieurs types de déformations concernant les structures presques de contact.

La notion de la D- déformation conforme généralisée est étudiée dans [9] ou les auteurs

donnent quelques structures particuliére concernant ce type de déformation et ils étudient

la courbure scalaire associée. Dans ce chapitre, on étudie un autre type de déformation,

dit déformation D-isométrique, on présente quelques résulats liés a cette déformation,

on donne la relation entre les connexions de Lévi-Civita tions de (M?™1 p. € n,qg) et

(M2m+1, B, 6,7, §) et on traite quelques cas particuliers. L’objectif principal de ce chapitre

est d’étudier ’harmonicité et la biharmonicité relatives a ce type de déformation. Les

résultats obtenus dans ce chapitre font I'objet d’un papier en cours de finalisation et qui

doit étre soumis.

71

D-isométriques des varié-
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3.2 Structures presque de contact

Définition 3.2.1 On considé re

1. M une variété différentiable de dimension impaire 2n + 1.
2. ¢ un champs de tenseur de type (1,1).
3. & un champ de vecteurs.

4. m une 1-forme sur M.
Le triplet (,&,n) est dit une structure presque de contact sur M tel que

n(€) =1, P’ X = —X +n(X)¢.

Définition 3.2.2 Une variété presque de contact est une variété de dimension impaire

2n + 1 munie d’une structure presque de contact (,&,n). Dans ce cas,on a les propriétés
sutvantes

wE=0, nop=0, rangp=2n

Théoréme 3.2.1 Toute variété presque de contact (M, p,&,n) admet une métrique Rie-
mannienne g compatible avec la structure presque de contact (@,&,n) telle que :

9(eX,0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y) ,9(X,§) =n(X), VX,Yel(I'M)

et

9(X, YY)+ g(pX,Y) =0.

Définition 3.2.3 Une variété métrique presque de contact (M, p,&,n,9g) est une variété
presque de contact (M, ¢, &,n) munie d’une métrique Riemannienne g telle que cette mé-
trique soit compatible avec la structure presque de cantact (v, &,n).

Dans ce cas, toute variété métrique presque de contact (M, p,&,n,g) admet une base or-
thonormé locale, {X;, pX;, &}, appelée v — base.
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Définition 3.2.4 Pour chaque structure métrique presque de contact (¢,&,n,g) su M on
définit la 2-forme fontdamentale ® par :

O(X,Y) =g(X,pY).

La 2-forme fontdamentale ® posséde les propriétés suivante :

1. (X,Y) = —d(Y, X), c.a.d, ® est anti-symétrique.
2. D(pX,Y) =d(X,Y), c.a.d, ® est invariante é .
YX,Y € D(TM).

Définition 3.2.5 On dit qu’une variété M>*"*1 admet une structure presque de contact
s’il existe une 1-forme différentielle globale n et une 2-forme différentielle globale ® sur
M telle que,

nAe"#0.

3.2.1 Variété de Kenmotsu

Définition 3.2.6 Une variété métrique presque de contact (M, p,&,n,g) est dite variété
de Kenmotsu si

dn=20 et dd =2d A n,

et la triplet (p,&,n) est normale.

Théoréme 3.2.2 Soient (M, ,&,n, g) une variétépresque de contact de dimension (2n+
1) et V la connection de Levi-Cevita sur M. On dit que M est une variété de Kenmotsu
si et seulement si pour tous X, Y € T'(TM),

(Vxp)Y = —g(X, pY) = n(Y)pX.

De cette condition on peut déduire que

Vxé=X—n(X)§E.
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3.3 The main results.

On considére (M?™F1 o € 1, g) une variété presque de contact. Une déformation D-

isométrique est définie de la maniére suivante (voir [9])
_ _ = 1 _ 9
P=¢.  M=an, (==& g=fg+ (= B)nen,

ou « est une fonction positive sur M ; Notons que (M, B, €7, §) est aussi une variété
presque de contact. Notons par V et V les connexions de Levi-Civita sur (M?™*! ¢, £, 1, g)

et (M?™+!5,£,7,G) respectivement.

3.3.1 Quelques résultats sur la déformation D-isometrique d’une

variété presque de contact.

Proposition 3.3.1 Soit (M*™' ., &, n,g) une variété métrique presque de contact et
soit (M, ©,£,7, §) une déformation D-isométrique de (M*™ 1 o £ n,g). Alors, on a

9 (VxY,Z) =g(VxY,Z)+an(X)n(Z2)Y (o) —an(X)n(Y) Z (@)
+an(Y)n(2) X (o) + (® = 1) n(Z)n(VxY)

n(X){g(VyvE, Z) —g(VzE,Y)}

Preuve de la Proposition 3.3.1. En utilisant la formule de Koszul, on a
29 (VxY,2) =X (G (V. 2)) +Y (§(X,2)) - Z(G(X,Y))

pour tous X,Y,Z € T (T'M). Comme g = g + (a® — 1) n ® , on obtient

26 (VxY,2) =X (g(YV,2)+ (&* = 1) n(Y)n(Z))
+Y (9(X,.2)+ (o = 1) n(X)n(2))
—Z(g(X,Y)+ (> = 1) n(X)n(Y))
+9 (X Y], 2) + (& = 1) n (X, Y])n(2)
+9((2,X],Y) + (o® = 1) n([Z, X])n(Y)
—g9(X,[Y; Z]) (o® = 1) n(X) n([Y, Z))
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Pour le terme X (8g (Y, Z) + (a* — B)n (Y)n(Z)), un long calcul donne
X{g(v,2)+ (a2 = 1) n (V) n(2)} = X (g (V. 2)) + X {(a> = 1) n(¥) 0 (7))
=9 (VxY,Z) + g(Y,VxZ) +2am (Y)n(Z) X (@)

(@2 = 1)1 (2){g(VxEY) +n(VxY)}
(> =1)n(Y){g(VxE 2)+n(VxZ)}

+

_|_

Par un calcul similaire, on obtient
Y (9(X,2)+ (® = 1) n(X)n(2)) =g (Vv X, Z) +g(X,VyZ) +2an(X)n(2)Y (a)

+(0® = 1) n(2) {g (Vy&, X) + 1 (VyX)}
(® = 1) n(X) {g (VyE. 2) + 0 (Vy2)}

+

et

Z(g(X,Y)+ (@ =1)n(X)nY)) =g (VzX,Y) +g(X,VzY) +2an (X)n (V) Z (@)
+ (0 = 1) n(V){g (V25 X) +n(VzX)}

+(a® = 1) n(X){g(VzE,Y) +1(VY)}.

Finalement, il est clair que
(@ =)0 (X, Y])n(Z) = (o = 1) n(2)n(VxY) = (a* = 1) n(Z)n(VyX),
(@ =102, X)) = (a*=1)n(Y)n(VzX) = (& = 1) n(Y)n(VxZ)
et
(0 =) n(X)n (Y. 2]) = (o = 1) n (X)n (VyZ) — (o = 1) n(X) 0 (V2Y).
11 suit que
§(VxY,Z) = g(VxY.Z) + an (X)n(2)Y () — an (X)n(Y) Z (a)

+an(Y)n(Z2) X (@) + (o® = 1) n(Z)n(VxY)

+ % (0® = 1) 0 (X) {9 (Vv&, Z) — g (V2€,Y)}
+ % (@® = 1) (V) {g (V& Z) — g (V2. X))
+ % (0* = 1)n(2) {g(Vx&,Y) + g (Vy&, X))}

En appliquant la Proposition 3.3.1, nous obtenons le résultat suivant :
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par

01

VxY =VxY —an(X)n(Y)grada +

Théoréme 3.3.1 Pour tous X,Y € I (TM), la relation entre VxY et VxY est donnée

062

L (0 Ve (V) ViE)

2
- () Try (g (VEY) } +0(V) Try {9(V.6,X) 1)

LX) n ) €@+ ()Y (@€ + Ly (1) X (@) (3.1

(a? — 1)
2002

a?—1
902 {9(Vx&Y)E+9(VyE, X)EL,

_|_

+ {n(X)g(Ve&, V) +n (V) g (VeS, X)}€

_|_

Treg (X,V.E) - =g(X,V8) e+ g (X, Viue,&) pei + g (X, Ve&) €.

Preuve du Théoréme 3.5.1. Si on considére une base orthonormée {e;, pe;, £},

sur la variété métrique presque de contact (M*™+ € 0, g), alors une base orthonormée

sur (M?m+1.5,£,7,7) est donnune base orthonorméee par

m

_ o - 1
{Gi = €, Pe; = @61‘75 = af}

i=1

For all X,Y € I' (T M), we have

VxY =7(VxY,e)e +7(VxY.pe) pe +7 (VY. €) €

_ __ 1 _
=g (Vny ei) e+g (VXY> 9061') we; + @? (VXY, f) €.

Par la Proposition 3.3.1, on obtient

9(VxY,e) = g(VxY.e:) —an(X)n(Y)ei (a)

o? —

5 Ly (X) {0 (Vy& ) — g (V.. V)) (3.3)

+

o? —

M

L (V) {0(Vxérer) — 9 (Vo X)),

9 (VxY,pe;) = g(VxY, pei) — an (X)n (V) (¢e;) (@)

o —

M

L0 (X) L (Fv€, pe) — 9 (Ve V)] (3.4)

o —

2

L ) g (Vs ges) — g (Vs X))
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et
7 (VxY, &) =a’g(VxY. &) +an(X)Y ()

—an(X)n(Y)&(a) +an(Y) X (o)

o? (3.5)

(X g(Ve&Y) +1(V) g (Ve&, X))

a?—1
2

+ {9(Vx&Y)+9(VyE X))

En remplagant ... dans ..., on déduit que

VxY =g(VxY,e) e+ g(VxY, pe) pe; + g (VxY,€) €

—an(X)n(Y) e (@) e; — an (X)n (Y) (ve;) (@) pe;

2 _
—an (X)n (V) E(a) €+ L (X)n (V)€ (a) €
a?—1 o?—1
+ 5 U(X)Q(VY&ei)emL n(X)g(VY§790€i)90€i
a?—1 o —1
+— n(Y)g(Vx& e)e + n(Y)g(Vx& pe;) pe;
2 2 _
- 5 1n(X)g(Vei£,Y)ei—a 177(X)9(V¢ei€,Y)soei
2 2 _
_Oé 9 177(Y)9(Vei§aX)€i—a 177(Y)9(V<pelfaX)90€z
2 _
O () (Ve V) €40 (¥) g (VeE, X))
o? —1
+ 2002 {g(VXé-,Y)é—Fg(ng,X)g}

F I (X)Y (@)€+ 10 (V) X (@)

Finalement, notons que

and using the fact that
VxY =g (VxY.e) e + g (VxY, 0e) pei + g (VxY, €&,
grada = ¢; (o) e; + (ve;) (@) pe; + & (@) &,
Tre{g(V.§, X))} = g(Ve & X)ei + 9 (Ve £, X) pei + g (Ve§, X) &,
Trg{g(V.EY) } =9 (Ve&,Y)ei+9 (Ve §,Y) pei + g (Vel,Y) €,

Vx&=9(Vx& e) e+ g (VxE, pe;) pe,
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Vy& =g (Vv& e)e + g(Vy€, ve;) pe,
nous COIIC]IIOIlS qlle

— o?

VxY =VxY —an(X)n(Y)grada +

L [ (X) V€ (¥) Vx€)

o =1
2
a?—1
a
(a® - 1)°
202
a?—1
202

{n(X)Trg{g(VEY) t+n(Y)Try{g(V.E X) 1}

+ L (X)) E@)E+ 0 (X)Y (@) €+ —n(Y) X (a)€

+ {n(X)g(Vel,Y) +n(Y) g (Ve§, X)} €

Du Théoréme 3.5.1, si (M?*™ p & n,g) est une variété de Kenmotsu, on obtient le

corollaire suivant.

Corollary 3.3.1 Soit (M*™* ©, & n,g) une variété de Kenmotsu, alors la relation entre

VY et VxY est donnée par

VxY =VxY —an(X)n(Y) grada

a?—1

«

+ n(X)n(Y)E(a)€

+${n(x)y(a)+n(Y)X(a)}€

Oé2—

XY () e

Q

Preuve du Corollaire 3.5.1. Le fait que (M?*™*1 . £, 1, g) est une variété de Kenmotsu

nous parmet de simplifier ’équation ... on a

alors
NX)VyE+n(Y)VxE=n(Y) X +n(X)Y —2n(X)n (V)¢
et comme
n(e:) =n(pe) =0, n(&) =1,
on obtient

Veig = 6, v%’eif = pe;, Véf = 0.

il suit que

Tre{g(V.EX)} =X —n(X)¢
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et

Trg{g(V.EY) } =Y —n(Y)E,
alors
n(X)Trg{g(V.E&Y) t+n(Y)Try{g(VEX) P =n) X +n(X)Y —2n(X)n(Y)E
Finalement, il est facile de voir que

9(Vx&Y) =g (Vy&, X) =g (X.Y) —n(X)n(Y)
et
9(Vx&Y) +9(VyE X) =29(X,Y) —2n(X)n(Y),

ce qui donne

Tre{g (V& X)} =X —n(X)&.
Revenir a I’équation .. et en utilisant les formules obtenues, on déduit que

VxY =VxY —an(X)n(Y) grada

a?—1

«

+ n(X)n (V)& ()¢

+é{n(x)y(a)+n(Y)X(a)}£

o —1

«

+

{g(X,Y) =n(X)n(Y)}<.

3.3.2 La biharmonicité de ’application identité

Id: (M*" 1, 5,6,7,9) — (M*™0,¢,1,9).

Proposition 3.3.2 Soient (M*™ ' 0, & n,g) et (N*" on, En,ny, h) deuz varétés mé-
triques presque de contact et soit (MQ’”“,@,E,'T],?) une déformation D-isométrique
de (ML o & n,g). Notons par 7(¢) le champ de tension de application lisse ¢ :
(M2 o Em,g) — (N2 on, En,mn, h) et par T(¢) le champ de tension de ¢ :
(MQmH,@,E,ﬁ,g) — (N?" on, Enymn, B). alors, la relation entre T (p) et 7(¢) est

donnépar ,
7(0) = 7(0) + ~do (grada) — e (0) do (&)
21 21
— S (divg) do (§) = “——Veds (€).

En particulier, Si on considere [’application identité Id (MQm“,@,E,ﬁ,g) —
(M4 0,€,m, ), on obtient

. 1 o +1 a?—1
T (Id) = agmda— = E(a)é —

{(div§) € + Ve&} .

o2
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Peuve de la proposition 3.3.2. Choisissons une base orthonormée {e;, pe;, £},

sur la varété métrique presque de contact (M?™1 . €, n, g), alors une base orthonormée

{ei, pe;, &} sur (MQmH,@, £, §) est donnée par

ol
in
< Y
l’ 3

{Ei = e;,p¢; = pe;, & =

par définition, le champ de tension de ¢ : (M*™ 3, £, g) — (N*™ on, En,nn, h)
est défini par

T (¢) = TrzVde
= Vado (&) — do (Vee) + Veedsd (76)
— d¢ (Voepe) + Vedo (§) — do (V)

1
= V., do (e;) + Ve, do (pe;) + évgaaw 3]

— 0 (Vo) — db (Voerer) — do (V).

En utilisant la Proposition 3.3.1, on obtient

2

- - |
Ve = Veer = Voo + ———g (Ve e)
(6%

o —1

062 g (v@e¢§7 Q0€Z> §7

VPl = Ve, 06 +

a?+1

vgf = oﬂvgg — agrada + ¢ ()¢,

— 1 1
Ve = Vel — —grada + —§ () §
« «
et un calcul simple donne

Lvekas(©) = L veas©) - Se(@as(e).

Il suit que

7(6) = 7(6) + ~do (grada) - "L (@) o ¢)

o? —1 o —1

—— (div€) dg (€) -

Vedo (€),

Q

ol 7 (¢) est le champ de tension de ¢ : (M?™ 1 o & n,g) — (N*" on, En,nn, h).
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Remarque 3.3.1 Si (M?™ p,&,n,g) est une varété de Kenmotsu, les résultats obte-

nues dans la proposition 3.3.2 devient

7(6) = 7(6) + ~do (grade) — ¢ (0)do (€
2= g6 - T veas )

et

Théoréme 3.3.2 Soit (M*™* ¢, & n,g) une varété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, g)
une déformation D-isométrique de (M*™ ¢ € n,g) ot nous supposons que la fonc-
tion « dépend seulement sur la direction de &. Alors, Uapplication identité Id
(M5, £,77,9) — (M>™1p,&,n,g) est biharmonique si et seulement si

a’¢ (€ (€ (@) — 10a€ (& () € () + 6ma’¢ (€ () + 15 (¢ (o)
— 22ma (€ (a))” + 8m2a®¢ (o) — 4ma’*¢ (a) — 8m?*a® (o* =1) =0.

Lemma 3.3.1 Soit (M*™* ¢ & n,g) une variété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, g) une

déformation D-isométrique de (M*™ 1 o €, m,9) ot nous supposons que la fonction «
dépend seulement sur la direction de . Soit f une fonction qui dépend seulement sur la

direction de &, alors on a

TryVf6 = o€ (€ (1) €~ ~sE (@) E(NE+2 (e (f) —mf) &

Preuve du Lemme 3.3.1. Soit f une fonction qui dépend seulement sur la direction de

& ona

ei (f) = (pei) (f) =0, gradf =&(f)&.

Comme (M?*™! p. €. n,g) est une variété de Kenmotsu, alors
veig = €4, vtpeig - 9061‘7 fo - 0

et
Vveiezf = Veiei + mf? va@eif = Vapeigpei + mf
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Avant de calculer TrzV?f€, nous prouverons certaines propriétéés. on a

€i (§(f)) = ei (g (& gradf))
=9(Ve& gradf) + g (& Ve, gradf)
= g (&5, gradf) + g (e;, Vegradf)
= ¢ (f) +9(ei, V£ () €)
=) g (e ),
¢e qui donne
e (€(f)) = 0.
De méme, nous montrons que
(pei) (€(f)) = 0.

on en déduit aussi que la fonction & (f) dépend seulement sur la direction de &. Simplifions

le terme (V.,e;) (f), nous obtenons

(Vei) (f) = g (Ve,ei, gradf)
9(Veei,§(f)€)
=&(f)g(Veei §)
—§(f) g (e, Veg)
=—¢(f) g (e e),

il suit que
(Ve,e) (f) = —m&(f).

Un calcul similaire donne
(Vge,0ei) (f) = —m& (f) -

La méme méthode de calcul nous conduit a I’équation suivante

(Ve€i) (€(f)) = (Vgepei) (€(f)) = —m&(E(f)) -
Par définition
TT§V2f§ = VgVeafé — Vﬁqe—iff
+ Ve Vaa f§ — Vﬁwi

+ VeVef§ = Veef€

ze /€ (3.6)

Dans ce cas, on a

_ _ D
€ = €5, Y€ = Pe&q, 52557 ngzo
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et
v?ie_i = Veiei + %57 v@@ = vtpei(pei + wg
Alors
m(a? —1)
v?iv?ifg - vvaeﬁfg = veiveifé - Vveieifg - Tvéfg
2 _
Ve~ [Vt~ (Vee) (D€~ T e ()
2 _
= [Vuei— (Vi me) +me (1)~ "0 Ve ()¢
= SENE-mle
Il suit que
VaVaf = Vo aft = (536 (F) —mf) € (3.7)
La méme méthode de calcul nous donne
Voa Ve /€ = Vo, o fé = (5E(H) —mf) & (3.8)
Finalement, on a
VeVeft = TV Vet
11
— Ve ()¢
1 1
~2e(hem)e
ce qui donne
1 1
VeVeft = €€ ()€ - SE@ENE (3.9

En remplaé§ant (3.7), (3.8) et (3.9) dans (3.6), on déduit que

TryVf6 = € (€ (1) €~ € (@) E(NE+2 (S5 (f) —mif) &

Preuve du Théoréme 3.5.2. Le champ de tension de Iapplication identité Id : (M>™+!,5,€,7,7) —
(M2, 0,€,m, g) est donné par

1
7 (Id) = agradoz —
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Le fait que a dépend uniquement de la direction de £ nous donne e; (o) = (pe;) (o) =0

et grada = £ () &, ce qui donne

7(1d) = - L (e - 2D

«

De cette derniére équation, nous en déduisons que Id : (M2m+1, B, 6,7, §) — (M p. €, g)

est harmonique si et seulement si
¢ (@) + 2ma (o — 1) = 0.

L’application identité Id : (M*™1,%,,7,g9) — (M*™+1,,£,1, g) est biharmonique si

et seulement si

2 _
Tr,V? (%5 () g) +2mTr,V? (O‘ e 15)

2 (3.10)
# (e @+ =D Trnie ) —o
En utilisant le Lemme 3.3.1, on obtient
1179 (e @€) = 226 (¢ (@) ) € - e e (e @) ) ¢
r2 (L6 (@) - He@) ¢
Un calcul direct donne
¢ (me@) = e - % ey
et
(e (@) = el - S @) la) + 23 € )"
alors
119 (€ (@)€) = e @)~ e E@E @
+ e (@) €+ 2 (€ (@))€ (31)
- @)~ e (o)

De méme, on a

2 2 _ 2 _
1 () = e (6 (T ) ) € - e @ (T ) ¢
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La méme méthode de calcul nous améne a

et

il suit que

ad af
(3.12)
4m 2m (a? — 1)
+ () - PEREES
Pour compléter la preuve, il est simple de vérifier qu’on a
TrzR (&) = —2mé. (3.13)

En substituant (3.11) , (3.12) et (3.13) dans (3.10), on déduit que V'application identité
Id: (M 5,€,7,9) — (M0, &,n, g) est biharmonique si et seulement si

a’€ (€ (€ () — 100 (€ () € (@) + 6ma’¢ (€ (o) + 15 (€ ()’
— 22ma (€ (a))” + 8m?a%¢ (o) — 4maié (o) — 8m?a® (@*—1) =0.

Exemple 3.3.1 (/3]) Considérons la variété M = {(x,y,2) € R® 2 #0}. M est une va-

riété de Kenmotsu, la métrique riemannienne sur M est définie par
1 1 1
g = —dz® + Sdy* + —d2?,
2 2 2
z z z

) ) 0
et la base orthonormée est donnée par e; = z—, es = pe; = z2— and £ = e3 = —z2—.

ox oy 0z

Les champs de vecteurs ey, ey et e satisfont

V6161 - 07 v61€2 - 07 v8163 = €1,
Vegel - 07 Ve2€2 - 07 v6263 = €2,
Ve3€1 = 0, v6362 = 0, ve3€3 = 0.

On suppose que la fonction o depend seulement de z. L’application identité Id : (M, B, 6,7, g) —

(M, p,&,n,9) est harmonique si et seulement si la fonction « est une solution de ’équation

différentielle suivante

2o — 2a (a2 — 1) =0.
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La solution générale de cette équation est

1
V1—Cz%

Cz*
1 —Czt

harmonique. En utilisant le Théoréeme 3.5.2, on déduit que [’application identité Id :

L application identité Id : (M,@, EMG=g+ ( ) n ®7}> — (M, ¢,&,m,9) est

(M, B, 6,7, g) — (M, p,&,m,g) est biharmonique si et seulement si

2a2a® — 32202a" — 10230/ a”

+3za%’ — 4zad + 122%a ()

+152° (o) + 87 (0*=1) =0.

3.3.3 La biharmonicité de ’application identité
Id: (M2m+17 90757 17, g) — (M2m+17¢757ﬁ7§)'

Soit (M?*™+1 o £ n,g) une variété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, §) une déforma-
tion D-isométrique de (M?*™+1 o £ 1, g) ou nous supposons que la fonction o dépend

uniquement de la direction de &. Par Théoréme 3.5.1, la relation entre V et V est donnée
par

V¥ = V¥ = (X)n ()€ ()€
+é{n (X)Y (@) +n(Y) X ()} € (3.14)

_|_

(X Y) —n(X)n ()}

Pour étudier la biharmonicité de Id : (M*™™ ¢ & n,g9) — (M*™*,3,£,7,7), nous

utiliserons le lemme suivant.

Lemma 3.3.2 Soit (M*™*!, &, n, g) une variété de Kenmotsu et soit (M,$,£,7,G) une

déformation D-isométrique de (M*™' p,&,n,9) ot nous supposons que la fonction «
dépend uniquement de la direction de £. Soit f une fonction qui dépend uniquement de la

direction de &, alors on a

TryVf6 = € (€ (1)~ € (@) E(NE+2 (D56 (f) —mf) &

Preuve du Lemme 3.3.2. par définition, on a
_2 [ — — — f—
TryV fE =V, Ve, [§ — VVeieifg + Ve, Ve, €

- vvapeiweifé- + vﬁvﬁfg
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En utilisant 'équation (3.14), on obtient
veifg - fveié - f6i7
alors
veiveifg = fveiei = fveiei + Tf-

En utilisant le fait que

et

on obtient aussi

Ve €= [Veiei~ e () € —me (1) €+ me,

ce qui nous donne

VeV S~ Vo,ede = "Le(@ye rme (e -"Le

Un calcul similaire donne

Ve VS~ Voo d€ = "Le (@) tme (1)~ "L

Finalement, un calcul rigoureux nous conduit a

Veese = Leenereener e e

Nous concluons que

1r, 716 = Lec e e (e 2eene
+ ey vame (e - 2l

Lemma 3.3.3 Soit (M*™ ¢, &, n, g) une variété de Kenmotsu et soit (M,p,£,7,G) une

déformation D-isométrique de (M*™1 p,€, 1, 9) ot nous supposons que la fonction o
dépend uniquement de la direction de &. Soit f une fonction qui dépend uniquement de la

direction de &, alors on a

TryVf6 = o€ (€ (1) €~ ~sE (@) E(NE+2 (e (f) —mif) €
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Preuve du Lemme 3.3.3. Par définition, on a
TryR(€,-)- = R(§ &) ei + R (€, pe;) pei + R (€,€) €.
Le premier terme R (€, ¢;) e; est défini par
R(&e) e = vﬁeiei — veﬁgei — 7[5761.}5.
Terme par terme, de longs calculs nous donnent les formules suivantes

VeV, = VeVei + %g (@)€,

Veivgei = veiVEGi
et
Vige € = Vige§,s

il suit que
R (& ei)e; = 56 (a) § = mé.

La méme méthode de calcul donne

_ m
R (&, pe;) pe; = 55 (o) § —mé.
Enfin, il est trés simple de voir que
R(£€)¢=0.

on déduit que

TrR () = 5€(a)€ ~ 2mé

Théoréme 3.3.3 Soit (M>™+! 0, &, n,g) une variété de Kenmotsu et soit (M,%,€,7,9)
une déformation D-isométrique de (M*™ L @ & n,g) ou nous supposons que la fonc-
tion « dépend uniquement de la direction de &. Alors, lapplication identité Id
(M2 o Em, g) — (MQerl,@7 &7, §) est biharmonique si et seulement si

%€ (€ (£ () = 10a€ (& () € () + 6ma®e (€ () + 15 (¢ ()’
— 22ma (€ (@) + 8m?a%¢ (a) — 4ma’é (o) — 8m?a® (a*=1) =0.

Preuve du Théoréme 3.3.3. Le champ de tension de application identité

Id: (M 0, & n, ) — (M>+1,5,£,7,) est défini par

T (Id) = Ve,ei — Ve, + Ve, pei — Ve, pe; + VeE.
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En utilisant les équations suivantes

2
_ —1
veiei - veiei + m(a 2 )57
«Q
_ m(a?—1
vﬂoeigpei = v%‘SOei + ( o2 )5
et
Vet = ~£ ()¢
3 T &)g,
on obtient
7 (1d) = Le (o) e + 2@ 2D,
T = « "~ .

on déduit que Id : (M*™ ' o, &, n,g) — (M*™1,5,£,7,9) est harmonique si et seule-
ment si

af (@) +2m (o — 1) = 0.

L’application identité Id : (M*™+! ¢, &, n,9) — (M*™1,5,£,7,9) est biharmonique si

et seulement si

Trgv2 (ég (a)) £+ 2mTrg72 (aZ _ 1> 3

+ (lg (@) + Mz_l)) Tr R () = 0.

(0% (0%

En utilisant le Lemme 3.3.2, on obtient

1% (26(@) 6 = Sec (el + ele)e - e

et
2 2
17 () 6= T e et e
2 241 2 21
@t Ve aye - D

Enfin, en utilisant le Lemme 3.3.3, on trouve

(2o + 2= mr R - 2o P e e
2y - 2@ D
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Alors, lapplication identité Id : (M*™ ¢ & n,9) — (M*™,%,£,7,7) est biharmo-

nique si et seulement si

o€ (€(€(0))) +2ma® (207 +1) £ (& (@) + 4ma (€ ()’
+ {2m(2m —1)a* +2m (4m — 1) o® — 4m*} £ (o)

— 4mia (a4 — 1) =0.
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Annexe

3.4 Applications f-biharmoniques

Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes et soit f € C' (M) une fonc-
tion positive. L’application ¢ est dite f-harmonique si elle est un point critique de la

fonctionnelle f-énergie :
1
B() = [ fidora,
M

par rapport aux variations supportées de maniére compacte. De maniére équivalente, ¢

est f-harmonique si elle satisfait les équations d’Euler-Lagrange associées :

71(¢) = f7(¢) + d¢ (gradf) = [ (7(¢) + d¢ (gradln f)) = 0,

7¢(¢) est appelé le champ du f-tension de ¢. L’application ¢ est dite f-biharmonique isi

elle est un point critique de la fonctionnelle f-bi-énergie :

Paslo) =5 [ fir(o)Fdo,

De maniére équivalente, ¢ est f-biharmonique si elle satisfait les équations d’Euler-

Lagrange associées :

TQ»f(¢) - f72(¢) - (Af) T(¢) - 2Vg7"adf7—(¢) = 07 (315)

T2 ¢(¢) est appelé le champ de f-bi-tension de ¢. Contrairement au fait que toute appli-
cation harmonique est biharmonique, une application f-harmonique n’est pas nécessaire-

ment f-biharmonique.

3.5 The main results of f-biharmonic maps.

En premier lieu, on peut simplifier la formule donnée par (3.15) pour obtenir la re-

marque suivante.

91



92 Applications biharmoniques et déformations D-isométriques des variétés presque de contact.

Remarque 3.5.1 Un simple calcul donne Af = fAInf + flgradln f|° et gradf =
fgradln f. Alors

Tof(p)=f {7'2 (¢) — (A In f + |gradln f]Q) 7(¢) — 2V gradin fT (qb)} ) (3.16)

nous déduisons que ¢ est f-biharmonique si et seulement si

T (@) — (Alnf + |gradin f\Q) 7(¢) — 2V graam ¢7 (¢) = 0. (3.17)

Il est clair que toute application harmonique est f-biharmonique. Si I'application ¢ est

biharmonique (72(¢) = 0), alors ¢ est f-biharmonique si et seulement si

(Al f +|gradin fI*) 7 (6) + 2V gradm 57 () = 0.

3.5.1 The case of conformal maps.

Nous étudions les applications conformes entre les variétés équidimensionnelles de
dimension n > 3. Notons que par le résultat obtenu dans [4], une telle application ne
peut avoir aucun point critique, donc c¢’est un difféeomorphisme localement conforme .
Rappelons qu'une application ¢ : (M™, g) — (N", h) est dite conforme s’il existe une
fonction de classe C X\ : M — R¥ de telle sorte que pour tous X,Y € I'(T'M) :

h(dg(X),dg(Y)) = Ng(X,Y).

La fonction A est dite la dilation pour 'application ¢. Le champ de tension pour une

application conforme est donné par (voir [4]) :

7(¢) = (2 — n)do(gradln \).

Théoréme 3.5.1 ([11]) Soit ¢ : (M",g9) — (N™, h) (n > 3) une application conforme de
dilation X\, alors le champ de bi-tension de ¢ est donné par

72(¢) = (n —2)d¢ (H)

o

H = gradAln X\ — (n ; 6)gmd (|gradin )\\2) + 2Ricci™ (gradln \)
— (2(AlnA) + (n —2)|gradIn A|*) gradIn .

Pour tous X € T (T M), lopérateur Ricci™ est défini par

Ricci™(X) =Tr,RM (X,)- = RM (X, ¢;) e;

0l (€;)1<;<,, €St une base orthonormée locale sur M (nous sommons sur les indices répé-
tés).

La f-biharmonicité d’une application conforme est donnée par le théoreme suivant.
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Théoréme 3.5.2 Soit ¢ : (M",g9) — (N",h) (n > 3) une application conforme de
dilation X\, alors ¢ est f-biharmonique si et seulement si

gradAln \ — (n ; 6)gmd (]gmd In )\|2) + 2V gradin pgrad In A

— (2(AmA) + (n = 2) [grad A" — Aln f — |gradln f|) gradIn X (3.18)
+2|gradln | gradIn f 4+ 2Ricci™ (gradln \) = 0.

Preuve du Théoréme 3.5.2. Par I’équation (3.16), le champ de f-bitension de ¢ est

To.5 (0) = [ {72 (¢) — (Aln f +|gradln fI*) 7 () = 2V gradinsT ()} - (3.19)
Comme ¢ est une application conforme, alors

7(¢) = (2 — n)dp(gradln \)
et
72(¢) = (n —2)d¢ (H)
ol
H = gradAln \ — Tgmd (\gmd In Al ) + 2Ricci™ (gradln \)
— (2(AlnA) + (n —2)|gradIn )\\2) gradln ),
ce qui nous donne
rog (6) = (n—2) 1 {do () + (Aln £ + gradin f2) do (gradin \) + 2V g sdd (gradIn A)}
Pour le terme Vg,q4m d¢ (gradln X), nous avons (voir [4])
V gradin ¢ (gradln X) = Vde (gradln A, gradln f) + dp (V gradim fgradIn X)
= |gradn A|” dp (gradn f) + dé (V graamm rgradIn \) .
Alors
o (¢) = (n—2) fd¢ (H + (Aln f + |gradIn f|2) gradn X + 2|gradIn N gradln f + 2V graq1n rgradIn
Finalement, nous concluons que le champ de f-bitension de ¢ est donné par
To.s () = (n—2) fdo (H (A, f))

ou

H(\ f)=gradAln\ — (n ; 6)grad (lgradIn )\|2) + 2V gradin pgradIn A

— (2(AlnA) + (n—2) lgradIn \|> — Aln f — |g7"adlnf|2) gradln A

+ 2 |gradIn | gradln f 4+ 2Ricci™ (gradln \) .
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En considérant le fait que n > 3, nous concluons que l'application conforme ¢ est f-

biharmonique si et seulement si

H (A f)=gradAln )\ — (n ; G)gmd (|g7"adln )\|2) + 2V gradin pgradIn X

— (2(AInX) + (n —2) [gradIn AP = Aln f — ]gmdlnff) gradln A
+2|gradIn A|” gradin f + 2Ricci™ (gradin \) = 0.

Ce qui achéve la preuve du Théoréme 3.5.2.

Dans la partie suivante, nous présenterons un exemple d’applications f-biharmoniques.

Soit ¢ : R"\ {0} — R™\{0} (n > 3) l'inversion definée par ¢ (z) = # ¢ est une applica-
T

1
tion conforme avec dilation A = — (r = |z|) . Supposons que In f est radiale (In f = « (r)).
r

Alors par Théoréme 3.5.2, nous en déduisons que application ¢ : R"\ {0} — R"\ {0} est

f-biharmonique si et seulement si la fonction « satisfait I’équation différentielle suivante

1 " (TL—?) / 1 n2 4(71—4)
—a g () - = =0,
Soit § = o/, cette équation devient
1 -7 1 4(n—4
_6/+<n2 )ﬂ+_62_ (nS ):O
r r r r

Cherchons des solutions particuliéres de type § = a (a € R*), alors
r
¢ :R"\ {0} — R\ {0} est f-biharmonique si et seulement si
a>+(n—8)a—4(n—4)=0.
Cette équation a deux solutions a =4 et a = 4 — n.
1. Pour a = 4, nous obtenons f (r) = Cr* et dans ce cas I'inversion
¢ :R"\ {0} — R"\ {0} est f-biharmonique.
2. Pour a = 4 — n, nous obtenons f (r) = Cr*~"; il suit que I'inversion
¢ :R"\ {0} — R"\ {0} est f-biharmonique.

Comme conséquence du théoréme 3.5.2, si nous supposons que f = A, nous obtenons le

corollaire suivant.

corollaire 3.5.1 Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) (n > 3) une application conforme de dilation
A, alors ¢ est A-biharmonique si et seulement si

gradAln X — (AIn A+ (n —5) [gradIn )\|2) gradln X

— @gmd (lgradIn )\|2) + 2Ricci™ (gradln \) = 0.
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En particulier, nous prouvons que la A-biharmonicité de I'application conforme ¢ : (R", g) —
(N™ h) (n > 3) ou la dilatation A est radiale (In A = a/(r),r = |z|and o € C* (R, R)) est

équivalent a une équation différentielle ordinaire du deuxiéme ordre. Plus précisément,
nous avons

Remarque 3.5.2 Soit ¢ : (R™,g) — (N",h) (n > 3) une application conforme de dila-
tion A quand nous supposons que In X\ est radiale (In A = o (r) ,r = |z| and a € C*> (R, R)).

Un calcul direct donne

gradln \ = a’%,
lgradin \* = (o),

grad (|gradln /\|2) = 20/0/'82,
r

—1
Aln)\:o/’—i—n—o/
r

et
9
or’

-1 -1
grad (Aln )\) = | " + Dl Ny
r 72

Par conséquent ¢ est A\-biharmonique si et seulement si la fonction o satisfait I’équation
différentielle suivante
n—1, n-1

& — (n—T)da" + o — o — (@)? = (n—5) («')® = 0.
T T T

Si nous dénotons B = o, la A\-biharmonicité de ¢ est équivalente a ’équation différentielle

n—1 n—1

B— B —(n—5)3°=0.

r2 r

H—(n—7)ﬂﬁl—|—n;15,_

a
Cherchons des solutions particuliéres de type 5 = — (a € R*), nous déduisons que ¢ :
r

(R", g) — (N™ h) (n > 3) est A-biharmonique si el seulement si a est une solution de
I’équation algébrique

(n —5)a*+6a+2n —4 = 0.
Cette équation a de solutions réelles si et seulement si n € {3,4,5,6}.

3+\/ﬁ)

3+ V17 3—V17 2

1. Sin =3, nous trouvons a = — ou a = —s alors A = C’/’(
(3 — \/13)

ou A = Cr (C € R ). Il s’ensuit que toute application conforme ¢ :
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(R%,g) — (N3,h) de dilation A\ = Cr est -

biharmonique.

ou A = Cr

2. Sin =4, nous trouvons a = 3+ 13 ou a = 3 — /13, donc A\ = C’r(3+\/ﬁ) ou
A = Cr(3-V13) (C € R%). Il s’ensuit que toute application conforme ¢ : (R, g) —

(N4, h) de dilation \ = Cr(3+VI) oy \ = 0r(3-V13) oy A-biharmonique.
. C ,
3. Sin =5, nous trouvons a = —1, donc A = — (C € R%). Il s’ensuit que toute
r

o . C . .
application conforme ¢ : (R5, g) — (N®, h) de dilation A\ = - est A\-biharmonique.

C

4. Sin =6, nous trouvons a = —2 ou a = —4, alors A\ = 2 ou N = p} (C e R%).

C
Dans ce cas, toute application conforme ¢ : (R® g) — (N® h) de dilation \ = —
r

C
ou A\ = — est A-biharmonique. par exemple, linversion ¢ : (R"\ {0}, ggn) —
r

(R™\ {0}, grn) définie par ¢ (x) = |% est une application conforme de dilation
x

1
A = — et elle est A-biharmonique si et seulement si n = 6.
r
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