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RESUME

Ce travail présente une analyse de vibration libre de poutres a gradation évalués en
utilisant une théorie originale de déformation par cisaillement d'ordre élevé (HSDBT). Cette
théorie n'utilise que trois inconnues, mais elle satisfait les conditions aux limites sans contrainte
sur les surfaces supérieure et inférieure de la poutre sans nécessiter de facteurs de correction de
cisaillement. Les propriétés mécaniques de la poutre sont supposées varier de maniere continue
dans le sens de 1'épaisseur par une simple distribution de loi de puissance en termes de fractions
volumiques des constituants. Afin d'étudier la réponse de vibration libre, les équations de
mouvement pour 1'analyse dynamique sont déterminées via le principe de Hamilton. La technique
de la solution Navier est adoptée pour dériver des solutions analytiques pour les poutres
simplement appuyées. L'exactitude et l'efficacit¢ du modele proposé sont vérifiées par

comparaison avec des recherches antérieures.

Mots-clés: vibrations libres; poutres a gradation évalués; le principe de Hamilton ; solution Navier
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ABSTRACT

This work presents a free vibration analysis of functionally graded beams by
employing an original high order shear deformation theory (HSDBT). This theory use only
three unknowns, but it satisfies the stress free boundary conditions on the top and bottom
surfaces of the beam without requiring any shear correction factors. The mechanical
properties of the beam are assumed to vary continuously in the thickness direction by a simple
power-law distribution in terms of the volume fractions of the constituents. In order to
investigate the free vibration response, the equations of motion for the dynamic analysis are
determined via the Hamilton's principle. The Navier solution technique is adopted to derive
analytical solutions for simply supported beams. The accuracy and effectiveness of proposed

model are verified by comparison with previous research.

Keywords: free vibration; functionally graded beams; Hamilton's principle; Navier solution.
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Introduction générale

Les matériaux a gradient évalué (FGM) " Functionally graded materials (FGMs)" sont
des nouvelle classe de matériaux composites avec des propriétés graduées et qui sont de
nouveaux concepts dans la conception structurelle des matériaux et ont de nombreuses
applications dans l'ingénierie aérospatiale, 1'aéronautique , I'industrie automobile , le nucléaire
et du génie civil. Les FGM avec la variation continue des microstructures et des propriétés
devraient avoir la réduction des contraintes résiduelles et thermiques. Les FGM peuvent
également étre concus pour prendre une meilleure force de liaison adhésive entre les métaux
et les céramiques. Les structures en métal-céramique multifonctionnelles conviennent aux
applications ou la ténacité et la dureté sont deux exigences essentielles pour les applications
d'ingénierie et de recherche scientifique.

Actuellement, la recherche en FGM est activement conduite dans le monde entier. Par
conséquent, les études consacrées a la compréhension du comportement dynamique des
poutres et plaques FGM ont recu de plus en plus d'attention ces dernieres années.

Cette these explorera 1'analyse des vibrations libres des poutres FGM est étudiée. La
théorie proposée n'a que trois inconnues et trois équations directrices, mais elle satisfait les
conditions aux limites sans contrainte sur les surfaces supérieure et inférieure de la poutre
sans nécessiter de facteurs de correction de cisaillement. Les propriétés mécaniques des
plaques sont supposées varier dans le sens de l'épaisseur selon une loi de distribution de
puissance en fonction des fractions volumiques des constituants. Les équations de mouvement
du poutre intéressantes pour l'analyse des vibrations libres sont déterminées par le principe de
Hamilton. Ces équations sont ensuite résolues en utilisant la procédure de Navier.
L'exactitude des résultats de cette théorie est vérifiée par comparaison avec d'autres HSDBT
disponibles dans la littérature.

Le travail effectué est entamé par une définition des matériaux a gradient évalués
(FGM) avec un apercu sur l'historique de ces matériaux avancés ainsi que ces principales
procédures de fabrication tout avec une visualisation de leurs applications dans des déférents
domaines.

En suite en a présenté brievement les théories des poutres exploités pour la

modélisation des structures (FGM) ainsi que ces hypotheéses fondamentales.



Le troisieme chapitre est un apercu sur les travaux ultérieurs effectués pour divers
structures (FGM) tel que les poutres , les plaques, les coques et d'autres structures FGM.

Le chapitre suivant c'est une explication de la nouvelle théorie proposée pour 1'analyse
des vibrations libres des poutres FGM d'ou on a déterminé les lois de variation des matériaux
et on a décrire les équations du mouvement avec des solutions analytiques.

Enfin le dernier chapitre comporte une analyse et discussion sur les résultats obtenus a
travers des divers exemples numériques présenté pour vérifier l'exactitude de la théorie
actuelle dans la prédiction de la flexion et de la vibration libre des poutres FGM simplement
appuyées.

Le travail effectué est cloturé par une conclusion générale et perspectives.

X1
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Deéfinition des matériaux a gradient

évalues ‘FGM’ et de leurs applications
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1.1 Introduction:

Chaque jour, le développement des matériaux est continu pour enrichir et amélioré les
propriétés des matériaux, les utilisations limitées des métaux purs et les propriétés de ces métaux
ne peuvent contrdler pour atteindre les propriétés requises étre adaptées aux nouvelles
technologies. Les matériaux se sont développés du fer aux métaux purs aux matériaux
composites largement utilisés aujourd'hui. Le développement des matériaux revient a 1'age du
bronze jusqu'a présent et il se développera continuellement a l'avenir. D'autre part, les alliages
sont considérés comme plus résistants que les métaux purs et polyvalents en raison de leur
capacité a produire les propriétés requises. Des nombreuses recherches sont effectués au but de
mélanger différents matériaux métalliques et non métalliques pour développer leur résistance,
leurs propriétés physiques et chimiques et produire des matériaux de faction multiples.

[Shahistha, 2014]
I.2 Historique des matériaux FGM:

En 1985, un grand nombre de chercheurs des institutions publiques et de I'industrie ont
uni leurs efforts pour créer ce nouveau type de matériau. Principalement pour étre 2 méme de
construire 1’enveloppe extérieure d’une navette intercontinentale commerciale. Le probleme
principal a résoudre était le flux de la chaleur énorme frappant la majorité des surfaces qui sont
exposées a la friction par l'air lors de la période de rentrée d’une navette spatiale dans

I’atmosphere terrestre et, en méme temps protéger I’intérieur contre une surchauffe ment.

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé « la recherche sur la
technologie de base pour développement de matériaux a gradient de propriétés et I’étude de la
relaxation des contraintes thermiques ». L’intérét du projet est de développer des matériaux
présentant des structures utilisées comme barriere thermique dans les programmes aérospatiaux.
Les matériaux constituant les parois des engins spatiaux sont appelés a travailler a des
températures de surface de 1800°C ainsi qu’a un gradient de température de I’ordre de 1300°C.
A cette année-la, aucun matériau industriel n’était connu pour supporter de telles sollicitations

thermomécaniques. [KOIZUMI, 1993]
Trois caractéristiques sont a considérer pour la conception de tels matériaux :

* Résistance thermique et résistance a 1’oxydation a haute température de la couche
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superficielle du matériau.
» Ténacité du matériau coté basse température.
» Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau. [ABDI, 1997]

L’idée originale des FGM a été proposée pour élaborer un nouveau composite profitant
a la fois des propriétés des céramiques (Coté haute température) et des métaux (Coté basse
température). A la fin de la premicre étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a
fabriquer des petites pieces expérimentales (1-10 mm d’épaisseur et 30mm de diametre)
pouvant résister a des températures maximales de 2000K (température de surface) et a un

gradient de température de 1000K.

Dans 1'étape suivante (1990-1991), le but était de réaliser des pieces de tailles plus
grandes et de formes plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiere étape.
Pendant les années 90, non seulement les champs d’application des FGM s’est développé pour
les matériaux de structure fonctionnant a haute température, mais s’est aussi élargi a d’autres

applications : biomécaniques, technologie de capteur, optique, etc

On trouve une littérature tres importante sur I’utilisation de ce matériau. Cependant, 1’utilisation
des structures en FGM dans les environnements avec de grands changements de température

exige la connaissance des déformations.
1.3 Définition et le concept d'un matériau FGM :

Les matériaux composites stratifiés offrent la flexibilité de conception nécessaire pour
obtenir la rigidité et la résistance souhaitables grace au choix du schéma de stratification, la
constitution anisotrope des structures composites stratifiées entraine souvent des concentrations
de contraintes a proximité du matériau et des discontinuités géométriques pouvant entrainer des
dommages sous forme de délaminage de matrice, fissuration et séparation de la liaison adhésive.

[Reddy, 2004]

Les FGM (Functionally Graded Materials) atténuent ces probléemes car elles consistent en
une variation continue des propriétés des matériaux d'une surface a l'autre. La nature continue de
la variation diminue les concentrations de contraintes qui deviennent génantes dans un matériau

composite stratifié¢. De plus, la transition douce entre les différentes propriétés du matériau réduit
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les contraintes thermiques et résiduelles [Reddy, 2000]. Dans la plupart des cas, le matériau

N

passe d'un métal sur une surface a une céramique ou principalement de la céramique sur la
surface opposée, avec une transition douce. De plus, les propriétés du matériau peuvent changer
dans n'importe quelle orientation a travers un matériau, mais la majorité des applications a ce
jour concernent un matériau dans lequel les propriétés changent a travers I'épaisseur selon 1'axe

(Z) du matériau qui est représenté sur la figure 1 ci-dessous.

v

Plaque en FGM /
E=E(z)
v=u(2)
v 7/
BT

Figure I.1. Orientation d'un matériau FGM

Le matériau FGM passe d'un métal a une céramique en augmentant le pourcentage de
matériau céramique présent dans le métal jusqu'a ce que le pourcentage approprié soit atteint ou

qu'une céramique pure soit obtenue comme il indiqué au figure 2.

TFra:c'e

o e .-..,.--1

;

‘m  #
a

phase céramique

- - I'

matrice céramique avec

inclusion métallique

} région de transition

-

matrice métallique avec

inclusion céramique

phase métallique
Tcimuc‘e |

Figure I.2. Représentation d'un matériau FGM
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Comme vu ci-dessus, le matériau ne présente pas de changement brusque des propriétés du

matériau en un point quelconque de 1'épaisseur, mais le changement est douce et progressif.

Ce type de matériau est utilisé généralement ou il y a un gradient de température extréme
qui est mentionné par (Tcpaude) € (Trroige) sur la figure 2. La face céramique du matériau est
généralement exposée a une température élevée, tandis que la face métallique est généralement
soumise a une température relativement plus froide. La transition douce des propriétés du
matériau permet d'obtenir un matériau dont les propriétés fournissent une protection thermique
ainsi qu'une intégrité structurelle sans présenté un point de rupture dans la structure. Un point de
défaillance unique est d'une importance cruciale dans le programme spatial car la NASA a utilisé
des revétement de protection thermique stratifiées sur la structure métallique de la navette
spatiale pour gérer les températures extrémes de rentrée dans l'atmosphere terrestre. Ces
revétements sont susceptibles de «se fissurer et se décoller a l'interface en raison d'une transition

brusque entre les coefficients de dilatation thermique. [Cobb, 2006]

Les capacités du matériau sont assez flexibles car on peut varier les matériaux utilisés ainsi
que la fonction a laquelle ils passent d'une surface a l'autre. Un métal et une céramique
spécifiques peuvent étre choisis pour l'application particulicre afin de capitaliser sur les
caractéristiques positives de chacun des matériaux. En outre, la fonction entre les deux matériaux
extérieurs peut étre mathématiquement maximisée et adaptée spécifiquement pour répondre aux

besoins de 1'application souhaitée. [Cooley, 2005]

1.4 L'intérét d’utilisation des FGM :

Il y a beaucoup d'intérét pour la mise sur pied des structures ainsi les conditions
fonctionnelles peuvent varier avec 1'endroit. Dans la plupart des cas, ceci impliquera de varier les
matériaux qui sont employés aux endroits spécifiques dans la structure ayant pour résultat les

interfaces discretes dans tout. A nombre de proposé des technologies manufacturieres pour le

traitement de FGM.[ ISSAD, 2019]

1.5 Procédures de fabrication des matériaux FGM :

Les matériaux a gradient évalué FGM sont préparé par la diffusion et la liaison entre les
atomes de différents matériaux, de maniere a atteindre 1'objectif d'une connexion permanente et

de bonnes performances. Actuellement, il existe de nombreux méthodes de préparation de
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matériaux FGM, parmi ces procédures en vas cité les plus importants techniques utilisées a

l'industrie de fabrication des FGM.

I.5.1 Technique de dépot de vapeur :

Il existe plusieurs techniques de dépdt en phase vapeur, on peut citer : dépdt par
pulvérisation cathodique, dépot de vapeur chimique (CVD) et le dépot physique en phase vapeur
(PVD). Ces méthodes de dépot en phase vapeur sont utilisées pour déposer des revétements de
surface fonctionnellement gradués et ils donnent microstructure excellents, mais ils ne peuvent
étre utilisés pour le dépot de revétement de surface mince. Ils consomment beaucoup d'énergie et
produisent des gaz toxiques. [Groves, 1997]

Il existe d'autres méthodes utilisées dans la production de revétement de
fonctionnellement graduée comme : projection plasma, 1'électrodéposition, électro phorétique,
déposition assistée par faisceau ioniques (IBAD), auto-propagation synthese a haute température
(SHS), etc. [Knoppers, 2005]. Ces procédés sont généralement lents et consommatrices

d'énergie ils ne sont pas rentables pour étre utilisé dans la production de masse FGM.

P
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Figure 1.3: Dépot de vapeur chimique (CVD).[Ansari, 2010]
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Powder feeder
Cathode /

Plasma gas

Anode

Figure 1.5: Dépot de projection plasma (PSF).[Malandrino, 2009]
1.5.2 Métallurgie des poudres :

La métallurgie des poudres est la premiere méthode de production des matériaux des
matériaux de fonctionnement gradués. La technique de production de la métallurgie des poudres
se compose généralement de trois étapes comme suit:

* pesée et de mélange de poudre en fonction de la précongus distribution spatiale comme dicté
par l'exigence fonctionnelle,
* 'empilage et la condensation de la pré-mélangé des poudres,

* Enfin le frittage du mélange pour le transformer en poudre, [Nemat-Alla, 2001]

& & o

Powder Binder Additives

L . J @ '
Mixing @‘G" NN

ranules Injection moulding

= ¥ =

.. ‘,‘@

Final Product Sintering Debinding

Figure 1.6: Métallurgie des poudres (PM).[Popoola, 2016]

I.5.3 Méthode de centrifuge :

Cette méthode centrifuge qui produit des matériaux de fonctionnellement gradués est la

est la méme technique que la coulée centrifuge ol les deux utilisent la force de gravité pendant la
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rotation du moule pour produire du matériau gradué. La raison principale de 1'utilisation de cette
méthode pour produire les matériaux gradués c'est la différence entre les densités de matériau et
la rotation du moule. On peut obtenir la graduation des matériaux en continu, mais il y a des
problémes tels que la forme qui produit est juste un cylindre. Et le deuxieéme probleme li€ a cette
méthode, c'est une limitation du type de gradient qui est produit par un processus naturel (force

centrifuge et différence de densité).
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Centrifugal Casting Centrifiugal Mixed Powder Centrifugal Shurry

Figure 1.7: Méthode de coulée centrifuge.[Watanabe, 2011]
1.5.4 Méthode de fabrication en solide de forme libre (SFF)

C'est une méthode de fabrication alternative qui présente de nombreux avantages tels que
la vitesse de production élevée, la faible consommation d'énergie requise, 1'utilisation optimale
des matériaux, la production d'une forme compliquée avec une brise de conception d'ou les
conceptions dessinent sur CAO (programme AutoCAD) et la prennent directement. cette
méthode se compose de cing étapes essentielles:

* dessiner la conception sur programme (AutoCAD),

* convertir les données en fichier STL (Standard Triangulation Language),
* convertir le fichier (STL) en profils 2D,

* la construction du composant couche par couche,

* enlevement et finition du composant,

Il y a nombreux technologies de la méthode de fabrication solide de forme libre, les
processus laser sont principalement utilis€s pour produire les matériaux de fonctionnellement

gradué. Cette technologie comprend la méthode basée sur la gaine laser, le frittage sélectif au
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laser (SLS), l'impression 3D (3-DP) et la fusion sélective au laser (SLM). Systeme laser de
revétement et fusion.

Laser Sélective a la capacité de produire des composants plus denses. La technique de
solide forme libre est considérée comme un processus de fabrication plus flexible par rapport a

d'autres processus, mais la finition de surface est médiocre, [Watanabe, 2009].

CAD Process Stereolithography i
‘J L’ _*d

‘f Slice thickness

- 52

} “‘-..51

AN
\‘“F"f ¢

W7

Data by 30 CAD CAD date 1o STL Slicing 1o N layers data

’}/

81
Hardening thalst layer (51) Hardening the 2nd layer (52) Hardening the final n layer (Sn)

Figure 1.8: Méthode de solide forme libre (SFF).[Chen, 2019]
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1.6 Propriétés matérielles effectives des FGM:

Généralement les matériaux a gradient évalués FGM sont fabriqués par deux phases de
matériaux avec différents propriétés classés par leur microstructure variable dans 1’espace ;
concue pour optimiser 1’exécution des éléments de structures par la distribution de propriétés
correspondantes. Une description détaillée d’une microstructure graduée réelle et généralement
non disponible, sauf peut-étre pour des informations sur la distribution de la fraction volumique.
Tandis que la fraction volumique de chaque phase varie graduellement dans la direction de
gradation, les propriétés effectives des matériaux a fonctionnel gradues FGM changent le long de
cette direction. Par conséquent, nous avons deux approches possibles pour les modeles FGM :

1. Une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou du métal est assumé
Figure (I.10a), et la fraction volumique du métal peut étre représentée comme une fonction
de coordonnées suivant 1’épaisseur (z).

2. Une variation par morceaux de la fraction volumique de la céramique ou du métal est
assumée, et le matériau a gradient évalué FGM est pris pour €tre posé avec la méme fraction
volumique dans chaque région, c- a-d couche quasi-homogene de céramique-métal Figure

(I.10b);

(a)

Figure 1.10: Modgeles analytiques pour une couche en FGM.

L.7 Lois du comportement des matériaux FGM :

Les propriétés mécaniques des matériaux a gradient évalués sont liées a la microstructure

sollicitée. La nature des phases, leurs pourcentages, leurs morphologies sont des parametres qui
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vont jouer sur les propriétés mécaniques. Différentes voies peuvent étre utilisées pour modéliser
le comportement de matériaux multi-phases : Loi de mélange ou modélisation numérique de la
microstructure [Texier, 2013]. Différentes lois de mélange existent et découlent des travaux
menés sur composites. Nous citons a titre d’exemple : le modele de Voight, Reuss, Hirsch-
Dougill, Les approches de Tsai-Pagano ou de Popovics qui sont des cas particuliers du modele
de Hirsch-Dougill, Modele de Hashin-Shtrikman,..etc

La dépendance des proprié€tés de la position se traduit par la prise en compte de la loi des
mélanges correspondant au modele de Voigt [Shen, 2009].

Pp = XL, PV (L.1)

avec P; et Vg; sont respectivement la propriété mécanique et la fraction volumique du constituant i,

avece :

BaVi=1 a2

Dans la pratique, la plu part des structures FGM sont a deux constituants : de la céramique

et du métal inoxydable en général. Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit a:
P=PV.+ B,V L.3)
Avec :
V+V,=1 {14)

Un FGM peut étre définie par la variation des fractions de volume. La plupart des
chercheurs emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide
pour décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a
I'intérieur pour résister a la rupture, et également assez dures a I’extérieur pour empécher

I’usure.

Les coordonnées (x) et (y) définissent le plan de la plaque, tandis que I’axe (z) est dans la
direction de I’épaisseur. Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de
Poisson sur les faces supérieures et inférieures sont différentes. Ils varient de facon continue,

suivant I’épaisseur (I’axe z) soit :

E=E(z) et v=v(2) (1.5)

10
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Jin et Batra [Jin, 1996], Ziou et autres [Ziou, 2016] indiquent que I’effet du coefficient de
poisson sur les déformations est négligeable comparativement a celui du module de Young. Par
conséquent, le coefficient de Poisson peut étre supposé comme constant. Cependant, L.e module
de Young dans la direction de 1’épaisseur de la structure FGM varie en fonction de la loi de
puissance (P-FGM) ou la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-

FGM).
I.7.1 Fonction puissance (P-FGM) :

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance comme suit :

h
Ve(2) = (%)” (1.6)

Ou (p) est un parametre matériels et (h) est 1’épaisseur de structure. Une fois la fraction
volumique locale «V.(z)» a été définie, les propriétés matérielles d’une structure P-FGM peuvent
étre déterminées par la loi des mélanges [Bao, 1995]:

E(z) = Ep + (E; — En)Ve(2) L.7)

R . s h
Ou E,, et E. sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure z = — S et de la

.. h .y
surface supérieure z = +3 de la structure FGM. La variation du module de Young dans la

direction d’épaisseur de la structure P-FGM est représentée sur la Figure (I.11). Il apparait
clairement que la fraction volumique change rapidement pres de surface inférieure pour «p<1I »,

et augmente rapidement pres de la surface supérieure pour «p>1 ».
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Figure I.11: Variation de la fraction volumique a travers 1’épaisseur (P-FGM).
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I.7.2 Fonction exponentielle (E-FGM) :

Beaucoup de chercheurs utilisent la fonction exponentielle pour décrire les propriétés

matérielles des matériaux FGM, la fonction exponentielle est donnée par [Delale, 1983] :
h
E(z) = E,,e5@*? (1.8a)
1, E;

La variation du module de Young a travers 1'épaisseur de la structure E-FGM est représentée dans

la figure (I.12).

e y——" =3
"
n
N =
"

~ =
) =
E(z) [ ]

7 ]

-
-
L]
.
=
-
"
Em L
e g
05 04 <03 <02 0.1 0.0 a1 02 03 0.4 0.5
z'h

Figure 1.12: Variation du module de Young a travers 1’épaisseur (E-FGM).
I.7.3 Fonction sigmoide (S-FGM) :

Chung et chi [Chi, 2003] ont défini la fraction de volume de la structure FGM en utilisant
deux fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi

toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par :

h
V.(z) = %(Zzz)p pour —g <z<0 (1.9a)
2
L
2
h

2

V(@) =1-2(3) pour0<z<-1 (1.9b)

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé par:

E(2) = V(@)E + [1 - Ve(D)]En  pour —2<z<0 (1.10a)

E(2) = Vin(@Ec + [1 = Vu(D]En ~ pour0<z<-2 (1.10b)

12
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la variation du module de Young selon les équations (1.9.a) et (1.9b) est représenté sur la figure

(I.13) avec des distributions sigmoides.
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Figure 1.13: Variation de la fraction volumique a travers 1’épaisseur (S-FGM).

I.8 les domaines d'applications de FGM :

les matériaux de fonctionnement évalués FGM peuvent résister a un gradient thermique
tres élevé puisque il sont développés essentiellement a cet effet, ce qui le rend approprié pour

une utilisation dans des structures et corps d'avion spatial, un composant de moteur de fusée, etc.

pondant les dernieres années les FGM sont progressivement améliorées, aujourd'hui on

peut étre les utilisées dans des domaines plus larges de I'aérospatiale.
I.8.1 Domaine aérospatial :

L'aérospatial est le premier domaine a amélioré, développé et exploité les matériaux de
fonctionnement évalués FGM dans les composants d’engins pour fusée, la structure de botte de
vaisseau spatial, les panneaux d'échange de chaleur, les réflecteurs, les panneaux solaires, le
logement d'appareil photo, les roues de turbine, les revétements de lame de turbine, les
casquettes de nez, le bord d'attaque de missiles et navettes spatiales comme ils sont utilisés pour

les murs structurels qui combinent des propriétés d'isolation thermiques et sonores.

13
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1.8.2 Domaine de l'industrie biomédical :

Le matériau de gradient est commun dans la nature, comme la coquille de la structure en
couches, le squelette animal dur et résistant et la peau humaine en couches. Le développement
médical des matériaux FGM rend l'assistance médicale aux patients plus opportune et plus
efficace. Le matériau fonctionnellement évalué présente les caractéristiques de résistance
spécifique élevée, de module spécifique €élevé, de résistance a l'abrasion et de biocompatibilité.
Sur cette base, l'articulation artificielle développée confere a la prothese artificielle et au
squelette du patient une forte force de liaison et une durabilité fiable, montrant une bonne
biocompatibilité, mais également une bonne auto-guérison et une bonne réparation des propriétés
régénératrices. Avec ses propriétés supérieures, les matériaux FGM ayant de bonnes perspectives

d'application dans les domaines biomédicaux, tels que les os, les dents et le coeur artificiels.
1.8.3 domaine de la défense et secteur militaire :

Les matériaux FGM ayant des applications trés larges dans I'industrie de défense et touts
secteurs militaires, comme des gilets pare-balles, 1'épée japonaise traditionnelle et dans des
blindages ainsi que le corps de véhicules pare-balles grace a la capacit¢ du FGM d'offrir des
propriétés résistant a la pénétration en évitant la propagation des fissures est une propriété

attirante qui favorise I'exploitation de ce matériau.

1.8.4 Domaine marine :
On peut visualisé I'applications des matériaux FGM dans I'industrie marine dans le puits de
propulseur, bouteilles de plongée, les domes de sonar, le systeme de tuyauterie composé et dans

la coque de pression cylindrique.

1.8.5 Domaine d'énergie nucléaire :

La haute résistance mécanique, la résistance a la chaleur et la résistance a la corrosion des
matériaux FGM fournissent une garantie fiable pour le développement de nouvelle génération de
I'industrie nucléaire. La production d'énergie nucléaire, 1'énergie nucléaire et le stockage des
armes nucléaires sont extrémement dangereux. Une fois 'accident déclenché, il aura de graves
conséquences. Par conséquent, il est impératif d'assurer sa sécurité. Dans l'application du
réacteur de fusion nucléaire, un bon effet de relaxation des contraintes thermiques est montré, ce
qui rend la réaction de fusion nucléaire plus slire. En tant que matériau de haute résistance,

résistant a la chaleur et de blindage, les matériaux de fonctionnellement évalués FGM présentent

14
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une grande supériorité dans les matériaux de construction des fours nucléaires et les matériaux
des parois internes des fours nucléaires, ce qui protege considérablement la sécurité de I'industrie

nucléaire. [Zhao, 2014]

1.8.6 Domaine électromagnétique :

En raison de la distribution graduelle des matériaux fonctionnellement gradués, les
structures spéciales ont des propriétés spéciales. Dans le champ électromagnétique, la structure a
gradient a la fonction de gradient piézoélectrique et la fonction de gradient électromagnétique, et
peut étre utilisée pour fabriquer des matériaux de blindage électromagnétique, des filtres
céramiques, des oscillateurs a ultrasons, etc. [Wang, 2005]. Et I'application de matériaux
fonctionnellement classés sur des disques, des aimants permanents, des électroaimants et des
oscillateurs peut réduire la masse et la taille des dispositifs correspondants et améliorer leurs

performances. [Li, 2000]

1.8.7 Domaine optique:

La dureté du verre ordinaire est élevée, mais sa fragilité est importante. En raison de
I'incertitude de 'environnement extérieur, la durée de vie du verre est considérablement réduite.
Dans le méme temps, la transmission du verre ordinaire ne peut pas étre modifiée avec le
changement d'environnement, ce qui aura un certain impact sur la production, la vie et le travail.
Par conséquent, I'amélioration des propriétés mécaniques et optiques du verre est devenue une
direction importante dans le domaine du développement. [Wu, 2007]. En ajoutant des éléments
et des matériaux avec différents indices de réfraction au matériau fonctionnellement gradué, les
propriétés optiques du verre peuvent étre modifiées en fonction de l'environnement. Les
chercheurs concernés ont préparé avec succes des matériaux tels que des lasers en verre, des

lentilles en fibre optique, des films antireflets et du verre décoloré.

1.8.8 Domaine énergétique :

Les matériaux fonctionnellement gradués ont également des propriétés spéciales basées sur
la résistance a la chaleur, la résistance a la corrosion et la résistance aux chocs thermiques. En
particulier, le développement de divers matériaux a fonction graduée spéciale a fait de FGM, il
joue un rdle important dans le domaine de 1'énergie. Par exemple, dans 1'aspect du systeme de

génération d'énergie, l'application d'un matériau de conversion d'énergie thermoélectrique a

15
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gradient rend 1'émetteur non fissuré dans l'environnement de travail a haute température de
1860°C et réduit considérablement la contrainte thermique du systeme. Pendant ce temps,
I'application du substrat de dégagement de chaleur a 1'électrode basse température du systeme
montre également une conductivité thermique élevée et une vitesse exothermique de
rayonnement. [Huang, 2016]

Les matériaux FGM fournissent également une barriere thermique d'ou ils sont utilisés

comme revétement protecteur sur les aubes de turbine dans les moteurs a turbine a gaz.

1.8.9 Domaine de l'industrie automobile :

L'utilisation de matériaux FGM dans l'industrie automobile est reste toujours limitée
jusqu'a ce jour la, a cause du cofit élevé de production. Cependant, le matériau est utilisé dans les
parties tres importantes de l'automobile, ou le colt élevé présent justifie son utilisation. Les
applications présentes incluent les pochettes de cylindre de moteur pour des pistons de moteur
diesel, pour les ressorts a lames, pour les bougies, les chambres de combustion, les puits
d'énergie, les amortisseurs, les volants, quelques parties du corps de la voiture, le verre de fenétre
et des freins de voiture de course. Aussi, les matériaux FGM sont utilisés dans des revétements
des corps améliorés pour des voitures et cela inclut les revétements gradués avec des particules,

comme le dioxyde/mica. [BRAIRI, 2019]

1.8.10 Domaine de I'industrie sportif :

Les matériaux FG sont utilisés dans un certain nombre d'équipements sportifs, tel que les

clubs de golf, des raquettes de tennis et des skis.

1.8.11 Autres applications des FGM :

En plus de ces domaines cités au dessue, les matériaux FGM peuvent étre exploités par
divers domaines, exemple, les outils de coupe pour améliorer la force thermique de l'outil de
coupe, les lames de rasoir de Fer-Aluminure/Acier inoxydable, dans les extincteurs d'incendies,
les cadres de monocle et les casques, le scanner IRM des tubes cryogéniques, les récipients sous
pression, les réservoirs a carburant, les cas d'ordinateur portable, les instruments de musique et

les tables radiographiques.
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1.9 Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons fait un apercu sur les matériaux a gradient évalués (FGM), au
point de vu notion de I'existence, 1'historique, développement, les modes de fabrication et son
participation au révolution des matériaux ou on a cit¢ les domaines concernés par les
applications de ce moderne matériaux. d'autre part on a expliqué la maniere de la présentation et

la modélisation mathématique du comportement des structures FGM.
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Chapitre II : Les théories des poutres FGM

1I.1 Introduction :

La théorie des poutres est un outil supplémentaire pour déterminer des solutions
analytiques en considérant des hypotheses additionnelles. L.’avantage des solutions analytiques
sur les prévisions obtenues par des méthodes numériques est de permettre de visualiser
I'influence de différents parametres (de forme, de taille, de comportement du matériau,

d’hétérogénéité).

Ceci permet de mieux comprendre un systtme mécanique ou de mieux optimiser son

architecture, dans le cadre d’une premiere approche d’un probleme de mécanique.
Il existe des solides élancés auxquels on peut raisonnablement appliquer une description

cinématique et une description des efforts intérieurs plus simples que celles de la théorie

générale des milieux continus.
I1.2 Définition d’une poutre :

Le terme de « poutre » désigne un objet dont la longueur est grande par rapport aux
dimensions transverses (section fine). Une poutre est un élément de structure utilisé pour la
construction dans les batiments, les navires et autres véhicules, et dans la fabrication de
machines. Cependant, le modele des poutres peut étre utilis€ pour des pieces tres diverses a
condition qu'elles respectent certaines conditions. Il est a noter que ce type d'élément appelé
élément "barre" quand les forces extérieures sont axiales, et il est appelé "arbre" quand il est

soumis a la torsion, ou quand il a un mouvement de rotation.] BOUAMAMA, 2019]
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Figure II.1: Géométrie de poutre.
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I1.3 La théorie des poutres :

La théorie des poutres c'est le modeles utilisé dans le domaine de la résistance des
matériaux. La construction d’une théorie de poutre consiste a reprendre, pour un milieu
curviligne, le cheminement suivi pour le milieu continu. Les étapes successives du traitement
sont donc la définition d’une cinématique, 1’application des équations d’équilibre, 1’introduction
des lois de comportement. On en déduit des relations globales entre forces, couples, fleches et

angles de rotation des sections.
I1.4 Les modeles classiques :

Ces modeles sont basés sur une distribution linéaire des déplacements dans 1’épaisseur
[Reissner, 1961], [Yang, 1966], les déformations dues aux cisaillements transverses sont

négligées, la normale reste droite et perpendiculaire a la surface moyenne apres avoir déformée.
I1.5 Les principes fondamentales de la théorie des poutres :

La théorie des poutres est basée sur deux hypotheses principales, principe de Saint venant

et principe de Navier Bernoulli généralisé.
II.5.1 Principe de Saint venant :

Le principe de saint venant s’énonce : La contrainte en un point éloigné des points
d’applications d’un systeme de forces ne dépend que de la résultante générale et du moment
résultant de ce systeme de forces, méme si la répartition des contraintes n’est pas la méme, la

solution trouvée sera valable, si on place suffisamment loin du point d’application des charges.
I1.5.2 Principe de Navier Bernoulli généralisé :

L’hypothese de Navier Bernoulli consiste a supposer que les sections normales a la fibre
moyenne restent planes pendant la déformation de la poutre. Cette hypothese qui permet de
calculer les contraintes normales dues au moment fléchissant, est bien vérifiée dans le cas de
flexion pure ou I’effort tranchant est nul .Par contre, dans le cas de la flexion simple avec effort
tranchant, les sections ne restent pas planes, mais se gauchissent en forme de lettre S tres
aplaties. De méme lorsque nous étudions la torsion, nous verrons qu’une section non circulaire,

ayant deux axes symétries, prend sous 1’effet d’un couple de torsion, un gauchissement radial.
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Le principe de Navier Bernoulli est fondé sur les observations suivantes :

* Le gauchissement d’une section est toujours tres petit vis-a-vis des dimensions de la
section.

e La variation du gauchissement, infiniment voisines.

* Le principe de Navier Bernoulli revient a négliger le cisaillement et le gauchissement des

sections transversales dans 1’étude de déplacement et de déformation d’un élément de poutre.
I1.6 Différents théories des poutres FGM :

L’obtention d’une théorie de poutre nécessite 1’introduction de certaines hypotheses, qui
représentent des simplifications acceptables de la réalité. Plusieurs théories jouent sur la prise en
compte ou non de I’effet du cisaillement. Dans ce qui suit, on abordera les différents modeles les

plus célebres dans la littérature.
I1.6.1 Théorie classique des poutres (CBT) :

Il est bien connu que la théorie d’Euler-Bernoulli est basée sur la théorie élémentaire de
flexion des poutres qui ne tient pas compte des effets de la déformation de cisaillement. Il est
également connu qu’elle n’est applicable qu’aux poutres fines. Dans cette théorie, le modele est
basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant I’épaisseur de la poutre. L'hypothese

de cette théorie sont :

» Apres déformation, les déformations dues au cisaillement transversal sont négligées (pas
de cisaillement sur la hauteur de la poutre).

» La section reste perpendiculaire a la ligne moyenne de la poutre et la section plane reste
plane.

» La fonction f(z) , qui décrit la répartition de déplacement suivant I'épaisseur de la poutre

est nulle.
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Figure II.2: Cinématique de poutre d'Euler-Bernoulli.

Pour le cas des poutres élancées et d'apres la théorie classique des poutres (CBT), le

déplacement d'un point « M » est donné par les deux composantes suivantes:

u(x,z,t) = up(x,t) — z.wo(x,t)

w(x, z,t) = wy(x, t) (IL.1)

v ={

Avec :
u(x, z,t) : C'est le déplacement suivant la direction de (X).
w(x, z,t) : C’est le déplacement dans la direction de ( Z ) ou bien la fleche.
uy(x, t) et wy(x, t) : sont les composantes de déplacement au milieu de la section et sur la
ligne moyenne de la poutre, respectivement le long des axes ( X ) et (Z).

La rotation autour de I'axe (Y), provoquée par la flexion est:

owg (x,t)

WO,t (x, t) = 9x (II.Z)
Par définition, la distorsion est définie par la relation suivante :
Vg = 6u(;c;z,t) n 6wg;z,t) -0 (11.3)

La distorsion est nulle, donc la contrainte de cisaillement est nulle puisque :
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Oxz = Gxz-Vxz (IL.4)

Lorsque cette théorie est utilisée pour résoudre numériquement le probleéme des poutres,
les solutions sont sous-estimées. Ceci est la conséquence de négliger la déformation de

cisaillement transversal.
I1.6.2 Théorie de déformation en cisaillement de premier ordre (FSDT) :

Cette théorie est connu que le modele de Timoshenko est plus riche et plus générale que la
théorie élémentaire des poutres au prix d'une fonction supplémentaire. Cette solution permet
d'affiner les solutions analytiques issues de la théorie classique. Toutefois ces solutions sont
entachées d'erreurs au voisinage des appuis et de la zone indentation ol nous pouvons avoir des
concentrations de contrainte et des champs de déplacement non homogenes. Elle s'applique sur
des poutres courtes, elle est basée sur le principe; qu'apres déformation, la section plane reste
plane mais elle perd sa perpendicularité par rapport a la ligne moyenne de la poutre (figure II.3).
Ceci est dii au cisaillement transversal, découvert par Timoshenko en 1921, sur I'épaisseur de la
poutre. Cette théorie est analogue a la théorie de "Reissner-Mindlin" dans le cas des plaques

épaisses [Timoshenko, 1972].

aprés déformation o

g

avant déformartion B

Figure 11.3: Cinématique de poutre Timoshenko.

Dans le cas ou nous avons un élancement faible, l'effet du cisaillement devient plus
important sur la déformée. Dans ce cas, la fonction f(z) est égale a (Z) . Il existe un cisaillement
uniforme et les déformations dues au cisaillement transversal ne sont pas négligées. C'est la

théorie de premier ordre (FSDT).
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Le déplacement d'apres Timoshenko s'écrit comme suit :

UM) = {;(é’zz,'tg) =: 1]1:/, O(é,c’tz)— Z.Wo (X, t) + 2. 9o (x, ) (IL5a)
T A
d'ou:
@o(x,t) : Cest la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.
Tel que :
Yo (x, ) = @olx, t) —wo(x, 1) (IL.6)

Yo (x, t) : Etant la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.

La distorsion est donnée par la relation suivante:

0y (x,zt Ow(x,z,t
Vaz (%, 0) = (;CZZ 2+ (;xz 2= po(x,0) (IL7)

Sachant que la contrainte de cisaillement est égale :

Txz = Gxz -Yaz = Gxz - 9o (X, 1) (IL8)
d'ou :
G, : c'est le module de cisaillement transversal qui est supposé constant.

Avec cette théorie, les contraintes tangentielles de cisaillement sont constantes et
uniformes sur toute 1'épaisseur de la poutre; cela veut dire qu'elles existent méme sur les bords
supérieurs et inférieurs de la poutre et pourtant il n'ya aucun chargement qui induit le
cisaillement. Cette contradiction mene a introduire un coefficient de correction (ks) pour corriger
et maintenir les contraintes et les déformations du cisaillement transversales constantes a travers
I’épaisseur de la poutre. Ce facteur a ét€ calculé pour la variété de sections de poutres par
(Mindlin et Deresiewicz). ( Cowper et Murty ) ont donné de nouvelles expressions de ce
coefficient « ks » pour différentes sections de la poutre.
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La théorie de Timoshenko est plus riche et plus générale que la théorie élémentaire des

poutres au prix d'une fonction supplémentaire. Cette solution permet d'affiner les solutions
analytiques issues de la théorie classique. Les non nullité des contraintes tangentielles sur les
bords extrémes de la poutre et l'introduction des coefficients de correction de cisaillement ont
menés d'autres chercheurs a essayer de trouver une autre théorie pouvant tenir compte de ces

facteurs; c'est «la théorie d'ordre élevéx.
I1.6.3 Théorie de déformation en cisaillement d'ordre supérieur (HSDBT) :

Par contre de la théorie classique et la théorie de Timoshenko, Dans la théorie d'ordre élevé
la distribution des champs de déplacement est non linéaire selon 1’épaisseur de la poutre. Elle est
plus précise que la théorie du premier ordre puisqu'elle introduit une fonction qui tient compte du
phénomene de " gauchissement ". Ce phénomene apparait lorsque la section transversale de la
poutre perd sa planéité (figure I1.3). La fonction f(z) représente le gauchissement et sa dérivée

f'(2) le cisaillement.

gauchissement
\}\ & de la section

wi(x)

avant deformation

Figure I1.4: Cinématique de poutre d'ordre élevé.

Ces théories sont bien adaptées a la modélisation du comportement des plaques ou des
poutres épaisses, ou la déformation transverse joue un grand role. La plupart des ces modeles
utilisent un développement en série de Taylor [Nguyen, 2004], La précision augmente avec
I'ordre de développement. Le champ de déplacement approché pour le troisieme ordre, est de la
forme [Lo, 1977].
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uo(x,z) = ug(x) + zY(x) + z%¢(x) + z3¢p(x) (11.9)

Pour introduire le phénomene de "gauchissement " il faut modifier le coefficient du terme

cubique par une fonction f(z) .

Pour réduire la complexité il faut éliminer les termes d’ordre deux dans le développement

de déplacement dans I’épaisseur.

Dans, le champ de déplacement devient :

_(u(x,z,t) = ug(x, t) — z.wo . (x, t) + f(2). o(x, 1)
uM) = {W(x, z,t) = wy(x, t) (IL.10)
Va3, 8) = 2520 4 DI = £1(7) gy (x, 1) (IL11)

dx

Pour que les contraintes tangentielles soient nulles sur les bords extrémes de la poutre, on doit

avoir :

f@lz=f(¥3)=0 (IL12)

2

C'est la condition qui nous permet d'avoir une répartition parabolique des contraintes de
cisaillement sur 1'épaisseur de la poutre d'une part et de choisir correctement des fonctions qui

répondent a la condition (II.12).

Selon I’expression de la frontiere de cisaillement f(z), quelques modeles d’ordre supérieur

se sont distingués dans la littérature. Nous citons par ordre chronologique :

L’approche de [Reissner, 1945] :

f@=2z(1-1%) (IL13)

3 h2

L’approche d’ [Ambartsumyan, 1969] :
f(2) =3z (307 -3 2?) (IL14)
L’approche de [Levinson, 1980] et [Reddy, 1984] :

f@=z(1-1%) (IL15)

h2
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Dans ce modele polynomiale, le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal « w » est constant. Ce modele donne une bonne approximation pour les
contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution élastique tridimensionnelle. La
distribution des contraintes de cisaillement transversal est parabolique dans I'épaisseur. Les

conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

L’approche de [Touratier, 1991] :

f(Z) _ h sin (T)

v

(IL.16)

Touratier propose le modele "sinus" qui est différent des autres modeles d'ordre supérieur
puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est
donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement dans 1'épaisseur. La

fonction de cisaillement transverse s'écrit comme ci dessous :

_ ﬁ . E _ ﬁ o (_1)11. E 2n+1
f(Z) T sin (h) o Zn:O (2n+1)! ( h ) (II'17)

Les contraintes de cisaillement transversal déterminées par le modele "sinus" prennent une
forme cosinusoidale dans 1'épaisseur de la plaque. La précision de ce modele par rapport a la

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

L’approche de [Soldatos, 1993]:
f(z) = —hsinh (%) + zcosh G) (I1.18)
L’approche de [Karama, 2003]:

£(2) = ze2@) (IL.19)

[Aydogdu, 2009] propose un nouveau modele exponentiel avec une cinématique plus riche. La

fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante :

f(2) = Za_z(%) /a0 >0 (I1.20)

L’approche de [Mantari, 2012] :
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h . nzZ l(;os(ﬂ) bis ]
z) =—|sin|—)ez W +—z 11.21
f ( ) T [ ( h ) 2h ( )
L’approche de [Nguyen, 2015] :
h 1623
-1
z) = cot (—) -— 11.22
f(2) o) - (IL22)
010 H —O— Ambartsumian
—e— Reddy
—o— Touratier
—— Soldatcs
—o— Karama
005 1 e shi
—<— Adogdu
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Figure I1.5: Variation de la fonction de forme f(z) des différents modeles en fonction de

I’épaisseur.
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Figure I1.6: Variation de la dérivée de la fonction de forme f'(z) des différents modeles suivant

I’épaisseur.
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11.7 Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons présenté les différentes théories des poutres FGM. Ces
théories sont divisées en deux parties, selon la prise en compte du cisaillement ou non,
globalement on distingue trois types qu'on les trouvés dans la littérature, Théorie classique des
poutres (CBT) connu par théorie d’Euler-Bernoulli, Théorie de déformation en cisaillement de

premier ordre (FSDBT) dite théorie de Timoshenko et Théorie d'ordre Supérieur (HSDBT)
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III.1 Introduction :

Des nombreux ouvrages ont été consacrés a 1'étude des structures en matériaux a gradient
évalué (FGM), des recherches énormément varies sont présenté dans la littérature, ils ont traité
les problemes de la stabilité, du flambement et la vibration des structures FGM a savoir les

poutres, les plaques, les coques et d'autres FGM.
IIL.2 Analyse de la stabilité des structures (FGM) :
II1.2.1 Les poutres en (FGM) :

Ke et Wang [Ke, 2011] ont montré a travers des plusieurs études que l'effet de la taille des
matériaux sur la stabilité dynamique des micro-poutres en FGM ne peut étre pris en compte que
lorsque le parametre d'échelle de longueur a la méme valeur que celui de 1'épaisseur de la poutre.
Autres chercheurs tel que Piovan et Machado [Piovan, 2011] ont suggéré que les zones
dynamiquement instables des poutres FGM a parois minces varient inversement a la rigidité
élastique. Azizi et autres [Azizi, 2012] ont fait une analyse de la stabilité sur des MEMS
piézoélectriques FGM (Micro-Electro-Mechanical Systems) et ont déduit que pour que les
micro-poutres piézoélectriques FGM soient dans 1'état stable, une fréquence d'excitation et une
quantité de tension AC appropriées sont nécessaires. Pour l'analyse statique, la stabilité des
micro-poutres FGM capacitifs ne change pas lorsque la température de la source change, a
condition que la tension appliquée reste constante. D'autre part, dans le cas d'une analyse
dynamique, la température affecte la stabilité. Zamanzadeh et son groupe [Zamanzadeh, 2013]
ont suggéré que pour l'analyse du comportement mécanique, 1'échelle de longueur des matériaux
doit étre prise en considération. Esfahani et ses collegues [Esfahani, 2013] ont étudié le
phénomene du flambement thermique, ils ont constaté que le flambement et le post- flambement
des poutres FGM reposant sur une fondation élastique non linéaire dépendent de la température
de son constituant. De plus, la température critique de flambement est affectée par les
coefficients de fondation élastique, lorsque la charge thermique est soumise a une augmentation
de température uniforme ou a une conduction thermique. Komijani et ses collaborateurs
[Komijani, 2014] ont trouvé que les parametres linéaires et non linéaires d'une fondation sont
responsables de la résistance au flambement des poutres FGM. [Kolakowski, 2016] a effectué
une recherche sur la stabilité dynamique des poutres trapézoidales en FGM. 1l a été trouvé une
relation entre les flambements statiques et dynamiques de la structure et les flambements locaux
primaires et secondaires. Nguyen et autres [Nguyen, 2017] ont travaillé sur la stabilité en

flexion-torsionnelle des poutres FGM. 11 a été observé que la poutre longue n'est pas favorable au
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mode de flexion, et dans le cas de torsion, la poutre courte n'est pas idéale. Une autre étude a été
fait sur la vibration et la stabilité des poutres FGM poreuses reposant sur des fondations
élastiques par [Fazzolari, 2018]. 11 a utilisé des différentes théories mathématiques, divers
parametres des matériaux ont été pris en compte pour étudier la fréquence et la charge de

flambement des poutres FGM.
II1.2.2 Les plaques en (FGM) :

Bouazza et ses collaborateurs [Bouazza, 2010] ont étudié le flambement élastique des
plaques rectangulaires en FGM, et il s'avere que la stabilité augmente lorsque les parametres
géométriques augmentent sous une charge uniforme et linéaire. En outre, la différence de
température critique de flambement des plaques épaisses en FGM est sensiblement affectée par
la déformation de cisaillement transversale. Jalali et autres [Jalali, 2010] ont étudié des plaques
circulaires stratifiées de fonctionnellement graduées ayant des épaisseurs différentes et des
températures constantes en utilisant la théorie de la déformation par cisaillement du premier
ordre FSDT. II a été constaté que le facteur de flambement thermique augmente avec
l'augmentation de l'indice de fraction volumique et la diminution du rapport d'épaisseur des
plaques. Jedrysiak et Michalak [Jedrysiak, 2011] ont proposé un modele pour les problemes
dynamiques et de stabilité des structures FGM en plaques minces. Naderi et Saidi [Naderi,
2011] ont proposé la solution exacte de I'analyse de la stabilité des plaques sectorielles en FGM
reposant sur une fondation élastique. Il a été¢ déduit que la charge critique de flambement peut
étre réduite en augmentant le parametre de Winkler et l'indice de la loi de puissance. La
fondation élastique et 1'épaisseur de la plaque peuvent grandement affecter la charge critique de
flambement et la stabilité¢ des plaques FGM ayant des bords circulaires libres. Houari et ses
collegues [Houari, 2011] ont utilisé la théorie des plaques raffinées a deux variables pour
I'analyse de flexion thermoélastique de plaques sandwich FGM. La théorie présentée une forte
similitude avec la théorie classique des plaques dans de nombreux aspects, ne nécessite pas de
facteur de correction de cisaillement et donne lieu a une variation de contrainte de cisaillement
transversale de telle sorte que les contraintes de cisaillement transversales varient
paraboliquement sur 1'épaisseur. Il a été conclu que la théorie proposée est précise et simple pour
résoudre le comportement de flexion thermoélastique de plaques FGM. Daouadji et ses
collaborateures [Daouadji, 2012] ont présenté une formulation théorique, des solutions de
Naviers de plaques rectangulaires basées sur un nouveau modele de déformation par cisaillement
d'ordre supérieur pour l'analyse statique et dynamique des plaques FGM. Ils ont effectué des

études paramétriques pour varier la fraction volumique de céramique, les profils de fraction
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volumique, les rapports d'aspect et les rapports longueur/épaisseur. Les résultats sont en bon
accord avec d'autres résultats disponibles dans la littérature. Tounsi et ses collegues [Tounsi,
2013] ont présenté une théorie raffinée de la déformation par cisaillement trigonométrique
(RTSDT) prenant en compte les effets de la déformation par cisaillement transverse pour
I'analyse de flexion thermoélastique de plaques sandwich. La théorie présentée ne nécessite pas
de facteur de correction de cisaillement, les composantes de déplacement sont exprimées par une
représentation en série trigonométrique a travers 1'épaisseur de la plaque pour développer une
théorie bidimensionnelle et donnent lieu a une variation de contrainte de cisaillement transverse
de telle sorte que les contraintes de cisaillement transversales varient paraboliquement sur
I'épaisseur. [Bateni, 2013] Bateni et autres ont fait une étude complete sur la stabilité des plaques
FGM, ils ont déduit l'importance des conditions aux limites dans le plan pour l'analyse du
flambement. [Nabian, 2013] a suggéré que la tension d'arrachement et la pression hydrostatique
acceptables pour les microplaques FGM se situent dans la zone stable. Les résultats obtenus ont
été jugés utiles pour la conception des MEMS ( Micro-Electro-Mechanical Systems). [Zhang,
2013] Zhang et autres ont analysé la stabilité et la bifurcation des plaques FGM et ont trouvé la
solution numérique qui correspond a la prédiction analytique en utilisant la méthode Runge-
Kutta du quatrieme ordre. [Kiani, 2014] Kiani et Eslami ont travaillé sur la stabilité thermo-
inertielle non linéaire des plaques FGM. 1l a été conclu que la rotation des plaques FGM peut les
stabiliser a partir d'une région instable sous charge thermique. Pendant la rotation, un phénomene
de rupture peut se produire. [Swaminathan, 2014] Swaminathan et Naveenkumar ont proposé
un modele de calcul pour I'analyse de la stabilité des plaques en FGM. Des différents modeles
de calcul avec différents degrés de liberté qui reconnaissent les conséquences des déformations
transversales et de cisaillement ont été examinés et ont conclu que la charge critique de
flambement des plaques FGM peut étre atteinte par la théorie des déformations d'ordre supérieur.
L'analyse de la stabilité dynamique des S-FGM en utilisant la théorie des plaques raffinées a
quatre variables a été étudiée par Han et ses collaborateurs [Han, 2015]. Les résultats montrent
que sous une charge dynamique, la fréquence non dimensionnelle reste constante quelle que soit
la variation de la rigidit¢ du S-FGM. Cependant, sous une charge statique, les fréquences
d'excitation non dimensionnelles peuvent étre réduites proportionnellement par le rapport
d'épaisseur. En outre, la zone d'instabilité des plaques de S-FGM est directement proportionnelle
au facteur de charge statique et aux parametres du milieu élastique. La charge critique de
flambement et la température des microplaques de FGM sous charge mécanique et thermique ont
été analysées par Mirsalehi et d'autres chercheures [Mirsalehi, 2015]. 1l a été remarqué que la

charge critique et la température varient toutes deux en fonction du parametre d'échelle de
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longueur, sauf dans le cas ou 1'épaisseur de la plaque est suffisamment élevée par rapport a la
longueur. Cependant, la charge critique et la température varient inversement en fonction de la
longueur de la plaque et de la fraction de volume, a condition que le volume soit constant pour
une longueur donnée. Rezaee et Jahangiri [Rezaee, 2015] ont travaillé sur la vibration chaotique
et la stabilité des plaques aéroélastiques piézoélectriques en FGM. Des résultats utiles ont été
obtenus pour l'amplitude de résonance, le point de bifurcation et la largeur de la zone de
résonance sous différentes excitations (for¢age, paramétrique, pression dynamique,
aérodynamique supersonique et piézoélectrique). De plus, 1'amplitude de la réponse du systeme
est directement proportionnelle au comportement hystérique. Ashoori et Sadough [Ashoori,
2016] ont effectué¢ une analyse de la stabilité thermique non linéaire et traiter le phénomene
d'encliquetage dans les plaques circulaires en FGM. Les résultats montrent que la pré-charge
thermique provoque un comportement d' encliquetage dans les plaques de FGM dépendant de la
microstructure et de la taille. La pré-charge thermique provoque une instabilité de bifurcation
dans les plaques circulaires FGM a condition que la température augmente d'une maniere

uniforme.
II1.2.3 Les coques en (FGM)

[Matsunaga, 2009] a présenté une théorie de la déformation d'ordre supérieur
bidimensionnelle (2D) pour étudié de flambement des coques cylindriques circulaires en FGM. 11
été trouvé que les fréquences propres, la contrainte de flambement, la distribution du
déplacement et les composantes de la contrainte des coques cylindriques circulaires FGM
peuvent étre anticipées avec précision par l'utilisation de la théorie de la déformation d'ordre
supérieur 2D. [Sofiyev, 2009] a utilisé la méthode Galerkin pour obtenue la pression de
flambement, les fréquences cycliques fondamentales, et le nombre d'ondes pertinentes des
coques coniques FGM. [Deniz, 2013] a étudié I'effet des revétements composites FGM sur la
charge axiale critique qu'il est dépend de la fraction volumique ou des parametres géométriques
des coques FGM. [Sahmani, 2013] et ces collegues sont trouvés que la zone d'instabilité des
microcoques FGM est inversement proportionnelle au parametre d'échelle de longueur sans
dimension et directement proportionnelle au facteur de charge statique. [Dung, 2014] est
travaillé sur la stabilité des coques tronconiques FGM. Les résultats obtenues montrent que la
charge critique de flambement et la stabilit¢ augmentent lorsqu'une quantité de raidisseurs
augmente sur une coque conique, et qu'elle est fortement affectée par les parametres de
fondation. [Shen, 2014] constate que la stabilit¢ dynamique d'une coque FGM périodique

transportant un fluide pour différentes portées de densité de fluide sans dimension peut étre
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améliorée en augmentant la longueur d'une coque, et la structure principale de la coque devrait
adopter la périodicité, alors que la stabilit¢é dynamique varie inversement avec la densité d'une
coque. [Anh, 2015] est fait une analyse de la stabilité des coques de FGM sur une fondation
élastique. La pression externe et la fondation élastique jouent un rdle important dans la charge de
flambement de bifurcation, la capacité de résistance a la température, et la charge mécanique des
coques de FGM. [Huang, 2015] a étudié 1'analyse du flambement élasto-plastique des coques
cylindriques en FGM soumises a une pression externe. il se base sur la théorie de la déformation
J2, il a été souligné que les zones de flambement élastique, élasto-plastique et plastique des
coques cylindriques en FGM peuvent étre différenciées. [Duc, 2016] montre que la capacité de
chargement, le flambement et le post-flambement des coques cylindriques elliptiques ES-FGM
sont énormément affectés par les parametres géométriques, la fraction volumique, les raidisseurs
et la fondation élastique. Sofiyev et Kuruoglu [Sofiyev, 2016] ont effectué¢ une analyse de la
stabilit¢ des coques coniques en FGM. Divers résultats ont été obtenus, montrant le
comportement de la charge axiale critique, tant dimensionnelle que non dimensionnelle, sous
I'impact de nombreux parametres tels que la contrainte de cisaillement, l'indice de fraction

volumique, la couche de FGM, 1'épaisseur du noyau et I'angle du semi-vertex.
II1.2.4 Autres structures en (FGM) :

Des études des comportements de flambement et de post-flambement des panneaux
cylindriques en FGM sont présentés par [Duc, 2010] et [Tung, 2010], ils ont conclu que les
matériaux et les parametres géométriques peuvent tous deux affecter le comportement de post-
flambement des panneaux cylindriques en FGM. Batani et Eslami [Bateni, 2014] ont trouvé a
travers les recherches que les arcs peu profonds en FGM peuvent suivre une trajectoire
d'équilibre et devenir instables en fonction de la limite de charge critique des forces internes.
Sedighi et ses collaborateurs [Sedighi, 2015] ont étudié 'analyse de la stabilité dynamique des
FGM-NEMS asymétriques (structure nano électromécanique). Les résultats montrent que la
tension de tirage des nanostructures varie proportionnellement a la contrainte de surface et
inversement aux parametres non locaux. La tension d'amorcage et 1'amplitude des nanostructures
ne peuvent pas €tre examinées sans la conductivité finie du FGM. Récemment, Barati et
Shahverdi [Barati, 2017] ont étudié 1'analyse de la stabilité des panneaux FGM supersoniques
poreux. Il a été constaté que la stabilité des panneaux FGM dépend de la nature de la porosité et
du taux d'humidité des panneaux FGM. Deng et des autres chercheurs [Deng, 2017] ont évalué
la stabilité des tuyaux en FGM a plusieurs portées. La stabilité des tuyaux en FGM varie

proportionnellement a l'exposant de fraction volumique, alors que les fréquences et vitesses
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naturelles varient proportionnellement a I'exposant de fraction volumique et varient inversement
avec les parametres non locaux. [Huang, 2017] Huang et ses collegues ont trouvé que la fraction
volumique et le rayon par rapport a I'épaisseur jouent un rdle important dans la pression
hydrostatique de flambement critique et le flambement élastoplastique des anneaux circulaires en

FGM.
III.3 Analyse du flambement des structures (FGM) :
II1.3.1 Les poutres en (FGM) :

L'une des recherches cible l'analyse du flambement des micro-poutres en FGM par
l'utilisant de la théorie de contrainte doublée modifiée a été réalisée par Nateghi et ses collegues
[Nateghi, 2012]. 11 a été constaté que la déviation de la charge de flambement peut étre obtenue
par la théorie de la contrainte doublée modifiée et d'autres théories classiques. En outre, le
coefficient de Poisson joue un rdle important dans le flambement des micro-poutres en FGM.
Sahmani et Ansari [Sahmani, 2013] ont effectué une analyse de flambement des micro-poutres
en FGM soumises a un effet thermique. Il a été révélé que la charge critique de flambement des
micro-poutres FGM en milieu élastique diminue avec l'augmentation de la température a
condition que le rapport d'élancement soit élevé. Dans le méme sujet, Simsek et Reddy [Simsek,
2013] ont étudié le flambement des micro-poutres FGM a l'aide de la théorie de la contrainte
doublée modifiée. Ils ont montré que la charge critique de flambement peut €tre augmentée en
incluant une constante de milieu élastique. Lanc et autres [Lanc, 2015] ont fait une analyse du
flambement des poutres FGM Sandwich en considérant différentes conditions aux limites. Il a
été déduit que la diminution du flambement critique dans toutes les conditions aux limites a une
relation directe avec le rapport d'épaisseur peau-cceur-peau de la poutre en caisson. De plus, la
répartition des matériaux sur un volume de poutre en caisson joue un rdle important dans la
charge de flambement critique. Nguyen et autres [Nguyen, 2015] ont introduit une nouvelle
théorie de déformation par cisaillement qui répartit la contrainte de cisaillement transversale
dans les poutres FGM Sandwich de maniere hyperbolique. Les résultats obtenus a travers a cette
nouvelle théorie tiennent compte de la charge de flambement critique en considérant des
parametres tels que l'indice de loi de puissance, le rapport longueur/profondeur et 1'épaisseur de
la peau a 1'ame et correspondent a d'autres théories existantes. Huang et ses collaborateurs
[Huang, 2016] ont examiné le flambement des poutres FGM axiales en utilisant la théorie de
Timoshenko. Il a été conclu que le gradient et le parametre géométrique jouent un rdle

significatif dans la détermination de la charge critique de flambement. Nguyen et autres

34



‘_]
Chapitre III : Investigation sur les travaux réalisés sur les structures FGM

[Nguyen, 2016] ont utilisé la théorie de la déformation quasi-cisaillement pour analyser le
flambement des poutres FGM Sandwich. Divers parametres tels que 1'indice de loi de puissance,
le rapport entre 1'épaisseur de la couche de peau et 1'épaisseur de la couche du noyau et le rapport
entre la portée et la profondeur ont été étudiés pour la charge critique de flambement. Les
résultats obtenus coincider avec les résultats précédents rapportés dans la littérature. [Simsek,
2016] a Examiné les influences de la gradation du matériau, de la déformation en cisaillement et
des différentes conditions aux limites sur le comportement au flambement des poutres (2D-
FGM). 11 a constaté que l'indice de gradient, le flambement des poutres FGM Timoshenko
bidimensionnelles peut étre controlé. [Heydari, 2017] et [Shafiei, 2017] a travers des plusieurs
recherches, ils ont constaté que l'effet de 1'indice de puissance de la poutre poreuse FGM est plus
important s'il varie dans la direction de 1'axe par opposition a la direction de 1'épaisseur. En outre,
la charge de flambement non dimensionnelle diminue lorsque la fraction volumique augmente.
[Li, 2017] a étudié le flambement des poutres a gradation fonctionnelle axiale basée sur la
théorie du gradient de déformation non local. Les résultats obtenus montrent que la charge de
flambement critique a une relation directe avec le parametre d'échelle de longueur et une relation
inverse avec le parametre non local. En outre, sur la base du parametre dépendant de la taille, un
effet d'assouplissement et de durcissement de la rigidité peut €tre produit par les poutres FGM
axiales sur la charge de flambement critique. Nguyen et autres [Nguyen, 2017] ont analysé le
flambement latéral des poutres FGM en sections ouvertes. Les résultats révelent que les
parametres de flambement dépendent de la variation de l'indice de fraction volumique. De plus,
il a été expliqué que le rapport du moment final et le noyau céramique ont un effet considérable

sur la capacité de flambement.
I11.3.2 Les plaques en (FGM) :

Boghadi et Saidi [Bodaghi, 2010] ont étudié¢ l'analyse du flambement des plaques
rectangulaires en FGM. Les résultats montrent que la charge de flambement critique a une
relation inverse avec le rapport hauteur/largeur, alors que la charge de flambement augmente
avec 'épaisseur de la plaque FGM. El Meiche et ses collegues [El Meiche, 2011] ont étudié la
charge de flambement de la plaque sandwich FGM en utilisant la théorie de la déformation par
cisaillement hyperbolique, le nombre de fonctions inconnues impliquées n'est que de quatre. Les
résultats sont en bon accord avec d'autres théories de déformation d'ordre élevées avec plus de
fonctions inconnues. Bourada et autres [Bourada, 2012] ont utilisé une nouvelle théorie
raffinées des plaques a quatre variables pour l'analyse du flambement thermique des plaques

sandwich en FGM. Les charges thermiques sont supposées comme des augmentations de
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température uniformes, linéaires et non linéaires dans la direction de 1'épaisseur. Enfin ils ont
discuté sur les effets des rapports d'aspect et d'épaisseur, de l'indice de gradient, du type de
chargement et du type de plaque sandwich sur le flambement critique. Ghannadpour et autres
[Ghannadpour, 2012] ont fait des expériences sur la température critique de flambement des
plaques FGM. 1l est rapporté que la température critique de flambement est directement
proportionnelle au rapport de hauteur/largeur et inversement proportionnelle au rapport de la
largeur a 1'épaisseur. Thai et Choi [Thai, 2012a] ont proposé une théorie simple et raffinée pour
I'analyse du flambement des plaques FGM. Les résultats obtenus montrent que la charge de
flambement critique non dimensionnelle diminue avec 'augmentation de l'indice de puissance.
De plus, la charge de flambement critique non dimensionnelle augmente avec 1'augmentation du
rapport de module E./E., du rapport d'aspect b/a et du rapport d'épaisseur a/h des plaques FGM.
Au méme titre [Asemi, 2013] a conclu que sous les charges de cisaillement, la charge de
flambement diminue en augmentant la surface de la plaque rectangulaire. Ait Amar et ses
collaborateurs [Ait Amar, 2014] ont présenté une théorie efficace et simple de la déformation
par cisaillement pour le flambement d'une plaque sandwich en FGM reposant sur des fondations
élastiques dans diverses conditions aux limites. Les résultats numériques obtenus montrent que la
théorie actuelle a une précision comparable aux théories existantes de déformation par
cisaillement d'ordre supérieur qui contiennent plus d'inconnues. Jabari et autres chercheurs
[Jabbari, 2014] ont fait une analyse du flambement de la plaque poreuse circulaire en FGM
soumise a un champ magnétique transversal. La conclusion de l'analyse révele que le champ
magnétique critique varie inversement avec la porosité de la plaque et la compression du fluide
dans les pores des matériaux. D'autre part les effets des fissures et des découpes sur le
comportement au flambement des plaques de FGM sous charge thermique et mécanique sont
examinés par Natarajan et ses collaborateurs [Natarajan, 2014]. Il a été conclu que la charge de
flambement critique a une relation inverse avec le nombre de fissures, la longueur d'une fissure
et I'indice de gradient de la plaque FGM. Au méme titre, Panahandeh et Amiri [Panahandeh,
2014] ont étudié le flambement des plaques FGM fissurées reposant sur une fondation
élastique Pasternak. Les résultats montrent que l'augmentation du rapport entre les fissures et la
largeur diminue la charge critique de flambement. Cependant, I'augmentation de la rigidité de la
fondation élastique et de l'angle de la fissure entraine une augmentation de la charge de
flambement critique a condition que le rapport entre la fissure et la largeur ne soit pas assez
grand pour une charge uni-axiale. Kulkarni et autres [Kulkarni, 2015] ont proposé une nouvelle
solution pour I'analyse du flambement des plaques FGM a l'aide de la théorie de la déformation

trigonométrique inverse cotangentielle (ITSDT). Les résultats obtenus ont été comparés aux
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résultats d'autres théories. Lal et Ahlawat [Lal, 2015] ont étudié le flambement des plaques
circulaires en FGM par l'utilisation d'une approche semi-analytique, a savoir une méthode
de transformation différentielle. ils ont conclu que les plaques céramiques isotropes sont plus
utiles que les plaques FGM pour obtenir une charge de flambement critique. En outre, la charge
de flambement critique dans les plaques de FGM serrées est plus importante que dans les plaques
de FGM simplement appuies, a condition que l'indice de fraction volumique soit le méme.
Mantari et Monge [Mantari, 2016] ont suggéré une optimisation du flambement pour examiner
le flambement des plaques sandwich FGM. Dong et Li [Dong, 2017] a travers ces recherches,
ont trouvé que la charge de flambement critique est en relation directe avec 1'épaisseur de la
plaque FGM. Joshi et ses collegues [Joshi, 2017] ont proposé une relation non classique pour
le phénomene de flambement thermique géométriquement linéaire d'une microplaque
fissurée. ils ont conclu que l'existence de fissures dans les microplaques FGM diminue la
température critique de flambement. De plus, la charge de flambement thermique a une relation

directe avec 1'épaisseur des microplaques FGM fissurées.
II1.3.3 Les coques en (FGM) :

[Sofiyev, 2010] a présenté une analyse du flambement des coques tronconiques et
cylindriques en FGM sous pression hydrostatique. Il a été conclu que la gradation des matériaux
sur un volume a un effet énorme sur la pression de flambement. Une autre analyse du vibration
et du flambement des coques cylindriques en FGM a deux couches a été réalisée par Sepiani et
ses collegues [Sepiani, 2010]. 11 a été constaté que la fréquence fondamentale des coques
cylindriques en FGM sous l'effet des forces statiques et périodiques est tres affectée par le
cisaillement transversal, l'inertie rotative, la composition du matériau et le mode de déformation.
[Sofiyev, 2011] a étudié I'influence de la charge combinée critique et des profils de composition
sur les coques circulaires en FGM avec et sans fondation Winkler et Pasternak .II a conclu que
les profils de composition, les rapports longueur/rayon et rayon/hauteur, et une fondation
élastique ont un effet considérable sur les charges axiales et combinées critiques des coques
tronconiques en FGM. Huang et ses collegues [Huang, 2011] ont travaillé sur I'analyse de
flambement des coques cylindriques en FGM sous l'effet d'une charge de flexion pur non
uniforme sur la section de la coque. Les résultats trouvées indiquent que le moment critique de
flambement d'une coque a une relation directe avec sont €paisseur. Satouri et autres chercheurs
[Satouri, 2015] ont analysé le flambement des coques cylindriques de FGM en deux dimensions
avec l'application de la théorie de la déformation par cisaillement du troisieme ordre. Les

résultats obtenus montrent que la charge critique de flambement varie directement en fonction du
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rapport entre 1'épaisseur et le rayon. La rigidité du coté extérieur de la coque permet de résister a
un flambement important par rapport a la rigidité a lI'intérieur de la coque. De plus, 1'épaisseur du
cylindre a également un effet considérable sur la capacité de la coque a supporter la charge de
flambement. [Sofiyev, 2015] a présenté une solution de flambement des coques tronconiques en
FGM de forme fermée sous les deux pressions; hydrostatique et latérale critique, en utilisant la
théorie de la déformation par cisaillement (SDT). Sun et autres [Sun, 2015] ont étudié l'influence
de la déformation de cisaillement transversale et de la sensibilité imparfaite sur le flambement
des coques cylindriques en FGM soumises a une compression axiale dans un environnement
thermique pour différentes conditions aux limites. Zhang et ses collaborateurs [Zhang, 2015] ont
analysé le flambement des coques en élastomere FGM soumises a la compression et a la
pression. Les résultats montrent que la pression latérale et la charge de compression axiale
critique subissent toutes deux leurs effets si l'une d'elles est présente. Une autre analyse du
flambement des microcoques FGM soumises a une charge axiale et radiale a été réalisée par Lou
et autres [Lou, 2016]. Il ont montré que 1'existence d'une pression radiale externe provoque une
diminution de la charge critique de flambement. De plus, la charge de flambement critique est
plus élevée sans tenir compte de la déformation de pré-flambement. Seifi et Avatefi [Seifi, 2016]
ont étudié les conséquences de la pression interne sur le flambement des coques cylindriques en
FGM. 1l a été conclu que les défauts diminuent considérablement le moment de flexion critique
et modifient le mode de flambement. L'augmentation du pourcentage de céramique, du rayon et
de 1'épaisseur augmente la charge de flambement tandis que la longueur du cylindre n'a pas
d'effets considérables dans des coques parfaites. Sofeyev et Kuruoglu [Sofiyev, 2016] ont évalué
I'effet d'une coque tronconique en FGM sur la pression latérale critique et hydrostatique dans
diverses conditions limites. Wang et ses collegues [Wang, 2018] ont étudié le flambement des
coques cylindriques en FGM renforcés par des plaquettes de graphene. Les résultats obtenus
montrent que la charge de flambement a une relation directe avec la fonction de poids et le
rapport longueur/épaisseur des plaquettes de graphene. Dans le cas ou une découpe est
nécessaire dans les coques en FGM, la géométrie de la découpe sur les bords de la coque est

supposée étre carrée ou rectangulaire pour une meilleure performance de flambement.
II1.3.4 Autres structures en (FGM) :

En plus des études susmentionnés sur les coques, les plaques et les poutres FGM, des
autres analyses de flambement ont été effectuées sur les structures en FGM. Oyekoya et ses
collaborateurs [Oyekoya, 2009] ont suggéré des criteres de conception optimisés pour les

structures composites FGM afin d'améliorer la charge critique de flambement. Singh et Li
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[Singh, 2009] ont proposé un modele mathématique a faible dimension comprenant la méthode
d'itération des valeurs propres de Newton (NEIM) pour calculer la charge de flambement de la
colonne de gaz combustible de maniere adéquate. Huang et Li [Huang, 2010] ont introduit un
nouveau modele tenant compte de la déformation en cisaillement pour analyser les effets du
gradient radial sur les charges de flambement des poteaux élastiques a section transversale
circulaire en FGM. La méthode s'est avérée simple et les résultats ont été comparés avec d'autres
théories existantes comme celles de Timoshenko, Reddy-Bickford et Euler-Bernoulli. Bich et ses
collegues [Bich, 2012] ont examiné le flambement d'un panneau conique en FGM soumis a une
charge mécanique. Les résultats montrent que le parametre géométrique et la gradation du
matériau affectent de maniere significative le comportement de flambement des panneaux
coniques en FGM. Wu et autres [Wu, 2013] ont effectué une analyse de flambement du cylindre
circulaire creux en FGM sous compression axiale et pression externe combinées. Des résultats
utiles ont été obtenus, montrant les changements de la charge critique la plus faible sous
différents parametres comme le rapport d'aspect de la longueur sur rayon et rayon sur épaisseur,
l'indice de gradient et l'intensité de la charge. [Hajlaoui, 2015] a prolongé ces travaux pour
développer un élément de coque solide supposé amélioré pour étudier le comportement des
structures FGM sous des charges de flambement. Il a conclu que la contrainte de flambement du
P-FGM a une relation inverse avec la loi de puissance. En outre, 'augmentation du rapport
rayon/épaisseur entraine une diminution de la contrainte de flambement. De nombreuses
recherches ont été effectuées pour l'analyse du flambement des FGM soumises a différentes
charges (mécaniques, thermiques, de cisaillement, axiales et radiales), pressions (uni-axiales, bi-
axiales et hydrostatiques), effet thermique, champ magnétique transversal, etc., a l'aide de
théories mathématiques approfondies, a savoir HOSDT, SDT, MCST, ITSDT, QSDT, SDT
hyperbolique et la théorie du poutre de Timochenko. Il ressort de la littérature que, parmi divers
autres facteurs, la gradation des matériaux sur un volume, le profil de composition et les
parametres géométriques des FGM jouent un rdle essentiel dans le flambement. En outre, la
plupart des chercheurs ont examiné la relation entre divers indices, rapports (indice de loi de
puissance, indice de gradient, rapport d'élancement, rapport de module et rapport d'aspect) et les
charges de flambement. Peu d'études ont également été trouvées sur l'analyse du flambement en

ce qui concerne les fissures dans les FGM [Zhang, 2019].
III.4 Analyse des vibrations libres des structures (FGM) :

II1.4.1 Les poutres en (FGM) :
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Rahmani et autres [Rahmani, 2009] ont étudié la vibration libre d'une structure en
sandwich ayant un noyau syntaxique FGM a l'aide de la théorie des panneaux sandwich d'ordre
supérieur. Les résultats obtenus révelent que 1'inhomogénéité du matériau joue un rdle important
dans les modes propres de la poutre. De plus, les fréquences propres ont une relation inverse
avec le rapport entre la portée et I'épaisseur. Simsek et Kocatiirk [Simsek, 2009] ont étudié la
vibration libre des poutres FGM soumises a une charge harmonique mobile concentrée. 1l a été
conclu que l'exposant de la loi de puissance joue un réle important dans l'analyse de la vibration
libre en tenant compte de la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli. Sina et autres [Sina, 2009]
ont appliqué une nouvelle théorie des poutres pour étudier la vibration libre des poutres FGM.
Une analyse complete a été présentée concernant les formes de mode des poutres FGM en
utilisant la théorie des poutres a déformation par cisaillement du premier ordre (FSDBT1 et
FSDBT2) et la théorie classique des poutres. Il a été démontré que I'exposant de la loi de
puissance, la distribution de la loi de puissance, le mode de vibration, la géométrie de la structure
et 1'épaisseur affectent grandement la vibration libre des poutres FGM. Huang et Li [Huang,
2010] ont proposé une nouvelle méthode basée sur les équations intégrales de Fredholm et ont
évalué la fréquence propre des poutres FGM ayant une section transversale non uniforme en
tenant compte de la rigidité a la flexion, de la densité de masse et du parametre de gradient axial.
Les résultats ont été jugés utiles pour la conception de structures de poutres non homogenes.
Alshorbagy et ses collaborateurs [Alshorbagy, 2011] ont utilisé la méthode des éléments finis
pour élaborer la vibration libre des poutres en FGM. 1l a été montré que le présent modele est
efficace pour comparer la poutre conique de largeur ou profondeur linéairement variable et les
poutres graduées de non-homogénéité polynomiale spéciale. De plus, il a été suggéré d'utiliser
les théories de Timoshenko ou de Reddy pour étudier l'effet du rapport d'élancement. Sur la base
de la théorie du poutre de Timoshenko, les micro-poutres de FGM ont été analysés par Ansari et
autres [Ansari, 2011]. La fréquence propre sans dimension a été examinée par rapport a divers
parametres tels que l'indice de gradient, le rapport d'élancement, le mode de la poutre et
I'épaisseur de la poutre en utilisant la théorie classique, la théorie de la contrainte doublée
modifiée (MCST) et la théorie du gradient de déformation (SGT). Il a été conclu que les micro-
poutres de FGM ont une valeur de fréquence propre sans dimension plus élevée que les autres
micro-poutres et moins que les micro-poutres de carbure de silicium (SiC). De plus, les micro-
poutres de FGM ont des fréquences intermédiaires dans les micro-poutres métalliques et
céramiques. Alshorbagy et autres [Alshorbagy, 2011] ont présenté une analyse des vibrations
libres des poutres FGM en utilisant la méthode numériques des éléments finis, d'ou les équations

de mouvement des poutres FGM sont dérivées a l'aide de la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli
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et du principe de travail virtuel. Il a été déduit que la fréquence sans dimension a une relation
directe avec l'exposant de la loi de puissance (lorsque le rapport est inférieur a un) et les
déviations dynamiques normalisées. Hein et Feklistova [Hein, 2011] ont utilisé I'approche par
ondelettes de Haar pour trouver les fréquences des poutres en FGM en utilisant différentes
géométries, densités de masse et coefficients aux limites. Les résultats montrent que 1'approche
par ondelettes de Haar est capable de calculer des fréquences pour les poutres avec différentes
formes, rigidité, densité de masse, petits ou grands coefficients aux limites de translation et de
rotation. L'avantage de la nouvelle approche c'est sa simplicité. Shahba et ses collaborateurs
[Shahba, 2011] ont analysé la vibration libre des poutres coniques de Timoshenko en FGM. Les
résultats montrent que la fréquence propre diminue avec le rapport de conicité. Yousefi et
Rastgoo [Yousefi, 2011] ont utilisé la méthode de Ritz pour analyser la vibration libre des
poutres courbes spatial en FGM qui se présentent sous la forme d'un ressort hélicoidal
cylindrique. Il a été rapporté qu'en augmentant le nombre de tours et 1'angle de pas d'hélice, le
parametre de fréquence augmente. Shahba et Rajasekaran [Shahba, 2012] ont utilisé la méthode
des éléments de transformation différentielle (DTEM) et la méthode des éléments de quadrature
différentielle (DQEM) d'ordre inférieur pour déterminer les fréquences transversales et
longitudinales des poutres en FGM d'Euler-Bernoulli. Les résultats montrent que la DTEM est
rapide par rapport a la DTM (la méthode de transformation différentielle), et que les résultats
obtenus sont plus précis. Thai et Vo [Thai, 2012b] ont développé des théories de fortes
similitudes avec la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli dans certains aspects, pour 1'analyse de
flexion et la vibration libre de poutres FGM. Les théories développées tiennent compte de la
variation d'ordre supérieur de la déformation de cisaillement transverse a travers la profondeur de
la poutre, et satisfont les conditions aux limites. Il a été conclu que les effets de déformation par
cisaillement réduisent les fréquences propres des poutres de FGM. Wattanasakulpong et ses
collaborateurs [Wattanasakulpong, 2012] ont utilisé une théorie améliorée de la déformation
par cisaillement du troisiecme ordre pour formuler une équation déterminante pour prédire la
vibration libre de poutres en couches de FGM, il a été conclu que la position de la masse ajoutée
au poutre a un effet substantiel sur les fréquences. Wei et autres [Wei, 2012] ont utilisé la
méthode de la matrice de transformation pour étudier I'effet du nombre et de I'emplacement des
fissures, de l'inertie rotative et de la déformation par cisaillement sur les fréquences des poutres
d'Euler-Bernoulli et de Timoshenko. Les résultats montrent que l'existence de fissures dans les
poutres de FGM diminue les fréquences et modifie le mode de vibration. De plus, I'inertie en
rotation a un effet négligeable, et la déformation en cisaillement a un effet significatif sur la

vibration libre des poutres en FGM. Aydin [Aydin, 2013] a étudié la vibration libre des poutres
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FGM contenant un nombre arbitraire de fissures a bord ouvert. L'étude est basée sur une poutre
Euler-Bernoulli et des ressorts de rotation sans masse reliant deux segments intacts de la poutre.
Une étude paramétrique détaillée a été effectuée pour examiner les influences de la profondeur
des fissures, de l'emplacement des fissures, du nombre total de fissures, de la distribution des
propriétés des matériaux et des conditions aux limites sur les fréquences propres des poutres
FGM endommagées par un déterminant du troisieme ordre. Les résultats montrent que la
fréquence diminue lorsque les fissures se développent a un point ou le moment de flexion est
concentré. En plus, par rapport aux études précédentes, cette diminution de l'ordre des
déterminants peut conduire a des avantages significatifs dans le temps de calcul. Huang et autres
[Huang, 2013] ont présenté une nouvelle approche pour étudier les comportements de vibration
des poutres de Timoshenko a gradation fonctionnelle axiale avec une section transversale non
uniforme pour obtenir des fréquences propres d'ordre supérieur et inférieur de maniere efficace.
Une autre analyse de la vibration libre des poutres rectangulaires en FGM chargées axialement a
été réalisée par Nguyen et ses collaborateurs [Nguyen, 2013]. II a été conclu qu'en changeant le
mode de force axiale de la tension a la compression, les fréquences propres disparaissent. De
plus, la fréquence propre augmente sous l'effet du coefficient de Poisson. Paradhan et
Chakraverty [Pradhan, 2013] ont utilisé la méthode de Rayleigh-Ritz pour examiner la vibration
libre des poutres d'Euler et Timoshenko en FGM. L'objectif de ce travail est d'étudier les effets
des fractions volumiques constituantes, des rapports d'élancement et des théories des poutres sur
les fréquences propres. Civalek et Akgoz [Akgoz, 2013] ont étudié la réponse aux vibration libre
d'une micro-poutre FGM en porte-a-faux conique en conjonction avec la poutre de Euler-
Bernoulli et la théorie des contraintes doublées modifiées. Il a été conclu que les fréquences sans
dimension augmentent en augmentant le rapport du module de Young des surfaces supérieure et
inférieure du poutre jusqu'a ce que la valeur de l'indice de loi de puissance soit faible. Ziane et
ses collaborateurs [Ziane, 2013] ont utilisé la théorie de la déformation par cisaillement du
premier ordre (FSDT) pour calculer les fréquences propres des poutres en caisson FGM a parois
épaisses et minces. Il a été conclu que les fréquences propres de torsion sont directement
proportionnelles au rapport entre 1'épaisseur et le coté. Hadji et ses collaborateurs [Hadji, 2014]
ont développé une théorie des poutres de déformation par cisaillement d'ordre supérieur pour
I'analyse des vibrations statiques et libres de poutres FGM. La théorie tient compte de la
variation d'ordre supérieur de la déformation de cisaillement transversale sur la profondeur de la
poutre. La précision des solutions a été vérifié par comparaison des résultats obtenus avec les
solutions existantes. Aghazadeh et autres [Aghazadeh, 2014] ont utilisé trois théories de poutre,

a savoir la théorie d'Euler-Bernoulli, la théorie du poutre de Timoshenko et la théorie des poutres
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a déformation par cisaillement du troisieme ordre (TSDT) pour étudier la vibration libre des
poutres FGM ayant un parametre d'échelle de longueur variable. Les résultats montrent qu'en
augmentant le parametre d'échelle de longueur, la fréquence du mode de déformation
transversale augmente. Il a également été déclaré que la méthode présentée peut étre utile pour
analyser et concevoir des poutres FGM a petite échelle. Li et ses collegues [Li, 2014] ont étudié
des poutres FGM a moyeu rotatif en utilisant la théorie de la dynamique couplée rigide-flexible.
Le modele dynamique développé ici peut étre utilisé dans la conception de matériaux gradués
des poutres FGM pour obtenir des caractéristiques dynamiques spécifiées. Liu et Shu [Liu,
2014a] ont développé une solution analytique pour étudié 1'impact de la délaminage sur les
fréquences des poutres FGM de maniere exponentielle en utilisant I'hypotheése d'Euler-Bernoulli,
les hypotheses de "mode libre" et de "mode contraint”. Il a été conclu que les fréquences en
mode contraint et en mode libre augmentent en augmentant le rapport du module de Young
jusqu'a une unité, a condition que 1'effet de délaminage n'existe pas. Au méme titre [Liu, 2014b]
a conclu que le délaminage entraine une augmentation des fréquences propres de la poutre FGM
et cet effet devient plus important en augmentant le rapport du module de Young et en diminuant
les propriétés des matériaux. Mashat et ses collaborateurs [Mashat, 2014] ont utilisé la
formulation unifiée de Carrera (CUF) et d'autres théories pour analyser la vibration libre des
poutres FGM. Il est conclu que pour déterminer avec précision les fréquences de flexion et de
torsion des poutres a parois €paisses et minces en FGM, il faut utiliser des théories d'ordre
supérieur. En outre, le (CUF) est utile pour obtenir divers modeles unidimensionnels. Yang et
autres [Yang, 2014] ont présenté une méthode d'équation intégrale de domaine limite sans
maillage pour analyser les comportements de vibration libre des structures de FGM Sur la base
de la théorie de 1'¢élasticité bidimensionnelle, cette méthode conserve 1'avantage de réduction de
dimensionnalité du méthode des éléments aux limites (BEM) classique et utilise des solutions
fondamentales élastostatiques simples. Enfin ils ont démontré efficacité et sa précision élevées
de la présente méthode par des exemples numériques. Hadji et autres [Hadji, 2015] ont utilisé
une théorie raffinée de la déformation par cisaillement exponentielle pour l'analyse des
vibrations libres d'une poutre FGM en tenant compte des porosités qui peuvent éventuellement
se produire a l'intérieur des FGM pendant leur fabrication. Des exemples illustratifs sont
également donnés pour montrer les effets de gradients variables, de fraction volumique de
porosité, de rapports d'aspect et de rapports épaisseur/longueur sur la vibration libre des poutres
FGM. Jin et Wang [Jin, 2015b] ont évalué les fréquences des poutres de FGM en utilisant la
méthode des éléments en quadrature de forme faible. Les résultats se sont avérés étre en bon

accord avec ceux de la littérature existante. Simsek [Simsek, 2015] a étudié la vibration libre du
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poutre de Timoshenko bidirectionnel (BD) de FGM en utilisant la théorie du poutre de
Timoshenko. Il a été signalé que pour répondre aux exigences de conception du (BD) FGM, il
faut tenir compte de l'indice de gradient de matériau et des propriétés. Calim [Calim, 2016] a
examiné les vibrations libres et forcées des poutres FGM Timoshenko sur des fondations
élastiques/viscoélastiques. Il a été avéré que le gradient de matériau est un parametre important
qui joue un role vital dans les fréquences propres et fondamentales de la structure FGM. [Calim,
2016] a ajouté que la variation de l'indice de gradient de matiere affecte la période de vibration et
le déplacement du poutre de Timochenko en FGM. Chen et ses collaborateurs [Chen, 2016] ont
étudié les caractéristiques de vibration libre et forcée des poutres poreuses en FGM avec une
distribution de porosité non uniforme dont les modules d'élasticité et la densité de masse sont
échelonnés de maniere non linéaire le long de la direction de I'épaisseur. Il a été rapporté que
l'augmentation de la porosité des poutres FGM entraine une augmentation de la fréquence
fondamentale des poutres ayant 10 couches de porosité mais diminue pour les poutres ayant 20
couches de porosité. Jing et ses collaborateurs [Jing, 2016] ont utilisé la théorie des poutres de
Timoshenko et la méthode des éléments finis pour étudier les vibrations statiques et libres des
poutres FGM. 1l a été rapporté que les fréquences propres diminuent avec l'augmentation de
I'exposant de la fraction volumique et augmentent avec I'augmentation du rapport entre la portée
et la profondeur. [Li, 2016b] ont présenté un modele de poutre de Timoshenko dépendant de la
taille, qui tient compte de la variation de la loi de puissance sur I'épaisseur d'un matériau a
gradient fonctionnel (FGM) a deux constituants. Il a été conclu que les fréquences propres des
poutres FGM peuvent étre contrdlées en classant le matériau selon 1'épaisseur et I'indice de loi de
puissance. La déformation par cisaillement a un impact plus considérable sur les fréquences
d'ordre supérieur que sur les fréquences d'ordre inférieur. En outre, les poutres de FGM peuvent
exercer un impact de durcissement et de ramollissement de la rigidité en fonction de la valeur
comparative du parametre des caractéristiques du matériau et du parametre non local. Rezaiee-
Pajand et Hozhabrossadati [Rezaiee-Pajand, 2016] ont présenté une analyse des vibrations libre
de deux systemes a double poutre pour étudié l'effet de la rigidité du ressort, de la masse
suspendue et du parametre de gradient sur des poutres FGM a double axe. Il a été conclu que la
fréquence des poutres FGM est directement proportionnelle au facteur de constante du ressort et
inversement proportionnelle a 1'épaisseur de la poutre. Tossapanon et Wattanasakulpong
[Tossapanon, 2016] ont étudié la vibration des poutres sandwich FGM reposant sur une
fondation élastique a deux parametres comprenant des ressorts a couche Winkler et de
cisaillement. Il est révélé que les constantes de ressort des fondations €lastiques ont un impact

significatif sur les résultats de vibration des poutres. Zhao et autres [Zhao, 2016] ont présenté
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une nouvelle approche basée sur la théorie des polyndmes de Chebyshev pour analyser les
vibrations libres de poutres Euler-Bernoulli et Timoshenko a gradation fonctionnelle axiale avec
des sections transversales non uniformes. La méthode adoptée s'est avérée pratique, et les
résultats obtenus sont comparés a ceux d'autres méthodes. Lee et sont collegue [Lee, 2017] ont
développé une méthode de matrice de transfert exacte pour analyser les caractéristiques de
vibration libre d'une poutre FGM, La matrice de transfert pour la poutre FGM est déduite de la
relation des déplacements et des forces aux deux extrémités de la poutre. Ils ont démontré
lI'exactitude de la méthode proposée par comparaison des fréquences propres calculées a celles
discutées dans les articles précédents. Hadji et autres [Hadji, 2017] ont développé diverses
théories des poutres de déformation par cisaillement d'ordre supérieur pour la propagation des
ondes dans des poutres FGM. 1l a été discuté en détail sur l'effets des distributions de fractions
volumiques sur la propagation des ondes d'une poutre FGM. Il a été conclu que les résultats
obtenus peuvent étre utilisés dans les techniques d'inspection par ultrasons et la surveillance de
I'état de la structure. D'apres les recherches de Fang et ses collegues [Fang, 2018], il a été conclu
que le parametre d'échelle de longueur et la variation du gradient de matériau jouent un role

essentiel dans la déformation des micro-poutres FGM en rotation en fonction de leur taille.
II1.4.2 Les plaques en (FGM) :

Une analyse de vibration libre des plaques FGM épaisses a été établi par Malekzadeh
[Malekzadeh, 2009] en utilisant la théorie élastique tridimensionnelle. Il a été conclu que les
parametres de fréquence propre sont fortement affectés par le coefficient élastique de la couche
de cisaillement a condition que le coefficient élastique de Winkler ait une valeur modérée. Zhao
et autres [Zhao, 2009] ont utilisé la méthode kp-Ritz sans élément pour analyser la vibration
libre des plaques en FGM. Les résultats obtenus montrent que I'exposant de fraction volumique
et le rapport de longueur/épaisseur ont un effet considérable sur la fréquence des plaques de
FGM. De plus, la fréquence des plaques FGM augmente également avec l'augmentation de
I'angle d'inclinaison au-dessus de 30°. Hashemi et autres chercheurs [Hosseini, 2010] ont utilisé
la théorie des plaques de déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT) pour analyser la
vibration libre des plaques rectangulaires moyennement épaisses en FGM. 11 a été révélé que le
parametre de fréquence augmente avec 'augmentation de la fondation de Winkler et Pasternak,
le parametre de rigidité et le rapport d'aspect (hauteur/largeur, épaisseur/longueur). Cependant, il
diminue avec l'épaisseur d'une plaque. De plus, le parametre de fréquence propre normalisé a une
relation directe avec le parametre de rigidité des fondations jusqu'a la valeur de l'indice de

gradient critique. Liu et autres [Liu, 2010] ont expliqué les conséquences de 1'inhomogénéité des
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matériaux dans le plan sur la fréquence fondamentale des plaques de FGM. Ait Atmane et ses
collaborateurs [Ait Atmane, 2010] ont examiné 1'analyse des vibrations libres de plaques FGM
simplement supportées reposant sur une fondation élastique Winkler-Pasternak par une nouvelle
théorie de déformation par cisaillement plus élevée. Les solutions ont été obtenues en utilisant la
méthode de Navier. Hadji et autres [Hadji, 2011] ont utilisé la théorie des plaques raffinées a
quatre variables (RPT) pour l'analyse des vibrations libres de plaques rectangulaires sandwich a
matériau a gradation fonctionnelle (FGM). Ils ont comparé les résultats obtenus avec ceux des
théories classiques, du premier ordre et des autres théories d'ordre supérieur, il s'avere que la
théorie proposée est précise et simple pour résoudre le comportement de vibration libre des
plaques sandwich en FGM. Benachour et ses collaborateurs [Benachour, 2011] ont utilisé la
théorie raffinées des plaques a quatre variables pour analyser la vibration libre des plaques en
FGM. Les effets de divers parametres comme le rapport d'aspect, le rapport longueur/épaisseur et
l'indice de gradient sur la vibration libre ont ét¢ donnés a l'aide d'exemples. Les résultats
montrent un bon accord avec les autres théories existantes et que la théorie proposée est précise
et simple pour résoudre le comportement de vibration libre des plaques FGM. Hashemi et autres
[Hashemi, 2011] ont étudié la vibration libre des plaques rectangulaires de FGM en utilisant la
théorie de Reddy basé sur la déformation par cisaillement des plaques du troisieme ordre.
L'approche présentée peut étre utilisée pour prévoir les modes dans le plan et hors plan des
plaques de FGM. De plus, le parametre de fréquence diminue en augmentant le rapport d'aspect
(épaisseur/longueur, du rapport hauteur/largeur) des plaques en FGM. Jodaei et ses collegues
[Jodaei, 2012] ont présenté une analyse tridimensionnelle des plaques annulaires en FGM a
l'aide de la méthode de quadrature différentielle basée sur l'espace d'état (SSDQM) et de la
modélisation comparative du comportement par réseau de neurones artificiels (ANN) pour
différentes conditions aux limites. Les résultats révelent que 'ANN est une méthode utile pour
prédire la fréquence propre alors que la SSDQM a une vitesse de convergence rapide. Il a
également été révélé par Zahedinejad et ses collaborateurs[Zahedinejad, 2010] que la fréquence
propre est directement proportionnelle au nombre d'ondes circonférentielles. Thai et Choi [Thai,
2012a], Benfarhat et ses collaborateurs [Benferhat, 2016] ont étudié le comportement en
vibration libre des plaques FGM reposant sur des fondation élastique en prenant en compte I'effet
des déformations transversales de cisaillement. IIs ont conclu que la fréquence non
dimensionnelle des plaques FGM sur les fondations de Winkler est réduite par I'augmentation de
l'indice de la loi de puissance, et elle n'a aucun effet sur les plaques de MGF montées sur les
fondations de Pasternak. [Dozio, 2014] a suggéré 1'utilisation de théories d'ordre supérieur pour

les plaques de FGM. Il a été rapporté que les théories d'ordre supérieur sont favorables a
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l'utilisation lorsque le rapport longueur/épaisseur est inférieur a 10 et qu'un ou deux bords serrés
sont inclus dans les plaques de FGM. En outre, la fréquence exacte de nombreuses plaques de
FGM avec différentes conditions aux limites a également été présentée. [Jedrysiak, 2014] a
analysé la fréquence des plaques minces en FGM a microstructure par l'application de la
méthode de modélisation de tolérance. Il a été suggéré que tous les modeles présentés peuvent
étre appliqués pour analyser des fréquences de vibration libre plus basses. De plus, les
fréquences de vibration libre plus basses et plus élevées ont une relation inverse avec le rapport
de module de Young. Akavci et Tanrikulu [Akavei, 2015] ont présenté des théories de
déformation de cisaillement bidimensionnelles (2D) et quasi tridimensionnelles (quasi-3D) pour
I'analyse des vibrations statiques et libres de plaques en FGM a l'aide d'une nouvelle fonction de
forme hyperbolique. Il est rapporté que la déformation normale transversale joue un role
important dans la vibration libre des plaques FGM, tout comme la déformation de cisaillement
transversale. Chen et autres chercheurs [Chen, 2015] ont appliqué la méthode d'interpolation du
voisin naturel local sans maille pour étudier la vibration libre des plaques de FGM. 1l a été
suggéré que la méthode n'est pas utile pour l'analyse des plaques tres fines. Li et Zhang [Li,
2016a] ont examiné la vibration libre des plaques rotatives en FGM. Il a été rapporté que le
phénomene de croisement des fréquences ne se manifeste pas a la fois sur les plaques en porte-a-
faux rotatives et sur les plaques FGM. Thang et ses collegues [Thang, 2018] ont étudié
I'influence positive des raidisseurs sur la vibration des plaques FGM sur la base d'une approche
exacte via la solution de Navier. Ils ont conclu que la fréquence fondamentale des plaques S-
FGM augmente en augmentant le nombre de raidisseurs transversaux et longitudinaux. Zur [Zur,
2018] a analysé la vibration libre des plaques circulaires FGM a support élastique en utilisant la
fonction de Quasi-Green. Il a été constaté que les fréquences sans dimension des plaques FGM
se sont avérées inférieures a celles des plaques céramiques. De plus, les plaques FGM sont

considérablement affectées par la rigidité et la position du support circulaire.

I11.4.3 Les coques en (FGM) :

N

Cinefera et autres chercheurs [Cinefra, 2010] ont proposé un modele a cinématique
variable qui est une extension de la solution unifiée de Carrera, pour étudier la vibration libre des
coques multicouches en FGM. 1l a été signalé que le modele présenté peut Etre utilisé pour
analyser les coques multicouches en raison de sa grande précision. Fadaee et autres [Fadaee,
2013] ont utilisé les théories de Donnell et Sander pour obtenir la solution de forme fermée des
coques sphériques de FGM a deux arétes opposées simplement appuies dans différentes

conditions aux limites. Les résultats indiquent que le parametre de fréquence a une relation
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directe avec le rapport de courbure. Neves et ses collaborateurs [Neves, 2013] ont analysé la
vibration libre des coques de FGM en utilisant la formule unifiée de Carrera fusionnée avec la
méthode de collocation de la fonction de base radiale. Les résultats montrent que la fréquence
fondamentale diminue avec une augmentation des rayons de courbure et de 1'exposant de la loi
de puissance. Ebrahimi et Najafizadeh [Ebrahimi, 2014] ont fait I'analyse de la vibration libre
d'une coque cylindrique circulaire bidimensionnelle en FGM. Les résultats de cette étude
montrent que la fréquence propre du matériau peut étre modifiée afin de répondre aux résultats
attendus par la manipulation des fractions volumiques constituantes. Tornabene et autress
[Tornabene, 2014] ont utilisé différents modeles mathématiques pour analyser la vibration libre
des coques a double courbure en FGM. Parmi les conclusions obtenus, il a été rapporté que des
résultats précis pour les fréquences propres ne sont pas nécessairement obtenus en augmentant le
nombre de théories d'ordre supérieur. Jin et ses collaborateurs [Jin, 2015a] ont adopté la
méthode de Fourier Ritz pour étudier la vibration libre des coques FGM laminées. Kim [Kim,
2015] a évalué la vibration libre des coques en FGM reposant sur une fondation élastique ayant
un bord oblique a l'aide de la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre
(FSDT). 1l a été constaté que la fréquence des coques de FGM diminue avec 1'augmentation de
I'angle oblique. De plus, la fréquence propre peut étre ajustée en changeant le profil du matériau.
Tadi Beni et autres [Tadi Beni, 2015] ont trouvé qu'une valeur plus élevée arametre d'échelle de
longueur augmente la fréquence propre des coques en FGM.Xie et ses collaborateurs [Xie, 2015]
ont présenté une approche de solution basée sur la méthode de Discrétisation en ondelettes de
Haar (HWD) pour l'analyse des vibrations libres des coques de révolution sphériques et
paraboliques en FGM avec des conditions aux limites arbitraires. Il a été rapporté que les
fréquences des coques en FGM ont une relation inverse avec l'exposant du matériau, le rapport
longueur/rayon et l'angle du semivertex. Au méme titre [Tadi Beni, 2015] et [Thang, 2018] ont
déduit que les fréquences ont une relation directe avec 1'épaisseur des coques de FGM a travers
des recherches élaborées. Wang et Wu [Wang, 2017] ont ajouté que le nombre d'ondes
circonférentielles joue également un rdle important dans les fréquences propres des coques
cylindriques circulaires poreuse en FGM. Bahadori et Najafizadeh [Bahadori, 2015] ont évalué
les vibrations libres des coques cylindriques 2D reposant sur des fondations élastiques Winkler-
Pasternak a l'aide de la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT). Il a
été conclu que les fréquences propres des coques cylindriques 2D augmentent avec
I'augmentation de 1'indice de la loi de puissance et du module de cisaillement de la fondation. De
plus, une valeur plus élevée du rapport hauteur/rayon augmente les fréquences propres, tandis

[Wang, 2017] a souligné qu'une valeur plus élevée du rapport longueur/rayon diminue la
48



‘_]
Chapitre III : Investigation sur les travaux réalisés sur les structures FGM

fréquence propre des coques cylindriques en FGM. Chen et autres [Chen, 2017] ont rapporté que
I'épaisseur et le matériau de l'enveloppe affectent grandement la fréquence fondamentale des
enveloppes en FGM. Punera et Kant [Punera, 2017] ont appliqué différentes théories
supérieures pour évaluer l'effet des parametres géométriques et matériels sur la fréquence des

coques cylindriques ouvertes en FGM.
II1.4.4 Autres structures en (FGM) :

SobhaniAragh et Yas [Sobhani Aragh, 2010] ont obtenu des résultats utiles pour la
fréquence propre normalisée de l'orientation des fibres de FGM et du panneau cylindrique de
fraction volumique en utilisant la méthode de quadrature différentielle (DQM). Zahedinejad et
ses collaborateurs [Zahedinejad, 2010] ont proposé une analyse tridimensionnelle des vibrations
libres des panneaux courbes en FGM dans diverses conditions aux limites en utilisant la DQM.
Akbari et ses collaborateurs [Akbari, 2014] ont analysé la vibration libre de panneaux coniques
ouverts en FGM avec des supports de type Lévy. Il a été conclu que le nombre de mode
circonférentiel du parametre de fréquence fondamental a une relation directe avec la flexion du
support et l'ouverture du panneau conique de FGM. Fantuzzi et ses collaborateurs [Fantuzzi,
2016] ont proposé des modeles de coques en 2D et 3D pour étudier la vibration libre des
panneaux cylindriques et sphériques en FGM. 1l a été conclu que l'utilisation de la quadrature
différentielle généralisée bidimensionnelle (2D-GDQ) est une nécessité absolue pour 1'évaluation
de la vibration libre des panneaux cylindriques et sphériques FGM d'une maniere efficace. De

plus, offre d'obtenues des fréquences 3D exactes.
IILS conclusion :

Ce chapitre donne un apercu sur les travaux effectués sur les structures en matériaux a
gradient évalué (FGM) au point de vue de stabilité, du flambement et de 1'analyse des vibrations
libres par des différents auteurs dans le monde entier. Ces travaux sont purement analytiques, ou
basées sur des méthodes numériques. La théorie de la déformation par cisaillement du premier
ordre (FSDT) a été largement utilisé dans les solutions numériques des FGM. Cependant, la
théorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) étre utilisée pour obtenir des
résultats plus précis et exacte. En plus d'autres théories mathématiques ont été utilisé tel que la
méthode des éléments de quadrature différentielle (DQEM), utilisé la méthode des éléments de

transformation différentielle (DTEM), la théorie du gradient de déformation (SGT), la théorie de
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la contrainte doublée modifiée (MCST), la méthode de quadrature différentielle (DQM) et la

méthode de quadrature différentielle basée sur l'espace d'état (SSDQM).
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Chapitre 1V :. Analyse de ’effet de cisaillement transverse sur la réponse mécanique des structures en FGM

IV.1 Introduction :

Une nouvelle classe de matériaux connue sous le nom de « matériaux a gradient évalués»
(FGM) a attiré beaucoup d'attention en tant que matériaux de structure avancés dans de
nombreux éléments structurels utilisés dans des situations ou de grands gradients de température
sont rencontrés. Les FGM sont concues pour que les propriétés des matériaux varient en douceur
et en continu a travers 1'épaisseur de la surface d'une céramique exposée a haute température a
celle d'un métal sur l'autre surface. La composition du matériau change progressivement dans le
sens de 1'épaisseur. Les FGM sont largement utilisées dans les domaines de la mécanique, de
I'aérospatiale, du nucléaire et du génie civil. Par conséquent, les études consacrées a la
compréhension du comportement dynamique des poutres et plaques FGM ont recu de plus en
plus d'attention ces dernicres années. Thai et Vo [Thai, 2012b] ont obtenu une solution
analytique de type Navier pour la flexion et la vibration de poutres a gradient évalués sur la base
de diverses théories de poutre de déformation de cisaillement d'ordre supérieur. Tounsi et al.
[Tounsi, 2013] utilisent une théorie de déformation de cisaillement trigonométrique raffinée
pour la flexion thermo-élastique de plaques sandwich a gradient évalués. Li et Batra [Li, 2013]
ont dérivé des relations analytiques entre la charge critique de flambement d'une poutre de
Timoshenko a gradient évalués et Euler-Bernoulli pour diverses conditions aux limites. Nguyen
et al. [Nguyen, 2013] a appliqué la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre pour
I'analyse des vibrations statiques et libres de poutres a gradient évalués et obtenu une solution

analytique selon la procédure de solution de Navier.

Ansari et al. [Ansari, 2013] ont étudié la flexion, le flambage et la vibration libre en
fonction de la taille des micro-poutres Timoshenko a gradient évalués en se basant sur la théorie
du gradient de déformation la plus générale. Pradhan et al. [Pradhan, 2013] analysent la
vibration libre des poutres a gradient évalués d'Euler et de Timoshenko par la méthode de
Rayleigh-Ritz. Xu et al. [Xu, 2014] ont présenté les solutions d'élasticité bidimensionnelle des
poutres a gradient évalués avec une épaisseur variable. Bourada et al. [Bourada, 2015] ont
utilisé une nouvelle théorie simple des déformations normales et de cisaillement pour les poutres
a gradient évalués. Bennai et al. [Bennai, 2015] ont utilis€¢ une nouvelle théorie de déformation
normale et de cisaillement d'ordre supérieur pour les poutres sandwich a gradient évalués. Akbas
[Akbas, 2015] a étudié la propagation des ondes d'une poutre a gradient évalués dans des
environnements thermiques. Bounouara et al. [Bounouara, 2016] ont utilisé une théorie non

locale de déformation en cisaillement d'ordre zéro pour la vibration libre de plaques

nanométriques a gradient évalués reposant sur une fondation élastique. Récemment, Sayyad et
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Ghugal [Sayyad, 2017] ont passé en revue toutes les méthodes numériques et analytiques
disponibles dans la littérature pour l'analyse des poutres et des plaques composites. Ghumare et
Sayyad [Ghumare, 2017] ont développé une nouvelle théorie de déformation normale et de
cisaillement d'ordre 5 pour l'analyse de la flexion et de la vibration libre des poutres a gradient
évalués. Kahya et Turan [Kahya, 2017] ont développé une formulation par éléments finis pour
I'analyse de flambement et de vibration des poutres a gradient évalués basée sur la théorie de
déformation en cisaillement du premier ordre. Akbas [Akbas, 2017a] a étudié les effets
thermiques sur la vibration des poutres profondes a gradient évalués avec porosité. Akbag
[Akbas, 2017b] a développé la vibration libre des poutres micro-échelles a gradient évalués
fissurées par les bords en se basant sur la théorie modifiée de la contrainte de couple. Akbas
[Akbas, 2018a] a analysé la vibration forcée des micro-poutres fissurées a gradient évalués.
[Akbas, 2018b] a analysé la vibration forcée des poutres profondes poreuses a gradient évalués.
El-Haina et al. [El-Haina, 2017] ont utilisé une approche analytique simple pour le flambement
thermique de plaques sandwiches épaisses a gradient évalués. Menasria et al. [Menasria, 2017]
ont utilisé un nouveau et simple HSDT pour l'analyse de la stabilité thermique des plaques
sandwiches FGM. Récemment, Tounsi et ses collaborateurs (Fourn et al. [Fourn, 2018], Chikh
et al. [Chikh, 2017], Abdelaziz et al. [Abdelaziz, 2017], Attia et al. [Attia, 2018], Bellifa et al.
[Bellifa, 2017], Mokhtar et al. [Mokhtar, 2018], Bouhadra et al. [Bouhadra, 2018], Khiloun et
al. [Khiloun, 2019]) ont développé des nouvelles théories de plaques de déformation en
cisaillement impliquant seulement quatre fonctions inconnues. Mahmoud et al. [Mahmoud,
2017] ont utilisé une nouvelle théorie de plaques de déformation en cisaillement avec effet
d'étirement pour l'analyse de flambement des plaques sandwich a gradient évalués. Zouatnia et
al. [Zouatnia, 2017] ont développé une solution analytique pour les réponses en flexion et en
vibration des poutres a gradient évalués avec des porosités. Younsi et al. [Younsi, 2018] ont
utilisé une nouvelle théorie de déformation en cisaillement quasi-3D et 2D pour l'analyse de la
flexion et des vibrations libres des plaques FGM. Ould Larbi et al. [Ould Larbi, 2018] ont
étudié une solution analytique pour la vibration libre d'une poutre a gradient évalués en utilisant
une théorie simple de déformation en cisaillement du premier ordre. Zouatnia et al. [Zouatnia,
2019] ont étudié l'effet des modeles micromécaniques sur la flexion de la poutre FGM en
utilisant une nouvelle théorie hyperbolique de déformation en cisaillement. Hadji et al. [Hadji,
2019] ont développé une solution analytique pour les réponses en flexion et en vibration libre des

poutres a gradient évalués avec porosités : Effet des modeles micromécaniques.
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Dans le présent article, I'analyse des vibrations libres des poutres FGM est étudiée. La
théorie proposée n'a que trois inconnues et trois équations directrices, mais elle satisfait les
conditions aux limites sans contrainte sur les surfaces supérieure et inférieure de la poutre sans
nécessiter de facteurs de correction de cisaillement. Les propriétés mécaniques des plaques sont
supposées varier dans le sens de 1'épaisseur selon une loi de distribution de puissance en fonction
des fractions volumiques des constituants. Les équations de mouvement du poutre intéressantes
pour l'analyse des vibrations libres sont déterminées par le principe de Hamilton. Ces équations
sont ensuite résolues en utilisant la procédure de Navier. L'exactitude des résultats de cette
théorie est vérifiée par comparaison avec d'autres HSDBT disponibles dans la littérature.

IV.2 Cinématique :

Considérons une poutre a gradient évalués de longueur L et de section rectangulaire bxh, b

étant la largeur et h la hauteur. Les coordonnées x, y et z sont prises respectivement le long de la

longueur, de la largeur et de la hauteur de la poutre, comme indiqué sur la figure 1.

Ceramic

Metal /b

L

Figure IV.1: Géométrie et coordonnées d'une poutre FGM.

La formulation est limitée au comportement élastique linéaire du matériau. Le champ de
déplacement de la théorie originale actuelle de la poutre a déformation par cisaillement est choisi

sur la base des hypotheses suivantes :

- Les déplacements axiaux et transversaux sont divisés en composantes de flexion et de
cisaillement ;
- La composante de flexion du déplacement axial est similaire a celle donnée par le CBT ;

- La composante de cisaillement du déplacement axial donne lieu a une variation d'ordre

supérieur de la déformation de cisaillement et donc de la contrainte de cisaillement a travers la
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profondeur de la poutre de telle maniere que la contrainte de cisaillement disparait sur les
surfaces supérieure et inférieure.
Sur la base de ces hypotheses, les champs de déplacement de la présente théorie originale

des poutres a déformation par cisaillement sont donnés sous une forme générale comme suit.

u(x, z,1) =y (x,1) -z% -f (z)% (IV.1a)
V(x,z,t) =0 (IV.1b)
w(x, z,t) =w,(x,1) + w, (x,1) (IV.1¢)

Ou u, est le déplacement axial d'un point sur le plan médian de la poutre ; w,et w, sont
les composantes de flexion et de cisaillement du déplacement transversal d'un point sur le plan
médian de la poutre ; et f(z) est une fonction de forme déterminant la distribution de la

déformation et de la contrainte de cisaillement transversales a travers la profondeur de la poutre.

Les fonctions de forme f(z) sont choisies pour satisfaire les conditions limites sans contrainte sur

les surfaces supérieure et inférieure de la poutre, ainsi un facteur de correction de cisaillement

n'est pas nécessaire. Dans ce travail, le HSDBT original actuel est obtenu en fixant.

_1 223 2
/()= > htanh( I j 4 12 cosh(1)’ (I1V.2)

Les déformations associées aux déplacements dans I'Eq. (IV.1) sont :

£, =& +zk+ f(2)k; (IV.3a)
V. =8(2) V. (IV.3b)
ou
ou o’w , 0*w ow
0 — 0 b b S — 3 - s
=2 K= k=——p, Y= IV.3
oot o T ox> Vi ox (IV.3¢)
df (2)

g()=1-f(2) et f(2)= (IV.3d)

dz
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L'état de contrainte dans la poutre est donné par la loi de Hooke généralisé comme suit :

Ux = QII(Z) Ex et sz = Q55 (Z) yxz (IV.4a)
ou

E(z)

) =E(z) et )= IV.4b
0.()=E@) et 0u(d1= 5 (IV.4b)
IV.3 Lois de variation des matériaux :

Métal Céramique
Propretés Aluminium Alumine Alumine Nitrure de silicium
(AD) (ALO3) (ZrO3) (Si3N4)
E (GPa) 70 380 200 3222
P (kg/m’) 2702 3800 5700 2370

Tableau IV.1 : Propriétés des matériaux utilisés dans la poutre FGM.

Les propriétés matérielles de la poutre FGM telles que le module de Young E et la masse
volumique p sont considérés comme variant de fagcon continue dans 1'épaisseur du poutre selon la
variation de la loi de puissance comme suit (Benahmed et al. [Benahmed, 2017], Bouafia et al.

[Bouafia, 2017])

E(x)=(E.-E,) (% %j +E, (IV.52)
1\”
plz)=(o. -pm)(% +5j +0, (IV.5b)

Ou(E.,p)et(E,,p,) sont les propriétés correspondantes de la céramique et du métal,

respectivement, et pl, p2 sont des constantes. Le coefficient de Poisson v est considéré comme
étant constant et égal a 0,3 tout au long des analyses. (Zidi et al. [Zidi, 2017], Menasria et al.
[Menasria, 2017]). La valeur de p (pl ou p2) égale a zéro représente une poutre entierement
céramique et p infini, une poutre entiecrement métallique. La distribution de la composition de la
céramique et du métal est linéaire pour p=1. Les valeurs typiques pour le métal et la céramique

utilisés dans la poutre FGM sont répertoriées dans le tableau IV.1.
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V4 Equations de mouvement :

Le principe de Hamilton est utilis€é ici pour dériver les équations du mouvement. Le

principe peut étre énoncé sous forme analytique comme [Reddy, 2002].

sz U-T)dt=0 (IV.6)

4
Ou : rest le temps; f, et 7, sont les temps initial et final, respectivement; OU est la
variation virtuel de 1'énergie de déformation; et O T est la variation virtuel de 1'énergie cinétique

de la poutre FGM. La variation de I’énergie de déformation de la poutre peut étre définie

comme suit :

h
L2
oU = J I(ap’ex +7 .0 yxz)dzdx
0_h
2 av.7
L 2 2
do, d ow dow _dow
=[N, S -, S 05
0 dx dx dx dx
Ou: N, M,, M et Q sont les résultantes de contraintes définies comme suit :
h h
2 2
(N,M,,M ) = j Lz, f)odz et Q.= I gr.dz (IV.8)
h h
P 2
La variation de 1'énergie cinétique peut €tre exprimée comme suit :
h
L2
OT = j jp(z)[uau + 1 & W] dzdx
h
’ 2
L . .
_ Do . . N . dow,  dw, ..
= }[{11 [”05”0 +(w, + Ws)(JWbJWs)] 12(”0 dx + dx 5u0] (Iv.9)
N I{dwb dow, j . 13(% dow, L dw, 5”0) . Ib(dws d&vsj
dx dx dx dx dx dx

”(dwb dow,  dw, ddwhj iy
Udx dx dx dx
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C

d

ol la convention point-exposant indique la différenciation par rapport a la variable

temporelle #; 0(z)est la densité de masse, et (11,12,13,14,15,16) sont les inerties de masse

définies comme suit :

(1, zf.7, fz)p(z)dz (IV.10)

— 0 | =

(11’12713714’15’16):

SR

Substituant les expressions pour AU etdl’ des équations (IV.7), (IV.9) dans 1’équation
(IV.6), et en intégrant par parties par rapport aux variables d'espace et de temps, en rassemblant

les coefficients du,,, Ow, etow,, les équations du mouvement pour la poutre FGM résultantes

sont :
Ju,: dg; =1, ~ 1, d;ib -1, d;j; (IV.11a)
ow, : d;j;[” =1,(w, +w)+1, ‘Zio -1, d;:gb -1 d;:js (IV.11b)
ow,: d’M, + dQ.. _ I,(w, +w)+1, CZCO -1 d;xvjb -1 d;xvjs (IV.11¢)

dx? dx

Par substitution des résultantes des contraintes de 1'équation (IV.8) dans 1'équation (IV.11), les

équations du mouvement peuvent étre exprimées en termes de déplacements (Qu,, Ow, etow,)

comme suit :
0’u Ow, o Ow, . diy, i,
A a 20 —-B, a 3b — B}, x3l :Iluo_lz_b_ls dxl (IV.12a)
Oy 'w, d'w, dii,  dy,  d'w,
Buaf D, axf D = hG )L -14—);’—15 o (IV.12b)
Puy 0w, . Ow L OPw o diy,  dy,  d'w,
B 3 D o TH S A =L R L L T (V.20
Ou:
Ay, Dy, etc.., sont la rigidité de la poutre, définie par :
h
2
(An’Bn’D11’B1X1sD1S1’H1s1): IQ11(1’Z’Z2’f(Z),Z f(Z),fz(Z))dZ (IV.13a)

[ SRR
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Et

As = [0 [s ()] & (IV.13b)

1
© = w | =

IV.S Solution analytique :

Les équations du mouvement admettent les solutions de Navier pour poutres simplement

appuyées. Les variables u,, w, etw, peut €tre écrit en supposant les variations suivantes :

u,| _ |U, cos(Ax)e”
w, ¢ = Z W, sin(A x)e'®’ (IV.14)
w,| "W, sin(Ax) e

U,.W,,et W sontdes parametres arbitraires a déterminer, & est la fréquence propre

associée au (m) niéme mode propre, i =+—1 et A=m7/L.
Substituant les expansions de u,, w,,w, a partir des Eqs (IV.14) dans les équations du

mouvement Eq (IV.12), les solutions analytiques peuvent étre obtenues 2 partir des équations

suivantes :
Gy G, 4 m, m, ms|||U, 0
Gy Gy G|~ My My, Moy | N W, =10, (IV.15)
3 Gy Uy my My My | )W, 0,

ou :

a, =AN, a,=-B XN, a.=-B'X, a,, =D A,
11 11 12 11 13 11 22 11 (IV,16a)

— s 14 — s 4
ay, =D)A', ay; =HJ\A

=1, m,=—-LA, m,=—-LA, m,=1I+IX,
my =1 12 2 13 3 n — 1 Ty (IV.16b)

my, =1, +IX, my=1+IN
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V.1 Résultats et discussion :

Dans cette section, des divers exemples numériques sont présenté et discuté pour vérifier
I'exactitude de la théorie actuelle dans la prédiction de la flexion et de la vibration libre des

poutres FGM simplement appuyées.

Dans cette section, divers exemples numériques sont présentés et discutés pour vérifier la
précision du présent HSDBT dans la prédiction des comportements dynamiques des poutres
FGM simplement appuyées. Au but de vérification, les résultats obtenus par le HSDBT proposé
sont comparés aux données existantes dans la littérature et discutés pour vérifier I'exactitude du
présent HSDBT dans la prédiction des comportements dynamiques des poutres FGM simplement

appuyées.

Le tableau (V.1) montre le fondamental non dimensionnel fréquences w de poutres
(Al/AL,O,) simplement appuyée pour différentes valeurs rapport portée/hauteur L/h avec

pi1=p>=p=0, 0,5, 1,2, 5, 10.

Paramétre de fréquence

L=
L=
=
R
(=]

Puissance faible indice p

Figure V.1: Variation des trois premieres fréquences non dimensionnelles @
par rapport a l'indice de loi de puissance p(L/h =5)
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Tableau (V.1): Fréquence fondamentale non dimensionnelle @ de poutre FGM

k
0 0.5 1 2 5 10
Présente | 5.1534 [4.4112]3.9909|3.6265 | 3.3997 | 3.2815
TBT [5.15274.4107|3.9904 |3.6262|3.4012|3.2816
SBT [5.1531[4.4110|3.9907|3.6263 |3.3998|3.2811

L/h | Théorie

. HBT |[5.1527[4.4107|3.9904 |3.6265 |3.4014 | 3.2817
EBT [5.154214.4118]3.9914[3.6267|3.3991 |3.2814
CPT |5.3953]4.5931|3.1484 |3.7793 | 3.5949 | 3.4921

Présente | 5.4603 [4.6511 |4.2051 | 3.8361 | 3.6484 | 3.5389
TBT [5.46034.6511|4.2051[3.8361 |3.6485|3.5390
20 SBT [5.4603|4.6511|4.2051|3.8361 |3.6484|3.5389

HBT |[5.4603[4.65114.2051|3.8361|3.6485|3.5390
EBT [5.4604|4.6512]4.2051[3.8361 |3.6483|3.5390
CPT |5.4777]4.6641]4.2163|3.8472|3.6628 | 3.5547

Les fréquences calculées sont comparées avec ceux donnés par Thai et al. [Thai, 2012] en
utilisant diverses théories des poutres. Un excellent accord entre les solutions actuelles et les
résultats de Thai et al. [Thai, 2012] est trouvé. Les trois premieres fréquences non
dimensionnelles des poutres FGM prédits par la présente théorie sont présentés dans le tableau
(V.2) pour différentes valeurs d'indice de loi de puissance (p) et rapport portée/hauteur L/h. Les
résultats obtenus sont comparés a ceux de Tai et al. [Thai, 2012] en utilisant diverses théories
des poutres. On peut voir que la théorie actuelle et toutes les théories de poutre de déformation
de cisaillement de Thai et al. [Thai, 2012] donnent les mémes fréquences, alors que le CBT les
surestime pour tous les cas considérés. La différence entre les fréquences des théories de poutre
CBT et de déformation de cisaillement est significative pour les modes plus élevés et pour les

petits rapports portée/hauteur L/h.
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Figure V.2: Variation des parametres de fréquences avec le rapport L/ h
et l'indice p,(p, =1)
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Tableau (V.2): Trois premieres fréquences non dimensionnelles wde poutres FGM

L/h K
Théorie 0 0.5 1 2 5 10
Présente | 5.1534 44112 3.9909 3.6265 3.3997 3.2815
TBT 5.1527 4.4107 3.9904 3.6262 3.4012 3.2816
| SBT 5.1531 4.4110 3.9907 3.6263 3.3998 3.2811
HBT 5.1527 4.4107 3.9904 3.6265 3.4014 3.2817
EBT 5.1542 44118 3.9914 3.6267 3.3991 3.2814
CPT 5.3953 4.5931 3.1484 3.7793 3.5949 3.4921
Présente | 17.8906 | 15.4659 | 14.0163 | 12.6427 | 11.5322 | 11.0257
TBT 17.8812 | 15.4588 | 14.0100 | 12.6405 | 11.5431 | 11.0240
5| o SBT 17.8868 | 15.4631 | 14.0138 | 12.6411 | 11.5324 | 11.0216
HBT | 17.8810 | 15.4587 | 14.0098 | 12.6407 | 11.5444 | 11.0246
EBT 17.8996 | 15.4728 | 14.0224 | 12.6466 | 11.5281 | 11.0264
CPT | 20.6187 | 17.5415 | 15.7982 | 14.3260 | 13.5876 | 13.2376
Présente | 34.2481 | 29.8675 | 27.1246 | 24.3307 | 21.6958 | 20.5715
TBT | 34.2097 | 29.8382 | 27.0979 | 24.3152 | 21.7158 | 20.5561
3 SBT | 34.2344 | 29.8569 | 27.1152 | 24.3237 | 21.6943 | 20.5581
HBT | 34.2085 | 29.8373 | 27.0971 | 24.3151 | 21.7187 | 20.5569
EBT | 34.2819 | 29.8929 | 27.1480 | 24.3482 | 21.6924 | 20.5815
CPT | 43.3483 | 36.8308 | 33.0278 | 29.7458 | 28.0850 | 27.4752
Présente | 5.4603 4.6511 4.2051 3.8361 3.6484 3.5389
TBT 5.4603 4.6511 4.2051 3.8361 3.6485 3.5390
SBT 5.4603 4.6511 4.2051 3.8361 3.6484 3.5389
! HBT 5.4603 4.6511 4.2051 3.8361 3.6485 3.5390
EBT 5.4604 4.6512 4.2051 3.8361 3.6483 3.5390
CPT 54777 4.6641 4.2163 3.8472 3.6628 3.5547
Présente | 21.5740 | 18.3968 | 16.6349 | 15.1619 | 14.3726 | 13.9260
TBT | 21.5732 | 18.3962 | 16.6344 | 15.1619 | 14.3746 | 13.9263
20| 5 SBT | 21.5736 | 18.3965 | 16.6347 | 15.1617 | 14.3728 | 13.9255
HBT | 21.5732 | 18.3962 | 16.6344 | 15.1619 | 14.3748 | 13.9264
EBT | 21.5748 | 18.3974 | 16.6355 | 15.1621 | 14.3718 | 13.9258
CPT | 21.8438 | 18.5987 | 16.8100 | 15.3334 | 14.5959 | 14.1676
Présente | 47.5967 | 40.6555 | 36.7704 | 33.4688 | 31.5694 | 30.5360
TBT | 47.5930 | 40.6526 | 36.7679 | 33.4689 | 31.5780 | 30.5369
3 SBT | 47.5950 | 40.6542 | 36.7692 | 33.4681 | 31.5699 | 30.5337
HBT | 47.5930 | 40.6526 | 36.7679 | 33.4691 | 31.5789 | 30.5373
EBT | 47.6008 | 40.6586 | 36.7730 | 33.4701 | 31.5655 | 30.5349
CPT | 48.8999 | 41.6328 | 37.6173 | 34.2954 | 32.6357 | 31.6883
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L'effet de 1'indice de loi de puissance p sur les trois premieres fréquences des poutres FGM
est illustré a la figure (V.2). On observe qu'une augmentation de la valeur de l'indice de
puissance p conduit a une réduction de la fréquence. Les valeurs de fréquence les plus élevées
sont obtenues pour les poutres entierement en céramique (p=0) tandis que les valeurs de

fréquence les plus basses sont obtenues pour les poutres entierement métalliques (p=).

Ceci est dii au fait qu'une augmentation de la valeur de 1'indice de loi de puissance entraine

une diminution de la valeur du module d'élasticité.

Pour rendre les effets des indices de rapport et de puissance plus évidents, les figures (V.3)
et (V.4) sont présentées pour poutres Al/Al,O; (FGM1), Al/ZrO, (FGM2) et Al/SisNy4 (FGM3),
afin de montrer la variation de la fréquence fondamentale non dimensionnelle avec du rapport

L/h et respectivement de 1'indices de puissance pi (i=1,2).

D'apres ces résultats, la fréquence fondamentale non dimensionnelle fondamentale
augmente avec le rapport L/h lorsque L/h<10. On constate que la fréquence non dimensionnelle
étre indépendante du rapport longueur-épaisseur L/h pour L/h >10. II est montré a partir de la
Figure (V.3) que l'effet de p; est de rendre la poutre plus rigide lorsque cet indice de gradient est
réduit. Cependant, en diminuant le deuxieéme indice de puissance p,, la poutre devienne souple
comme le montre la figure (V.4). De plus, c'est observé que la fréquence fondamentale non
dimensionnelle est approximativement insensible a p, pour la poutre (FGM3) d'aluminium/le

silicium.

V.2 Conclusion :

Ce travail présente une analyse de vibration libre pour les poutres FGM en employant un
HSDBT original avec seulement 3 variables inconnues. Les équations du mouvement sont
obtenues par le principe de Hamilton. Ces équations sont résolues par la procédure de Navier.
Les résultats ont été comparés avec les solutions de plusieurs théories. Il est conclu que les
résultats du HSDBT original proposé présentent un excellent accord avec les autres théories

utilisées pour la comparaison des problémes de vibration libre.

64



CONCLUSION GENERALE
ET PERSPECTIVE




Conclusion générale et perspectives

Au terme du travail effectué au sein du laboratoire des matériaux et hydrologie portant
sur 1I’étude de la réponse mécanique des structures en matériaux a gradient de propriété
(FGM) avec la considération de 1’effet du cisaillement transverse, nous avons développé une
méthode analytique directe qui détermine les fréquences de vibrations utilisant la théorie de
cisaillement raffinée des poutres. Les solutions exactes pour les problemes des poutres qui
dépendent de la fonction de gauchissement sont tres limitées ; ceci nous a conduits a évaluer
un nouveau modele par rapport aux modeles analytiques existant basé sur des approximations
du champ de déplacements. Cette procédure de résolution exacte est basée sur une nouvelle
théorie de déformation de cisaillement.

Des solutions de forme close pour Il'analyse de la vibration libre des poutres
fonctionnellement graduées sont développées sur la prétention que les déplacements
transversaux de cisaillement varient comme fonction parabolique suivant 1'épaisseur de la
poutre. Pour les poutres en P-FGM, les équations de mouvement sont obtenus en utilisant le
principe d’énergie d’Hamilton. La méthode de Navier est utilisée pour trouver les solutions
analytiques de la poutre FGM avec des conditions aux frontieres sous formes d’appuis
simples. La comparaison des résultats de la présente théorie raffinée avec les résultats de la

littérature, a permis de dégager plusieurs points :

- Un excellent accord entre les solutions de la présente théorie et les résultats existantes
dans la littérature.

- La théorie classique des poutres ‘CBT’ surestime les fréquences de vibration par
rapport a la théorie de cisaillement raffinée.

- L’augmentation de la valeur de l'indice de puissance p conduit a une réduction de la
fréquence de vibration de la poutre.

- Les valeurs de fréquence les plus élevées sont obtenues pour les poutres enticrement
en céramique (p=0) tandis que les valeurs de fréquence les plus basses sont obtenues
pour les poutres entierement métalliques (p=0).

- La différence entre les fréquences de vibration obtenue par la théorie classique des
poutres ‘CBT’ est significative pour les modes plus élevés et pour les petits rapports

portée/hauteur L/h.
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En conclusion, on peut dire que la théorie des poutres raffinée proposée est exacte et

simple pour la résolution du comportement de la vibration libre des poutres FGM.

En perspective a ce travail, nous envisageons d’étudier le probleme de gauchissement, et

I’utilisation de la nouvelle fonction raffinée pour les cas suivants :

* Prise en compte de la distribution graduelle arbitraire du matériau FGM ;

e Utilisation de la théorie raffinée pour résoudre les problemes de vibration sous
chargement thermique ;

e Utilisation de la théorie raffinée pour d’autres types d’appuis ;

e Il s’avere indispensable de recourir a la méthode des éléments finis qui permet de
résoudre des problemes plus compliques. La méthode des éléments permettra de
traiter des problemes plus complexes comparativement a la méthode analytique.

Finalement, on espeére que ce modeste travail reflete la modeste contribution de notre

laboratoire dans le domaine de recherches des matériaux composites en matériaux a gradient
évalué (FGM), précisément leurs comportements vis a vis des conditions de chargements

statiques et vibratoires.
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