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Introduction
Dans le présent travail on considère quelques inégalités du type de Hardy dans les

espaces classiques de Lebesgue et dans ceux de Lebesgue généralisés où le paramètre
d’intégration est variable.

Les premières tentatives pour généraliser les espaces de Lebesgue classiques
Lp(0 < p ≤ +∞) ont été faites au début de l’année 1930 par W. Orlicz, où il a
considéré l’espace fonctionnel Lϕ(X,µ) défini par

Lϕ(X,µ) =

{
f ∈M(X,µ), tel que ρ(λf) =

∫
X

ϕ(λ|f(x)|)dx < +∞, λ > 0

}
où ϕ est une fonction convexe dite fonction d’Orlicz qui possède des propriétés

analogues à celles de la fonction puissance, qui définit les espaces de Lebesgue usuels.
Par la suite H. Nakano s’est concentré sur l’étude des propriétées principales de

la fonction ρ, ce qui l’a amené à définir une classe plus large d’espaces fonctionnels,
appelés espaces modulaires. En 1959 W. Orlicz et J. Musielak ont développé la
théorie des espaces de Musielak-Orlicz, qui sont un exemple d’espaces modulaires,
défini de la même manière que les espaces d’Orlicz, en considérant une fonction ϕ
définie sur X × [0,+∞[ à valeurs dans [0,+∞] ; telle que, ϕ(·, t) est mesurable, et
ϕ(x, ·) est une fonction d’Orlicz, ϕ(x, t) est appelée fonction d’Orlicz généralisée ou
encore fonction de Musielak-Orlicz.

Notre travail consiste à l’étude de certaines propriétés d’un espace particulier de
Musielak-Orlicz qui est l’espace de Lebesgue à exposant variable p(x).

Ces espaces nous fournissent une approche differente de celle des espaces clas-
siques de Lebesgue, autrement dit l’exposant variable p(·) nous permet de décrire
avec plus de précision le comportement de chaque fonction.

La thèse comprend trois chapitres, une conclusion et une bibliographie.

Dans le premier chapitre, on donne un bref aperçu sur certaines propriétés de
l’espace classique de Lebesgue, ensuite, on cite brièvement quelques inégalités clas-
siques de Hardy.

Au deuxième chapitre, on expose deux travaux déjà soumis.
1) "The weighted Hardy operators and quasi-monotone functions" (Sub-
mitted, see [43]).
2) "Some generalizations of integral inequalities for weighted Hardy ope-
rators with 0 < p < 1" (Submitted, see [42]).

Dans le chapitre trois, on cite quelques définitions et quelques inégalités auxi-
liaires (de Hölder, Minkowsky ... etc ) dans l’espace Lp(x). Ensuite, on considère
brievement certaines notions telles que la complétude, la réflexivité, la séparabilité
et autres relatives à cet espace qui est connu sous le nom de l’espace de Lebesgue
généralisé, c’est à dire un espace de Lebesgue où le paramètre de sommabilité p est
variable.

A la fin de ce chapitre on considère un travail déjà publié sous le titre "Some
integral inequalities for quasi-monotone functions in weighted variable



exponent Lebesgue space with 0 < p(x) < 1". Ici sont obtenues des inégalités
pondérées pour les opérateurs de Hardy agissant d’un espace de Lebesgue pondéré à
exposant variable vers un autre, pour les fonctions définies sur (0,∞) et satisfaisant
des conditions de quasi-monotonie. Certains résultats obtenus dans [5] sont généra-
lisés (Voir [35]).

A la fin du manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie assez dé-
taillée.
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Chapitre 1

Espaces classiques de Lebesgue

Dans ce chapitre, on considère quelques inégalités intégrales (de Hölder, Min-
kowsky ... etc ), puis on cite certaines propriétés relatives aux espaces classiques de
Lebesgue. A la fin de ce chapitre, on donne un bref aperçu sur certaines inégalités
du type de Hardy.

1.1 Définitions et notation
Notations :.

1) On note par e le sous ensemble de Ω de mesure nulle.
2) On note par p.p pour dire presque partout.
3) |Ω| désigne la mesure de Lebesgue de l’ensemble Ω.

Théorème 1.1.1 (Théorème de Fubini)

Soit E un ensemble mesurable de Rn (E ⊂ Rn) et F ⊂ Rm (un ensemble mesurable)

et la fonction f(x, y) intégrable sur E×F . Alors pour presque tous les x ∈ E, f(x, y)

est intégrable sur F , pour presque tous les y ∈ F , f(x, y) est intégrable sur E et :∫
E×F

f(x, y)dxdy =

∫
E

(∫
F

f(x, y)dy
)
dx =

∫
F

(∫
E

f(x, y)dx
)
dy. (1.1)

Preuve-Voir [25], [8].

Corollaire 1.1.1 Si f(x, y) est mesurable sur E×F et est finie l’une des intégrales :∫
E

(∫
F

∣∣f(x, y)
∣∣dy)dx , ∫

F

(∫
E

∣∣f(x, y)
∣∣dx)dy ,

alors toutes les intégrales de (1.1) existent et de plus cette dernière est vérifiée.
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Dans ce qui suit on définit l’espace de Lebesgue classique.

Définition 1.1.1 Soit Ω ⊂ Rn, un ensemble mesurable avec 0 < p < ∞ et soit

f : Ω→ C. On dit que f ∈ Lp(Ω) si :

(1) f est mesurable sur Ω.

(2)
∥∥f∥∥

Lp(Ω)
=
( ∫

Ω

∣∣f ∣∣pdx)1/p

<∞.

Exemple 1.1.1 Soit

f(x) =

 1 si x ∈ E1

−1 si x ∈ E/E1,

avec E1 ⊂ E, E1 non mesurable, alors

(1) n’est pas vérifieé.

(2)
∥∥f∥∥

Lp(E)
=
( ∫

E
dx
)1/p

=
∣∣E∣∣ 1

p <∞, donc f /∈ Lp(E).

Définition 1.1.2 Soient Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, f : Ω→ C

ess sup
x∈Ω

f(x) = inf
e⊂Ω

sup
x∈Ω/e

f(x); (1.2)

ess inf
x∈Ω

f(x) = sup
e⊂Ω

inf
x∈Ω/e

f(x). (1.3)

Définition 1.1.3 Soient Ω ⊂ Rn, mesurable et soit f : Ω→ C,
∣∣Ω∣∣ > 0. On dit que

f ∈ L∞(Ω) si f est mesurable et∥∥f∥∥
L∞(Ω)

= ess sup
x∈Ω

∣∣f(x)
∣∣ <∞. (1.4)

Remarque 1.1.1 On pose
∥∥f∥∥

L∞(Ω)
= 0 pour

∣∣Ω∣∣ = 0.

Théorème 1.1.2 (Théorème de Riesz) Soit Ω ⊂ Rn, un ensemble mesurable et

f une fonction mesurable sur Ω, alors :

lim
p→∞

∥∥f∥∥
Lp(Ω)

=
∥∥f∥∥

L∞(Ω)
(1.5)

Preuve-. Voir [1], et [10].
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1.2 Quelques inégalités intégrales

1.2.1 Inégalités de Hölder.

Lemme 1.2.1 Soit p ≥ 1, alors

∀a, b ≥ 0, ab ≤ ap

p
+
bq

q
, (1.6)

avec 1
p

+ 1
q

= 1.

Lemme 1.2.2 Pour 0 < p < 1, on a

∀a, b ≥ 0, ab ≥ ap

p
+
bq

q
(1.7)

Corollaire 1.2.1 Soit p, q, r ≥ 1 tels que 1
r

= 1
p

+ 1
q
, alors

∀A,B ≥ 0,
(
AB
)r ≤ r

p
Ap +

r

q
Bq. (1.8)

Preuve-Comme 1
r

= 1
p

+ 1
q
, alors 1 = 1

p/r
+ 1

q/r
, et on applique l’inégalité (1.6)

avec a = Ar et b = Br on trouve(
AB
)r

= ab ≤ ap/r

p/r
+
bq/r

q/r
=
r

p
Ap +

r

q
Bq.

Lemme 1.2.3 Soit Ω un ensemble mesurable, si les fonctions f : Ω → R et g :

Ω→ R sont mesurables sur Ω, et g est non négative, alors :

ess inf
x∈Ω

f(x)

∫
Ω

g(x)dx ≤
∫
f(x)g(x)dx ≤ ess sup

x∈Ω
f(x)

∫
Ω

g(x)dx. (1.9)

Preuve-Soit e ⊂ Ω tel que |e| = 0, alors∫
Ω

fgdx =

∫
Ω\e

fgdx ≤ sup
Ω\e

f(x)

∫
Ω

gdx,

alors ∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ sup
Ω/e

f(x)

∫
Ω

g(x)dx,

d’où ∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ inf
x∈e

sup
x∈Ω\e

f(x)

∫
Ω

gdx = ess sup
x∈Ω

f(x)

∫
Ω

gdx

D’une manière analogue on prouve l’inégalité gauche de (1.9).
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Corollaire 1.2.2 Soit Ω un ensemble mesurable, si les fonctions f : Ω → C et

g : Ω→ C sont mesurables sur Ω et f ∈ L∞(Ω), g ∈ L1(Ω), alors :∣∣∣ ∫
Ω

f(x)g(x)dx
∣∣∣ ≤ ∥∥f∥∥

L∞(Ω)

∥∥g∥∥
L1(Ω)

. (1.10)

Preuve- ∣∣∣ ∫
Ω

fgdx
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

∣∣fg∣∣dx ≤ ess sup
x∈Ω

∣∣f(x)
∣∣ ∫ ∣∣g∣∣dx

≤
∥∥f∥∥

L∞(Ω)

∥∥g∥∥
L1(Ω)

.

Théorème 1.2.1 (Inégalité de Hölder)

Soit Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, et 0 < p ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec

1/p+ 1/q = 1, alors :

(i) Si 1 ≤ p ≤ ∞

∫
Ω

∣∣fg∣∣dx ≤ ∥∥f∥∥
Lp(Ω)

∥∥g∥∥
Lq(Ω)

, (1.11)

(ii) Si 0 < p < 1, ∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0

∫
Ω

∣∣fg∣∣dx ≥ ∥∥f∥∥
Lp(Ω)

∥∥g∥∥
Lq(Ω)

. (1.12)

Pour la preuve de (1.11) et (1.12) on utilise l’inégalité de Young (1.6) et (1.7).

Corollaire 1.2.3 Soit p > 0, p1 ≤ ∞, −∞ ≤ p2 ≤ ∞ et 1
p1

+ 1
p2

= 1
p
, alors

(i) Si p ≤ p1 ∥∥fg∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥f∥∥

Lp1 (Ω)

∥∥g∥∥
Lp2 (Ω)

, (1.13)

(ii) Si p > p1, ∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0

∥∥fg∥∥
Lp(Ω)

≥
∥∥f∥∥

Lp1 (Ω)

∥∥g∥∥
Lp2 (Ω)

. (1.14)
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Pour la preuve de (1.13) et (1.14) on applique respectivement (1.11) et (1.12)
avec 1

p1/p
+ 1

p2/p
= 1.

Proposition 1.2.1 Soit pi ∈]1,∞[, i = 1, 2, ..., k, et 1 < r < ∞ tel que 1
p1

+ 1
p2

+

...+ 1
pk

= 1
r
(les pi sont dits r conjugués), fi ∈ Lpi(Ω), alors

f =
k∏
i=1

fi ∈ Lr(Ω) et
∥∥f∥∥

Lr(Ω)
≤

k∏
i=1

∥∥fi∥∥Lpi (Ω)
(1.15)

Preuve-Par récurrence.

Corollaire 1.2.4 Soit 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞, alors

∥∥f∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥f∥∥α

Lp1 (Ω)

∥∥f∥∥1−α
Lp2 (Ω)

(1.16)

où α ∈ (0.1), et tel que 1
p

= α
p1

+ 1−α
p2

.

Preuve-La preuve est analogue à (1.13).

Corollaire 1.2.5 Soit 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞, alors ∀ε > 0 on a

∥∥f∥∥
Lp(Ω)

≤ αα
(

1− α
)1−α(

ε1−α
∥∥f∥∥

Lp1 (Ω)
+ ε−α

∥∥f∥∥
Lp2 (Ω)

)
. (1.17)

où α ∈ (0.1), et tel que 1
p

= α
p1

+ 1−α
p2

.

Preuve-
L’inégalité (1.17) découle de l’inégalité (1.16) si on prend en considération∥∥f∥∥α

Lp1 (Ω)
.
∥∥f∥∥1−α

Lp2 (Ω)
=
(
ε1−α

∥∥f∥∥
Lp1 (Ω)

)α(
ε−α
∥∥f∥∥

Lp2 (Ω)

)1−α

et en utilisant aussi l’inégalité (1.6).

1.2.2 Inégalités de Minkowsky.

Lemme 1.2.4 Soit f, g ∈ L∞(Ω), alors on a l’inégalité suivante :

∥∥f1 + f2

∥∥
L∞(Ω)

≤
∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)

.
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Preuve-Soit e1 et e2 deux ensembles tels que |e1| = |e2| = 0, on pose e = e1∪e2,
alors ∀ε > 0, on a

sup
Ω/ei

∣∣fi∣∣ ≤ ∥∥fi∥∥L∞(Ω)
+
ε

2
, i = 1, 2.

et donc
sup
Ω/e

∣∣f1 + f2

∣∣ ≤ sup
Ω/e

(
∣∣f1

∣∣+
∣∣f2

∣∣) ≤ sup
Ω/e

∣∣f1

∣∣+ sup
Ω/e

∣∣f2

∣∣
≤
∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)

+ ε

inf
e

sup
Ω/e

∣∣f1 + f2

∣∣ ≤ ∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)

+ ε,

on fait tendre ε vers 0, d’où :

inf
e

sup
Ω/e

∣∣f1 + f2

∣∣ ≤ ∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)∥∥f1 + f2

∥∥
L∞(Ω)

≤
∥∥f1

∥∥
L∞(Ω)

+
∥∥f2

∥∥
L∞(Ω)

.

Théorème 1.2.2 (Inégalité de Minkowsky) Soit Ω ∈ Rn, un ensemble mesu-

rable, 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp(Ω), alors :

∥∥f + g
∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥f∥∥

Lp(Ω)
+
∥∥g∥∥

Lp(Ω)
. (1.18)

Preuve-Voir [10].

Corollaire 1.2.6 Soient m ∈ N?, et fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ {1, 2, ...,m}, 1 ≤

p ≤ ∞, alors ∥∥∥ m∑
k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω)

≤
m∑
k=1

∥∥∥fk∥∥∥
Lp(Ω)

(1.19)

Preuve-Par récurrence.

Corollaire 1.2.7 (Inégalité de Minkowsky pour les sommes infinies) Soit

fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ N tel que
∑∞

k=1 ‖fk‖Lp(Ω) <∞, 1 ≤ p ≤ ∞, alors

∥∥∥ ∞∑
k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∞∑
k=1

∥∥∥fk∥∥∥
Lp(Ω)

(1.20)

Preuve-On suppose que
∑∞

k=1 ‖fk‖Lp(Ω) <∞ .
A l’aide du critère de Cauchy pour les séries numériques et l’inégalité de Minkowsky
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pour les sommes finies on montre que la somme Sm =
∑m

k=1 ‖fk‖Lp(Ω) est une suite
de Cauchy et puisque Lp est complet, on déduit que

lim
m→∞

Sm =
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω)

on passe à la limite quand m → ∞ et en vertu de la continuité des semi-normes∑m
k=1 fk −→

∑∞
k=1 fk, lorsque m→∞, on a∥∥∥ ∞∑

k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∞∑
k=1

∥∥∥fk∥∥∥
Lp(Ω)

.

Théorème 1.2.3 Soit 0 < p < 1, et Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, et f, g ∈

Lp(Ω), alors ∥∥f + g
∥∥
Lp(Ω)

≤ 2
1
p
−1
(∥∥f∥∥

Lp(Ω)
+
∥∥g∥∥

Lp(Ω)

)
(1.21)

Preuve-On utilise une conséquence de l’inégalité de Jensen :(
a+ b

)p
≤ c
(
ap + bp

)
, ∀a, b > 0 (1.22)

si p ≥ 1, c = 2p−1 et si 0 < p < 1, alors c = 1. On applique cette inégalité avec
a = |f | et b = |g|, on obtient :∥∥f + g

∥∥
Lp(Ω)

=
(∫

Ω

∣∣f + g
∣∣pdx) 1

p ≤
(∫

Ω

∣∣f ∣∣pdx+

∫
Ω

∣∣g∣∣pdx) 1
p

on applique l’inégalité (1.22), avec c = max(1, 2
1
p
−1) = 2

1
p
−1, et donc∥∥f + g

∥∥
Lp(Ω)

≤ 2
1
p
−1
((∫

Ω

∣∣f ∣∣pdx) 1
p

+
(∫

Ω

∣∣g∣∣pdx) 1
p
)

≤ 2
1
p
−1
(∥∥f∥∥

Lp(Ω)
+
∥∥g∥∥

Lp(Ω)

)
.

Lemme 1.2.5 Soient ai > 0, i = 1, ...,m, alors on a l’inégalité suivante :( m∑
k=1

ai

)p
≤ c
( m∑
k=1

api

)
(1.23)

avec c = max(1,mp−1).

Preuve-On utilise l’inégalité de Jensen.

Corollaire 1.2.8 Soit 0 < p < 1, alors∥∥∥ m∑
k=1

fk

∥∥∥
Lp(Ω)

≤ m
1
p
−1

m∑
k=1

∥∥∥fk∥∥∥
Lp(Ω)

(1.24)
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Preuve-A partir du Corollaire 1.2.6 et du Lemme 1.2.5.

Théorème 1.2.4 (Inégalité intégrale de Minkowsky) Soient E ⊂ Rn et F ⊂

Rn des ensembles mesurables, et 1 ≤ p ≤ ∞, f une fonction mesurable sur E × F

alors ∥∥∥∫
F

f(., y)dy
∥∥∥
Lp(E)

≤
∫
F

∥∥∥f(., y)
∥∥∥
Lp(E)

dy. (1.25)

Remarque

Cette inégalité est interprétée de la manière suivante :
Si f est mesurable sur E×F , pour presque tous les y ∈ F , f(., y) ∈ Lp et la fonction
‖f(., y)‖Lp(E) intégrable sur F , alors pour presque tous les x ∈ E, la fonction f(x, .)
est intégrable sur F , la fonction

∫
F
f(., y)dy ∈ Lp(E) est l’inégalite (1.25) est verifiée.

Preuve-Voir [10]. p. 316-317.

Théorème 1.2.5 Soient E ⊂ Rm et F ⊂ Rn des ensembles mesurables, et f une

fonction mesurable sur E × F alors pour 0 < q ≤ p ≤ ∞ on a∥∥∥‖f(x, y)‖Lqy(F )

∥∥∥
Lpx(E)

≤
∥∥∥‖f(x, y)‖Lpx(E)

∥∥∥
Lqy(F )

. (1.26)

Preuve- ∥∥∥∥∥f(x, y)
∥∥
Lqy(F )

∥∥∥
Lpx(E)

=
∥∥∥( ∫

F

∣∣f(x, y)
∣∣qdy) 1

q

∥∥∥
Lpx(E)

=
∥∥∥∫

F

∣∣f(x, y)
∣∣qdy∥∥∥ 1

q

L
p
q
x (E)

≤
(∫

F

∥∥∥∣∣f(x, y)
∣∣q∥∥∥

L
p
q
x (E)

dy
) 1
q

=
(∫

F

∥∥∥f(x, y)
∥∥∥q
Lpx(E)

dy
) 1
q

=
∥∥∥∥∥f(x, y)

∥∥
Lpx(E)

∥∥∥
Lqy(F )

.
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1.3 Propriétés

1.3.1 Dual de Lp.

Définition 1.3.1 On dit que l : E → C est une fonctionnelle linéaire continue sur

E si :

(1) l(af + bg) = al(f) + bl(g) pour tout a, b ∈ C et f, g ∈ E.

(2)
∣∣l(f)

∣∣ ≤ c
∥∥f∥∥

E
, où c = ‖l‖.

Proposition 1.3.1 L’application l : Lp(Ω)→ C définie par

l(f) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx, g ∈ Lq(Ω), (1.27)

est une fonctionnelle linéaire continue.

L’ensemble des fonctionnelles linéaires sur Lp(Ω) est noté par (Lp(Ω))∗.

Preuve-
1) La linéarité est évidente.
2) La continuité ∣∣l(f)

∣∣ =
∣∣∣ ∫

Ω

f(x)g(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx,
par application de l’inégalité de Hölder, on obtient∣∣l(f)

∣∣ ≤ ∥∥f∥∥
Lp(Ω)

∥∥g∥∥
Lq(Ω)

≤ c
∥∥f∥∥

Lp(Ω)
,

avec c =
∥∥g∥∥

Lq(Ω)
, et 1

p
+ 1

q
= 1.

Remarque 1.3.1 L’espace dual (Lp(Ω))∗ est un espace vectoriel sur C normé :∥∥l∥∥ = sup{
∣∣l(f)

∣∣ :
∥∥f∥∥

Lp(Ω)
≤ 1}. (1.28)

1.3.2 Convergences dans Lp.

Définition 1.3.2 On dit qu’une suite de fonctions mesurables fn(x) converge en

mesure vers une fonction f(x) si pour tout σ > 0 on a :

lim
n→∞

∣∣∣{x :
∣∣fn(x)− f(x)

∣∣ ≥ σ}
∣∣∣ = 0. (1.29)
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Théorème 1.3.1 Si une suite de fonctions mesurables {fn(x)} converge presque

partout vers une fonction f(x), elle converge vers la même fonction f(x) en mesure.

Preuve-Voir [20] Chapitre V, §4 ; Théorème 7.

Théorème 1.3.2 Soit {fn(x)} une suite de fonctions mesurables convergeant en

mesure vers f(x). Alors, de cette suite on peut extraire une sous suite {fnk(x)}

convergeant vers f(x) presque partout .

Preuve-Voir [20] Chapitre V, §4 ; Théorème 8.

Définition 1.3.3 Soit (fn)n une suite de fonctions dans Lp(Ω). On dit que (fn)

converge faiblement vers f si

lim
n→∞

l
(
fn
)

= l
(
f
)
pour tout l ∈ (Lp(Ω))∗. (1.30)

Théorème 1.3.3 Soit f ∈ Lp(Ω) telle que l(f) = 0 pour toute l ∈ (Lp(Ω))∗ alors

f = 0. p.p.

Preuve-. On distingue 3 cas :
a) 1 < p <∞, on pose

g(x) =

{ ∣∣f(x)
∣∣p−2

f(x) si f(x) 6= 0,
0 sinon.

Comme f ∈ Lp(Ω), alors g ∈ Lq(Ω), en effet :

∥∥g∥∥
Lq

=
(∫

Ω

∣∣g(x)
∣∣qdx) 1

q
=
(∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx) 1

q
=
(∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx) p−1

p

=
∥∥f∥∥p−1

Lp
<∞.

De plus on a

l(f) =

∫
Ω

g(x)f(x)dx =

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx =

∥∥f∥∥p
Lp
.

Donc, si l
(
f
)

= 0 on a
∥∥f∥∥p

Lp
= 0 d’où

∥∥f∥∥
Lp

= 0 et par suite f = 0 p.p.
b) p = 1, posons

g(x) =


f(x)∣∣f(x)

∣∣ si f(x) 6= 0,

0 sinon.

Alors g ∈ L∞(Ω), et

l(f) =

∫
Ω

g(x)f(x)dx =

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣dx =

∥∥f∥∥
L1 .
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Donc, si l
(
f
)

= 0 on a
∥∥f∥∥

L1 = 0 et donc f = 0 p.p.
c) p =∞, on pose

A = {x,
∣∣f(x)

∣∣ > 0} si f 6= 0.

Donc
∣∣A∣∣ > 0, et soit B ⊂ A mesurable telle que 0 <

∣∣B∣∣ <∞, on prend

g(x) =


f(x)∣∣f(x)

∣∣ si x ∈ B,

0 sinon.

Alors g ∈ L1(Ω), et

l(f) =

∫
Ω

g(x)f(x)dx =

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣dx =

∥∥f∥∥
L∞
.

Donc, si l
(
f
)

= 0 on a
∥∥f∥∥

L∞
= 0 et donc f = 0 p.p.

Théorème 1.3.4 Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et (fn)n une suite de fonctions qui converge

faiblement vers f dans Lp(Ω), alors :∥∥f∥∥
Lp(Ω)

≤ lim
n→∞

inf
∥∥fn∥∥Lp(Ω)

. (1.31)

Preuve-On distingue deux cas :
a) 1 ≤ p <∞.
On pose

l
(
f
)

=

∫
Ω

gfdx, avec g(x) =
∣∣f(x)

∣∣p−2
f(x).

Alors d’après la preuve du théorème précédent on a l
(
f
)

=
∥∥f∥∥p

Lp
et par l’inégalité

de Hölder on obtient∥∥f∥∥p
Lp

= l(f) = lim
n→∞

l
(
fn
)

= lim
n→∞

∫
Ω

gfndx ≤
∥∥g∥∥

Lq
lim
n→∞

∥∥fn∥∥Lp .
Comme

∥∥g∥∥
Lq

=
∥∥f∥∥p−1

Lp
on a∥∥f∥∥p

Lp
≤
∥∥f∥∥p−1

Lp
lim
n→∞

∥∥fn∥∥Lp ,
d’où ∥∥f∥∥

Lp
≤ lim

n→∞
inf
∥∥fn∥∥Lp .

b) p =∞, on pose a =
∥∥f∥∥

L∞
et

Aε = {x ∈ Ω,
∣∣f(x)

∣∣ > a− ε}.

Alors il existe une sous suite d’ensembles Bk tels que Aε∩Bk décroit vers Aε, posons

gk,ε(x) =


f(x)∣∣f(x)

∣∣ si x ∈ Aε ∩Bk,

0 sinon.
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De l’inégalité de Hölder on d’éduit

lim
n→∞

∫
Ω

gk,εfndx =

∫
Aε∩Bk

1×
∣∣f(x)

∣∣dx ≤ ∣∣Aε ∩Bk

∣∣ lim
n→∞

∥∥f∥∥
L∞
.

Mais ∫
Aε∩Bk

∣∣f(x)
∣∣dx ≥ (a− ε)∣∣Aε ∩Bk

∣∣,
et donc

lim
n→∞

inf
∥∥fn∥∥L∞ ≥ a− ε =

∥∥f∥∥
L∞
− ε.

On fait tendre ε vers 0, et on obtient le résultat.

Théorème 1.3.5 Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Alors le dual de Lp(Ω) est Lq(Ω) avec 1
p

+ 1
q

= 1

et l
(
f
)

=
∫

Ω
f(x)g(x)dx pour une certaine g ∈ Lq(Ω) unique et de plus :∥∥l∥∥ =

∥∥g∥∥
Lq(Ω)

. (1.32)

Preuve-Voir [25] théorème 2.14.

Définition 1.3.4 On dit qu’une suite de fonctions
(
fn(x)

)
de Lp converge en moyenne

vers f(x) ∈ Lp avec 1 ≤ p ≤ ∞ si l’égalité suivante est vérifiée

lim
n→∞

∥∥fn − f∥∥Lp = 0. (1.33)

Proposition 1.3.2 Si une suite de fonctions
(
fn(x)

)
de Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ converge

en moyenne vers f(x), alors elle converge faiblement vers la même fonction f(x).

Preuve-(A l’aide de l’inégalité de Hölder)
On a ∫ b

a

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx ≤ ∥∥fn − f∥∥Lp∥∥g∥∥Lq
par passage à la limite on obtient

lim
n→∞

∫ b

a

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx ≤ lim
n→∞

∥∥fn − f∥∥Lp∥∥g∥∥Lq
et comme fn converge en moyenne vers f , alors

lim
n→∞

∫ b

a

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx = 0

d’où

lim
n→∞

∫ b

a

(
fn(x)− f(x)

)(
g(x)

)
dx = 0

et donc fn converge faiblement vers f .

Remarque 1.3.2 Si p = 1 alors la convergence faible est vérifiée ∀g(x) mesurable

et bornée, et donc la proposition 1.3.2 est aussi vérifiée.
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1.3.3 Complétude, réflexivité et séparabilité.

Théorème 1.3.6 Soit 1 ≤ p <∞, alors Lp est un espace de Banach.

Preuve-. Voir [10].

Définition 1.3.5 Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E

dans E ′′. On dit que E est réflexif si J(E) = E ′′.

Théorème 1.3.7 Lp est réflexif pour 1 < p <∞.

Preuve-Voir [8] Chapitre IV.3. Théorème IV.10.

Définition 1.3.6 On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous-

ensemble D ⊂ E dénombrable et dense.

Théorème 1.3.8 Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞.

Preuve-Voir [8] Chapitre IV.3. Théorème IV.13.

1.4 Inégalités classiques de Hardy pour p ≥ 1.

1.4.1 Introduction.

Pendant les années vingt du dernier siecle, Hardy établit une inégalité intégrale
connue de nos jours sous le nom de "Inégalité intégrale de Hardy"∫ ∞

0

(1

x

∫ x

0

f(y)dy
)p
dx ≤

( p

p− 1

)p ∫ ∞
0

fp(x)dx.

La constante ( p
p−1

)p est la plus petite possible.
Pendant la 1ere période (1906-1928), plusieurs mathématiciens comme G. H.

Hardy, E. Landau, G .Polya, I .Schur et M. Riesz, ont contribué à l’etablissement
et au developpement de cette inégalité (voir [22]), ce qui a donné naissance aux
inégalités discrètes, continues et avec poids de Hardy.

À partir des années soixante grâce aux travaux de (P. Beesack 1961) (voir [7]),
ont été etablis les liens entre la validité de l’inégalité de Hardy avec des fonctions de
poids plus générales et l’existence de solutions (positives) de l’équation ordinaire

d

dx

(
v(x)

(dy
dx

)p−1)
+ u(x)yp−1 = 0.

D’autres approches ont été développées pendant cette même période, dont celles
de (Portnov 1964) (voir [29]) et (Sysoeva 1965) (voir [37]) qui consistent à déterminer
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le poids u connaissant v, ou inversement, de sorte à ce que l’inégalité de Hardy soit
vérifiée et l’approche de (Kufner et Triebel 1978) (voir [23]) qui expriment les poids
en fonction d’une fonction auxiliaire. Mais la caractérisation des poids telle qu’elle
est connue actuellement, apparait avec (Talenti 1969) (voir [38]) et (Tomaselli 1969)
(voir [39]).

Définition 1.4.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞, x ∈ (0,∞), on définit :

(
H1f

)
(x) =

1

x

∫ x

0

f(y)dy, (1.34)

( la valeur moyenne de la fonction f dans l’intervalle (0, x)),

(
H2f

)
(x) =

1

x

∫ ∞
x

f(y)dy. (1.35)

1.4.2 Inégalité de Hardy avec poids.

Théorème 1.4.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
q

= 1, pour toute fonction f définie som-

mable sur l’intervalle (0,∞), on a :

1)
∥∥∥xα(H1f

)
(x)
∥∥∥
Lp(0,∞)

≤
(1

q
− α

)−1∥∥∥xαf(x)
∥∥∥
Lp(0,∞)

, si α <
1

q
(1.36)

2)
∥∥∥xα(H2f

)
(x)
∥∥∥
Lp(0,∞)

≤
(
α− 1

q

)−1∥∥∥xαf(x)
∥∥∥
Lp(0,∞)

, si α >
1

q
. (1.37)

Preuve-.
1) Si α < 1

q
on pose

J =
∥∥∥xα(H1f)(x)

∥∥∥
Lp(0,∞)

=
∥∥∥∫ x

0

xα−1f(y)dy
∥∥∥
Lp(0,∞)

posons z = y
x
alors dy = xdz

J =
∥∥∥∫ 1

0

xαf(xz)dz
∥∥∥
Lp(0,∞)

≤
∫ 1

0

∥∥∥xαf(xz)
∥∥∥
Lpx(0,∞)

dz
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on pose t = xz alors dt = zdx et donc dx = dt
z∥∥∥xαf(xz)

∥∥∥
Lpx(0,∞)

=
(∫ ∞

0

xpα
∣∣f(xz)

∣∣pdx) 1
p

= z−α−
1
p

(∫ ∞
0

tpα
∣∣f(t)

∣∣pdt) 1
p

= z−α−
1
p

∥∥∥tαf(t)
∥∥∥
Lp(0,∞)

d’où

J ≤
∫ 1

0

z−α−
1
p

∥∥∥tαf(t)
∥∥∥
Lp(0,∞)

dz

=
(

1− 1

p
− α

)−1∥∥∥tαf(t)
∥∥∥
Lp(0,∞)

=
(1

q
− α

)−1∥∥∥tαf(t)
∥∥∥
Lp(0,∞)

.

2) Si α > 1
q
de manière analogue on démontre l’inégalité (1.37).

1.4.3 Une inégalité de Hardy dans Rn.

On s’interesse à l’opérateur de Hardy H̃n défini pour toute fonction f ≥ 0 me-
surable sur Rn par

(H̃nf)(r) =
1

|Br|

∫
Br

f(y)dy.

Théorème 1.4.2 Soient p ≥ 1 et α < np − 1, alors pour toute fonction f non-

négative mesurable sur Rn on a∫ ∞
0

( 1

|Br|

∫
Br

f(y)dy
)p
rαdr ≤

( np

np− 1− α

)p ∫
Rn
fp(x)|x|α−n+1dx, (1.38)

et si −1 < α < np− 1 alors la constante ( np
np−1−α)p est optimale.

Preuve-Voir [28].
Remarquons que pour n = 1 et f définie sur (0,∞) on obtient l’opérateur usuel

de Hardy i.e.

(H̃1f)(r) = (Hf)(r) =
1

r

∫ r

0

f(y)dy.

Corollaire 1.4.1 Soient p > 1 et α < p−1, alors pour toute fonction f non-négative

mesurable sur (0,∞) on a∫ ∞
0

(1

r

∫ r

0

f(y)dy
)p
rαdr ≤

( p

p− 1− α

)p ∫ ∞
0

fp(x)xαdx, (1.39)

et si −1 < α < p− 1, alors la constante ( p
p−1−α)p est optimale.
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Chapitre 2

Opérateurs de Hardy pondérés liés

aux fonctions monotones et

quasi-monotones

Le présent chapitre comprend deux travaux déjà soumis et un bref aperçu sur
certaines applications. Au début on commence par exposer un travail déjà soumis
(Voir [43]).

2.1 Opérateurs de Hardy pondérés et fonctions quasi-

monotones
Certaines inégalités de type Hardy sont établis par W.T. Sulaiman. Le but de ce

travail est d’étendre ces inégalités pour des opérateurs de Hardy pondérés avec des
fonctions quasi-monotones. De plus, de nouvelles inégalités intégrales pondérées ont
été obtenues.

2.1.1 Introduction

L’inégalité de Hardy classique (Voir [9]) a été prouvée pour f(x) ≥ 0, p > 1∫ +∞

0

(
F (x)

x

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ +∞

0

fp(x)dx, (2.1)

où
F (x) =

∫ x

0

f(t)dt. (2.2)
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La constante ( p
p−1

)p est la plus petite possible (optimale).
Cette inégalité a de nombreuses applications dans la théorie des équations dif-

férentielles (ordinaires et partielles) et a conduit à de nombreuses questions et
connexions intéressantes entre différents domaines de l’analyse mathématiques.

Les inégalités suivantes ont été prouvées dans [36].
Soit f ≥ 0, g > 0.
1. Si x

g(x)
est une fonction non croissante, p > 1 et 0 < a < 1, alors∫ ∞

0

(
F (x)

g(x)

)p
dx ≤ 1

a(p− 1)(1− a)p−1

∫ ∞
0

(
tf(t)

g(t)

)p
dt. (2.3)

2. Si x
g(x)

est une fonction non décroissante, 0 < p < 1 et a > 0, alors∫ ∞
0

(
F (x)

g(x)

)p
dx ≥ 1

a(1− p)(1 + a)p−1

∫ ∞
0

(
tf(t)

g(t)

)p
dt. (2.4)

3. Si p ≥ 2, alors ∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx ≤

∫ ∞
0

t−1fp−1(t)F (t)dt. (2.5)

4. Si p > 1, h ≥ 0, h fonction convexe et non décroissante, alors∫ ∞
0

hp
(
F (x)

x

)
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

hp (f(t)) dt. (2.6)

Les inégalités de Hardy pour les fonctions quasi-monotones sont considérées par
exemple dans [9] et [17].

L’objectif de ce travail est de généraliser les inégalités (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6)
pour l’opérateur de Hardy pondéré et son dual avec des fonctions quasi-monotones.
De plus, d’autres inégalités intégrales ont été obtenues pour des fonctions quasi-
monotones.

Tout au long de cet travail, nous supposerons que les fonctions sont intégrables
non négatives et que les intégrales sont supposées exister et sont finies.

2.1.2 Résultats principaux

Considérons l’opérateur de Hardy pondéré et son dual

Fw(x) =

∫ x

0

fw(t)dt, F ∗w(x) =

∫ ∞
x

fw(t)dt,

où fw(t) = f(t)w(t) et g > 0, f ≥ 0 sont des fonctions Lebesgue mesurables sur
(0,∞). Soient ω et v > 0 des fonctions de poids sur (0,∞), V (x) =

∫ x
0
v(t)dt,

V ∗(x) =
∫∞
x
v(t)dt, et GV (x) = g(x)V (x), GV ∗(x) = g(x)V ∗(x).

La définition suivante a été introduite dans [9].
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Définition 2.1.1 On dit qu’une fonction positive f est quasi-monotone sur ]0,∞[,

si pour un nombre réel α, xαf(x) est décroissante ou une fonction croissante de

x. Plus précisément, étant donné β ∈ R, on dit que f ∈ Qβ si x−βf(x) est non-

croissante et f ∈ Qβ si x−βf(x) est non décroissante.

Théorème 2.1.1 Soient p > 1, f ≥ 0, g > 0, x
g(x)
∈ Qβ, 0 < a < 1 et β < a(p−1

p
),

alors ∫ ∞
0

(
Fw(x)

GV (x)

)p
dx ≤ 1

(a(p− 1)− pβ) (1− a)p−1

∫ ∞
0

(
tfw(t)

GV (t)

)p
dt. (2.7)

Preuve-Comme x
g(x)
∈ Qβ et V (x) est non décroissante, alors x

GV (x)
∈ Qβ.

Soit K =
∫∞

0

(
Fw(x)
GV (x)

)p
dx, alors

K =

∫ ∞
0

G−pV (x)

(∫ x

0

fw(t)dt

)p
dx

=

∫ ∞
0

G−pV (x)

(∫ x

0

ta(1− 1
p

)fw(t)t−a(1− 1
p

)dt

)p
dx.

x
GV (x)

∈ Qβ, implique que
(

x
GV (x)

)p
∈ Qβ. En vertu de l’inégalité de Hölder et le

théorème de Fubini, on obtient

K ≤
∫ ∞

0

G−pV (x)

(∫ x

0

ta(p−1)fpw(t)dt

)(∫ x

0

t−adt

)p−1

dx

=
1

(1− a)p−1

∫ ∞
0

x(1−a)(p−1)G−pV (x)

∫ x

0

ta(p−1)fpw(t)dtdx

=
1

(1− a)p−1

∫ ∞
0

ta(p−1)fpw(t)

∫ ∞
t

x(1−a)(p−1)G−pV (x)dxdt

≤ 1

(1− a)p−1

∫ ∞
0

ta(p−1)fpw(t)

(
t1−β

GV (t)

)p ∫ ∞
t

xpβ−a(p−1)−1dxdt

=
1

(a(p− 1)− pβ) (1− a)p−1

∫ ∞
0

(
tfw(t)

GV (t)

)p
dt.

Remarque 2.1.1 Si dans (2.7), on pose w(x) = 1, V (x) = 1 et β = 0, on obtient

l’inégalité (2.3).

Considérons maintenant l’inégalité inverse de (2.7).
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Théorème 2.1.2 Soient 0 < p < 1, f ≥ 0, g > 0, x
g(x)
∈ Qβ, a > 0, β < a

(
1−p
p

)
et β ∈ R, alors∫ ∞

0

(
Fw(x)

GV ∗(x)

)p
dx ≥ 1

(a(1− p)− pβ) (1 + a)p−1

∫ ∞
0

(
tfw(t)

GV ∗(t)

)p
dt. (2.8)

Preuve-Comme x
g(x)
∈ Qβ et V ∗(x) est non croissante, alors

(
x

GV ∗ (x)

)p
∈ Qβ.

Soit I =
∫∞

0

(
Fw(x)
GV ∗ (x)

)p
dx, alors

I =

∫ ∞
0

G−pV ∗(x)

(∫ x

0

fw(t)dt

)p
dx =

∫ ∞
0

G−pV ∗(x)

(∫ x

0

ta( 1
p
−1)fw(t)t−a( 1

p
−1)dt

)p
dx.

Par application de l’inégalité inverse de Hölder et du théorème de Fubini, on
aura

I ≥
∫ ∞

0

G−pV ∗(x)

(∫ x

0

ta(1−p)fpw(t)dt

)(∫ x

0

t+adt

)p−1

dx

=
1

(1 + a)p−1

∫ ∞
0

x(1+a)(p−1)G−pV ∗(x)

∫ x

0

ta(1−p)fpw(t)dtdx

=
1

(1 + a)p−1

∫ ∞
0

ta(1−p)fpw(t)

∫ ∞
t

x(1+a)(p−1)G−pV ∗(x)dxdt

≥ 1

(1 + a)p−1

∫ ∞
0

ta(1−p)fpw(t)

(
t1−β

GV ∗(t)

)p ∫ ∞
t

xpβ−a(1−p)−1dxdt

=
1

((a(1− p)− pβ) (1 + a)p−1

∫ ∞
0

(
tfw(t)

GV ∗(t)

)p
dt.

Remarque 2.1.2 En posant w(x) = 1, V ∗(x) = 1 et β = 0, dans (2.8), on obtient

l’inégalité (2.4).

Théorème 2.1.3 Soient p > 1, f ≥ 0, g > 0, x
g(x)
∈ Qβ, a > 1 et β > a(p−1

p
), alors∫ ∞

0

(
F ∗w(x)

GV ∗(x)

)p
dx ≤ 1

(a(p− 1)− pβ) (a− 1)p−1

∫ ∞
0

(
tfw(t)

GV ∗(t)

)p
dt. (2.9)

Preuve-Soit K1 =
∫∞

0

(
F ∗w(x)
GV ∗ (x)

)p
dx, Donc

K1 =

∫ ∞
0

G−pV ∗(x)

(∫ ∞
x

fw(t)dt

)p
dx

=

∫ ∞
0

G−pV ∗(x)

(∫ ∞
x

ta(1− 1
p

)fw(t)t−a(1− 1
p

)dt

)p
dx

En appliquant l’inégalité de Hölder et le théorème de Fubini, on a
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K1 ≤
∫ ∞

0

G−pV ∗(x)

(∫ ∞
x

ta(p−1)fpw(t)dt

)(∫ ∞
x

t−adt

)p−1

dx

=
1

(a− 1)p−1

∫ ∞
0

x(a−1)(p−1)G−pV ∗(x)

∫ ∞
x

ta(p−1)fpw(t)dtdx

=
1

(a− 1)p−1

∫ ∞
0

ta(p−1)fpw(t)

∫ t

0

x(1−a)(p−1)G−pV ∗(x)dxdt

≤ 1

(a− 1)p−1

∫ ∞
0

ta(p−1)fpw(t)

(
t1−β

GV ∗(t)

)p ∫ t

0

xpβ−a(p−1)−1dxdt

=
1

(a(p− 1)− pβ) (a− 1)p−1

∫ ∞
0

(
tfw(t)

GV ∗(t)

)p
dt.

Si dans (2.9), on pose w(x) = 1, V (x)∗ = 1 et β = 0, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.1 Soient p > 1, f ≥ 0, g > 0, x
g(x)

fonction non décroissante, a > 1,

alors ∫ ∞
0

(
F ∗(x)

g(x)

)p
dx ≤ 1

(a(p− 1)(a− 1)p−1

∫ ∞
0

(
tf(t)

g(t)

)p
dt. (2.10)

Théorème 2.1.4 Soient 0 < p < 1, f ≥ 0, g > 0, x
g(x)
∈ Qβ, a < −1, β > a

(
1−p
p

)
et β ∈ R, alors∫ ∞

0

(
F ∗w(x)

GV (x)

)p
dx ≥ 1

(pβ − a(p− 1)) ((−1)(1 + a))p−1

∫ ∞
0

(
tfw(t)

GV (t)

)p
dt. (2.11)

La preuve est similaire à celle du théorème 2.1.1.
Si dans (2.11), w(x) = 1, V (x) = 1 et β = 0, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.2 Soient 0 < p < 1, f ≥ 0, g > 0, x
g(x)

une fonction non décrois-

sante, a < −1, alors∫ ∞
0

(
F ∗w(x)

g(x)

)p
dx ≥ 1

(a(1− p)− pβ) (1 + a)p−1

∫ ∞
0

(
tfw(t)

g(t)

)p
dt. (2.12)

Remarque 2.1.3 Les inégalités (2.10) et (2.12) sont les analogues des inégalités

(2.3) et (2.4) respectivement.

Théorème 2.1.5 Soient p ≥ 2, f ≥ 0, g > 0, x
g(x)
∈ Qβ et β < 1

p
, alors∫ ∞

0

(
Fw(x)

GV (x)

)p
dx ≤ 1

1− pβ

∫ ∞
0

G−1
V (t)

(
tfw(t)

GV (t)

)p−1

Fw(t)dt. (2.13)
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Preuve-En appliquant l’inégalité de Hölder avec les paramètres p − 1 et son
conjugué p−1

p−2
et l’hypothèse x

g(x)
∈ Qβ, il s’ensuit que∫ ∞

0

(
Fw(x)

GV (x)

)p
dx =

∫ ∞
0

G−pV (x)F p−1
w (x)Fw(x)dx

=

∫ ∞
0

G−pV (x)F p−1
w (x)

∫ x

0

fw(t)dtdx

=

∫ ∞
0

fw(t)

∫ ∞
t

G−pV (x)F p−1
w (x)dxdt

=

∫ ∞
0

fw(t)

∫ ∞
t

G−pV (x)

(∫ x

0

fw(u)du

)p−1

dxdt

≤
∫ ∞

0

fw(t)

∫ ∞
t

G−pV (x)

∫ x

0

fp−1
w (u)du

(∫ x

0

du

)p−2

dxdt

=

∫ ∞
0

fw(t)

∫ ∞
t

G−pV (x)xp−2

(∫ x

0

fp−1
w (u)du

)
dxdt

≤
∫ ∞

0

fw(t)

∫ ∞
t

fp−1
w (u)

(
u1−β

GV (u)

)p ∫ ∞
u

xpβ−2dxdudt

=
1

1− pβ

∫ ∞
0

fw(t)

∫ ∞
t

fp−1
w (u)

(
u1−β

GV (u)

)p
upβ−1dudt

=
1

1− pβ

∫ ∞
0

fp−1
w (u)upβ−1

(
u1−β

GV (u)

)p ∫ u

0

fw(t)dtdu

=
1

1− pβ

∫ ∞
0

G−1
V (u)

(
ufw(u)

GV (u)

)p−1

Fw(u)du.

De plus, en fixant V (x) = 1 et g(x) = x dans le théorème 2.1.5, on a le corollaire
suivant.

Corollaire 2.1.3 Soient p ≥ 2, f ≥ 0, β < 1
p
, alors∫ ∞

0

(
Fw(x)

x

)p
dx ≤ 1

1− pβ

∫ ∞
0

t−1fp−1
w (t)Fw(t)dt. (2.14)

Remarque 2.1.4 Si nous prenons w = 1 et β = 0 en (2.14), on obtient l’inégalité

(2.5).

Théorème 2.1.6 Soient p > 1, β < 1
p
(1 − 1

p
), h > 0 une fonction convexe, x

g(x)
∈

Qβ, alors ∫ ∞
0

xpβhp
(
x−β

Fw(x)

GV (x)

)
dx

≤
(

p

p− p2β − 1

)(
p

p− 1

)p−1 ∫ ∞
0

tpβhp
(

(t1−βfw(t))

GV (t)

)
dt. (2.15)
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Preuve-En utilisant la convexité de h et l’inégalité de Hölder, on a
∞∫

0

xpβhp
(
x−β

Fw(x)

GV (x)

)p
dx =

∫ ∞
0

(
xβh

(
x−β

Fw(x)

GV (x)

))p
dx

=

∫ ∞
0

(
xβh

(
1

x

x1−β

GV (x)

∫ x

0

fw(t)dt

))p
dx

≤
∫ ∞

0

(
xβ

x

∫ x

0

h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
dt

)p
dx

=

∫ ∞
0

xp(β−1)

(∫ x

0

h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
dt

)p
dx

=

∫ ∞
0

xp(β−1)

(∫ x

0

t
1
p

(1− 1
p

)h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
t−

1
p

(1− 1
p

)dt

)p
dx

≤
∫ ∞

0

xp(β−1)

∫ x

0

t1−
1
php

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
dt

(∫ x

0

t−
1
pdt

)p−1

dx

=

(
p

p− 1

)p−1 ∫ ∞
0

xpβ+ 1
p
−2

∫ x

0

t1−
1
php

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
dtdx

=

(
p

p− 1

)p−1 ∫ ∞
0

t1−
1
php

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)∫ ∞
t

xpβ+ 1
p
−2dxdt

=

(
p

p− p2β − 1

)(
p

p− 1

)p−1 ∫ ∞
0

tpβhp
(

(t1−βfw(t))

GV (t)

)
dt.

Si dans (2.15), on pose V (x) = 1 et g(x) = x, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.4 Soient p > 1, β < 1
p
(1− 1

p
) , f ≥ 0, h > 0, h une fonction convexe

et non décroissante, alors∫ ∞
0

xpβhp
(
x−β

Fw(x)

x

)
dx ≤

(
p

p− p2β − 1

)(
p

p− 1

)p−1 ∫ ∞
0

tpβhp
(
t−βfw(t)

)
dt.

(2.16)

Remarque 2.1.5 Si dans (2.16), on pose w = 1 et β = 0, on obtient (2.6).

Le lemme suivant a été démontré dans [36].

Lemme 2.1.1 Soient h ≥ 0 une fonction convexe, et h(0) = 0, alors h(x)/x est

une non décroissante.

Théorème 2.1.7 Soient p > 1, h > 0 une fonction convexe, non décroissante,

h(0) = 0, g > 0, x
g(x)
∈ Qβ et β < p− 1, alors

∫ ∞
0

x2−p+βh
(
x−βFw(x)
GV (x)

)
h(x)

dx ≤ 1

p− β − 1

∫ ∞
0

t2−p+βh
(
t−βfw(t)
GV (t)

)
h(t)

dt. (2.17)
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Preuve-Soit I1 =
∫∞

0

x2−p+βh

(
x−βFw(x)
GV (x)

)
h(x)

dx,
alors

I1 =

∫ ∞
0

x2−p+βh
(

1
x
x1−β

GV (x)

∫ x
0
fw(t)dt

)
h(x)

dx

=

∫ ∞
0

x2−p+β

h(x)
h

(
1

x

∫ x

0

x1−β

GV (x)
fw(t)dt

)
dx.

Comme x
g(x)
∈ Qβ, h est convexe, non décroissant et x

GV (x)
∈ Qβ, nous avons∫ ∞

0

x2−p+β

h(x)
h

(
1

x

∫ x

0

x1−β

GV (x)
fw(t)dt

)
dx ≤

∫ ∞
0

x2−p+β

h(x)
h

(
1

x

∫ x

0

t1−βfw(t)

GV (t)
dt

)
dx

≤
∫ ∞

0

x1−p+β

h(x)

∫ x

0

h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
dtdx.

En appliquant le théorème de Fubini et le lemme 2.1.1, on aura∫ ∞
0

x1−p+β

h(x)

∫ x

0

h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
dtdx =

∫ ∞
0

h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)∫ ∞
t

x1−p+β

h(x)
dxdt

≤
∫ ∞

0

h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)(
t

h(t)

)∫ ∞
t

xβ−pdxdt

=
1

p− β − 1

∫ ∞
0

t2−p+β

h(t)
h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
dt.

Donc

∫ ∞
0

x2−p+βh
(
x−βFw(x)
GV (x)

)
h(x)

dx ≤ 1

p− β − 1

∫ ∞
0

t2−p+β

h(t)
h

(
t1−βfw(t)

GV (t)

)
dt.

Si dans (2.17), on pose V (x) = 1, v = ω = 1 et β = 0, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.5 Soit p > 1, h > 0 une fonction convexe, non décroissante h(0) =

0, g > 0, x
g(x)

non- fonction croissante, alors

∫ ∞
0

x2−ph
(
x−βF (x)
g(x)

)
h(x)

dx ≤ 1

p− 1

∫ ∞
0

t2−ph
(
t1fw(t)
g(t)

)
h(t)

dt. (2.18)

Définition 2.1.2 Une fonction h est dite sous-multiplicative si h(xy) ≤ h(x)h(y).
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Théorème 2.1.8 Soit p > 1, f ≥ 0, β ∈ R, β < p. Si h ≥ 0 est une fonction

convexe et sous-multiplicative, h(0) = 0 tel que x
h(x)
∈ Qβ, alors∫ ∞

0

x1−p

h2(x)
h(F (x))dx ≤ 1

p− β

∫ ∞
0

t1−p

h(t)
h(f(t))dt. (2.19)

Preuve-En utilisant l’hypothèse de convexité et de sous-multiplicativité de h,
x

h(x)
∈ Qβ et le théorème de Fubini, on a∫ ∞

0

x1−p

h2(x)
h(F (x))dx =

∫ ∞
0

x1−p

h2(x)
h

(
x

1

x

∫ x

0

f(t)dt

)
dx

≤
∫ ∞

0

x−p

h(x)

∫ x

0

h(f(t))dtdx

=

∫ ∞
0

h(f(t))

∫ ∞
t

x−p

h(x)
dxdt

=

∫ ∞
0

h(f(t))

∫ ∞
t

x1−β

h(x)
xβ−p−1dxdt

≤
∫ ∞

0

h(f(t))
t1−β

h(t)

∫ ∞
t

xβ−p−1dxdt

=
1

p− β

∫ ∞
0

t1−p

h(t)
h(f(t))dt.

Si dans (2.19), on pose β = 0, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.6 Soit p > 1, f ≥ 0. Si h ≥ 0 est une fonction sous-multiplicative,

convexe et h(0) = 0, alors∫ ∞
0

x1−p

h2(x)
h(F (x))dx ≤ 1

p

∫ ∞
0

t1−p

h(t)
h(f(t))dt. (2.20)
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2.2 Quelques inégalités intégrales relatives aux opé-

rateurs de Hardy usuels et généralisés avec une

condition plus faible que la monotonie
Dans ce qui suit est obtenue une inégalité du type de Hardy sous une condition

plus faible que la monotonie (voir [34]).

2.2.1 Une inégalité de Hardy avec une condition plus faible

que la monotonie.

Lemme 2.2.1 Soit C1 > 0, 0 < p < 1, α < np − 1, et soit f une fonction non-

négative et measurable sur Rn pour presque tout h ∈ Rn on a :

f(h) ≤ C1

|h|n
(∫

B(0,|h|)

fp(y)|y|
n
p′ pdy

)1/p

. (2.21)

Alors (∫
B(0,r)

f(h)dh
)p
≤ ppC

p(1−p)
1

∫
B(0,r)

fp(y)|y|
n
p′ pdy, (2.22)

Théorème 2.2.1 Soient C1 > 0, 0 < p < 1 et α < np − 1, si f une fonction

mesurable et non negative sur Rn et verifie ∀r > 0, (
∫
Br
fp(y)|y|

n
p′ pdy)

1
p < ∞ et

pour presque tout h ∈ Rn :

f(h) ≤ C1

|h|n
(∫

B|h|

fp(y)|y|
n
p′ pdy

)1/p

. (2.23)

Alors il existe C2 > 0 telle que :∫ ∞
0

( 1

|Br|

∫
Br

f(y)dy
)p
rαdr ≤ C2

∫
Rn
fp(y)|y|α−n+1dy (2.24)

où

C2 =
1

vpn

pp C
p(1−p)
1

np− α− 1
(2.25)

est une constante optimale.

Si on pose dans le théorème précédent n = 1 on aura :
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Corollaire 2.2.1 Si n = 1, on trouve pour α < p− 1 et pour presque tout x > 0 :∫ ∞
0

(1

x

∫ x

0

f(t)dt
)p
xαdx ≤ C3

∫ ∞
0

fp(x)xαdx (2.26)

où

C3 =
pp C

p(1−p)
1

p− α− 1
(2.27)

pour toute fonction f verifiant pour tout r > 0,
( ∫ r

0
fp(t)|t|p−1dt

) 1
p
< ∞ et satis-

faisant la condition suivante :

f(x) ≤ C1

x

(∫ x

0

fp(t)tp−1dt
) 1
p
. (2.28)

où C3 est optimale.

Le travail suivant est lié à l’opérateur généralisé de Hardy et a fait l’objet d’une
publication (voir [3]).

2.2.2 Une inégalité pour l’opérateur de Hardy généralisé.

Soit w une fonction de poids définie sur (0,∞). L’opérateur de Hardy généralisé
est défini comme suit :

(Hwf)(r) =
1

W (r)

∫ r

0

f(x)w(x)dx,

où 0 < W (r) =
∫ r

0
w(t)dt <∞ pour tout r > 0.

Notons que si w(x) ≡ 1 alors l’opérateur précédent n’est autre que l’opérateur usuel
de Hardy

(Hf)(r) =
1

r

∫ r

0

f(x)dx.

Lemme 2.2.2 Soient 0 < p < 1, C6 > 0, A > 0, w une fonction de poids definie

sur (0,∞) qui satisfait la condition :

w(t) ≤ C6w(y) pour 0 < y < t <∞. (2.29)

Si f est une fonction measurable et non negative sur (0,∞), telle que pour presque

tout 0 < t <∞, on ait

f(t) ≤ A
(∫ t

0

w(y)yp−1dy
)− 1

p
(∫ t

0

fp(y)w(y)yp−1dy
) 1
p
, (2.30)
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alors pour tout x > 0

(Hwf)(x) ≤ C7

xw(x)
1
p

(∫ x

0

fp(y)w(y)yp−1dy
) 1
p
, (2.31)

où C7 = pA1−pC
2
p
−1

6 p
1
p
−1.

Théorème 2.2.2 Soient 0 < p < 1, C6 > 0, A > 0, w une functions de poids

definie sur (0,∞) qui satisfait la condition (2.29), et α < 1 − 1
p
. Si f est une

fonction non-negative mesurable sur (0,∞) satisfaisant l’inégalité (2.30), alors

‖xα(Hwf)(x)‖Lp,w(0,∞) ≤ C8‖xαf(x)‖Lp,w(0,∞), (2.32)

où

C8 = A1−pC
2
p
−1

6 (1− α− 1

p
)−

1
p , (2.33)

Si w(x) ≡ 1 alors C6 = 1 et l’inégalité (2.30) devient

f(x) ≤ A
(∫ x

0

yp−1dy
)− 1

p
(∫ x

0

fp(y)yp−1dy
) 1
p

= A
(xp
p

)− 1
p
(∫ x

0

fp(y)yp−1dy
) 1
p
,

donc
f(x) ≤ Ap

1
p

1

x

(∫ x

0

fp(y)yp−1dy
) 1
p
,

On pose C9 = Ap
1
p , alors Cp(1−p)

9 = Ap(1−p)p1−p, d’où pAp(1−p) = ppC
p(1−p)
9 , et donc

on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.2 Soient 0 < p < 1, C > 0, A > 0, α < 1− 1
p
. Si f est une fonction

non-negative mesurable sur (0,∞) qui satisfait l’inégalité

f(x) ≤ C9

x

(∫ x

0

fp(y)yp−1dy
) 1
p
,

alors on a

‖xα(Hf)(x)‖Lp(0,∞) ≤ C10‖tαf(t)‖Lp,(0,∞), (2.34)

où

C10 = C1−p
9 p(1− α− 1

p
)−

1
p , (2.35)
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2.3 Quelques généralisations des inégalités intégrales

pour les opérateurs de Hardy pondérés

avec 0 < p < 1

Le paragraphe suivant à fait l’objet d’un travail soumis (voir [42]).
Dans ce travail nous donnons quelques généralisations des résultats établis et

prouvés par A.Senouci et al (Voir [3] et [6]).

2.3.1 Introduction

Soit f une fonction Lebesgue mesurable sur (0,+∞), et soit w une fonction
de poids sur (0,∞) (c’est-à-dire une fonction Lebesgue mesurable et non négative).
Pour 0 < p < 1, Lpw(0,∞) est l’espace de Lebesgue pondéré de toutes les fonctions
Lebesgue mesurables à valeur réelle muni de la quasi-norme finie

‖f‖Lpw(0,∞) =

(∫ ∞
0

|f(x)|pw(x)dx

) 1
p

.

L’opérateur de Hardy pondéré est défini par

(Hwf)(x) =
1

W (x)

∫ x

0

f(t)w(t)dt, x > 0,

avec 0 < W (x) =
∫ x

0
w(t)dt <∞ for all x > 0.

On note que pour w(t) = 1 ∀t > 0, l’opérateur Hw est l’opérateur de Hardy
usuel

(Hf)(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt.

Dans [3] le lemme suivant a été prouvé.

Lemme 2.3.1 Soit 0 < p < 1, c1 > 0, A > 0, w une fonction de poids sur (0,∞)

telle que w(x) ≤ cw(y) pour 0 < y < x < ∞. Si f est une fonction Lebesgue

mesurable et non négative sur (0,∞) telle que pour presque tout 0 < t <∞,

f(t) ≤ A

(∫ t

0

w(y)yp−1dy

)−1
p
(∫ t

0

fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p

, (2.36)

alors pour tout x > 0

(Hwf)(x) ≤ c2

xw
1
p (x)

(∫ x

0

fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p

, (2.37)

avec c2 = p
1
pA1−pc

2
p
−1

1 .
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Soit H∗w l’opérateur adjoint de Hw défini par :

(H∗wf)(x) = w(x)

∫ ∞
x

f(t)

W (t)
dt, x > 0.

Dans [6], le lemme suivant a été prouvé d’une manière analogue au lemme pré-
cédent dans [3].

Lemme 2.3.2 Soit 0 < p < 1, B > 0, w une fonction de poids sur (0,∞) telle que

pour tout x > 0,
∫ x

0
w(t)dt < ∞. Si f est une fonction Lebesgue mesurable et non

négative sur (0,∞) telle que pour presque tout 0 < x <∞∫ ∞
x

fp(y)w(y)yp−1dy <∞,

et

f(x) ≤ B

x

(∫ ∞
x

fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p
(∫ x

0

w(y)dy

) 1
1−p

w
1

1−p (x), (2.38)

Alors pour r > 0

(H∗wf)(r) ≤ pB1−pw(r)

(∫ ∞
r

fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p

. (2.39)

Le théorème suivant a été établi dans [6].

Théorème 2.3.1 Soit 0 < p < 1, B > 0, x > 0 et −1
p
< α < 1 − 1

p
. Si f est une

fonction Lebesgue mesurable et non négative sur (0,∞) et satisfaisant la condition

(2.39), alors

‖τα(H∗f)(τ)‖Lp(0,∞) ≤ pB1−p(αp+ 1)−
1
p‖yα+1f(y)‖Lp(0,∞). (2.40)

2.3.2 Résultats principaux

Le but de ce travail est de généraliser certains résultats obtenus dans [6].
Soit f une fonction Lebesgue mesurable sur (0,∞).

Le théorème suivant est une généralisation du théorème 2.3.1 pour l’opérateur
de Hardy pondéré.

Théorème 2.3.2 Soit 0 < p < 1, x > 0, B > 0, w une fonction de poids telle que

w(r) < w(y) < ∞ pour 0 < r < y < ∞ et −1
p
< α < 1 − 1

p
. Si f est une fonction

Lebesque mesurable et non négative sur (0,∞) satisfaisant la condition (2.39), alors∥∥∥rα(H∗wf)(r)
∥∥∥
Lp(0,∞)

≤ pB1−p(pα + 1)−
1
p

∥∥∥yα+1f(y)w
p+1
p (y)

∥∥∥
Lp(0,∞)

. (2.41)
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Preuve- De (2.39) il s’ensuit que∥∥∥rα(H∗wf)(r)
∥∥∥
Lp(0,∞)

≤ pB1−p
∥∥∥rαw(r)

(∫ ∞
r

fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p ∥∥∥

Lp(0,∞)
.

Soit
I = pB1−p

∥∥∥rαpwp(r)(∫ ∞
r

fp(y)w(y)yp−1dy

)∥∥∥ 1
p

L1(0,∞)
.

Par le théorème de fubini nous donne

I = pB1−p
∥∥∥fp(y)w(y)yp−1

(∫ y

0

rαpwp(r)dr

)∥∥∥ 1
p

L1(0,∞)
.

D’où

I ≤ pB1−p
∥∥∥fp(y)w(y)wp(y)yp−1

(∫ y

0

rαpdr

)∥∥∥ 1
p

L1(0,∞)

= pB1−p
∥∥∥fp(y)w(y)wp(y)yp−1

(∫ y

y

rαpdr

)∥∥∥ 1
p

L1(0,∞)

= pB1−p
∥∥∥fp(y)w(y)wp(y)yp−1

[
rαp+1

αp+ 1

]y
0

∥∥∥ 1
p

L1(0,∞)

= pB1−p
∥∥∥fp(y)w(y)wp(y)yp−1 y

αp+1

αp+ 1

∥∥∥ 1
p

L1(0,∞)

≤ pB1−p
∥∥∥fp(y)yαp+1yp−1w

p+1(y)

αp+ 1

∥∥∥ 1
p

L1(0,∞)

= p1− 1
pB1−p(α +

1

p
)−

1
p

∥∥∥w p+1
p (y)yα+1f(y)

∥∥∥
Lp(0,∞)

.

Remarque 2.3.1 Si on pose w(x) = 1 dans (2.41) on obtient le théorème 2.3.1.

Maintenant, nous considérons l’opérateur
(
H̃f
)

(x) = 1
x

∫∞
x
f(t)dt avec f(x) ≤

M
x

(∫∞
x
fp(t)tp−1dt

) 1
p .

Lemme 2.3.3 Soit 0 < p < 1, M > 0 et x > 0. Si f est une fonction Lebesgue

mesurable non négative sur (0,∞) telle que pour presque tout 0 < x <∞,∫ ∞
x

fp(t)tp−1dt <∞

et

f(x) ≤ M

x

(∫ ∞
x

fp(t)tp−1dt

) 1
p

. (2.42)

Alors (∫ ∞
x

f(t)dt

)p
≤ K

∫ ∞
x

fp(t)tp−1dt, (2.43)

où K = ppMp(1−p).
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Preuve- D’après (2.42) pour t > 0 il s’ensuit que

f 1−p(t) ≤M1−ptp−1

(∫ ∞
t

fp(y)yp−1dy

) 1−p
p

.

D’où

f(t) ≤M1−pfp(t)tp−1

(∫ ∞
t

fp(y)yp−1dy

) 1−p
p

,

= pM1−p(−1)

[(∫ ∞
t

fp(y)yp−1dy

) 1
p

]′
.

En intégrant sur (x,∞) on obtient∫ ∞
x

f(t)dt ≤ pM1−p
(∫ ∞

x

fp(y)yp−1dy

) 1
p

,

Par conséquent (∫ ∞
x

f(t)dt

)p
≤ ppMp(1−p)

∫ ∞
x

fp(y)yp−1dy. (2.44)

Théorème 2.3.3 Soit 0 < p < 1, x > 0 et α > 1− 1
p
. Si f est une fonction Lebesgue

mesurable non négative sur (0,∞) et satisfaisant (2.42) pour tout x > 0, alors

‖xα(H̃f)(x)‖Lp(0,∞) ≤ K1‖tαf(t)‖Lp(0,∞), (2.45)

où K1 = p1− 1
p (α− 1 + 1

p
)−

1
pM1−p.

Preuve- Soit (H̃f)(x) = 1
x

∫∞
x
f(t)dt, 0 < x < t <∞ et

J = ‖xα(H̃f)(x)‖Lp(0,∞).

Par définition de J on a

J =

[∫ ∞
0

xpα(H̃f)p(x)dx

] 1
p

,

=

[∫ ∞
0

xp(α−1)

(∫ ∞
x

f(t)dt

)p
dx

] 1
p

.

Par (2.44) s’ensuit que[∫ ∞
0

xp(α−1)

(∫ ∞
x

f(t)dt

)p
dx

] 1
p

≤ pM1−p
[∫ ∞

0

xp(α−1)

(∫ ∞
x

fp(t)tp−1dt

)
dx

] 1
p

,
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par le théorème de Fubini et α > 1− 1
p
, on obtient[∫ ∞

0

xp(α−1)

(∫ ∞
x

fp(t)tp−1dt

)
dx

] 1
p

=

[∫ ∞
0

fp(t)tp−1

(∫ t

0

xp(α−1)dx

)
dt

] 1
p

,

= p−
1
p

(
α− 1 +

1

p

)− 1
p
[∫ ∞

0

fp(t)tp−1tp(α−1)+1dt

] 1
p

.

D’où[∫ ∞
0

xp(α−1)

(∫ ∞
x

f(t)dt

)p
dx

] 1
p

≤M1−pp1− 1
p

(
α− 1 +

1

p

)− 1
p
[∫ ∞

0

fp(t)tpαdt

] 1
p

.

2.4 Application
Dans le cadre des fonctions monotones et quasi-monotones, on cite une applica-

tion (Pour plus de détaits voir [9]).

2.4.1 Une application aux espaces de Lorentz

Soit f ? la fonction rearrangement décroissante, avec f mesurable dans l’espace
mesurable (Ω, µ). Les espaces de Lorantz Lp,q sont usuellement définis en utilisant
la quasi-norme

‖f‖?Lp,q =

(∫ ∞
0

(
f ?(t)t

1
p

)q dt
t

) 1
q

, (2.46)

où 0 < p, q <∞.
Il est bien connu que pour p 6= 1, la quasi-norme (2.46) est equivalente à la quasi-
norme suivante

‖f‖??Lp,q =

(∫ ∞
0

(
H1(f ?)(t)t

1
p

)q dt
t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(∫ t

0

f ?(u)du

)q
t
−q
p′ −1

dt

) 1
q

(2.47)

pour p > 1 et la quasi-norme

‖f‖??Lp,q =

(∫ ∞
0

(
H2(f ?)(t)t

1
p

)q dt
t

) 1
q

=

(∫ ∞
0

(∫ ∞
t

f ?(u)du

)q
t
−q
p′ −1

dt

) 1
q

(2.48)

pour 0 < p < 1.

Corollaire 2.4.1 (a) Soit α > 1
p′

et soit f une fonction non-négative et non-

croissante.

Si 0 < p < 1, alors(
α− 1

p′

)−1

‖xαf(x)‖Lp ≤ ‖xα (H2f) (x)‖Lp ≤
(
pB

(
p, p

(
α− 1

p′

))) 1
p

‖xαf(x)‖Lp .

Si 1 ≤ p ≤ ∞, alors les inégalités sont valides dans le sens inverse.
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(b) Soit −1
p
< α < 1

p′
et soit f une fonction non-négative et non-croissante.

Si 0 < p < 1, alors(
1

p′
− α

)−1

‖xαf(x)‖Lp ≤ ‖xα (H1f) (x)‖Lp ≤
(

1

p′
− α

)− 1
p

‖xαf(x)‖Lp .

Si 1 ≤ p ≤ ∞, alors les inégalitéssont vérifiées dans le sens inverse.

(c) Soit α < −1
p
et soit f une fonction non-négative et non-d’ecroissante.

Si 0 < p < 1, alors

‖xαf(x)‖Lp ≤ ‖xα (H1f) (x)‖Lp ≤ (pB (p,−pα))
1
p ‖xαf(x)‖Lp .

Si 1 ≤ p ≤ ∞, alors les inégalitéssont vérifiées dans le sens inverse.

(d) Les constantes de ces inégalités sont optimales (les plus petites possibles).

En appliquant le corollaire précédent avec α = 1
p
− 1

q
, on obtient la proposition

suivante.

Proposition 2.4.1 (a) Soit p > 1. Alors

p′‖f‖?Lp,q ≤ ‖f‖??Lp,q ≤ (p′)
1
q ‖f‖?Lp,q (2.49)

si 0 < q ≤ 1.

(b) Soit 0 < p < 1. Alors

−p′‖f‖?Lp,q ≤ ‖f‖??Lp,q ≤
(
qB

(
q,− q

p′

)) 1
q

‖f‖?Lp,q (2.50)

si 0 < q ≤ 1.

Si 1 ≤ q, alors les inégalités (2.49) et (2.50) sont vérifiées dans le sens inverse.

De plus, toutes les constantes de ces inégalités sont optimales (les plus petites pos-

sibles).
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Chapitre 3

Espaces Lp(x).

Dans ce qui suit on définit les espaces de Lebesgue à exposants variables Lp(x),
qui sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz et une généralisation des
espaces de Lebesgue classiques Lp.

Ces espaces sont différents des espaces de Lebesgue classiques par le fait que
l’exposant ”p” n’est pas une constante mais une fonction mesurable définie sur un
ensemble mesurable à valeurs dans [1,+∞].

3.1 Définitions et inégalités intégrales.

3.1.1 Définitions.

Notations.
Soit Ω un sous ensemble mesurable de Rn, |Ω| > 0, o‘u |Ω| désigne la mesure de
Lebesgue de Ω.
P(Ω) est l’ensemble de toutes les fonctions mesurables telles que p : Ω→ [1,∞].
On pose :

Ωa = Ωa(p) = {x ∈ Ω, p(x) = a, a ∈ [1,∞]},

en particulier : Ω1 = {x ∈ Ω, p(x) = 1} et Ω∞ = {x ∈ Ω, p(x) =∞},
puis :

Ω0 = Ω/(Ω1 ∪ Ω∞),

p+ = p = ess sup
x∈Ω

p(x), p− = p = ess inf
x∈Ω

p(x), si |Ω0| > 0,

cp =
∥∥χΩ1

∥∥
∞ +

∥∥χΩ0

∥∥
∞ +

∥∥χΩ∞

∥∥
∞

rp = 1 +
1

p
− 1

p
,

où χ désigne la fonction caractéristique des ensembles correspondants.
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Définition 3.1.1 On note par Lp(x)(Ω) l’ensemble des fonctions f mesurables et

telles que :

ρp(f) =

∫
Ω/Ω∞

∣∣f(x)
∣∣p(x)

dx+ ess sup
x∈Ω∞

∣∣f(x)
∣∣ <∞. (3.1)

Remarque 3.1.1 La fonctionnelle ρp(f) : Lp(x)(Ω) −→ [0,∞) est appelée modular

de l’espace Lp(x)(Ω).

Dans ce qui suit on cite certaines propriétés de ρp(f).

Proposition 3.1.1 .

(1) ρp(f) ≥ 0, ∀f ∈ Lp(x)(Ω).

(2) ρp(f) = 0 si et seulement si f = 0 p.p.

(3) ρp(−f) = ρp(f), ∀f ∈ Lp(x)(Ω).

(4) ρp est convexe.

(5) Si
∣∣f(x)

∣∣ ≥ ∣∣g(x)
∣∣ pour x ∈ Ω presque partout, et si ρp(f) < ∞, alors

ρp(f) ≥ ρp(g).

(6) Si 0 < ρp(f) <∞, alors l’application λ→ ρp
(
f
λ

)
est continue et décroissante

sur l’intervalle [1,∞).

Preuve- Les propriétés (1) et (2) sont obtenues à partir des propriétés de l’in-
tégrale de Lebesgue.
(3) Egalité évidente.
(4) voir [26].
(5) Est déduite d’une propriété de l’intégrale de Lebesgue.
(6) Soit λ1 ≥ λ2 ≥ 1, alors ∣∣f(x)

∣∣
λ1

≤
∣∣f(x)

∣∣
λ2∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣

λ1

dx ≤
∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣

λ2

dx.

donc ρp
(
λ1

)
≤ ρp

(
λ2

)
. La continuité est evidente.

Définition 3.1.2 On définit sur Lp(x)(Ω) la norme suivante :

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

= inf{λ, λ > 0 : ρp

(f
λ

)
≤ 1} (3.2)
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Remarque 3.1.2 Si p(x) = cste

ρp(
f

λ
) =

∫ ∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx =

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣pdx
=

1

λp

∫
Ω

|f |p≤ 1

On trouve ∫
Ω

|f |p≤ λp =⇒
(∫

Ω

|f |p
) 1
p ≤ λ

Donc

‖f‖Lp(x)(Ω) =
{

inf λ > 0, tq ρp

(f
λ

)
≤ 1
}

=
(∫

Ω

|f |p
) 1
p

=‖f‖Lp .

Lemme 3.1.1 Soit f ∈ Lp(x)(Ω), alors

ρp

( f

‖f‖Lp(x)(Ω)

)
≤ 1 ∀f telle que 0 <

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

<∞. (3.3)

Preuve-On prend une suite
(
λn
)
décroissante qui converge vers

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

, d’où

la suite
( |f |
λn

)
n
est croissante et converge vers

∣∣f∣∣∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

, alors en vertu du lemme de

Fatou et de la propriété (6) de la proposition 3.1.1 on obtient :∫
Ω

( ∣∣f ∣∣∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

)p(x)

dx ≤ limn→∞

∫
Ω

( |f |
λn

)p(x)

dx ≤ 1.

Si x ∈ Ω∞, (3.3) est évidente.

Finalement on a ρp
( ∣∣f∣∣∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)

)
≤ 1.

Corollaire 3.1.1 Pour tout f ∈ Lp(x)(Ω) telle que 0 <
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
<∞

Si
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
≤ 1, alors ρp

(
f
)
≤
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
. (3.4)

Preuve-On a( 1

‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)

≥ 1

‖f‖Lp(x)(Ω)

≥ 1, où p(x) ≥ 1

∫
Ω
|f(x)|p(x)dx

‖f‖Lp(x)(Ω)

≤
∫

Ω

( |f(x)|
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)

dx ≤ 1,

où la dernière inégalité découle du lemme 3.1.1 ; d’où ρp
(
f
)
≤
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
.
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Lemme 3.1.2 Si p <∞ alors

ρp

( f∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

)
= 1 ∀f telle que 0 <

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

<∞. (3.5)

Preuve-. Posons
K =

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣ f(x)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)

dx.

Soit 0 < λ ≤
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
tel que

(‖f‖
Lp(x)(Ω)

λ

)p
.K ≤ 1, on a

ρp

(f
λ

)
=

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)

dx =

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣∥∥f∥∥Lp(x)(Ω)

λ

∣∣∣p(x)∣∣∣ f(x)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)

dx

≤
(∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)

λ

)p ∫
Ω/Ω∞

∣∣∣ f(x)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)

dx

=
(∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)

λ

)p
ρp

( f(x)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

)
.

Si ρp
(

f(x)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

)
< 1 alors ρp

(
f
λ

)
≤ 1 et donc on peut trouver λ <

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

tel

que ρp
(
f(x)
λ

)
≤ 1 qui contredit la définition de

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

(car
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
= inf λ

tel que ρp
(
f(x)
λ

)
≤ 1).

Alors ρp
(

f(x)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

)
≥ 1 et d’après le lemme 3.1.1 on a

ρp

( f(x)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

)
= 1.

Lemme 3.1.3 Soit f ∈ Lp(x)(Ω), alors(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
≤ ρp

(f
µ

)
≤
(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
, si µ ≥

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

, (3.6)

(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
≤ ρp

(f
µ

)
≤
(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
, si 0 < µ ≤

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

. (3.7)

Preuve- On prouve (3.7). Soit f ∈ Lp(x)(Ω) et soit 0 < µ ≤
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
, et donc

‖f‖
Lp(x)(Ω)

µ
≥ 1, on a

ρp

(f
µ

)
=

∫
Ω

∣∣∣f
µ

∣∣∣p(x)

dx =

∫
Ω

( |f |
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p(x)

dx,
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mais∫
Ω

( |f |
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p(x)

dx ≤
∫

Ω

( |f |
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
dx,

alors

ρp

(f
µ

)
≤
∫

Ω

( |f |
‖f‖Lp(x)(Ω)

)p(x)(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
dx ≤

(‖f‖Lp(x)(Ω)

µ

)p
,

la dernière inégalité découle de (3.3).
Le même raisonnement est valable pour l’inégalité d’à gauche, et l’inégalité (3.6) est
traitée d’une manière analogue à l’inégalité (3.7).

Lemme 3.1.4 Soit 0 < p ≤ p ≤ ∞. Si ρp
(
f
a

)
< b, pour a > 0, b > 0, alors

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ abv, (3.8)

avec

v =


1/p si b ≥ 1

1/p si b ≤ 1.

Preuve- Soit b ≥ 1 et ρp
(
f
a

)
=
∫

Ω

∣∣f(x)
a

∣∣p(x)
dx < b, alors∫

Ω

∣∣∣ f(x)

ab1/p

∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

b

∫
Ω

∣∣∣f(x)

a

∣∣∣p(x)

dx ≤ 1,

et donc par définition de la norme dans Lp(x) où λ = ab1/p, on a
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
≤ ab1/p

pour b ≥ 1.
D’une manière analogue on montre que

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ ab1/p pour b ≤ 1, et donc∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ abv.

3.1.2 Quelques exemples

Exemple 3.1.1 Soit Ω = (−1, 1)

p(x) =

 1 si −1 ≤ x ≤ 0,

2 si 0 < x ≤ 1.

f(x) =

 0 si −1 ≤ x ≤ 0,

2 si 0 < x ≤ 1,
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alors

ρp(f) =

∫
Ω

|f(x)|p(x)dx =

∫ 1

0

22dx

= 4 <∞,

d’où

f ∈ Lp(x)(Ω).

Exemple 3.1.2 Soit Ω =]0, 1[ ;

p(x) =
1

x
et f(x) = 4−xx

−x
2 .

Donc

ρp(f) =

∫ 1

0

4−1x
−1
2 dx

=
1

4

∫ 1

0

1√
x
dx

=
1

4

∫ 1

0

x
−1
2 dx

=
1

8
<∞,

d’oú f ∈ Lp(x)(Ω)

Exemple 3.1.3 Soit Ω =]0, 1[, p(x) =
1

x
, f(x) = x−x.

Donc

ρp(f) =

∫ 1

0

x−1dx = |lnx|10=∞,

d’oú

f /∈ Lp(x)(Ω).

Exemple 3.1.4 (Calcul de la norme dans Lp(x)(Ω)).

Soit Ω = (−1, 1).

p(x) =

 1 si −1 ≤ x ≤ 0,

2 si 0 < x ≤ 1.

f(x) =

 2 si −1 ≤ x ≤ 0,

1 si 0 < x ≤ 1.
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ρp(
f

λ
) =

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx

=

∫ 0

−1

2

λ
dx+

∫ 1

0

1

λ2
dx

= λ−2 + 2λ−1 ≤ 1.

Donc on résoud l’inégalité

λ−2 + 2λ−1 − 1 ≤ 0.

Posons λ−1 = x > 0, on obtenu x2 + 2x− 1 ≤ 0.

Alors ∆ = 8, donc x1 = −
√

2− 1, x2 =
√

2− 1.

Donc S = [0,
√

2− 1], alors supλ =
√

2− 1 et inf λ = (
√

2− 1)−1,

d’oú

‖f‖Lp(x)(Ω) = (
√

2− 1)−1 =
√

2 + 1.

Définition 3.1.3 Soit p(x) ∈ [1,∞) alors on dit que la fonction q(x) est la conju-

guée de p(x) si :

q(x) =


∞ pour x ∈ Ω1,

1 pour x ∈ Ω∞,

p(x)
p(x)−1

pour x ∈ Ω0.

3.1.3 Inégalités de Hölder.

Théorème 3.1.1 (Inégalite de Hölder) Soient p(x) et q(x) ∈ P(Ω). Alors l’in-

égalité ∫
Ω

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≤ rp

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

∥∥g∥∥
Lq(x)(Ω)

, (3.9)

est vérifiée pour chaque f ∈ Lp(x)(Ω) et g ∈ Lq(x)(Ω), où rp = 1 + 1
p
− 1

p
avec

1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1 ; et
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
= inf{λ, λ > 0 : ρp

(
f
λ

)
≤ 1}.

Preuve- On suppose que ‖f‖Lp(x)(Ω) 6= 0, ‖g‖Lq(x)(Ω) 6= 0 et |Ω0| 6= 0. On pose
a = |f(x)|

‖f‖
Lp(x)(Ω)

et b = |g(x)|
‖g‖

Lq(x)(Ω)

, p = p(x), q = q(x), on applique l’inégalité ab ≤ ap

p
+ bq

q

(voir [15]), puis on intègre sur Ω0 = Ω/Ω1 ∪Ω∞ en utilisant l’inégalité (3.3), comme
on a :

ρp

( f

‖f‖Lp(x)(Ω)

)
≤ 1 ∀f telle que 0 <

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

<∞,
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d’où en vertu de l’inégalité de Young, on a∫
Ω0

f(x)g(x)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

∥∥g∥∥
Lq(x)(Ω)

dx ≤
∫

Ω0

1

p

∣∣∣ f

‖f‖Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)

dx+

∫
Ω0

1

q

∣∣∣ g

‖g‖Lq(x)(Ω)

∣∣∣q(x)

dx

≤ 1

p
ρp

( f

‖f‖Lp(x)(Ω)

)
+

1

q
ρq

( g

‖g‖Lq(x)(Ω)

)
≤ 1

p
+

1

q

≤ 1

p
+ 1− 1

p
.

Alors ∫
Ω0

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≤ (1 +

1

p
− 1

p

)∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω0)

∥∥g∥∥
Lq(x)(Ω0)

= rp
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω0)

∥∥g∥∥
Lq(x)(Ω0)

.

Pour x ∈ Ω1 ou x ∈ Ω∞ on retrouve l’inégalité de Hölder classique.

Remarque 3.1.3 Si p(x) = p = cste, alors p = p et rp = 1, ainsi on retrouve

l’inégalité classique de Hölder.

Corollaire 3.1.2 On peut définir sur Lp(x)(Ω) la norme suivante

‖f‖∗Lp(x)(Ω) = inf{λ, λ > 0 :

∫
Ω0

2

p(x)

∣∣∣f
λ

∣∣∣p(x)

dx ≤ 1}, (3.10)

avec laquelle on exprime l’inégalité de Hölder comme suit∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖∗Lp(x)(Ω)‖g‖
∗
Lq(x)(Ω).

Preuve-On procède comme dans le Théorème 3.1.1, c’est-à-dire :∫
Ω0

|f(x)g(x)|∥∥f∥∥∗
Lp(x)(Ω)

∥∥g∥∥∗
Lq(x)(Ω)

dx ≤
∫

Ω0

1

p

∣∣∣ f

‖f‖∗
Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)

dx+

∫
Ω0

1

q

∣∣∣ g

‖g‖∗
Lq(x)(Ω)

∣∣∣q(x)

dx

=
1

2

∫
Ω0

2

p

∣∣∣ f

‖f‖∗
Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)

dx+
1

2

∫
Ω0

2

q

∣∣∣ g

‖g‖∗
Lq(x)(Ω)

∣∣∣q(x)

dx

≤ 1

2
+

1

2
= 1,

d’où ∫
Ω0

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≤ ∥∥f∥∥∗

Lp(x)(Ω0)

∥∥g∥∥∗
Lq(x)(Ω0)

.

Pour Ω∞, Ω1 on est ramené aux cas classiques.

Remarque 3.1.4 Avec la norme (3.10) on retrouve l’inégaité de Hölder.
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3.1.4 Généralisation de l’inégalité de Hölder.

L’inégalité de Hölder pour 1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1
r(x)

est valable mais pas comme une consé-
quence directe de l’inégalité de Hölder comme dans le cas classique (car ‖f r(x)‖

L
p(x)
r(x) (Ω)

6=

‖f‖r(x)

Lp(x)(Ω)
).

Lemme 3.1.5 Soit 0 < s(x) ≤ p(x) < p <∞, x ∈ Ω/Ω∞, alors∥∥f∥∥s
Lp(x)(Ω)

≤
∥∥f s(x)

∥∥
L
p(x)
s(x) (Ω)

≤
∥∥f∥∥s

Lp(x)(Ω)
, pour

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

≥ 1, (3.11)

et ∥∥f∥∥s
Lp(x)(Ω)

≤
∥∥f s(x)

∥∥
L
p(x)
s(x) (Ω)

≤
∥∥f∥∥s

Lp(x)(Ω)
, pour

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

≤ 1. (3.12)

Preuve-Soit f ∈ Lp(x)(Ω) telle que
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
≥ 1, et soit 0 < s(x) ≤ p(x) <

p <∞, x ∈ Ω/Ω∞, alors∥∥f s(x)
∥∥
L
p(x)
s(x) (Ω)

= inf{µ ≥ 1, I p
s

(f s(x)

µ

)
≤ 1}

= inf{µ ≥ 1,

∫
Ω

∣∣∣f(x)s(x)

µ

∣∣∣ p(x)
s(x)

dx ≤ 1}

= inf{µ ≥ 1,

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣p(x)

µ
p(x)
s(x)

dx ≤ 1}.

On pose λ =
(
µs(x)−1), alors µ = λs(x) et donc

∥∥f s(x)
∥∥
L
p(x)
s(x) (Ω)

= inf{λs(x) ≥ 1,

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣p(x)

λp(x)
dx ≤ 1}

, et comme λ ≥ 1, alors
λs ≤ λs(x) ≤ λs,

et donc∥∥f s∥∥
L
p(x)
s (Ω)

=
∥∥f∥∥s

Lp(x)(Ω)
≤
∥∥f s(x)

∥∥
L
p(x)
s(x) (Ω)

≤
∥∥f∥∥s

Lp(x)(Ω)
=
∥∥f s∥∥

L
p(x)
s (Ω)

,

et d’une manière analogue on prouve la seconde inégalité.

Proposition 3.1.2 Soit p(x) ≥ 1, q(x) ≥ 1 et r(x) ≥ 1 avec 1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1
r(x)

, et

soit supx∈Ω/Ω∞ r(x) <∞, alors∥∥fg∥∥
Lr(x)(Ω)

≤ c
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)

∥∥g∥∥
Lq(x)(Ω)

, (3.13)

avec c = sup r(x)
p(x)

+ sup r(x)
q(x)

.
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Preuve-On a l’inégalité du corollaire 1.2.1 :(
AB
)r ≤ r

p
Ap +

r

q
Bq.

On remplace dans cette inégalité A par f/‖f‖Lp(x)(Ω) et B par g/‖g‖Lq(x)(Ω), alors∫
Ω/Ω∞

∣∣∣ f(x)g(x)

‖f‖Lp(x)(Ω)‖g‖Lq(x)(Ω)

∣∣∣r(x)

dx ≤ sup
r(x)

p(x)

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣ f(x)

‖f‖Lp(x)(Ω)

∣∣∣p(x)

dx

+ sup
r(x)

q(x)

∫
Ω/Ω∞

∣∣∣ g(x)

‖g‖Lq(x)(Ω)

∣∣∣q(x)

dx

≤ sup
r(x)

p(x)
+ sup

r(x)

q(x)
= c,

donc
ρr

( f(x)g(x)

c‖f‖Lp(x)(Ω)‖g‖Lq(x)(Ω)

)
≤ 1.

Finalement on a ∥∥fg∥∥
Lr(x)(Ω)

≤ c
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)

∥∥g∥∥
Lq(x)(Ω)

.

Remarque 3.1.5 Si r(x) = 1, on retrouve l’inégalité (3.9) avec c = rp.

Remarque 3.1.6 Si p(x) = p = cste, q(x) = q = cste, r(x) = r = cste, alors c = 1

et on retrouve l’une des inégalites classiques de Hölder.

Lemme 3.1.6 Soient pi(x) ≥ 1, ai ≥ 0, i = 1, 2; ...,m tels que
∑m

k=1
1

pk(x)
= 1,

alors

a1a2...am ≤
a
p1(x)
1

p1(x)
+
a
p2(x)
2

p2(x)
+ ...+

a
pm(x)
m

pm(x)
. (3.14)

Preuve-Voir [21].

Proposition 3.1.3 Soit pk(x) ≥ 1, k = 1, 2; ...,m tel que
∑m

k=1
1

pk(x)
= 1 x ∈ Ω,

alors ∫
Ω

∣∣f1(x)f2(x)...fm(x)
∣∣dx ≤ c

∥∥f1

∥∥
Lp1(x)(Ω)

∥∥f2

∥∥
Lp2(x)(Ω)

...
∥∥fm∥∥Lpm(x)(Ω)

, (3.15)

avec

c =
m∑
k=1

1

p
k

. (3.16)
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Preuve-Découle du lemme 3.1.6 et du théorème 3.1.1.

Remarque 3.1.7 Si pk(x) = pk = cste, alors pk(x) = p
k
et

c =
∑m

k=1
1

pk(x)
= 1, d’où l’inégalité généralisée classique de Hölder.

Proposition 3.1.4 Soit p, q, r ∈ P(Ω) tel que 1 ≤ p(x) ≤ r(x) ≤ q(x) < ∞ et

p(x) 6= q(x), alors il existe une constante c > 0 telle que ∀f ∈ Lp(x)(Ω) ∩ Lq(x)(Ω),

on a ∥∥f∥∥
Lr(x)(Ω)

≤ c
∥∥f∥∥u

Lp(x)(Ω)

∥∥f∥∥v
Lq(x)(Ω)

, (3.17)

où

u =


ess sup p(x)

r(x)
q(x)−r(x)
q(x)−p(x)

si
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
≥ 1,

ess inf p(x)
r(x)

q(x)−r(x)
q(x)−p(x)

si
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
≤ 1.

v =


ess sup q(x)

r(x)
r(x)−p(x)
q(x)−p(x)

si
∥∥f∥∥

Lq(x)(Ω)
≥ 1,

ess inf q(x)
r(x)

r(x)−p(x)
q(x)−p(x)

si
∥∥f∥∥

Lq(x)(Ω)
≤ 1.

(Ici on considère que 0
0

= 1).

Preuve-Soit f 6= 0, en premier lieu supposons que r(x) < q(x) presque pour
tout x ∈ Ω, on prend des fonctions s, t telles que

s(x) =
q(x)− p(x)

q(x)− r(x)
, t(x) =

q(x)− p(x)

r(x)− p(x)
,

alors s, t ∈ P(Ω) et 1 < s(x), t(x) < ∞ et 1
s(x)

+ 1
t(x)

= 1, et donc en vertu du
théorème 3.1.1, on obtient :

ρr

( f

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ rs

∥∥∥ ∣∣f ∣∣ p(x)
s(x)∥∥f∥∥ur(x)

Lp(x)(Ω)

∥∥∥
Ls(x)(Ω)

∥∥∥∣∣f ∣∣r(x)− p(x)
s(x)∥∥f∥∥vr(x)

Lq(x)(Ω)

∥∥∥
Lt(x)(Ω)

,

et de la définition de u et l’inégalité (3.3) on a

ρs

( ∣∣f ∣∣ p(x)
s(x)∥∥f∥∥ur(x)

Lp(x)(Ω)

)
=

∫
Ω

( ∣∣f ∣∣ p(x)
s(x)

s(x)∥∥f∥∥ur(x)s(x)

Lp(x)(Ω)

)
dx

≤
∫

Ω

( ∣∣f ∣∣p(x)∥∥f∥∥p(x)

Lp(x)(Ω)

)
dx
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= ρp

( f∥∥f∥∥
Lp(x)

)
≤ 1,

et de la même manière on montre que :

It

(∣∣f ∣∣r(x)− p(x)
s(x)∥∥f∥∥vr(x)

Lq(x)(Ω)

)
≤ ρq

( f∥∥f∥∥
Lq(x)

)
≤ 1,

comme rs ≥ 1 et de la convexité de ρr on déduit

ρr

( f

rs‖f‖uLp(x)(Ω)
‖f‖v

Lq(x)(Ω)

)
≤ 1

rs
ρr

( f

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ 1,

et donc on a d’après la définition de la norme
∥∥.∥∥

Lr(x)(Ω)∥∥f∥∥
Lr(x)(Ω)

≤ c
∥∥f∥∥u

Lp(x)(Ω)

∥∥f∥∥v
Lq(x)(Ω)

,

avec c = rs.
Maintenant, soient r(x) = q(x), G tel que G = {x ∈ Ω : r(x) = q(x)}, alors

ess inf
x∈Ω

p(x)

r(x)

q(x)− r(x)

q(x)− p(x)
= 0, ess sup

x∈Ω

q(x)

r(x)

r(x)− p(x)

q(x)− p(x)
= 1,

et donc
∥∥f∥∥u

Lp(x)(Ω)
≥ 1,

∥∥f∥∥v
Lq(x)(Ω)

≥
∥∥f∥∥

Lq(x)(Ω)
et

ρr

( fχG
‖f‖u

Lp(x)(Ω)
‖f‖v

Lq(x)(Ω)

)
= ρq

( fχG
‖f‖u

Lp(x)(Ω)
‖f‖v

Lq(x)(Ω)

)
(car r(x) = q(x))

≤ ρq

( fχG
‖f‖Lq(x)(Ω)

)
≤ ρq

( f

‖f‖Lq(x)(Ω)

)
≤ 1.

Et pour r(x) < q(x) p.p x ∈ Ω/G, voir la première partie de la preuve, donc

ρr

( fχΩ/G

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ rs,

finalement

ρr

( f

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ ρr

( fχΩ

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
+ ρr

( fχΩ/G

‖f‖u
Lp(x)(Ω)

‖f‖v
Lq(x)(Ω)

)
≤ rs + 1,

on trouve l’inégalité voulue mais avec comme constante c = rs + 1.
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3.1.5 Inégalités de Minkowsky.

On se propose de définir une autre norme qui est analogue à une norme définie
dans les espaces d’Orlicz (voir [21]).

Définition 3.1.4 Soit f ∈ Lp(x)(Ω). On définit sur Lp(x)(Ω) la norme suivante :

∥∥f∥∥
p

= sup
ρq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣ <∞, (3.18)

où 1/p(x) + 1/q(x) = 1.

Proposition 3.1.5 (Inégalité de Minkowsky).

Si f, g ∈ Lp(x)(Ω), alors on a

∥∥f + g
∥∥
p
≤
∥∥f∥∥

p
+
∥∥g∥∥

p
. (3.19)

Preuve-On a∥∥f + g
∥∥
p

= sup
ρq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

(
f(x) + g(x)

)
ϕ(x)dx

∣∣∣
≤ sup

ρq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣+ sup

ρq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

g(x)ϕ(x)dx
∣∣∣

≤
∥∥f∥∥

p
+
∥∥g∥∥

p
.

Corollaire 3.1.3 Soient m ∈ N, fk ∈ Lp(x)(Ω) pour tout k = {1, 2, ...,m}, alors∥∥∥ m∑
k=1

fk

∥∥∥
p
≤

m∑
k=1

∥∥fk∥∥p. (3.20)

Preuve-Par récurrence à partir de la proposition (3.1.5).

Définition 3.1.5 Soit f ∈ Lp(x)(Ω). On peut définir sur Lp(x)(Ω) la norme sui-

vante :

∥∥f∥∥(1)

p
= sup
‖ϕ‖

Lq(x)(Ω)
≤1

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣, (3.21)

avec 1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1.
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Proposition 3.1.6 pour tout f ∈ Lp(x)(Ω) on a l’équivalence des normes suivantes

c
∥∥f∥∥(1)

p
≤
∥∥f∥∥

p
≤
∥∥f∥∥(1)

p
, (3.22)

avec

c = 2
1− q

q . (3.23)

Preuve-Voir [31].
Dans ce qui suit selon la norme (3.21), l’inégalité intégrale de Minkowsky est

verifiée.

Proposition 3.1.7 Soit p ∈ P(Ω), tel que p <∞ et p > 1, alors∥∥∥∫
Ω

f(., y)dy
∥∥∥(1)

p, x
≤
∫

Ω

∥∥∥f(., y)
∥∥∥(1)

p, x
dy. (3.24)

Preuve-On a∥∥∥∫
Ω

f(., y)dy
∥∥∥(1)

p, x
= sup
‖ϕ‖

Lq(x)(Ω)
≤1

∣∣∣ ∫
Ω

(∫
Ω

f(x, y)dy
)
ϕ(x)dx

∣∣∣
≤ sup
‖ϕ‖

Lq(x)(Ω)
≤1

∫
Ω

dy

∫
Ω

∣∣∣ϕ(x)f(x, y)
∣∣∣dx

=

∫
Ω

(
sup

‖ϕ‖
Lq(x)(Ω)

≤1

∫
Ω

∣∣∣f(x, y)ϕ(x)
∣∣∣dx)dy

=

∫
Ω

∥∥∥f(., y)
∥∥∥(1)

p, x
dy.

Sous les mêmes conditions que la proposition 3.1.7 avec la norme (3.18), on
obtient le resultat suivant.

Corollaire 3.1.4 Soit p ∈ P(Ω), tel que p <∞ et p > 1. Alors∥∥∥∫
Ω

f(., y)dy
∥∥∥
p, x
≤ c

∫
Ω

∥∥∥f(., y)
∥∥∥
p, x

dy, (3.25)

avec c = 2
−1+ q

q .

Preuve-L’inégalité (3.25) découle de la proposition 3.1.6 et la proposition 3.1.7.
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3.1.6 Inégalités de Hardy.

Dans ce paragraphe on cite deux résultats relatifs à l’inégalité de Hardy dans les
espaces Lp classiques généralisés à Lp(x).
1. On considère une inégalité du type de celle de Hardy dans Lp(x)

(0,l) :∥∥∥1

x
Hf
∥∥∥
L
p(x)(0,l)

≤ C
∥∥∥f∥∥∥

L
p(x)(0,l)

, pour f ≥ 0, (3.26)

où C > O est une constante qui dépend de l et p(x), et (Hf)(x) =
∫ x

0
f(t)dt, l > 0,

f ∈ Lp(x)(0, l).
Cette inégalité a fait l’objet de différents travaux (voir [13], [16]), selon les résultats
de ces derniers, la condition suffisante pour que (3.26) soit satisfaite est la suivante :

A = lim
x→0

∣∣p(x)− p(0)
∣∣ ln(1

x

)
<∞ ,

où p(x) est définie comme suit p(x) : (0, l) → [1,∞), est une fonction mesurable
sur (0, l), p(x) 6=∞ (pour plus de details voir [13].)
2. L’inégalité de Hardy classique liée aux intégrales fractionnaires peut être formulée
comme suit : ∥∥∥xβ−α ∫ x

0

f(y)dy

yβ(x− y)1−α

∥∥∥
Lp(0;b)

≤ C
∥∥∥f∥∥∥

Lp(0;b)
, (3.27)

où 0 < α < 1, α− 1
p
< β < 1

q
, 1
p

+ 1
q

= 1, et 0 < b ≤ ∞.
Pour plus de details voir [32].

Dans ce théorème on généralise (3.27) en supposant 0 < α < n, et x0 ∈ Ω.

Théorème 3.1.2 Soit Ω ⊂ Rn, un domaine borné et p(x) vérifiant les conditions

suivantes :

1 < p ≤ p(x) ≤ p <∞, x ∈ Ω (3.28)

∣∣p(x)− p(y)
∣∣ ≤ A

ln 1
|x−y|

,
∣∣x− y∣∣ ≤ 1

2
, x, y ∈ Ω. (3.29)

Alors l’inégalité de type Hardy est satisfaite :∥∥∥∣∣x− x0

∣∣β−α ∫
Ω

f(y)dy

|y − x0|β|x− y|n−α
∥∥∥
Lp(x)
≤ C

∥∥∥f∥∥∥
Lp(x)

, (3.30)

quelque soit β dans l’intervalle

α− x

p(x0)
< β <

x

q(x0)
. (3.31)

(Pour plus de details voir [32]).

Remarque 3.1.8 La condition (3.29) est usuellement dite condition de Dini-Lepschitz.
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3.2 Quelques proporietés des espaces Lp(x).

3.2.1 Quelques inégalités auxiliaires.

Lemme 3.2.1 Soit
∥∥f∥∥

p
<∞ et ρq(g) <∞, alors

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)g(x)dx
∣∣∣ ≤


∥∥f∥∥

p
si ρq(g) ≤ 1,

ρq(g)
∥∥f∥∥

p
si ρq(g) > 1.

Preuve-Pour la preuve voir [21].

Lemme 3.2.2 Soit 1 < p(x) <∞ et ρp
(
f
)
<∞, si

∥∥f∥∥
p
≤ 1, alors

ρp
(
f
)
≤ 1. (3.32)

Preuve-Soit |Ω1| = |Ω∞| = 0.
Supposons le contraire : ρp

(
f
)
> 1, on rappelle que l’application λ → ρp

(
f
λ

)
est

continue et décroissante, alors il existe λ > 1 tel que ρp
(
f
λ

)
= 1 (car si λ = 1

implique que ρp
(
f
)
> 1 et ρp

(
f
)

= 1 en même temps, donc c’est impossible ; et de
même pour λ < 1 impossibilité).
Posons

g(x) =
∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)−1

signf(x), x ∈ Ω.

On a

ρq
(
g
)

=

∫
Ω

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣q(x)(p(x)−1)

|signf(x)|dx =

∫
Ω

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)

dx = ρp

(f
λ

)
= 1,

et donc ∥∥f∥∥
p
≥
∫

Ω

|f(x)g(x)|dx =

∫
Ω

|f(x)|
∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)−1

|signf(x)|dx

= λ

∫
Ω

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)

dx = λρp

(f
λ

)
= λ > 1,

qui contredit le fait que
∥∥f∥∥

p
≤ 1.

Proposition 3.2.1 Soit f ∈ Lp(x)(Ω) tel que
∥∥f∥∥

p
≤ 1, alors

ρp
(
f
)
≤ cp

∥∥f∥∥
p
, (3.33)

où cp =
∥∥χΩ1

∥∥
∞ +

∥∥χΩ0

∥∥
∞ +

∥∥χΩ∞

∥∥
∞.

Preuve-Voir [21].
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3.2.2 Espaces Lp(x) et L̃p(x).

Proposition 3.2.2 Soit q(x) telle que 1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1, alors pour 1 < p ≤ p(x) ≤

p <∞ : l’espace Lp(x)(Ω) coïncide avec l’espace

L̃p(x)(Ω) =
{
f(x) :

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣ <∞ pour tout ϕ(x) ∈ Lq(x)(Ω)

}
. (3.34)

Preuve-Soit f ∈ Lp(x)(Ω) donc
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
< ∞ alors d’après l’inégalité de

Hölder (3.1.1), on a∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣ ≤ rp

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

∥∥ϕ∥∥
Lq(x)(Ω)

<∞,

pour tout ϕ ∈ Lq(x)(Ω). Donc f ∈ L̃p(x)(Ω).
Inversement, soit f ∈ L̃p(x)(Ω) et donc

∥∥f∥∥
p
<∞.

Au début on suppose que
∥∥f∥∥

p
≤ 1, et on pose

ϕ0(x) =

{ ∣∣f(x)
∣∣p(x)−1

si x ∈ Ω0,
0 sinon.

On montre maintenant que ϕ0(x) ∈ Lq(x)(Ω) et ρq(ϕ0) ≤ 1.
Supposons que ρq(ϕ0) > 1, alors

ρp(f) =

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣p(x)

dx =

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣q(x)

(
p(x)−1

)
dx

=

∫
Ω

(∣∣f(x)
∣∣p(x)−1

)q(x)

dx

≥
∫

Ω/Ω∞(q)

∣∣ϕ0(x)
∣∣q(x)

dx > 1.

Soit
fN,k(x) =

{
f(x) si

∣∣x∣∣ ≤ k et
∣∣f(x)

∣∣ ≤ N,
0 sinon.

Alors ϕN,k(x) =
∣∣fN,k∣∣p(x)−1 ∈ Lq(x)(Ω). A partir de de l’inégalité ρp

(
f
)
> 1, on peut

déduire qu’il existe N0 →∞ et k0 →∞, tel que∫
Ω/Ω∞(p)

∣∣fN0,k0(x)
∣∣p(x)

dx > 1. (3.35)

Donc
1 < ρp

(
fN0,k0

)
≤
∥∥fN0,k0

∥∥
p

∥∥fp(x)−1
N0,k0

∥∥
Lq(x)(Ω)

.

A partir du lemme (3.1.3), on obtient

1 <
∥∥fN0,k0

∥∥
p

max{
[
ρp
(
fN0,k0

)] 1
q
,
[
ρp
(
fN0,k0

)] 1
q′ },
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donc
min{

[
ρp
(
fN0,k0

)]1− 1
q
,
[
ρp
(
fN0,k0

)]1− 1
q′ } ≤

∥∥fN0,k0

∥∥
p
,

de l’inégalité (3.35) découle 1 <
∥∥fN0,k0

∥∥
p
, d’où on déduit que

sup
ρq(ϕ)≤1

∣∣∣ ∫
Ω

f(x)ϕN,k(x)dx
∣∣∣ > 1,

où
ϕN,k(x) =

{
ϕ(x) si

∣∣x∣∣ ≤ k et
∣∣f(x)

∣∣ ≤ N,
0 sinon.

et donc ρq
(
ϕN,k

)
≤ ρq

(
ϕ
)
ce qui contredit la supposition que

∥∥f∥∥
p
≤ 1. Donc

ϕ0(x) ∈ Lq(x)(Ω) et ρq
(
ϕ0

)
≤ 1, alors∫

Ω0

∣∣f(x)
∣∣p(x)

dx ≤ 1.

Ensuite, soit
∥∥f∥∥

p
> 1, alors f(x)∥∥f∥∥

p

∈ Lp(x)(Ω) comme elle est démontrée en première

étape et donc f ∈ Lp(x)(Ω) grâce à la linéarité de Lp(x)(Ω) sous la condition p <∞.

3.2.3 Complétude, réflexivité et separabilité.

Proposition 3.2.3 L’espace Lp(x)(Ω) est complet.

Preuve-Soit {fn} une suite de Cauchy de fonctions de Lp(x)(Ω) et soit ε > 0,
alors il existe n0 ∈ N tel que∫

Ω

∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣|g(x)|dx < ε, (3.36)

pour tout m,n ≥ n0 et pour tout g telle que ρq
(
g
)
≤ 1 On décompose Ω sous

forme d’ensembles disjoints Gk de mesure finie et on définit les fonctions gk =(
1 +

∣∣Gk

∣∣)−1

χGk , k ∈ N. Alors

ρq
(
gk
)

=

∫
Gk

(
1 +

∣∣Gk

∣∣)−q(x)

dx+
(

1 +
∣∣Gk

∣∣)−1

≤ 1.

En remplaçant g par gk dans (3.36), on trouve∫
Gk

∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣(1 +

∣∣Gk

∣∣)−1

dx ≤ ε,

d’où ∫
Gk

∣∣fm(x)− fn(x)
∣∣dx ≤ ε

(
1 +

∣∣Gk

∣∣), m, n ≥ n0, k ∈ N.
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Ceci montre que la suite {fn} est de Cauchy dans L1(Gk), et donc convergente dans
chaque L1(Gk), et par récurrence on trouve une sous suite {f (k)

n }n et une fonctions
f (k) ∈ L1(Gk) telle que f (k)

n (x) → f (k)(x) pour x ∈ Gk presque partout, k ∈ N.
Ainsi,

f (l)
m (x)→

∞∑
k=1

f (k)(x)χGk(x) = f(x), pour x ∈ Ω p.p.

En remplaçant fm par f (l)
m dans (3.36) et en utilisant le lemme de Fatou on trouve∫

Ω

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣∣∣g(x)

∣∣dx ≤ sup
m

∫
Ω

∣∣f (l)
m − fn(x)

∣∣∣∣g(x)
∣∣dx ≤ ε

pour tout n ≥ n0 et chaque g avec ρq
(
g
)
≤ 1. Ainsi

∥∥f − fn∥∥p ≤ ε.
Conclusion : Lp(x) est un espace de Banach.

Théorème 3.2.1 Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) p ∈ L∞(Ω).

(ii) Pour chaque fonctionnelle linéaire continue G sur Lp(x)(Ω) il existe une seule

fonction g ∈ Lq(x)(Ω) telle que

G(f) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx , f ∈ Lp(x)(Ω), (3.37)

où la norme de G(f) verifie c−1
p ‖g‖Lq(x)(Ω) ≤ ‖G‖ ≤ rp‖g‖Lq(x)(Ω).

Preuve-Voir [21]. Théorème 2.6.

Corollaire 3.2.1 .

(i) L’espace dual de Lp(x)(Ω) est Lq(x)(Ω) si et seulement si p ∈ L∞(Ω).

(q(x) est la fonction conjuguée de p(x), q(x) ∈ P(Ω)).

(ii) Lp(x) est réflexif si et seulement si

1 < p ≤ p <∞.

Preuve-Voir [21]. Corollaire 2.7.

Théorème 3.2.2 Si p <∞, alors Lp(x) est séparable.

Preuve-Voir [21].
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Remarque 3.2.1 1. Si p = cste, p = p = p, d’où d’aprés corollaire 3.2.1 (ii) Lp

est réflexif pour 1 < p <∞ (résultat connu pour les espaces classiques de Lebesgue).

2. Si p = cste, 1 ≤ p = p < ∞, Lp est séparable (résultat est bien connu pour les

espaces classiques de Lebesgue).

3.2.4 Convergences.

Proposition 3.2.4 Si p <∞ alors :

ρp
(
fn
)
→ 0 si et seulement si

∥∥fn∥∥Lp(x)(Ω)
→ 0. (3.38)

Preuve-.
Si
∥∥fn∥∥Lp(x)(Ω)

→ 0, alors à partir de la proposition 3.2.1, ρp
(
fn
)
→ 0 quand n→∞.

Maintenant, soit ρp
(
fn
)
→ 0, et soit ε ∈

(
0; 1
]
pour n suffisamment grand, on a

ρp
(
fn
)
< ε ≤ 1, et donc

ρp

(
fnρp

(
fn
)− 1

p

)
=

∫
Ω/Ω∞

∣∣fn(x)ρp
(
fn
)− 1

p
∣∣p(x)

dx+ sup
x∈Ω∞

vrai
∣∣fn(x)ρp

(
fn
)− 1

p
∣∣

≤ ρp
(
fn
)−1
∫

Ω/Ω∞

∣∣fn(x)
∣∣p(x)

dx+ ρp
(
fn
)− 1

p sup
x∈Ω∞

vrai
∣∣fn(x)

∣∣
= ρp

(
fn
)−1

ρp
(
fn
)

= 1.

Si on prend λ = ρp(fn)
1
p , on ontient∥∥fn∥∥Lp(x)(Ω)

≤ ρp
(
fn
) 1
p < ε

1
p .

Finalement
∥∥fn∥∥Lp(x)(Ω)

→ 0.

Proposition 3.2.5 Soit p <∞ si fn → 0 dans Lp(x)(Ω), alors fn → 0 en mesure.

Preuve-.
On suppose le contraire. Donc il existe ε, δ ∈

(
0; 1
]
et une sous-suite {nk} telle que

inf
k

∣∣∣{x ∈ Ω :
∣∣fnk(x)

∣∣ > ε}
∣∣∣ ≥ δ,

alors d’après la proposition 3.2.4 on trouve ρp
(
fnk
)
≥ δεp et cela contredit le fait

que fn → 0 dans Lp(x)(Ω).
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3.2.5 Injection.

Définition 3.2.1 Soient X et Y deux espaces de Banach. On écrit

X ↪→ Y si , (3.39)

X est continument injecté dans Y .

Proposition 3.2.6 Soit 0 <
∣∣Ω∣∣ <∞, et p, q ∈ P(Ω). Alors

Lq(x)(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω) si et seulement si p(x) ≤ q(x) p.p x ∈ Ω, (3.40)

où la norme de l’opérateur d’injection n’excède pas |Ω|+ 1.

Preuve-Voir [21].

Remarque 3.2.2 Ce resultat est une généralisation du cas classique concernant

l’injection d’espaces.

Proposition 3.2.7 Soient 1 ≤ q ≤ q(x) ≤ q ≤ ∞, ∀f ∈ Lq(x)(Rn), alors pour tout

x ∈ Rn, on a

Lq(Rn) ∩ Lq(Rn) ↪→ Lq(x)(Rn), (3.41)

et il existe une constante c > 0 telle que

∥∥f∥∥
Lq(x)(Rn)

≤ cmax
(∥∥f∥∥

Lq(Rn)
,
∥∥f∥∥

Lq(Rn)

)
. (3.42)

Preuve-Première étape, soit q <∞ et λ > 0 alors

ρq

(f
λ

)
=

∫
Rn

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣q(x)

dx

≤
∫
{x: |f(x)|≤λ}

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣qdx+

∫
{x: |f(x)|>λ}

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣qdx
≤
(∥∥f∥∥

Lq(Rn)

λ

)q
+
(∥∥f∥∥

Lq(Rn)

λ

)q
.

Si λ = 2 max
(∥∥f∥∥

Lq(Rn)
,
∥∥f∥∥

Lq(Rn)

)
alors on a

ρq

(f
λ

)
≤
(1

2

)q
+
(1

2

)q
≤ 1.
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Deuxième étape q = ∞ alors f ∈ L∞(Rn) et supx∈Rn vrai
∣∣f(x)

∣∣ < ∞. Soit λ =

2 max
(∥∥f∥∥

Lq(Rn)
,
∥∥f∥∥

L∞(Rn)

)
, alors

ρq

(f
λ

)
=

∫
Rn/Ω∞

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣q(x)

dx+ sup
Ω∞

vrai
∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣
≤
(∥∥f∥∥

Lq(Rn)

λ

)q
+

∥∥f∥∥
L∞(Rn)

λ

≤
(1

2

)q
+

1

2
≤ 1.

Alors : ∥∥f∥∥
Lq(x)(Rn)

≤ 2 max
(∥∥f∥∥

Lq(Rn)
,
∥∥f∥∥

L∞(Rn)

)
.

Et finalement on conclue que∥∥f∥∥
Lq(x)(Rn)

≤ 2 max
(∥∥f∥∥

Lq(Rn)
,
∥∥f∥∥

Lq(Rn)

)
.

Lemme 3.2.3 (Propriété de la semi-additivité)

Soit Ω′ ∪ Ω′′ = Ω (avec Ω′ ∩ Ω′′ = ∅), et soit p ∈ P(Ω) tels que p < ∞. Alors

∀f ∈ Lp(x)(Ω) on a

max{
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω′)
,
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω′′)
} ≤

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω)

≤
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω′)
+
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω′′)
. (3.43)

Preuve-On pose a =
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω′)
, et b =

∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω′′)

et on suppose que a ≥ b ;
alors ∫

Ω

∣∣∣ f(x)

max(a, b)

∣∣∣p(x)

dx ≥
∫

Ω′

∣∣∣f(x)

a

∣∣∣p(x)

dx = IpΩ′

( f∥∥f∥∥
Lp(x)(Ω′)

)
= 1.

D’après le lemme 3.1.3, on peut écrire(‖f‖Lp(x)(Ω′)

a

)p
≥ 1

(‖f‖Lp(x)(Ω′)

a

)p
≥ ρp

(f
a

)
≥ 1,

d’où
‖f‖Lp(x)(Ω)

a
≥
‖f‖Lp(x)(Ω′)

a
≥ 1,

et donc
∥∥f∥∥

Lp(x)(Ω)
≥ max

(
a, b
)
, où la dernière égalité découle du Lemme 3.1.2. Et

pour démontrer l’inégalité de droite, on pose

f(x)

a+ b
=

a

a+ b

χΩ′f(x)

a
+

b

a+ b

χΩ′′f(x)

b
,
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et donc∫
Ω

∣∣∣ f(x)

a+ b

∣∣∣p(x)

dx ≤
∫

Ω

∣∣∣ a

a+ b

χΩ′f(x)

a

∣∣∣p(x)

dx+

∫
Ω

∣∣∣ b

a+ b

χΩ′′f(x)

b

∣∣∣p(x)

dx

≤ (
a

a+ b
)p + (

b

a+ b
)p

≤ a

a+ b
+

b

a+ b
= 1.

D’où ‖f‖Lp(x)(Ω) ≤ a+ b (d’après la définition de ‖f‖Lp(x)(Ω)).

Lemme 3.2.4 Soit 0 < p1(x) ≤ p(x) ≤ p2(x) ≤ ∞ et |Ω∞(p2)| = 0, alors

Lp1(x)(Ω) ∩ Lp2(x)(Ω) ⊆ Lp(x)(Ω) ⊆ Lp1(x)(Ω) + Lp2(x)(Ω), (3.44)

où Lp1(x)(Ω) + Lp2(x)(Ω) désigne la somme arithmétique des espaces.

Preuve-Découle du lemme 3.2.3.

3.2.6 p(x)-continuité.

Définition 3.2.2 Soit f ∈ Lp(x)(Ω), on dit que f est p(x)-continue si

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 telle que ρp
(
fh − f

)
< ε pour h ∈ Rn,

∣∣h∣∣ < δ,

où fh(x) = f(x+ h), x ∈ Rn, autrement dit

lim
h→0

∫
|f(x+ h)− f(x)|p(x)dx = 0.

Remarque 3.2.3 Il existe des fonctions f ∈ Lp(x)(Ω) qui ne sont pas p(x)-continues.

Voir exemple ci-dessous.

Exemple 3.2.1 Soient n = 1, Ω =
(
− 1, 1

)
et 1 ≤ r < s <∞

p(x) =

 r si x ∈
[
0; 1
)
,

s si x ∈
(
− 1; 0

)
.

Et

f(x) =

 x−
1
s si x ∈

[
0; 1
)
,

0 si x ∈
(
− 1; 0

)
.

Alors f n’est pas p(x)-continue.

60



Preuve-.
On a ∫ 1

−1

∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣p(x)

dx = λ−r
∫ 1

0

∣∣x∣∣− rsdx <∞.
Alors f ∈ Lp(x)(Ω).
Soit h ∈

(
0; 1
)
, alors

f(x+ h) =

{ (
x+ h

)− 1
s si x+ h ∈

[
0; 1
)
donc x ∈

[
− h; 1− h

)
0 si x+ h ∈

(
− 1; 0

)
donc x ∈

(
− 1− h;−h

)
.

Et donc

ρp

(fh
λ

)
=

∫ 1−h

−1−h

∣∣∣f(x+ h)

λ

∣∣∣p(x)

dx

= λ−s
∫ 0

−h

∣∣x+ h
∣∣−1

dx+ λ−r
∫ 1−h

0

∣∣x+ h
∣∣− rsdx

≥ λ−s
∫ 0

−h

∣∣x+ h
∣∣−1

dx =∞, pour tout λ > 0,

donc fh /∈ Lp(x)(Ω) pour tout λ > 0.

Remarque 3.2.4 Cet exemple nous montre bien que l’espace Lp(x) n’est pas inva-

riant par rapport à la translation.

Théorème 3.2.3 Soit Ω ⊂ Rn contient une boule B(x0, r) = {x ∈ Ω,∣∣x− x0

∣∣ < r} sur laquelle la fonction p est continue et non constante, alors il existe

une fonction f ∈ Lp(x)(Ω) pour laquelle f n’est pas p(x)-continue.

Preuve-Voir [21].

Remarque 3.2.5 Ici on note l’une des plus importantes différences entre les espaces

classiques et généralisés de Lebsgue c’est-à-dire dans les espaces Lp la norme est

invariante par rapport à la translation, alors que dans Lp(x) elle ne l’est pas.
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3.3 Quelques inégalités intégrales pour les fonctions

quasi-monotones dans les espaces de Lebesgue

pondérés à exposant variable avec 0 < p(x) < 1

Le présent travail a fait l’objet d’une publication internationnale parue (voir
[35]), le lien :DOI : https ://doi.org/10.32523/2077-9879-2020-11-4-58-65

Le but de ce travail est d’obtenir des inégalités de Hardy pondérées pour des
fonctions quasi-monotones dans les espaces de Lebesgue à exposants variables avec
0 < p(x) < 1.

3.3.1 Introduction

Pour la première fois l’espace de Lebesgue à exposant variable est apparu dans la
littérature déjà dans les années trente du siècle dernier, introduit par W. Orlicz. Au
début ces espaces avaient un intérêt théorique. Plus tard à la fin du siècle dernier,
leur première application au-delà de la théorie des espaces de fonctions, était dans
les problèmes variationnels et des études de p(x)-Laplacien, (Voir Zhikov [40], [41]),
qui à son tour a donné une impulsion essentielle pour le développement de cette
théorie. Une vaste recherche de ces espaces a également été largement stimulée par
des applications à divers problèmes de mathématiques appliquées, par exemple, dans
la modélisation de l’électrorhéologie fluides [30].

L’espace de Lebesgue à exposant variable est apparu comme un cas particulier
du des espaces de Musielak-Orlicz espaces introduits par H. Nakano et développés
par J. Musielak et W. Orlicz.

Les espaces de Lebesgue Lp(x) à exposant variable pour p(x) ≥ 1 sont apparus
pour la première fois dans la littérature dans [27]. Le développement ultérieur de
cette théorie a été lié à la théorie des fonctions modulaires.

De nombreuses recherches sont consacrées au problème de la bornétude de l’opé-
rateur de Hardy dans les espaces de Lebesgue Lp(x) pour p(x) ≥ 1 (voir par exemple
[4] et [27]). Mais les recherches sur l’inégalité de Hardy dans les espaces de Lebesgue
à exposant variable Lp(x) pour 0 < p(x) < 1 sont beaucoup moins connues.

Il est bien connu que pour les espaces Lp avec 0 < p < 1, les inégalités de Hardy ne
sont pas satisfaites pour une fonction mesurable non-négative arbitraire, mais sont
satisfaites pour des fonctions quasi-monotones non-négatives avec des constantes
optimales (voir [9] pour plus de détails).

L’objet de ce travail est d’obtenir des inégalités pondérées pour les opérateurs
de Hardy agissant d’un espace de Lebesgue pondéré à exposant variable vers un
autre espace de Lebesgue pondéré à exposant variable avec 0 < p(x) < 1, pour les
fonctions quasi-monotonies. Certains résultats obtenus dans [5] sont généralisés.
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3.3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous énonçons les définitions, lemmes, corollaires et théorèmes
suivants qui sont utiles dans les preuves des Résultats principaux.

Soit Rn l’espace euclidien à n dimension, les points x = (x1, x2, . . . , xn) et Ω un
sous-ensemble mesurable de Rn. Supposons que p(x) soit une fonction mesurable sur
Ω tel que 0 < p ≤ p(x) ≤ p < 1, p = ess infx∈Ω p(x), p = ess supx∈Ω p(x) et ω est
une fonction de poids, c’est-à-dire une fonction mesurable positive sur Ω.

Définition 3.3.1 On note Par Lp(x),ω(x)(Ω) à l’ensemble de tous les fonctions Le-

besgue mesurable f sur Ω telle que

ρp(x),ω(x)(f) =

∫
Ω

(|f(x)|ω(x))p(x)dx <∞. (3.45)

On note que l’expression

‖f‖Lp(x),ω(x)(Ω) = inf{λ > 0;

∫
Ω

( |f(x)|ω(x)

λ

)p(x)

dx ≤ 1} (3.46)

définit une quasi-norme sur Lp(x),ω(x)(Ω). Lp(x),ω(x)(Ω) est un espace quasi-Banach

muni par cette quasi-norme (voir [31]).

Dans [5] le corollaire suivant a été prouvé.

Corollaire 3.3.1 Soit Ω ⊂ Rn un ensemble measurable et p, q deux functions Le-

besgue measurable sur Ω, 0 < p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q <∞ et r(x) = p(x)q(x)
q(x)−p(x)

. Supposer

que ω1 et ω2 sont des fonctions de poids dans Ω satisfaisant la condition :∥∥∥ω1

ω2

∥∥∥
Lr(x)(Ω)

<∞.

Alors l’inégalité

‖f‖Lp(x),ω1
(Ω) ≤ (A1 +B1 + ‖χΩ2‖L∞(Ω))

1
p

∥∥∥ω1

ω2

∥∥∥
Lr(x)(Ω)

‖f‖Lq(x)ω2(x)(Ω) (3.47)

tient pour chaque f ∈ Lq(x),ω2(x)(Ω), avec

Ω1 = {x ∈ Ω : p(x) < q(x)}, Ω2 = {x ∈ Ω : p(x) = q(x)},

A1 = sup
x∈Ω1

p(x)

q(x)
, B1 = sup

x∈Ω1

q(x)− p(x)

q(x)
.

Le lemme suivant est connu et a été prouvé (Voir [4]).
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Lemme 3.3.1 Soient Ω1 ⊂ Rn, Ω2 ⊂ Rm deux sous-ensembles measurable, p une

function Lebesgue measurable sur Ω1 et q une function Lebesgue measurable sur Ω2,

1 ≤ p ≤ p(x) ≤ q(y) ≤ q <∞ pour tous x ∈ Ω1 et y ∈ Ω2. If p ∈ C(Ω1), q ∈ C(Ω2),

alors l’inégalité ∥∥∥‖f‖Lp(x)(Ω1)

∥∥∥
Lq(x)(Ω2)

≤ Cp,q

∥∥∥‖f‖Lq(x)(Ω2)

∥∥∥
Lp(x)(Ω1)

(3.48)

est valide, avec

Cp,q =
(
‖χ∆1‖∞ + ‖χ∆2‖∞ +

p

q
+
p

q

)
(‖χ∆1‖∞ + ‖χ∆2‖∞), (3.49)

q = ess inf
Ω2

q(x), q = ess sup
Ω2

q(x),

∆1 = {(x, y) ∈ Ω1 × Ω2; p(x) = q(y)}, ∆2 = (Ω1 × Ω2)\∆1,

C(Ω1), C(Ω2) sont des espaces des fonctions continues sur Ω1, Ω2 et f : Ω1×Ω2 → R

est toute fonction mesurable telle que
∥∥∥‖f‖Lq(x)(Ω2)

∥∥∥
Lp(x)(Ω1)

<∞.

Les théorèmes suivants ont été établis dans [5].

Théorème 3.3.1 Soient p, q des functions Lebesgue mesurables sur (0,∞), 0 < p ≤

p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1, r(x) =
pp(x)

p(x)−p , x ∈ (0,∞) et f une function non-néegative et

non-croissante définie sur (0,∞). Supposons que ω1 et ω2 soient des fonctions de

pondération défini sur (0,∞).

Alors l’inégalité

‖Hf‖Lq(x),ω2(x)(0,∞) ≤ p
1
pCp,qdp

∥∥∥t 1
p′ ‖ω2(x)

x
‖Lq(x)(t,∞)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞) (3.50)

est vérifiée, avec

Cp,q =

(
‖χ∆1‖L∞(0,∞) + ‖χ∆2‖L∞(0,∞) + p

(
1

q
− 1

q

))(
‖χS1‖L∞(0,∞)+‖χS2‖L∞(0,∞)

)
,

S1 = {x ∈ (0,∞) : p(x) = p}, S2 = (0,∞)\S1 and

dp =
(

1 +
p− p
p

+ ‖χS1‖L∞(0,∞)

) 1
p
.
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Théorème 3.3.2 Soient p, q des functions Lebesgue measurables sur (0, 1), 0 < p ≤

p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1, r(x) =
pp(x)

p(x)−p , x ∈ (0, 1) et f est une function non-négative et

non-décroissante definie sur (0, 1). Supposons que ω1 et ω2 soient des fonctions de

poids définies sur (0, 1).

Alors l’inégalité

‖Hf‖Lq(x),ω2(x)(0,1) ≤ p
1
pCp,qdp

∥∥∥∥∥
∥∥ (x−t)1/p′ω2(x)

x

∥∥
Lq(x)(t,1)

ω1(x)

∥∥∥∥∥
Lr(x)(0,1)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,1)

(3.51)

est vérifiée, avec Cp,q et dp des constantes du Theorem 3.3.1.

La définition suivante a été introduite dans [9].

Définition 3.3.2 On dit qu’une fonction non négative f est quasi-monotone sur

]0,∞[, si pour un certain nombre réel α, xαf(x) est décroissante ou un fonction

croissante de x. Plus précisément, étant donné β ∈ R, on dit que f ∈ Qβ si

x−βf(x) est non-croissante et f ∈ Qβ si x−βf(x) est non décroissante.

La proposition suivante a été établie dans [9].

Proposition 3.3.1 (a) Soit −∞ < β <∞, f ∈ Qβ, 0 ≤ a <∞ pour β > −1 et

0 < a < b ≤ ∞ pour β ≤ −1. Si 0 < p ≤ 1 et β 6= −1, alors(∫ b

a

f(y)dy

)p
≤ p|β + 1|1−p

∫ b

a

(
|yβ+1 − aβ+1|

yβ

)p−1

fp(y)dy. (3.52)

Si 0 < p ≤ 1 et β = −1, alors(∫ b

a

f(y)dy

)p
≤ p

∫ b

a

(
y ln

y

a

)p−1

fp(y)dy. (3.53)

Les inégalités sont dans le sens inverse si 1 ≤ p <∞.

(b) Soit −∞ < β < ∞, f ∈ Qβ et 0 ≤ a < b ≤ ∞ pour β < −1 et

0 ≤ a < b <∞ pour β ≥ −1. Si 0 < p ≤ 1 et β 6= −1, alors(∫ b

a

f(y)dy

)p
≤ p|β + 1|1−p

∫ b

a

(
|yβ+1 − bβ+1|

yβ

)p−1

fp(y)dy. (3.54)

Si 0 < p ≤ 1 et β = −1, alors
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(∫ b

a

f(y)dy

)p
≤ p

∫ b

a

(
y ln

b

y

)p−1

fp(y)dy. (3.55)

Les inégalités sont en sens inverse si 1 ≤ p <∞.

(c) Les constantes de ces inégalités sont optimales (plus petits) possible dans tous

les cas.

Si dans (3.52), on pose a = 0 et en (3.54) on pose b = ∞, on obtient des cas
suivants de la Proposition qui sont utiles dans les preuves des résultats principaux.

Corollaire 3.3.2 Soit 0 < p ≤ 1.

(a) Si β > −1, f ∈ Qβ et 0 < b ≤ ∞, alors(∫ b

0

f(y)dy

)p
≤ p(β + 1)1−p

∫ b

0

yp−1fp(y)dy. (3.56)

(b) Si β < −1, f ∈ Qβ et 0 ≤ a <∞, alors(∫ ∞
a

f(y)dy

)p
≤ p|β + 1|1−p

∫ ∞
a

yp−1fp(y)dy. (3.57)

Si dans (3.54), on prend a = 0, b = x, β > −1, on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.3 Si 0 < p ≤ 1, β > −1, f ∈ Qβ et 0 ≤ x <∞, alors(∫ x

0

f(y)dy

)p
≤ p(β + 1)1−p

∫ x

0

[
y−β

(
xβ+1 − yβ+1

)]p−1
fp(y)dy. (3.58)

3.3.3 Résultats principaux

Considérons les opérateurs de Hardy

(H1f)(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt, (H2f)(x) = frac1x

∫ ∞
x

f(t)dt,

où f est une fonction Lebesgue mesurable et non négative sur (0,∞).

Théorème 3.3.3 Soient p, q des fonctions de Lebesgue mesurables sur (0,∞), 0 <

p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1, r(x) =
pp(x)

p(x)−p , pour x ∈ (0,∞), β > −1 and f ∈ Qβ.

Supposons que ω1 et ω2 soient des fonctions de poids définies sur (0,∞).

Alors l’inégalité

‖H1f‖Lq(x),ω2(x)(0,∞) ≤ p
1
p (β+1)

− 1

p′Cp,qdp

∥∥∥t 1
p′ ‖ω2(x)

x
‖Lq(x)(t,∞)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞)

(3.59)
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est vérifiée, avec

Cp,q =

(
‖χ∆1‖L∞(0,∞) + ‖χ∆2‖L∞(0,∞) + p

(
1

q
− 1

q

))(
‖χS1‖L∞(0,∞)+‖χS2‖L∞(0,∞)

)
,

S1 = {x ∈ (0,∞) : p(x) = p}, S2 = (0,∞)\S1 et

dp =
(

1 +
p− p
p

+ ‖χS1‖L∞(0,∞)

) 1
p
.

Preuve-En appliquant le corollaire 3.3.2 (a) avec p = p, on obtient

‖H1f‖Lq(x),ω2(x)(0,∞) = ‖ω2(x)H1f‖Lq(x)(0,∞) =
∥∥∥ω2(x)

x

∫ x

0

f(t)dt
∥∥∥
Lq(x)(0,∞)

≤ p
1
p

(β + 1)
− 1

p′
∥∥∥ω2(x)

x

(∫ x

0

fp(t)tp−1dt
) 1
p
∥∥∥
Lq(x)(0,∞)

.

Let
J1 =

∥∥∥ω2(x)

x

(∫ x

0

fp(t)tp−1dt
) 1
p
∥∥∥
Lq(x)(0,∞)

,

then
J1 =

∥∥∥(∫ ∞
0

fp(t)χ(0,x)(t)
[ω2(x)

x

]p
tp−1dt

) 1
p
∥∥∥
Lq(x)(0,∞)

=
∥∥∥(∫ ∞

0

fp(t)χ(0,x)(t)
[ω2(x)

x

]p
tp−1dt

)∥∥∥ 1
p

L q(x)
p

(0,∞)

=
∥∥∥∥∥∥fp(t)χ(0,x)(t)

[ω2(x)

x

]p
tp−1

∥∥∥
L1(0,∞)

∥∥∥ 1
p

L q(x)
p

(0,∞)
.

Ensuite, en appliquant le lemme 3.3.1, on obtient

J1 ≤ Cp,q

(∫ ∞
0

∥∥∥[fp(t)]χ(0,x)(t)
[ω2(x)

x

]p
tp−1

∥∥∥
L q(x)

p

(0,∞)
dt
) 1
p

= Cp,q

(∫ ∞
0

fp(t)tp−1
∥∥∥χ(0,x)(t)

[ω2(x)

x

]p∥∥∥
L q(x)

p

(0,∞)
dt
) 1
p

= Cp,q

(∫ ∞
0

fp(t)tp−1
∥∥∥ω2(x)

x

∥∥∥p
Lq(x)(t,∞)

dt
) 1
p

= Cp,q

∥∥∥f(t)t
1
p′
∥∥∥ω2(x)

x

∥∥∥
Lq(x)(t,∞)

∥∥∥
Lp(0,∞)

.

Soit J2 =
∥∥∥f(t)t

1
p′
∥∥∥ω2(x)

x

∥∥∥
Lq(x)(t,∞)

∥∥∥
Lp(0,∞)

, puis en appliquant le corollaire 3.3.1, on

obtient

J2 ≤ dp

∥∥∥t 1
p′ ‖ω2(x)

x
‖Lq(x)(t,∞)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞),
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par conséquent

‖H1f‖Lq(x),ω2(x)(0,∞) ≤ p
1
p (β+1)

− 1

p′Cp,qdp

∥∥∥t 1
p′ ‖ω2(x)

x
‖Lq(x)(t,∞)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞).

Remarque 3.3.1 Si dans l’inégalité (3.59) on pose β = 0, on obtient l’inégalité

(3.50) du théorème 3.3.1

En utilisant le corollaire 3.3.2 (b) avec a = 0, le théorème suivant se démontre
de manière similaire.

Théorème 3.3.4 Soient p, q des fonctions mesurables de Lebesgue sur (0,∞), 0 <

p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1, r(x) =
pp(x)

p(x)−p , pour x ∈ (0,∞), β < −1 et f ∈ Qβ.

Supposons que ω1 et ω2 soient des fonctions de poids définies sur (0,∞). Alors

l’inégalité

‖H1f‖Lq(x),ω2(x)(0,∞) ≤ p
1
p |β+1|−

1

p′Cp,qdp

∥∥∥t 1
p′ ‖ω2(x)

x
‖Lq(x)(0,t)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞)

(3.60)

est vérifiée, avec Cp,q et dp sont les constantes du théorème 3.3.3.

Théorème 3.3.5 Soit p, q des fonctions Lebesgue mesurables sur (0,∞), 0 < p ≤

p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1, r(x) =
pp(x)

p(x)−p , pour x ∈ (0,∞), β > −1 and f ∈ Qβ.

Supposons que ω1 et ω2 soient des fonctions de poids définies sur (0,∞).

Alors l’inégalité

‖H1f‖Lq(x),ω2
(0,∞)

≤ p
1
p (β + 1)

− 1

p′Cp,qdp

∥∥∥‖[t−β(xβ+1 − tβ+1)]
1

p′ ω2(x)
x
‖Lq(x)(t,∞)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞)

(3.61)

est vérifiée, avec Cp,q et dp sont les constantes du théorème 3.3.3.

Preuve-En appliquant le corollaire 3.3.3 avec p = p, on a

‖H1f‖Lq(x),ω2(x)(0,∞) = ‖ω2(x)H1f‖Lq(x)(0,∞) =
∥∥∥ω2(x)

x

∫ x

0

f(t)dt
∥∥∥
Lq(x)(0,∞)

≤ p
1
p

|β + 1|−
1

p′
∥∥∥ω2(x)

x

(∫ x

0

[t−β(xβ+1 − tβ+1)]p−1fp(t)dt
) 1
p
∥∥∥
Lq(x)(0,∞)

.
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Soit K1 =
∥∥∥ω2(x)

x

( ∫ x
0

[t−β(xβ+1 − tβ+1)]p−1fp(t)dt
) 1
p
∥∥∥
Lq(x)(0,∞)

, alors

K1 =
∥∥∥(∫ x

0

fp(t)χ(0,x)(t)
[ω2(x)

x

]p
[t−β(xβ+1 − tβ+1)]p−1dt

) 1
p
∥∥∥
Lq(x)(0,∞)

=
∥∥∥(∫ 1

0

fp(t)χ(0,x)(t)
[ω2(x)

x

]p
[t−β(xβ+1 − tβ+1)]p−1dt

)∥∥∥ 1
p

L q(x)
p

(0,∞)
.

Ensuite, en utilisant le lemme 3.3.1, on obtient

I1 ≤ Cp,q

(∫ 1

0

∥∥∥[fp(t)]χ(0,x)(t)
[ω2(x)

x

]p
[t−β(xβ+1 − tβ+1)]p−1

∥∥∥
L q(x)

p

(0,∞)
dt
) 1
p

= Cp,q

(∫ 1

0

fp(t)
∥∥∥χ(0,x)(t)

[ [t−β(xβ+1 − tβ+1)]
1

p′ ω2(x)

x

]p∥∥∥
L q(x)

p

(0,∞)
dt
) 1
p

= Cp,q

(∫ 1

0

fp(t)
∥∥∥ [t−β(xβ+1 − tβ+1)]

1

p′ ω2(x)

x

∥∥∥p
Lq(x)(t,∞)

dt
) 1
p

= Cp,q

∥∥∥f(t)
∥∥∥ [t−β(xβ+1 − tβ+1)]

1

p′ ω2(x)

x

∥∥∥
Lq(x)(t,1)

∥∥∥
Lp(0,∞)

.

Soit
K2 =

∥∥∥f(t)[t−β(xβ+1 − tβ+1)]
1

p′
∥∥∥ω2(x)

x

∥∥∥
Lq(x)(t,∞)

∥∥∥
Lp(0,∞)

,

puis en appliquant le corollaire 3.3.1, on obtient

K2 ≤ dp

∥∥∥ [t−β(xβ+1 − tβ+1)]
1

p′ ‖ω2(x)
x
‖Lq(x)(t,∞)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞),

par conséquent
‖H1f‖Lq(x),ω2(x)(0,∞)

≤ p
1
p (β+ 1)

− 1

p′Cp,qdp

∥∥∥‖[t−β(xβ+1 − tβ+1)]
1

p′ ω2(x)
x
‖Lq(x)(t,∞)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞).

Remarque 3.3.2 Si dans l’inégalité (3.61) on pose β = 0, on obtient l’inégalité

(3.51) du théorème 3.3.2.

Remarque 3.3.3 Pour une constante p(x) = q(x) = p et ω1(x) = ω2(x) = xα,

les inégalités (3.59), (3.60) et (3.61) avec des constantes optimales possible, ont

été prouvées dans [9]. Les inégalités (3.59) et (3.61) pour β = 0, ont été prouvées

précédemment dans [11] et [12].
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Considérons maintenant le cas β = −1.

Théorème 3.3.6 Soit p, q des fonctions mesurables de Lebesgue sur (0,∞), 0 <

p ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q < 1, r(x) =
pp(x)

p(x)−p pour x ∈ (0,∞) et β = −1. Supposons que

ω1 et ω2 soient des fonctions de poids défini sur (0,∞).

1) Si f ∈ Q−1, alors l’inégalité

‖H2f‖Lq(x),ω2(x)(0,∞) ≤ p
1
pCp,qdp

∥∥∥t 1
p′ (ln t

x
)

1
p′ ‖ω2(x)

x
‖Lq(x)(0,t)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞)

(3.62)

est vérifiée.

2) Si f ∈ Q−1, alors l’inégalité

‖H1f‖Lq(x),ω2(x)(0,∞) ≤ p
1
pCp,qdp

∥∥∥t 1
p′ (lnx

t
)

1
p′ ‖ω2(x)

x
‖Lq(x)(t,∞)

ω1(x)

∥∥∥
Lr(x)(0,∞)

‖f‖Lp(x),ω1(x)(0,∞)

(3.63)

est vérifiée.

Preuve-1) Soit a = x et b = +∞ dans (3.53), alors(∫ ∞
x

f(t)dt

)
≤ p

1
p

(∫ ∞
x

(t ln
t

x
)p−1fp(t)dt

) 1
p

.

Nous appliquons cette inégalité avec p = p et le reste est similaire à la preuve du
théorème 3.3.3.

2) Soit a = 0 et b = x dans (3.55). Le reste est similaire à la preuve du théorème
3.3.3.
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Conclusion
R.A. Bandaliev [5] a obtenu des inégalités intégrales du type de Hardy pour les

fonctions monotones dans les espaces de Lebesgue généralisés pour 0 < p(x) < 1.
Dans le présent travail, les résultats de R.A. Bandaliev [5] ont été étendus aux

fonctions quasi-monotones qui sont des notions plus générales que la monotonie.
Comme perspectives, premièrement on peut envisager de généraliser les differents

résultats à n fonctions, en cherchant les meilleures constantes (optimales ou les plus
petites possibles) dans les différentes inégalités intégrales. Deuxièment on se pose la
question sur l’extension de certains résultats obtenus aux espaces de Musielak-Orlicz.
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Résumé
Dans cette thèse, on s’intéresse aux espaces classiques de Lebesgue et aux es-

paces pondérés de Lebesgue avec un paramètre d’intégration variable, 0 < p(x) < 1.
Plusieurs inégalités intégrales sont établies et prouvées. De plus quelques résultats
sont généralisés.

Mots clés : Inégalités, opérateurs de Hardy, exposant variable

Abstract
In this thesis we consider the classical Lebesgue spaces and the weighted variable

exponent Lebesgue spaces with 0 < p(x) < 1. Some integral inequalities were esta-
blished for 0 < p(x) < 1. Moreover certain generalizations were obtained.

Key words : Inequalities, Hardy operators, variable exponent.
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