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Introduction

Dans le présent travail on considére quelques inégalités du type de Hardy dans les
espaces classiques de Lebesgue et dans ceux de Lebesgue généralisés ol le paramétre
d’intégration est variable.

Les premiéres tentatives pour généraliser les espaces de Lebesgue classiques
LP(0 < p < 4+00) ont été faites au début de I'année 1930 par W. Orlicz, ou il a
considéré I'espace fonctionnel L? (X, 1) défini par

LA (X, p) = {f € M(X,p), tel que p(Af) = /Xgo()\|f(:x)|)dx < 400, A > O}

oll ¢ est une fonction convexe dite fonction d’Orlicz qui posséde des propriétés
analogues a celles de la fonction puissance, qui définit les espaces de Lebesgue usuels.

Par la suite H. Nakano s’est concentré sur 1’étude des propriétées principales de
la fonction p, ce qui I’a amené a définir une classe plus large d’espaces fonctionnels,
appelés espaces modulaires. En 1959 W. Orlicz et J. Musielak ont développé la
théorie des espaces de Musielak-Orlicz, qui sont un exemple d’espaces modulaires,
défini de la méme maniére que les espaces d’Orlicz, en considérant une fonction ¢
définie sur X x [0, 400 & valeurs dans [0, 4+00]; telle que, ¢(-, ) est mesurable, et
o(z, ) est une fonction d’Orlicz, ¢(x,t) est appelée fonction d’Orlicz généralisée ou
encore fonction de Musielak-Orlicz.

Notre travail consiste a I’étude de certaines propriétés d’'un espace particulier de
Musielak-Orlicz qui est 'espace de Lebesgue a exposant variable p(z).

Ces espaces nous fournissent une approche differente de celle des espaces clas-
siques de Lebesgue, autrement dit 1’exposant variable p(-) nous permet de décrire
avec plus de précision le comportement de chaque fonction.

La thése comprend trois chapitres, une conclusion et une bibliographie.

Dans le premier chapitre, on donne un bref apercu sur certaines propriétés de
I’espace classique de Lebesgue, ensuite, on cite briévement quelques inégalités clas-
siques de Hardy.

Au deuxiéme chapitre, on expose deux travaux déja soumis.
1) "The weighted Hardy operators and quasi-monotone functions" (Sub-
mitted, see [43]).
2) "Some generalizations of integral inequalities for weighted Hardy ope-
rators with 0 < p < 1" (Submitted, see [42]).

Dans le chapitre trois, on cite quelques définitions et quelques inégalités auxi-
liaires (de Holder, Minkowsky ... etc ) dans I’espace LP(*). Ensuite, on considére
brievement certaines notions telles que la complétude, la réflexivité, la séparabilité
et autres relatives a cet espace qui est connu sous le nom de I'espace de Lebesgue
généralisé, c’est a dire un espace de Lebesgue ot le paramétre de sommabilité p est
variable.

A la fin de ce chapitre on considére un travail déja publié sous le titre "Some
integral inequalities for quasi-monotone functions in weighted variable



exponent Lebesgue space with 0 < p(x) < 1". Ici sont obtenues des inégalités
pondérées pour les opérateurs de Hardy agissant d'un espace de Lebesgue pondéré a
exposant variable vers un autre, pour les fonctions définies sur (0, 00) et satisfaisant
des conditions de quasi-monotonie. Certains résultats obtenus dans [5] sont généra-

lisés (Voir [35]).

A la fin du manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie assez dé-
taillée.



Chapitre 1

Espaces classiques de Lebesgue

Dans ce chapitre, on considére quelques inégalités intégrales (de Holder, Min-
kowsky ... etc ), puis on cite certaines propriétés relatives aux espaces classiques de
Lebesgue. A la fin de ce chapitre, on donne un bref apercu sur certaines inégalités
du type de Hardy.

1.1 Définitions et notation

Notations :.
1) On note par e le sous ensemble de 2 de mesure nulle.
2) On note par p.p pour dire presque partout.
3) |©2| désigne la mesure de Lebesgue de 'ensemble €.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Fubini)
Soit E un ensemble mesurable de R (E C R") et FF C R™ (un ensemble mesurable)
et la fonction f(x,y) intégrable sur E x F. Alors pour presque tous lesx € E, f(x,y)

est intégrable sur F', pour presque tous les y € F, f(x,y) est intégrable sur E et :

Efo(x,y)dxdyI/E(/Ff(:c,y)dy)dar:/F([Ef(x,y)dx)dy. (1.1)

Preuve-Voir [25], [8].

Corollaire 1.1.1 Si f(z,y) est mesurable sur EX F et est finie ['une des intégrales :

/E(/F}f(m,y)}dy)da:, A([E‘f(x7y)‘dx>dy’

alors toutes les intégrales de (1.1) existent et de plus cette derniére est vérifiée.
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Dans ce qui suit on définit 'espace de Lebesgue classique.

Définition 1.1.1 Soit Q@ C R", un ensemble mesurable avec 0 < p < oo et soit

f:Q—C. On dit que f € LP(Q) si :

(1) f est mesurable sur Q.
P 1/p
(2) Wl = (Jul7dz) ™ < oo

Exemple 1.1.1 Soit

1 siz € Ey
-1 sixz € E/E,

f(z) =

avec By C E, Ey non mesurable, alors

(1) nest pas vérifieé.
1/p 1
() |l ey = (Jwdz) ™ = |E| < o0, done [ ¢ L2(E).

Définition 1.1.2 Soient 2 C R™ un ensemble mesurable, f : Q — C

esssup f(z) = inf sup f(x); (1.2)
e eCzeq/e
inf = inf . 1.3
ess inf f(z) sup ind /ef(x) (1.3)

Définition 1.1.3 Soient Q2 C R™, mesurable et soit f : 1 — C,

Q‘ > 0. On dit que
f e L>®(Q) si f est mesurable et

| £]] 1y = €sssup | f(2)] < oc. (1.4)
€
Remarque 1.1.1 On pose HfHLOO(Q) = 0 pour ‘Q‘ = 0.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de Riesz) Soit Q0 C R", un ensemble mesurable et

f une fonction mesurable sur €1, alors :

lim HfHLP(Q) = HfHLoo(Q) (1.5)

p—o0

Preuve-. Voir [1], et [10].



1.2  Quelques inégalités intégrales

1.2.1 Inégalités de Holder.

Lemme 1.2.1 Soit p > 1, alors

a? b
Va,b >0, ab< — + —, (1.6)
p q
1,1 _
avec ; + = 1.
Lemme 1.2.2 Pour 0 <p<1, ona
P bq
Va,b>0, ab>L 42 (1.7)
p q

Corollaire 1.2.1 Soit p,q,r > 1 tels que % = % + %, alors

VA,B>0, (AB) <-AP+ B, (1.8)
p q
Preuve-Comme 1 = ]1) + %, alors 1 = # + Jlr’ et on applique l'inégalité (1.6)
avec a = A" et b = B" on trouve

aP/" N palr T N " e

AB) =ab <
(4B) a_p/T q/r p q

Lemme 1.2.3 Soit Q un ensemble mesurable, si les fonctions f : 2 — R et g :

Q — R sont mesurables sur §2, et g est non négative, alors :

essgicrelgfzf(x)/ﬂg(x)dx < /f(x)g(ac)dac < esssupf(x)/ﬁg(a:)da:. (1.9)

e

Preuve-Soit e C ) tel que |e| = 0, alors

/ fgde= [ fde < sup f(2) / gdz,
Q Q\e Q

Q\e

alors

| s@gterts < sw ria) [ gtaras,

Qfe
d’ou

/Q f(2)g(x)dz < inf sup f(z) /Q gdx = esssup f(z) /Q gdx

TEE re\e e

D’une maniére analogue on prouve l'inégalité gauche de (1.9).



Corollaire 1.2.2 Soit ) un ensemble mesurable, si les fonctions f : Q@ — C et

g : Q2 — C sont mesurables sur Q et f € L=(Q), g € L'(Q), alors :

‘/f < N e 9l 21 - (1.10)

Preuve-

’/fgdx’ §/}fg|dxSesssup‘f(x){/’gwx
Q Q 2€Q
< HfHLOO(Q)HgHLl(Q)

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Hélder)
Soit Q C R™ un ensemble mesurable, et 0 < p < oo, f € LP(QQ) et g € LI(2) avec

1/p+1/q=1, alors :
(i) Sil1<p<oo

P e e (L)

(i) Si0<p<1, Ve gla)#0

J Vsl = 7]l (112)
Pour la preuve de (1.11) et (1.12) on utilise 'inégalité de Young (1.6) et (1.7).

Corollaire 1.2.3 Soit p > 0, p; < 00, —00 < py < 00 et p% + p% = %, alors

(i) Sip<p
191l ey < NN pow @ 1911 o2 0y (1.13)

(i) Sip>py, Yo €Q, g(x) #0

1791l oqy = 171l s [191] o2 (1.14)
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Pour la preuve de (1.13) et (1.14) on applique respectivement (1.11) et (1.12)

1 1
avec — + —— = 1.
p1/p + p2/p

Proposition 1.2.1 Soit p; €]1,00[, i = 1,2,...,k, et 1 <r < 0o tel que p% - p% +

S pik = % (les p; sont dits r conjugués), f; € LP1(Q)), alors

k k
f= Hfi € L'() et ||f] L) S H ”fiHme) (1.15)
i=1 =1
Preuve-Par récurrence.
Corollaire 1.2.4 Soit 0 < p; < p < ps < 00, alors

171y < 112 @ Il ey (1.16)

ou v € (0.1), et tel que % =24 1;20‘.

Preuve-La preuve est analogue a (1.13).

Corollaire 1.2.5 Soit 0 < p; < p < ps < 00, alors Ve >0 on a

l—-a
HfHLP(Q) <a” <1 - a) <€1_al|f||Lpl(Q) + E_a”f”Lm(Q))' (1.17)

ot « € (0.1), et tel que ]l) =t 1;—20‘.

Preuve-
L’inégalité (1.17) découle de I'inégalité (1.16) si on prend en considération

Hszm(Q)'Hf”;;(Q) = (617“”f}|m(m>a(67“||f||m(m>

et en utilisant aussi l'inégalité (1.6).

-«

1.2.2 Inégalités de Minkowsky.

Lemme 1.2.4 Soit f,g € L>(R2), alors on a l'inégalité suivante :

Hfl + fQHLoo(Q) < Hf1||L°°(Q) + Hf2HL°°(Q)'



Preuve-Soit e; et e5 deux ensembles tels que |e;| = |ea| = 0, on pose e = e; Uey,

alors Ve > 0, on a
€

f;/lg!fil < fill oy + 5 i=12

et donc
sup | f1 + fa| < sup(|fi| +|f2|) < sup|fi] + sup | fo
Qe Qe Qe Qfe

<[ fill ooy + 1 Fall ooy + €
if;fs;ﬁﬂfl + Lo <[ Allimiey + 1 foll ey + &
on fait tendre € vers 0, d’ou :

IIelfSQU/E |fi+ fo| < ||f1HLoo(Q) + Hf2||Loo(Q)

Hfl + fQHLoo(Q) < Hf1||L°<>(Q) + Hf2HLoo(Q)'

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Minkowsky) Soit Q € R™, un ensemble mesu-
rable, 1 <p < oo, f € LP(Q) et g € LP(Q), alors :

17+ 9l oy < Ul oy + 19100 (1.18)

Preuve-Voir [10].

Corollaire 1.2.6 Soient m € N*, et fi, € LP(Q2) pour tout k € {1,2,....,m}, 1 <

p < 00, alors

(1.19)

I5°4],. <31

Preuve-Par récurrence.

Lr(Q)

Corollaire 1.2.7 (Inégalité de Minkowsky pour les sommes infinies) Soit

fr € LP(Q2) pour tout k € N tel que Y 7~ || fellr) < 00, 1 < p < 00, alors

I3]0 = 30

Preuve-On suppose que Y ;= || fellr) < 00 .
A Taide du critére de Cauchy pour les séries numériques et 'inégalité de Minkowsky

(1.20)

Lr(Q)
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pour les sommes finies on montre que la somme Sy, = > "=, || fx|/zr() est une suite
de Cauchy et puisque LP est complet, on déduit que

Jim S =D il
k=1

on passe a la limite quand m — oo et en vertu de la continuité des semi-normes
S Je — > pey [x, lorsque m — oo, on a

158, =Sl

Théoréme 1.2.3 Soit 0 < p < 1, et Q C R™ un ensemble mesurable, et f,g €
LP(Q2), alors

1_
I +gHLP(Q) <2 1<HfHLP(Q) + HgHLP(Q)) (1.21)

Preuve-On utilise une conséquence de I'inégalité de Jensen :
(a+b>p §c<ap+bp), Va,b >0 (1.22)

sip>1,c=2"letsi0<p<1,alors c = 1. On applique cette inégalité avec
a = |f| et b=g|, on obtient :

||f+gHLP( /’f+9‘pdx /‘f‘pdﬂﬁL/ }g‘pd:ﬁ

on applique I'inégalité (1.22), avec ¢ = max(1, 2%_1) = 2%_1, et donc

17+ ol <257 ([ 15P00)" + ([ 1oPaa)’)
<27 (11 Loy + 1910 ):

Lemme 1.2.5 Soient a; >0, i = 1,...,m, alors on a ["inégalité suivante :

(Ya) <) (123

k=1 k=1

avec ¢ = maz(1,mP™1).

Preuve-On utilise 'inégalité de Jensen.

Corollaire 1.2.8 Soit 0 < p < 1, alors

m 1 m
H fk‘ LP(Q) m fk
k=1 k=1

11

(1.24)

Lr(Q)



Preuve-A partir du Corollaire 1.2.6 et du Lemme 1.2.5.

Théoréme 1.2.4 (Inégalité intégrale de Minkowsky) Soient E C R™ et F C

R™ des ensembles mesurables, et 1 < p < oo, f une fonction mesurable sur £ x F

Hﬁj@w@

alors

(1.25)

i < J 1)

dy.
LP(E) Y

Remarque

Cette inégalité est interprétée de la maniére suivante :
Si f est mesurable sur E' X F', pour presque tous lesy € F, f(.,y) € L? et la fonction
|f(.,y)|lLr(p) intégrable sur F, alors pour presque tous les « € E, la fonction f(z,.)
est intégrable sur F, la fonction [, f(.,y)dy € LP(E) est I'inégalite (1.25) est verifice.

Preuve-Voir [10]. p. 316-317.

Théoréme 1.2.5 Soient E C R™ et FF C R" des ensembles mesurables, et f une

fonction mesurable sur £ x F alors pour 0 < g <p <00 on a

(1.26)

lnr@ e, < [17@ D)

LE(E) L%(F)'

Preuve-

HHf(x,y)HLg(F) L2(5) = H(/F |f(1’,y)|qdy)5

1

= Yy " e
| [1r@wla,
1
q q
S(LWﬂ%wwﬁwﬂO

A TG D)

:WU@WW%@‘

LE(E)

LY(F)’

12



1.3 Propriétés

1.3.1 Dual de LP.

Définition 1.3.1 On dit que | : E — C est une fonctionnelle linéaire continue sur

FE si:

(1) l(af +bg) = al(f) + bl(g) pour tout a,b € C et f,g € E.
@) 1) < el ]l o e = Il
Proposition 1.3.1 L’application | : LP(Q2) — C définie par
105) = [ @), g e L90),

est une fonctionnelle linéaire continue.

L’ensemble des fonctionnelles linéaires sur LP(Q)) est noté par (LP(Q2))*.

Preuve-
1) La linéarité est évidente.
2) La continuité

1| =| [ rwgteris| < [ 70)lotw)as,
par application de I'inégalité de Holder, on obtient
|l(f)‘ S HfHLP(Q)HgHLQ(Q)

< CHfHLP(Q)7

avec ¢ = HgHLq(m, et %%— é =1

(1.27)

Remarque 1.3.1 L’espace dual (LP(Q2))* est un espace vectoriel sur C normé :

1] = sap{ LA = [ £]] gy < 13

1.3.2 Convergences dans L”.

(1.28)

Définition 1.3.2 On dit qu’une suite de fonctions mesurables f,(x) converge en

mesure vers une fonction f(x) si pour tout o >0 on a :

lim ’{x | falz) = fl2)] > 0}‘ = 0.

n—o0

13
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Théoréme 1.3.1 Si une suite de fonctions mesurables {f,(z)} converge presque

partout vers une fonction f(x), elle converge vers la méme fonction f(x) en mesure.

Preuve-Voir [20] Chapitre V, §4; Théoréme 7.

Théoréme 1.3.2 Soit {f,(z)} une suite de fonctions mesurables convergeant en
mesure vers f(x). Alors, de cette suite on peut extraire une sous suite {f, (x)}

convergeant vers f(x) presque partout .

Preuve-Voir [20] Chapitre V, §4; Théoréme 8.

Définition 1.3.3 Soit (f,), une suite de fonctions dans LP(SY). On dit que (f,)

converge faiblement vers f si

lim {(f,) = U(f) pour tout l € (LP(Q))*. (1.30)

n—0o0

Théoréme 1.3.3 Soit f € LP(Q) telle que I(f) = 0 pour toute | € (LP(Q2))* alors
f=0.pp.

Preuve-. On distingue 3 cas :
a) 1 < p < oo, on pose

o(z) {!f )" (@) sif(x) £0,

0 sinon.

Comme f € LP(Q), alors g € Lq(Q), en effet :

ol = ([ Jotolrae) = ( [ rwPa)’ = ([ 1ipas)™

=717, < oo

1) = [ s@i@as = [ |f)Fae= |11,

Donc, si l(f) =0ona HfH‘;p =0 d’ou HfHLP = 0 et par suite f =0 p.p.
b) p =1, posons

De plus on a

~

@ :
si f(x) # 0,

g(x) =3 |r@)|
0 sinon.

Alors g € L™(Q), et

MﬂzLWﬁ@M=meM:WM-
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Donc, si l(f) =0on a HfHL1 =0 et donc f =0 p.p.
¢) p = 00, on pose

A={x, |f(x)| >0} sif+#0.

Donc ’A‘ > 0, et soit B C A mesurable telle que 0 < }B| < 00, on prend

@) six € B,
g(z) =14 |r@]

0 sinon.

Alors g € L*(Q), et
100) = [ gte)f@te = [ |f@)de = |f] .
Donc, si l(f) =0ona HfHLOO =0 et donc f =0 p.p.

Théoréme 1.3.4 Soient 1 < p < 0o et (fn)n une suite de fonctions qui converge

faiblement vers f dans LP(Q2), alors :

HfHLP(Q) < lim inf Hf”HLP(Q)' (1.31)
Preuve-On distingue deux cas :
a) 1 <p<oo.
On pose

() = / gfdz, avec g(z) = |f(z)]" ().

Alors d’apreés la preuve du théoréme précédent on a l( f ) = H f Hip et par l'inégalité
de Holder on obtient

191, =10 = Jim 105) = i [ ahude < ol Jim 1]

Comme [lg]|, = [|£]|7," on a

17117, < At £,

n—oo
d’out
£ < liminf [|£u] -

n—oo
b) p = 00, on pose a = HfHLOO et
A= {x €, |f(x)‘ > a — €}

Alors il existe une sous suite d’ensembles B, tels que A, N By, décroit vers A., posons

~
—

2) siz € A. N By,
X

Gre(x) = f(x)
0 sinon.
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De T'inégalité de Holder on d’éduit

lim gk,efndx:/ 1 | f(2)|dr < [A. 0 By T ||f]],.
Q ANBy, n—o00

n—oo
Mais
/ ‘f(x)|da:2 (a—e)|A6ﬂBk|,
A.NBy

et donc
nlijgoinf Hf"”Loo Za—€= HfHLOO —€

On fait tendre € vers 0, et on obtient le résultat.

Théoréme 1.3.5 Soit 1 < p < oco. Alors le dual de LP(2) est L(Q2) avec %—I—% =1

et l(f) = [, f(x)g(x)dx pour une certaine g € LY(Y) unique et de plus :

12l = gl ooy (1.32)
Preuve-Voir |25] théoréme 2.14.

Définition 1.3.4 On dit qu’une suite de fonctions (fn(a:)) de LP converge en moyenne

vers f(x) € LP avec 1 < p < oo si l’égalité suivante est vérifiée

Tim || £, — ||, = 0. (1.33)

Proposition 1.3.2 Si une suite de fonctions (fn(x)) de LP, 1 < p < oo converge
en moyenne vers f(x), alors elle converge faiblement vers la méme fonction f(z).

Preuve-(A l'aide de 'inégalité de Holder)
On a

b
[ @) = 1@ llo@las < 17, 71, ol

par passage a la limite on obtient

n—oo

i [ 11,(0) = @) ot < lim £, = 1] o],

et comme f,, converge en moyenne vers f, alors
b
ti [ [5,60) = £@)[gta)|dz =0
d’ou

lim
n—oo

(fale) = 1)) (gl )z = 0

et donc f,, converge faiblement vers f.

b
a

Remarque 1.3.2 Sip =1 alors la convergence faible est vérifiée Vg(x) mesurable

et bornée, et donc la proposition 1.3.2 est aussi vérifiée.
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1.3.3 Complétude, réflexivité et séparabilité.

Théoréme 1.3.6 Soit 1 < p < oo, alors LP est un espace de Banach.

Preuve-. Voir [10].

Définition 1.3.5 Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E

dans E”. On dit que E est réflexif si J(E) = E".

Théoréme 1.3.7 LP est réflexif pour 1 < p < oo.

Preuve-Voir [8] Chapitre IV.3. Théoréme IV.10.

Définition 1.3.6 On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous-

ensemble D C E dénombrable et dense.

Théoréme 1.3.8 LP(Q2) est séparable pour 1 < p < oo.

Preuve-Voir [8] Chapitre IV.3. Théoréme IV.13.

1.4 Inégalités classiques de Hardy pour p > 1.

1.4.1 Introduction.

Pendant les années vingt du dernier siecle, Hardy établit une inégalité intégrale
connue de nos jours sous le nom de "Inégalité intégrale de Hardy"

/Ooo <§ /Ox f(y)dy)pd:c < (p%l)p/ooo 2(x)dx.

La constante (ﬁ)p est la plus petite possible.

Pendant la 1¢¢ période (1906-1928), plusieurs mathématiciens comme G. H.
Hardy, E. Landau, G .Polya, I .Schur et M. Riesz, ont contribué a l’etablissement
et au developpement de cette inégalité (voir [22]), ce qui a donné naissance aux
inégalités discrétes, continues et avec poids de Hardy.

A partir des années soixante grace aux travaux de (P. Beesack 1961) (voir [7]),
ont été etablis les liens entre la validité de 'inégalité de Hardy avec des fonctions de
poids plus générales et 'existence de solutions (positives) de ’équation ordinaire

d dy\r—1
%(v(x) (d_i)p ) +u(z)y? ' = 0.

D’autres approches ont été développées pendant cette méme période, dont celles
de (Portnov 1964) (voir [29]) et (Sysoeva 1965) (voir [37]) qui consistent a déterminer
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le poids u connaissant v, ou inversement, de sorte a ce que I'inégalité de Hardy soit
vérifiée et 'approche de (Kufner et Triebel 1978) (voir [23]) qui expriment les poids
en fonction d’une fonction auxiliaire. Mais la caractérisation des poids telle qu’elle
est connue actuellement, apparait avec (Talenti 1969) (voir [38]) et (Tomaselli 1969)
(voir [39]).

Définition 1.4.1 Soit 1 < p < o0, x € (0,00), on définit :

zéiémf@ﬁ@, (1.34)

( la valeur moyenne de la fonction f dans l'intervalle (0, z)),

(Haf)(x / fly (1.35)

1.4.2 Inégalité de Hardy avec poids.

Théoréme 1.4.1 Soit 1 < p < o0, Zl)+$ = 1, pour toute fonction f définie som-

mable sur lintervalle (0,00), on a :

i 1
w 2° fx Csia<- 1.36
) . -

x® <H1f> ()

AN
—
Q| =

|

o
~—

|

LP(0,00)

1\-1 1
Q‘xo‘(H >$ §<a——> ’$O‘ x , St a > — . 1.37
oo (Har) @), < (0= 2) " [eor @], s
Preuve-.
1)Sia< % on pose
J:‘QH
e N@),,,

|| [ e

LP(0,00)
posons z = ¥ alors dy = xdz
= H/ (xz)dz
LP(0,00)
1
< @ d
< /0 ‘ xf(xz) . z
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on pose t = xz alors dt = zdx et donc dx = %

| LE(000) ( /o Sl do) %

— </OOO tp“\f(t)|pdt) v

z®f(xz)

1
= ||t f (¢
: ’ f() LP(0,00)
d’out
J</1 —ep e £ (1) d
P
—Jo : Lr(0,00) :
1 -1
—(1--— ) o t‘
( Sma) o)
(2 —a) s
q L?(0,00)

2) Sia> % de maniére analogue on démontre I'inégalité (1.37).

1.4.3 Une inégalité de Hardy dans R".

On s’interesse a 'opérateur de Hardy H, défini pour toute fonction f > 0 me-
surable sur R™ par

1
B[ /B,

(Hof)(r) f(y)dy.

Théoréme 1.4.2 Soient p > 1 et a < np — 1, alors pour toute fonction f non-

négative mesurable sur R™ on a

/OOO <|g>r’ /Br f(!/)dy>pradr < (np_n+a>?’ ) F2(2)|2|* " d, (1.38)

np
np—l—a

et si —1 < o < np—1 alors la constante ( )P est optimale.

Preuve-Voir [28].
Remarquons que pour n = 1 et f définie sur (0, 00) on obtient 'opérateur usuel
de Hardy i.e.

(1)) = () =1 [ iy

Corollaire 1.4.1 Soientp > 1 et a < p—1, alors pour toute fonction f non-négative

mesurable sur (0,00) on a

/O°° (% /07" f(y)dy>p7“°‘dr < <}%>p/om 2(x)zdx, (1.39)

P—)P est optimale.

et si —1 < oo < p—1, alors la constante (
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Chapitre 2

Opérateurs de Hardy pondérés liés
aux fonctions monotones et

quasi-monotones

Le présent chapitre comprend deux travaux déja soumis et un bref apercu sur
certaines applications. Au début on commence par exposer un travail déja soumis

(Voir [43]).

2.1 Opérateurs de Hardy pondérés et fonctions quasi-

monotones

Certaines inégalités de type Hardy sont établis par W.T. Sulaiman. Le but de ce
travail est d’étendre ces inégalités pour des opérateurs de Hardy pondérés avec des
fonctions quasi-monotones. De plus, de nouvelles inégalités intégrales pondérées ont
été obtenues.

2.1.1 Introduction
L’inégalité de Hardy classique (Voir [9]) a été prouvée pour f(x) >0, p > 1

/0+°° (#)pdﬂj - (%)p 0+OO P (x)dz, (2.1)

Fla) = /0 " Ft. (2.2)

ou
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La constante (-£7)? est la plus petite possible (optimale).

Cette inégalité a de nombreuses applications dans la théorie des équations dif-
férentielles (ordinaires et partielles) et a conduit & de nombreuses questions et
connexions intéressantes entre différents domaines de 1’analyse mathématiques.

Les inégalités suivantes ont été prouvées dans [36].

Soit f >0,g9>0.

1. Sl 5z ©st une fonction non croissante, p > 1 et 0 < a < 1, alors

/ooo (565) <= () @ 69

2. Si ﬁ est une fonction non décroissante, 0 < p < 1 et a > 0, alors

/OOO <§((§))>pd$ =0 —p)(ll +a)p! /ooo <%)pdt' (24)

3. Sip=>2, alors
/0"0 (Fix))pdx < /Ooo t=LPY () F(t)dt. (2.5)

4. Sip>1, h >0, h fonction convexe et non décroissante, alors

[T (B < (L) [(wowa el

Les inégalités de Hardy pour les fonctions quasi-monotones sont considérées par
exemple dans [9] et [17].

L’objectif de ce travail est de généraliser les inégalités (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6)
pour 'opérateur de Hardy pondéré et son dual avec des fonctions quasi-monotones.
De plus, d’autres inégalités intégrales ont été obtenues pour des fonctions quasi-
monotones.

Tout au long de cet travail, nous supposerons que les fonctions sont intégrables
non négatives et que les intégrales sont supposées exister et sont finies.

2.1.2 Reésultats principaux

Considérons 'opérateur de Hardy pondéré et son dual

/fw D, Fi(x /fw

ou fu,(t) = f(H)w(t) et g > 0, f > 0 sont des fonctions Lebesgue mesurables sur
(0,00). Soient w et v > 0 des fonctions de poids sur (0, 00) = J5 ol

V(@) = [T v(t)dt, et Gy (z) = g(2)V (@), Gy-(z) = g(2)V*(z ).

La définition suivante a été introduite dans [9].
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Définition 2.1.1 On dit qu’une fonction positive f est quasi-monotone sur |0, 0o,
st pour un nombre réel o, x*f(x) est décroissante ou une fonction croissante de
x. Plus précisément, étant donné 3 € R, on dit que f € Qz si 7P f(z) est non-

croissante et f € Q° si 7P f(x) est non décroissante.

Théoréme 2.1.1 Soientp > 1, f >0, 9>0, 755 €Q5,0<a<1 et6<a(%),
alors
< [ F,(z) >p 1 /O‘” (tfw(t)>p
dr < dt. 2.7
[ (@w) « <y (e =0
Preuve-Comme -7 € Qg et V(z) est non décroissante, alors & € Q.

Soit K = [° (Fw(’”)> dx, alors

(@)
K= /0 G (x) ( /0 fw(t)dt) da

Y L Y () TR DR AN

_/0 GV()(/Ot Ju(t)t dt)d.

p
Gv y € (), implique que (%) € (. En vertu de I'inégalité de Holder et le

theoreme de Fubini, on obtient

K < / Gy” ( / =1 ffj,(t)dt) ( /0 xt“dt>p_1 dx

_ L1-)o-D () [ a1 pp
=0z a)p—l /0 G, (m)/o t fP(t)dtdx
1 o o
- - a(p—1) £p (1—a)(p—-1)
(1—a)p1/0 t fw(t)/t x )G () dxdt

1 a(p—1) gp tN" pB—a(p—1)—
< g [ 0 (G ) e

~(alp-1) —plﬁ) (1— a1 /000 (gzgg)pdt

Remarque 2.1.1 Si dans (2.7), on pose w(z) =1, V(z) =1 et =0, on obtient

linégalité (2.3).

Considérons maintenant l'inégalité inverse de (2.7).

22



Théoréme 2.1.2 Soient 0 <p <1, f >0, 9> 0, €Q% a>0, B<a(7p>
et B € R, alors

/0°° (55*(3:52))%% = (i —p) —z}ﬁ) (1+a)rt /OOO (é&%)zjdt- (2.8)

P
Preuve- Comme 7 € QP et V*(x) est non croissante, alors ( L ) € Q.

Gy ()
Soit I = [° (5/%) dz, alors

Y R ! SR R T o)) pyaion )
I—/O G (x) (/0 fw(t)dt) dw—/o G (x) (/0 t Ju(t)t dt) dx.

Par application de l'inégalité inverse de Holder et du théoréme de Fubini, on

aura
[ee) x x p—1
I> / GE () ( / ta“—p)fg(t)dt) ( / t+adt> dx
0 0 0

1 ) T
= m/ x(lJra)(pl)G‘—/;f(x)/ ta(lip)ffj(t)dtdl'
0

0

1 /OO [o¢]
_ a=) g (4 / 20D G () ddt
Tt ar Jy oy )

1 = (1—p) £p N\ pB—a(l=p)=1 4.1
> o t t
—<1+a>p—1/0 f“’“(Gv*@)) | g

ey (;@g)ydt.

Remarque 2.1.2 En posant w(z) =1, V*(x) =1 et f =0, dans (2.8), on obtient
Uinégalité (2.4).

Théoréme 2.1.3 Soientp > 1, f >0, 9>0, 75 EQ a>1et5>a(”T1), alors

/ooo ((fV(f)))d =l -1 - plm (a1t /ooo (éﬁ%)pdt- (2:9)

Preuve-Soit K; = [* < 2)> dz, Donc

Klz/o G (x) </x fw(t)dt> dx
= / N G2 (x) ( / Y fw(t)t—“l—é)dt)pdx
0 T

En appliquant I'inégalité de Holder et le théoréme de Fubini, on a
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K, < /0 b G2 () ( / " et fg;(t)dt) ( /x h t‘“dt)pl dz

1 [eS) S
= W / l’(ail)(pil)G;/g(SC) / ta(pil)ffj (t)dtdil?
a— 0 T
1 > a(p—1) fp ' (1=a)(p—1) y—p
= m ; t fw(t) ; T GV* (I)dl‘dt

1 * 1) A N A S
<~ | pe-npg /:cp ~alp=1)~1 gt
ae ), ”(Gw@) o

" (alp—1) - plﬁ) (a— 1yt /OOO (éﬁ%)pdt.

Si dans (2.9), on pose w(x) =1, V(z)* =1 et § =0, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.1 Soientp > 1, f >0,9 >0, ﬁ fonction non décroissante, a > 1,

[e'¢) F* p 1 0o t(t P
/ ( (x)) dr < - / (&> dt. (2.10)
o \ g(z) (alp—D(a—1)P"1 Jo \ g(?)
Théoréme 2.1.4 Soient 0 <p<1, f>0,9>0, £ e€Q’ a<-1,8>a (%)
et B € R, alors

s (f;(()))d = w8 —alp- 1))1(—1)(1 Ty [ (ngg )pdt' (2.11)

La preuve est similaire & celle du théoreme 2.1.1.
Si dans (2.11), w(z) =1, V(z) = 1 et 8 = 0, on obtient le corollaire suivant.

alors

Corollaire 2.1.2 Soient 0 <p <1, f >0, g >0, ﬁ une fonction non décrois-

sante, a < —1, alors

/ooo (?Eg))dx Z @i=p) —plm A+ ap /ooo (t];?g))pdt' (2.12)

Remarque 2.1.3 Les inégalités (2.10) et (2.12) sont les analogues des inégalités

(2.3) et (2.4) respectivement.

Théoréme 2.1.5 Soientp>2, f >0, g >0, ﬁ €EQpetf< %, alors

/Ooo <5U;(<?))pdx <7 _1p5 /OOO Gy (t) <Z$E2)pl F(t)dt. (2.13)
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Preuve-En appliquant linegalité de Holder avec les paramétres p — 1 et son
conJugue b= et lhypothese y € (3, il s’ensuit que

/0 h (gt((z)))pdx _ /0 " G () PP () o (2)da
- [ er@ri [ o
- [ w0 [ Gr@r s
~ [t [T e ([ futoa) " i
<[ o o [ [ )
:/0 fw()/t G (o xw( et du>dxdt
< [Tn [T rw (o) [ i
[ [ ()

_ 1 oo 1 i1 ( ul—ﬂ )p u
1—pﬁ/ P (u)u — / fuw(t)dtdu

~ —pﬁ (Ufwéuo Fulu)du

De plus, en fixant V(x) =1 et g(z) = x dans le théoréme 2.1.5, on a le corollaire

suivant.

Corollaire 2.1.3 Soientp >2, f >0, < Ilj, alors

[ () we it Coponoa. e

Remarque 2.1.4 Si nous prenons w =1 et =0 en (2.14), on obtient l'inégalité

(2.5).

Théoréme 2.1.6 Soientp > 1, 5 < %(1 — %), h > 0 une fonction convexe, ﬁ €

/0 " (:L‘_Bg;—i?)) dx
() () [ (e s
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Preuve-En utilisant la convexité de h et 'inégalité de Holder, on a
[ i ElYio [ (w00 (B ) )
0/3: h (9[: G () dx /0 x’h |z G () dx
© 1 zt=F
- (G [ o)) o
(0 t! %())
< Gl Cai) ) o
L)
0 o
- e ([ () b
0 0 (t)
[ee] p—1
/ A / (tl *fult) )d( tpdt) dx
0 0
p—1 00
=(5E) [ [ (S e
0 1%
P 00 l Zfl Bfw() 00 p,B 5
() [ (va ) [ s
( p

p—p2f - 1)( ) 0 S (%W)dt'
)

Si dans (2.15), on pose V(z) =1 et g(z) = x, on obtient le corollaire suivant.

H
'B\"

Corollaire 2.1.4 Soientp > 1, < %(1—1%) , f>0,h>0,h une fonction convexe

et non décroissante, alors

/Ooo P8P (x—ﬁFwT(x)) dr < (p —pfﬂ — 1) (pﬁ 1)1”1 /OOO PR (7P £, (1)) dt

(2.16)

Remarque 2.1.5 Si dans (2.16), on pose w =1 et f =0, on obtient (2.6).

Le lemme suivant a été démontré dans [36].

Lemme 2.1.1 Soient h > 0 une fonction conveze, et h(0) = 0, alors h(z)/x est

une non décroissante.

Théoréme 2.1.7 Soient p > 1, h > 0 une fonction convexe, non décroissante,

h(0) =0, g >0, €Qpetf <p—1, alors

g(w
2—p+p z P Fy, () 2—p+p 7P fu (t)
/oo €T P+ h <—Gv(x) )dZE _ 1 /oo t p+ h ( Gv (1) )dt (2 17)
0 h(z) T p=B-1 h(t) ' '
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z2—p+Bp I_ﬁFw(i)
Gy (@) d

Preuve-Soit [; = [ R T,
alors
— 1 z1-8 T
o p2-PHB], <;Gv(m) IN fw(t)dt>
Il = dx
0 h(z)
e x2—p+ﬁ 1 T xl—,B
= ——h| - ——— fu(t)dt | dx.
[ e G Gon)
Comme ﬁ € ()3, h est convexe, non décroissant et #(m) € (3, NOUS avons

o 2-pt+B z 18 00, 2-p+B © 41—
[5G o) < [T 5mn (s [ Sy ) o
SO 1-8

< | e () e
En appliquant le théoréme de Fubini et le lemme 2.1.1, on aura
[ [ e - [0 (50 [
0 0 14 0OO l—BVfw ) t t N
[ o) () [ o

- i) ()

~— | —~

IN

~— | —~

Donc

00 xz_p"!‘ﬁh <M> 1 00 12—p+B 1-8
x A t wlt
/ W@ ) gy < / h ( ful )) dt.
0 0

h(z) = s 1 h(t) Gy (1)

Si dans (2.17), on pose V(z) =1, v =w =1et § =0, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.5 Soit p > 1, h > 0 une fonction conveze, non décroissante h(0) =

0,9>0, ﬁ non- fonction croissante, alors

oo 2P, (x_BF($)> o t27Ph (tlfw(t)>
g(z) 1 / g(t)
de < dt. 218
| PR 0 (2.18)

Définition 2.1.2 Une fonction h est dite sous-multiplicative si h(zy) < h(zx)h(y).
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Théoréme 2.1.8 Soitp > 1, f >0, § € R, § < p. St h > 0 est une fonction

conveze et sous-multiplicative, h(0) = 0 tel que ﬁ € @, alors

> gl-p 1 00 $1-p
/0 h2<x)h(F(:z:))d:z: < p—ﬁ/o h<t)h(f(t))dt. (2.19)

Preuve-En utilisant I’hypothése de convexité et de sous-multiplicativité de h,
€ (g et le théoréme de Fubini, on a

/OOO ;21(_;)h(F(:c))dx - /Ooo %h (:Lé /Oxf(t)dt) dx
‘A“>iZLAfo@»ﬁmn
_ Amhﬁaﬁlmgg%Mﬁ
— /0 T hr) /t h f;(;xﬁpldxdt
thﬁﬁﬁgglmxﬁpﬂuﬁ

1 o ti=p
_ m/o O

Si dans (2.19), on pose =0, on a le corollaire suivant.

_Z_

h(zx)

IN

>

IN

Corollaire 2.1.6 Soitp > 1, f > 0. Si h > 0 est une fonction sous-multiplicative,

conveze et h(0) =0, alors

] xl—p 1 oo tl—P
/0 () < 13/0 U (2.20)
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2.2 Quelques inégalités intégrales relatives aux opé-
rateurs de Hardy usuels et généralisés avec une

condition plus faible que la monotonie

Dans ce qui suit est obtenue une inégalité du type de Hardy sous une condition
plus faible que la monotonie (voir [34]).

2.2.1 Une inégalité de Hardy avec une condition plus faible

que la monotonie.

Lemme 2.2.1 Soit C7 > 0,0 <p <1, a <np—1, et soit f une fonction non-

négative et measurable sur R™ pour presque tout h € R™ on a :

Cl n 1/p
h) < — P Pd . 2.21
o <ot (f ) (2.21)
Alors
([ swan) <pct= [ p)iyay, (2.22)
B(O,’I“) B(07T)

Théoréme 2.2.1 Soient C; > 0,0 < p < 1 et a < np—1, si f une fonction
mesurable et non negative sur R™ et verifie Vr > 0, (fBT fp(y)]y\ﬁpdy)% < o0 et

pour presque tout h € R™ :

C n 1/p
s < (| rwllay) (2:23)
[

Alors il existe Cy > 0 telle que :

(L Fy)dy) rodr < Cy [ fP(y) |yl dy (2.24)
0 |B7"| B, Rn

ol

1 p(1—p)
Cy = 1ra - (2.25)

vhnp—a—1

est une constante optimale.

Si on pose dans le théoréme précédent n = 1 on aura :
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Corollaire 2.2.1 Sin =1, on trouve pour o < p — 1 et pour presque tout x > 0 :

/000 (i /Ox f(t)dt)pxo‘d:c < (4 /Ooo fP(z)x“dx (2.26)

pp C«;{J(lfp)
p—a—1

ol

Cy = (2.27)

pour toute fonction f wverifiant pour tout r > 0, (fo fP(t)|t|P~ 1dt>p < oo et satis-

faisant la condition suivante :

C p 1
S? /f dt (2.28)

ou C3 est optimale.
Le travail suivant est lié a I'opérateur généralisé de Hardy et a fait 'objet d’une

publication (voir [3]).

2.2.2 Une inégalité pour 'opérateur de Hardy généralisé.

Soit w une fonction de poids définie sur (0, 00). L’opérateur de Hardy généralisé
est défini comme suit :

(Huw f)(r

ou 0 < W(r) = [; w(t)dt < co pour tout r > 0.
Notons que si w(x) = 1 alors 'opérateur précédent n’est autre que I'opérateur usuel

de Hardy
1 T
=- d
. /0 f(z)dz

Lemme 2.2.2 Soient 0 <p <1, Cs > 0, A > 0, w une fonction de poids definie

sur (0,00) qui satisfait la condition :
w(t) < Cew(y) pour 0<y<t<oo. (2.29)

Si f est une fonction measurable et non negative sur (0,00), telle que pour presque

tout 0 <t < 0o, on ait

s <a( [ooww) ([ rowwrta). e
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alors pour tout x > 0

(Huwf)(x)

/ Py pldy>;, (2.31)

T
p
N 1—p %*1 1
ot C7 = pA~PCY pr .

Théoréme 2.2.2 Soient 0 < p < 1, Cg > 0, A > 0, w une functions de poids
definie sur (0,00) qui satisfait la condition (2.29), et « < 1 — %. Si f est une

fonction non-negative mesurable sur (0,00) satisfaisant l'inégalité (2.30), alors

|2 (Huw [)(@) || 2yw0,00) < Csll2® (@) 2,0 (0,00) (2.32)
o
Lo 21 1 1
CgZA pCGP (1—04—5) P, (233)

Si w(z) =1 alors Cg = 1 et I'inégalité (2.30) devient

s <A [Cotan) ([ rwweta) = a(Z) ([ pwwa)
0

donc

s < apta( [ f”(y>y”‘1dy>’1’,

On pose Cy = Ap%, alors C’g(l_p) = APO-P)pl=p q'on pAPI-P) = pPC’g(l_p), et donc
on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.2 Soient0<p<1,C>0,A>0,a<1— 1%. Si f est une fonction

non-negative mesurable sur (0,00) qui satisfait l'inégalité

< %(/Ox fp(y)y”‘ldy>’1’,

alors on a
|2 (H f)(@)]| 2, 0,000 < Crollt* ()| L, 0,00)5 (2.34)
o
1—p 1.1
ClO = Cg p(l —a— ]—9) P, (235)
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2.3 Quelques généralisations des inégalités intégrales
pour les opérateurs de Hardy pondérés

avec 0 <p<1

Le paragraphe suivant a fait 'objet d’un travail soumis (voir [42]).
Dans ce travail nous donnons quelques généralisations des résultats établis et
prouvés par A.Senouci et al (Voir [3] et [6]).

2.3.1 Introduction

Soit f une fonction Lebesgue mesurable sur (0,400), et soit w une fonction
de poids sur (0, 00) (c’est-a-dire une fonction Lebesgue mesurable et non négative).
Pour 0 < p < 1, L? (0, 00) est I'espace de Lebesgue pondéré de toutes les fonctions
Lebesgue mesurables & valeur réelle muni de la quasi-norme finie

Wz = ([ e Putayis)

L’opérateur de Hardy pondéré est défini par

(Hyf)(x t)dt, x >0,

avec 0 < W(x fo t)dt < oo for all = > 0.
On note que pour w( ) = 1Vt > 0, l'opérateur H,, est I'opérateur de Hardy

usuel L e
= — t)dt
=3 (0

Dans [3] le lemme suivant a été prouveé.

Lemme 2.3.1 Soit 0 <p<1,¢ >0, A>0, w une fonction de poids sur (0,00)
telle que w(z) < cw(y) pour 0 < y < o < oo. Si f est une fonction Lebesgue

mesurable et non négative sur (0,00) telle que pour presque tout 0 < t < oo,

f(t)SA(/Ot ) ’”dy) (/ Py pldy);, (2.36)

alors pour tout x > 0
@) < 2 ([ ) (2.87)
xwp

2
1 s _
— »p Al—D,P
avec cg = pr APy
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Soit H} l'opérateur adjoint de H,, défini par :
(1) / /() ot 7 >0

Dans [6], le lemme suivant a été prouvé d’une maniére analogue au lemme preé-
cédent dans [3].
Lemme 2.3.2 Soit 0 <p <1, B >0, w une fonction de poids sur (0,00) telle que
pour tout x > 0, fo t)dt < co. Si f est une fonction Lebesque mesurable et non

négative sur (0,00) telle que pour presque tout 0 < x < oo

/OO FP(y)w(y)y’ ' dy < oo,

et

1

n<? ( | et ldy)’l’ ( / xw(y)dy)”’ we),  (239)
0

Alors pour r >

H0) < o5 ulr) ([ i) (2:39
Le théoréme suivant a été établi dans [6].

Théoréme 2.3.1 Soit0 <p<1, B >0, :c>()et——<a<1—— Si f est une

fonction Lebesgue mesurable et non négative sur (0,00) et satisfaisant la condition

(2.39), alors

I (H* £)(T)|r0.00) < PB P (ap + 1) 7|l f ()] 2 0.00)- (2.40)

2.3.2 Reésultats principaux

Le but de ce travail est de généraliser certains résultats obtenus dans [6].
Soit f une fonction Lebesgue mesurable sur (0, c0).
Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme 2.3.1 pour 'opérateur
de Hardy pondéré.

Théoréme 2.3.2 Soit 0 < p <1, x>0, B>0,w une fonction de poids telle que
w(r) <w(y) < oo pour 0 <r <y < oo et —]% <a< 1—1%. Si f est une fonction
Lebesque mesurable et non négative sur (0,00) satisfaisant la condition (2.39), alors

|

_ _1| & ptl
< pB P (pa+ 1) ||y f ) (y)
LP(0,00)

P (HLF) )|

. 2.41
LP(0,00) ( )
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Preuve- De (2.39) il s’ensuit que

PP () (/OO PP (y)y™ 1dy) ‘ l

L1(0, oo)

< pB'?
LP(0,00)

r(H,, f)(r)

LP(0,00)
Soit
I =pB'?

Par le théoréme de fubini nous donne

Y 1
I = pBLlP| P p—1 / PP () d P ]
p P ww(y)y ( S (r) 7") (0
D’ou
1< | pweteow ([ |
L1(0,00
= pB'7?|| fP(y)w(y)w” (y)y? ( *Pdr ) .
. ap+1
— pBP| P
pBU7|| () )y [apﬂ] Lo
1 13/(%ijl P
— pB-P| fp P p—
p fP(y)w(y)w(y)y ap 100
P (y) 14
< Blfp D ap+1 pflw ) ) P
= b )y ap~+ 1 11L1(0,00)
S B S L1y e a+1
= D » B a+ =) rllwr .
(a+7) Wy F O Lo

Remarque 2.3.1 Si on pose w(z) =1 dans (2.41) on obtient le théoréeme 2.3.1.
Maintenant, nous considérons 'opérateur (H f> =1 f f(t)dt avec f(x) <
MA([= fr(eyer—tat)e.

Lemme 2.3.3 Soit 0 < p <1, M >0 etx > 0. Si f est une fonction Lebesque

mesurable non négative sur (0,00) telle que pour presque tout 0 < x < oo,

/:O PP dt < oo
fz) < % (/;O fp(t)tp_ldt>;. (2.42)

(/:O f(t)dt)p - K/:o FP) Lt (2.43)

34
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Preuve- D’aprés (2.42) pour ¢ > 0 il s’ensuit que

1-p

SR < Mt (/oo fp(y)ypldy) o

D’ou
1-p
p

F(t) < M ()t ( A fp(y)y”ldy) ,

- [(/ i) ]

En intégrant sur (x,00) on obtient

1

/:’ fB)dt < pM*? (/:O fp(y)y”‘ldy) "
(/xoo f(t)dt)p < pP MPUP) /xoo ()P dy. (2.44)

Théoréme 2.3.3 Soit0 <p<1l,z>0eta > 1—%. St f est une fonction Lebesgue

Par conséquent

mesurable non négative sur (0,00) et satisfaisant (2.42) pour tout x > 0, alors

2% (H F)(@) || v 0,00) < K[t f (8] 220,009 (2.45)
ou K = pl_%(a -1+ %)_%Ml_p.
Preuve- Soit (H f)(z ) =1 Ft)dt, 0 <z <t<ooet

J = [|2®(H f)(@)]| o(0.00)-

Par définition de J on a

-

J= { /0 h xp“(fff)p(ﬂf)dx] .

[ ([ o) ]

Par (2.44) s’ensuit que

= p(a—1) > d)pdlp_ Mlp{ > p(a1)< > P p1d>d}p’
[/Ox ( f0dt) de| <p /091: /xf(t)t t) da
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par le théoréeme de Fubini et a > 1 — 1—1), on obtient

[ ([ ror )l <[ ([ )]

D’ou

|=

1
1\ » o0 P
<Oé — 14+ _) |:/ fp(t)tp_ltp(a_1)+1dt
p 0

=P

3=

> pla—1) 00 d pd:|p 1-p 1;( _ 1)1)- ~ D poéd:|p.
[/0 x (/w f(t)t) x| <M Pp « 1+p _/0 fP(e)tPedt

2.4

Application

Dans le cadre des fonctions monotones et quasi-monotones, on cite une applica-
tion (Pour plus de détaits voir [9]).

2.4.1 Une application aux espaces de Lorentz

Soit f* la fonction rearrangement décroissante, avec f mesurable dans ’espace
mesurable (€2, ). Les espaces de Lorantz L9 sont usuellement définis en utilisant
la quasi-norme

1l = ( | (ran) %) , (2.46)

ou 0 < p,q < oo.
Il est bien connu que pour p # 1, la quasi-norme (2.46) est equivalente a la quasi-
norme suivante

1/l

po= ([ (momon) @)

Q=

- (/Ooo (/Ot f*(u)du)qt;/q_ldt); (2.47)

pour p > 1 et la quasi-norme

110 = ([ (o)’ %) ([ ([ f*(u)cm)qtp""ldt)é (2.18)

pour 0 < p < 1.

Corollaire 2.4.1 (a) Soit a > L et soit f une fonction non-négative et non-

p/

croissante.

S10<p<1, alors

(a-2) e @) < (Haf) @)l < (55 (0 (2 - g))) 22 () 1s-

Si 1 < p < oo, alors les inégalités sont valides dans le sens inverse.
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(b) Soit —]lj <a< ]% et soit f une fonction non-négative et non-croissante.

S10<p<1, alors

(% - a) h 2 f(2)||e < ||l2® (Hif) ()]0 < (% _ a); 12° £ (2) | 1o

Si 1 < p < oo, alors les inégalitéssont vérifices dans le sens inverse.

(c) Soit o < —% et soit f une fonction non-négative et non-d’ecroissante.

S10<p<1, alors

l2 @) lar < 2% (Hif) @)l|2e < (0B (p, —p)) [ f ()] 0.

S11 <p < o0, alors les inégalitéssont vérifiées dans le sens inverse.

(d) Les constantes de ces inégalités sont optimales (les plus petites possibles).

En appliquant le corollaire précédent avec a = }D — %, on obtient la proposition
suivante.
Proposition 2.4.1 (a) Soitp > 1. Alors
1
P < N FIToa < @)l f 0 (2.49)

510 <q< 1.

(b) Soit 0 < p < 1. Alors

1
* *k q 1 *
e < 150 < (qB (q,—];)) T (2.50)

si0<qg<1.

Si 1 < q, alors les inégalités (2.49) et (2.50) sont vérifiées dans le sens inverse.

De plus, toutes les constantes de ces inégalités sont optimales (les plus petites pos-

sibles).
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Chapitre 3

Espaces LP (@),

Dans ce qui suit on définit les espaces de Lebesgue a exposants variables LP(®),
qui sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz et une généralisation des
espaces de Lebesgue classiques L”.

Ces espaces sont différents des espaces de Lebesgue classiques par le fait que

I’exposant ”p” n’est pas une constante mais une fonction mesurable définie sur un
ensemble mesurable & valeurs dans [1, +00].

3.1 Définitions et inégalités intégrales.

3.1.1 Définitions.

Notations.
Soit 2 un sous ensemble mesurable de R™, |Q2] > 0, o‘u || désigne la mesure de
Lebesgue de 2.
P(2) est 'ensemble de toutes les fonctions mesurables telles que p : Q — [1, o0].
On pose :
Q=) ={r e, p(z)=aqa, a€[l,o0l},
en particulier : @ = {z € Q, p(z) =1} et Qoo = {2z € Q, p(x) = 0},
puis :
Qo =Q/(Q UQy),
pT =p=-esssup p(r), p =p=-essinf p(x), si|Q| >0,
=te) - z€eQ
¢ = xaullo + [l + lIxox
1 1
=14+-—-=
p

ou Y désigne la fonction caractéristique des ensembles correspondants.

P
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Définition 3.1.1 On note par LP®)(Q) l'ensemble des fonctions f mesurables et

telles que :

pp(f) = /Q/Q ’f(a:)|p(x)dx +ess sup |f(z)| < oc. (3.1)

€N

Remarque 3.1.1 La fonctionnelle p,(f) : LP®(Q) — [0, 00) est appelée modular
de lespace LP®)(Q).

Dans ce qui suit on cite certaines propriétés de p,(f).

Proposition 3.1.1 .

(1) pp(f) =0, Vf € LP7)(Q).

(2) pp(f) =0 si et seulement si f =0 p.p.

(3) po(—f) = pp(f), Vf € LPD(Q).

(4) pp est conveze.

(5) Si ‘f(x)| > ‘g(x)| pour x € 2 presque partout, et si p,(f) < oo, alors
pp(f) = pu(g).

(6) Si0 < p,(f) < o0, alors Uapplication X — pp(é) est continue et décroissante

sur lintervalle [1,00).

Preuve- Les propriétés (1) et (2) sont obtenues a partir des propriétés de 1'in-
tégrale de Lebesgue.
(3) Egalité évidente.
(4) voir |26].
(5) Est déduite d’une propriété de l'intégrale de Lebesgue.
(6) Soit A\; > Ag > 1, alors
F@)] _ 1f(@)]

)\1 )\2
|/ ()] |/ ()]

donc p, ()\1) < pp ()\2). La continuité est evidente.

5
6

Définition 3.1.2 On définit sur LP®)(Q) la norme suivante :

£l ey =00 A= 0+ (4) <13 (5:2)
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Remarque 3.1.2 Si p(z) = cste

oo (@ (a)|”
f%<x>'-J/“3r‘ dv = /Q u
1 p
= v Q|f\ <1
On trouve
Jir<oe— ([1r)” <
Donc

ey = {mf 2> 0, 1 pp(5) <1}

([irr) =05l

Lemme 3.1.1 Soit f € LP®)(Q), alors

f
Pp(m) < 1 Vf telle que 0 < HfHLp(x)(Q) < 00. (3.3)

Preuve-On prend une suite (/\n) décroissante qui converge vers H f H Lr(@) ()’ d’ou

1

fHLP(w)(Q)
Fatou et de la propriété (6) de la proposition 3.1.1 on obtient :

/ (Lyjmdx < li_mnﬁoo/ (L\ﬂ)p(x)dx <1
Q Q *7n

(R [P

)

la suite (@)n est croissante et converge vers , alors en vertu du lemme de
n

Siz € Qu, (3.3) est évidente.

Finalement on a pp<wL> <1.
LP(®) ()

Corollaire 3.1.1 Pour tout f € LP®(Q) telle que 0 < ||f||Lp(I)(Q) < 00

Si HfHLp<z>(Q) <1, alors py(f) < HfHLp<z>(Q)' (34)

Preuve-On a

( ! )p(x) > ! > 1, ol p(z) > 1
— = v — = L, oup\xr) =
| £l o ) 1 £l Lo ()

kmmmw§/<LMM>ngL

£l e @) | £l e ()

ot la derniére inégalité découle du lemme 3.1.1; d’ou p, (f) < HfHLp(l)(Q).
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Lemme 3.1.2 Sip < oo alors

f
ppl =) =1 Vf telle que 0 < ||fl, )0y < OO (3.5)
p<HfHLp<z>(Q)) H HL (@) (Q)

Preuve-. Posons
(x) p(z)

K = e —
/0 [| | oo

dz.

Soit 0 < A < || g tel que (DN K <1 on

f flz HfHLp(z>(Q) p(z) f(x) p@@)
o), Vi [ (Mg,
PN Qoo 0/ A ”f”Lp(w)(Q)
< (Moo y [ A
A /o0 ”f”Lp(z)(Q)
B ”f”Lp(z)(Q) p f(z)
= (5wl f] )
H Lr(@)(Q)
Si pp(W> < 1 alors pp(§) < 1 et donc on peut trouver \ < ||f||Lp(z)(Q) tel

LP(I
que ,op< (x)> < 1 qui contredit la définition de ||f||Lp(z)(Q) (car HfHLP(Z)(Q) = inf A
tel que p,(£2) < 1).
Alors p, (¢ > 1 et d’aprés le lemme 3.1.1 on a

‘fHLP(I>(Q)
(@
» =1.
11l 2ocor
Lemme 3.1.3 Soit f € LP®)(Q), alors

[ £l Lo ) \ P f [fll e @\2
(T) Spp<ﬁ> = (T) st 12 [ oy (36)

£l e )\ 2 f [fllro @\
(Moerenye o, (£ < (M0) g < ey 67

Preuve- On prouve (3.7). Soit f € LP(®)(Q) et soit 0 < pu < ||f||Lp(z)(Q), et donc

||fHLp(7t)
()
T Z ].7 on a

A

"o _/ |/ >(x)<||f||LP(9”)(Q)>p(x)dI7
1f1 Lo (@) 7
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mais

/ ( |f] >P(x)(||fHLp<z>(Q)>p(r)dI < / ( /] )p(m)<||f||m<z>(9))l’dx,
o M e o) H o MUl @) H

alors
(z) p(x P e P
pp(i) < / < |f] >p <HfHL ( )(Q)>de < (HfHL ( >(Q))P’
w Q Hf||Lp<z>(sz) K 2

la derniére inégalité découle de (3.3).
Le méme raisonnement est valable pour 'inégalité d’a gauche, et 'inégalité (3.6) est
traitée d’'une maniére analogue a l'inégalité (3.7).

Lemme 3.1.4 Soit 0 <p <p <o0. S pp(g) < b, pour a >0, b >0, alors

”f”Lp(z)(Q) < ab”, (3.8)
avec
1/p sib>1
v =
1/p sib<1.

Preuve- Soit b > 1 et pp(g) =/, ’@‘p("@)dw < b, alors

p(z) 1 p(z)
/ e dxg_/‘f(w) dr <1,
et donc par définition de la norme dans LP®) ou A = ab'/2, on a HfHLp(I)(Q) < ab'/?
pour b > 1.
D’une maniére analogue on montre que ||f||Lp(I)(Q) < ab'? pour b < 1, et donc
HfHLp(w>(Q) < ab”.

3.1.2 Quelques exemples

Exemple 3.1.1 Soit Q@ = (—1,1)
1 st —1<x<0,
2 st 0 <o <1.
0 st —1<x<0,

2 st 0<ox <1,
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alors

1
nlf) = [ 1f@)P@dr = / 2

Q
= 4 < o0,
d’ot
fe Lp(l’)(Q).
Exemple 3.1.2 Soit Q =)0, 1[;
1 —x
p(r) =~ et f(z)=4""2"
Donc
1 -1
wlh) = [ e
0
1/1 1
= - —d{E
4 Jo
1t L
= = 2 dx
4 Jo
1 <
= — <0
8 )

d'oi f € IP@(Q)

1
Exemple 3.1.3 Soit Q =)0, 1], p(x) = —, f(z) = =™ ".
x
Donc
1
wlf) = [ a7t = lnafi= .
0
d’oi
f ¢ LP(Q).
Exemple 3.1.4 (Calcul de la norme dans LP™)(1Q)).
Soit Q0 = (—1,1).
1 st —1<2x<0,

2 st 0 <o <I1.

2 st —1<x<0,

1 st O<zox<l1.
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p()

@

09 |
= j{ljid$‘+01:'xgdx

= A\ 24221 < 1.

Pp(

>~

Donc on résoud ["inégalité

A 2420t —1<o.

Posons \™' =2 >0, on obtenu 2> +2x — 1 < 0.

Alors A =8, donc x1 = -2 — 1,25 =2 — 1.

Donc S = [0,v/2 —1], alors sup A = v/2 — 1 et inf A = (v/2 — 1),
d’ou

11| o) @) = (V2—-1t=v2+1.

Définition 3.1.3 Soit p(z) € [1,00) alors on dit que la fonction q(z) est la conju-
guée de p(x) si :

o0 pour x € )y,
q(z) = 1 pour x € .,
% pour z € ).

3.1.3 Inégalités de Holder.

Théoréme 3.1.1 (Inégalite de Hélder) Soient p(x) et q(z) € P(Q2). Alors l'in-
égalité

[ @@z < 1 oo 19 o 39)
est vérifice pour chaque f € LP@(Q) et g € LI®(Q), our, = 1 +
zﬁ + ﬁ =1;et ||f||Lp(I)(Q) =inf{\, A>0 : pp<§> <1}

avec

IS 1=
S

Preuve- On suppose que ||f|l o) 7 0, |9l e ) 7# 0 et Q0] # 0. On pose
U@L g p— s
HfHLp(z)(Q) ”gHLq(z)(Q)
(voir [15]), puis on intégre sur Qg = 2/Q; U en utilisant I'inégalité (3.3), comme

on a:

a= ,p=p(x), g = q(x), on applique I'inégalité ab < %p—l—%

p;;(L) <1 Vf telle que 0 < ||f||Lp(w)(Q) < %0,
[l Lo 0
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d’ou en vertu de l'inégalité de Young, on a

/ f(x)g(x) ng/l‘ f zmw+/1‘ g
Qo HfHLp<z)(Q)HgHLq<z)(Q) QP ||f||Lp<x)(Q) Qo 4 ||9||Lq<:c>(9)

1 f 1 g
(Y ()
N/ @ N9l pae g

q(z)

dx

i)

—_

VAN
+
|

IN
D= IS =

Alors 11
[ 1@l < (14 = D)l 9]

= 7| £1] oo 20y 9] o -
Pour x € Q; ou x € (), on retrouve 'inégalité de Holder classique.

Remarque 3.1.3 Si p(x) = p = cste, alors p = p et 1, = 1, ainsi on retrouve

linégalité classique de Holder.

Corollaire 3.1.2 On peut définir sur LP(Q) la norme suivante

p(z)

do < 1}, (3.10)

2 1/

flte :mfmx>0:l/-——%

H ||L (@) (Q) { % p(x) A

avec laquelle on exprime linégalité de Hélder comme suit

/Q F@)9(@)1ds < e cpl9l 5000

Preuve-On procéde comme dans le Théoréme 3.1.1, c’est-a-dire :

/ |f(z)g(z)] dw</ 1‘ f P(w)d$+/ 1’ g
Qo Hf Lp(z)(Q)Hg La(@)(Q) N Qo P HfH*Lp(z)(Q) Qo 4 Hg“*Lq(I)(Q)

1 2 (@) 1 2 q(x)
= —/ —‘+ d:L‘+—/ —‘+ dx
2 Jo, P ||f||LP(m)(Q) 2 Ja, q ||g||Lq(ac)(Q)

RS
_2 2_a

q(z)

dzx

/Q F(2)g(x)]d < ||

Pour Q, 2; on est ramené aux cas classiques.

* *
Lp(:c)(QO)”g La(=)(Q0)"

Remarque 3.1.4 Avec la norme (3.10) on retrouve l'inégaité de Héolder.
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3.1.4 Généralisation de I’inégalité de Holder.

L’inégalité de Holder pour p(x) +ﬁ = Tlx) est valable mais pas comme une consé-

quence directe de I'inégalité de Holder comme dans le cas classique (car || f7(* H s 7é
@) (
r(x)
LA )

Lemme 3.1.5 Soit 0 < s(z) < p(zr) <p < oo, x € Q/Qy, alors

HfHﬁLP(Z)(Q) < ”fS(I)HLPE”)) < Hngme(Qy pour ||f||LP(I)(Q) > 1, (3.11)
(@) (Q)
et
17y S I s < M ey pour 1y <1 (312)

Preuve-Soit [ € Lp(x)(Q) telle que
P < oo, x €Ny, alors

HfHLp(m)(Q) > 1, et soit 0 < s(z) < p(z) <

s(z)

D=y

1O e =intf> 1, 1

=inf{pu > 1, /’f xgl}

=inf{pu > 1, /|f d <1}
On pose A = (,us(’”)*l), alors y1 = X*@) et donc

Hfs(x)H — f{)\s(z) > 1 ‘f ‘p(x dr < 1}
%o @ o =7 J a@ =
, et comme \ > 1, alors
2\ < A5(@) < )\E’
et donc
170, e ) = W) < UM iy < Wiy = 17 g

et d'une maniére analogue on prouve la seconde inégalité.

Proposition 3.1.2 Soit p(z) > 1, q(x) > 1 et r(z) > 1 avec zﬁ + ﬁ = %, et

80it SUP,cq/q., 7(T) < 00, alors

I79]

Lr=)(Q) = C”f“LP(z)(Q)Hg”lﬂ(z)(g)v (3.13)

avec ¢ = sup ;Eg + sup Zgg
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Preuve-On a l'inégalité du corollaire 1.2.1 :

(AB)" < ~ar 4+ Lp1.
P

On remplace dans cette inégalité A par f/||fl| ) q) et B par g/|gll o= q), alors

r(x) (x)
[ e e <supt) [ LDy,
Q/Qoo Hf”Lp<z>(Q)HQHLq(z)(Q) p(x) Q/Qoo HfHLp(z>(Q)
(z)
+sup@/ ‘ g(x) |
q() Q/Qoo HgHLQ(Z)(Q)
r(z) r(z)
< sup +sup —— =g,
p(x) q(z)

donc

B R P

cll fll e @ 9l o @)

Finalement on a

I74]

@) S CHfHLm)(Q)HgHLq(m>(Q)‘

Remarque 3.1.5 Sir(z) =1, on retrouve l'inégalité (3.9) avec ¢ = ry.

Remarque 3.1.6 Sip(x) = p = cste, q(x) = q = cste, r(x) = r = cste, alorsc =1

et on retrouve 'une des inégalites classiques de Holder.

Lemme 3.1.6 Soient p;(x) > 1, a; > 0, i = 1,2;...,m tels que Z?:uﬁ =1,
alors
p1(z) p2 () pm ()
al ay anm
a1as...apy, < + ...+ ) (3.14)
" pi(r)  pa(e) P ()

Preuve-Voir [21].

Proposition 3.1.3 Soit py(x) > 1, k = 1,2;...,m tel que Z?ﬂﬁ =1z €,

)
alors

/Q |f1(2) fo(@)... fn(@) | d < e[| ol poncor oy | P2l ponor oo [ Fon | omimn gy (3:15)

avec

(3.16)

Ms

I’Bl,_.



Preuve-Découle du lemme 3.1.6 et du théoréme 3.1.1

pr = cste, alors py(z) = p, et

Remarque 3.1.7 Si pi(x)
=1, d’ou l'inégalité généralisée classique de Hélder

c=3 0 pk;(x) =
Proposition 3.1.4 Soit p,q,r € P(Q) tel que 1 < p(x) < r(z) < q(r) < oo et
(z) # q(z), alors il existe une constante ¢ > 0 telle que V.f € LP®(Q) N LI®)(Q),

on a
10y < il o 17
ou ¢
ess sup 2 ngs ;Ei; $i [ f[] poor ) = 1
u =
\ essinf%% si HfHLP(“”)(Q) <1
( q(z) r(x)—p(x) i
eSSSUD Ly v ety S HfHLW)(Q) =L
’[} =
| ess inf gg)% si ”f”Lq(“)(Q) <L
(Ici on considére que % =1).

Preuve-Soit f # 0, en premier lieu supposons que r(z) < ¢(x) presque pour

tout x € €2, on prend des fonctions s, t telles que

q(z) — p(x) q(z) — p(x)
s(x) = —————=, tx)=
q(z) —r(z) r(z) —p(z)’
alors s,t € P(Q) et 1 < s(z),t(z) < oo et ( 7+ % = 1, et donc en vertu du
théoréme 3.1.1, on obtient :
p@)
f 1 i
o (1m ST > = oo 70 wm)’
(@)1 | Lo o 171170 If HLq =@

et de la définition de u et I'inégalité (3.3) on a

() - [ ()
[T (Fj s

. |f|p(fc) i
J ()’
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f
(o) <

et de la méme maniére on montre que :

Fi f
<HfHW - ) : pq(HfHLqm> =t

Lq(l)(Q)
comme g > 1 et de la convexité de p, on déduit

f

1 /
o (i ) <ol )<L
TS“fHLP(Z) HfHLq(z) ”f“Lp(z) )HfHLQ(Z)(Q)

et donc on a d’aprés la définition de la norme H |

L) (Q)

171

L) S C||f||zp<x><m||f||2q<x>(g)

avec ¢ = ;.
Maintenant, soient r(z) = ¢(z), G tel que G ={z € Q: r(z) = q(z)}, alors

in p(z) q(x) —r(x) - ess su d
@ o) @) ) p)

(z) r(x) — plz

et donc || [|7, ) 2 | 1] pocer o €

fXG’ . fXG _
<||f||Lp(ac) ||f||Lq(x)(Q)) N pq(||f||zp(x)(m||f||zq(w>(9)) (CCLT 7’(.17) q(x))

Ixc /
Y IR
N Zers N FZers

Et pour r(z) < g(x) p.p x € Q/G, voir la premiére partie de la preuve, donc

( fxesc ) <r
||f||Lp(x)(Q)||f||Lq(Z)

finalement
pr( _ f i )Spr< Ixa )+pr< fxo/c )
||f||Lp(x)(Q)”f”Lq(ac)(Q) Hf”Lp(x) ||f||Lq(x)(Q) Hf”Lp(x) ||f||Lq(x)(Q)
<rs+1,

on trouve l'inégalité voulue mais avec comme constante ¢ = r, + 1.
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3.1.5 Inégalités de Minkowsky.

On se propose de définir une autre norme qui est analogue & une norme définie
dans les espaces d’'Orlicz (voir [21]).

Définition 3.1.4 Soit f € LP®)(Q). On définit sur LP®)(Q) la norme suivante :

171, = s , (3.18)
ot 1/p(x) + 1/q(z) = 1.
Proposition 3.1.5 (Inégalité de Minkowsky).
Si f,g € LP®)(Q), alors on a
1£+all, < I£1l, + g, (3.19)

Preuve-On a

[+g|| = sup
H ”p palp)<1

| (5@ + () ptara]

Sup ‘/f x)dx|+ sup ‘/g(x)gp(z)dw‘
pap)<1 ! Ja

< ||f||p +lgll,.

Corollaire 3.1.3 Soient m € N, f, € LP®)(Q) pour tout k = {1,2,...,m}, alors

|324], < 3l )

Preuve-Par récurrence a partir de la proposition (3.1.5).

Définition 3.1.5 Soit f € LP@)(Q). On peut définir sur LP®(Q) la norme sui-

vante :

(3.21)

1)
1711, =

HQO”Lq(J:)(Q)

avec (x) + =1.

q(:v)

20



Proposition 3.1.6 pour tout f € Lp(x)(Q) on a l’équivalence des normes suivantes

() 8
lrll,” < ML, < el (3.22)

avec
c=2'"1. (3.23)

Preuve-Voir [31].
Dans ce qui suit selon la norme (3.21), 'inégalité intégrale de Minkowsky est

verifiée.

Proposition 3.1.7 Soit p € P(Q), tel quep < oo et p > 1, alors

H/Qf(.,y)dy ::)xé/QHf(.,y)

z(:) P ‘/Q</Qf($7y)dy>90($)dx‘

()
dy. (3.24)
p,

Preuve-On a

| [ ray

T gl aey gy <1
< sup / dy / o) (0| d
:/( sup /‘f(x,y)w(m)‘dx)dy

Q H‘P”Lq(x)(g)gl Q
(1)

=/ Hf(.,y) dy.
Q p, x

Sous les mémes conditions que la proposition 3.1.7 avec la norme (3.18), on
obtient le resultat suivant.

Corollaire 3.1.4 Soit p € P(S2), tel que p < oo et p > 1. Alors

| [scom] <e[ ]| o 325)

p?"L’

,1+§
avec ¢ = 2 a,

Preuve-L’inégalité (3.25) découle de la proposition 3.1.6 et la proposition 3.1.7.
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3.1.6 Inégalités de Hardy.

Dans ce paragraphe on cite deux résultats relatifs a I'inégalité de Hardy dans les
espaces LP classiques généralisés a LP(®).
1. On considére une inégalité du type de celle de Hardy dans L‘?éig :

2] o <l

ou C' > O est une constante qui dépend de [ et p(z), et (Hf)(x fo t)dt, 1 >0,
f e LM (0,1),

Cette inégalité a fait 'objet de différents travaux (voir [13], [16]), selon les résultats
de ces derniers, la condition suffisante pour que (3.26) soit satisfaite est la suivante :

, pour f >0, (3.26)

LP<I>(O,Z) LP(I)(O,Z)

A—hm‘p (0)|ln<i><oo,

r—0

ot p(z) est définie comme suit p(z) : (0,1) — [1,00), est une fonction mesurable
sur (0,1), p(z) # oo (pour plus de details voir [13].)
2. I’inégalité de Hardy classique liée aux intégrales fractionnaires peut étre formulée

comme suit :
| e

of10<a<1,a—%<5<%,%+%:1,et0<b§oo.
Pour plus de details voir [32]. B
Dans ce théoréme on généralise (3.27) en supposant 0 < o < n, et zq € €.

(3.27)

="
LP(0;0)

Lr(0;b)

Théoréme 3.1.2 Soit Q C R", un domaine borné et p(z) vérifiant les conditions

suivantes :
l<p<p(x)<p<oo, z€Q (3.28)
A 1 _
|z—y|

Alors 'inégalité de type Hardy est satisfaite :

B—a
3.30
Jle = [ it g e < (8.30)
quelque soit B dans lintervalle
x x
a— < p< . 3.31
(o) q(zo) (331)

(Pour plus de details voir [32]).
Remarque 3.1.8 La condition (3.29) est usuellement dite condition de Dini-Lepschitz.
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3.2 Quelques proporietés des espaces LP7),

3.2.1 Quelques inégalités auxiliaires.

Lemme 3.2.1 Soit Hf”p < 00 et pe(g) < oo, alors

: <
’/ f(x)g(:v)d:c‘ < 1711, ST pa(9) <1,
. Pq(g)”pr sipg(g) > 1.
Preuve-Pour la preuve voir [21].

Lemme 3.2.2 Soit 1 < p(z) < oo et p,(f) < oo, si ||f||p <1, alors

pp(f) < 1. (3.32)

Preuve-Soit || = [Q| = 0.
Supposons le contraire : pp( f) > 1, on rappelle que l'application A — pp(é) est
continue et décroissante, alors il existe A > 1 tel que pp(é) =1 (carsi A =1
implique que p, (f) > 1et p, (f) = 1 en méme temps, donc c’est impossible; et de
méme pour A < 1 impossibilité).

Posons ot
g(x) = ’%x) ' signf(x), x € .
On a
(2)(p(x)—1) (@)
mlo) = [ B2 signsaar = [ B2 s, (£) <1,
et donc

19,2 [ 1r@gtaria = [ 15U E2 signsa)iaa

= )\/Q ‘@ p(m)da:: )\pp<§> =A>1,

qui contredit le fait que Hpr <1

Proposition 3.2.1 Soit f € LP®)(Q) tel que Hpr <1, alors

pp(f) < ol f (3.33)

p7
ot ¢, = ||xau || o + [Ixeo |, + [xex |-

Preuve-Voir [21].
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3.2.2 Espaces P et [P,

Proposition 3.2.2 Soit ¢(z) telle que -~ +

5 =1, alors pour 1 < p < p(z) <

_1
q(z)

P < 0o : lespace LP®(Q) coincide avec 'espace
LP@)(Q) ‘/ f(x dx < oo pour tout p(z) € Lq(x)(Q)}. (3.34)

Preuve-Soit f € LP®(Q) donc HfHLW) < oo alors d’aprés l'inégalité de

Hoélder (3.1.1), on a

(@)

| [ 0] < rll s el oy < o

pour tout ¢ € L‘J(m)(Q); Donc f € LP@)(Q).
Inversement, soit f € LP(*)(Q) et donc Hpr < 0.
Au début on suppose que Hpr <1, et on pose

oo() { ‘f (|)p siz € (),

sinon.

On montre maintenant que ¢o(z) € L1 (Q) et p,(¢o) < 1.
Supposons que p,(pg) > 1, alors

—/Q‘f(ac)’p(x)dx—/ﬂ’f(x)}q(x)(p(x)_l)dx
= [ (P )"

> / ‘(po(x)‘Q(x)dx > 1.
Q/Q00(q)

. f@)  sife] <ket|f(z)
T silz| <ket x)| < N,
Fva(x) = { 0 sinon.
Alors oy i( |ka‘p(x € LY@ (Q). A partir de de I'inégalité p, (f) > 1, on peut

déduire qu 11 existe Ny — oo et kg — 00, tel que

/ | oo ()77 d > 1. (3.35)
/e (p)

Donc X
1< pp(fNoka) < HfNO:kOHprJ]i/(OQTI)CE HL‘I(ﬂf)(Q)'

A partir du lemme (3.1.3), on obtient

Q=
\-c:\‘,_.

1< HfNO,koHpmaX{ [pp(fNo,ko):| ’ [pp(fNo,ko):| +
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donc

Q=

1— -4
min{ [Pp(fNo,kg):| ) [pp(fNo,ko):| 1< Hng,koHp>
de D'inégalité (3.35) découle 1 < || fagko

. d’ott on déduit que

sup ‘/Qf(:v)gka(x)dx‘ > 1,

pq(p)<1
ou

0 sinon.

onule) = { o(e)  sife] <k et [f@)] <N,

et donc pq(goMk) < pg (go) ce qui contredit la supposition que Hpr < 1. Donc

@o(z) € L1D(Q) et py(p0) < 1, alors
/ ‘f(x)|p($)d:v < 1.
Qo

Ensuite, soit H f Hp > 1, alors H%T)r € LP®)(Q) comme elle est démontrée en premiére

p

étape et donc f € LP@(Q) grace a la linéarité de LP(*) () sous la condition p < oc.

3.2.3 Complétude, réflexivité et separabilité.

Proposition 3.2.3 L’espace L") (Q) est complet.

Preuve-Soit {f,} une suite de Cauchy de fonctions de LP®)(Q) et soit € > 0,
alors il existe ng € N tel que

[ inte) = @ gt < (3:36)

pour tout m,n > ng et pour tout g telle que p, (g) < 1 On décompose () sous
forme d’ensembles disjoints G de mesure finie et on définit les fonctions g, =

(1 + }Gk’)_lxgk, k € N. Alors

plor) = | (1)) ar+ (1)) <

G

En remplagant g par g; dans (3.36), on trouve

[ 1nte) = 5] (1 feu) "<

), m,n > ng, k€ N.

/ ’fm(x) — fn(:v)|dx < e(l + |Gk
Gy
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Ceci montre que la suite {f,} est de Cauchy dans L'(G}), et donc convergente dans
chaque L'(G},), et par récurrence on trouve une sous suite { f,gk)}n et une fonctions
f® e LY(Gy) telle que f,gk)(x) — f®(z) pour z € Gy presque partout, k € N.
Ainsi,

F@) =Y [P (@)xe, (@) = f(z), pour = € Q pp.
k=1

En remplacant f,, par fr(,lb) dans (3.36) et en utilisant le lemme de Fatou on trouve

1@ = @l ata)ldz < sup [ 170 = fu@)lo(e)ldo < o

pour tout n > ng et chaque g avec p, (g) < 1. Ainsi Hf — anp <e.

Conclusion : LP®) est un espace de Banach.

Théoréme 3.2.1 Les conditions suivantes sont equivalentes :

(i) p € L=(Q).
(i) Pour chaque fonctionnelle linéaire continue G sur LP®)(Q) il existe une seule

fonction g € LY@ (Q) telle que

G(f) = / f@)g(e)de . f e I (Q), (3.37)

ot la norme de G(f) verifie ¢; gl oy < IG1 < ryllgl sy

Preuve-Voir [21]. Théoréme 2.6.

Corollaire 3.2.1 .

(i) L’espace dual de LP®)(Q) est L1®)(Q) si et seulement si p € L>®(Q).
(q(z) est la fonction conjuguée de p(x), q(x) € P(Q)).
(ii) LP@) est réflexif si et seulement si
I<p<p<oo.

Preuve-Voir [21]. Corollaire 2.7.

Théoréme 3.2.2 Sip < oo, alors LP® est séparable.
Preuve-Voir [21].
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Remarque 3.2.1 1. Sip = cste, p=p = p, d’'ou d’aprés corollaire 3.2.1 (ii) LP
est réflexif pour 1 < p < oo (résultat connu pour les espaces classiques de Lebesgue).
2. S1p=cste, 1 <p=p< oo, LP est séparable (résultat est bien connu pour les

espaces classiques de Lebesque).

3.2.4 Convergences.

Proposition 3.2.4 Sip < oo alors :

Pp (fn) — 0 si et seulement si Hf"”Lp(m)(Q) — 0. (3.38)

Preuve-.
Si anHLPm(Q) — 0, alors a partir de la proposition 3.2.1, p, (fn) — 0 quand n — oo.

Maintenant, soit pp( fn) — 0, et soit € € (O; 1} pour n suffisamment grand, on a
pp(fn) <e<1, et donc

':'HH

(fnpp(fn) ) = /Q/ |fn ,Op fn) ‘ d!L’—f— sup U”/’(ll'fn pp(fn) 1‘

TE€Q

<pp(fa)” /Q/Q [Fa@) "+ py(£,)77 sup vrailf(a)

TE€EQ o

= pp(fa) ' pp(fa) =1
Si on prend A = pp(fn)%, on ontient
||f”HLP(z)(Q) S pp(fn)§ < €7,

Finalement || fn — 0.

| | Lr(=)(Q)

Proposition 3.2.5 Soit p < co si f, — 0 dans LP®)(Q), alors f, — 0 en mesure.

Preuve-.
On suppose le contraire. Donc il existe €, € (0; 1] et une sous-suite {n;} telle que

mf‘{xEQ | fo ()] > €}| >0,

alors d’apres la proposition 3.2.4 on trouve p, ( fnk) > deP et cela contredit le fait

que f,, — 0 dans LP@(Q).
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3.2.5 Injection.

Définition 3.2.1 Soient X etY deux espaces de Banach. On écrit
X =Y s, (3.39)
X est continument injecté dans Y .
Proposition 3.2.6 Soit 0 < ‘Q‘ < 00, et p,q € P(2). Alors
LID(Q) — LP@(Q) si et seulement si p(z) < q(z) p.p x € €, (3.40)

ot la norme de l'opérateur d’injection n’excéde pas || + 1.

Preuve-Voir [21].

Remarque 3.2.2 Ce resultat est une généralisation du cas classique concernant

[injection d’espaces.

Proposition 3.2.7 Soient 1 < ¢ < ¢(r) <g< oo, Vf € Li@)(R™), alors pour tout

zeR” ona
LE(R™) N LI(R™) «— LI®(R™), (3.41)

et il existe une constante ¢ > 0 telle que

)>. (3.42)

Hﬂ‘m(z)(mn) < cmax (”f”LE(]R")’

Preuve-Premiére étape, soit § < oo et A > 0 alors

o) L1

</ ‘f ‘d +/ ‘f(x)
{2 |f(2)|<N} o @)y A

A
HfHLE(R") q HfHLa(Rn) q
o (Mo, My
Si A =2max (HfHLz(Rny HfHL?(Rn» alors on a

()< () ()<

o8

q()

q

dx




Deuxiéme étape § = oo alors f € L®(R") et sup,cgn vrai| f(z)| < oco. Soit A =
2 (|17 gy 1 ey ) s

(z)
Pq (i> :/ ‘M ! dzx + sup vrai

<||f||LQ(Rn> HfHLoo(Rn
<1

<(3)'+

HfHLq(w>(Rn) < 2max <HfHL2(Rn)’ ||f||L°°(R")>'

Et finalement on conclue que

HfHLq<z>(Rn) < 2max (HfHLE(]R")’ HfHL?(R”))

f(x))
)

IN

N —

Alors :

Lemme 3.2.3 (Propriété de la semi-additivité)
Soit Q' UQ" = Q (avec Q' NQ" = 10), et soit p € P(Q) tels que p < oo. Alors
Vf e LM (Q) on a

max{“f”/;p(z)(gl)’ |fHLP(I)(Q")} = ”f”Lp(z)(Q) = HfHLP(I)(Q’) + ”f”Lp(z)(Q//)' (3.43)

Preuve-On pose a =

/!

D’apreés le lemme 3.1.3, on peut écrire

(”f”Lp(w)(Q') )p > 1

a

(Hfl!Lp<z>(n/)>P > (i) 51

a

b= HfHLp(z) @ et on suppose que a > b;

_ f _
()

HfHLMw)(Q/y et
p(x)de/ f(z)pl

alors

a

d’on
1 f1l Lo () - 1 £1l Lo )

a - a

et donc H f H o) () > max (a, b), ou la derniere égalité découle du Lemme 3.1.2. Et
pour démontrer I'inégalité de droite, on pose

fl@) _ a xaf@) , b xaf()
a+b a+b a a+b b

Y
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et donc

/ f(z) p(x)dx < / ‘ a xaof(x) p(x)dx +/ b xarf(x) p(w)dx
Qla + b Q'la +b a o'la +b b
a b
< P P
o (a + b) * (a + b)
a b
< =1.
T a+b * a+b
Dot || f|l o) () < @+ b (d’aprés la définition de || f1| s (q))-
Lemme 3.2.4 Soit 0 < py(z) < p(z) < p2(z) < 00 et |Quo(p2)| =0, alors
LP@(Q) N L@ (Q) € LP(Q) C LP@(Q) + LP2@(Q), (3.44)

oty LP'@)(Q) + LP2®)(Q) désigne la somme arithmétique des espaces.

Preuve-Découle du lemme 3.2.3.

3.2.6 p(x)-continuité.

Définition 3.2.2 Soit f € LP@)(Q), on dit que f est p(x)-continue si
Ve >0, 3d(e) > 0 telle que pp(fh — f) < e pour h € R", ‘h‘ <9,
ot fr(x) = f(x + h), x € R", autrement dit
tiy [ 1f(a+ )~ F@)P s =0

Remarque 3.2.3 [l existe des fonctions f € LP®)(Q) qui ne sont pas p(x)-continues.

Voir exemple ci-dessous.

Exemple 3.2.1 Soientn =1, Q = (—1,1) etl <r<s<oo
T sixE[O;l),
S sia:E(—l;O).

Et
T siz € [O; 1),
0 sixe(—l;O).

Alors f n’est pas p(x)-continue.
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Preuve-.

On a

p(x) _ 1 _r
dac:/\T/ ‘a:| sdx < 0.
0

f

Alors f € LP@(Q).
Soit h € (0; 1), alors

_1
) — (x—l—h) s six+h€[0;1) doncme[—h;l—h)
Ja+h) { 0 sim+h€(—1;0)doncxe(—l—h;—h).
Et donc

p(z)
€T

w(3)= /155

0 . 1-h ,
:)\3/ o+ h|” dx+w/ o+ | Fde
—h 0

0
> )\_5/ ‘x + h}fldx =00, pour tout X >0,
—h
donc f, ¢ LP®) () pour tout A > 0.

Remarque 3.2.4 Cet exemple nous montre bien que Uespace LP®) nlest pas inva-

riant par rapport a la translation.

Théoréme 3.2.3 Soit Q C R"™ contient une boule B(zg,r) = {zx € Q,
‘x — x0| < r} sur laquelle la fonction p est continue et non constante, alors il existe

une fonction f € LP@(Q) pour laquelle f n’est pas p(z)-continue.

Preuve-Voir [21].

Remarque 3.2.5 Ici on note l'une des plus importantes différences entre les espaces
classiques et généralisés de Lebsque c’est-a-dire dans les espaces LP la norme est

invariante par rapport & la translation, alors que dans LP®) elle ne lest pas.
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3.3 Quelques inégalités intégrales pour les fonctions
quasi-monotones dans les espaces de Lebesgue

pondérés a exposant variable avec 0 < p(x) < 1

Le présent travail a fait I'objet d’une publication internationnale parue (voir
[35]), le lien :DOI : https ://doi.org/10.32523/2077-9879-2020-11-4-58-65

Le but de ce travail est d’obtenir des inégalités de Hardy pondérées pour des
fonctions quasi-monotones dans les espaces de Lebesgue a exposants variables avec
0<p(z)<l1.

3.3.1 Introduction

Pour la premiére fois I’espace de Lebesgue a exposant variable est apparu dans la
littérature déja dans les années trente du siécle dernier, introduit par W. Orlicz. Au
début ces espaces avaient un intérét théorique. Plus tard & la fin du siécle dernier,
leur premiére application au-dela de la théorie des espaces de fonctions, était dans
les problémes variationnels et des études de p(z)-Laplacien, (Voir Zhikov [40], [41]),
qui & son tour a donné une impulsion essentielle pour le développement de cette
théorie. Une vaste recherche de ces espaces a également été largement stimulée par
des applications & divers problémes de mathématiques appliquées, par exemple, dans
la modélisation de 1’électrorhéologie fluides [30].

L’espace de Lebesgue a exposant variable est apparu comme un cas particulier
du des espaces de Musielak-Orlicz espaces introduits par H. Nakano et développés
par J. Musielak et W. Orlicz.

Les espaces de Lebesgue LP(*) & exposant variable pour p(z) > 1 sont apparus
pour la premiére fois dans la littérature dans [27]. Le développement ultérieur de
cette théorie a été lié a la théorie des fonctions modulaires.

De nombreuses recherches sont consacrées au probléme de la bornétude de 1'opé-
rateur de Hardy dans les espaces de Lebesgue LP®) pour p(z) > 1 (voir par exemple
[4] et [27]). Mais les recherches sur 'inégalité de Hardy dans les espaces de Lebesgue
a exposant variable LP®) pour 0 < p(z) < 1 sont beaucoup moins connues.

Il est bien connu que pour les espaces L, avec 0 < p < 1, les inégalités de Hardy ne
sont pas satisfaites pour une fonction mesurable non-négative arbitraire, mais sont
satisfaites pour des fonctions quasi-monotones non-négatives avec des constantes
optimales (voir [9] pour plus de détails).

L’objet de ce travail est d’obtenir des inégalités pondérées pour les opérateurs
de Hardy agissant d’un espace de Lebesgue pondéré a exposant variable vers un
autre espace de Lebesgue pondéré a exposant variable avec 0 < p(x) < 1, pour les
fonctions quasi-monotonies. Certains résultats obtenus dans [5] sont généralisés.
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3.3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous énoncons les définitions, lemmes, corollaires et théorémes
suivants qui sont utiles dans les preuves des Résultats principaux.

Soit R™ I'espace euclidien & n dimension, les points x = (x1, za,...,z,) et Q un
sous-ensemble mesurable de R™. Supposons que p(x) soit une fonction mesurable sur
Qtel que 0 < p <p(x) <p <1, p=essinfeqp(x), P = ess sup,.qp(r) et w est
une fonction de poids, ¢’est-a~dire une fonction mesurable positive sur Q.

Définition 3.3.1 On note Par Ly wm)(Q) a Uensemble de tous les fonctions Le-

besque mesurable f sur ) telle que

proraio(P) = [ (1)) < o (3.45)
On note que l’expression

oo = it > 05 [ (LY Tap <y )

Q
définit une quasi-norme sur Ly w@) (). Lp@)w@)(82) est un espace quasi-Banach
muni par cette quasi-norme (voir [31]).

Dans [5] le corollaire suivant a été prouvé.

Corollaire 3.3.1 Soit 2 C R™ un ensemble measurable et p, q deux functions Le-

p(z)q(z)

besgue measurable sur Q2,0 < p < p(z) < q(r) <g<ocetr(r) = e R Supposer

que wy et wy sont des fonctions de poids dans () satisfaisant la condition :

%)

< Q.

Alors 'inégalité

1

w1
12y, @ < (A1 + Bi+ [[ X0, llze@)?

%)

Lr(z)(ﬂ)HfHLq(m)wz(m)(Q) (347)

tient pour chaque f € Ly(z)uw,(2)(S2), avec

D ={reQ: plx)<ql@)}, Q={zec: p(x)=q(z)}

A, = sup P8 g gy ) = P()

e q(ﬁ) e Q(I)

Le lemme suivant est connu et a été prouvé (Voir [4]).

63



Lemme 3.3.1 Soient 21 C R", Q5 C R™ deux sous-ensembles measurable, p une
function Lebesque measurable sur 1 et q une function Lebesque measurable sur §2s,
1<p<px) <qly) <q<oopourtousw € ety €Qy. If p € C(§y), g € C(£a),

alors linégalité

<C 3.48
[190eso00l], o < Coall s, o (3.48)
est valide, avec
p, P
Coa= (sl + Ixaalloe + 2+ B xa o+ Iasll)s (349)
g =essinf q(x), §=esssupq(x),
=1 Qo Q0
Ar = {(z,y) € O x Qo3 p(z) = q(y)}, Ay = (1 x D)\A,
C(§21), C(822) sont des espaces des fonctions continues sur 2, Qg et f: QyxQy — R
est toute fonction mesurable telle que H [ F 12y (22) o) < 00.
p(z) 581

Les théorémes suivants ont été établis dans [5].

Théoréme 3.3.1 Soient p, q des functions Lebesgue mesurables sur (0,00), 0 < p <
p(z) <qz) <g<1,r(x)= z%’ x € (0,00) et f une function non-néegative et
non-croissante définie sur (0,00).7Supposons que wy et wy sotent des fonctions de
pondération défini sur (0,00).

Alors 'inégalité

1
i |

1
HHfHLq(:c),wQ(ac)(Ovoo) S Bgcpqup

q(x) (tvoo) ‘
wi(z)

Lr(z)(O,OO)”fHLp(x)’wl(@(o’oo) (3.50)

est vérifiée, avec

1 1
Cpq = | X120 0,00) T X2z | Lo (0,00) + P 7 7 <||X51||Loo(0,oo)+\|stHLoo(o,oo))a

S ={r€(0,00): p(x)=p}, S»=(0,00)\S; and

p—p
== sl

I3 =

%:Q
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Théoréme 3.3.2 Soient p, q des functions Lebesque measurables sur (0,1), 0 < p <

pr) <qlx) <g<1,r(z)= pgzigi)p, z € (0,1) et f est une function non-négative et
non-décroissante definie sur (0, 1;. Supposons que wy et wy soient des fonctions de
poids définies sur (0,1).

Alors 'inégalité

I (@=t)V/? wy() I
T Lq(z>(t,1)

IS =

HHfHLq(r),wQ(x)(Ovl) S Z_) szqdp ”fHLp(a“),wl(ac)(OJ)

Lr(z) (071)

wi ()
(3.51)

est vérifiee, avec Cp, et d, des constantes du Theorem 3.3.1.

La définition suivante a été introduite dans [9].

Définition 3.3.2 On dit qu’une fonction non négative f est quasi-monotone sur
10, 00[, si pour un certain nombre réel o, x®f(x) est décroissante ou un fonction
croissante de x. Plus précisément, étant donné B € R, on dit que f € Qs st

2P f(z) est non-croissante et f € Q° si x7Pf(x) est non décroissante.

La proposition suivante a été établie dans [9)].

Proposition 3.3.1 (a) Soit —co < < o0, f€Qp, 0<a<oopourf>-—1 et
0<a<b<oo pour p[<—-1.85 0<p<1 et B#—1, alors
b p . b |y — aft p—1
([ rwar) <ssa [ pa e

St 0<p<1letf=-—1, alors

(/abf(y)dy)p < p/ab (y ln%yl () dy. (353)

Les inégalités sont dans le sens inverse st 1 < p < oo.
(b) Soit —co < B < oo, fE€QR et <a<b< oo pur < —1et
0<a<b<oo pour B>-1. St 0<p<1 et §#—1, alors
" ' Ly [ (=
(/ f(y)dy) < plf+1] p/a (y—g) fP(y)dy. (3.54)

St 0<p<1letp=-—1, alors
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(/abf(y)dyy < p/ab (y lng)p_l P (y)dy. (3.55)

Les inégalités sont en sens inverse si1 1 < p < 00.
(c) Les constantes de ces inégalités sont optimales (plus petits) possible dans tous

les cas.

Si dans (3.52), on pose a = 0 et en (3.54) on pose b = oo, on obtient des cas
suivants de la Proposition qui sont utiles dans les preuves des résultats principaux.

Corollaire 3.3.2 Soit 0 < p < 1.
(a) SiB>—-1, feQpet0<b< oo, alors

</Obf(y)dy)p <p(B+1)17 /Ob WL 1P (y)dy. (3.56)

(b) Sip<—1,fe@f et0<a< oo, alors

</:O f(y)dy)p <plB+1'" /:O WL 1P (y)dy. (3.57)

Si dans (3.54), on prend a =0, b=z, > —1, on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.3 Si0<p<1,8> -1, fe @’ et0<z< o0, alors

([ 1) <pe+ 0 [ @0 =) e 59)

3.3.3 Résultats principaux

Considérons les opérateurs de Hardy
1 x oo
(Hif)(z) = ;/ ft)dt, (Hof)(z) = fmclx/ f(t)dt,
0 T
ot f est une fonction Lebesgue mesurable et non négative sur (0, 00).

Théoréme 3.3.3 Soient p,q des fonctions de Lebesgue mesurables sur (0,00), 0 <

p<pl) <qx) <g<l r(z)= p%z()i)p, pour x € (0,00), f > —1 and f € Q5.

Supposons que wy et wy soient des fonctions de poids définies sur (0,00).

Alors 'inégalité

HES

||Lq<z> (t,00) ‘
wi ()

1 -1
HHlf“Lq(ac),wQ(a:)(O:OO) S BQ (5—'—1) v Cpaqdp

OO) ||f ‘ | Lp(a:),wl(x) (0,00)
(3.59)

L'r(z) (07
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est vérifiée, avec

1 1
Cpq = (||XA1||Loo(o7oo) + [1X22 | Lo (0,00) + P (5 - 5)) <||X51||Loo(o7oo)+HXS2||Loo(o,oo))a

Sy ={z €(0,00): p(x)=p}, So = (0,00)\S: et

(SAL

p—p
d, = (1 st ||X51||Loo(o,oo>> :

Preuve-En appliquant le corollaire 3.3.2 (a) avec p = p, on obtient

1 £l

wy(r) [*

Lq(z) (0,00)

1 1
<p (B+1) ttﬂ_ldt>£ .
p( (t) ey (009
Let
_sz /fp £y 1dt ,
q(z)(ovoo)
then 1
n=|( / P00 0 [2tar)?
x Ly (z)(0,00)
W2($) 1 %
- |( / P2 X0 () [ 22 a2
xr qu)((),oo)

TR X(0.2) () [WZT(ZB)} -1 ‘

Ensuite, en appliquant le lemme 3.3.1, on obtient

Jy < Cp,q( /0 ) H[fﬂ(t)]xw,x) (t) [w—(x)]ptp_l‘

X

P

Ly

Gl [0 0[5, )
= / fE(t)tE 1 ‘“’2< )‘ q(x)(too)dt>;

= Cp,q

o wzﬂ |

Lq(:c) (t’oo) LQ(O’OO)

wa(z)

T

000) puis en appliquant le corollaire 3.3.1, on
Lp(0,00

Soit Jp = Hf(t)t?lf
obtient

Lq(z) (t,OO) ‘

|22

Jo <

q(x) (£,00) ‘
wi ()

Ly (0.50) 11200100
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par conséquent

-1

1
HHlfHLq(:c),wQ(:):)(Ofoo) S BE (5+]‘> e Cp,qdp

1
t7 | wgz(w) “Lq(z)(tpo) ‘

wi ()

Ly(a) (0,00) ||f ‘ | Lp(ac)wl(m) (0,00) -

Remarque 3.3.1 Si dans l'inégalité (3.59) on pose 5 = 0, on obtient l'inégalité
(3.50) du théoréme 3.3.1

En utilisant le corollaire 3.3.2 (b) avec a = 0, le théoréme suivant se démontre
de maniére similaire.

Théoréme 3.3.4 Soient p,q des fonctions mesurables de Lebesgue sur (0,00), 0 <

p < p(r) < qlz) <7< 1, r(x) = 2 pour w € (0,00), B < —1 et f € Q.

Supposons que wy et wy soient des fonctions de poids définies sur (0,00). Alors

linégalité
1
1 1 ] P
H sy < p2|BH1| P C,d Rk Kt o
[ H 1Ly 0y g ) (0,00) < PEIBHL] ¥ Cp g, o) LT(I)(OW)||f||Lp(z)7wl<z>(o, )

(3.60)

est vérifiée, avec Cy, et d, sont les constantes du théoreme 3.3.5.

Théoréme 3.3.5 Soit p, q des fonctions Lebesque mesurables sur (0,00), 0 < p <

px) < qz) <q <1, r(x) = p%z;‘i)p, pour x € (0,00), 8 > —1 and f € Q°.

Supposons que wy et wy soient des fonctions de poids définies sur (0,00).
Alors 'inégalité

[ H1 S| 2y 0y g (0,00)

1

Lo Ilt=P @+t = 7] 2 oo)

< @+ 1 F Gt i) )
(3.61)

est vérifice, avec Cp 4 et d, sont les constantes du théoreme 3.3.5.

Preuve-En appliquant le corollaire 3.3.3 avec p = p, on a

I, = ) f 0 = | 22 [ oy
1 Lq(x),wz(w)(ovoo) - 2 1 Lq(x)(O,oo) - T 0 Lq(z)(O,oo)
v ) ’ 1 1yp—1 v
<p' 172 [t e par) | -
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Soit K7 = “27(9”)<f0x[t—5(x5+1 — tﬂ+1)]P—1fP(t)dt>; o (050) alors
K= ([ st [0t gptjetar) | o
-|(f 00 0 [Pt ) Hiw -

Ensuite, en utilisant le lemme 3.3.1, on obtient

I < Gy 01 200 () [ 201 — gyt

T

1
[t (2P — P D) wo ()12
. /fp ‘X(Ow [ )] wa( )}

X

5
)

IS
~
N—

IS =

1
1 1\ 57 1
_ / F2(t H [t ’ xﬁ+ — 7t )7 wa(z) |2 dt)g
xr Lq(z)(t,oo)
_C f(t)H el tﬂﬂ)]p’wz(x)‘ ’
P x Ly(ay (&) 1 Lp(0,00)
Soit
Ky = Hf t ﬁ( B+1 tBJrl)] HWQ('I>‘ :
s Lq(z)(t,oo) LB(O,OO)
puis en appliquant le corollaire 3.3.1, on obtient
i
2 = W (:v) Ly (0,0) L)1 (2)(0,00)

par conséquent

I[P - tw ),

-1

< BE (B+1) » Cpedyp

‘ ’ f ‘ | Lp(z),wl (x) (0700) :

q(w) (£,00) ‘

wi () L () (0,00)
Remarque 3.3.2 Si dans l'inégalité (3.61) on pose 5 = 0, on obtient l'inégalité

(3.51) du théoréme 3.3.2.

Remarque 3.3.3 Pour une constante p(z) = ¢(z) = p et wi(z) = we(z) = 2,
les inégalités (3.59), (3.60) et (3.61) avec des constantes optimales possible, ont
été prouvées dans [9]. Les inégalités (3.59) et (3.61) pour 5 = 0, ont été prouvées
précédemment dans [11] et [12].
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Considérons maintenant le cas § = —1.

Théoréme 3.3.6 Soit p, q des fonctions mesurables de Lebesque sur (0,00), 0 <

p<px) <qz)<g<l r(z)= p%iggi)p pour x € (0,00) et f = —1. Supposons que

wy et wy soient des fonctions de poids défini sur (0, 00).

1) Si f € Q_1, alors l'inégalité

L L wa(x
t7 (In2)7 || 22|, 00

wq ()

1
“H?fHLq(z), )(0,00) < ]_QBCP#IdP )Hf”lzp(z),wl(gc)(0,00)

(3.62)

“2l® Lr(ac) (0,00

est vérifice.

2) Si f € Qt, alors linégalité

1 1
1 7 ()7 |22 1 o
HHlfHLq(x),wQ(x)(O,OO) < Bgcp,qdp 14 x q(w) (6,00 ‘

w(z)

) ||f ‘ | Lp(a:),wl(ac) (0,00)
(3.63)

L'r(z) (O:OO

est vérifiée.
Preuve-1) Soit a =z et b= 400 dans (3.53), alors

i) <ot ([Tewbypoa)’
/ L

Nous appliquons cette inégalité avec p = p et le reste est similaire & la preuve du
théoréme 3.3.3.

2) Soit a = 0 et b = x dans (3.55). Le reste est similaire a la preuve du théoréme
3.3.3.
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Conclusion

R.A. Bandaliev [5] a obtenu des inégalités intégrales du type de Hardy pour les
fonctions monotones dans les espaces de Lebesgue généralisés pour 0 < p(x) < 1.

Dans le présent travail, les résultats de R.A. Bandaliev [5] ont été étendus aux
fonctions quasi-monotones qui sont des notions plus générales que la monotonie.

Comme perspectives, premiérement on peut envisager de généraliser les differents
résultats a n fonctions, en cherchant les meilleures constantes (optimales ou les plus
petites possibles) dans les différentes inégalités intégrales. Deuxiément on se pose la
question sur I’extension de certains résultats obtenus aux espaces de Musielak-Orlicz.
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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse aux espaces classiques de Lebesgue et aux es-
paces pondérés de Lebesgue avec un paramétre d’intégration variable, 0 < p(x) < 1.
Plusieurs inégalités intégrales sont établies et prouvées. De plus quelques résultats
sont généralisés.

Mots clés : Inégalités, opérateurs de Hardy, exposant variable

Abstract

In this thesis we consider the classical Lebesgue spaces and the weighted variable
exponent Lebesgue spaces with 0 < p(z) < 1. Some integral inequalities were esta-
blished for 0 < p(x) < 1. Moreover certain generalizations were obtained.

Key words : Inequalities, Hardy operators, variable exponent.
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