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Introduction

Dans cette thése on propose, d’étudier dans une grande partie, le comportement
asymptotique des solutions de certains problémes d’évolution non linéaires faisant
intervenir 'opérateur divergentiel —div(|V, u|P~2V,u). Pour ce faire on a choisit le
cas de certaine classe d’équations des ondes avec dissipation non linéaire.

On essayera de donner une estimation sur le comportement a l'infini de I’énergie
que Pon note FE(t). Une énergie qui est sensée étre décroissante et qui dépend
implicitement de la solution du probléme traité.

Les problémes en question sont supposés étre dissipatifs, plus justement on admettra
que chaque probléme étudié est soumis a Paction d’un phénoméne extérieur (une
dissipation) qui peut étre de nature diverse; on peut citer 'action de la gravité,
le frottement, la chaleur, etc. C’est d’ailleurs ces phénoménes qui font décroitre
I’énergie. De ce fait 'acquis principal de notre travail c’est les différents aspects

donnés au terme dissipatif.

On se concentra en particulier sur des cas de décroissance uniforme de I’énergie, on
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démontrera que I’énergie E(t) vérifie une estimation du type
E(t) < cg(t) pourtoutt>0

ol g : R,y — R, est une fonction continue décroissante satisfaisant
g(t) — 0 quand ¢t — +oc.

Le premier chapitre a pour but de rappeler quelques définitions concernant surtout
les espaces LP, ainsi que quelques inégalités usuelles, a savoir I'inégalité de Holder
et Young. De telles inégalités seront trés utiles lors des passages aux estimations
présentes dans une grande partie de ce travail.

Nous avons aussi donné un bref apercu sur quelques propriétés des espaces de
Sobolev en dimension n, ainsi que les différentes formes que peut avoir la formule
de Green qui présente un outil de base dans la résolution des équations aux dérivées

partielles.

Pour le deuxiéme chapitre, on considére le probléme aux limites pour ’équation des

|m—2

ondes non linéaire avec une dissipation forte de la forme |u; Ug.

(Jue| ™ 2ug)e — A+ || ™ 2y + (afu* 2 — Jul*"*)u = |u|""?u dans Q x R,
(P) § u(w,t) =0 sur 92 x Ry
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(z) dans €,

ou p, [, r, m > 2 sont des nombres réels, () est un domaine borné de R™ a frontiére
réguliere I' = 00 et «, p et v des nombres réels.

Dans un premier temps, on démontre I'existence globale de la solution en construisant
un ensemble stable dans ’espace de Sobolev Wol’p(Q). Une telle construction a pour
but d’absorber I'effet du terme de source sur le probléme, afin d’éviter une éventuelle

explosion de la solution en temps fini. Donc tant que la solution reste dans I’ensemble
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stable, elle existe globalement.

Notre intérét s’est porté par la suite sur ’étude du comportement asymptotique de
'énergie, plus justement voir de quelle fagon, 'énergie (qui s’écrit implicitement en
fonction de la solution) elle va décroitre 7

A Taide de la méthode des multiplicateurs, on donne une estimation sur le compor-
tement a Uinfini de P'énergie. Les inégalités intégrales introduites par Haraux [16] et
Komornik [18] forment 1’outil de base de notre démonstration.

Dans le troisiéme chapitre, on considére I’équation des ondes de type p-Laplacien avec

une dissipation faible de la forme

ugy — Apu + o () (uy — Auy) + wlu™ ?u = [u]""*u dans Q x R,
(P) S u(x,t) =0 sur 002 x R,
u(z,0) = up(x), u(z,0) = uy(x) dans €.

ol p,m,r > 2, des nombres réels et o est une fonction positive vérifiant certaines
conditions. A l'aide de nouvelles inégalités intégrales introduite par Martinez [25] et
dont la preuve repose sur la construction d’une fonction poids liée au comportement
asymptotique du terme dissipatif (o(¢)(u; — Awg)); on aboutit a des résultats de

décroissance polynomiale et exponentielle concernant 1’énergie.
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Le dernier chapitre est la partie consacré a ’étude mathématiques, d'un probléme
d’évolution issus des sciences du vivant. Pour ce faire on considére un modéle décri-
vant I'evolution de la maladie d’Alzheimer. Le modéle en question décrit d’une part
la formation de plaque amyloide in vivo, et d’autre part les interactions entre les

oligoméres AR et la protéine prion responsable de la perte de mémoire.



CHAPITRE 1

Préliminaires

1.1 Les espaces L?

Définition 1.1.1 (Fonction mesurable).
Soit © un ouvert de RY. Une fonction f :  — R est dite mesurable si pour tout

a € R, 'ensemble,

EQZ{ZL’EQ|f(ZE)ZOZ}
est mesurable au sens de Lebesgue.

Définition 1.1.2 (Fonction intégrable).

On dit qu’une fonction mesurable f : {2 — R est intégrable au sens de Lebesgue si,

/\f\dx<+oo.
0

Définition 1.1.3 (Espace de Lebesgue).

Soit p € R et 1 < p < oco. On appelle I'espace de Lebesgue LP(2) 'ensemble,
LP(Q) ={f: Q — R| f mesurable et |f|” intégrable} .

De plus, pour toute fonction f € LP(€2), on pose :
1

w =1l = ([ 1)

1f1
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Sip=o0et f:Q — R mesurable, alors on définit || .||~ :
| [|Le = inf {a: |f(x)] < « presque partout }.
Donc L*()) est 'espace des fonctions bornées presque partout dans €.

Définition 1.1.4. Soient  un ouvert de RY et 1 < p < oo. On définit 1'espace

Lp

loc

Q) par I'ensemble des f : Q@ — R telles que f € LP(Q), pour tout Q' avec
(€) p f q , P

Q' C Q et dont la fermeture est compacte dans RV.

Remarque 1.1.1.

1. En particulier, on a LP(Q) C L] ().

loc

2. En revanche, on a pas toujours I'égalité. En effet, la fonction f(z) = 1 est

L} .(]0,1]) mais f n’est pas L*(]0, 1[).

loc

Définition 1.1.5 (Support d’une fonction continue).

Soit f : 2 — R une fonction continue. On appelle support de f ’ensemble
supp(f) = adh{z € Q: f(z) # 0}.

Définition 1.1.6 (L’espace C.(Q2)).
On désigne par C.(Q2) Pespace des fonctions continues sur 2 & support compact,

¢’est-a-dire que pour f: Q2 — Ron a
Ce(Q) = {f : supp(f) C Q}.

Définition 1.1.7. On note par C°(2), Pespace des fonctions C'™ & support compact

dans Q. Ce méme espace est parfois noté C°(2) ou D().



12 Préliminaires

Quelques inégalités usuelles
Inégalité de Young

Définition 1.1.8 (Exposant conjugué).

On dit que p, ¢ € [1, +00[ sont deux exposants conjugués si

11
S+ =1.
P q

Il est clair que si p = 1 alors ¢ = o0, si ¢ = 1 alors p = oo et sinon g = z%‘

Théoréme 1.1.1 ([7]). Soient a,b >0 et 1 < p,q < +00 deux exposants conjugués.
Alors
a? b4

ab< —+ —.
b q

Inégalité de Holder

Théoréme 1.1.2 ([7]). Soit u € LP(Q) et v € LU(Q). Alors le produit uv € L'(Q2) et
1/p 1/q
/ luv|de < (/ |u]pdx) </ |v\qu) :
Q Q Q

1.2 Rappels sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées au sens faible
sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont complets
ce qui est un avantage considérable pour I'étude des solutions des équations aux
dérivées partielles. On se contentera dans cette partie de rappeler, quelques résultats

importants sur ces espaces en particulier en dimension N.
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1.2.1 Dérivée au sens faible

Lemme 1.2.1 ([1]). Soit Q un ouvert de RY et v € L*(Q) tels que,

/ v(z)p(x)dr = 0 pour tout ¢ € C°(2).
Q
Alors v = 0 presque partout dans 2.

Définition 1.2.1. Soit v une fonction de L*(Q). v est dite dérivable au sens faible
dans L?(Q), s’il existe une fonction g; € L*(Q2), pour i € {1,..., N}, telles que pour

toute fonction ¢ € C°(€2), on a

/Qv(x)gi = —/Qgicﬁ(x)dﬂ

Dans ce cas g; est appelée la i-éme dérivée partielle faible de v qu’on notera

v
8@-
Lemme 1.2.2. Soit v une fonction de L?*(2). La fonction v est dérivable au sens

faible si et seulement s’il existe une constante C' > 0 telle que

0
al’i

Vie{l,...,N}, Vo¢eC*(Q), ‘/Qv(x) < C||é] 20

Exemple 1.2.1.

1. Si f € CY(RQ), alors f est dérivable au sens faible.

2. la fonction f(z) = |x|, admet une dérivée faible dans L?*(] — 1,1[), qui est

-1 s -1<2<0 . . .
H(x) = mais cette derniére, n’admet pas de dérivée

1 S0<z<l,
faible dans L*(] — 1,1[). Ainsi, toute fonction n’est pas forcément dérivable au

sens faible.
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1.2.2 Espaces de Sobolev en dimension n

L’espace W1P(Q)

Définition 1.2.2. Soit 2 C R™ un ouvert et 1 < p < oco. On définit 'espace de

Sobolev :

3g1,..., 9, € LP() tels que

WhP(Q) = Qu e LP(Q) | 9
/Quazz—/ggiqb Vo e CP(Q),Vi=1,...,n

On pose
HY(Q) = W2(Q).

Pour u € WHP(Q) on note

ou

_ ouou
a.’L‘i N

833i’ ceeny axn

g; Vi=1,....net Vu= ( ) = grad u. (1.1)

L’espace de Sobolev WHP(Q) est un espace de Banach pour la norme :

1

II)JP>E SipE [17+OO[7

(el + Sy 1122

maz (ull e, | 22

[ullwrr() = (1.2)

Lmlgign) si p =400

et pour p = 2, 'espace H'(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

u ou Ov
(u,v)g1 = (u,v)p2 + E (—,—)

Remarque 1.2.1. En d’autre terme, on peut dire que W1?(Q) est Pensemble des
. . . ou .
fonctions u : Q@ — R, u € LP(Q)) dont les dérivées partielles EPe prises au sens faible,
Ty
sont dans LP(Q2) pour tout ¢ = 1,....,n.

Définition 1.2.3. Soit Q un ouvert de R”, alors on définit W, ?(Q) comme étant la

fermeture de C5°(Q) dans W'P(Q), c’est-a-dire W, 7(Q) = CgO(Q)W

1,p
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Remarque 1.2.2. Si () est un ouvert borné de R” et 1 < p < oo, alors on peut
identifier W,?(Q) a Iensemble des fonctions u € W'P(Q) qui sont nulles presque

partout sur le bord de 2 :
Wy (Q) = {u € W(Q) | u =0 sur 9Q}.

Si p = oo, alors I'assertion précédente est fausse. En revanche, la fermeture de C§°((2)

dans W1>(Q) est équivalente & C'1(Q).

L'espace W™P(Q)

On définit de maniére analogue & la dimension une les espaces de Sobolev d’ordre
entier quelconque. Si m > 0 est un entier, on note W™P(Q2) I’ensemble des fonctions
u: Q — R, dont les dérivés partielles prises au sens faible D*u sont dans LP(2), pour

tout multi-indice o € IN" vérifiant |a| < m.
Définition 1.2.4. Nous appelons multi-indice tout o € IN", o = (a, ..., ). On
définit

n
la| = Z a;
i=1

|ex]
D% .= 0
01 1,0%x5...0% 2,

Définition 1.2.5. Soit m > 1 un entier et soit p € R avec 1 < p < oo. On définit

et

I’espace de Sobolev,

Va avec |a| < m, 3g, € LP(Q) tels que
W™P(Q) = ue LP(Q) | ol
Jup®o= (-1 [ g0 voecr@
Q

Q
cet espace est munit de la norme
1/p

sit<p<oo | S ID%lh |

HUHWm,p(Q) - la|<m

sip=o00 MaX|o|<m || D “ul|, -
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qui lui donne une structure d’espace de Banach. On pose

H™(Q) = W™2(Q).

Les espaces W;""(Q)

Définition 1.2.6. Soit p un réel, 1 < p < +oo,m un entier > 2,  un ouvert de

RY, alors on définit W,"P(Q) comme étant la fermeture de C°(Q) dans W™P(Q),

m,

c’est-a-dire WP (Q) = C*(Q)

Remarque 1.2.3. Si Q est un ouvert borné de RY et 1 < p < oo, alors on peut
identifier W;""(Q2) a l'ensemble des fonctions u € W™P(Q) qui sont nulles presque

partout sur le bord de €2 :
Wy () = {u e W™P(Q) | u =0 sur 0Q}.

Si p = o0, alors 'assertion précédente est fausse. En revanche, la fermeture de C2°(£2)
dans W™ (Q) est équivalente a C*(Q).
Proposition 1.2.1. 1. Pour Q = R" W™P(R") = W;"*(R").

2. Pour Q une boule ou un pavé borné de R™, W™P(Q) # WiP(Q).

1.2.3 Formule d’intégration par parties et formule de Green sur

les espaces de Sobolev

Nous allons tout d’abord rappeler certaines notions utiles avant d’énoncer la formule
de Green qui est en fait 'un des outils fondamentaux pour la résolution des équations

aux dérivées partielles.

Définition 1.2.7. Soit N un entier, on note z = (z1,...,zy) un point (ou vecteur)

de RN. On appelle champ de vecteurs une application v : RY — RY, qui a 2 =
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(21, ...,xn) associe v(x) = (vi(x),...,on(2)).
Pour un champ de vecteurs v : RY — RY on appelle divergence la fonction,

8’01

" Or,

() +---+ aU—N(x)

div v(z) 3
TN

Le Laplacien d’une fonction v : RY — R est donné par,
2 2

Au(z) = div(Vu) = g—;g (x)+---+ ;—% ().
Définition 1.2.8. On appelle normale au domaine 2 un champ de vecteurs n(z)
défini sur le bord 02 de Q) et tel qu’en tout point z € 92 ou le bord est régulier, n(z)
soit orthogonal au bord et ||n(z)|| = 1.
Ainsi, la normale extérieure au bord 0N est le vecteur unité n = (n;)1<,<n normal en
tout point au plan tangent de €2 et pointant vers I'exterieur de €2.
Dans 2 C RY on note dz la mesure de lebesque de dimension N. Sur 92 on note do

la mesure de lebesgue de dimension N — 1 sur 0f2.

Définition 1.2.9 (Dérivée normale).

On appelle dérivée normale d’une fonction réguliére u sur 052, la fonction définie sur
les points réguliers de 0f) par a—Z(I) = Vu(z).n(x). Il s’agit d’'un produit scalaire
car Vu est un vecteur, tout comme n(x).

Théoréme 1.2.1 (Formule de Green). Soit Q un ouvert borné régulier de classe

Cl. Siu et v sont des fonctions de H'(QY), elles vérifient

ov ou
/Qu(x)axl (x)dx = —/Qv(x)axi (x)dx + /89 u(z)v(z)n;(x)do, (1.3)

ot n = (n;)1<i<n est la normale unité extérieure o OS).

Corollaire 1.2.1 ([1]). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. L’espace Hj(S2)
coincide avec le sous-espace de H'(Q) constitué des fonctions qui s’annulent sur le

bord Of).
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On peut aussi obtenir la formule de green, pour un ordre plus élevé, et cela sur I'espace

H™. Nous nous contenterons ici de traiter le cas m = 2.

Théoréme 1.2.2 ([1]). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. Siu € H*(Q)
et v e HY(Q). Alors,

/QAu(x)v(a:)da: = —/QVU(:L’).VU(:L‘)d:E+ @(x)v(x)da. (1.4)

a0 On

Une autre formule qui est aussi importante, et qui est en fait une conséquence directe

de la formule de Green, c’est celle de Stokes.

Théoréme 1.2.3 (Formule de Stokes). Sous les mémes conditions et avec ¢ €
HY(Q). On a,

/diva(m)qﬁ(m)dm: —/a(x).ngﬁ(x)dx—F/ o(z).n(z)p(x)ds,

Q Q o0

Pour terminer nous avons besoin du Lemme de Gronwall, et d’un résultat de régularité

(Densité de C'° dans LP,1 < p < +00) utiliser dans le dernier chapitre.

Lemme 1.2.3. Soit ¢ : [a,b] - R une fonction de classe C* vérifiant
Ja>0, 38>0 Vtelab] (K@) =<B+I[e@).

Alors

vielat], el < lola)let +2 (= 1)
Proposition 1.2.2 (Régularité). Soit h € LP, 1 < p < 400, Ve > 0, il existe
he € C telle que

Hh — hGHLP S €.



CHAPITRE 2

Estimation du comportement a I'infini de 1’énergie
associée a une équation des ondes du type p-Laplacien

avec une dissipation et un terme de source non linéaire

2.1 Introduction

On considére ’équation des ondes non linéaire de type p-Laplacien ci-aprés
(Jue|2ug)e — A+ || ™ 2y + (aful*~2 — |ul*"?)u = |u|""?u dans Q x R,
(P) u(x,t) =0 sur 9Q x R,
u(z,0) = ug(x), uy(x,0) = uy(z) dans €,
ou p, [, r, m > 2 sont des nombres réels, () est un domaine borné de R™ a frontiére
réguliére I' = 00) et «, pu et v des nombres réels vérifiant certaines conditions qu’on
précisera plus tard.
L’existence globale et le comportement asymptotique des solutions associées aux pro-
bléme (P) ont fait 'objet d’étude de plusieurs auteurs ou de différentes méthodes et
approches ont été considérées.
Pour le cas | = 2, Sango [31] a considéré le probléme uy — Apu — Auy + g(x,u) =

f(z,u) dans Q x [0, +00[. En combinant, une approximation de Faedo-Galerkin ainsi
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que certaine technique faisant appel des propriétés de compacité et de monotonie
(voir [23] et [22]), ils ont démontré I'existence globale de la solution. D’autre part et
en imposant certaines conditions sur g(z,u), ils ont pu établir la décroissance poly-
nomiale et exponentielle de I’énergie.

Des résultats similaires concernant surtout des propriétés de décroissance de 1’énergie
ont été obtenus par Chen, Yao et Shao [10]. Pour ce faire ils ont utilisé une nouvelle
méthode basée sur de nouvelles inégalités intégrales introduites par Martinez dans
[25].

On peut encore citer quelques travaux dont ’estimation de la vitesse de décroissance
de I’énergie pour certaines equations des ondes non linéaires de type p-Laplacien avec
dissipation faisait le principal objet d’étude, a savoir [3], [37], [35], [24], [5], [35],
[38], [39] et [26].

Motivé par I'idée introduite dans [10], [39] [26] on démontre dans un premier temps,
I’existence globale de la solution en construisant un ensemble stable dans I'espace de
Sobolev W, 7(Q) (voir [32]). Une telle construction a pour but d’absorber leffet du
terme de source sur le probléme, cela évitera une éventuelle explosion de la solution en
temps fini. Donc tant que la solution reste dans I’ensemble stable, elle existe globale-
ment. Par la suite on donne une estimation du comportement a I'infini de I’énergie en
utilisant la méthode des multiplicateurs et certaines inégalités intégrales introduites

par Komornik [18].

2.2 Préliminaires et résultat principal

Commencons par quelques notions importantes dont nous ferons usage le long de ce

chapitre. On définit d’abord la fonctionnelle :

1 1 1, .
I = Vel + 1 [ Haa)de = 2l
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pour u € WyP(Q). Ot H(z,u) = [} h(z, s)ds et h(z,u) = (a|ul*"2—|u[""2)u. Ensuite,

on définit 'ensemble stable S associé au probléme (P) par
S ={ueW,?(Q), K(u) >0} U{0},

tel que
K(u) = |Vl + / H(z, w)dz — |lull.

On définit aussi 1’énergie totale E(t) associée a la solution du probléme (P),

[—1 1 1 ,
E(t) = —— [l + =1 Vulf + / H(z,u)dx — ~ull;, (2.1)
p Q r

pour u € W, 7(Q) et t > 0.

On aura aussi besoin du théoréme assurant ’existence d’une solution locale et dont
la démonstration repose sur la méthode de Faedo-Galerkin (pour plus de détails, voir

[10], [23] et [35]).

‘ 2<p<r< & sin>p,
Théoréme 2.2.1. Soit P

2<p<r<oo stn < p.
Supposons 2 < m < p. Alors, pour (ug,u1) € WyP(Q) x LYQ) et uy dans Uensemble

stable S, il existe T > 0 pour lequel le probléme (P) admet une solution locale unique

u vérifiant

we L= ([0,7); Wy (Q))

up € L ([0,7); L'(Q)) N L™ ([0, T); L™(2)) -
Avant d’énoncer les résultats justifiant ’existence globale ainsi que le comportement
asymptotique de la solution, rappelons quelques lemmes importants.

Dans toute la suite, on note par T,,,, la durée de vie de la solution u associée au

probléme (P).
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Lemme 2.2.1. Soit u(t,z) une solution du probleme (P). Alors E(t) vérifie,

d
SE(t) = [l < 0.

pour tout t € [0,00).

Preuve. Multiplions la premiére équation du probléme (P) par w; puis faire une
intégration sur 2. On obtient

d
SE() = ~[ulip < 0.

pour tout ¢ € [0, 00). O

C’est la méthode utiliser pour définir I’énergie, qui est donc une fonction décroissante.

Lemme 2.2.2 (Inégalité de Sobolev-Poincaré). Siu € Wy (Q), alors u € L"(Q) pour

r un nombre tel que 2 <r < +oo (n=1,2,...,p) 0u2§r§n”—ijpourn2p+1, et

il existe alors une constante c, = c,.(Q, 1) telle que,

lull, < clVullyis pour € W),

Lemme 2.2.3. Sous les mémes conditions du théoréme 2.2.1 on a

r—p

[Veul[y < E(1), (2.2)
pour u € S.

Preuve. De la définition de K (u) et J(u) on a

r—p

K(u) + [Vaullh = rJ(u).

De plus K (u) > 0, puisque u € S. Donc de (2.1) on déduit que

r —

p
o IVaully < J(u) < E(t).
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Lemme 2.2.4 ([39]). Soit u une solution du probleme (P) sur [0, Tiyax). On suppose

e 2<p<r<n"—i) sin > p,
2<p<r<oo sin < p.

Siug €S et up € LYQ) avee

M=Cr (7’ _pE(O)) To<, (2.3)
alors u € S, pour tout t € [0, Traz)-

Nous allons dans cette partie de notre travail énoncer quelques résultats sur les inéga-
lités intégrales qui sont normalement I'outil de base lors des passages aux estimations
de la vitesse de décroissance de 1’énergie. Par le lemme ci-aprés on distingue deux
types de résultats, une décroissance exponentielle expliquée par Haraux [16] et une

décroissance polynomiale donnée par Komornik [18].

Lemme 2.2.5 ([16], [18]). Soit E : R, — R, une fonction continue décroissante.

Supposons qu’il existe ¢ > 0 et v > 0 tels que
+oo
vt >0, / ET (1) dr <~y ' EY0)E(t). (2.4)
t

Alors E vérifie l'estimation de décroissance suivante :

siq=0, E(t)<E(0)exp(l—nt),Vt>0, (2.5)
. 1+q \"*
sig>0, E(t)<EQO0)|—— ,Vt > 0. 2.6
0>0. 50 < 80) (4 20
Preuve.
Le cas ¢ = 0.

Dans ce cas,

> 0. / " B dr < B Q). 2.7)
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L’inégalité (2.5) est bien vérifiée pour t < v~1, cela découle du fait que E est décrois-

sante. Il faut donc démontrer qu’elle reste vraie pour t > v~ 1. Soit
+oo
h:R, — Ry, h(t) = / E(7)dr.
t
h est décroissante, positive de classe C! sur R,. De (2.7), on a

Vi >0, hA'(t)+~h(t) <O0.

Soit
Ty = sup{t, h(t) > 0}. (2.8)
Pour tout t < Tj, on a
W
ainsi
h(t) < exp(—t) < v P E(0)exp(—~t), pour 0 <t < Tp. (2.9)

Puisque h(t) = 0 pour t > Tp, cette relation reste vraie pour tout ¢. Soit € > 0.

Comme FE est positive, décroissante, on déduit que
i 1 1
Vi>e, E(t) < E/ E(r)dr < B h(t —¢) < pos E(0) exp(vye) exp(—nt).
t—e 8
En choisissant € = v~1, on aura

vVt >0, E(t) < E(0) exp(1 — 7).

Le cas ¢ > 0.

Nous allons supposer par homogénéité que E(0) = 1. Soit
+00
h:Ry — R4, h(t) = / E(7)dr.
t
h est décroissante, positive de classe C* sur R,. De (2.4), on a

Vvt >0, —h'>(yh)a



2.2 Préliminaires et résultat principal 25

Pour Ty donné par (2.8), on a
vt € [0, Tyl, (h_q)/ > gyt

Par intégration on a

ainsi

0<t<Ty h(t)< (h90)+qytee) " (2.10)

Il faut noter que cette relation reste vraie pour tout t > Tg. De plus et puisque
h(0) < 4 TE(0) =17,

on a

h(t) < (h79(0) + gyt ) <y Ly gt) e, (2.11)

Comme FE est positive et décroissante, on déduit de 'estimation (2.11) que

VS B 4+1+q8)" <1 R E(1)d
>0, 14 (1 <
> T+ A+g8) T < o qS/s (T)dr

7
< —— h(S
“1+vqS ()

f)/

< ———— 7 (1 +vyq97
<1457 (1+~vqS)

Donc
1

(L+yqS)te
En choisissant t = 7! + (¢ + 1) S, on obtient Pestimation (2.6). O

VS >0, E(y ' +(g+1)8) <

Ainsi, le théoréme donnant le résultat principal est le suivant,
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Théoréme 2.2.2 ([34]). Soit u(t,x) une solution locale du probléme (P), sur
[0, Thaz) qui a pour données initiales ug € S et u; € LY (). Supposons que l’énergie
initiale E(0) vérifie (2.3) et 2 < m < p. Si les hypothéses du Théoreme 2.2.1 sont
satisfaites, 2 < m < n”—_"; pour n>p et 2 < m < oo pour n < p. Alors Ty = 00.

De plus, pour p < v <2petv < pu< n”—_’;), il existe Cy = C(ug,uq) et o > 0 avec
a > o tel que la solution globale du probléme (P) vérifie la propriété de décroissance

sutvante

E(t) < Cot vz, V> 0.

2.3 Preuve du résultat principal

2.3.1 Existence globale

1l suffit de montrer que |Jug|} + || Vu|, est borné indépendamment de ¢.

Sachant que ’énergie E est décroissante, du lemme 2.2.3 on obtient

[—-1 — -1
— Nealli+ =Nl < =l + B() < B) < B(0).

r

De 1a

l r
Juells+ 1 Vullz < max <_ P

E :
l—l’r—p) (0) < +o0

Par le principe de la continuité et I'inégalité ci-dessus, on a existence globale de la

solution. Donc, T},,. = +00.

2.3.2 Comportement asymptotique de |'énergie

Nous sommes amenés a estimer le comportement a 'infini de I'énergie E(t) associée a
la solution du probléme (P) a I’aide de la méthode des multiplicateurs. On choisit E?u

comme multiplicateur o ¢ = (p — 2)/p > 0. Multiplions donc la premiére équation
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du probléme (P) par E9u.
Rappelons que dans toute la suite C' désigne des constantes positives, qui peuvent
étre différentes pour chaque cas, indépendantes de E(0).

Par intégration sur 2 x [S,T], ot 0 < S < T < 0o on obtient :

0—/ / A% (Jue| 2w ) — div(|Vou P72V pu) 4 [ug ™ 2wy + h(, ) — [u|"~2u]dx dt.
(2.12)

Apreés des calcules simple sur tout les termes, et I'utilisation des formules de Green |,

/S ' /Q B u(|ua|2uy), da dt
_ [E(t)q/ (g2 ] / / |y dt
—q/ / VUE (H)ufu |y da dt,

Et en utilisons la définition de 1’énergie, I’équation (2.12) devient

par exemple

T
p / E(t)"at
S

_ (p(l;l) +1> /TE(t)qHutH;dt—/T/E(t)quyut\mQutdxdt
—[()/Mw|mm]+g//‘ (0 B (]~
+(1-2) / /Hu” dt+/$ ot )/Q(pH(u)—uh(x,u)) dar dt.

Maintenant, il va falloir estimer chaque terme du coté droit de Iégalité (2.13) pour

(2.13)

parvenir & une inégalité similaire & (2.4) celle du Lemme 2.2.5.

De (2.1) on voit que

[ Bortatar <o [ pora 1)
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Par I'inégalité de Holder, I'inégalité Sobolev-Poincaré et le fait que Iénergie E(t) est

décroissante, on obtient

T
{E’(zﬁ)q/uuft 2 dx}
Q S
r T
< C [B@ullz luligy|

[ 21 1" 2.15
< C [B@Tull, 19/ Jull ] (2.15)

<C :E(t)qE(t)éE@)lﬁE

< CE(S)" T,

De méme

/ / YLE (H)und 1dxdt’
< / B ()| E(S) 5 e
S

<_ / BBy

(2.16)

S CE(S)qu%JFFTl

L’inégalité de Sobolev-Poincaré, (2.2) et (2.3) donnent

(1-2) [ mwrza

T
P
<(1=% E)ICT IV ull”
<1 >/S )cT| qudt

r

p T
- (1-2) /S E()1CT | Vull, | Vull? dt (2.17)

<(1-%) /5 TE(t)qC’”( P E(O)) P peyat

r r—p r—p

T
= Mp/ E(t)1tdt,
S
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En utilisant encore une fois I'inégalité de Holder puis I'inégalité de Young, on obtient

T
’—/ E(t)q/u|ut\ - utdxdt‘

T
<C [ EMulln ullmdt

N

IN
Q

\m\m\m\

E@)UC(€) lludllm + € llully) dt

T

C

T
Bt |wmﬁ+o/zmwmma
S

T
»ﬁ+o/ E()ullm de
q+1+0/ £)4 ||| dt,

D’autre part, de la convexité de la fonction % pour u > 0 et y > 0, on peut écrire

uCry1+C292 uyt uy?
Cryr + Caya = Cla " CQQ’
on choisit C] = Z;((i__rg)), Co="2y =Letys=r.
Ainsi
Ll o g Il | o el
m D r
De plus

[l < Cullulls + Callull;
< C([Vully + llull7)
< CE(),

ce qui implique que

T

)—/ E(t)q/u\ut]m%tdxdt‘
s @ (2.18)
< CE(S)T™ + C/ )t dt.
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Il reste a estimer le dernier terme du coté droit de I'inégalité (2.13)
T
/ Eq(t)/ (p H(u) —uh(z,u)) dxdt.
S Q
De l'inégalité de Sobolev-Poincaré 3o’ > 0 tel que
elly < 1Vullp,  Vu e Wet(Q)

Comme h(z,u) = (a|ul*~? — |u[*"2)u, avec H(x,u) = [, h(x,s)ds on a,

o v
Hw) = o2 _ 1 (2.19)
1 v
On remarque aussi qu’il existe o/ > 0 o a > o’ tel que,
/
%\ulp + H(u) > %w, Vu € R. (2.20)

A Taide des inégalités (2.19) et (2.20), on a

/STEq(t)/Q@H(u) ~ wh(z,u)) de dt
:/STEQ(t)/Q(”;pmV_wWw) da dt
S/STEq(t)/Qy;p]quxdt
:/STEq(t)/Q(I/—p) (%W“—H(u)) d dt

< /ST B(t) /Q(V _p) (%\ul” L+ 2H (u) - H(u)) da dt

< /STEq(t)/Q(l/—p) (%,\u|p+H(u)> dx dt

De I'égalité de I’énergie E(t), il s’ensuit

/Q (%W + H(u)) dr < CE(t)
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Par conséquent,

/5 B(t) /Q (pH (1) — uh(u))da dt
<Clv-p) / " BBt (2.21)
< C(v—p) /T BT (t)dt.

Ainsi des estimations (2.14), (2.15), (2.16), (2.17), (2.18) et (2.21), I’égalité (2.13)

s’écrit

oyl =C (E(o)%—% + 1) .

En faisant tendre T" — +o00, on obtient,
+00
[ o™ <y EBorES),  vszo
s

et I’application du Lemme 2.2.5 donne

14+g )1/q

=
N
IN
>
=
—

< E(0 (ﬂ)l/q = E(0). (ﬂ)l/q Ve < o r/-2),

D’ou le résultat du Théoréme 2.2.2.



CHAPITRE 3

Estimation du comportement a I'infini de I’énergie
associée a une équation des ondes du type p-Laplacien

avec une dissipation faible

3.1 Introduction

On considére le probléme aux limites pour I'équation des ondes non linéaire de type

p-laplacien avec dissipation

uy — Apu + o (t) (uy — Auy) + wlu|"u = |ul""?u dans Q x Ry,
(P) q u(z,t) =0 sur 9Q x R,
u(x,0) = ug(x), u(z,0) = uy(z) dans Q.
otl € est un domaine borné de R", & frontiére réguliére I' = 00 avec p,m, et r > 2,

w, des nombres réels et o est une fonction positive, vérifiant certaines conditions

qu’on précisera plus tard.

Plusieurs auteurs ont étudiés 'existence globale et le comportement asymptotique
des solutions associées au probléme (P) (voir par exemple [4], [10], [14], [27],
[42], [43], [2], [6], [26], [35] et [39]). Dans tous ces travaux, le terme dissipatif

présente 'essentiel acquis permettons d’estimer la vitesse de décroissance de I’énergie.
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Dans le cas ott ¢ = 1 et en prenant (—A%)u; a la place du terme dissipatif o(t)(u; —
Auy) dans le probléme (P), Gao et Ma [14] obtiennent un résultat d’existence global

par la méthode des approximations de Faedo-Galerkin.

De plus, ils ont pu montrer le comportement asymptotique des solutions, en utilisant
certaines inégalités intégrales données par Nakao [28]. Cependant, il serait difficile

de procéder par une telle méthode avec des fonctions o plus générales.

Chen, Yao and Shao [10] ont aussi étudié 'unicité et existence globale de la solution
pour le probléme wy; — Ayu — Auy + g(z,u) = f(x). Ils ont établis la décroissance
polynomiale de I’énergie en imposant certaines conditions sur g(z,u) pour 2 < p < n.

Des résultats similaires ont été démontrés par Ye [37, 38], Ma et Soriano [24].

Inspiré de [10], on cherche a donner une estimation du comportement de décroissance
de I'énergie. Pour ce faire, il fallait procéder par la méthode des multiplicateurs
combinée avec certaines inégalités intégrales introduites par Martinez [25] et dont
la preuve repose essentiellement sur la construction d’une fonction poids ¢ liée au

comportement de la dissipation ou o plus justement.

3.2 Préliminaires et résultat principal

o : R, — R, est une fonction positive, décroissante, de classe C* sur R, vérifiant

/0 " () dr = oo, (3.1)
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On définit 1’énergie associée a la solution du probléme (P) par

1 1
B0) = gl + SIVul+ | Ple,uds (3.2

pour u & Wi (Q), 12 0 et Fla,u) = [y f (. s)ds ot f(x.u) = (fu ™ — uf2)u

Rappelons le théoréme assurant 'existence d’une solution globale du probléme (P)

dont l'idée générale de la démonstration est dans [10], [23] et [35].

Théoréme 3.2.1. Supposons (ug, u1) € Wy P (Q)x L2(Q), alors le probleme (P) admet

une solution v de classe

u € C([0,00); Wy (€2)) N C'([0, 00); L*(92)). (3:3)

Rappelons, quelques lemmes importants

Lemme 3.2.1. Soit u(z,t) une solution du probléme (P) sur [0,00). Alors on a,

d

ZE®) = —oO)(|lwlz + [IVeullz) <0

pour t € [0, 00).

Lemme 3.2.2 (Inégalité¢ de SoboleV—Poincaré). Soit v un nombre tel que 2 < r <
+oo (n=1,2,...,p) ou2 <r < £ , bour n > p+ 1. Alors il existe une constante

ce = (2, 71) telle que,

lull: < el Vull, pour ue Wy(Q).

Le cas p = r = 2 donne l'inégalité de Poincaré connue.

Pour donner une estimation a la vitesse de décroissance de I'énergie E(t), on aura

besoin du Lemme clé ci-aprés. Nous allons donc introduire de nouvelles inégalités
. . . L . ..

grace aux fonctions poids, cela nous permettra d’estimer la vitesse de décroissance de

Iénergie F, vers zéro, méme lorsque celle-ci est assez lente.
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Lemme 3.2.3 ([25]). Soit E : Ry — Ry, une fonction continue décroissante. Soit

¢ : Ry — R, une fonction strictement croissante de classe C' telle que
#(0)=0 et ¢(t)— +oo quand t— +oo. (3.4)

Supposons qu’il existe ¢ > 0 et v > 0 tels que

+oo
/ E)™ ' (t)dt <~ ' E(0)IE(S), 0<S < +oo. (3.5)
S
Alors E vérifie estimation suivante :
‘ l+g )3
siq>0, Et)<FEO)|—-—]) , Vt>0, 3.6
0>0. B0 < B0 (170 (3.5)
siq=0, E(t)<E0)exp(l—~vy¢(t), Vt=>D0. (3.7)

Remarque 3.2.1. Il suffit de prendre ¢(t) = t sur Ry, pour voir que ce lemme est

bien une généralisation du Lemme 2.2.5.

Preuve. Du moment que ¢ définit une bijection. On note par ¢! sa fonction inverse.
Soit

fRy =Ry, flx)=E (¢ ().
f est décroissante et f(0) = E(0). Par un changement de variable, posons = = ¢(t),

ainsi

&(T) &(T) T
o) dey = E (¢ x)" do = E)™ ¢ (1) d
[, @ [, EE@) | Boms @

(S) &) s

< 4 rYE(0)E(S)

= 7y TE0)f(o(S), 0<8<T < +oo.

Notons s = ¢(5). En faisant tendre 7" vers U'infini, on déduit que

“+00

Vs >0, (z)1 de <471 B(0)7£(s).
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En appliquant le Lemme 2.2.5, on aura
f(s) < f(0)exp(l —~s), Vs >0, sig=0

et
14¢

1

q

——— ), Vs>0, sig>0.
1+q78) - !

) < 50
Du fait que E(t) = f(¢(t)), on peut directement aboutir aux estimations (3.6) et

(3.7). 0

Remarque 3.2.2. Il faut noter que les inégalités intégrales considérées jusqu’a pré-
sent, concernent surtout 'estimation de la décroissance de 1’énergie pour des pro-

blémes dissipatifs (estimation de fonctions positives décroissantes).
On énonce le théoréme donnant la propriété de décroissance de 1’énergie suivant,

Théoréme 3.2.2. Soit (ug, uy) € WyP(Q) x L2(Q) et n > p > 2. On suppose la condi-
tion (3.1) satisfaite, p <r < 2petr <m < n"Tpp. Alors il existe une constante positive
c(E(0)) qui dépend de E(0) telle que ’énergie de la solution u(z,t) du probleme (P)

vérifie l'estimation suivante

Ct(E (0))
/0 o(r)dr

3.3 Preuve du résultat principal

Et) < vt > 0. (3.8)

3.3.1 Comportement asymptotique de |'énergie

Multiplions par E9¢ (t) u la premiére équation du probléme (P) oil ¢ est une fonction
satisfaisant les propriétés du Lemme 3.2.3.

Soit 0 < S < T < 400, il vient aprés intégration sur 2 x [S, T] que

T
0= /s Ei¢ /Qu [uy — Apu+ o(t)(uy — Awy) + f(x,u)] dadt,
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une intégration par parties, donne

T T
0= {qub//uut} —/ (qE/Eq_lqzﬁ’—l—quzﬁ//)/uutdxdt
Q S Q

S

T T
—/ qub// |ut|2d:vdt+/ qub// \Vul? dxdt
s Q s Q

T T
+/S qub,a(t)/ﬂu(ut—Aut) dxdt+/ E1¢ f(z,u) drdt.

S

De la définition de I’énergie FE(t), on obtient
T /
P / E g dt
S
T T
= — {qub/ / uut] +/ (qE/Eq_lgb/ + qub”> / uuy dxdt
Q s Js Q

T T
v (1—9+1)/ E%’/ ]ut|2d:cdt—/ qub/a(t)/u(ut—Aut) dadt
2 S Q S Q

+ /ST E¢ /Q (p F(u) —u f(z,u)) dzdt.

(3.9)

Par un procédé analogue a celui utilisé¢ lors du chapitre précédent, on doit estimer

chaque terme du coté droit de I'inégalité (3.9). On définit d’abord,

Tl est clair que ¢ est une fonction croissante de classe C* sur R,. L’hypothése (3.1)
assure que

¢(t) = 400 quand t — +oc. (3.10)

De 'inégalité de Cauchy-Schwartz, I'inégalité de Sobolev-Poincaré et la définition de

I’énergie, on déduit que

/ wiy d < [[ullaue |
Q

< o Valp[fue |2 (3.11)

< cE(t)7E(1):.
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11 s’ensuit du fait que ¢’ est une fonction positive, bornée sur IR, (u est son maximum)
et la propriété de décroissance de E

T

lquzS,/Quut dx}s

< cuB(S)"aT, (3.12)

De méme

T
/ (quEq_lgb/ + qub”) / Uty dxdt‘
S Q

r ! 141 T 1,1 ”
< c,u/ —E E?T 2% dt_|_/ cE1 it (—¢") dt (3.13)
S s

< c,uE(S)qJ’%J“%.

D’autre part, du Lemme 3.2.1 on a

T
<1—|—£>/ quﬁl/]ut|2d:cdt
27 Js )

<(1+%) " gy (e ? ;
< wl® + [Vu|?) dedt
2/ Js Q

§ / (3.14)
p A E()
< (1 —) g (-2 ) a
<(+8) [ 29 (- 57)
< cB1T(S).
On aura aussi besoin d’estimer le terme
T !
[ B0 [P - urdsdr
S Q
De I'inégalité de Sobolev-Poincaré 97’ > 0 pour que
Plullp < (IVullh Va e WP (),
et puique f(z,u) = (wlu|™* — |[u]""?)u, pour F(z,u) = [} f(z,s)ds on a,
F(u) = wm iy (3.15)

m ro
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On peut aussi remarquer qu’il exite w’ > 0 oll w > W’ tel que,
/
%Mm < ;"—p\uv’ + F(u) VueR. (3.16)
Ainsi, de (3.15) on obtient

/;Eq(t) ¢ /Q (p F(u) = u f(z,u)) du dt

B T . , r—p, ., rim—p), ..
_/5 E(t)qs/Q( Py Dy, )dazdt
T
q ! =D,
g/s E(t)qs/Q Pl da

. /ST E(t) ¢ /Q(r ~p) (%m\m ~ F(u)) dedt,

et en tenant compte de (3.16), il s’ensuit que

/;Eq(t) ¢ /Q (0 F(u) — u f(x,u)) dodt
< /STE"(t) ¢I/Q(T—p) (%’U|p+2F(u) —F(u)> s

< [ mws [o-p (Z1up + F)) doa

De la définition de 1’énergie F(t) on voit que

/Q (%W + F(u)) dr < cE(t)

Par conséquent,
| B0 [ oFw - uftu)dsa
S Q
< c(r—p) /S EYE(t) ¢ dt (3.17)

T
< e(r—p) /S B () & dt.
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Le terme restant du coté droit de (3.9) peut étre esimer comme suit,
T /
/ E1¢ a(t)/u(ut — Auy) dxdt
S Q
T I T /
= / El¢o(t) / uuy drdt — / El¢o(t) / ulAuy drdt
s Q s Q
T ! T /
= / El o(t) / wuy dxdt +/ Eil¢ o(t) / VuVu, dxdt
s Q 5 Q
T /
< / El o(t) / VuVu; dedt
S Q

Par I'inégalité de Holder et 'inégalité de Sobolev-Poincaré on obtient

T
/ qubla(t)/VuVut dxdt‘
S Q
T !
< / B9 o (0) [Vl [ Vs o .
S

On a aussi

p—2 p—2 _El t %
IVl . < eQ | Vugla < Q= ( . ()) ‘

Ainsi

T
/ B¢ o(t) / VuVuy, dxdt‘
s 0

< c/ST B 6 o) (‘f(;(;)> : dt

- c/: ET g o(t)h (—E'(t))% dt.

L’application de I'inégalité de Young pour € > 0 donne

T
/ Ei% o(t) / VuVu, d:cdt‘
S Q

ce? 1 20a+35) (4 (4))2 c

< — | ETY(o () o(t)dt + 5 E(S) (3.18)
2 Js 2e
ce? c

T
-5 /. EX 0 (1) (o ()2 dt + 57 E(S).
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On prend, 2 <q+ %) =q+1,donc g=(p—2)/p.
Des estimations (3.12), (3.13), (3.14), (3.18) et (3.17), l'inégalité (3.9), s’écrit
T !
/ BT (t) dt
S

< cB(S)™ 5 4+ dE(S)" + d'E(S) (3.19)

< (cE(O)q2 pE—(B)C;E(O)q—i_C”) E(0)1E(S),

ou ¢, ¢ and ¢’ sont des constantes positives indépendantes de F(0).

Finalement, en faisant tendre 7' — 400, (3.19) devient

+00
/ By (t) dt
S

<CE<0)Q—%+é + dE(0)7 + ¢

= E(0)

) E(0YE(S), VS >0,

et I’application du Lemme 3.2.3 donne

E(t) < (cE(O)q§+;+C’E(O)q+c”>;<ﬂ);(/Ota(s)ds) ;:(C(E(O)))tlz (/Ota(s)ds) ;,

q
ou ¢(E(0)) = (cE(O)q_%JF% + E(0)7 + c”) (%) est une constante positive qui dé-
pend de E(0).

Comme ¢ = (p —2)/p, on a

p

E(t) < (c(B(0)))7> (/Otcr(s)ds) T e 0, +00).

D’ou le résultat voulu.



CHAPITRE 4

Analyse mathématique d’un probléme aux limites

décrivant la maladie d’Alzheimer

4.1 Introduction

A,
\ AP OLIGOMERS p - AMYLOID

¢ "0

At

Ooop u

FIGURE 4.1 — Diagramme schématique des processus d’évolution des plaques B-amyloides, des

oligoméres A (bornés et non bornés) et PrP¢ dans le modéle.

Dans les maladies neuro-degenerative en générale, et la maladie d’alzheimer en par-
ticulier, les recherches médicales bien quelle soient encore au stade des hypothéses,

mettent en lumiére le role, entre autres de deux éléments :
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— Les protéine prion PrPc,

— Les Apfoligomeére du peptide Samyloide.
Le premier s’il se multiplie de fagons anormale devient toxique, et il est le premier
a étre incriminé dans la perte de mémoire dans la maladie d’alzheimer, on soup-
conne méme qu’il induit une forte production du peptide Samyloide par des liaisons
AfBoligomére-PrPc.
Le deuxiéme en se convertissant en peptide Samyloide, ces dernier vont s’agréger sous
forme de fibriles et formés des plaques insolubles, faisant perdre ainsi au synapses son
élasticité, empéchant les signaux neuronaux de circuler et a la fin causé la mort de la
cellule nerveuse. Une représentation schématique de ces processus sont illustrés sur

la figure 4.1.

4.2 Présentation du modéle

Le modéle considéré ici est inspiré du travail [17], il traite donc quatre quantités
différentes : la concentration d’oligoméres A( constitués d’agrégats de quelques pep-
tide Af, la concentration de la protéine PrP¢, la concentration du complexe formé a
partir d'un oligomére AJ3 se liant & une protéine PrP¢. Ces quantités sont solubles et
leur concentration sera décrite en termes d’équations différentielles ordinaires. Nous
avons aussi les plaques S-amyloides insolubles décrites par une densité en fonction de
leur taille z. Cette approche est standard dans la modélisation des phénoménes de
prolifération des prions (voir par exemple [12], [29], [8], [9], [13], [15], [20], [30],
[33]). Notez que la taille  est une variable abstraite qui pourrait étre le volume de
I’agrégat. Cependant, nous considérons les agrégats comme des fibrilles qui s’allongent
dans une dimension. La variable de taille x appartient donc a Uintervalle (xg, +00),

ou xo représente une taille critique en dessous de laquelle les plaques ne peuvent pas
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se former.

Pour résumer on note, pour = € (xg,4+00) et t > 0,
1. f(t,x) > 0 : la densité des plaques S-amyloid, de taille x & l'instant ¢,
2. u(t) > 0 : la concentration des Af oligoméres a 'instant ¢,
3. p(t) > 0 : la concentration des protéines PrP¢ a I'instant ¢,

4. b(t) > 0 : la concentration du complexe formé par un A3 — x — PrP¢ a I'instant

t.

La mise en équations d’évolution, pour ces quatre quantités, donne :

0 0

af(x, t) =— u(t)%[p(w)f(x, t)] — p(x)f(z,t), dans [zg, +oo[xR, (4.1)

U=\, — Yt — TUp + 0b — nN(u) — E/ p(x)f(z,t)de dans Ry (4.2)

€ o

P =X, —pp — Tup +0ob dans Ry (4.3)

b=rup — (o +0)b dans R,. (4.4)

Le terme N est le taux de formation d’une nouvelle plaque S-amyloide de taille x a
partir des oligoméres AS. C’est ainsi un terme de perte dans w et un terme qui est
dans la premiere équation, afin d’équilibrer ce terme, nous ajoutons la condition aux
limites

N(u(t)) = u(t)p(xo) f(zo, 1), vt > 0. (4.5)

L’intégrale dans la partie droite de I’équation (4.2) est la polymeérisation totale (c’est

un terme de perte puisqu’il compte tout les AS oligoméres qui se transforme en

L x :
plaques) avec les paramétres —, puisque — compte le nombre d’oligoméres dans une
€ €
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Paramétre/ Variable | Définition
t Temps
x La longueur des § amyloides fibrilles
x La masse critique des plaques § amyloide
n Nombre d’oligomére dans une plaque de taille xq
€ Masse d’un oligomeére
Au Source des oligoméres Af
Y Taux de dégradation des oligoméres Af
Ap Source de PrP¢
Vp Taux de dégradation des PrP¢
T Taux de liaison des oligoméres Af sur les PrP¢
o Taux de rupture du complexe A3 — x — PrP¢
0 Taux de dégradation du complexe A3 — x — PrP¢
p(x) Taux de conversion d’oligomeére dans une fibrille
p(x) Taux de dégradation d’une fibrille

TABLE 4.1 — Description des paramétres et variables du modéle.
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unité de longueur dzx.
Enfin, le probléme est complété par les données initiales positives, une fonction fo > 0

et ug >0, po > 0, by > 0, tel qu'au temps t =0

f(z,0) = fo(z) >0, Vo > x. (4.6)

uw(0) = wy >0, p(0) = po > 0, b(0) = by > 0. (4.7)

Pour étre biologiquement pertinent, le systéme ci-dessus (4.1)-(4.5), nécessite deux
conditions supplémentaires pour équilibrer la quantité d’éléments mis en jeux : un

pour les protéines prions, libres et sous forme de complexes :

d
E(p—l—b) =\, — Ypp — 0,

et la seconde pour les oligoméres Af

d 1 [t 1 [t
—(b+u+ - xfdr ) = X\, — vou — 6b— — xufdr.
dt € Ju € Jup

Les concentrations totales des deux, évoluent dans le temps en fonction des taux de

production et de dégradation.

4.3 Analyse mathématique du modéle

Dans ce qui suit, nous allons étudier 1'existence et 1'unicité de la solution globale de
notre modéle qui décrit d’'une part la formation de plaque amyloide in vivo, et d’autre
part les interactions entre les oligoméres AfS et la protéine prion qui induiraient la
perte de mémoire.

L’hypothése que la vitesse de polymeérisation p(z), et la vitesse de dégradation u(x),
sont constantes n’est pas toujours biologiquement réaliste (voir [9] et [13]). Par consé-

quent, nous étudions ici le cas général et nous allons voir qu’il est possible d’obtenir



4.3 Analyse mathématique du modéle 47

des résultats sur l'existence et 1'unicité des solutions, ainsi leurs stabilité pour le

systéme (4.1)-(4.4).

4.3.1 Hypotheses

Nous nous intéressons aux solutions non négatives du systéme (4.1)-(4.4) avec la
condition aux limites (4.5), complétées par les données initiales (4.6)-(4.7), mais avec
I’hypothése de conservation de masse totale de S-amyloide, afin que notre systéme
(4.1)-(4.4) soit biologiquement pertinent. Ainsi, puisque xdzr mesure la masse a tout
moment, la solution f sera recherchée dans 'espace L'(xg, +00; xdz).

Nos hypothéses pour le systéme (4.1)-(4.4) sont :
f° € LY(zg, +00; zdr)

(H].) et

fO>0 pp. x> 2.

p >0, et p € W2([xg, +00])

(H2) et

p>0, et € Whee([zg, +00[)

N >0, et Ne W 2(R,)

(H3) et

N(0)=0.

(H4) | )\, 7, Aoy Vps Ty 0, 0 > 0.

— L’hypothése (H2) implique qu’il existe une constante C' > 0 telle que p(z) <

Cz, on peut prendre par exemple :

X
O = 2|/ + LT
Zo
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En effet, pour tout = > x(, on obtient

p(x) < 1P [l (2 + 20) + pl0) < (QHp'nLoo + 9) .

On remarque que ce type de régularité couvre le cas ot p(x) ~ 27, avec 0 €

(0,1).
— De méme, I’hypothése (H3) implique 'existence d’une constante Kj; > 0 telle
que N(w) < Kyw, pour tout w € [0, M].
— Enfin, la positivité des paramétres du tableau 4.1 (hypothése (H4)) est une
hypothése naturelle compte tenu de leurs signification biologique.
Avant de citer le résultat principale d’existence, Nous allons introduire maintenant la

définition de la solution du systéme (4.1)-(4.4).

Définition 4.3.1. Supposons que les hypothéses (H1)-(H4) sont satisfaites et soit T >
0. On dit que (f,u,p,b) est une solution faible du systéeme (4.1)-(4.7) sur Uintervalle

0,T7], si pour tout ¢ € C> ([0,T] x 9, +00]) et t € [0,T].
+o0 +o0

oo de = [ F@)p(e,0)de + / N(u(s)) (0, 5)ds

o o

oy O+°° Fas) |Gt s) 4 uls)ole) o) ~ a)o(e.)| dods,

X

et

ult) = wuo+ /Ot {)\u — Yt — Tup + b — 2o N(u) — u /Oo p(z) f(z, s)dx] ds,

zo

t
p(t) = po+ / [(Ap — Ypp — Tup + ob] ds,
0

t
b(t) = bo +/ [Tup — (0 + 0)b] ds.
0
Avec la régularité

feL®(0,T, L' (o, +00, zdx)) et u,p,b dans C°(0,T).



4.3 Analyse mathématique du modéle 49

4.3.2 Le probléme bien posé

Théoréme 4.3.1. Soit T > 0. Si les hypothéses (H1)-(Hj) sont satisfaites, alors il
existe une unique solution positive (f,u,p,b) du systéeme (4.1)-(4.7) selon le sens de

la définition 4.3.1 tel que
f e’ ([0,T), L' (xo, +o0,2"dx)) ,Vr € [0, 1]

et
u,p,b e Cg(O,T).

La preuve du théoréme 4.3.1 est décomposée en deux parties. Tout d’abord, on com-

mence par I'étude du probléme aux limites suivant :

9 )+ ult) (o) 2,0] = (@) (e, 1), w2 wpet 120, (48)
u(t)p(xo) f (w0, t) = N(u(t)), t=0, (4.9)
f(z,0) = fO>x), x> . (4.10)

La preuve de la proposition suivante est donnée dans la section 4.3.3.

Proposition 4.3.1. Soit u € CJ(Ry). Si les hypothéses (H1)-(H3) sont satisfaites,
alors pour tout T > 0 il existe une unique solution positive f du systéeme (4.8)-(4.10)

au sens de distribution, tel que
fec’([0,T],L" (zg, +oo;2"dx)),  Vre[0,1].

La preuve est inspiré de [11| pour I'équation de Lifshitz-Slyozov. Il s’agit d’une preuve
basée sur le concept d’une solution mild au sens de distributions, avec I'exigence

supplémentaire de continuité du temps dans l'espace L'(zdz).
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La deuxiéme étape de la preuve du théoréme 4.3.1 est effectuée dans la section 4.3.4.
Autrement dit, une fois qu’on assure 'existence d’une densité unique f associée a wu

donnée, on peut définir 'opérateur
S ([0, T7)* = €°([0,T1), (u, p, b) = (@, j,b) = S(u, p,b), (4.11)
donné par

u = uo—i-/o [)\u—fyuu—Tup+ab—:CoN(u)—u/oop(:c)f(x,s)]ds, (4.12)

Zo

=
Il

t
Po + / [Ap — Ypp — Tup + oblds, (4.13)
0

o
|

bo + /Ot[Tup — (o + 6)blds, (4.14)

ou f est la solution unique associée a u définie dans la proposition 4.3.1. Ainsi, grace
au théoreme du point fixe de Banach appliqué a 'opérateur S on peut finalement

prouvé le théoréme 4.3.1 (voir section 4.3.4).

4.3.3 Existence et unicité de solution

Preuve de la proposition 4.3.1 :

Soit u € CP(R,) et posons
alwt) = ullple) et bz, t) i= —u(t)(@),  V(w,1) € [z, +o0[xR,.
Notons que p(z) < Cx (d’aprés 'hypothése (H2)), alors pour tout ¢ > 0, on obtient

a(t,r) < Ax, pour x > xg, (4.15)
a(t,2) — a(t, )| < Alz — yl, pour 7,y > 70, (4.16)

bt z)| < B, (4.17)
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ol

A = max (Cl|ul| oo, ||ullzee, || 0] )

et
B = |[ull o ||| Lo o, o0

Pour établir la solution mild du probléme (une solution disons semi-explicite, obtenue
par la méthode des courbes caractéristiques ) :
Soit définit la courbe caractéristique qui atteint le point = > x¢ a U'instant ¢ > 0,

c’est-a-dire la solution de

X (si2,0) = als X(s;2,1)),
(4.18)

X(t;z,t) = .

D’aprés (4.16), il existe une unique caractéristique qui atteint le point (z,t). Celle-
ci n’a de sens que si X(s,z,t) > xo. Alors, on définit le temps de départ de la

caractéristique comme suit :
so(x,t) :=1inf{s € [0,¢] : X(s,z,t) > o} .

La caractéristique sera définie pour tout instant s > sg, et prend son origine respec-
tivement des conditions initiales ou de la condition aux limites, si sop = 0 ou s > 0.
On rappelle maintenant les propriétés classiques de ces caractéristiques.

.

X(s; X(o;2,t),0) = X(s;2,t),

J(s;z,t) = 2 X (s;2,t) = exp <f8tb(a,X(a;x7t))da> ,

S X(s;z,t) = —alt,x)J(s;2,1).
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De plus, on remarque que sq (X (¢, x0,0),t) = 0, alors par monotonie et continuité de

X, pour tout ¢ > 0, on a
x € (1w, X (t,0,0)) & so(x,t) € (0,1).
De méme, pour tout x € (xg, X (¢, x9,0)), on a
X (so(z,t), z,t) = xo.
Par conséquent, pour tout x € (z¢, X (¢, x¢,0)),

I(x,t) == —(%so(x,t) = J(so(x,t),x,t)/a(so(x,t), x0), Vo € (x9, X(t, z0,0)).

Par intégration de la dérivée de f(s, X(s,x,t)) par rapport & s, sur intervalle (so, ),

sachant que

%f(s’x(s’f‘;’t)) = (8 +uls)p(x)GE) (s, X (s, 2,1))
= —u(X(s,2,1))f(s, X(s,2,t)) —u(s)p (X (s, 2, 1)) f(s, X (s,7,1))

Nous obtenons ainsi I’équation différentielle
fi(s, X (s,2,1) + (u(s)p'(X(s, 2, 1)) + p(X (s, 2, 1)) f(s, X (s,2,1))) = 0

En integrant la premiére fois lorsque z > X (t, zo,0) avec le jacobien J et condition
initiale, ensuite une deuxiéme fois pour x € (zg, X (¢, x,0)) avec le Jacobien I et la
condition aux limites sur N, (4.5).

On obtient la solution mild du probléme, définie pour (x,t) € [zg, +00[xR: p.p.

comme suit :
FUX(0,2,))J (0,2, t) exp(— [ (X (0, 7,1))do), x> X(t,20,0),
f(z,t) =

N(u(so(z,t))I(z,t) exp(—fsto(xjt) w(X(o,x,t))do), z € (xo, X(t,20,0)).
(4.19)
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Puisque J et I sont positives et f° satisfait (H1), alors d’aprés (4.19), on déduit que
pour (z,t) € [xg, +00[xR, p.p. la fonction f est positive.
Dans le lemme suivant, on rappelle quelques propriétés utiles qui sont inspirés du

papier [11].

Lemme 4.3.1. Soit u € C)(R,). Si (H2) est satisfaite, alors pour tout x > xo et
t > 0, et tant que les courbes caractéristiques s — X(s,x,t) données par (4.18)

existent, c’est & dire s > so(x,t), on a

pour s; < S, X(sy,2,t) < X(s9,2,t) < X(s1,1,t)eA2751),
st T, — 400, alors pour tout t > s > 0, X(s,xp,t) = 400,
pour s > t, X(s,2,t) < swedh,

Preuve. L’idée de la preuve est inspiré du papier [11], tandis que le résultat découle de
la définition des courbes caractéristiques. Donc, pour tout x > xg,t > 0, et so(z,t) <

51 < 89, 011 A

o < X(s9,2,t) = X(sl,x,t)+/ a(s, X(s,z,t))ds,

S1

52
< X(sl,x,t)+A/ X(s,x,t)ds,
s1
ou A est donnée dans (4.15). O

Dans la suite, on utilise souvent les changements de variables,

y = X(0,z,t) sur x € (X(¢t,20,0),+00), avec la Jacobienne J(0,z,t),
et

s = so(x,t) sur x € (xg, X(t,20,0)), avec la Jacobienne — I(z,t).
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Le premiére est un C!-diffeomorphisme de (X (¢, z¢,0),+0c) dans (xg, +00), et le
seconde, de (zq, X (t;20,0)) dans (0,¢). Par intégration de f donnée dans (4.19) sur
(0, R) avec R > X (t,x¢,0), en utilisant les changements de variables cités ci-dessus

et d’aprés le lemme 4.3.1, on obtient quand R — +o0,

/ Talfttaldr < [ Xy, 0)lf(y)ldy + / X (t, 5, 20) N (u(s))ds,

Zo zo

([T [nlNlas). a2

x0 0

IN

On conclut que, pour tout 7> 0, f € L*>(0,T, L*(zg, +00,xdz)), et donc f €
L>=(0,T, L' (xq, +00, z"dx)), pour tout r € [0, 1].

Le lemme suivant affirme que f donnée dans (4.19) est une solution faible.

Lemme 4.3.2. Soit f une solution mild donnée dans (4.19), alors pour tout t > 0

“+o00 —+00

fa e e = [ P@e(0)ds + / N(u(s)) (0, 5)ds

o Zo

e[ ] s et et et

—p(z)p(z, s)|dxds,
Vo € C>([0,T] % [zg, +00).

Preuve. Puisque f € L®(0,T, L*(xg, +00,zdz)), on peut alors multiplier la solu-
tion mild f par une fonction test ¢ € Cf*([0,T] X [xo, +o0[) et par intégration sur

[0, +00[, on obtient sous le méme changement de variable utilisé ci-dessus pour (4.20)
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I'égalité suivante :

+0c0 “+o00 .
flz, (e, t)dr = FPW)e(X (t,y,0), t)e JonX vy gy,

xo o
t
- / N (u($)p((X (8, w0, 5), )e™ Js X m0:Dd) g,
xo

(4.21)

De plus, on a
t  rX(s,z0,0)
/ / £, 9)[Dup(, 5) + a(s, 2)0up(z, 5) — p(x)p(z, )| dzds
0 x0

T o d Jo 1(X (o,2,0)d
= JE— - 12 o,x, o
A . f (:L‘) ds (SO(X(S’ Zo, 0)7 5)6 0 ) dyds
+oo . +oo
= Fo(@)p(X (t,,0),t)e™ Jo X000y gy fO(x)e(x,0)dz.

Zo o

(4.22)

De méme, d’aprés toujours le méme changement de variable cité ci-dessus,

t +o0
/0 /X f(z,5) [Bup(x, 8) + als, 2)0up(, 5) — p(z)p(z, 5] drds

(S7$070)

t s
= [ N (X 50,0, 2he RO g
0o Jo ds
t
. / N (u(s))p(X (L, 30, 5), £)e— s HX@a0)dog g
0
t
—/ N(u(s))p(zo, s)ds. (4.23)
0
Par conséquent, d’aprés (4.21)-(4.23), f est une solution faible. O

Le but du lemme suivant est de préciser que les moments inférieur ou égale a 1 sont

continues en t.

Lemme 4.3.3. Soit f une solution mild donnée par (4.19). Alors, sous les hypotheéses
(H1)-(H3), pour tout T > 0

f (0, T), L (xq, +00,2"dx)), Vr €0,1].
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Preuve. Soit T > 0 et r € [0,1]. Puisque f € L >®°(R,, L*(zg, +00,2"dx)), alors

loc

pour tout ¢t > 0 et 6t > 0 avec : t + 0t < T on a

+oo
[ o0~ g 0lde = 1+ L

o

ol

X(t,a?o,())
L= [ w00 - St do,
)
X(t+5t,x0,0)
L= / | f(x,t + 6t) — flab)] da,
X(t,xo,o)

13:/+OO o f (st + 6t) — f(x,8)] da.

X (t+6t,20,0)

Notre but est de prouver que chaque terme converge vers 0, lorsque 0t tend vers 0.

Puisque = > X (t + 0t, z0,0) > X (t,x¢,0), alors

+o0
Is = / 2 fO(X(0, 2, + 68))J(0, 2, t + 6t)e o HX (o tton)ds
X (¢4-0t,20,0)

— FOX(0, 2, )] J (0, 2, )™ o mX @)y

Soit f0 € C&° a support compact supp(f’) < (0,R.), converge vers f° dans
L ([zo, +oo|, zdz) (Densité de C>° dans LP,1 < p < 400). L’intégrale I3 peut s’écrire

sous la forme

=13+ I3+ 13, (4.24)
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ol

I = /W o [ fOX(0, 2, ¢+ 6t)) — f2X(0,2,t + 6t))| J(0,2,t + 6t) X

X (t+0t,20,0)

t46t
—/ w(X(o,z,t+ 6t))do
e Jo dx.

t+6t
+oo —/ w(X (o, z,t+ 6t))do
I = / " | fA(X(0,2,t+6t))J(0,2,t + dt)e Jo

X (t45t,20,0)

- X(o,z,t))d
—f2(X(0,2,1)) J(0, 7, t)e /Ou( (o,7,t))do .
fe’e) . Py | 7t d
Ig = /+ x" fEO(X(O’x’t))_fO(X(O,I',t)”J(O’:E’t)e A ,u( (O' T )) o .
X (t+5t,20,0)

La majoration du terme exponentiel par 1 et 'utilisation du changement de variable

y=X(0,z,t+ 6t) dans I3 et y = X (0;z,t) dans I3 donne

+oo
I +13 < 26’”/ y' | fy) = ()| dy = C5(T ). (4.25)

o
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De méme, d’prés le lemme 4.3.1, on a

Iz < /+OO o | fAX(0,2,t + 0t)) — f2(X(0,2,1))| J(0,2,t + 6t)dx

X (t+6t,20,0)

+oo
—l—/ 2" f2(X(0;2,t)) |J(0, 2, t + 6t) — J(0,z,t)| dx

X (t+0t,20,0)

t+ot
) N X(o,z,t + 6t))do
Jr/+ 2" fA(X(0;2,1))J(0,2,t) |e /0 X (o )

X (t+6t,20,0)

—/tu(X(a,:mt))da
—e Jo dz

= Jy+JI+ T3,

ol
o0

J; = x
)

" RX(0, 2t + 6t)) — fA(X(0,,1))| J(0, 2, t + 6t)d,

X (t+6t,20,0

+oo
J3 +/ 2" fO(X(0;2,t)) |J(0,z,t + 6t) — J(0,z,t)| dz

X (t46t,20,0)

t+t
+o0 / w(X (o, z,t+ ot))do
J3 +/ 2" fO(X(0;2,1))J(0,2,t) |e Jo

X(t+6t,£0 )0)

/ w(X(o,z,t))do
—e Jo dzx.

D’aprés (4.17) on a J(0,z,t) < T d’ou

Ce
J3 SGBTHfEOHLoo/ " | X(0,z,t+ ot) — X(0,x,t)| dx
X (t+0t,20,0)
Ce. a

< 0P| £2| oo / " sup | =X(0,z,s)|dx

X(t46t30,0)  selttrot] | O

Ce

< SLASPT| || / " (4.26)

zo
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ot C, dépend de T, A et R, , c’est a dire le support compact de f°. De méme,
R

B < e 27 |08 1| d,
X (t+6t,20,0)
avec
t+0t t
|G(t,0t,x)] = / b(o, X(o,x,t+ 6t))do —/ b(o(X(o,x,t))do
0 0
t+ot
< / I/ (X (0,2, t + 6t))do — p'(X (0, x,t))| u(c)do
0
t+0t
—/ |b(o(X (0, x,t))do| .
t
Ainsi, d’aprés (4.15) et (4.17)
T
|G(t,0t,x)| < Kl|ul|p~ / | X (o,2,t+06) — X(0,2,t)|do + §tB
0
r 0
< 5tK||u||Loo/ sup |=X(o,z,s|do+ 0tB
0 sE[tt+dt] ot
< 0t (K||lul|p=ATe" 2z + B),
ou K est la constante de Lipschitz de p'. Puisque z < R, alors on pose
Ca(T,€) = K||u||*ATePTR, + B,
si|z] <y, ona
le” —1| < eV — 1]+ |e™¥ —1|.
Par conséquent
R.
JZ < BT fO4 | oo ([2CETO — 1] 4 |e 0T 1) / z"dz. (4.27)

zo
Comme p est positive, on a aussi
R

Ji < eBTHffHLoo/ mr‘ef( W (X (0, t4-8t) ) do — [ p(X (0,2,t))do) 1|dx
X (t+6t,70,0)
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En utilisant le méme raisonnement cité ci-dessus, on obtient

t+6t ¢
X(J,a:,t+(5t))d0—/ w(X (o, 2,t))do| < StMAT BT 2 + 6t )| Lo,
0

0

ot M est la constante de Lipschitz de p. Posons
Cu(T,e) = MATePT R, + ||| oo,
on a alors,

Re
J3 < BT 08 oo (PCM T — 1] [0 (T _ 1)) / x"d. (4.28)

o

D’apres (4.25)-(4.28), on peut conclure que pour tout € > 0
I3(6t) < C3(T, €) + C3(T, 6t, €), (4.29)

avec lim C3 (T, ¢) = 0 et lim C3(T, 6t,€) = 0.

e—0 6t—0
Concernant [, f peut étre écrite a partir de le condition aux limites. Soit u® € C3°
telle que :

u® — u, uniformément dans [0, 7.

Donc

I

IN

X (t+6t,20,0)
/ z" |N(u(so(x, t + 0t)) — N(u(so(z, t + 6t))| I(z,t + ot)dx
t

X (t,20,0) - / w(X (o, x,t+ 0t))do
+/ " [N (u(so(z,t + 6t))I(z,t + dt)e 7 so(@t+t)

o

—/ w(X(o,z,t))do
Je o(@,t)

— N(u(so(x,t))I(x,t dx

X (t,x0,0)
+/ " [N (u(so(z,t)) — N(u(so(x,t))| I(z,t)dx.

zo
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D’aprés (H3), il existe deux constantes C} (T €) et CZ(T, 6t,¢) telle que
L(6t) < CH(T, €) + CL(T, 6t,€), (4.30)

avec lim C] (T, ¢) = 0 et lim C7(T,dt,¢) = 0.
e—0 ot—0
Finalement, pour /5 on obtient

t
X (t,70,0) - / /L()((a7 z,t+ (5t))d0
12 - / ng N(U(SO($’t+5t))I(x,t+6t)e 50($7t+(5t)

X (t,20,0)

/ w(X(o,z,t))do
— FUX(0, 2, ) (2, 1) J (0, z,t)e /sol@) de.

En utilisant la constante de Lipschitz pour N, notée Ky, et d’aprés la définition de

I et lemme (4.3.1), on obtient

12 < ‘TSB(TA+B)TKN|X(t + 5t7 Lo, O) - X(ta Zo, 0)|

X (t+6t,20,0)
et / X0, 2,)(0, 2, 1) de.

X(t,xo,O)

Utilisons la régularisation fO de fY) il existe deux constantes C3 (T ¢) et C2(T,dt,¢)

telle que pour tout € > 0
L,(8t) < Cy(T, €) + C3(T, 6t €), (4.31)
ol _ 2 _
avec ll_r% Cy(T,e) =0 et (sltlinm C5(T, dt,e) = 0.
En conclusion, d’aprés (4.29)-(4.31), on obtient pour tout € > 0 et 6t > 0

/+0<> o f(x,t + 0t) — f(z,t)|de < CHT,€) + C*(T, bt,¢),

zo

ou CYT,e) et C*(T,dt,e) sont deux constants telles que lir%C'l(T, €) = 0 et
e—

(shr% C*(T,6t,e¢) = 0. Ce résultat reste valable lorsque 0t est négatif, en prenant la
t—

limsup en 6t, on obtient

+oo
0< limsup/ 27| f(x,t + 0t) — f(x,t)|dz < CH(T,¢), pour tout e > 0.

6t—0 o
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Pour finir, il faut juste tendre € vers 0, ce qui donne f € C°([0,T], L[z, +o00l, z"dx)

pour tout r € [0, 1]. O

L’estimation de la proposition suivante, est trés utile pour étudier I'unicité de la

solution.

Proposition 4.3.2. Soient uy, uy € CP(Ry) et T > 0. Soient f et fo deuz solutions
milds de (4.8)-(4.10), associées respectivement G uy et uy avec les conditions initiales

1Y et fY données dans (4.19). Alors, pour tout t € [0,T]

+o0 +oo

[ oo - pwole < [ el - )
+o0
/ / Vo, s) — fole, )| deds
400

A — dxd

// £ fi(a,s) — fole, )| dads
/ (K12 + Ol fo(3)]1 () s (5) — ua()] s,
0

ot Ay est donnée dans (4.15) pour uy, Ko est la constante de Lipschitz de N dans
[0, R] avec R = max (||u1]| ooy, U2l Loo.1)) €t C > 0 est une constante telle que

p(z) < Cz.

Preuve. Cette estimation est obtenue directement & partir d’une approximation clas-

sique. En effet, soit h = f; — f5, ainsi on obtient

/ b e dr = / " ol la, 0)da + /0 (N(ua(s)) — N(ua(s)))(xo, 5)ds
t +00
[ ] he gt ) + s a) pte. ) — uiepte, )dads
[ o) = aals o ale o)t s)ads.

Soit h une régularisation de h, et Sy une régularisation de la fonction Sign. Posons
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o(x,s) = Ss(he(s,x))g(x) avec g € C°([xo, +00[). Lorsque 6 — 0 et € — 0, on obtient

+00 400
/ Wz, B)g(z)dz = / (2, 1) g(x)de

o zo

+ [ (V) = Nua(s))Sign(hofan)g(eo)ds
t +0o0
[ st 5 ate) - uagte)ldads

t oo | )
+/0 /IO (al(S,l’)—a2(8,$))f2(l’,S)Szgn(h(ij))%g(x)dxds'

Enfin, on peut approximer, la fonction identité avec une fonction régularisée ng €
C([xo, +00[), tel que nr(x) = x dans (0, R), et pour avoir le résultat, il suffit de
tendre R — +o0. m

D’aprés le lemme 4.3.2, on déduit facilement que f définie par (4.19) est une solution
faible, celle-ci est unique d’aprés la proposition 4.3.2. En effet, il suffit de prendre
uy = up et f) = f2 dans la proposition 4.3.2 pour avoir I'unicité. Enfin, le lemme
4.3.3 fournit la continuité dans le temps des moments d’ordre inférieur ou égal a un.

Ceci conclut la preuve de la proposition 4.3.1.

4.3.4 Preuve du résultat de probleme bien posé

Dans cette section, on va démontrer le résultat du théoréme 4.3.1, tout d’abord, on

va étudier Popérateur S donné dans (4.11).

Lemme 4.3.4. Soient M > 0 suffisamment grand tel que ug, po, by < % et définissons
X = {(u,p,b) €C°([0,T1)* : 0 < u,p,b < M},

ou C°([0,T))? est muni de la norme uniforme. Si (H2)-(Hj) sont satisfaites, f° sa-

tisfait (H1), alors il existe T > 0 suffisamment petit tel que

S Xy — Xy est une contraction.
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Preuve. Soit M suffisamment grand, tel que max(ug, po, by) < % et T' > 0 suffisam-

ment petit tel que

(Yu +TM + 0 + 2oC1 (M) + Co(M,T))MT < %
(3 + TMMT <
(0 +0)MT < %,
(Au +0M)T < %
(A\p +oM)T < %,
TM?T < M,
2
ou C1(M) est la constante de Lipschitz de N dans (0, M) et
Co(M,T) = Ce™" (|| 1 1wty + C1(M)MT) (4.32)

ou C est la constante tel que p(x) < Cx, voir (4.20). Cette hypothése entraine que
pour tout (u,p,b) € Xy, alors S(u,p,b) € X c’est a dire, la solution est bornée par
M et est positive. Il reste a vérifier que S est une contraction. Soient (uy,p1,b;) et

(ug, p2, by) appartient & X ;. Alors

[ty — Us|, < YT |ur — ugleo + TT|urpr — ugp2loo + 0T)b1 — b2|s

+o0
+aeTCLMDfus = wal + T sup [y [ pla)fi(e,s)da

tE[O,T] o
+oo
—u2/ p(x) fa(x, s)dx|. (4.33)
zo
Puisque
luipr — u2p2]00 < Mluy — ugloo + M|p1 — p2leo, (4.34)

+oo +o00o
sup i [ plal o )dn — s [ plo)falo,s)da
te[0,7 0 Zo

< Ci/(M,T)|uy — ug| + CM sup
t€[0,T]

/ T i s) — folo, 8)|da)(4.35)

Zo
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et d’aprés la proposition 4.3.2

+o0
SElp] / x| fi(z,s) — fox, s)|de| < T (Cy(M)+ CCy(M,T)) |uy — us|oo. (4.36)
te|0,T zo
On peut avoir des majorations similaires pour |p; — pao|_ et by — by| . On en déduit

qu’il existe une constante C'(M,T) dépend uniquement de M et T tel que

(@181 = (222 )|

Avec C(M,T)T — 0, lorsque T tend vers 0. Par conséquent, si T" est assez petit tel

g C(M, T)T |(U17p17b1) - (u2ap27 b2>’oo (437)

que C(M,T)T < 1, alors S est une contraction. H

D’aprés le lemme 4.3.4, on a une unique solution locale positive (f,u,p,b) définie
sur lintervalle [0, 77, telle que (u,p,b) est bornée par la constante M. La solution
feC®0,T, LY (zdx)) et u,p,b € C°(0,T). De plus, d’aprés (H3), N est continue et
d’aprés (H2), p(x) < Cx ou C est une constante positive, ainsi pf € C° (0, T, L'(dx)).
On conclu que u, p et b données dans la définition 4.3.1 ont des dérivées continues.
Maintenant, pour tout t € [0, 7], on a

d I
a(u +p+2b) = A+ A — Y —pp — 020 —nN(u) — Zu/ p(x)f(x,t)dx

o

< A—m(u+p+2b),

avec m = min(7y,,¥,,0) et A = A\, + A,. En utilisant le Lemme de Gronwall, pour
tout t € [0,7],

A

Par conséquent, on peut construire la solution sur n’importe quel intervalle de temps
[0,T],[T,2T],..., ainsi on a l'existence globale de la solution dans le temps, ce qui
achéve la preuve du théoréme.

L’objet de la section suivante, est de donner une estimation du taux de convergence

vers I'équilibre.
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4.3.5 Existence de point d’équilibre du probléme

On s’intéresse ici a 'existence de point d’équilibre pour le systéme (4.1)-(4.7). Sup-
posons que p et p satisfait (H2) et uy > 0, alors §'il existe un point d’équilibre

<f007 Uooy Poos boo)7 alOrS

i xr = —M($) + uoop,(x> Xz our tout x X 0
d.IfOO( ) Uoop(l“) foo( )7 p tout x € [ 0, T [v (439)
Uoop(20) foo(T0) = N(too). (4.40)

Si infeiz, 400 p(x) > 0, ce dernier est globalement Lipschitz. Ainsi, il existe une
solution unique f,, € C%([zg, +0o0[) de (4.39)-(4.40), donnée explicitement par

fole) = M) (_ /’” u(y)uis(zg)’(y)dy). (1.41)

fs € L'(xzdx), afin que nous puissions définir rigoureusement

Fluw) = [ plo) o)

o

Le point d’équilibre vérifie aussi

A — Vulloo — TUooPoo + Tboe — ToN (Uoo) — Uso F'(Uso) = 0, (4.42)
Ap = YpPoo — TleoPoo + Obog = 0, (4.43)
TUooPoo — (0 + 0)boo = 0. (4.44)

D’aprés (4.41)-(4.44), (foos Uoos Poo, boo) €St un point d’équilibre si u,, satisfait
A = H(uw), (4.45)

ol

) N(u) [*1 —E/IM@
H(u) = 7uu+7<7p(0+§)+Tu5)u+nN(u)+¥/m —e U Ja P(s) .

0



Comme H(0) =0 et

H'(u) = ’yu+r( Ap1p0(0 + 9) )

[Yp(o + 0) + Tud)?
N
(o) f (o) n—l—g/m (Hﬂ/x @@6 U Jao P(8) gy

> 0,

alors il existe un unique point d’équilibre (fs, Uoo, Poos Doo)-



Conclusion et perspectives

Cette thése est structurée en deux parties. La premiére partie se propose d’étudier
I’existence globale des solutions associées a certaines classes d’équations des ondes avec
dissipation. Une estimation sur le comportement & linfini de 1’énergie pour chaque
forme de ces équations et aussi déterminée. On poursuit actuellement nos recherches
sur des cas de feedback non monotone. Un probléme qui reste un peu délicat, du mo-
ment que peu de résultats (quelques propriétés de stabilité asymptotique faible et de
stabilité uniforme en dimension 1 seulement) concernant la stabilisation sont connus.
Des problémes de ce genre font actuellement 1'objet d’étude de plusieurs auteurs.

A. Guesmia ([40] , [41] ) par exemple a pu introduire de nouvelles inégalités inté-
grales, plus générales que celles de Komornik [19] et Martinez [25]. Des inégalités
permettant une estimation sur le comportement & l'infini d’une fonction positive pas

nécessairement décroissante. C’est donc le cas des problémes non dissipatifs.

La deuxiéme partie, nous l'avons consacré a ’analyse mathématique d’'un modéle
décrivant d’une part la formation de plaque amyloide in vivo, et d’autre part les

interactions entre les oligoméres AS et la protéine prion qui induiraient la perte de
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mémoire dans la maladie d’Alzheimer. L’étude a permis de démontrer 'existence et
I'unicité de solution pour notre probléme, ainsi que ’existence d’un point d’équilibre
unique. Il serait donc intéressant de démonter des résultat de stabilité et de bifurca-

tions.
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