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RESUME

Le présent travail, consiste a étudier les vibrations libres des plagues en
matériaux a gradient de propriétés (FGM) reposant sur des fondations
viscoelastiques de type Winkler-Pasternak en utilisant la théorie des plaques
raffinée a deux variables, le champ de cisaillement transversale a travers
I’épaisseur de la plaque est présenté avec une nouvelle fonction de forme de
déformation en cisaillement. Les équations d’équilibre sont obtenues par le
principe d’Hamilton. Une étude analytique et numérique est examinée en détail
avec différentes conditions aux limites pour résoudre le probléeme de la vibration
avec amortissement de la fondation, en tenant compte de divers parametres
géomeétriques et mécaniques, les résultats obtenus avec la nouvelle fonction de
forme de cisaillement sont en bon accord avec d'autres resultats trouvés dans la
littérature, la fonction de forme proposée donne des résultats fiables et peut
facilement étre utilisée pour résoudre les problémes de vibration libre des plaques
en FGM.

Mot cles : Vibrations libres, FGM, Fondations viscoelastiques, Winkler-
Pasternak, Théorie des plaques raffinées, Cisaillement

transversale, Principe d’Hamilton, Amortissement de la fondation.




ABSTRACT

The present work consists in studying the free vibrations plates of the
functionally graded materials (FGM) based on viscoelastic foundations of type
Winkler-Pasternak using of the refined two variables plates theory, the transverse
shear field through the plate thickness is presented with a new shear deformation
shape function. The equilibrium equations are obtained by Hamilton principle. An
analytical and numerical study is examined in detail with different boundary
conditions to solve the vibration problem with foundation damping, taking into
account various geometrical and mechanical parameters, the obtained results with
the new shear shape function are in good agreement with other results found in the
literature, and the proposed shape function gives reliable results and can be easily

used to solve the free vibration problems of plates in FGM.

Keywords: Free vibration, FGM, Viscoelastic foundations, Winkler-Pasternak,
Refined plate theory, Transverse shear, Hamilton principle,
Foundation damping.
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INTRODUCTION GENERALFE

La technologie moderne essaie a plusieurs fois d'avoir des matériaux de construction avec
une bonne rigidité, une haute résistance mécanique, une ténacité élevée et une grande légéreté. Il
est donc du ressort de I'ingénieur de concevoir des structures tout en plagant le bon matériau sous

la bonne forme et au bon endroit.

Le développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés spécifiques
a différents matériaux au sein d’une méme piece. L’optimisation locale de ces propriétés par
l'association d’un matériau de haute dureté pose le probléme de I’interface. La transition brusque
dans les propriétés des matériaux a travers 1’interface entre les matériaux discrets, peut entrainer
une grande contrainte inter-laminaire ou une forte concentration de contraintes conduisant a la
déformation plastique ou a une fissuration. La solution d’une transition continue des propriétés
recherchées, par un gradient de composition, permet d’atténuer cette singularité par 1’utilisation

des matériaux a gradient de propriétés [1] (Functionally Graded Material " F.G.M ™).

Les matériaux a gradient de propriétés (FGM) sont des composites sophistiqués, dont la
microstructure est hétérogéne, mais les caractéristiques demeurent préservées. Généralement ces
matériaux sont fabriqués de composants isotropes tels que les métaux et la céramique. Ces types
de matériaux ont suscité beaucoup d’attention récemment en raison des leurs avantages,
puisqu’ils réduisent la disparité dans les propriétés matérielles et les contraintes thermiques pour
cela leur application est propagée dans divers domaines tels que les avions, les secteurs

biomédicaux et les constructions civiles et industrielles.

Il est donc essentiel de disposer de moyens de calcul, les plus efficaces et précis possible,
qui respectent les lois de la physique, afin d'évaluer les déplacements, les déformations et les
contraintes normales et tangentielles liés aux différents chargements. Alors, plusieurs études sur
les structures en FGM ont été réalisées et rapportées dans la littérature, au cours des dernieres

années.

La théorie classique des plaques, basée sur les hypothéses de Kirchhoff, est inexacte pour
I'analyse de la distribution des déplacements et des contraintes dans les plaques FGM car on

néglige les effets de cisaillement transversal.
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De méme, la théorie classique des plaques (CPT) ne peut étre appliquée qu'a I'analyse des
plaques relativement minces lorsque les déformations transversales peuvent étre negligées. La
théorie de déformation en cisaillement de premier ordre (FSDT), également connue sous le nom
de théorie des plaques Mindlin [2] est inadéquate pour prédire les solutions exactes des plaques
FGM car elle est fortement liée a la meilleure estimation des facteurs de correction de
cisaillement qui dépend du chargement et des conditions aux limites (BC), et qui sont introduites
dans le but de contourner le probléeme de la distribution des déformations de cisaillement

transversal qui est supposé uniforme & travers I'épaisseur.

Reddy [3] a étudié le comportement statique des plaques rectangulaires a gradation
fonctionnelle en se basant sur sa théorie des plaques de déformation par cisaillement du
troisieme ordre. Carrera et al. [4] se sont enquis de l'influence de I'effet d'étirement sur les
réponses statiques des éléments coques en FGM. Pour leur part, Neves et al. [5-6] et Ferreira et
al. [7] ont développé une théorie hybride de déformation par cisaillement quasi-3D pour I'analyse
statique des vibrations libres des plaques FGM en utilisant les deux méthodes numériques sans
maillage. De méme, Mantari et Zenkour ont développé des modeles bidimensionnels et
tridimensionnels pour une plaque a gradation fonctionnelle (FGM) soumise a des charges

mécaniques et thermiques, toutes deux appliquées sur son sommet [8, 9].

La théorie des plagues de cisaillement d'ordre supérieur a été développée dans le but
d'affiner la cinématique simplifiée du modéle Reissner — Mindlin en exprimant les relations a
l'aide de polynémes ou de fonctions trigonométriques d'ordre supérieur [10-14]. lors de
I'utilisation de la théorie de la plaque de déformation par cisaillement d'ordre supérieur (HSPT)
ou de toute autre théorie de la plaque de déformation par cisaillement, car les équations
gouvernantes sont plus compliquées que celles utilisées dans le FSDT; en fait, 'HSDT et d'autres
théories affinées de deformation par cisaillement donnent des contraintes de cisaillement
transversales plus précises et plus stables. Dans ce contexte, EIMeiche et al. [15] ont examiné le
comportement statique et vibratoire des plaques FGM en utilisant une nouvelle théorie de HSDT
pour le flambage et la vibration des plaques. De méme, Nedri et EIMeiche [16] ont étudié les
vibrations libres de plaques composites stratifiées supportées sur des fondations elastiques en

utilisant la théorie de la déformation par cisaillement.
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Shimpi [17-19] a développé une théorie des plaques raffinées (RPT) a deux variables plus
simple qui est assez facile a utiliser. De plus, Kim et al. [20] ont étudié le comportement en
flexion des FGP sur la base des quatre inconnus HSDT en utilisant la fonction de forme
polynomiale dans la théorie de la déformation par cisaillement. Moradi-Destjerdi et al. [21] ainsi
que Mechab et EIMeiche [22] ont étudié I'analyse des vibrations libres des poutres orthotropes en
utilisant la formulation locale et non locale ainsi que l'effet de Poisson, basé sur la théorie des
ordres élevés. En outre, Abdalla [23] et Zenkour [24] ont indiqué que les plaques sur des
fondations élastiques ont une large utilisation dans les domaines de génie civil, l'industrie de la
construction, les radeaux, les réservoirs de stockage, les piscines, les automobiles, les navires, les

trains et les pistes d'avions.

En ce qui concerne I'analyse des plaques reposant sur des fondations élastiques, un seul
parametre est souvent utilisé pour décrire le comportement de base de ces plagues dans le
modele bien connu de Winkler, ce modéle suppose qu'il existe une interaction proportionnelle
entre les forces externes et le déplacement de n'importe quel point de la base. Il convient
également de mentionner I'existence d'un autre modele impliquant un deuxiéme parametre, c'est
le modele de Pasternak cité par [24-30]. Ce modeéle prend en compte I'effet de l'interaction de

cisaillement entre les points adjacents de la fondation.

Certains autres chercheurs ont modélisé les fondations en utilisant des parametres de
fondation viscoélastiques, le comportement viscoélastique des fondations est un parameétre qui
provoque la dissipation d'énergie dans les systémes continus, tels que les poutres et les plaques
reposant sur des fondations flexibles. Chen et Sheu [31] ont étudié la poutre Timoshenko
soutenue par ces fondations. La fondation viscoélastique sous la poutre a été modélisée au
moyen de ressorts continus uniformément répartis sur la longueur. Récemment, Ebrahimi
Zenkour ont examiné les effets hygrothermiques sur les caractéristiques de vibration des nano-
poutres viscoélastiques a gradation fonctionnelle (FG) basées sur la théorie du gradient de
déformation non locale [32-33], en utilisant des théories d'ordre supérieur. Zamani et Kiasat [34-
35] ont étudié les vibrations libres de poutres et plaques viscoélastiques sur une fondation
viscoélastique avec la condition au limite simplement appuie. De plus, Fan et al. [36-39] ont
examiné la réponse transitoire non lineaire de I'impact a faible vitesse des plagques et poutres
FGM soumises a une charge transversale reposant sur des fondations Visco-Pasternak dans des

environnements thermiques.



Introduction générale

Le présent travail a pour but de traiter la réponse dynamique des plaques en FGM reposant
sur des fondations viscoélastiques. La plaque est considérée noyée dans un milieu qui se
caractérise par trois parametres, modélisé par, un ressort ayant une rigidité longitudinale de type
Winkler, une rigidité en rotation de type Pasternak et un amortisseur di au sol. Les équations de
mouvements ont été obtenus par le principe de Hamilton, les effets des propriétés, géométriques
et mécaniques des plaques en FGM sur leurs vibrations libres, les différentes conditions aux
limites et les paramétres de rigidité de la fondation élastique ont été examines et discutés en
détail. Les resultats obtenus avec la nouvelle fonction de forme de cisaillement ont une trés

grande concordance a ceux rapportés par d'autres chercheurs.

Le présent travail est réparti en cing chapitres. En s’appuyant sur des sources
bibliographiques fiables, le premier chapitre présente une vision globale de 1’état de I’art dans le
domaine des nouveaux matériaux et plus précisément les matériaux composites tels que les
nouveaux matériaux a gradient de propriétés évolués F-G-M. Aprés une bréve introduction, nous
avons présenté la différence entre les matériaux classiques et les nouveaux matériaux, leurs
performances et leurs utilisations dans le domaine de constructions en génie civil.

Le deuxieme chapitre présente les différents types de fondations élastiques et
viscoélastiques, et les schémas physique et mathématique pour chaque type.

Le troisieme chapitre porte sur I’explication de la théorie des plaques pour les différentes
hypotheses de calcul avec et sans effet de cisaillement transversal ainsi que les différents types
de fonctions de forme de déformation transversale.

Dans le quatrieme chapitre, nous formulons mathématiquement le modéle analytique pour
I'étude de la vibration d'une plaque en matériau FGM sous fondation viscoélastique en utilisant la
théorie raffinée des plaques a quatre variables.

Le cinquieme chapitre illustre et interpréte plusieurs résultats numériques obtenus pour
différents exemples d'application par une étude paramétrique pour voir I’influence des
parameétres mecaniques, geéométriques, conditions aux limites, rigidités et amortissement
visqueux du sol sur la vibration libre.

En conclusion, nous recensons les principales avancées du travail effectué et exposons

brievement les perspectives.
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1.1 Introduction :

L'idée d'avoir un abri résistant, trés solide et durable c'est le réve idéal de I'numanité
entiére. Et afin de l'obtenir, elle a passé par plusieurs étapes en partant de I'utilisation de la paille,
la boue, le bois, les briques arrivant maintenant au matériau composite. Commencant par le
béton qui n'est qu'un mélange geénéré de ciment, agrégat et eau. Plus tard, c'est le plastique
renforcé de fibres. En réalité ce n'est rien qu'une matrice polymére renforcée de fibres, le
composite est devenu un matériau fondamental pour l'industrie aérospatiale, automobile,
maritime et pour la construction. Mais I'idée générée pour le moment est la combinaison de deux
matériaux d'un pourcentage variable sur la section transversale, en conservant leurs propriétés.
Par exemple, I’ancrage d'une surface en céramique sur le dessus et d'une surface en acier sur le

dessous avec une zone de transition lisse, appelée matériau a graduation fonctionnelle (FGM).

Donc, le but c'est la préservation des meilleures propriétés, comme la haute résistance, la
rigidité élevée, la résistance a haute température, etc. Les FGM sont utilisés dans plusieurs
industries et secteurs sous forme d'un produit artificiel, mais dans la nature ils prennent ses
formes primitives suivantes : L’0s, la peau humaine, il est a noter que I’arbre de bambou peut
étre considéré comme des formes physiologiques de FGM. La figure 1 illustre plusieurs
exemples organiques et artificiels évoquant les FGM.

Les domaines d'application des FGM se resument d'aprés [40] comme suit :

e L’Aérospatial : Les boucliers thermiques pour engins spatiaux, les tubes échangeurs de
chaleur ;

e Le Biomédical : L’os artificiel, la peau et les dents ;

e La Communication : Les fibres optiques, les lentilles et les semi-conducteurs ;

e Le Domaine du nucléaire : Les palettes de combustible, la paroi de plasma des réacteurs de
fusion ;

e Le Secteur de I'énergie : Les générateurs thermoélectriques, les cellules solaires et les
capteurs ;

e L’Automobile : Les systémes de transmission de puissance et les systemes de freinage.
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Le développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés specifiques
a différents matériaux au sein d’une méme piece. L’optimisation locale de ces propriétés, par
association d’un matériau de haute dureté a la surface d’un matériau tenace peut générer

localement, par cette transition brutale de composition, de fortes concentrations de contraintes.

La solution d’une transition continue des propriétés recherchées, par un gradient de
composition, permet d’atténuer cette singularité par 1’utilisation des matériaux a gradient de
propriétés (en anglais : Functionally Graded Material " F.G.M "). C'est un type de matériaux
composites produit en changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction
d’épaisseur pour obtenir un profil bien déterminé. Ces types de matériaux, ont suscité beaucoup
d’attention récemment en raison des avantages de diminuer la disparité dans les propriétés

matérielles et de réduire les contraintes thermiques [40].

revetement thermique

Atasarmy of Merman Shin

revetement de barriére thermique

h

Structure du tronc d'arbre de bambou

100% Mesn

1005 Coamic

Métal-céramique FGM

Figure 1.1 : Hlustrations structurelles et artificielles pour les FGM [40].
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1.2 Concept des matériaux a gradient de propriétés (FGM) :

Généralement, les FGM sont constitués de plusieurs couches contenant des composants
différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites présentant des
caractéristiques macroscopiquement hétérogenes. Le changement continu dans la composition et
donc dans la microstructure du matériau distingue les FGM des matériaux composites

conventionnels. Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés de ces matériaux.

Trois caractéristiques sont a considérer pour la conception de tels matériaux :
e Résistance thermique et résistance a 1’oxydation a haute température de la couche
superficielle du matériau ;
e Ténacité du matériau coté basse température ;

¢ Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.

En conséquence, les FGM possédent un certain nombre d'avantages excédant les composés
stratifiés, y compris une réduction potentielle de contraintes membranaires et transversales a
travers 1’épaisseur, tendance d'efforts, absente ou séveérement réduite de décollement, un effort
résiduel amélioré, propriétés thermiques augmentées, une dureté plus élevée de rupture, et réduit

facteurs d'intensité d'effort.

Donc, I’idée originale des FGM a été proposée pour élaborer un nouveau matériau
composite profitant a la fois des propriétés des matériaux céramiques (Coté haute températures)

et des métaux (Coté basse température) [41].

1.3 Evolution des matériaux a gradient de propriétés (FGM) :

Le matériau a gradient fonctionnel a été introduit la premiére fois dans le laboratoire
national d’aérospatial du Japon en 1984 par M. Niino et ses collégues a Sendai. L’idée est de
réaliser des matériaux utilisés comme barriere thermique dans les structures spatiales et les
réacteurs a fusion. Les FGM peuvent étre utilisés pour différentes applications, telles que les
enduits des barriéres thermiques pour les moteurs en céramique, turbines a gaz, couches minces

optiques.
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En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé " la recherche sur la
technologie de base pour développement de matériaux a Gradient fonctionnel et 1’étude de la
relaxation des contraintes thermiques. Normalement I’intérét du projet est de développer des
matériaux présentant des structures utilisées comme barriére thermique dans les programmes
aérospatiaux. Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux sont appelés a travailler a
des températures de surface de 1800°C ainsi qu’a un gradient de température de ’ordre de
1300°C. A cette année, aucun matériau industriel n’était connu pour supporter de telles

sollicitations thermomécaniques [42].

A la fin de la premiére étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer des
petites pieces expérimentales de 1 & 10 mm d’épaisseur et 30 mm de diamétre, pouvant résister a
des températures maximales de 2000 K (Température de surface) et a un gradient de température
de 1000 K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux présentant un

gradient de composition et de structure ; ces techniques sont les suivantes :

e Le systeme SIC/C par C.V.D (Chemical Vapor Deposition ou dép6t chimique en
e phase vapeur) ;

e Le systeme PSZ/Mo par la technique de la compaction seche des poudres ;

e Le systeme TIB2/Cu par synthése par auto-propagation a haute température ;

o Le systeme (Ni-Cr-Al-Y)/ (zro2-Y203) par projection plasma a double torches.

Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des pieces de tailles plus
grandes et de forme plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiére étape. Pendant
les années 90, non seulement les champs d’application des FGM s’est développé pour les
matériaux de structure fonctionnant a haute température, mais s’est aussi é€largi a d’autres
applications : biomécaniques, technologie de capteur, optique. Actuellement, la recherche des
FGM est activement conduite dans le monde entier. Plusieurs programmes de recherche ont été
lancés en 1995 en Allemagne ou 41 matériaux sont étudiés aux universités et aux instituts
nationaux concernant le traitement et la modelisation pour développer des applications des FGM
pendant le 21°M siécle. Par contre en 1996 au Japon, les universités ont traite 67 topiques qui ont

une relation avec la chimie et la physique des FGM [43-44].
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Phase B particules
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phase A matrice

Zone de transition

Phase A particules
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Figure 1.2 : Fractions volumiques des FGM avec des phases constitutives graduées [44].

1.4 Différence entre les matériaux composites classiques et les FGM

Les propriétés supérieures de matériaux composites avancés, telles que la résistance
specifique et la rigidité élevée, ont conduit a leur utilisation généralisée dans les avions a haute
performance, astronefs, des pieéces automobiles et des structures spatiales. Dans les structures
classiques de composites stratifiés, lames élastiqgues homogeénes sont liés ensemble pour obtenir

des propriétés mécaniques et matérielles améliorées.

Z Z Z
P —— . — I ————— . — *

Figure 1.3 : Variation des déformations et des contraintes a travers
[’épaisseur de la plaque stratifiée [44].

Les matériaux composites sont fabriqués par I'homme et par conséquent, les constituants
des matériaux composites peuvent étre sélectionnés et combinés de maniere a produire un
matériau utile qui a les propriétés souhaitées, tels que la haute résistance, une rigidite élevée, une

plus grande résistance a la corrosion, une plus grande résistance a la fatigue.

10
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La constitution d’anisotropie des structures composites stratifiées souvent se traduit par
une concentration de contraintes dans les matériaux et des discontinuités géométriques (figure
1.3) qui peut conduire & des dommages sous la forme de délaminage, la fissure de la matrice et la
séparation des assemblages. Les matériaux a gradient de propriétés (FGM) sont une classe de
composites qui ont une variation continue des propriétés des matériaux d'une surface a une autre
et ainsi des concentrations de contraintes allégées comparativement a celle trouvées dans les

composites stratifiés.

La graduation des propriétés du matériau réduit les contraintes thermiques, les contraintes
résiduelles et les facteurs de concentration de contrainte. La variation progressive dans un
matériau est trés efficace elle est adaptée pour répondre aux besoins de la structure. Les FGM
sont généralement fabriqués a partir de composants d'isotropie tels que des métaux et des
Céramiques, puisqu’ils sont utilisés aussi comme structures de barriére thermique dans des
environnements avec des gradients thermiques séveres (par exemple des dispositifs
thermoélectriques pour la conversion de I'énergie, l'industrie des semi-conducteurs). Dans de
telles applications, la céramique présente une résistance a la chaleur et a la corrosion ;

parallelement le métal fournit la force et la ténacité [45].

1.5 Propriétés effectives des matériaux a gradient fonctionnel :

Généralement, les FGM sont fabriqués par deux phases de matériaux avec différents
propriétés classés par leur microstructure variable dans I’espace ; congue pour optimiser

I’exécution des ¢léments de structures par la distribution de propriétés correspondantes.

Une description détaillée d’une microstructure graduée réelle et généralement non
disponible, sauf peut-étre pour des informations sur la distribution de la fraction volumique.
Tandis que la fraction volumique de chaque phase varie graduellement dans la direction de
graduation, les propriétés effectives des FGM changent le long de cette direction. Par

conséquent, nous avons deux approches possibles pour les modeles FGM :

e Une variation par tranche de la fraction volumique de la céramique ou du métal est
assumée, et le FGM est pris pour étre posé avec la méme fraction volumique dans chaque

région, c¢’est-a-dire, des couches quasi-homogénes de céramique-métal (figure 1.4-a) ;

11
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e Une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou du métal est assume
(figure 1.4-b), et la fraction volumique du métal peut étre représentée comme une fonction

de coordonnées suivant 1’épaisseur (z).

(a) (b)

Figure 1.4 : Modeéle analytique pour une couche d 'un matériau a gradient fonctionnel [41]

L’expression de fraction volumique est donnée par 1'équation (I.1.a), a cause de la simple
regle de mélange de matériaux composites (modéle de Voigt). Les propriétés effectives des
matériaux P; de la couche de FGM, comme le module de Young E;, peuvent alors étre exprimées
par I'équation (1.1.b). La somme des fractions volumiques de tous les matériaux constituants est

mentionnée dans I'équation (I.1.c) :

2z + h\P
= l.1.a
PYy = () (11.2)
Vr= ) BV, (1.1.b)
=1
V=1 (I.1.c)
=

Ou:
Vi - Fraction volumique ;
h : Epaisseur de la plaque ;
p (0 <p < ) unexposant de la fraction volumique qui régle la variation du profil du
matériau a travers 1’épaisseur de la couche en FGM ;
;: Proprietés du matériau ;
: Fraction volumique du matériau constitutif;.

J

12
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Un FGM peut étre définie par la variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs
emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour
décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a
I’intérieur pour résister a la rupture, et également assez dures a I’extérieur pour empécher
I’usure. Les coordonnées x et y définissent le plan de la poutre, tandis que 1’axe z origine a la

surface du milieu de la poutre et dans le sens de 1’épaisseur (figure 1.5) [42].

o

/-‘ - ] CEfameque

metal

Figure 1.5 : Géométrie d’'une poutre FGM [42]

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les faces
supérieures et inférieures sont différentes. Ils varient de fagon continue, suivant 1’épaisseur

(’axez), soit :

E=E(2),et, v=v(2) (1.2)

Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont en général a deux constituants : de la
céramique et du métal inoxydable (figure 1.5). Dans ce cas, la loi de Voigt étudiée par [46-49] se

réduit a :
P(z) = P,V,, + P.V. (1.3.a)
VotV =1 (1.3.b)

Jin and Batra [50], Ziou et al. [51] ont indiqué que I’effet du coefficient de poisson sur les
déformations est négligeable comparativement a celui du module de Young. Autrement dit, le
coefficient de Poisson peut étre supposé comme constant mais le module de Young varie dans la
direction de 1’épaisseur de la poutre FGM en fonction de la loi de puissance (P-FGM), de la

fonction exponentielle (E-FGM) ou de la fonction sigmoide (S-FGM).

13
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1.5.1. Propriétés mateérielles de la poutre (P-FGM) :
La fraction volumique de la classe des P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance comme
suit :

v = (2 (1.4

Ou :
p : I’exposant (parameétre matériels);

h : Epaisseur de la poutre.
Une fois la fraction volumique localeV,(z) est définie, les propriétés matérielles d’une

poutre en FGM peuvent étre déterminées par la loi des mélanges :

E(z) = (Ec — En)Ve(2) + Emy (1.5)

Ou:
E.: Module de Young de la céramique (la surface supérieurez = +h/2de la poutre FGM) ;

E,,: Module de Young du métal (la surface inférieure z = —h/2 de la poutre FGM).

04 06

Fraction volumique Ve

Figure 1.6 : Variation de la fraction volumique a travers l’épaisseur d'une poutre en FGM [42].

La variation de la fraction volumique dans la direction de I’épaisseur de la poutre en matériau
FGM est représentée sur la Figure 1.6. Il apparait clairement que cette derniére change

rapidement prés de la surface inférieure pour p < 1, et augmente rapidement prés de la surface

supérieure pour p > 1.

14
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Chapitre |

Il est & noter que p ne prend que des valeurs supérieures ou égales a zéro (0 < p < «). Dans le
cas ou p = 0, cette valeur indique que la plaque est entierement en céramique. L'hypothése de la

loi de puissance ci-dessus représente une régle simple de mélanges qui est utilisée pour obtenir

les proprietés efficaces de la plaque céramique-métal. La régle des melanges ne peut étre
appliguée que dans le sens de I'épaisseur.

1.5.2. Propriétés mateérielles de la poutre en S-FGM :

Chi et al [52] ont défini la fraction de volume de la poutre FGM en utilisant deux fonctions
de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes a travers toutes les

interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies par :

1/h/2 + z\P
V.(2) = E( /h/2 ) pour —hj2<z<0 (1.6.2)
1/h/2 —2\P
Vm(z)zl—z( n2 ) pour 0 <z < h/2 (1.6.b)
,//;7
14 o .-r‘/f ’:/
o
/ P
J /"/
I/
01 9 X
s |/ :
N /’( ~0—pai |
| /,/’ 4 p=02
/// J‘I f lih
Sy
ra P=s
==
0 02 04 6 ] l

Fraction volumique V

Figure 1.7 : Variation de la fraction volumique
a travers [’épaisseur d'une plaque en (S-FGM) [42]

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la poutre S-FGM peut étre calculé par :
(1.7.9)

E(z) =V.(2)E.+ [1 - V.(2)]E,, pour —h/2<z<0
E(z) =V, (2)E. + [1 =V (2)]E,, pour 0<z<h/2 (1.7.b)
15
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La figure 1.7 montre que la variation de la fraction volumique définie par les équations (1.7)

représente les distributions sigmoides, et cette poutre FGM est appelée Poutre S-FGM.

1.5.3. Propriétés mateérielles de la poutre en E-FGM :

Pour décrire les propriétés matérielles en E-FGM, la plupart des chercheurs utilisent la

fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme [53] :
E(z) = E,,eB#+"/2) (1.8.a)
L 1.8.b
b=+ H(E) (1.8.b)

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque en E-FGM est représentée

sur la figure 1.8.

Figure 1.8 : Variation du module de Young a travers [’épaisseur en E-FGM [42].

1.6 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté une vue générale sur une variété de materiaux
composites, qui ont été la solution adéquate pour le probléeme d'apparition des contraintes
thermiques dans des applications pratiques a haute température dans le cas du collage direct de
métaux et céramiques ou la contrainte thermique provoque la formation de fissures et le

décollement au niveau des interfaces.
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Donc un concept de graduation intermeédiaire pour le métal et la céramique qui a été propose
pour la premiere fois par Kawasaki et Watanabe dans lequel la contrainte thermique a été
effectivement éliminée par une couche graduée intermédiaire. Ces matériaux gradués possédent
simultanément une propriété super-résistante a la chaleur et une ténacité suffisante pour arréter la

propagation des fissures.

Ce qui a donné naissance a un matériau a gradient de propriétés (FGM) et il a été
initialement applique pour les applications aéronautiques et les réacteurs a fusions. La réponse
optimale des propriétés du matériau dans des conditions d’environnement extréme est la
principale exigence dans la conception d’un FGM. Pour remplir cette exigence, la composition et
la microstructure sont variées tout au long de la structure. On obtient un gradient de propriété
dans les matériaux combinés. En effet, la maintenance des ouvrages du génie civil consiste a les
protéger en assurant une meilleure étanchéité ou en limitant la corrosion, les réparer en cherchant
a compenser les pertes de rigidité ou de résistance dues a la fissuration et aussi a les renforcer en

améliorant les performances et la durabilité des ouvrages.
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Chapitre 11 Modeles sur les différents types des fondations

1.1 Introduction :

Puisque la fondation demeure assez souvent un médium tres complexe, les différentes
recherches sont limitées jusqu'a ce jour a I’inclusion de la réaction de fondation dans 1’équation
différentielle correspondante de la structure (poutre, plague et coque...), car généralement on se
limite dans la recherche des contraintes et des déplacements au niveau de la zone de contact et
non a I’intérieur du matériau de la fondation. Le probléme se résume a la recherche d’une
expression mathématique relativement simple qui devrait décrire la réponse de la fondation a la
surface de contact avec un degré raisonnable de précision et un comportement soit élastique ou
viscoélastique, avec ce présent chapitre nous tenons a présenter une bréve explication du

principe de fonctionnement de quelque modéle de base de fondation.

11.2 Type des modeles :
11.2.1. Modele de Winkler :

Dans un premier temps, la plus simple explication d’une fondation élastique continue a eté
fournie par Winkler [54] qui a supposé que la base était un ensemble de ressorts linéaires
indépendants étroitement espacés. Une telle fondation est équivalente a une base liquide. La
relation entre la pression et la fleche de la surface de la fondation, toutes deux paralléles a I’axe
z, la figure 1.1 montre les déformations de la surface de fondation sous I'effet d'une charge

uniforme, ce qui correspond a :

p(x,y) = kw(x,y) (11.1)
Ou:

k : Module de fondation ou le poids spécifique de la base liquide.

Comme on peut voir, les déplacements de la région chargée seront constants dans le cas ou la
fondation est soumise a un tampon rigide ou bien a une charge uniforme. De plus, pour les deux
types de chargement, les déplacements sont nuls en dehors de la région chargée. 1l a toutefois été
observé que, pour la plupart des matériaux, les déplacements de la surface de la fondation sont

ceux illustrés sur la figure 11.2 [55] :
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Figure 11.1 : Déformations de la surface de la fondation sous I'effet
d'une charge uniforme [55]

Ensuite, la fondation a été considérée comme une base élastique semi-infinie (continuum),
d'ou l'apparition d'un probléme beaucoup plus difficile du point de vue mathématique surtout
pour les cas des structures composites reposant sur un continuum élastique, pour lequel plusieurs
solutions étaient disponibles dans la littérature sur la théorie de I'élasticité [56]. Outre, pour
certains matériaux, les fondations soumises a des charges se comportaient différemment de celles
prédites par la théorie [57], il a été constaté, pour le sol, que les déplacements de surface hors de
la région chargée ont diminué plus rapidement. Il est également discutable que des matériaux
analogues a du caoutchouc mousse avec un taux de vide relativement grand se comportent

comme des milieux isotrope homogene.

(o) (b)

——— ——— ———— ——

Figure 11.2 : Déformations de la surface de la fondation sous I'effet de deux types de chargement
(un tampon rigide et une charge uniforme) [55]

Donc, dans la pratique, une vaste classe de matériaux de fondation dont le comportement
ne peut étre représenté par une base de type Winkler constituée d’éléments verticaux

indépendants ni par un continuum isotrope.
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Pour tenter de trouver une représentation physiquement proche et mathématiquement simple de
ces matériaux au niveau de la zone de contact, on peut procéder de deux maniéres : soit, en
commencant par le continuum et en introduisant des hypotheses simplificatrices en ce qui
concerne les déplacements et ou les contraintes attendus, ou en partant de la fondation de type
Winkler ou en supposant une sorte d'interaction entre les éléments de ressort afin de la

rapprocher de la réalite.

11.2.2. Fondation du modele de Filonenko-Borodich :

Pour obtenir un certain degré d’interaction entre les éléments a ressort, les extrémités
supérieures des ressorts sont reliées a une membrane élastique étirée soumise a un champ de

tension constante T, comme le montre la figure 11.3.

streiched membrane,
plate in bending,
or shear layer

T
- —

Figure 11.3 : Fondation du Modeéle de Filonenko-Borodich [55]

La condition d'équilibre dans la direction z d'un élément membranaire donne la relation de

déplacement de charge :

p=hkw—TV?w (11.2)

Ou:

V2. L’opérateur de Laplace en x et y.

Selon I'équation 11.2, on peut voir que l'interaction des éléments a ressort est caractérisée par

I'intensité du champ de tension T dans la membrane [58-59].
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11.2.3. Fondation du Modéle de Hetényi :

Ce modele propose que l'interaction entre les éléments a ressort indépendants soit réalisee

en incorporant dans le cas [60-61] :

Bidimensionnel : une poutre élastique (pour les dérivations et les exemples numeriques dans
le cas bidimensionnel) ;

Tridimensionnel : une plaque dans le matériau de la fondation de type Winkler, de maniere
similaire a celle illustrée a la Figure 11.3, supposons que la poutre ou la

plaque se déforme en flexion uniquement ;

L’interaction des éléments a ressort est caractérisée par la rigidité en flexion de la plaque, et la

relation entre la charge p et la fleche w est :

p = kw + DV2p2 (11.3)

Avec :

D: Rigidité en flexion de la plague.

11.2.4. Fondation du modele de Pasternak :

Pasternak suppose l'existence d'interactions de cisaillement entre les éléments du ressort.
Ceci peut étre accompli en reliant les extrémités des ressorts a une poutre ou une plaque
constituée d'éléments verticaux incompressibles, comme le montre la figure 11.3, qui se déforme
uniquement par cisaillement transversal [62]. La figure 11.4 montre I'équilibre vertical d'un
élément "cisaillement par couche" découpé par les surfaces x et x+dx , y et y + dy, afin de
démontrer la dérivation de la relation charge-fleche. Ou on suppose que le matériau de base est

homogene et isotrope dans le planx —y, d’ou G, =G, = G, alors :

( ow

Txz = UxVxz G a
{ o (11.4)
kryz GyYy, =G E

Avec :

w = w(x,y) : Fleche de la surface de contact.
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X X+dx S X x+dx
_'w_ w+§¥dx q/Ny # X
[
Wi wel—TT,
T / y dr -aN
5 L 1 Nx+d—£dx
z 0x +_dﬂz_ / q »

Figure 11.4 : Schéma graphique de la résultante des efforts [55]

Par contre les forces de cisaillement par unité de longueur au niveau de la couche de cisaillement

sont :

0 (11.5)

adw
kNy = fryzdzz E
0
Selon la Figure 11.4, I'équation d'équilibre est :
ON, . ON,
E+—+p qs =0 (”6)
Avec :
qs = kw (1.7)

En substituant 1’équation (I1.5) a 1’équation (I1.6), on obtient :

p=kw—GV?w (11.8)

Le second terme a droite de I'équation (11.8) représente I'effet des interactions de cisaillement des
¢léments verticaux. On peut voir que 1’équation (I1.2) est identique a 1’équation (I1.8) si T est

remplacé par G [55].
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11.2.5. Fondation du modéle Généralisée :

Pour ce modele, on suppose en plus de I'nypothese du modele Winkler ou, a chaque point,
la pression p est proportionnelle a la flechew, le moment également est proportionnel a I'angle de

rotation. Analytiquement cela est décrit par [63-70] :

p = kw
{mn = ky (dw/dn) (11.9)

Ou :
n: Direction quelcongue en un point du plan de la surface de la fondation ;

k et k, : Facteurs de proportionnalité correspondants.

Cette hypothése supplémentaire est relativement arbitraire. Dans une derniere section, il
sera montré que le modele de fondation de Pasternak est un modéle mécanique possible pour la

fondation généralisée.

11.2.6. Modeéle de Vlasov :

Le modeéle de V. Z. Vlasov [71-72] a abordé le probleme d'un point de vue "continuum®. Il
a formulé son probléme au moyen d'une méthode variationnelle. Imposant certaines restrictions
aux déformations possibles d’une couche é¢lastique, il a obtenu pour un ensemble d’hypothéses

une relation charge-fléche qui, aprés redéfinition des constantes, est identique a 1’équation (IL.8).

11.2.7. Modele de Reissner :

Le modeéle de E. Reissner [73] a négligé les contraintes dans le plan de la couche de
fondation, et que les déplacements horizontaux aux surfaces supérieure et inférieure de la couche

de fondation soient nuls. Il obtient pour le cas élastique la relation :

Ox =0y =Ty, =0 (1.10)
clw—cszw=p—4%l72p (11.11)
Avec .
E HG
c1=ﬁf; c2=Tf (11.12)
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Ou:
w: Déplacement de la surface de fondation dans la direction z ;
p: Charge latérale répartie agissant sur la surface de fondation ;
Er et G, : Constantes élastiques du matériau de fondation ;

H: Epaisseur de la couche de fondation.

Mais, il est a noter que I'équation (11.11) est identique a I'équation (11.8), pour une pression p

(constante ou linéairement variable), ¢; = k; ¢, =G.

Par conséquence, pour un point de surface donné (X, y) selon (11.10), les contraintes de
cisaillement t,, et t,, sont indépendantes de z, constantes sur toute la profondeur de la
fondation ; c'est un résultat physiquement non réaliste, en particulier pour des couches de
fondation relativement épaisses. Cependant, étant donné que des modeles de fondation sont
introduits pour étudier la réponse de la surface de la fondation aux charges et non aux contraintes

provoquees dans la fondation.

11.3 Caractéristiques du modele de Pasternak :

Le modéle de J. Ratzersdorfer, a abouti a une expression semblable a I'équation (11.8) pour
le cas a deux dimensions en basant sur une proposition de R. Von Mises, et par un
développement formel de la relation intégrale de Wieghardt pour la charge et les fleches [74-75].
Bien que sa procédure formelle n'ait pas révélé la signification physique du second terme de
I'équation (11.8), indique que cette approximation est supérieure a la réponse de fondation
puisque le G "module de cisaillement"”, entre dans l'analyse, néanmoins la prise en compte du
comportement mécanique du modele et du milieu réel, suggérent que le modele de Pasternak
c'est I'extension la plus naturelle du modele de type Winkler pour les fondations homogénes.
Etant donne que la relation charge-flexion qui en résulte est relativement simple, elle est choisie
comme modéle de base pour les investigations ultérieures. Dans la suite, certaines de ses
caractéristiques seront examinées. Dans le cas d’une charge linéaire p le long de I’axe des y,

I’équation (I1.8) se réduit a :

d*w
= f*w =0 (1.13)
Ou:
B?=k/G (11.14)
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Quand x tend vers l'infini (x — o),w est fini, cette solution devient :

w(x) = % e Bx

(11.15)

Les déviations causées par une charge répartie p(x) peuvent étre obtenues en définissant P =

p(&€)dé¢ et en intégrant sur l'intervalle chargée comme indiqué sur la Figure I1.5. Ainsi :

w() = £ (" p(e)e Pl ag

(11.16)

=

TITTIITVTTIPP P P02 777V IR 77777 PR 77777777 77277777 PPTITITTTIVN

-a ;L—

|
|
=
|

Figure 11.5 : Intégrale de la charge p(¢) sur un intervalle défini [55].

Pour une répartition arbitraire de la charge sur la surface de la fondation, le noyau nécessaire est

obtenu comme solution du cas d'une charge concentrée P = 1 agissant a l'origine du systeme de

coordonnées due a la symétrie axiale [55].

d 1d

Vi —4 ——
dr+ rdr

La solution générale de I'équation (11.8) devient maintenant :
w(r) = AKo(Br) + Blo(Br)
Ou:

Ko (Br) et I,(Br): Fonctions de Bessel

Quand r tend vers l'infini (= —» o), w est nul, nous obtenons :

P
w(r) = mKo (Br)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

(11.20)
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Le noyau de la fondation tridimensionnelle est alors :
K =L kR (11.21)
(Ix = £ ly = nl) = 5—=Ko(BR) -
Ainsi :

R=[(x=8%+-m"? (11.22)

C'est la distance entre Pen (&,7) et le point considéré(x, y), comme indiqué a la Figure. 11.6.

do]
(= B
~w
[« 8
3

Figure 11. 6 : Représentation géométrique du rayon de la Fonction de Bessel [55].

Ainsi, pour une charge p arbitrairement répartie sur une zone 4, la fleche de la surface de la
fondation en un point (x,y) est :

1
weey) = 5z || pEMKa(BRIAEdn (123)

11.4 Plaques sur fondations de type Pasternak :

Comme indiqué dans la Figure 11.7, I'équation d'équilibre d'une plague mince d'épaisseur

constante soumise a une charge latérale répartie q(x, y) et a une pression d'interface de fondation

p(x,y)est:

DVViw=q—p (11.24)

Oou:

D: Rigidité en flexion de la plague.
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plate in
bending

Figure 11.7 : Plaque reposant sur une base de type de Winkler-Pasternak [55].

La pression d'interface est représentée par I'équation (I1.8). En supposant que la plaque
reste en contact permanent avec la base et qu’il n’existe pas de forces de cisaillement au niveau

de la surface en contact, I'équation d'équilibre de la plaque prend la forme :
G k
Viw — VWt w == (11.25)

On peut voir qu'un champ de compression ou de tension uniforme supplémentaire n'affectera que
la constante au terme Laplace. L'opérateur différentiel de I'équation (11.25) peut étre scindé en un

produit de deux opérateurs du second ordre :

(7 =DV~ Ew =7 (1126)
AInsi :
$ = %[s + (s2 — 4t)/?] (11.27)
Et:
s=G/D ; t=k/D (11.28)

Dans le cas d'une force concentrée latérale P agissant a l'origine du systéeme de coordonnées, le
probleme est axialement symétrique, et puisque s > 0 et t > 0, alors la solution générale de

I'équation (11.26) est :
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e pour le cas (s? — 4t) = 0 (lorsque les interactions de cisaillement dominent) :

& = Culo (& /2r) + CoKo (& 72r) + Cly (& /27) + CuKo (&, 21) (11.29)

e Quand (s? —4t) < 0 (cela semble étre le cas pour les matériaux de fondation habituels),
&, et &,deviennent des conjugués complexes, et la solution peut étre exprimée telles que
présentées par [64-68] et [72] ou part YY Yu [77]. Une équation du méme type a
également eté discutée par P. M. Naghdi et J. C. Rowley [78].)

Il est intéressant de considérer la condition aux limites appropriée associée a I'équation (11.26),
pour les plaques d'étendue finie (Figure 11.8). L'équation différentielle (11.26) a conservé son
ordre et son type. C'est une équation différentielle partielle elliptique du quatrieme ordre et par
conséquent, deux conditions aux limites doivent étre prescrites le long de la limite de la plaque.
Ainsi, par exemple, dans le cas d’encastrement, les conditions aux limites sont identiques que

celles d'une plaques sur la fondation de type Winkler :

[wlg =0
ow 1130
{[% g =0 (10

Foundation
region

X

Figure 11.8 : Schéma général d'une plaque reposant sur une fondation [55].

Pour une plaque reposant sur une fondation continue avec un bord libre, la situation est

différente. Dans ce cas, deux régions interagissent au niveau de la frontiére B :

e La région de la plague R présente des déviations w, régies par I'équation (11.26) et la
fondation environnante ;

e larégion F avec les déviations wg décrites par 1’équation du second ordre (11.8).
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Comme la force de cisaillement dans la couche de cisaillement est :

_ ~9WF 11.31
N, Gan (11.31)

Alors, la force de cisaillement de la plaque selon [55] est :

_ ) ow
Qn = —Do-Vwp + Ga—; (11.32)

Nous pouvons écrire les trois conditions aux limites nécessaires pour le bord comme suit :

Tlt

wpls = Wrlg ; [Mylg = 0; [Qn ]B = N.g (11.33)

Le terme —=£ est la contribution habituelle des moments de torsion le long du bord libre de la

plaque. A1ns1, dans le cas d’une plaque circulaire de rayon a soumise a une charge axialement

symeétrique, les conditions aux limites le long du bord r = a sont [55] :

2
d“wp vdwp

wp(a) = wgp(a) ; [ r? =0 (1.34)

[D—Vzwp dep [dwF

(11.35)
Le premier terme dans la troisieme condition aux limites est la réaction de ligne concentrée le
long de la limite de la plague B. On peut constater qu'en raison de sa présence, la pente de la
surface de la fondation n'est pas continue a travers la limite de la plaque. Une autre fondation de

type Pasternak (qui sera mentionnée dans une section ultérieure) est illustrée a la Figure 11.9.

/ q
plate in shear
0 bending /9 layer
c\ { & ¢
G\ 1
T —— T T T I
k - < |
~PI S P2 s
(a) (b)

Figure 11.9 : Plague reposant sur une fondation de type Kerr [55].
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Pour dériver 1I’équation de la plaque, on considére la fléche de la plaque w constituée de deux

parties :

w(x,y) = wi(x,y) + wy(x,y) (11.36.2)
Ou:
w;: Fléche due a la contraction ou a 1’extension de la couche supérieure du ressort ;

w,: Fléche au reste de la fondation. Selon la figure 11.9.b et les équations (11.1) et (11.8).

p(x,y) = cwy (11.36.b)
p(x,y) = kw, — GV?w, (11.36.c)

Multiplier I'équation (11.36.b) par § et— VzTc, alors nous aurons :

k G
—P Vi = kw; = GV, (11.36.d)

La sommation des deux équations (11.36.c) et (11.36.d), nous donne :

k G
<1+E)p_?|72p =kw — GV3%w (11.36.e)

L'équation différentielle (I1.24) d’une plaque mince peut étre réécrite comme :

DV?V?w+p=q (11.37)

Multiplier I'équation (11.37) par—VZTG et =, nous aurons :

G G G
c c C

k k k
p \7w+cp Cq ( )

Apres la soustraction de I'équation (11.37), nous aurons :

Epvew — D (1+2) 74w + 672w — kw = 272 — (1 +5)q (11.39)

c

L'équation (11.39) et une équation différentielle partielle du sixieme ordre, qui fait apparaitre trois
conditions au limite (encastrement appuie simple). Alors, nous avons deux conditions aux limites
dont deux dues a la théorie classique des plaques, le troisieme est obtenu en considerant le

comportement de la couche de cisaillement [55].
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Figure 11.10 : Fondation sur une plaque circulaire encastrée [55].

En prend le cas d’une plaque circulaire encastrée le long du bord, selon la figure 11.10, soit :

o les deux équations (11.39.1) et (11.39.2) présentent le cas des deux conditions aux limites

de la théorie classique des plaques ;

e [I'équation (11.39.3) montre le cas de la troisieme condition aux limites (pour les cas de

forte adhérence du matériau de fondation sur le mur rigide) ;

e [I'équation (11.39.5) montre le cas de la troisiéme condition aux limites (pour les cas

d'absence de la force de frottement entre le matériau de fondation et le mur d'enceinte

présenté par I'équation (11.39.4)).

w(a) =0
[aw _ 0
orly=q -
wy(a) =0
Nr(a) =0
[% _0

ar 1,

Afin d'exprimer w,en termes dew, notons que selon I'équation (36), nous avons :

p(x,y) = c(w —wp)

(11.39.1)

(11.39.2)

(11.39.3)

(11.39.4)

(11.39.5)

(11.40)
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On substitue I'équation (11.39), on obtient par suite :

wy = 274w +w -1 (11.41)
Donc la condition a la limite selon I'équation (11.39.3), assume la forme :

[wyle = [DV*w + cw — ql, = 0 (11.42)

Mais pour le cas d'une plaque circulaire avec un bord libre soumise a une charge latérale g, nous

devons considérer deux régions qui interagissent a la frontiere de la plaque B [55] :

e Larégion de la plague R avec des déviations w, régies par I'équation du sixiéme ordre
(1.39) ;
e Larégion de fondation F environnante avec les déviations wy décrites par I'équation du
second ordre (11.8).
Notant qu'ici, a cause de la couche supérieure qui contient des ressorts, aucune réaction

concentrée ne peut se produire sur les bords de la plaque, huit conditions aux limites peuvent étre

prescrites :
dw, dwp
[M,)a = 05 V] = 05 we() = 05 wa(@) = we@); [52| =|FF]
Trois BC devraient garantir que wy, w, et leurs dériveés étre finis dans la région (11.42)
de la plaque R

11.5 Plagues sur Fondation ""Généralisée» :

Comme mentionné précédemment, le modele de fondation de type Pasternak illustré dans
la Figure 11.7 est identique au modéle mécanique possible pour le cas de fondation "généralisé™,
donc les problémes résolus par les travaux [63-69] sont également des solutions aux cas
correspondants de plaques sur une fondation de Pasternak et vice versa. Afin de prouver
I'équivalence de ces deux modeles de fondation, considérons I'équilibre d'un élément en plaque
interconnecté avec un élément de la fondation de Pasternak découpé par les surfaces x et x + dx,

y et y + dy, comme le montre la figure 11.11.
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Figure 11.11 : EIément de plaque interconnecté avec un élément
de la fondation de type Pasternak [55].

On peut voir que pour un élément de la plaque, les équations d'équilibre du moment sont égales a
celles de la théorie des plaques [81] plus les moments my, et ms,, respectivement, causés par les

forces de cisaillement N, et N,, de la couche de cisaillement, ou:

mgydxdy = (N, dy)dx = 0 et mg,dxdy = (N, dy)dx = 0 (11.43)

Selon I'équation (I1.5), nous aurons :

— =G— 11.44
~ 5 Msy (11.44)

Par conséquent, les moments ms, et mg, sont proportionnels aux pentes (ici identiques aux
angles de rotation) avec une constante de proportionnalité qui représente le module de
cisaillement G.ce qui donne une signification physique de la constante k, de I'équation (11.9).

11.6 Plaques sur fondation de Reissner :

L'équation différentielle pour ce probleme est obtenue en éliminant p des équations (11.11)

et (11.37) de la méme maniére que pour obtenir I'équation (11.39). Alors nous aurons :

Cy (&)
D4—Cll76W—D|74w+czl72W—clw=4—Cll72q—q (11.45)
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Il est intéressant de noter que pour le cas ¢ = 3k, I'équation (11.45) est identique a I'équation

(11.39) si I'on pose :

4

G =5HGs

4k (11.46)
3H

Ainsi établissant un modele de type Pasternak pour la fondation Reissner. Puisque I'équation
(11.45) est du méme type et du méme ordre que I'équation (11.39) et en raison de la similitude
physique du probléme, la discussion de la condition aux limites est tres similaire a celles
correspondantes a I'équation (11.39). A cet égard, il convient de noter que la troisieme condition
au limite suggéré par E. Reissner [73] qui est également inclus dans I’article de KS Pister et ML
Williams [83] n’est valable que dans un tres particulier cas ou le matériau de fondation sous la
plaque finie est séparé le long de la limite cylindrique du matériau de fondation ou des murs
environnants, comme dans le cas qui a conduit a la condition au limite présenté par I'équation
(11.39.5).

11.7 Fondation Viscoélastique Pasternak :

Pour que le concept de fondation de Pasternak soit étendu aux cas de déformations
viscoélastiques, on ajoute des éléments visqueux linéaires aux éléments élastiques du modele de
fondation en parallele et / ou en série. Donc il est possible de créer un certain nombre de modéles
qui dépendront du comportement de la fondation attendu. Pour démontrer la procédure, deux
possibilités de ce type seront décrites ci-aprés. Nous commengons avec un modéle représentant

une base de neige semi-infinie [84-85].

On peut constater qu’aprés une période initiale relativement courte, la relation temps-
déplacement est linéaire. Ceci suggeére la possibilité d'assumer la loi de Newton pour le
comportement visqueux. De plus, étant donné que les déformations élastiques qui se produisent
immédiatement apres l'application de la charge sont trés faibles comparées aux déformations de

fluage, il semble justifié de supposer un modele de fondation comme le montre la Figure (11.12).
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viscous
shear
P
5 layer
- 5 - -

Figure 11.12 : Fondation Visco de type Winkler Pasternak [55].

La déformation totale est alors :

Wtotal = Welastic T W (11.47)
Ou:
Weaastic - PeUt étre obtenu de la maniere habituelle ;

w : Déformation due au fluage.

La formulation mathématique de w est similaire a celle du cas élastique. Cependant, selon la loi

de la viscosité de Newton :

2°w d2%w ow

A A A i 11.48
Ne=Hoeae Ny =Hgac 7 9= (11.48)

Avec :
‘;’3—‘2’ : Vitesse descendante de la surface de fondation ;

u : Coefficient de viscosité ;

n . Coefficient de viscocompressibilité.

En voie que dans cette analyse, en plus de la constante élastique, deux autres constantes
mateérielles entrent, c'est-a-dire un coefficient de viscosité p lié aux déformations de cisaillement
des éléments de fondation verticaux et n qui est coefficient de visco-compressibilité.
(L'hypothése que n reste constant semble étre justifiée lorsque les dimensions de la fondation

sont trés grandes par rapport aux dimensions de la zone chargée).
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Puisque pour ce cas considéré les mouvements de la fondation sont tres lents, les termes d'inertie

sont négligés. En substituant les équations (11.48) a (I1.6), nous obtenons :

O W O Gont) =0 (11.49)
H\oxzar " ayzac) " Mo TP T '

La différenciation de I'équation (11.49) par rapport a t pour une charge indépendante du temps

p =p(x,y) laréduita:

2

Pour laquelle :
2 2
2 :% 6_2; 221 (11.51)
x? 0y I

L'équation (11.50) représente I'équation différentielle pour le déplacement vertical de la surface
de la fondation ddi au fluage. Dans le cas d'une charge linéaire P le long de I’axe des vy, I’équation
(11.50) se réduit a :

0% [ 9%
2 (Z 22 w=0 (11.52)

En supposant que la solution prend la forme w = X(¢)T(t) et en notant que pour t =0, les fleches

dues au fluage sont nulles, on obtient :

w(x, t) = %te‘lx xZ0 (11.53)
Pour certaines autres fondations telles que des couches de neige relativement fines ou certaines
fondations de pergélisol, ou apres l'application de la charge que les mouvements devraient
cesser, pour le chargement processus, un modele simple représenté sur la figure 11.13 peut étre
remis en question. Ici, le ressort élastique représente la rigidité de la fondation contre la

compression et détermine la valeur finale de la compressibilite de la base.
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viscous
o sheor
/ loyer

Figure 11.13 : Fondation Visco de type Winkler Pasternak pour le modele de Kelvin Voigt [55].

Cela n'a rien a voir avec les propriétés élastiques du matériau de fondation. Cette interprétation
semble justifiée puisque nous ne nous intéressons ici qu'a la réponse de la surface de fondation

aux charges. La formulation est comme avant. Alors :

0%w 02w ow
g N o =p—— : g.=n— 11.54
Ne=Hoxae Ny =Hgpae 7 Gs=Ng te (11.54)
En substituant les équations (11.54) a I'équation d'équilibre (11.6), on obtient I'équation suivante :

0 ow
—V2w—pn——c=— 11.55
Mat W= ot ¢ p ( )

Des solutions pour différentes configurations de charge peuvent maintenant étre obtenues.

11.8 Plaques sur fondation Viscoélastique :

L'équation différentielle d'une plaque élastique mince chargée latéralement et reposant sur une
fondation visqueuse du type Pasternak représenté sur la figure 11.14 est obtenu en substituant
I'équation (11.49) a I'équation (11.24).

Pour la déformationw(x, y, t), I'équation différentielle résultante pend la forme suivante :
202, _ 9 o2 ow _
DV<V-w “atV wtn—-=gq (11.56)
Mais pour le cas de la fondation représentée sur la figure 11.15, I'équation différentielle :

DVZVZW—M%VZW-I-T]Z—V:-FCW:C[ (11.57)
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elastic
plate in viscous
bending sheor

Figure 11.14 : Modele Visco-élastique de type Pasternak [55].

Avec les conditions aux limites de la théorie classique des plaques et des conditions initiales, les

équations (11.56) et (11.57) constituent les formulations du probleme respectif.

elastic
plote in viscous
bending shear
q loyer_\
111

Figure 11.15 : Modele Visco-élastique de type Pasternak pour le modéle Kelvin Voigt [55].

Dans les cas ou les déformations élastiques instantanées de la fondation causeront des
contraintes importantes sur la plaque élastique, la réponse élastique doit étre incluse dans la
formulation du probleme. Ainsi, dans certaines situations, le modele illustré a la figure 11.16 peut
constituer une représentation appropriée. L'équation différentielle pour ce probléme est obtenu

de la méme maniere que pour obtenir I'équation (11.39).L'équation résultante est :

Epd ey — n9)\p4 Ivew—nlw=H9p2, 19
cDatVW D(1+Cat)|7w+yat|7w natw_catv cocd ™4 (11.58)

Il est a noter que cette équation n'est valable que lorsque le changement de q avec le temps est si

faible que les termes d'inertie sont négligeables.Pour une charge indépendante du temps(x,y),

I’équation (I1.58) se réduit a :
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0 0
%—VGW - (1 + l—) Viw +

kO,
_ 1 - _ 1 11.59
3 V2w w ( )

D ot D ot D

La discussion de la condition aux limites est similaire a celle faite en relation avec I'équation
(11.39) mais, en raison de la variable de temps, les conditions initiales doivent également étre

prescrites.

elastic

plate in viscous

bending shear
q loyer

Jigaintinniinni

Figure 11.16 : Modeéle Visco-élastique de type Winkler Pasternak [55].

11.9 Conclusion :

Le modele le plus simple de la fondation élastique est de Winkler, qui considére la
fondation comme une série de ressorts séparés sans effets d’accouplement entre l'un et l'autre,
ayant comme inconvénient une fléche discontinue sur la surface d’interaction de la plaque. Mais
le modeéle de Pasternak qui consiste a introduire un certain degré d’interaction entre les ressorts
adjacents du massif de Winkler. Cette interaction est assurée par I’intermédiaire d’un coefficient
de rigidite tangentielle du sol en plus de la rigidité normale, la différence entre le modéle de
Winkler et celui du Pasternak n'est que le tassement uniforme du terrain est observé sous le bati
et son aucun déplacement en dehors de la zone de chargement dans le cas du modéle de Winkler,
alors qu’une continuité de déplacement du terrain sous et hors du bati est bien notée dans le cas
du modele de Pasternak. Par compte le modele Viscoélastique est caractérisé par trois parametres
homogenes, le module lineaire de Winkler, le module de fondation de Pasternak (cisaillement) et
le coefficient de Viscosité, du milieu Viscoélastique qui représente le contact entre la plaque et la

fondation.
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Chapitre 111 Theories des plaques

I11.1 Introduction :

L'utilisation de plaque est trés répandue dans tous les domaines, l'industrie sous marine,
aérospatial, le génie civil et dans des constructions courantes (ponts, toits de batiments,...), dans
le domaine de I'énergie, et dans la conception industrielle (turbines, piéces de mécanique,
carrosserie de voiture,...), ou, on les utilise sous différentes formes, circulaires, rectangulaires et
d'autre formes selon leurs utilisations. C'est pour cette raison que les plaques ont fait I'objet de

trés grand nombre de travaux depuis plus d'un siécle.

[11.2 Définition d'une plaque :

Une plaque est un solide défini par une surface de référence plane (x,y) et par une petite
épaisseur h(x,y), par rapport aux autres dimensions, a savoir la longueur et la largeur. Suivant
I'ordre de grandeur de h par rapport aux autres dimensions, on introduit I'adjectif mince au

épaisse aux plaques et aux coques.

Figure 111.1 : Géométrie d'une plaque a un point quelconque [88-89]

Cependant, ce qualificatif n'implique pas seulement une caractéristique géométrique, mais
définit aussi un role particulier des déformations dites de cisaillement transversal (CT). Cette
influence est d'autant plus importante que les structures sont minces car I'épaisseur h varie en

sens inverse de l'influence CT. La plaque peut étre constituée d'un matériau homogene.

Nous admettons généralement :
e Les plagues épaisses — < % < 2
plaq P 20 L 4

. h 1
o Les plagues minces - < —
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111.3 Différents types de plaques :

En fonction de la nature des matériaux qui les constituent et de la géométrie de leur section

transversale, les plaques peuvent étre classées en trois catégories [88,90] :

e Les plaques isotropes :
Elles sont constituées d'un matériau isotrope (acier, béton) et leur section transversale est
homogéne. Elles sont définies par deux parameétres élastiques (E: Module d'élasticité; v :
Coefficient de Poisson). On les retrouve dans les constructions civiles courantes (batiments,
ouvrages dart,...) ;

e Les plagues orthotropes :
Leurs proprietés élastiques sont différentes dans deux directions perpendiculaires.
L'orthotrope peut étre naturelle (bois) ou techniques (dalles rédies). Le comportement de ces
dalles est défini par quatre parametres élastiques et on les retrouve dans les constructions
navales, aéronavales, de réservoirs de l'industrie chimique, des batiments et d'ouvrages
dart;

e Les plagues anisotropes :
Leurs propriétés élastiques sont différentes dans toutes les directions. Neuf parametres
élastiques sont suffisants pour les devenir. Elles sont souvent constituées de matériaux

composites et sont surtout utilisées dans l'industrie aéronavale ;

111.4 Différents types de comportements des plaques :

L'énergie de déformation d'une plaque peut étre décomposée en flexion, membrane et
cisaillement. Lorsqu'on fait tendre I'épaisseur vers zéro, I'énergie de cisaillement devienne
négligeable et la déformation subie par la plaque appartient a 1'une des trois catégories
asymptotiques suivantes en fonction de la geométrie, des conditions aux limites et des forces
appliquées [91-92] :

e Pour la flexion et la membrane :
C’est la partie correspondante de I'énergie de déformation qui est dominant ;

e Pour le cas mixte :
Aucune partie n'est négligeable par rapport a l'autre. En considérant la méme force,
matériau et conditions aux limites, une plaque (plaque) peut exhiber des comportements
asymptotiques complétement différents en fonction de la nature geométrique de la

surface moyenne.
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L'espace continu des déplacements extensionnels «avec énergies de membrane et cisaillement
nul, est nommé V,» qui joue un role fondamental dans le classement évoqué ci-dessus : dans le
cas flexion-dominante, le probléme limite est formulé dans cet espace qui doit étre différent de

zéro, tandis que dans le cas membrane-dominante, cet espace est réduit au champ nul.

111.5 Etat membranaire et état flexionnel :

Selon le mode du comportement ; I'état de contrainte par lequel I'élément structural résiste
aux actions extérieures, est caractérisé par les efforts intérieurs définis au niveau de la surface
moyenne. La trace de cette surface dans une section droite s'appelle la ligne moyenne. Les efforts

intérieurs sont décrits par unité de longueur de ligne moyenne dans les sections droites :

e L'état membranaires associe aux efforts intérieurs de type force agissant dans la surface
moyenne, & savoir les efforts normaux et les efforts tangentiels [93] :

» L'élément de paroi est défini par sa géométrie plane de surface moyenne (plan moyen) et
par son épaisseur : sollicitée par des charges agissant dans son plan moyen, il résiste par un
état membranaire (figure. 111.2.a) ; les efforts normaux et tangentiel résultent d'ailleurs de
I'état plan de contrainte ;

» L'élément de plague-membrane est la superposition des deux cas précédents et réunit donc
I'état membranaire de paroi et I'état flexionnel de plaque (figure.l11.2.c) ; bien que plan, il
se comporte de maniére spatiale, pouvant étre soumis a des charges quelconques, tant
paralléles que perpendiculaires a son plan moyen; il constitue la base des structures
plissées.

o | 'état flexionnel regroupe les efforts intérieurs de caractere flexionnel, soit les moments de
flexion, les moments de torsion et les efforts tranchants [92] :

» L'élément de plagque est défini par la géométrie plane de sa surface moyenne (plan ou
feuillet moyen) ; il résiste aux charges agissantes normalement a son plan moyen par un

état flexionnel (figure. 111.2.b).

» Enfin I'élément structural de plaque est, par nature, la courbe spatiale ; il utilise les deux
états d'effort, membranaire et flexionnel, pour s'opposer aux actions arbitraires pouvant le
solliciter (figure 111.2.d) ; exceptionnellement grace a sa courbure, une plague peut ne

résister aux charges que par I'état membranaire (structure gonflable, textile, peau, etc...).
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(c) Plaque membrane : superposition des états (d) Plaque cinq efforts intérieurs par
membranaire et flexionnel section droit

Figure. 111.2 : Efforts intérieurs dans une plaque [88]
111.6 Hypothéses pour I’étude des plaques :

la modélisation des plaques est un grand point d'interrogation, et pour remédier a cette
question, plusieurs travaux ont été mis en place, en premier celles de Kirchhoff [94-95] en 1850
et de Love [96] en 1888 qui établissent un premier modeéle en négligeant le cisaillement
transversales; il y a le modele des plagues minces établie pour satisfaire les structures fortement
élancées, puisque pour celles-ci, I’'importance relative des contraintes de cisaillement transverse
reste modérée. Toutefois, les théories classiques ne permettent pas d’atteindre une précision

satisfaisante dans trois cas [97] :

e [Lorsque I’élancement de la plaque est faible, les contraintes de cisaillement transverse ne
peuvent plus étre négligées vis a vis des autres composantes, il est alors recommandé

d’utiliser un modele adapté aux "plaques épaisses” ;
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e Dans le cas d’une étude dynamique, au voisinage d’un mode d’ordre élevé, le rapport entre la
longueur d’onde de flexion et I’épaisseur de la plaque peut se réduire suffisamment pour que
le mode de déformation s’apparente a la flexion d’une plaque épaisse ;

e Lorsqu’il y a un fort ratio de module de Young entre les couches de la plaque, la variation des
déformations de cisaillement au travers de la plaque est trés importante et doit étre prise en
compte. On retrouve cette situation dans le cas de ’application d’un dispositif amortissant

passif qui comporte un matériau viscoélastique a faible module de Young.

111.7 Modeéles de plaque multicouche :

Un modele de plaque, c'est le modéle pour lequel on effectue une approximation de
I’estimation des variables du champ de déplacement, généralement sur 1’épaisseur de la
structure. Il n’est pas rare de rencontrer d’autres définitions d’un modeéle de plaque, Carrera [98],
définit un modele de plaqgue comme un modeéle dans lequel le degré d’interpolation au travers de
I’épaisseur est au moins d’un degré inférieur a celui des autres directions, on distingue deux

grandes familles :

e Modeéles Equivalent Single Layer (ESL — modéle couche équivalente) : Expriment
chaque composante du champ de déplacement en fonction de variables définies sur un plan de
référence, décrit par les coordonnées x,y dans le plan, et fonction de z la direction normale au
plan x,y traduit ce qui se passe dans I’épaisseur. De maniére générale, z est découplée des
directions x et y. Chaque composante des champs de déplacement, de déformation et de

contrainte se développe selon z a I’aide de P fonctions de la fagcon suivante :

f,y,2) = (6 y)F1(2) + -+ f,(x, ) F, (2) (111.1)

De fait, le nombre de variables est alors indépendant du nombre de couches. Les fonctions F,(z)

sont géneralement obtenues en posant des conditions cinématiques sur lechamp de déplacement ;

e Modeles Layer-Wise (LW — par couche) : Proposent une variation des composantes du
champ de déplacement a I’intérieur de chaque couche. Les champs sont alors exprimés pour la

couche n de la fagon suivante :

[y, z) = [0 yIF(2) + -+ f7H(x, »)Fp (2) (111.2)
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Lors de la discrétisation du systéeme, le nombre de degrés de liberté du systeme est alors
directement dépendant du nombre de couches. De ce fait, ce dernier type de modele ne peut
étre considéré comme une formulation strictement bidimensionnelle. Bien qu’ils puissent se
révéler plus précis, ceux-ci impliquent souvent un plus grand nombre de degrés de liberté, ce

qui les rend moins avantageux que les modeles ESL.

111.8 Théories classiques des plaques :

Dans la littérature, plusieurs modeéles, qualifiés de modeles de plaque classiques sont

souvent cites et utilisés a des fins de comparaison. Nous en faisons ici une bréve description :

a. Théorie classique des stratifies (CLT) :

Ce modele est la généralisation pour des matériaux anisotropes du modeéle de Love-Kirchhoff
[94-96]. Cette théorie ne tient pas compte du cisaillement transverse et suppose que les
déplacements de membrane, en tout point de la plaque, sont uniquement dépendants des
déplacements de membrane uf et u) et des dérivées de la fleche w9 au plan de référence

(’exposant 0 indique que la variable est exprimée au plan de référence).

Le champ de déplacement associé est présenté dans 1’équation (111.3). La figure 111.3 illustre

I’état déformé d’une structure monocouche avec le modéle de Love-Kirchhoff [97] :

Ue(x,y,2) = ug(x,y) — 2w (x,y) (111.3.9)

w(x,y,z) =wo(x,y) (111.3.b)

La section de la poutre déformée reste orthogonale a 1’axe neutre, les contraintes et déformations
de cisaillement transverse sont nulles. Cette formulation a tendance a sous-estimer les fleches et
surestimer les fréquences propres des structures modélisées, cette erreur étant encore plus grande

pour les stratifiés fortement anisotropes.
Cependant, ce modéle permet de décrire correctement le comportement de plaques simples

fortement élancées ou avec une épaisseur faible par rapport a la longueur d’onde de flexion, d’ou

son appellation de modele de "plaques minces".
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Figure 111.3 : Parameétres géométriques d’une structure monocouche
avec le modeéle de Love-Kirchhoff [97].

b. Théorie de déformation en cisaillement au premier ordre (FSDT) :

Aussi appelé modele de Mindlin-Reissner ou encore "théorie des plaques épaisses”, ce modele
pose pour hypothese une déformation de cisaillement transverse constante au travers de
I’épaisseur de la plaque, le déplacement d’un point de la plaque dépend cette fois de u? et u9 des
dérivées de la fleche wd et des cisaillements y2;. L’équation (II1.4) présente le champ de
déplacement associé a ce modele.

Celui-ci, développé par Reissner [99], fut le premier modéle de plaque prenant en compte les
contraintes de cisaillement transverse ; Mindlin [2] développa la théorie de déformation en

cisaillement au premier ordre basé sur les déplacements.

Ua(x,y,2) =ug(x,y) — z (y23 (x,y) —wd(x, y)) (111.4.9)

w(x,y,z) =w?(x,y) (111.4.b)

Le plus souvent, le champ de déplacement li¢ a la FSDT est écrit en fonction des
rotationsg2 (x, ¥) = y2;(x,y) —wS(x,y). Il est donc commun de rencontrer le champ de

déplacement associé sous la forme suivante :

U, (x,y,2) = ud(x,y) — z¢, (111.5.a)

w(x,y,z) =w’(x,y) (111.5.b)
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Figure 111.4 : Parameétres géométriques d’une structure monocouche
avec le modéle de Mindlin-Reissner [97].

C. Théorie de déformation en cisaillement d’ordres supérieurs (HSDT) :

La théorie de déformation en cisaillement d’ordres supérieurs est développé par Reddy [10], ce
modele, reprenant les bases de la théorie de déformations en cisaillement au premier ordre,
impose une variation des déformations de cisaillement transverse selon un polynéme du
troisiéme ordre permettant aux contraintes de cisaillement transverses d’étre nulles aux limites
superieures et inférieures du stratifié. La formulation proposée par Reddy implique donc le

champ de déplacement suivant :

473
ua(x'y'z) = u?z(x'}") - Zw(gt(x'y) + (Z _W)Yao3(x'y) (IIIGa)

w(x,y,z) =w’(x,y) (111.6.b)

Pour un stratifié défini entre —h/2 et h/2 avec h I’épaisseur totale du stratifié¢. Ce modéle est

particulierement efficace pour modeliser la flexion de plaques isotropes [97].

111.9 Modeéles de plaque de type ZIG-ZAG :

Selon Carrera [100], les structures multicouches font apparaitre un champ de déplacement
continu par morceaux au travers de 1’épaisseur du stratifié. Le changement de pente d’une
variable du champ de déplacement entre deux couches considérées parfaitement liées est connu

sous le nom d’effet Zig-Zag (ZZ).
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Cet effet est d0 aux conditions de continuité inter laminaires des contraintes de
cisaillement transverse. Cette théorie adonné lieu a plusieurs modéles ESL ou encore LW. Parmi

les modeles ESL ceux-ci sont divisés par Carrera [101] en tant que :

e Théorie de multicouche de Lekhnitskii (LMT-Lekhnitskii multilayered theory) [102];
e Théorie de multicouche de Ambartsumian (AMT-Ambartsumian multilayered
theory)[103].

Qui toutes deux imposent des conditions de continuité des contraintes de cisaillement transverse,
comme proposé par Whitney [104]. Le modele Reissner multi-layered theory (RMT — théorie de
Reissner multicouche) fait quand a lui appel a des hypotheses de déplacements et de contraintes

de cisaillement transverse indépendantes.

Dans la continuité des modéles RMT, Murakami [105] propose un jeu de fonctions polynomiales
simples capables d’émuler I’effet ZZ. Plusieurs travaux ont ensuite Suivi ceux de Murakami,
parmi les plus récents, on peut notamment citer ceux de Demassi [106] qui propose des fonctions
Zig-Zag d’ordre plus élevées, et de Brischetto [107]qui réalise une étude sur des panneaux
sandwichs basée sur des fonctions Zig-Zag .

Il convient aussi de mentionner dans la catégorie des modéles ZZ les articles de Pai [108] et de
Kim [109] qui proposent deux autres fonctions polynomiales par morceaux (un polynéme pour
chaque couche) de description de la déformation de cisaillement transverse permettant la
description de la répartition du cisaillement au travers de 1’épaisseur du stratifie. Tous deux
respectent les conditions de contraintes nulles aux limites supérieures et inférieures du stratifié
ainsi que la continuité des contraintes aux interfaces. Les fonctions en résultant sont alors une
série de polynémes du troisieme ordre, continus entre chaque couche, permettant d’assurer les

conditions de continuité requises.

111.10 Théorie des plagues minces :

La vibration en flexion des plaques est modélisée par essentiellement deux théories (hors
théorie des milieux continus) : celle des plaques minces exposée dans ce chapitre et celle des
plaques épaisses traitée au chapitre suivant. La théorie des plaques minces énoncée par Love [96]

sur les hypothéses de Kirchhoff s’inspire de celle des poutres minces de Euler-Bernoulli [110].

50



Chapitre 111 Theories des plaques

111.10.1. Hypotheses :

Les hypothéses cinématiques adoptées pour les plaques minces par Kirchhoff généralisent a deux

dimensions celles adoptées pour les poutres sans déformation a I’effort tranchant [110] :

e La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions (elle possede un plan moyen
aussi appelé plan neutre) ;

e Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et normales a
celui-ci. La déformation en cisaillement transverse est donc négligée ;

e Les termes non linéaires du déplacement sont négliges, en particulier, I’inertie de rotation
est négligée. Seul le déplacement transversal w est considére ;

e La contrainte 0, dans la direction transversale est nulle. Elle doit en effet s’annuler sur
les faces extérieures et, du fait que la plaque est mince, il est naturel d’admettre qu’elle

est nulle en tout Z.
111.10.2. Champs de déplacement :
Les composantes des champs de déplacements pour cette théorie des plaques minces

S’expriment comme figure 111.5 [110] :

w aw
— vy, z,t) =—2z—; wx,yzt) =w(xyt) (1.7

u(x,y,z,t) =—z 9% 3y

Ou:
X, y et z : les coordonnées d’un point de la plaque dans un repére cartésien et galiléen ;

t - la variable temps.

L’écriture de I’équation du mouvement (w), dans I’approximation de 1’¢lasticité linéaire :

Pour le cas de la flexion de la plaque Pour le cas de la flexion des poutres
d’Euler-Bernoulli :
0w 2
4 _ a‘w
DV*w + ph—— = f (111.8) EIV*w +pS— = f (111.9)
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ou:

D : le module de rigidité en flexion ; ' »
E : le module d’Young du matériau utilise ;

h :1’épaisseur de la plaque ; . )
P prad I : le moment quadratique de la section ;

. la masse Volumique du matériau . i
p g S : la section de la poutre considérée ;

constituant la plaque ;

f :laforce imposée ;

<~

: Popérateur (9/0x + 9/0y).

Du fait de I’operateur du quatriéme ordre et du signe + entre les termes du membre de
gauche, il ne s’agit pas d’une équation d’onde. En conséquence, les vibrations de flexion
transmises dans une poutre ou une plaque seront par nature dispersives (la vitesse de propagation
est fonction de la fréquence). Dans le cas d’une plaque simplement supportée sur tous ces bords,

en régime de temps harmonique, le déplacement transversal w(x, y, t) est de la forme [110] :

w(x,y,t) = wysin(k,x) sin(kyx) sin(wt) (111.10)

Ou :
w : Pulsation ;
k,: Nombre d’onde associé a la direction (0,) ;
k,: Nombre d’onde associ¢ a la direction (Oy) ;

k : Nombre d’onde, k* = ki + k.

En faisant usage de 1’équation (l11.8), sans terme force, et en utilisant 1’expression du
déplacement w(x,y,t) précédente, on peut écrire 1’équation de dispersion pour cette plaque

mince simplement supportée comme [110] :

D
w? =kt— (1.11)

I11.11 Théorie des plaques épaisses :

Lorsque I’épaisseur de la plaque ne permet plus de vérifier les hypotheses de Kirchhoff
quant a leur mouvement de flexion (elle n’est plus trés petite devant la dimension des ondes de

flexion), une théorie plus compléte basée sur celle des poutres de Timoshenko est nécessaire.
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Rayleigh en 1877[111] puis Timoshenko en 1921[112-113] montrent que la prise en compte des
effets d’inertie de rotation et de cisaillement affecte les fréquences propres de flexion des
poutres. Ces deux effets tendent a diminuer les fréquences de résonances calculées en raison de
la croissance de I’inertie et de la flexibilite du systeme. Une extension a la théorie des plaques
quant au cisaillement est proposee par Reissner en 1945 dans le cas statique [99]. Une premiere
théorie pour le cas dynamique, incluant les effets du cisaillement et de 1’inertie de rotation est
proposée par UFLYAND en 1948[114]. C’est cependant I’article de Mindlin [2], publié trois ans

plus tard qui sera pris en considération.

111.11.1. Hypotheses :

Les hypothéses de Mindlin, reprennent les points 1 et 4 de celles de Kirchhoff mentionnées
précédemment dans les hypothéses de la théorie des plaques minces, par contre, les points 2 et 3
ne sont plus retenus afin de prendre en compte les deux nouveaux effets [110].

111.11.2. Champs de déplacement :

Dans la théorie des plaques de Reissner-Mindlin [2], les composantes des champs de

déplacement sont définies comme figure 111.5 [110] :

U(x'y'z; t) = _ley(x;y' t) (|”12)

u(ny'Z' t) = _Zl»bx(x'y' t)
{W(x'y'z' t) = W(x'y' t)

Ou:
u et v : Déplacements dans le plan de la plaque coordonnées d’un point de la plaque ;
w: Déplacement dans transverse ;
t : Variable temps ;
Y, Rotation en flexion de normales transverses a I’axe X ;

¥, Rotation en flexion de normales transverses au axes y.
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Figure 111.5 : Schéma des déplacements pour la théorie des plaques de Mindlin [110]

111.11.3. Relations contraintes-déformations :

D’apres les 3 relations du systeme (111.12), les expressions linéaires des déformations s’écrivent :

_Ou alpx du O0v 0P, 0Py,
Exx a ax 5 Txy ngy = @ + a —Z( ay + W
ov oY, ou ow aw
< — =—z—2 = —_—t—=— — 11.13
Eyy dy dy ’ Txz = 2z 0z  0x ¥ ox ( )
ow ) v Oow _ ow
L €27 E ) Tyz gyz 5 ay _l/)y E

111.11.4. L'énergies de déformation :

L’énergie de déformation due au mouvement de flexion de la plaque est donnée en fonction des

tenseurs de contraintes o et de déformations ¢ :

1
T = —fast (111.14)
2 %4

Soit en utilisant les relations contraintes-déformations précédentes, les hypothéses des champs de

déformations et la loi constitutive de Hooke pour un matériau isotrope et homogeéne :
0y Yy

J [ {alpx _y>2_2:1_v)[<6x jy %( )2)]}
+KZGh{(a—1/)x) +(g—‘;/—zpy) } dA

2 : Facteur correcteur de cisaillement.

oy,
0x

Wy

P)
Y (111.15)

Ou:
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L’énergie cinétique de la plaque s’écrit :

f [ atz (?:)]d" (111.16)

En explicitant les champs de déformation et en intégrant sur 1’épaisseur 4 de la plaque, on obtient
finalement :

dA (111.17)

o ol e ()

111.11.5. Equations du mouvement :

L’écriture du principe de Hamilton, d’aprés les fonctions énergétiques obtenues en (111.15) et

(111.17), appliqué aux plaques épaisses libres, aboutit aux équations de mouvements [94] :

Yy alpy ow ph3 azlpx _
[(1 - V)Vzll)x + (1 + V)—( Ox + W)] - KZGh (lpx —a> —E EYS) =0 (III18a)
0, 0P, ow\ ph3 9%y,
[(1—V)Vz¢y+(1+ )—<W+W>:|—K26h(l/)y—5)—§ a2 =0 (|||18b)
o, O, ?w
K2Gh (Vzw o ) —ph—7 =0 (111.18.¢)

Ou les termes 92y;/dt? (i = x, y) des équations (111.18.a) et (111.18.b) représentent les termes
d’inertie de rotation. De ces équations, on peut aisement retrouver les équations des plaques
minces (111.7) en posant comme conditions sur les déplacements, et en négligeant les termes liés

a I’inertie de rotation :

B ow
d)x - ax
ow (111.19)
lpy _E
}cz — 00

L’hypothése de Mindlin-Reissner nécessite I'introduction de coefficients de correction
permettant de tenir compte de la distribution réelle des contraintes de cisaillement dans

I'épaisseur. Dans le cas des plaques isotropes, le facteur couramment employé est 5/6.
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Ce facteur est obtenu par comparaison de la densité d'énergie de déformation de cisaillement
obtenue, d'une part, par la théorie délasticité, et, d'autre part, a partir des contraintes de

cisaillement induites par la théorie de Mindlin-Reissner [99,115].

Certains auteurs [2,116] ont préféré le calcul du facteur correcteur a partir des considérations
dynamiques (équivalence de fréquence propre associée au mode de vibration en cisaillement

transversal ou vitesse de propagation d'ondes de flexion).

Pour les plaques composites, deux facteurs de correction sont généralement introduits : Owen et
Figueiras [117] ont fixé ces facteurs en partant des équations de I'équilibre local et en adoptant
I'nypothése de la flexion cylindrique suivant deux directions orthogonales. Batoz et Dhatt [118]
ont eu une démarche similaire. En abandonnant I'hnypothese précédente, ils aboutissent a une
matrice de comportement faisant apparaitre ces facteurs de correction de maniere implicite.

Notre démarche s'inscrit dans le méme cadre. Elle est basée sur les hypothéses suivantes [119] :

e Equivalence de la densité d'énergie de cisaillement deduite, d'une part, de la théorie de
I'élasticité tridimensionnelle, et, d'autre part de la théorie des plaques de Mindlin-Reissner ;

o Utilisation des équations de I'équilibre locale.

D’autres théories ne nécessitant pas de facteur de correction ont €ét€¢ proposées, notamment
par J. N. Reddy [120] qui utilise une interpolation polynomiale du troisiéme ordre pour la
déformation en cisaillement. Ces théories d’ordres supérieurs impliquent cependant une mise en

ceuvre difficile par rapport au faible gain de précision sur les résultats [110].

111.12 Plague multicouche :
111.12.1. Flexion pure :

Le modeéle de plague équivalente de Ross-Kerwin-Ungar (RKU) [121], couramment utilisé
dans 1’étude vibratoire de multicouches visco-élastiques, est basé sur la théorie des plaques
minces. Appliqué a une bicouche, on écrit pour hypothése que 1’épaisseur h, de la premiere

couche est supposée faible devant celle de la couche supérieure h,

Négliger 1’épaisseur h,; devant h, impose aux champs de déeplacements de cette derniere

couche des expressions similaires a celles de la premiere.
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L’origine des cotes - axe (0z) est alors le plan neutre de la 1% couche, les modules de rigidités
des deux matériaux D, et D, doivent étre calculés par rapport a ce plan neutre figure I11.6.
Mathématiquement, tout se passe comme si la bicouche se comportait comme une plaque

homogene de masse et de module de rigidité modifiés [110] :

La rigidité de flexion complexe D;,est la somme des rigidités de flexion des deux couches

calculées avec respect par rapport a la position du plan neutre :

D1z =Dy + Dy (111.20.)

L’amortissement structural total en fonction d'une égalité des parties réelle et imaginaire :

_ nyRe(Dy) + nyRe(D,)

= 111.20.b
2 = "Re(D,) + Re(D,) ( )
Avec :
( E d./2
D, = L 2_[ z%dz
1-viJ a2
p du/2d, (111.20.c)
D, =—2 2_[ z%dz
1-=v3Ja, )2
La masse volumique du systeme est calculée en fonction des masses de chaque couche :
p1hy + p2h;
- (111.20.d)
P12 hy + h,

Ou:
D,, : Module de rigidité en flexion du matériau de la couche n ;

pn - Masse volumique ;

h, : Dénote I’épaisseur de la couche n.

Ce modele équivalent visco-élastique simple atteint ses limites lorsque la seconde couche est
d’épaisseur non négligeable par rapport a la premiére (on sort de I’hypothése principale de
calcul). La position en fréquence des résonances ainsi que le facteur de pertes n,,, sont

surestimés.
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Pour remédier a ce désagrément, la prise en compte du cisaillement dans la seconde couche doit
étre faite. Dauchez et al. [122-123] en donnent un exemple appliqué a 1’étude d’un systéme de

plaque en aluminium plus une plaque d’un matériau poro-élastique.

Figure 111.6 : Schéma des déplacements pour une structure en bicouche [110]
111.12.2. Modeéle de flexion et cisaillement :

Le développement de Dauchez 1’améne a récrire le module de rigidité en flexion du systeme

comme :

Dy, = D; +D,Cs(k?) (111.21)

Ou:
Cs(k?) : Facteur de correction des effets du cisaillement sur le module de rigidité en flexion.

Ce facteur dépendant du nombre d’onde, il dépend également de la fréquence.

Cette modification du module de rigidité affecte directement 1’expression du facteur de perte
structural du systeme n,,, défini comme le rapport de la partie imaginaire sur la partie réelle du
module de flexion. Des calculs plus détaillés sont regroupés dans un rapport interne au GAUS
remis par S. Rigobert [110].

La nouvelle relation de dispersion du systéme dans le cas d’une plaque équivalente

simplement supportée s’écrit comme :

D12

w? =kt ———
p12(hq + hy)

Cs(k?) (1.22)
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Elle est a mettre en relation avec 1’équation (111.11) de dispersion typique pour une plague mince.
On peut montrer que C, est inférieur a 1. Son effet est donc, comme attendu, de diminuer les

positions en fréquences des résonances du systeme [110].

111.13 Conclusion :

Comme on a vue ci-dessus, il existe donc de différents types de plaques (isotropes,
anisotropes et orthotropes) qui se comportent avec différents comportements (flexionnel,

membrane ou mixte), dont les études se faits dans différents états (statique, dynamique).

Ces études se basent genéralement sur différents théories, principalement on utilise celle de
Love - Kirchhoff dans le cas des plaques minces, et celle de Reissner Mindlin dans le cas des

plaques épaisses.

Diverses théories sur les plaques ont été développées jusqu'a présent, notamment la théorie
classique des plaques (CPT), la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre
(FSDT), la théorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur (TSDT), les théories de la
déformation par cisaillement d'ordre supérieur par Reddy et Touratier (SSDT). Beaucoup d'entre
elles ont été reformulées en utilisant les relations constitutives différentielles de la théorie des
plaques raffiné.

Les théories d’ordre supérieur proposent un gauchissement de la section par I’introduction
d’une forme cubique du déplacement. Et je vise a examiner les vibrations libres des plaques en
FGM reposant sur des fondations viscoélastiques de Winkler-Pasternak par l'utilisation d'une
théorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur, et en incluant une nouvelle fonction
de gauchissement, et j'espére aboutir a un modeéle plut6t une fonction de forme de cisaillement
qui soit raisonnablement précis et simple a utiliser pour étudier le comportement vibratoire libre

de plagques de mateériau de calibre fonctionnel reposant sur des fondations viscoélastiques.
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Chapitre IV Etude analytique de la vibration d'une plaque en FGM sur fondation viscoélastique

1V.1 Introduction :

Notre travail, consiste a présenté une étude de la vibration libre avec la théorie des plaques
raffinée & deux variables en cisaillement d'ordre supérieur, en incluant une nouvelle fonction de
gauchissement. La plaque utilisée en FGM reposant sur des fondations viscoélastiques de type
Winkler-Pasternak. Les équations d'équilibres sont derivees du principe des déplacements
virtuels. Des exemples illustratifs sont donnés pour résoudre le probléeme de la vibration libre
d’une plaque rectangulaire sous différents conditions aux limites. De plus, les effets de
I'amortissement sur les vibrations libres sont examinés en détail, en tenant compte de divers
parametres, geéométriques et mécaniques. Les résultats obtenus avec la nouvelle fonction de
forme de cisaillement des fondations viscoélastiques sont en bon accord avec les autres résultats
rapportés dans la littérature, et la méthode proposée peut facilement étre utilisée pour résoudre
les problémes de vibration libre des plaques en FGM.

1V.2 Modélisation :

On considérée une plague en FGM représenté dans la figure V.1 reposant sur une
fondation élastique de type Visco — Winkler — Pasternak, ou k,, , k, et ¢, sont respectivement

les parametres de Winkler, Pasternak et le coefficient d’amortissement.

X o
‘\M el o
faredcg J= 8 = ——

Shear layer
2o

Shear coefficiens (Kp)
Speing element ™

Spring coeffictent
(Ew)

" Viscous element z
Danping eveffielent (Cd)

Figure IV.1 : Modelisation d'une plaque en FGM
avec l'effet de membrane de la fondation viscoélastique
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Les caractéristiqgues mécaniques de la plaque en FGM tel que le module de Young E, p masse

volumique et v le coefficient de Poisson varient le long de 1’épaisseur. Le systéme de coordonnés

(x,y,z) est placé au milieu de la plaque, les paramétres utilises sont définie comme suit: 0 < x <

a

; 0<y<bet-h/2<z<+h/2

V.3 Hypothéses :

L’étude analytique est fondée sur les hypothéses suivantes :

Les déplacements sont faibles en comparaison avec I'épaisseur de la plaque ;

Les déformations impliquées peuvent étre considérées comme infinitésimales ;

La contrainte normale o, est négligeable par rapport aux contraintes dans le plan o, et oy,

Les déplacements U et V dans les directions x et y respectivement consistent en des
composants d'extension, de flexion et de cisaillement ;

Le déplacement transversal W inclut les composants de flexion w,, et de cisaillement w,. Ces

composants sont des fonctions des coordonnées x et y uniquement ;

[Z7M2 () dz = 0; [ @)1, = 0 (IV.1)

V.4 Analyse :

Le champ de déplacement pris, est :

dwy (x,
(UG, y,2) = uo(x,y) - zw +Y(2)0,(x,y)
V(x,y,z) = vo(x,y) — z%j}c’}/) +(2)0,(x,y) (Iv.2.1)

W(x'y; Z) = Wo(x, }’)

Ou:

Ulx,y,2),V(x,y,2),W(x,y z : Déplacements selon x, y, z;

up(x, v), vo(x, y), wo (x, ) : Déplacement au milieu de la plaque ;

0, (x,¥), 0, (x,y) : Rotations selon les plans de flexion yz et xz respectivement ;
Y(z) : Fonction de forme déterminant la distribution des contraintes

et des efforts de cisaillement le long de I'épaisseur.
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Le déplacement transversal total W n’est que la somme de deux termes, due au moment

fléchissant wyet a I’effort tranchant w:

W(x,y,z) =wy(x,y) + ws(x,y) (Iv.2.2)

Le déplacement U selon x, V selon y est présente :

U =up+uy + ug
{V = v0+vb + Vg (IV23)
Tel que :
U = _Z(awb(xvY) + aWs(x:y)) . 9. = aWs(x'Y)_
’ 0x St ox (IV.2.4)
_ owy (x,y) + ows(x,y) _ows(x,y) -
vy = —z( 3y ); 0, = T:
Alors :
owg(x,y)
(us =Y(2) Sa—x
(IV.2.5)
ow(x,y)
v, = P(2) oy

IV.5 Etude cinématique :

Le champ de déplacement ci-dessous satisfait les conditions aux limites de la variation
quadratique de la contrainte de cisaillement transversale sur les faces supérieure et inférieure de
la plaque, a travers 1’épaisseur. Il n'est donc pas nécessaire d'utiliser des facteurs de correction de
cisaillement transverse comme dans le modéle de Reissner-Mindlin [2]. La nouvelle théorie
trigonométrique des plaques de deformation par cisaillement dans le présent modeéle n'implique

que quatre variables (u,, vy, wy,wg ). Par conséquent, I'équation (IV.2.1) devient :

0 ) owg(x,
(UG 3,2) = g y) — 222202 4 () — 2y 220Y)
v( ) = vy (%, y) — M.,. (2) — ows(x,y) (IV.2.6)
xX,9,2) = vo(x,y) — z 3y W(2) —2) 3y
W(x'ylz) = Wb(x:Y) + Ws(ny)
Et, puisque :
f(Z) — l,l)(Z) —z: l,l),(Z) — oY (z) — A(f(z)+z) (lVS)

0z 0z
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Alors I'équation (1V.2) devient :

owy (x,y) ows(x,y)
(V603,2) = gy ~ 22258 4 ) Y
_ dwp (x, ) dw;s(x,y)
V(x,y,z) =vo(x,y) — ZT+f(Z)T
W(ny'Z) = Wb(ny) + Ws(x'y)
Par conséquence, les déformations, soit :
( _0U(x,y,2) _ 0V (x,y,2) N oU(x,y,2)
fx =T gy PV T T dy
< 0V (x,y,2) _ _W(x,y,2) N oU(x,y,2)
T Ty VT T gy 9z
_oW(x,y,2) _ _W(x,y,2) N oV (x,y,z)
fz =T, T T, 9z
d Iwo (x,y)
Exx = a(uo(x;}’) - Oa + Y (2)6,(x, }’)>
d wo (X, y)
< 0
&y = 5| vo(X,¥) —z———— + YP(2)0, (x,
vy ay< 0( Y) y ll}( ) ( )’)>
\ €22z = &Wo(x;Y)
Et:
0 aWo( ,Y)
Yay = g(vo(x. y)— oy +Y(2)0, (x, y))
d aWo( ,Y)
+@(uo(x, Y)—z— —— +P(2)0x(x, y))
X
e = oo y) + 40 ) — 22225 40, (2, 9)
X2 gy 0N az\ o dx
Ve = s wo ) + (w0060 = 22225 4 e, (a,y)
YZ T gy OV az\ o dy
Elle devient :
I CS 9w, (x, ¥) 9@ 00, (x, y)
T ox dx?2 dx
_Ovg(x,y)  9*wp(x,y) 26y (x, y)
Eyy = dy —Zz 32 1/J(Z)T

(IV.4)

(IV.5.1)

(IV.5.2.a)

(IV.5.2.b)

(IV.6.a.1)

(Iv.6.a.2)
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&,,=0
_ avO(x' Y) auo(x; 3") aZWO(x; }’) aey(xﬁ }’) aex(xl y)
Yoy =g T dy dxdy Y@ ax dy

0

Xz = 9z (l/)(Z)Qx(x, Y))
0

ye = = (V20 ()

Alors :
g wo\ [ »(z) 06,
e Ox 0x2 aagx
XX 2
(‘%}y} % M l/)(Z)a—y
Ezz dy dy? Y
{V } = 0 r—zy 0 9 0 \
i v, ou 2 a6, 00,
Vxz 270,770 2 d Wo llJ(Z)(a—y + a_)
Vyz 0x ay 6x6y ,x y
0 0 Y'(2)0y
0 0 Y'(2)6,
Par suite, les déformations, prennent la forme :
dug(x,y)  0%wy(x,y) 0%w,(x,y)
xT 9y dx? +f(2) dx?
o (x,y)  0°wy(x,y) 0%w(x,y)
Eyy = 3y - 3y2 +f (Z)c')—yz
€,=0
0ve(x,y)  0Ouy(x,y) 2wy (x,y) 02w, (x,y)
o= o T oy Ty OG5
ow, (x y)
= —IIJ( ) ————=
ow, (x y)
= —l/)( ) ————=
Alors :
( Odug [ 0%wp )
ox 0x?
(en) | o ow, | [T
€27 dy dy? 0,
ey [ = 0 r—Z4 0 >+<2f(z)aws>
Yoz dvy  Jug 9%wy, dx0
o T A 2
kVyzJ dx Oy d0xdy x) Iws
0 ) 0 ) 9 ox
0 0 owg
[ 9(0) 3y

(Iv.6.a.3)
(IV.6.a.4)

(IV.6.a.5)

(IV.6.a.6)

(IV.6.b)

(IV.7.a)
(IV.7. b)
(IV.7.¢)
(IV.7.d)
(IV.7.¢)

(IV.7.9)

(IV.8)
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Puisque :

gx) =9'(2)

A la fin nous aurons, I'équation (1V.10) prend une simple

((Exx = Ugx — ZWpxx + f(Z)Ws,xx
Eyy = Voy — ZWhyy + f(2)Ws

f(Z)aZWs,xx )
f(Z)aZWs,yy
0
zf(z)azws,xy
g(x)0ws 4

-~

gx)ows,, )

forme :

Lyxy = (Vo,x + uO,y) - 2ZWb,xy + Zf(Z)Ws,xy
€2 =05 Vez =g(X)Wsy yYyz = g(x)Ws,y

Alors I'équation (I1V.4) devient :

U=uy—2zwpy + f(2)0w
V =vy—2zwp, + f(2)ows,
W =w, + wg

Par I’utilisation du principe de Hamilton :

h/2
5 (U+Us+K+W)dz=0
—h/2

Ou :
U Energie de déformation,
K Energie cinetique,
w': Travail des forces extérieurs,
Ur: Energie de deformation de fondation ;

Par I'utilisation du principe de minimisation d’énergie :

NS

h
2

- jhw 8GplU +V + ]dAdzde | =

0

lj ﬂ 6[O'xx€xx + 0yyEyy + TayVay + TyzVyz + szyxz]dAdz + f fedwdA
0

(IV.9)

(IV.10)

(IV.11)

(IV.12)

(IV.13.3)

(IV.13.b)
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Par suite :

h
2

[fh ff [axx&xx + ayyéeyy + rxydyxy + Tyzdyyz + szdyxz]dAdz + L fe dwdA
’ (IV.13.0)

h
- f : f f f 8p[USU + V6V + WoW]dAdzde | = 0
2

Remplacgant, I’équation (IV.11) et (IV.12) dans 1’équation (IV.13.c), nous obtenons :

h
2

lf hff [Uxxa(uo,x — ZWhex T [(Z)Ws 3x) + ayy5(v0,y —ZWpyy t f(Z)Ws,yy)
2

+ Tay 6 (Vo + 0Ugy) — 2202wy y + 2f (2)Ws xy) + 71,6 (g (X)Ws,)

+ Ty 6 (g (X)W ) |dAdz + .];2 fedwéA (IV.13.d)

- f H 8p|(do — 2wh,x + f (D)5 )6U

+ (Vo — 2wy + (D)W, )8V + (W + wy)SW]dAdzdt | = 0

Par suite :

[ ] M a1 [[ M ()t + [[ Resb(wse) a8+ [[ Ny, 800008
- f f My, 8(0%wp, gy )dA + f f Ryy8(Wsyy)dA + f f Nyy8(vox + Ugy)dA
- j f 2My (W xy )dA + f f 2Ryy8(Wsxy)dA + f Qy.8(wsy) dA
+ f f Qxz6(Wsx)dA + f fe SWOA

Q

- fﬂ. (118(%) - IZS(WB,x) + 145(W§,x)) (Sup)

128(tig) — I38(Wp) + Is8(Wix) ) 8(Wix)

148(tig) — I58(Whx) + 168(Wix) ) 8(Wix)

18(ve) — 158(Why) + 1s8(w3y) ) 8(vo)

128(Vo) — 138(Why) + 1s8(Wiy) ) 8(wiy)

+ (1:8(vo) — Is8(wiy) + 168(wi y) ) 8(wiy) + L S(wp) Wy

+ 1, 8(wp,) (8ws) + 1, 8(W) 8wy, + 15 8(W)Swy dAdt] =0

(IV.13.)

=
+
+
=
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Puisque :

h/2

11' 12: 13: 14.; 15; 16 = f p(l;Z;Zz;f(Z)!Zf(Z)!f(Z)Z)dZ
—-h/2

Les efforts prennent les valeurs suivantes :

h

r =
2
(Nxx; Nyy; ny) = f h(o'xx' o-)/)/’ Tx)’)dz

2
h

2
(Mxvayvaxy) = f h(o'xx: UYY'TXY)ZdZ
) .-

2
(Rxx'Ryy'ny) = jh(gxx' O'yy'Txy)f(Z)dZ

2
h
2

(Qxz Qyz) = f_ﬁ(rxz: Tyz)lp,(z)dz

Donc, pour avoir les équations d’équilibres, il faut :

Sug:
f f Nyex8(uo ) dxdy + f f Nyy6(ug,y)dxdy
- j f j (L8Gio) — L8(whx) + 1a8(w; x) ) (S1ig)dxdydt = 0
Svy:
ff Nyyé(vo,y)dxdy+ ff ny6(v0,x)dxdy
- J j f (L8 — L8(wp,y) + 1,8(w; ) ) 8(Wo)dxdydt = 0
Swp:

ff Mxx5(wb,xx)dxdy+ff Myyd(wb,yy)dxdy+ff ZMxyé‘(wb,xy)dxdy—ffe swddxdy
Q

_ ﬂf(([z(a(u'o) +8(v0)) — I (6(Whx) + 5(wpy))

+ 15 (8(w;,0) + 5(w;,y))) §(wix) + 1 (5Wy) + 8(vy))Wy Ydxdydt = 0

(IV.14.1)

(IV. 14.2)

(IV.15.a)

(IV.15.b)

(IV.15.¢)
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Sws:

ff RxxS(Ws,xx) dxdy + ff Rych(Ws,yy)dxdy + ff 2ny6(ws,xy)dxdy
+ ff Qyz6(ws,) dxdy + ff Qxz0 (W, )dxdy + fﬂfe dwdxdy
- f f f +(1(6Gi0) +800)) — 15 (8(wix) + (i)

1o (8(wsa) + 5(w;,y))) (W) + I (5(Wy) + 8(wy))Swedxdydt = 0

(IV.15.d)

Donc, aprés intégration par partie, les équations d’équilibres prendront les formes suivantes :

Eql:

Nyxx + Nyyy = I1tlg — IZVi}b,x + [4Ws (IvV.16.1)
Eq2:

Nyyx + Nyyy = 11Vg — I;Woy, + LWs )y, (IV.16.2)
Eq3:

Mxx,xx + Myy,yy + 2Iny,xy - fe
=1 (uo,x + ijO,y) - 13 (Wb,xx + Wb,yy) + IS (Ws,xx + Ws,yy) +1 (Wb (IV'16'3)

+ wyg)
Eq4:

Rxx,xx + Ryy,yy + Zny,xy + QXZ,X + Qyz,y + fe

) " . . . . T (IV.16.4)
= 14 (uO,x + 170,y) - IS (Wb,xx + Wb,yy) + 16 (Ws,xx + Ws,yy) + 11 (Wb + Ws)

Considérons une plague FGM contenant du métal et de la céramique uniformément répartis. La

regle modifiée des mélanges selon I'équation (1.3.a) [46-49] est :

P(z) = BV, + PV, (I.3.a)

La densité de la plaque varie selon une loi de puissance dont I'exposant peut étre modifie dans le
but d'obtenir des différentes distributions des matériaux sur I'épaisseur de la plaque. La teneur

totale en fraction volumique des constituants métalliques et céramiques est :
Vp+V. =1 (1.3.b)
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Et la distribution de la loi de puissance de la fraction volumique céramique peut étre exprimée

comme suit :

z 1\P
Ou:
p:. Paramétre matériels ;

h: Epaisseur de la poutre.

Par conséquent, toutes les propriétés du matériau a gradation fonctionnelle (FGM) peuvent étre

écrites comme :

z p
P(2) = (. — Py) (2+2) + P (IV.17)
De plus, les équations exprimant le module de Young (E) et la densité du matériau (p) , d’une

plaque en matériau FG imparfaite peuvent s’écrire :

E(z) = (Ec = En)Ve(2) + Epy (1.5)

0@ = e = o) (2 +3) + o (1v.18)
Ou :
E.: Module de Young de la céramique (la surface supérieurez = +h/2 de la poutre en FGM) ;
E,,: Module de Young du le métal (la surface inférieurez = —h/2 de la poutre en FGM) ;
p: Exposant de la fraction volumique ;

v: Coefficient de Poisson est supposé constant.

Afin d’avoir les relations entre contraintes et déformations, Soit le tenseur des contraintes :

(Oxx\ 011(2) Q912(2) 0 0 0 0 (Exx
Oyy 012(2) Q22(2) 0O 0 0 0 Eyy
=\ _|"0o o 0 0 0 0 )&z IV.19
Txy - 0 0 0 966(2) 0 0 Vxy ( ' )
Tyz 0 0 0 0 Q44(2) 0 Yyz
Txz l 0 0 0 0 0 QSS(Z)J yxz}

Ou:
Oxx; Oyys Ozz;5 Txy s Tyz; Txz - COMposantes des contraintes ;
Exx i Eyy i €225 Vay s Vyzs Yaz . COMposantes des déformations ;

Qij : Constantes élastiques.
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La représentation des Q;; en fonction du module dYoung E et de coefficient de Poisson v se fait

comme suit :
E
011(2) = 922(2) = 1 _(Z32 (V. 20.a)
E
Q12(2) = 021(2) = : _(i)z (1V. 20.b)
E
04s(7) = Qs55(2) = Qe (2) = % (V. 20.)
Donc :
Oxx = Q11(2)exx + Q12(2) gy, (IV. 21.3)
ny = le(z)sxx + QZZ(Z)Eyy (lV 21b)
0,2 =0 (|V 21.C)
Txy = Q66(2)Vxy (IV. 21.d)
Tyz = Qaa(2)Vy2 (IV. 21.e)
Tz = Q55(2)Vxz (IV. 21.f)

IV.6 Equations constitutives :

L'énergie de déformation totale de la plaque en FGM, comme le montre la figure 1V.1, est

donnée comme suit :

1
U= E.U [axxsxx + 0yyEyy + TayVuy + TysVyz + szyxz]dxdydz (IvV.22)

En introduisant les équations (1V.21) dans I'équation (1V.22), I'énergie de déformation pour la

contrainte plane supposée peut étre écrite comme suit :

1
v= E.Uf [QM(Z) [exx]? + 2012(2)&xxeyy + 022(2) [Syy]z + Q66(2) [ny]z

i (1V.23)
+QuD[1yz]” + 055(2)[xz)?] dxdydz
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La substitution des expressions de déformation dans I'équation (1VV.11) donne I'énergie de
déformation comme suit :

U= %ﬂ-f [Q11(Z)[u0,x — ZWpxx + f(Z)Ws,xx]z
+2012(2)[ttox = 2Wp ax + F(DWs ] [V0y = 2W
+ fF(@DWsyy| + 022D [voy — 2Wpyy + f (z)wsw]2 (1V.24)
+ Q66 (Vox +Uoy) = 22Wh uy + 2f (DIWs |
+Qus(@[gIWsy]” + Q55 (D[g(IWs ]| dxdydz

Afin d'abréger le volume de calcule on introduite les parameétres de rigidité dans I'équation
(IV.24):

h/2
{4ij By, Dij} = j {1,2,2%}9,;dz (i,j =126) (IV. 25.a)
—h/2
"2 (IV. 25.b)
(Br.of )= | U@a@ @0 @j=126
{A{]} = f_h}«{fz{g(z)z}gijdz (i,j = 45) (V. 25.¢)

En substituant les équations (1V.11), (1V.12) et (IV.25) dans I'équation (1V.24), et en intégrant a
travers I'épaisseur de la plaque, I'équation (1V.24) peut étre réécrite comme :

v =3 [ melvdaxay (1v.26)
Ou:
3 = o Vo (U Vo b W s W s W s WG W, W o W W (IV.27.9)
An A12 0 - 811 - BlZ 0 0 0 Blfl Blfz 0
Aiz Azz 0 - BlZ - Bzz 0 0 0 Blfz Bzfz 0
0 0 A 0 0 2B 0 O 0 0 2B,
- Bll - BlZ 0 D11 D12 0 0 0 - D1f1 lez 0
- BlZ Bzz 0 D12 Dzz 0 0 0 - lez szz 0
M:=| O 0 -2B, O 0 4D, 0 0 0 0 -4D/ (IV.27.b)
0 0 0 0 0 o0 A, 0 o0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 A. o0 0 0
Blfl Blfz 0 - D1f1 - lez 0 0 0 Fl; F1; 0
Blfz Bzfz 0 - Blfl - f2 0 0 0 F1£ szz 0
0 0 2B, O 0 -4D;, 0 0 O 0  4F|
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L'énergie cinétique totale d'une plaque FGM peut étre exprimée comme suit :

h
105 S
K = Eﬁf p(D[U? + V2 + W?| dAdz (IV.28)
-hJa
2

En substituant les équations (1V.12) dans I'équation (I1\VV.28), nous aurons :

_1 : L .32
K= ZI—SIA p(Z) [(uo ZWb,x +f(Z)Ws,x) (|V.29)

+ (Vo — 2why + F(D)W;)" + Wy + wy)?] dAdz

La plague en FGM repose sur une fondation Visco-Pasternak [31-35]. La fondation visco-
élastique Winkler — Pasternak peut étre représentée comme un ensemble infini de ressorts,
d'amortisseurs et d'éléments visqueux connectés en paralléle. La couche visqueuse est modélisée
avec le modele Kelvin — Voigt. La relation charge-déformation est dérivée en considérant
I'équilibre vertical d'un élément de couche de cisaillement découpé par les surfaces x ,(x + dx),y
et y + dy, comme le montre la figure 1V.1.b. Notez que le matériau de fondation est supposé étre

homogéne et isotrope dans le planx — y.

ow(x,
Tey = Kp(2)Yxy = kp% (1V.30.a)
ow(x,y)
Tyz = Kp (Z)'yyz = kp T (|V30b)
Les forces de cisaillement par unité de longueur de la couche de cisaillement sont :
( L ow(x,y)
!Nxzf’xzd“"vT
0
. fl L o) (IV.31)
=| 7,,dz =k,——
La réaction du sol est :
aw(x,y)
P = Fressort + Famortisseur = kww(x,¥) + ¢4 T (1IV.32)

Ou:
Frossort : Forces verticales du ressort ;

Famortisseur - FOrces verticales des éléments amortisseurs.
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Selon les figures 1V.1.b et IV.1.c, I'équation d'équilibre peut étre exprimée par :

dN, ON,
—_— 4+ —= = V.33
% + 3y +P+F,=0 ( )

En substituant les équations (1V.31) et (1V.32) a I'équation (1V.33), on obtient l'intensité de la

force de réaction des fondations sur la structure comme :

’w(x,y) 9*w(x,y) ow(x,y)
Fe = kWW(x, y) - kp < %2 + ayz ) + ¢4 T (IV34a)
Par suite, nous aurons :
ow(x,
F, = kyw(x,y) — k,V?*w + ¢4 w(x,y) (1V.34.b)

ot

L'énergie de déformation de la fondation élastique a partir de I'équation (1V.13.a), s'écrit :

1 1
Uf = E_[f FerS = E_[f Fe(Wb + WS)

= % f f [k (Wp + wy) (1V.34.c)
- kp[(Wb + Ws),xx + (wp + Ws),yy]"'cd (wp, + Ws),t](wb + wy)dS

Ou:
k, . Parameétre de Winkler ;
k,  :Paramétre de Pasternak ;

Cq : Coefficient d'amortissement.

Les équations d'équilibres du mouvement peuvent étre obtenues par dérivation de I'équation
générale (1V.13.a) et les conditions aux limites associées des plaques en FGM
Wp Wp Wg Wg N
6u0=5v0=5wb=5ws=5a=@= a=6@=0 at=tyt, (IV.35)
En intégrant les gradients de déplacement par parties et en fixant les coefficients u,, vy, w;, €t w;
et égaux a zéro séparément. Ainsi, on peut obtenir I'équation d'équilibre associée a la présente
théorie raffinée des plaques (RPT) pour la plaque en FGM [17-19]. L'équation d'équilibre

associee a la présente théorie de la déformation par cisaillement peut étre exprimeée comme sulit :
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Eql:
2y d%u ‘v O>wp 0°
Allﬁ + A66W + (A12 + A66) y - Bll dx3 (Blz + 2B66) Ox ayz
1V.36.1
5 0w, £y 03w, 0%u 03wy, 3wy ( :
+ By 9x3 12 T 2856 dx0y? =h ot? ~h 0xot? 1y dx0t?
Eq2:
9%v 0%v 0%u 0w, *w r v
A66ﬁ +A22 a_yz + (Alz + A66) y B22 ay3 (BIZ + 2B66) ay + 22 ay3
f b s
+ (B{, + 2B 6) Loz I dyot? 1 dyot?
Eq3:
3u 3 3 63 64Wb
Bllﬁ + (BIZ + ZB6G)W + (Blz + 2866) axZay + BZZ ay3 - Dll ax4
P 4 4
Wb 0 Wy 2%w,
_2(D12+2D66) 26y2 22_63/4 - {1 ax:
0w o*w
f ! s f s
—2(D{, + 2D, 6)oxzayz ~Prgyr ~ Fe (IV.36.9)
_ a3u + 6317 I 04wb + 64Wb ' 64Ws + 64WS
~2\oxatz " ayotz)  \ox20t2 ' gy20tz) T °\ox20t? ' dy2ot?
9%w, 0%w;
I E—
+ 4 oz T atz)
Eq4 :
%u 3v d3v 0*w
f f f f fZ7b
Blla— (B 12 T 2Bg6 <6x6y2 + 6x26y> 22 33 —Di; 6x4
4 4
f Iy 2 W pr 0w !
Z(D +2D W—DZZ ay4 - 11 a 4, (F +2F6) Za 2
9w 92w 9*w
f f f
- F22 ayzl-s + A55 axzs A44— ayzs + Fe (IV.36.4)

d3u a3v 0wy, 0*wy, 3wy 3wy
=1, — ) -1 + +1 +
dxot? ayatz 0x20t? = 0y?0t? 0x20t? = dy?0t?
o 92wy, N 92wy
(G T 52)
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IV.7 Solutions analytiques aux probléemes de vibration des plagues en FGM :

Les plaques rectangulaires sont généralement classées en fonction du type de support

utilisé. Le travail présenté dans cette theses a pour but de trouver les solutions analytiques des

équations (1V.36) pour diverses conditions aux limites imposées aux bords latéraux, comme

présenté par Kiasat [35] dans le tableau 1V.1.

Tableau IV.1 : Fonctions admissibles des fonctions de formes pour différents conditions aux

limites [35]
BC Xm(x) Y.(v)
S
. mm . mm
SSSS s| ssss sin (T x) sin (T y)
Y
[a]
2 2
CCCC a o< 1—cos (ﬁ x) 1—cos (ﬂ )
— a b
(8]
CCSC ¢| cesc 1—cos (2ﬁ x) 1—cos (zﬂ )
— a b
S
cscs | o] eses 1~ cos (T sin (5-)
Ry a b
5
3mn mn 3nm nm
C| ccss — - - — N
CCSS i cos ( 5 x) cos (Za x) cos ( 2 y) cos (Zay)
S
3mm mm . /mm
CSSS ] csss cos ( 5 x) — cos (Z x) sin (7 }’)

Notez que la méthode de Navier est utilisée dans les conditions aux limites spécifiées pour la

solution analytique de 1’équation (IV.36). Les équations de déplacement, qui satisfont aux

conditions aux limites, sont sélectionnées comme la série de Fourier suivante :

((UijXp ()Y, (7)el@0
ii Vinm(x)Yri(y)e(th)
i=1j=1 Wbinm(x)Yn(y)e(th)
kWsinm(X)Yn(y)e(lwt)J

(IV.37)
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Ou :
Uij, Vij, WhijetWs; : Paramétres arbitraires pour la détermination de la fréquence propre
associée au (m,n)** mode propre : w ;
X (), Y, () : Fonction admissible présenté par Kiasat [35] dans le tableau V.1

La substitution de I'équation (1V.37) dans I'équation du mouvement (I1V.36) conduit aux

équations aux valeurs propres suivantes pour toutes les valeurs fixes de m et n, dans le cas de

problemes de vibrations libres :

(K] + w[C] + w?[MD{A} = {0}

Oou:

Kll K12 K13 K14
K21 K22 K23 K24-
K31 K32 K33 K34
K41 K42 K43 K44

La matrice de rigidité : K =

0 0

0 0

La matrice d'amortissement globale :C = Ce1oCqi  —eyoCyi

S OO O
S OO O

—e10Cql  —e10Cql

La matrice de masse dans le cas de vibrations libres :

mll 0 m13 m14
M= 0 my, Mpz My,
m31 m3z, Mgz May

Myq My My3 My,

La grandeur désigne les colonnes :{A}

(IV.38)

(IV.39.a)

(IV.39.b)

(IV.39.c)

Les éléments K;; = K;; ; C;; = C;j; M;; = M;; des matrices [K]; [C] et [M]sont donnés par :

Ki1 = Aj1e1 + Agees; Kap = Agzey + Agees; Kip = (A12 + Ase)ez

K13 = —Byie; — (B1a + 2Beg)ez ; Kig = —B1f1e1 - (Blfz + 2356)92

Ki3 = —Bjjeq — (B12 + 2Bgg)es ; Koy = _Bzfzel - (B1fz + ZB£6)63

K33 = —ejoky + (eg + e9)ky, — esD11 — €;D25 — 2(D1; + 2Dge) e

Kz, = —e1oky, + (eg + eg)k, — Dfye; + D] es + 2(DJ, + 2D/, e
\K44 = e10ky, — (eg + €9k, — F1f1€5 + sz;e7 + Z(Fl’; + 2F6];)e6 - A£4eg - Agses

(IV. 40.a)
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Et
Mmqq = €115 Myp = 05 myz = —leqq; Myy = —lseqq; Myy = —lieqy;
My3 = —lre15; Myy = —1yeq; ; M3 = —leg; Mgy = —lheg (IV.40.b)
mz3 = liejg + Iz3(eg + e9) ; M3y = —l1e1g — Is(eg + €9); myy = —Iseg o
My, = —lseq; Myz = l1e19 + Is(eg + eg) ; Myy = l1e19 — Ig(eg + €9)
Avec :
a rb
{erez,€11} = f f X' )Y X" )Y (@), X' ()Y (), X' ()Y () }dxdy (1v.40.c)
o Jo
@b ’ 17 1 " 1 (IV40d)
(s enen) = [ [ KGOV OIX"GIV'GLXWY" ()XY ()dxdy
o Jo
b rnri n 14 nrr
{es eq e} = [} [ XY X" ()Y (), X" ()Y (1), X ()Y (v)}dxdy (IV. 40.€)
a rb
(ewesend = | [ KGOV OIKGIY ), KGOV (), XGOY ())dxdy (IV.40.)
o Jo

Pour les solutions non triviales de I'équation (1V.36), les déterminants suivants doivent étre mis a

Z6éro :

Det([K] + w[C] + w?[M]D{A} =0 (1V. 41)
1V.8 Conclusion :

Dans cette partie le nouveau modele développé est présenté pour 1’étude des réponses des
plaques posées sur des fondations viscoélastiques de type Winkler-Pasternak aux vibrations
libres en utilisant une théorie des plaques raffinée a quatre variables. Le champ de cisaillement
transversal a travers 1’épaisseur de la plaque est présenté avec une nouvelle fonction de forme de

gauchissement.

Les équations d’équilibre sont obtenues par le principe d’Hamilton. Enfin, une étude
analytique et numérique est examinée en detail avec différentes conditions aux limites pour
résoudre le probléme de la vibration avec I'amortissement de la fondation, en tenant compte de

divers parametres géométriques et mécaniques.
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Chapitre V Résultats et interprétations

V.1 Introduction :

Dans ce chapitre nous présentons les résultats numeriques obtenus pour differents
exemples d'application. L’étude de I’influence des paramétres mécaniques, géométriques,
conditions aux limites, rigidités et amortissement visqueux du sol sur le comportement vibratoire

d'une plague en FGM sur fondation viscoélastique
V.2 Propriétés mécaniques des matériaux FGM :

L’exemple étudié est celui d’une plaque en FGM avec une longueur a, une largeur b et une
épaisseur constante h, comme le montre la figure 1V.1.a, elle est composée de deux matériaux
différents, a savoir I'alumine sur la face supérieure et lI'aluminium sur la face inférieure ; les
propriétés des matériaux sont résumeées dans le tableau V.1.

Le systtme de coordonnées choisi est placé au milieu de la plaque et les paramétres de

coordonnées sonttelsque 0 <x<a ;0<y<bhet-h/2 <z<+h/2.

On suppose que la plaque considérée repose sur des fondations élastiques de type Visco —
Winkler — Pasternak, tel que k,, , k, et cg sont respectivement le parametre de Winkler, le

parametre de Pasternak et le coefficient d’amortissement. Il est important de noter que le module

de Young E, p la densité de masse et v le coefficient de Poisson sont supposeés constants.

Tableau V.1 : Propriétés mécaniques des composants de la plaque en FGM

Propriétés
Matériel E(GPa) v p(Kg/m?)
Aluminium (41) 70 0.3 2702
Alumine (4:03) 380 0.3 3800
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Tableau V.2 : Schémas et Fonctions de différentes théories de déformations

par cisaillement transversale

Theories Fonctiony(z)

CPT

FSDT[2]

TSDT Reddy[10]

SSDT Touratier [11]

Present model

V.3 Résultats numeriques :

Le modeéle a cisaillement élevé considéré dans ce travail est défini a partir d'une
méthodologie variationnelle et sont cohérents en termes de variation. La théorie des plaques de
Love-Kirchhoff est un cas particulier d'une telle cinématique enrichie ; il est basé sur ¥(z) =0 .
La théorie Reissner — Mindlin [2] est simplement obtenue a partir de la relation linéairey (z) = z.

Les théories des plaques de déformation par cisaillement d'ordre supérieur sont résumées dans le
tableau V.2.
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De plus, Soldatos [125] et Zenkour [126] ont indiqué que la fonction de forme doit étre
specifiée a posteriori. Il peut étre choisi comme I'équation (IV.1). La théorie des plaques a ordre
élevée ne nécessite aucun facteur de correction de cisaillement et donne la variation parabolique
de la contrainte de cisaillement a travers I'épaisseur et satisfait les conditions de contrainte de
cisaillement aux bords libres. La nouvelle théorie raffinée de la déformation par cisaillement
implique quatre fonctions de déplacement inconnues, mais les autres théories de déformation par

cisaillement impliquent cing de ces fonctions, c'est présenté dans le tableau V.3.

Les solutions analytiques de vibration libre exprimées par I'équation (IV.41) sont ainsi
évaluées numériquement pour une plaque de matériau a gradation fonctionnelle afin de discuter
des effets du parametre d'amortissement sur la réponse aux vibrations de la plaque. Dans tous les
exemples de calculs de vibrations libres des fondations, seuls des parametres non dimensionnels

sont utilisés ; ils sont donnés sous la forme ci-dessous :

>
Il
*
—/
™y
I+
[EN
™y
N
N

* 2 w=w -
Ky =kya/D,K, =k,a?/D, “ =~ VPeh/De ,Cq =Cqv/a*/(o,hD) et :

Ou:
D = E;h®/12(1-v?): Rigidité en flexion de référence de la plaque ;

*

@ : Fréquence non amortie sans dimension ;

4 : Rapport d'amortissement.

Tableau V.3 : Fonction de déformation par cisaillement pour
la théorie a Cinque et Quatre variables

Theories Fonctiony(z) (5 inconnues) Fonction f(z) (4 inconnues)
TSDT Reddy[10] y(z)=1 42 f(2)= A
3h? 3h?
SSDT Touratier[11] l//(z)zﬂsin xt f(z)=£sin(;r5j—z
T h /4 h

Present model

W@)Zaﬁ(ijiiZ?iiél

h 10h?

f(z)= zcos(ij%z

h 10h?
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Par ailleurs, les figures V.1a et V.1b illustrent la variation de la fonction de forme y(z)en
fonction de I'épaisseur de la plaque.L'expression de la contrainte de cisaillement pour différents

modeles peut étre écrite en fonction de ¥ (z).

—=&— FSDT Reissner-Mindlirf
—e— TSDT Reddy"’

07— —m— FSDT Reissner-Mindlin® 077 SSDT Touratier*
" —e— TSDT Reddy’ 0,6 | —¥— Present model
0.6 SSDT Touratiel' 05 .
05% —¥— Present model n 04 1 /
] | A4 n
0,4+ [ | 1 /',,/v
| 0,3 :/
0,3 u 02; /
< | Wz) % /
0,2 X [ ]
i \\ ‘ 0,1+
0,1+ [ ]
f \| T T 1058 L B B I B ey
Z/h 0,0 T L Ly By B By B S B | T 'T' T ] -0,6 -0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -%’tﬁo o1 02 03 04 05 06 0,7
0 lQO o1 02 03 04 05 06 07 08 09 'A.O 1,1 1,2 "
=] . el A 024 z/h
-0,2- \V(Z) Aoy [ ] :/ 1
— | — 03
-0,3 Aoy = —r- 1
1 ‘ /I -0,4
-O,4i T - 0,54
-0,5 ] 0,6

-0,6-

Figure V.1 : Fonctions de forme de déformation de diverses théories des plaques avec
déformation par cisaillement

Ces deux figures indiquent que les résultats obtenus avec le nouveau modéle sont
cohérents avec les autres modéles d'ordre supérieur qui présentent une variation parabolique avec
I'épaisseur; ici, les dérivées des fonctions de la théorie des plaques de déformation par
cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) [10,11] sont égales a zéro, ce qui signifie que les
contraintes de cisaillement sont également égales a zéro sur les surfaces supérieure et inférieure

de la plaque.

Ceci est différent de la théorie de la deformation par cisaillement du premier ordre (FSDT),
communément appelée modéle Mindlin-Reissner [2], qui montre une variation constante des

contraintes de cisaillement a travers I'épaisseur de la plaque et nécessite donc l'utilisation d'un

. 5 . \ .
facteur de correction x = o Les résultats pour les parametres fondamentaux de fréquence propre

d'une plaque épaisse isotrope, avec trois valeurs différentes de rapports épaisseur-longueur
(a/h = 5,10,102).
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Trois valeurs différentes du coefficient élastique de Winkler que k,, , et trois valeurs du
coefficient de couche de cisaillement k,, sont présentés dans le tableau V.4 dans le but de valider
la présente méthode dans le cas de plaques reposant sur des fondations élastiques.

Ces résultats sont en excellent accord avec ceux rapportés par Akhavan et al [127] dans le
tableau V.4, avec

@ =wa’,/ph/D

Tableau V.4 : Validation des fréquences fondamentales non dimensionnelles @™ d'une plaque
isotrope simplement supportée (SSSS) pour différents valeurs de fondation
(ky etky) etrapport geométrique(a/h)

a/h k., liy Akhavan et al [127] Présent méthode
0 0 19.7391 19.7391
100 100 10 26.2112 26.2112
1000 100 57.9961 57.9961
0 0 19.0840 19.0654
10 100 10 25.6368 25.6233
1000 100 57.3969 57.3921
0 0 17.5055 17.4524
5 100 10 24.3074 24.2723
1000 100 56.0359 56.0309

Les figures V.2a a V.2d représentent la variation du coefficient d'amortissement en
fonction de I'amortissement selon diverses theories de plaque, pour une plaque simplement

supportée le long de son contour pour la valeur a/h = 10.
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Figure V.2 : Effet du coefficient d'amortissement C, sur le rapport d'amortissement ¢
pour différentes théories des plaques

Cependant, la figure V.3 montre I'évolution des fréquences non dimensionnelles en

fonction de I'amortissement, pour différentes valeurs du rapport a/h du nouveau modele. Il est a

noter que pour C,; > 54, les vibrations des plaques minces s’atténuent, pour un rapport a/h > 10

par contre, pour les plaques épaisses, avec un rapport a/h < 10, les vibrations sont égales a zéro

pour C; < 42.
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Figure V.3 : Effet du coefficient d'amortissement C, sur le rapport d'amortissement é pour
différentes valeurs géométrique a/h

Les figures V.4a a V. 4f illustrent la variation du coefficient d'amortissement en fonction de

I'amortissement, pour différentes valeurs de p et sous diverses conditions aux limites. De plus, on

peut noter que pour un coefficient d'amortissement ¢, = 0 ; le rapport de fréquence atteint la

valeur maximale de 1, quelle que soit la fraction volumique p. Pour une plaque en céramique

isotrope rigide (p = 0), la valeur de ¢ est toujours supérieure aux valeurs de p; ceci est valable

pour toutes les conditions aux limites. On constate également que les vibrations des plaques ont

tendance a se rapprocher de zéro car lorsque les valeurs de p. Décroissance celles de Cy

deviennent remarquablement importantes.
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Figure V.4 : Effet du coefficient d'amortissement C, sur le rapport d'amortissement ¢ pour
differentes valeurs de I'indice de puissance du FGM

De méme, les figures V.5.a a V.5.d représentent la variation du coefficient d'amortissement
C4 en fonction de ¢ pour differentes valeurs de p et sous diverses valeurs de rapport a/h pour une
plaque simplement supportée. Les mémes remarques faites précédemment peuvent étre répétées

pour ce cas.
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Figure V.5: Effet du coefficient d'amortissement C,; sur le rapport d'amortissement &
pour différentes valeurs de I'indice de puissance p et de rapport géométrique a/h

De méme, les figures V.6.a et V.6.b illustrent la variation de la fréquence non

dimensionnelle ¢ en présentant I'effet de la variation du rapport a/h, en fonction de différentes

valeurs du rapport a/h, pour des valeurs de C,; égales a 10 et 20 dans le cas d'une plaque en

FGM simplement appuyée (SSSS) pour p = 2.
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Figure V.6 : Effet du rapport géométrique a/A de la plaque sur le rapport d'amortissement é
pour différentes valeurs de a/b

Une diminution significative est notée pour les fréquences de vibration non
dimensionnelles des plaques épaisses ayant un rapport a/h < 10; ceci peut étre attribué a
I'influence de la déformation transversale. 1l est a noter que lorsque le rapport a/hest supérieur a

10, la valeur de ¢ reste constante.
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Figure V.7 : Effet du paramétre de Winkler K,, sur le rapport d'amortissement ¢ pour différentes
valeurs de I'indice de puissance p pour une plaque en FGM (SSSS)
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D'autre part, la figure V.7 illustre la variation de fréquences non dimensionnelles ¢ en
fonction du parametre de Winkler K, , pour différentes valeurs de p et C,. On peut facilement

remarquer que la fréquence ¢ augmente proportionnellement avec K,; cependant, il est
inversement proportionnel avec p.
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Figure V.8 : Effet du coefficient d'amortissement C, sur le rapport d'amortissement ¢
pour différentes valeurs du Winkler K, pour plaque en FGM (SSSS)

1,1
1 (a) Damping critical Damping critical
10 pmgm g - - - mmmm oS e oo ey, OO
0.9 R 3 A
08 p=0 p=35
=] b Kw=10, Kp=1 Kw=10, Kp=1
07 ah=10, a/b=1 a/h=10, a/b=1
o u \
0,6+ \ )
1 —=—S88§ S
wp 0.5 . ccee ccce
04 ] \ —4—CCSC ——CCSC
i \ CSCS CsCs
03] \ —»—CCSS —»— CCSS
i \ Csss csss
0,2 \
0,1 =\
0,0 ¥ S & :
—71 1 T - 1 T 1T 1 1T T 1 — T T T T T T T T 7T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
C, C

Figure 1V.9 : Effet du coefficient d'amortissement C, sur le rapport d'amortissement é
pour différentes conditions aux limites
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Par ailleurs, la figure V.8 représente I'évolution des fréquences non dimensionnelles & en

fonction de C,; pour une plaque simplement appuyée (SSSS), pour des valeurs de p comprises
dans l'intervalle /0, 2] et pour différentes valeurs de K,. Notez que lorsque C; augmente, é
diminuent. L'augmentation du paramétre de rigidité de la fondation K, fait augmenter la

fréquence w*.

De plus, les figures V.9.a et V.9.b représentent la variation du rapport d'amortissement &
de la plaque considérée par rapport au coefficient d'amortissement ¢, dans diverses conditions
aux limites. On peut clairement voir que le rapport de fréquence est respectivement maximum et

minimum pour les plaques carrées (CCCC) et (SSSS).

Ceci est probablement di au fait qu'une plaque simplement appuyée sur le contour est plus
souple, compte tenu des conditions d'appui. Notez que le comportement des plaques isotropes est
similaire a celui des plaques en FGM. Ceci se matérialise par le fait que les fréquences non
dimensionnelles ¢ deviennent significatives lorsque les supports sont plus rigides (plaque
CCCC).De plus, ¢ se rapproche de zéro pour des valeurs ¢, comprises entre 80 et 90 et p = 0;¢
est également nulle pour des valeurs C; comprises entre 50 et 60 pour une plague en FGM avec
p = 3.5.

1V.10 Conclusion :

Comme conclusion, on peut dire que le but de notre travail qui est le traitement de la
réponse dynamique des plagques en FGM reposant sur des fondations elastiques a trois

parametres est atteint.

En effet, la plaque considérée est intégrée dans un support caractérisé par trois parametres.
Ce milieu peut étre modelisé par un ressort ayant une rigidité longitudinale de Winkler, une

rigidité en rotation de Pasternak et un amortisseur.

Un nouveau modéle de gauchissement 1 (z) est utilisé pour analyser des plaques en FGM
reposant sur des fondations viscoélastiques, tout en prenant en compte la théorie des plaques
raffinée (RPT).
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Les équations régissant ont été obtenues par le principe de Hamilton. De plus, les effets des
propriétés mécaniques des plaques en FGM sur leurs vibrations libres, ainsi que les différentes
conditions aux limites et paramétres de rigidité de la fondation élastique ont tous été examinés et
discutés.

Les résultats obtenus ont été comparés a ceux rapportés par d'autres chercheurs,
notamment la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de la déformation par cisaillement
du premier ordre (FSDT), la théorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur (TSDT),
les théories de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur par Reddy et Touratier(SSDT) et
plusieurs autres théories. Il est a noter que beaucoup d'entre eux ont été reformulés en utilisant

les relations constitutives différentielles de la théorie des plaques raffinée.

92



CONCLUSION
GENERALE



Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Le travail présenté dans cette these est une tentative de développer une nouvelle
théorie des plaques en FGM a deux variables. La plaque est soumise a des vibrations libres et
repose sur des fondations viscoélastiques de type Winkler — Pasternak, avec un nouveau modele
de distribution de fonction de forme des déformations transversales. Diverses théories des

plaques ont été développeées jusqu'a présent, y compris :

la théorie classique des plaques (CPT);
la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT) ;

>

>

> lathéorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur (TSDT) ;
> les théories de la déformation par cisaillement de Reddy et Touratier ;
>

la théorie de la déformation par cisaillement sinusoidal (SSDT)

Plusieurs travaux ont été reformulés en utilisant les relations constitutives
différentielles de la théorie raffinée des plaques. L'analyse de la fréquence des vibrations a été
réalisée.

De plus, les effets du rapport longueur-épaisseur ont été étudiés et la fondation

viscoélastique a trois parameétres a été utilisée et évaluée sur les vibrations libres des plaques de

matériau a gradation fonctionnelle.

Les résultats obtenus indiquent que les fréquences naturelles des plagues augmentent

au fur et a mesure que les parametres de fondation de Winkler et Pasternak augmentent.

Ceci est certainement di a la rigidité croissante de la plague de matériau a gradation

fonctionnelle.
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Conclusion générale

Cependant, l'augmentation de la valeur du coefficient d'amortissement visqueux
entraine une baisse des fréquences de vibration non dimensionnelles, pour toutes les théories de
déformation utilisées, en particulier avec CPT, FSDT, TSDT et SSDT.

Les effets de Il'indice de puissance du matériau a gradation fonctionnelle, de la
rigidité et de I'amortissement de la fondation, ainsi que ceux du rapport d'aspect sur la fréquence

ont été examinés.

Les résultats obtenus ont révélé que la fréquence était significativement influencée
par I'amortissement structurel de la fondation viscoélastique et I'indice de puissance du matériau

fonctionnellement gradué.

De plus, le paramétre viscoélastique de la fondation réduit les déplacements de la

structure lors de sa libre vibration.

En conclusion, on peut dire que le modele proposé avec la nouvelle fonction de
forme de cisaillement est raisonnablement précis et simple a utiliser pour étudier le
comportement de vibration libre de plaques de matériau fonctionnellement gradué reposant sur

des fondations viscoélastiques.

Afin de gérer le comportement d'une plaque soumise a des vibrations libres et
reposant sur des fondations viscoélastiques de type Winkler — Pasternak, nous envisageons les

perspectives suivantes pour la suite de notre recherche :

- Trouver une solution analytique qui présente le modele de distribution des
déformations transversales par I’utilisation d’autres méthodes (méthode des éléments

finis ...);
- Effectuer une étude complémentaire avec changement de variable ;

- Etaler la présente étude pour des plaques épaisses ; pour des poutres courtes et élancés

sous différents types de chargement.
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RESUME

Le présent travail, consiste a étudier les vibrations libres des plaques en matériaux
a gradient de propriétés (FGM) reposant sur des fondations viscoélastiques de type
Winkler-Pasternak en utilisant la theorie des plaques raffinée a deux variables, le
champ de cisaillement transversale a travers 1’épaisseur de la plaque est présenté
avec une nouvelle fonction de forme de déformation en cisaillement. Les équations
d’équilibre sont obtenues par le principe d’Hamilton. Une étude analytique et
numérique est examinée en détail avec différentes conditions aux limites pour
résoudre le probleme de la vibration avec amortissement de la fondation, en tenant
compte de divers parametres géométriques et mécaniques, les résultats obtenus
avec la nouvelle fonction de forme de cisaillement sont en bon accord avec d'autres
résultats trouvés dans la littérature, la fonction de forme proposée donne des
résultats fiables et peut facilement étre utilisée pour résoudre les probléemes de

vibration libre des plagues en FGM.

Mot clés : Vibrations libres, FGM, Fondations viscoélastiques, Winkler-Pasternak,
Théorie des plaques raffinées, Cisaillement transversale, Principe

d’Hamilton, Amortissement de la fondation
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