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Résumé : 

La présence de fissures dans les matériaux à gradient fonctionnel (FGM) pose le problème du 

trajet de fissuration lors de la simulation de la propagation. Lorsque qu’il n’y a pas de symétrie 

de chargement ou de la géométrie par rapport à l’axe de la fissure, cette dernière ne se propage 

pas de façon rectiligne et la rupture se produit en mode mixte. Il faut alors utiliser des critères 

de bifurcation afin de déterminer la nouvelle orientation du trajet de fissuration 

L’objectif principal de ce travail est axé sur une étude numérique de la propagation de fissures 

dans les matériaux FGM sous les conditions de chargement mécanique et thermique en mode 

mixte. Des programmes numériques seront conçus spécialement et seront par la suite intégrés 

dans un code de calcul par éléments finis. Enfin, l’influence des différents paramètres sur le 

processus de propagation de fissure sera prise en considération. 

Mots-clés : Mécanique de la rupture, Critères de bifurcation, Facteurs d’intensité de 

contraintes, FGM, Mode mixte, Simulation numérique, T-stress. 

 

Abstract :  

The presence of cracks in functionally graded materials (FGM) can be problematic to predict 

numerically the crack path trajectory. When the loading or the geometry of the specimen are 

not symmetrical to the crack axis, the fracture occurs under mixed mode loading conditions. 

Therefore, it is necessary to use fracture criteria’s to determine the crack growth direction. 

The main purpose of this study is focused on a numerical simulation of crack path trajectory of 

FGM materials under mechanical and thermomechanical mixed mode loading. To this end, 

numerical programs are developed and integrated into a finite element code. Finally, the 

influence of different parameters on the crack behavior is considered.  

Key-words:  Fracture mechanics, Fracture criteria’s, Stress intensity factors, FGM, Mixed 

mode, Numerical simulation, T-stress. 

 

 

 

 

 



  
 

 ملخص: 

إن وجود الشقوق داخل المواد ذات التدرج الوظیفي یشكل عائقا للتنبؤ بمسار توسع ھذه الشقوق عن طریق  

، یكون الانكسار  أو شكل العینة غیر متناظرین بالنسبة لمحور الشقالمحاكاة الرقمیة. إذا كان الحمل المطبق  

مسار نمو الشقوق.   حدیدلتصدع لتمعاییر ا  ). لذلك، من الضروري استخدام2+1عن طریق الوضع المختلط (  

على دراسة رقمیة عن طریق محاكاة مسار الشقوق في المواد ذات   الأطروحةیرتكز الھدف الأساسي لھذه  

)  2+1حراریا في الوضع المختلط (-التدرج الوظیفي، وھذا تحت تأثیر الحمل المطبق میكانیكیا و میكانیكیا 

تطویر برامج رقمیة ثم دمجھا في برنامج حساب بطریقة  لمیكانیكا التصدع. لھذا الغرض، تم خصیصا 

داخل   ونموھاالمؤثرة في سلوك الشقوق  لالعناصر المتناھیة. في الأخیر، تم الأخذ بعین الاعتبار العوام

 ھذا النوع من المواد. 
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 𝐾𝐾𝐼𝐼 Facteur d’intensité de contrainte en mode I 

 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃, 𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃 Les contraintes en coordonnées polaires 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 Critère de la densité d’énergie de déformation minimale 

𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 Facteur d’intensité de contrainte critique 

𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 Facteur d’intensité de contrainte en mode II 
𝑇𝑇𝑣𝑣 Critère d'énergie de dilatation maximum : 
𝑟𝑟𝑐𝑐 Le rayon critique 

𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 Déplacement dans la direction x 
𝑣𝑣, 𝑣𝑣𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 Coefficient de Poisson calculé à la pointe de fissure 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 Déformation dans les directions x  
𝜇𝜇𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 Module de cisaillement calculé à la pointe de fissure 
𝜇𝜇𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 Module de cisaillement calculé à la pointe de fissure 

𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥,𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 Composantes des contraintes dans les directions x et y 
𝜐𝜐𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 Coefficient de Poisson calculé à la pointe de fissure 

APDL Langage de conception paramétrique Ansys 
CCM Critère de la contrainte circonférentielle maximale 
CCMG Critère de la contrainte circonférentielle maximale généralisé 

DCT Technique de corrélation des déplacements 
DET Technique d'extrapolation par déplacement 
FGM Matériau fonctionnellement graduée  
FIC Facteur d’intensité de contrainte 
Me Le paramètre du mode mixte 

TREM Critère du taux de restitution d’énergie maximale 
T-stress Contrainte transversale 

α Angle d’inclinaison de la fissure 
αT Angle spécifique d’inclinaison de la fissure 

Δa Variation de longueur de fissure 
θ Angle initial de propagation de fissure 
ξ Positions de la fissure 

σt, La résistance à la traction 
𝐷𝐷,𝐷𝐷𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 Module de Young ; Module de Young calculé à la pointe de fissure 
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Introduction générale  

Face aux nouveaux défis de conception et aux sollicitations complexes, et exigeant des 

matériaux avec des propriétés contradictoires, les matériaux métalliques conventionnels ont 

montré quelques limites et leur utilisation est devenu de plus en plus difficile. Ce qui a amené 

les concepteurs à l’utilisation des matériaux composites. L'évolution des matériaux est basée 

sur la limitation d'une classe de matériaux qui nécessite le développement d'autres classes de 

matériaux. Deux ou plusieurs matériaux de natures différentes sont nécessaires pour constituer 

un matériau composite. Cette association permet d’obtenir de très bonnes performances 

largement supérieures comparées à celles des matériaux pris séparément. Il est alors possible 

d’améliorer le comportement mécanique, la résistance à la fatigue et à la corrosion ainsi que la 

rigidité tout en réduisant le poids de la structure. Cependant, les matériaux composites 

conventionnels sont limités, et leur plus grand problème se situe au niveau des interfaces à cause 

de la discontinuité des propriétés ce qui provoque une grande concentration de contraintes 

conduisant à la fissuration de la matrice ou pire, à un délaminage à cause de la transition brutale 

de la composition, et particulièrement en cas de sollicitations à hautes températures.  

Face à la limite des matériaux métalliques et des matériaux composites, une nouvelle classe de 

matériaux a vu le jour ; les matériaux à gradient fonctionnel ou les matériaux fonctionnellement 

gradués (Functionnally Graded Materials). Ce sont des matériaux composites sophistiqués, 

constitués de deux matériaux ou plus avec des propriétés physico-chimiques différentes. 

Comme leur nom l’indique, ils sont caractérisés par un changement graduel et continu des 

propriétés du matériau, éliminant ainsi les discontinuités et les contraintes au niveau des 

interfaces tout en préservant les propriétés des matériaux constituants. 

Bien que les matériaux fonctionnellement gradués aient initialement été développés pour une 

application de barrière thermique, leur application a augmenté et ont été utilisés pour résoudre 

un certain nombre de problèmes dans les applications d'ingénierie et dans différents domaines. 

La connaissance du comportement des fissures dans les FGM est importante pour évaluer et 

améliorer leur intégrité structurelle. L’étude de leur comportement nécessite une approche 

particulière car ils ont la caractéristique d’être un mélange de fraction volumique de deux 

matériaux, de propriétés mécaniques et physiques complétement différentes. 

La course à l’innovation et l’avancé rapide des progrès pousse les chercheurs à utiliser des outils 

numériques et informatique tel que la simulation numérique qui est devenu un outil  

indispensable d’ingénierie des objets industriels complexes du fait de ces avantages tel que sa 
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rapidité de mise en œuvre, de son cout qui est incomparablement moins onéreux pour simuler 

une expérience que de la réaliser en réalité, la possibilité de simuler des condition difficilement 

reproduisible dans la réalité telles que les températures extrêmes. 

Objectif de la thèse  

Ce travail de thèse se porte principalement sur une étude numérique par la méthode des éléments 

finis, de la propagation de fissures dans les matériaux FGM, sous les conditions de chargement 

mécanique et thermomécanique en mode mixte. Des programmes numériques seront conçus 

spécialement et seront par la suite intégrés dans un code de calcul par éléments finis. 

L’influence des différents paramètres sur le processus de propagation de fissure sera prise en 

considération. 

Plan de la thèse  

Afin d’atteindre les objectifs fixés au départ, le premier chapitre est consacré aux matériaux à 

gradient de propriété, leurs utilisations, leurs développements, leurs domaines d’application, les 

différentes lois qui régissent la variation des propriétés matérielles. 

Dans le second chapitre, nous présentons un rappel sur la mécanique de la rupture, les 

mécanismes et les paramètres qui régissent une propagation de fissure tel que les facteurs 

d’intensité de contrainte, le taux de restitution d’énergie. Une attention particulière sera donnée 

sur les travaux scientifiques portant sur le comportement en rupture des matériaux 

fonctionnellement gradués, en mettant l'accent sur les approches locales et globales, ainsi les 

résultats des travaux publiés. 

Le troisième chapitre est consacré à l’étude numérique de la propagation de fissures dans les 

matériaux à gradient fonctionnel, sous l’effet des conditions de chargement mécanique et 

thermomécanique. Un intérêt particulier est porté au calcul du FICs par la méthode 

d’extrapolation de déplacements et la méthode de corrélation des déplacements. Cette étude est 

basée sur l’utilisation des critères de bifurcations locales et énergétiques. Dans ce chapitre, nous 

allons examiner l’efficacité et la fiabilité du programme de calcul élaboré, en se basant sur des 

approches numériques et expérimentales publiées dans la littérature.  

Le quatrième chapitre, est consacré à l’étude numérique de la propagation de fissure dans les 

matériaux FGM sollicitée en mode mixte, avec une analyse de l’effet des défauts géométriques 

sur le trajet final de propagation de fissure dans les matériaux FGM. Les calculs numériques 

ont été réalisés sur des exemples d’applications suffisamment variés, en utilisant le code de 
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calcul par éléments finis ANSYS.  Les résultats obtenus sont comparés et validés avec d’autres 

travaux numériques afin de montrer que le modèle numérique utilisé est capable de reproduire 

avec fiabilité le chemin de propagation de fissure dans le cas des structures complexes. La 

seconde partie du même chapitre s’articule sur l’étude de l’influence du paramètre T-stress sur 

le chemin de propagation de fissure dans les matériaux FGM. Ce paramètre sera associé au 

terme singulier pour être introduits dans un critère de rupture généralisé. 

Finalement, notre thèse s’achève par une conclusion générale mettant en valeur les résultats 

obtenus et dégageant des perspectives pour des travaux futurs. 
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I.1 Introduction 

Les matériaux fonctionnellement gradués (Functionnally Graded Materials : FGM) est une 

classe de matériaux composites caractérisés par une variation graduelle de la composition et de 

la microstructure avec la position d’une façon qui permet l’optimisation des performances 

mécaniques et thermiques dans la structure. L’intégration des propriétés et des fonctions 

désirées dans la phase de conception permet de considérer les matériaux FGM comme des 

matériaux intelligents. Selon les applications spécifiques et les contraintes environnementales, 

le matériau peut être choisi à chaque interface. Les avantages multiples de ces matériaux et 

particulièrement leur potentiel d’application augmentent leur demande et les rendent plus 

attractifs. L’amélioration des propriétés telles que la rigidité, la tenue à la fatigue ainsi que la 

résistance à la corrosion et de la conductivité thermique sont parmi les critères les plus 

recherchés dans le choix des matériaux FGM. 

Le concept est né suite à une réflexion de deux chercheurs japonais voulant concevoir un engin 

spatial avec un revêtement pouvant résister à des contraintes thermiques très sévères. Ni les 

matériaux métalliques ni les composites pouvaient satisfaire ce type de conception. Le concept 

des matériaux FGM est alors apparu. L’idée consiste à produire une transition graduelle (douce) 

en partant d’un métal pur vers un matériau céramique pur. Même si le concept a été proposé 

pour résoudre un problème de revêtement dans le domaine spatial, l’utilisation des matériaux 

FGM a été élargie petit à petit dans les différents secteurs industriels à savoir le domaine de 

l’automobile, la fabrication des outils, biomécanique… 

I.2 Concept des matériaux fonctionnellement gradués  

Les matériaux à gradient fonctionnel sont une nouvelle classe de matériaux composites dont les 

propriétés thermomécaniques varient selon une loi de fonction continue (Figure I.1a) ou 

discrète (, b) Variation discrète  

à travers l’épaisseur [HIR 96]. Grâce à la structure spéciale de ces matériaux, il est possible 

d’éviter la concentration de contraintes au niveau des interfaces (provoquant le délaminage) et 

d’améliorer les propriétés mécaniques et thermiques des pièces par association de matériaux. 

Ces matériaux sont de plus en plus utilisés dans les industries aéronautiques, aérospatiale, 

biomécanique, automobile et dans bien d’autres applications technologiques. 

La figure (I.2) illustre un exemple d’une micrographie par microscope électronique à balayage 

d’une éprouvette de flexion 3 points en FGM (Al2O3-SUS304) [KEI 05]. L’utilité de la 

transition graduelle se montre dans le cas où la face supérieure est exposée à une haute 

température tandis que la face inférieure est exposée à une basse température. Il est alors 
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nécessaire que la face supérieure soit à 100% céramique et la face inférieure est à 100% métal, 

avec une variation continue de la microstructure entre les deux. 

 

 
Figure I. 1: Variation des propriétés 

a) Variation continue, b) Variation discrète  

Les matériaux céramiques n’ont pas été choisis au hasard, au fait, c’est grâce à leurs 

caractéristiques exceptionnelles qu’ils sont utilisés :  

- Faible réactivité chimique, bonne tenue à la corrosion ;  

- Haute température de fusion ou de décomposition ;  

- Haut module d’élasticité et haute dureté ;  

- Charge à la rupture élevée ;  

- Bas coefficient de frottement, bonne résistance à l’usure ;  

- Conservation des propriétés à haute température ;  

- Faible coefficient de dilatation thermique (donc bonne résistance aux chocs thermiques) ;  

- Faible conductivité thermique (donc bonne résistance à la température).   

Cependant, les céramiques sont réputées être fragiles et très vulnérables aux défauts de petites 

tailles. 

Les caractéristiques du métal sont données comme suit : 

- Bonne résistance mécanique ; 

- Conductivité thermique élevée, 

- Très bonne ténacité. 
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Figure I. 2: Photo d’une variation continue de la microstructure. 

I.3 Domaine d’application des FGM 

Les caractéristiques importantes des FGM ont favorisées leur utilisation dans presque tous les 

domaines d’activité humains, ils sont actuellement appliqués dans certaine industrie, avec un 

énorme potentiel pour être utilisé dans d'autres horizons à l'avenir.  

 Aérospatial 

Initialement, c’est pour les besoins de ce domaine que le matériau fonctionnellement gradué a 

été développé. L'application de ce nouveau matériau a augmenté au fil des années dans 

l'industrie aérospatiale. La plupart des équipements et des structures aérospatiaux sont 

maintenant constitués de matériaux fonctionnellement gradués tel que les composants du 

moteur de fusée, chambre de poussé de fusée figure I.3 qui doit faire face à des températures 

très élevé, les réflecteurs, les panneaux solaires, les roues de turbine, revêtements des navettes 

spatiales.  

 

Figure I. 3: Chambre de poussé de fusée. 
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 Médecine 

C’est parce que le corps humain est composé de tissus vivants de constitution spéciale, que ces 

matériaux intéressent d’avantage le domaine biomédicale grâce à leur propriété flexible. A 

cause du processus de vieillissement naturel et l’endommagement, les os et les dents sont 

souvent les pièces les plus remplacées du corps humain. Le gradient de porosité des matériaux 

fonctionnellement gradués sont les plus couramment utilisés dans cette industrie, car leurs 

propriétés sont très proches de celles des pièces qu'ils ont l'intention de remplacer et servent un 

matériau idéalement compatible tel que les : implants de remplacement du squelette, Les 

implants dentaires en titane (Figure I.4). 

 

Figure I. 4: Implant dentaire. 

 Énergie nucléaire 

Parmi le point fort de l’application de ce matériau et sa capacité thermique, on le trouve ainsi 

dans l’industrie nucléaire dans des dispositifs de conversion d’énergie comme barrière 

thermique, dans le générateur thermoélectrique. 

 Les propriétés différentes et variables des FGM offrent la capacité de ce type des matériaux à 

résister à la pénétration, en freinant la fissuration et la propagation de fissure, donnent une 

propriété attractive qui rend le matériau privilégié dans l’industrie de la défense telle que des 

plaques de blindage et des gilets pare-balles. 

I.4 Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM  

Les matériaux FGM consistent en l’association de deux ou plusieurs matériaux aux propriétés 

structurales et fonctionnelles différentes avec une transition idéalement continue de la 

composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces matériaux de manière à 

optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.  

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non 

uniformes avec des macro-propriétés graduées dans l’espace. L’un des paramètres clé à 

déterminer lors de la fabrication de ces matériaux est la composition multi-phase à travers 

l’épaisseur.  
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La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la loi des 

mélanges correspondant au « modèle de Voigt » [SHE 09].  

 

𝑃𝑃 = ∑ 𝑃𝑃𝑚𝑚𝑉𝑉𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑚𝑚=1                                                           (I.1) 

𝑃𝑃𝑚𝑚 et 𝑉𝑉𝑚𝑚 sont respectivement la propriété mécanique et la fraction volumique du Constituant i, 

La sommation des fractions volumiques de tous les constituants du matériau FGM est égale à 

l’unité. 

∑ 𝑉𝑉𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑚𝑚=1 = 1                                                                (I.2) 

 

Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont à deux constituants : de la céramique (c) 

et du métal inoxydable en général (m). Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit à : 

 

𝑃𝑃 =  𝑃𝑃𝑐𝑐𝑉𝑉𝑐𝑐 + 𝑃𝑃𝑚𝑚𝑉𝑉𝑚𝑚                                                                                  (I.3) 

Avec :                                                     𝑉𝑉𝑐𝑐 +  𝑉𝑉𝑚𝑚 = 1                                                          (I.4) 

 

Le matériau FGM peut être défini par la variation des fractions de volume. Les fonctions les 

plus employées sont la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoïde 

pour décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent être assez dures à 

l’intérieur pour résister à la rupture, et également assez dures à l’extérieur pour empêcher 

l’usure. 

 

La figure (I.5) représente un exemple de la géométrie de la plaque en FGM, les coordonnées 𝑥𝑥 

et 𝑦𝑦 définissent le plan de la plaque, tandis que l’axe 𝑧𝑧 est perpendiculaire à la surface moyenne 

de la plaque et dans la direction de l’épaisseur. Les propriétés du matériau dont le module de 

Young et le coefficient de Poisson sur les faces supérieures et inférieures sont différentes. Ils 

varient de façon continue, suivant l’épaisseur (l’axe z), soit : 

 

 𝐷𝐷 = 𝐷𝐷(𝑧𝑧) et 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣(𝑧𝑧)                                             (I.5) 
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Figure I. 5: Géométrie d’une plaque FGM. 

L’effet du coefficient de Poisson a été négligé par Jin et Batra [JIN 96], ce dernier peut être 

considéré comme constant. Contrairement à l’effet du module de Young dont l’influence sur 

les déformations est considérable. Le module de Young dans la direction de l’épaisseur de la 

plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM), la fonction exponentielle (E-

FGM) ou avec la fonction sigmoïde (S-FGM). 

I.4.1 Propriétés matérielles de la plaque P-FGM 

La fraction volumique de la distribution obéissant à une fonction en loi de puissance P-FGM 

s’écrit comme suit : 

𝑉𝑉(𝑧𝑧) = �𝑧𝑧+ℎ/2
ℎ

�
𝑡𝑡
                                                         (I.5) 

Où 𝐸𝐸 est un paramètre matériel et ℎ est l’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction volumique 

locale 𝑉𝑉(𝑧𝑧) est déterminée, les propriétés matérielles de la loi P-FGM se déterminent par la loi 

des mélanges comme suit [BAO 95] : 

 

𝐷𝐷(𝑧𝑧)  =  (𝐷𝐷𝑐𝑐  – 𝐷𝐷𝑚𝑚)𝑉𝑉(𝑧𝑧)  + 𝐷𝐷𝑚𝑚                                         (I.6) 

 

Où 𝐷𝐷𝑚𝑚 et 𝐷𝐷𝑐𝑐   sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (𝑧𝑧 = −ℎ/2) et 

de la surface supérieure (𝑧𝑧 = +ℎ/2) de la plaque FGM. La variation du module de Young dans 

la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la (Figure I.6). Il apparait 

clairement que la fraction volumique change rapidement près de surface inférieure pour p<1, 

et augmente rapidement près de la surface supérieure pour p>1. 
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Figure I. 6:Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM. 

I.4.2 Propriétés matérielles de la plaque S-FGM  
 

Chi et Chung [CHI 03] ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux 

fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes 

les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies par : 

 

𝑉𝑉𝑐𝑐(𝑧𝑧) = 1
2
�ℎ/2+𝑧𝑧

ℎ/2
�
𝑘𝑘
       Pour : –  ℎ/2 ≤  𝑧𝑧 ≤  0                               (I.7) 

𝑉𝑉𝑚𝑚(𝑧𝑧) = 1 − 1
2
�ℎ/2−𝑧𝑧

ℎ/2
�
𝑘𝑘
   Pour :    0 ≤  𝑧𝑧 ≤  +ℎ/2                             (I.8) 

En utilisant la loi de Voigt, le module de Young de la plaque S-FGM peut être calculé par : 

𝐷𝐷(𝑧𝑧) =  𝑉𝑉𝑐𝑐(𝑧𝑧)𝐷𝐷𝑐𝑐  +  [1 − 𝑉𝑉𝑐𝑐(𝑧𝑧)]          Pour : –  ℎ/2 ≤  𝑧𝑧 ≤  0                               (I.9) 

𝐷𝐷(𝑧𝑧) =  𝑉𝑉𝑚𝑚(𝑧𝑧) .𝐷𝐷𝑐𝑐 +  [1 − 𝑉𝑉𝑚𝑚(𝑧𝑧)]       Pour :    0 ≤  𝑧𝑧 ≤  +ℎ/2                           (I.10) 

L’allure de ces deux fonctions de puissance est sous forme de sigmoïde, de ce fait la loi de 

distribution est notée par S-FGM. Elle est représentée sur la figure (1.7). On remarque que cette 

distribution est antisymétrique par rapport au plan moyen. 
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Figure I. 7:Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM. 

I.4.3 Les propriétés matérielles de la plaque E-FGM 
 

Une fonction exponentielle a été utilisée par Delale en 1983 [DEL 83] pour représenter les 

propriétés matérielles des FGM. Elle est de la forme : 

 

𝐷𝐷(𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝑐𝑐𝑒𝑒𝐵𝐵(𝑧𝑧+ℎ/2)                                                 (I.11)  

Avec :                                                     𝐵𝐵 = 1
ℎ

ln (𝐸𝐸𝑐𝑐
𝐸𝐸𝑚𝑚

)                                                         (I.12) 

Un exemple de la variation du module de Young à travers l’épaisseur de la plaque E-FGM est 

représenté sur la (Figure I.8). 

 

Figure I. 8:Variation du module de Young à travers l’épaisseur selon la loi E-FGM. 
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I.5 Procédés d’élaboration des FGM 

Au cours de ces années, de nombreuses techniques de mise en forme ont été utilisées. Les 

principales techniques sont présentées dans la suite. Dans cette partie de la recherche 

bibliographique, quelques techniques seront brièvement expliquées.  

 
I.5.1. La coulée par centrifugation 
 
La méthode de coulée centrifuge est réalisée en versant un mélange composé d’un métal en 

fusion et d’une poudre métallique, qui ont une densité différente. Au sein d’une enceinte 

annulaire, en tournant le dispositif, le mélange est soumis à une force centrifuge. Les particules 

sont soumises à différentes forces dont on peut exploiter l’action afin d’établir une distribution 

volumique radiale de la phase divisée [BIE 01]. 

Donc, la répartition du matériau FGM considérablement influencée par la différence de densité 

entre les particules de poudre fondue, la granulométrie et la distribution granulométrique de la 

poudre, la viscosité du matériau fondu et le temps de solidification. 

Le schéma de principe de la centrifugation horizontale est présenté par la Figure I.9. 

 

 
 

Figure I. 9: La centrifugation (Centrifugal casting). 

• L’avantage de cette technique est qu’il est possible d’avoir une production massive des 

matériaux gradués. 

• Son inconvénient principal est qu’il ne peut être utilisé que pour produire une section 

cylindrique, tels que les tubes, douilles et pièces moulées de forme simple. La gradation est 

limitée par la force centrifuge et la différence de densité des matériaux constitutifs [WAZ 

15]. 
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I.5.2 Dépôt en phase vapeur  
 

Cette méthode est réalisée suivant deux façons : 

a) Le dépôt par voie physique qui consiste à faire chauffer un matériau nommé « cible » 

jusqu’à son évaporation, puis il est vaporisé par le principe de l'ionisation d'un gaz (argon) 

entre la cible (cathode) et le substrat (anode). Le champ électrique créé entre la cathode et 

l'anode dirige les atomes de gaz ionisés vers la cible pour arracher un atome de la cible et le 

déposer sur le substrat (Figure I. 10) [BES 85]. 

 

Figure I. 10 :  Schéma de principe de la déposition en phase vapeur [BES 85]. 

b) Le dépôt par voie chimique (CVD) : ce type de procédé consiste à mettre en contact un 

composé volatil du matériau à déposer avec un autre gaz au voisinage de la surface à 

recouvrir. Ce procédé se fait en cinq étapes illustrées sur la Figure I. 11. 

1- La diffusion en phase gazeuse vers le substrat,  

2- L’adsorption à la surface du substrat,  

3- La réaction chimique et la germination des grains. Ensuite, on observe sur le substrat la 

diffusion des atomes déposés à la surface,  

4- La désorption,  

5- La diffusion dans la phase gazeuse.  

Malheureusement, cette technique a un taux de dépôt assez faible qui dépend du matériau à 

déposer [BEL 10]. Le contrôle des réactions de formation des composés est la clé pour 

former des matériaux gradués. 
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Figure I. 11 :  Principe de la déposition par voie chimique [BEL 10]. 

I.5.3 Déposition par projection thermique 

La projection par flamme 

Le principe est basé sur la combustion d'un gaz afin de porter le matériau à sa température de 

fusion et le projeter sur un substrat (Figure I. 12). La simplicité de cette technique ainsi que son 

faible coût sont les principaux avantages. Par contre, la température peu élevée avec une faible 

vitesse de projection implique un dépôt poreux (≈90 %) [PRO 99] 

 

 
Figure I. 12 : Schéma de principe de la projection thermique par flamme [PRO 99]. 

La projection PLASMA : Ce procédé consiste à soumettre un gaz à une forte température, ce 

qui permet de transformer le gaz en état ionisé (plasma), ensuite, il est projeté sur un substrat. 

L'avantage de cette technique est de pouvoir déposer divers matériaux, même les métaux 

réfractaires et les céramiques. Ce procédé est schématisé par la Figure I. 13 [PRO 99], [MAT 

05]. 
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.  

Figure I. 13 : Schéma de principe de la projection par plasma [PRO 99]. 

I.6 Comparaison entre les matériaux FGM et les matériaux composites traditionnels  

Par rapport aux matériaux composites traditionnels, les matériaux FGMs ont des propriétés 

macroscopiquement inhomogènes, car ils sont composés de plusieurs couches contenant des 

composants différentes (telles que les céramiques et les métaux).  

Dans le cas général, les FGMs sont des matériaux dont les propriétés varient à travers une 

direction préférentielle telle que leur épaisseur, contrairement aux matériaux composites 

classiques ou les propriétés sont supposées constantes à travers chaque couche individuelle.  

Yoshihisa [YOS 04] a établi un modèle simple montrant la différence entre les matériaux FGMs 

et les matériaux composites traditionnels, comme le montre la figure I.14, tandis que 

Koizumi [KOI 97] a résumé cette différence par la Figure I. 15.  

 

 

Figure I. 14 : La distribution composante des matériaux [YOS 04] 
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Figure I. 15 : Comparaison entre les matériaux composites traditionnels et FGM [KOI 97] 

 Avantages des FGMs 

Ces matériaux possèdent de multiples avantages qui peuvent les rendre attractifs du point de 

vue de leur potentiel d’application ; on peut citer quelques-uns d’entre eux : 

• Diminuer les contraintes thermiques causées par les différences de coefficients de dilatation 

thermique des matériaux utilisés.  

• Absence d'une interface nette devrait conduire à un contrôle d'ensemble mieux des 

contraintes.  

• Meilleure cohésion entre différents matériaux, par exemple un métal et une céramique.  

• Extension de la région fonctionnelle avant d'atteindre la valeur limite de la déformation 

plastique.  

• Suppression de délaminage.  

• Augmentation de la ténacité à la rupture.  

• Elimination des singularités des contraintes à divers endroits, tels que les sur faces libres, 

des coins, des racines de fissures, etc.  

 Inconvénients des FGMs 

Le principal obstacle à une application plus large de la FGM est leur fabrication compliquée 

en raison de l'inadéquation des propriétés différentes, à l’exemple de la température de fusion, 

des affinités différentes pour divers autres éléments, la taille des particules, la morphologie, etc.  

Un exemple type est un mélange d'un métal avec la température de fusion (T1) et une 

céramique avec une température de fusion (T2). Dans la plupart des cas, un tel couple est 

habituellement (T1<<T2). Puis, si la température de fabrication est d'environ (T1), la céramique 
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est encore non fondue et la structure finale contient des particules de céramique non fondue 

dans une matrice métallique. Dans de nombreux cas, une telle structure présente une grande 

porosité et une petite adhérence entre les différents composants et son application générale est 

limitée. Cependant, pour des applications spéciales, la présence de particules très dures 

(carbures) dans une matrice solide peut être souhaitable.  

D'autre part, travailler autour de (T2) va certainement entraîner une oxydation rapide et de 

l'évaporation de nombreux métaux, la formation de phases indésirables, etc. Les matériaux 

doivent être fabriqués dans une atmosphère protectrice ou à une basse pression et ces deux 

technologies sont très coûteuses [NAR 11]. 

I.7. Conclusion 
 
Ce chapitre est consacré aux matériaux composites, et plus précisément aux matériaux à 

gradient de propriété, leurs utilisations, leurs développements, leurs domaines d’application, les 

différentes lois qui régissent la variation des propriétés matérielles. La variation spatiale et 

progressive des propriétés de ces matériaux permet de créer des structures innovantes qui 

peuvent être exploitées dans de nombreux domaines d’application. D'un point de vue 

mécanique, les principaux avantages du classement des propriétés des matériaux semblent être 

une résistance améliorée, une ténacité et une résistance à l'usure et à la corrosion, ainsi qu'une 

réduction des contraintes résiduelles et thermiques. 
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II.1. Introduction 

En mécanique de la rupture, la caractérisation du comportement des fissures dans les structures 

se fait par l’intermédiaire des paramètres quantifiables d’un point de vue ingénierie, 

particulièrement le champ de contraintes, la taille de la fissure et la résistance à la fissuration 

du matériau. Après l’introduction de cette discipline par Griffith vers 1920, c’est au tour de 

Westergaard d’entreprendre les premiers développements théoriques d’analyse des champs de 

déplacements, déformations et contraintes au voisinage d’une fissure vers 1940. L’extension de 

la discipline a été amorcée par Irwin vers 1960.  Et depuis, le développement de la mécanique 

de la rupture ne cesse de s’étendre aux problèmes non linéaires d’un point de vue matériau et 

géométrie, ainsi qu’aux problèmes de bifurcation des fissures en modes mixtes et, aux 

techniques numériques de résolution et à l’état de l’art relatif au dimensionnement de diverses 

structures complexes. 

Le mécanisme de rupture par fissuration peut intervenir selon deux types de fissuration : 

• La fissuration brutale : pour les solides, ou pour les matériaux à très haute résistance, les 

contraintes de travail sont très élevées, une énergie potentielle considérable est ainsi créée ; 

la présence de petites fissures peut alors conduire à une rupture brutale qui souvent ne 

s’accompagne pas de déformations plastiques macroscopiques par suite de la très faible 

ductilité. 

• La fissuration successive : il s’agit ici, d’une succession de mécanismes (fragile-ductile) qui, 

sous contraintes répétées, entraîne la fissuration successive, appelée la rupture par fatigue. 

II.2. Généralités sur la mécanique de la rupture   

II.2.1. Processus de fissuration  

Dans le cas général, la fissuration se produit dans un matériau suivant quatre étapes :  

a) La plastification locale au voisinage des défauts et singularités géométriques ou matériels : 

le degré de la singularité a une influence primordiale sur l’ampleur de la zone plastique ainsi 

que sur la concentration de contraintes. 

b) La formation des fissures : cette étape peut se réaliser à partir des traitements de surface, des 

traitements ou chargement thermique générant des contraintes résiduelles dépassant 

largement le seuil plastique.  

c) La propagation des fissures réelles naissantes : cette propagation peut être brutale ou 

successive. Souvent on assiste à une propagation successive faisant augmenter la taille de la 

fissure jusqu’à atteindre une taille critique, entraînant une propagation brutale.  
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d) Cette propagation brutale constitue la dernière étape. Elle peut être accompagnée de grandes 

déformations généralisées (striction), ou sans déformations importantes (rupture fragile). 

La mécanique de la rupture étudie l’interaction entre la discontinuité géométrique (fissure) et le 

milieu continu avoisinant, ainsi que l’évolution de cette discontinuité. Schématiquement, on peut 

distinguer dans un milieu fissuré trois zones successives, figure II.1.   

 
Figure II. 1 : Zone délimitant le voisinage d’une pointe d’une fissure dans un milieu 

élastique. 

Zone 1 : Zone d’élaboration  

Elle se trouve à la pointe de la fissure et dans le sillage laissé par la fissure au cours de sa 

propagation. L’étude de cette zone est très complexe à cause de contraintes importantes qui ont 

fortement endommagé le matériau. La taille de cette zone est généralement très petite, de l’ordre 

de quelques cristaux. 

Zone 2 : Zone singulière  

La zone dans laquelle les champs de déplacements, déformations et de contraintes sont continus 

et possèdent une formulation indépendante de la géométrie lointaine de la structure. Cette zone 

est petite par rapport au solide, mais elle est grande par rapport aux cristaux. 

Dans cette zone, les composantes du champ de contraintes sont infinies au voisinage du front 

de fissure (𝒓𝒓 → 𝟎𝟎), et plus exactement, la singularité est en 𝒓𝒓–𝟏𝟏/𝟐𝟐 en milieu élastique linéaire 

d’où le nom de la zone singulière ou zone fine. Ainsi la singularité en 𝒓𝒓–𝟏𝟏/𝟐𝟐, ne sera pas valable 

en dessous d’un certain rayon dit plastique (𝒓𝒓𝒑𝒑). Les valeurs derp autour de la pointe de fissure 

déterminent la forme de la zone plastique qui, en fonction de sa taille, l’on dira que la rupture 

est fragile ou ductile. 
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Zone 3 : Zone extérieure  

Les champs lointains se raccordent d’une part à la zone singulière et d’autre part aux conditions 

aux limites de chargement et de déplacement. Dans cette zone, les champs de déplacements, 

déformations et contraintes varient peu. 

II.2.2. Modes élémentaires de fissuration 

L'ouverture d'une fissure peut être obtenue selon trois modes indépendants de 

sollicitations. Ces modes désignent une séparation géométrique dont une représentation est 

donnée sur la figure (II.2), les flèches indiquent les déplacements relatifs des deux lèvres. 

 

 

Figure II. 2: Les modes de rupture. 

• Mode I : « mode d’ouverture de la fissure » ; où les déplacements aux lèvres de la 

fissure sont perpendiculaires à la direction de propagation. 

• Mode II : « mode de cisaillement dans le plan » ; où les déplacements aux lèvres de la 

fissure sont parallèles à la direction de propagation. 

• Mode III : « mode de cisaillement hors plan » ; où les déplacements aux lèvres de la 

fissure sont parallèles au fond de la fissure. 

II.3. Mécanique linéaire élastique de la rupture  

II.3.1 Critères de rupture  

En mécanique linéaire de la rupture, deux critères principaux sont utilisés ; le premier proposé 

par Griffith [GRI 21], est basé sur une approche énergétique, le second, proposé par Irwin [IRW 

49], est défini à partir du champ de contraintes au voisinage de la pointe de fissure. 

 

 



Chapitre II                              Propagation quasi-statique de fissures dans les materiaux FGM 

 

22 
 

a) Approche énergétique   

La propagation de fissure est un phénomène d’énergie selon la théorie de Griffith [GRI 21]. 

L’énergie consommée c’est la différence entre l’état énergétique du système avant et après 

fissuration. Griffith a postulé que c’était une caractéristique intrinsèque du matériau. 

Selon Griffith, la propagation statique de la fissure résulte de la conversion du travail des forces 

extérieures 𝑊𝑊 et de l’énergie élastique disponible 𝑈𝑈 en énergie libre de surfaceγ. On peut donc 

écrire :   
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑊𝑊 −𝑈𝑈) ≥ 𝛾𝛾 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

                                                     (II.1) 

 

Où : 𝜕𝜕𝜕𝜕 est l’augmentation de surface associée à l’incrément de longueur de fissure 𝜕𝜕𝜕𝜕. 

En milieu bidimensionnel d’épaisseur 𝑏𝑏, le critère précédent (II.1) devient : 

 
1
𝑏𝑏
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑊𝑊 −𝑈𝑈) ≥ 2𝛾𝛾                                                    (II.2) 

 

On définit alors le paramètre 𝐺𝐺, le taux de restitution d’énergie élastique par : 

 

𝐺𝐺 = 1
𝑏𝑏
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑊𝑊 −𝑈𝑈)                                                      (II.3) 

 

Dans un corps élastique contenant une fissure, l’extension de celle-ci est possible lorsque 

l’énergie disponible 𝐺𝐺, atteindra une valeur critique 𝐺𝐺𝐼𝐼 qui représente la valeur au-delà de 

laquelle on aura théoriquement création de deux nouvelles surfaces, soit (𝐺𝐺 = 𝐺𝐺𝐼𝐼 = 2𝛾𝛾). 

Avec : 𝛾𝛾 est l’énergie libre de création de surface. 

Néanmoins on a constaté expérimentalement que la fissure ne croit que pour des valeurs : 

𝐺𝐺 ≥ 𝐺𝐺𝐼𝐼                                                              (II.4) 

𝐺𝐺 est indépendant de la géométrie de la structure,  

𝛾𝛾 ne prend en compte que l’énergie de séparation des atomes lorsqu’un solide présente une 

plasticité appréciable. Une autre quantité 𝑈𝑈 qui représente le travail dû à la déformation 

plastique doit être ajoutée, soit : 

𝐺𝐺𝐼𝐼 = 2𝛾𝛾 + 2𝑈𝑈 = 2(𝛾𝛾 + 𝑈𝑈)                                         (II.5) 
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b) Approche d’intensité de contraintes   
 

La deuxième approche considère les champs de contrainte et de déformation locaux autour de 

la pointe de fissure dans un matériau linéaire élastique. Ces champs peuvent être définit 

uniquement par un paramètre K, appelé facteur d’intensité de contraintes (FIC). La rupture peut 

intervenir lorsque 𝐾𝐾  atteint une valeur critique KC. 

La théorie d’élasticité permet de calculer le champ de contraintes au voisinage du fond de 

fissure dans une plaque de dimensions finies. Westergaard [WES 39], a développé des relations 

qui relient ces contraintes en tête de fissure de longueur 2a dans une plaque de dimension 

infinie, soumise à une contrainte de traction 𝜎𝜎 perpendiculaire au plan de la fissure, (Figure 

II.3).  

 
Figure II.3 : Répartition des contraintes au voisinage du fond de fissure. 

Au voisinage de la fissure, les contraintes sont données par : 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜎𝜎𝑥𝑥 = 𝐾𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝜋𝑟𝑟
cos �𝜃𝜃

2
� �1 − sin �𝜃𝜃

2
� sin �3𝜃𝜃

2
��

𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos �𝜃𝜃
2
� �1 + sin �𝜃𝜃

2
� sin �3𝜃𝜃

2
��

𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos �𝜃𝜃
2
� �sin �𝜃𝜃

2
� cos �3𝜃𝜃

2
��

                                    (II.6) 

 

Où : 𝑟𝑟 et 𝜃𝜃 sont les coordonnées polaires du point considéré. 

Le champ de déplacements est décrit par les relations : 
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⎩
⎨

⎧𝑢𝑢𝑥𝑥 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
2𝜇𝜇 �

𝑟𝑟
2𝜋𝜋

cos �𝜃𝜃
2
� �𝜅𝜅 − 1 + 2 𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚2 �𝜃𝜃

2
��

𝑢𝑢𝑦𝑦 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
2𝜇𝜇 �

𝑟𝑟
2𝜋𝜋

sin �𝜃𝜃
2
� �𝜅𝜅 − 1 + 2 𝐾𝐾𝑐𝑐𝑠𝑠2 �𝜃𝜃

2
��

                                    (II.7) 

Où µ est le module de cisaillement et 𝜅𝜅 = (3 − 4𝜈𝜈) en état de déformation plane, et �3−𝜈𝜈
1+𝜈𝜈

� en 

état de contrainte plane. 

Les deux paramètres : le taux de restitution d’énergie élastique 𝐺𝐺 et le facteur d’intensité de 

contraintes 𝐾𝐾 permettent de décrire le comportement mécanique des fissures. Le premier est un 

paramètre global qui quantifie la variation d’énergie qui accompagne la propagation de la 

fissure, le second est un paramètre local.  

En mode I, pour les matériaux élastiques linéaire 𝐾𝐾 et 𝐺𝐺 sont liés par les équations suivantes : 

 

�
𝐺𝐺𝐼𝐼 = 𝐾𝐾𝐼𝐼

2

𝐸𝐸
                         En contrainte plane 

𝐺𝐺𝐼𝐼 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
2

𝐸𝐸
(1 − 𝜈𝜈2)              En déformation plane 

                 (II.8) 

 

Dans le cas général on a : 

𝐺𝐺 = 1−𝜈𝜈2

𝐸𝐸
(𝐾𝐾𝐼𝐼2 + 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼2) + 1+𝜈𝜈

𝐸𝐸
 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2                                        (II.9) 

 

Les paramètres 𝐾𝐾𝐼𝐼 ,  𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 représentent les facteurs d’intensité de contraintes 

respectivement en mode I, II et III qui traduisent l’état de contrainte au voisinage du fond de 

fissure. 

L’équation (II.9) peut être mise sous la forme suivante : 

𝐺𝐺 = 𝐺𝐺𝐼𝐼 + 𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼                                                      (II.10)   

d’où : 

𝐺𝐺𝐼𝐼 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
2

𝐷𝐷∗ ,  𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼
2

𝐷𝐷∗   et  𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
2

2𝜇𝜇
                                        (II.11)  

 

Avec                               �
𝐷𝐷∗ = 𝐷𝐷        En contrainte plane 

𝐷𝐷∗ = 𝐸𝐸
1−𝜈𝜈2

       En déformation plane 
                                   (II.12) 

 
II.3. 2 Contrainte transversale T (T-stress) 

En mécanique linéaire élastique de la rupture, le FIC est le paramètre clé pour la quantification 

de la nocivité des fissures. Il est proportionnel au premier terme singulier de l’expansion 
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asymptotique de Williams [WIL 57]. Mais l’approche basée sur un seul paramètre, n’est pas 

suffisante pour interpréter complètement certaines circonstances. Un deuxième paramètre, 

introduit pour la première fois par Irwin [IRW 58], appelé contrainte-T (T-stress), peut 

influencer de manière significative le processus de propagation de la fissure. C’est le deuxième 

terme non singulier dans l’expansion asymptotique de Williams [WIL 57]. Le T-stress joue un 

rôle très important ; Larsson et Carlsson [LAR 73] et Rice [RIC 74] ont montré que le signe et 

l’amplitude du T-stress modifient la taille et la forme de la zone plastique de la fissure. Cotterell 

[COT 66], Melin [MEL 02] et Fett et Munz [FET 03] ont étudié l’effet de la contrainte T sur la 

stabilité de la direction du trajet de la fissure. 

Le T-stress représente une contrainte constante activant parallèlement dans le sens de 

propagation de la fissure. Son amplitude est proportionnelle à la contrainte nominale à la pointe 

de la fissure. La figure II.4 schématise la contrainte d’ouverture le long du ligament, avec et 

sans la présence du paramètre T-stress. 

 
 

Figure II. 4 :  Evolution de la contrainte d’ouverture le long du ligament en présence du  
terme T. 

 

Williams et Ewing [WIL 72] ont montré que les champs de contraintes à l’extrémité d’une 

fissure, dans un matériau isotrope et élastique, peuvent être exprimés à l’aide de séries infinies 

en puissance de r dont le 1er terme prépondérant correspond à la singularité en 1/√𝑟𝑟, le second 

terme est constant, le troisième terme est proportionnel à √𝑟𝑟. En mécanique de la rupture 

classique tous les termes sont négligés à l’exception du terme singulier. Cependant si les termes 

au-delà du second terme, en r1/2, r3/2… s’annulent à l’extrémité de la fissure, le second terme 

constant garde sa valeur. Ce terme peut avoir une influence importante sur la forme de la zone 
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plastifiée et sur les contraintes à l’intérieur de cette zone. Pour une fissure, dans un matériau 

élastique et isotrope, sollicitée en mode d’ouverture sous déformations planes, les deux 

premiers termes intervenant dans l’expression (II.13) sont : 

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

𝑓𝑓𝑚𝑚𝑖𝑖(𝜃𝜃) + 𝑇𝑇𝛿𝛿𝑥𝑥𝑚𝑚𝛿𝛿𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑂𝑂(𝑟𝑟1/2)                              (II.13) 

avec: 

 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑖𝑖  : Fonction de l’angle θ,  

𝛿𝛿𝑥𝑥𝑚𝑚𝛿𝛿𝑥𝑥𝑖𝑖: Symbole de Kronecker. 

𝑇𝑇 une contrainte uniforme, correspondant aux contraintes de compression/traction transverses 

évoquées lors de l’étude de la fissure stationnaire. 

On peut écrire dans le plan (x,y) : 

�
𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥    𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦
𝜎𝜎𝑦𝑦𝑥𝑥    𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦

� = 𝐾𝐾𝐼𝐼
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos 𝜃𝜃
2
�
1 − sin 𝜃𝜃

2
sin 3𝜃𝜃

2
sin 𝜃𝜃

2
cos 3𝜃𝜃

2

sin 𝜃𝜃
2

cos 3𝜃𝜃
2

1 + sin 𝜃𝜃
2

sin 3𝜃𝜃
2

� + �𝑇𝑇    0
0    0� + 𝑂𝑂�𝑟𝑟1/2�   (II.14) 

Le développement de (II.14) devient: 

𝜎𝜎𝑥𝑥 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos �𝜃𝜃
2
� �1 − sin �𝜃𝜃

2
� sin �3𝜃𝜃

2
�� + 𝑇𝑇 + 𝑂𝑂(𝑟𝑟1/2)                              (II.15) 

𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos �𝜃𝜃
2
� �1 + sin �𝜃𝜃

2
� sin �3𝜃𝜃

2
�� + 𝑂𝑂(𝑟𝑟1/2)                                   (II.16) 

𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑥𝑥 = 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos �𝜃𝜃
2
� �sin �𝜃𝜃

2
� cos �3𝜃𝜃

2
�� + 𝑂𝑂(𝑟𝑟1/2)                 (II.17) 

Pour déterminer le T-stress, plusieurs méthodes ont été proposées pour les éprouvettes 

normalisées en mécanique de la rupture (Leevers et Radon [LEE 82], Kfouri [KFO 86], 

Sham[SHA 89, 91], Wang et Parks [WAN 92], Toshio et Parks [TOS 92]). Une étude sur un 

modèle tridimensionnel a été menée par Henry et Luxmoore [HEN 95] pour les plaques 

contenant des fissures centrales. Yang et Ravi-Chandar [YAN 99] ont développé une méthode 

de différence des contraintes pour évaluer le T-stress dans un problème de fissure. Ayatolahi et 

al. [AYA 99] ont déterminé la contrainte-T en utilisant une analyse par éléments finis, ils ont 

obtenu des valeurs stables le long du ligament. Maleski et al. [MAL 04] ont étendu la méthode 

de Dally et Sanford pour calculer le FIC et le T-stress en mode I. Ils ont utilisé des rosettes 

rectangulaires pour évaluer la contrainte-T. Hadj Meliani et al. [MEL 10] ont estimé la 

contrainte T et les chemins de fissures émanant des entailles en U. L'estimation du T-stress était 

basée sur la méthode de différence des contraintes. Bouchelarm et al. [BOU 17, 18] ont proposé 
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une méthode analytique basée sur l’approche généralisée de Werstergaard pour déterminer le 

FIC et le T-stress sans l’intervention des paramètres géométriques. Cette méthode a été 

appliquée pour déterminer la position optimale pour l’emplacement des rosettes afin d’éliminer 

les erreurs dues aux termes d’ordres supérieur. 

II.4. Mécanique élasto-plastique de la rupture 

La mécanique linéaire-élastique de la rupture (MLER) peut être appliquée lorsque la zone 

plastique est petite par rapport à la dimension de la fissure. Lorsque cette zone plastique devient 

grande par rapport à la dimension de la fissure, la MLER ne peut plus s’appliquer. La mécanique 

élasto-plastique de la rupture ou mécanique non linéaire de la rupture s’applique aux matériaux 

ductiles, lorsque la plastification à l’extrémité des fissures est importante. 

Comme pour la mécanique linéaire de la rupture, où deux paramètres équivalents (𝐾𝐾 et 𝐺𝐺) 

peuvent être utilisés comme critère de rupture, deux paramètres caractéristiques de la 

mécanique non linéaire de la rupture sont présentés dans cette partie. Nous verrons que ces deux 

paramètres, le déplacement à fond de fissure ou CTOD (Crack Tip Opening Displacement) et 

l’intégrale de contour notée 𝐽𝐽 sont aussi équivalents entre eux. Ils décrivent tous les deux, les 

conditions à l’extrémité d’une fissure (champs de contraintes et de déplacements) et peuvent 

être utilisés comme critère de rupture.  

II.4.1. Ecartement à fond de fissure (CTOD) 

L’analyse proposée par WELLS [WEL 63] tente de relier l’écartement des deux surfaces en 

fond de fissure (CTOD / Crack Tip Opening Displacement) au FIC 𝐾𝐾𝐼𝐼 lorsqu’on est en régime 

de plasticité confinée. Pour examiner cette approche on va considérer une fissure avec une 

faible zone plastifiée comme indiqué sur la figure (II.5). Irwin montra qu’une telle fissure se 

comporte comme si elle était effectivement plus longue du fait de l’écoulement plastique à fond 

de fissure. On peut alors estimer le CTOD en augmentant la longueur de fissure de𝑟𝑟𝑦𝑦, la 

correction de zone plastifiée. Le CTOD est pris égal à l’ouverture de la fissure à la distance 𝑟𝑟𝑦𝑦 

en amont de l’extrémité ; le déplacement à cette distance est estimé à partir de la MLR qui 

prévoit en mode I : 

𝑢𝑢𝑦𝑦 = 𝜅𝜅+1
2𝜇𝜇

 𝐾𝐾𝐼𝐼�
𝑟𝑟𝑦𝑦
2𝜋𝜋

                                               (II.18) 
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Avec :                                     𝜅𝜅 = �

3−𝜈𝜈
1+𝜈𝜈

        𝑒𝑒𝑚𝑚 𝐾𝐾𝑐𝑐𝑚𝑚𝑐𝑐𝑟𝑟𝜕𝜕𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐𝑒𝑒 𝐸𝐸𝐸𝐸𝜕𝜕𝑚𝑚𝑒𝑒

3 − 4ν   en déformation plane 
                 

 

 
Figure II. 5: Estimation du CTOD à partir du déplacement à la distance 𝒓𝒓𝒚𝒚 en amont de 

l’extrémité d’une fissure de longueur (𝒂𝒂 + 𝒓𝒓𝒚𝒚). 

La longueur effective de fissure est (𝜕𝜕 + 𝑟𝑟𝑦𝑦) avec 𝑟𝑟𝑦𝑦le rayon de la zone plastifiée calculé d’après 

l’approche d’Irwin : 

𝑟𝑟𝑦𝑦 =   1
2𝜋𝜋
�𝐾𝐾𝐼𝐼
𝜎𝜎𝐸𝐸
�
2
                                                   (II.19) 

En combinant les deux relations précédentes, on trouve : 

𝛿𝛿 = 2𝜇𝜇𝑦𝑦 =  4
𝜋𝜋
𝐾𝐾𝐼𝐼
2

𝜎𝜎𝐸𝐸𝐸𝐸
                                                 (II.20) 

 

𝛿𝛿 ou CTOD représente l’écartement à fond de fissure. Le CTOD peut être relié au taux de 

restitution d’énergie 𝐺𝐺en utilisant la relation liant 𝐺𝐺 au FIC 𝐾𝐾𝐼𝐼. En contraintes planes, on a : 

𝐺𝐺 =   𝐾𝐾𝐼𝐼
2

𝐸𝐸
⇒  𝛿𝛿 = 4

𝜋𝜋
𝐺𝐺
𝜎𝜎𝐸𝐸

                                              (II.21) 

Ainsi, lorsqu’on est en régime de plasticité confinée où la mécanique linéaire de la rupture 

s’applique, le CTOD est relié à 𝐺𝐺 et au FIC 𝐾𝐾𝐼𝐼. Wells postula alors que le CTOD est un 

paramètre approprié pour caractériser le comportement à l’extrémité d’une fissure lorsqu’on 

atteint les limites d’application de la MLR. Cette hypothèse s’est avérée correcte quelques 

années plus tard lorsqu’on établit une relation unique entre le CTOD et l’intégrale de contour 

𝐽𝐽introduite par Rice. 

Le modèle de Dugdale-Barenblatt peut aussi être utilisé pour estimer le CTOD (Figure II.6) 

[ZEG 03]. 
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Figure II. 6: Estimation du CTOD : Modèle de Dugdale-Barenblatt. 

Le modèle de Dugdale-Barenblatt suppose un état de contraintes planes et un matériau 

élastique-plastique parfait c’est à dire sans consolidation. La relation plus générale entre le 

CTOD 𝛿𝛿 et le FIC 𝐾𝐾𝐼𝐼 est de la forme : 

𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
2

𝑚𝑚𝜎𝜎𝐸𝐸𝐸𝐸
= 𝐺𝐺

𝑚𝑚𝜎𝜎𝑒𝑒
                                                      (II.22) 

Où m est un coefficient sans dimension qui vaut à peu près 1 en contraintes planes et 2 en 

déformations planes. 

II.4.2. Intégrale de contour 𝑱𝑱 

Dans le cadre de la mécanique de rupture, Rice [RIC 68] a utilisé une intégrale de contour 

définie par Eshelby appelée intégrale J [ESH 56, ESH 69]. Cette approche s’applique à des 

matériaux présentant un comportement élastique linéaire ou élasto-plastique. Cette intégrale se 

présente par la relation (II.23), avec les notations de la figure (II.7). 

𝐺𝐺 = 𝐽𝐽 = ∫ 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑦𝑦 − 𝑇𝑇�⃗ 𝜕𝜕𝜕𝜕�����⃗

𝜕𝜕𝑥𝑥𝛤𝛤 𝑊𝑊𝑠𝑠                                          (II.23) 

Où 𝑊𝑊 est la densité de déformation d’énergie élastique (ou plastique pour les matériaux 

plastifiés), 𝑚𝑚���⃗  la normale au contour, 𝑇𝑇�⃗  le vecteur contraint en un point et 𝑢𝑢�⃗  le vecteur 

déplacement au même point. 𝑊𝑊𝑠𝑠  l’élément de contour. Cette intégrale est indépendante du 

contour, à condition que le contour se trouve en milieu élastique linéaire. 
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Figure II. 7 : Intégrale de contour J. 

Pour un matériau globalement élastique, il est démontré que le taux de restitution d’énergie 𝐺𝐺 

est directement lié aux facteurs d’intensité de contraintes par : 

𝐽𝐽 = 𝐺𝐺 = 𝐾𝐾𝐼𝐼
2

𝐷𝐷∗ + 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼
2

𝐷𝐷∗ + 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
2

2𝜇𝜇
                                         (II.24)  

II.5. Propagation quasi-statique de fissures 

Apres avoir déterminé les facteurs d’intensité de contraintes numériquement ou analytiquement 

d’une part, et la ténacité 𝐾𝐾𝐼𝐼𝑐𝑐 expérimentalement d’autre part, le critère de bifurcation doit 

déterminer l’angle de bifurcation θ0 par rapport à l’axe de fissure. 

Depuis les premières études de Erdogan et Sih [ERD 63] sur les fissures inclinées, de nombreux 

critères de bifurcation de fissures ont été proposés. Tous ces critères ont été établis en 

considérant un chargement quasi-statique, et la plupart se place en milieu élastique linéaire. 

a) Critère de la contrainte circonférentielle maximale : Critère CCM  

Le phénomène de rupture est supposé être piloté par l’intensité de la contrainte circonférentielle 

au voisinage du front de fissure, introduit par Erdogan et Sih [ERD 63]. C’est un critère local, 

basé sur la connaissance du champ des contraintes en pointe de fissure. Selon ce critère, la 

bifurcation s’amorce à l’extrémité de la fissure dans la direction pour laquelle la contrainte 

circonférentielle 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 est maximale.  

En élasticité linéaire, cela se traduit par :   
 

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 > 0,   𝜕𝜕𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 0   𝑒𝑒𝑐𝑐 𝜕𝜕
2𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃²

< 0                                         (II.25) 

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 1
4√2𝜋𝜋

�𝐾𝐾𝐼𝐼 �𝐾𝐾𝑐𝑐𝑠𝑠
𝜃𝜃
2

+ 𝐾𝐾𝑐𝑐𝑠𝑠 3𝜃𝜃
2
� − 3𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 �𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜃𝜃
2

+ 𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚 3𝜃𝜃
2
��                    (II.26) 
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On peut déduire : 

𝐾𝐾𝐼𝐼cos𝜃𝜃 + 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼(3 cos 𝜃𝜃 − 1) = 0                                   (II.27) 

Nous avons donc : 

tg �θ
2
� = 1

4
KI
KII

± 1
4
��KI

KII
�
2

+ 8                                      (II.28) 

         θ = 2 arctg �1
4
KI
KII

± 1
4
��KI

KII
�
2

+ 8�                                (II.29) 

 

Pour ce critère, la direction de propagation 𝜃𝜃0est indépendante de la nature du matériau, et plus 

particulièrement du coefficient de poisson 𝜈𝜈. 

L’angle θ donne la direction du maximum de la contrainte circonférentielle qui détermine 

l’angle de bifurcation qui est montré sur la figure (II.8). 

 
Figure II. 8 : Fond de fissure. 

Le signe du facteur d’intensité de contraintes 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 désigne le signe de l’angle de bifurcation𝜃𝜃. 

Les deux possibilités sont illustrées sur la figure (II.9). 

 
Figure II. 9 : Sens de l’angle de propagation (a) KII Positif, (b) KII négatif.  

En se basant sur le critère CCM, la figure (II.10) illustre un exemple de la propagation de fissure 

dans une poutre en T est soumis à un chargement vertical sur sa partie supérieure. La direction 

de propagation est calculée à l’aide du critère de la contrainte normale maximale, en utilisant 

un code de calcul par éléments finis. 
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Figure II. 10: Chemin de propagation dans une plaque en T (Critère CCM). 

b) Critère de la densité d’énergie de déformation minimale : Critère 𝑫𝑫𝑫𝑫𝑫𝑫𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 

L’inconvénient des critères locaux tels que le critère de la contrainte normale maximale, est que 

la connaissance des champs mécaniques n’est parfois qu’approximative au voisinage immédiat 

de la pointe de fissure. Il pourrait être intéressant de se placer un peu plus loin du fond de fissure 

pour calculer la direction de propagation. Sih [SIH 74] a proposé le critère du minimum de 

densité d’énergie de déformation basé sur la densité d’énergie (𝑊𝑊𝑊𝑊/𝑊𝑊𝑉𝑉) d’un élément du 

volume au voisinage de la pointe de fissure à une distance r et un angle θ dans la zone du 

comportement asymptotique. Selon ce critère, la fissure se propage dans la direction le long de 

laquelle le facteur de la densité d’énergie de déformation 𝑆𝑆 = (𝑊𝑊𝑊𝑊/𝑊𝑊𝑉𝑉)/𝑟𝑟, est minimum.  

La figure (II.11) illustre schématiquement la relation entre les paramètres : distance 𝑟𝑟,  angles 

𝜃𝜃 et 𝛼𝛼. 

 
Figure II. 11 : Paramétrage des éprouvettes pré-fissurées (r et θ sont les coordonnées 

polaires). 

 

Le paramètre S est écrit sous la forme suivante : 

𝑆𝑆 = 1
𝜋𝜋𝑟𝑟

(𝜕𝜕11𝐾𝐾𝐼𝐼2 + 2𝜕𝜕12𝐾𝐾1𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝜕𝜕22𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼2)                                  (II.30) 
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Les constantes 𝜕𝜕𝑚𝑚𝑖𝑖  représentent des fonctions de l’angle polaire 𝜃𝜃, du module d’Young 𝐷𝐷et du 

coefficient de Poisson 𝜈𝜈.  

                       𝜕𝜕11 = (1+𝑣𝑣)
8𝐸𝐸

[(3 − 4𝑣𝑣 − cos 𝜃𝜃)(1 + cos 𝜃𝜃)]
 
 

𝜕𝜕22 = (1+𝑣𝑣)
8𝐸𝐸

[4(1 − 𝑣𝑣)(1 − cos 𝜃𝜃) + (1 + cos 𝜃𝜃)(3cos 𝜃𝜃 − 1)]
                 

(II.31)
   

                         
𝜕𝜕12 = (1+𝑣𝑣)

8𝐸𝐸
[(2sin 𝜃𝜃)(cos 𝜃𝜃 − (1 − 2𝑣𝑣)]

 
 

La direction de propagation de fissure est définie comme suit : 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 0   et     𝜕𝜕
2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜃𝜃2
≥ 0                                                 (II.32)  

                  

Les figures (II.12) illustrent chemins de propagation obtenus expérimentalement et 

numériquement sur des éprouvettes CT, en utilisant le critère énergétique de Sih [SIH 74]. 
 

 

 
Figure II. 12 : Chemin de propagation : calcul numérique et expérimental [HUN 74]. 

c) Critère du taux de restitution d’énergie maximale : Critère TREM 

Ce critère reprend la notion de taux de restitution d’énergie 𝐺𝐺 déjà utilisée par Griffith, mais il 

se place dans un cadre d’étude plus général, celui de la fissure présentant une bifurcation. La 

direction recherchée est celle qui rend maximale le taux de restitution d’énergie pour un 

avancement ∆𝜕𝜕 .  
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Il existe de nombreuses méthodes de calcul du taux de restitution d’énergie. Parmi ces 

méthodes, nous avons choisi la méthode 𝐺𝐺(𝜃𝜃) (Destuynder et al.) [DES 83] qui est à la fois 

précise, rapide et facilement généralisable. 

Selon le critère, la fissure se propagera dans la direction qui maximisera le taux de restitution 

d’énergie 
𝜕𝜕𝐺𝐺(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 0   et  𝜕𝜕
2𝐺𝐺(𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜃𝜃2

< 0                                       
          

(II.33) 

 

Ce critère devrait nécessiter de faire un calcul dans chaque direction afin de déterminer celle 

pour laquelle le taux de restitution d’énergie est maximal. 

La courbe représentant 𝐺𝐺en fonction de 𝜃𝜃 est très régulière (croissante puis décroissante), et 

permet donc facilement de calculer l’angle 𝜃𝜃0qui maximise 𝐺𝐺 (Figure II.13.). 

 
Figure II. 13. Courbe 𝐺𝐺(𝜃𝜃)pour le calcul de la direction de propagation. 

Le taux de restitution d’énergie 𝐺𝐺 peut-être calculer en fonction de l’angle 𝜃𝜃 par la relation de 

Jun Chang [JUN 06] : 

𝐺𝐺(𝜃𝜃) = 1
2𝜇𝜇
𝐾𝐾𝑐𝑐𝑠𝑠2 𝜃𝜃

2
�𝑘𝑘+1

8
[𝐾𝐾𝐼𝐼2(1 + 𝐾𝐾𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃) − 4𝐾𝐾𝐼𝐼𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼𝑠𝑠𝑚𝑚𝑚𝑚𝜃𝜃 + 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼2(5 − 3𝐾𝐾𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃)] + 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼2 �   (II.34)        

 

La figure (II.14) illustre le chemin de propagation d’une fissure débouchant inclinée obtenu 

par le critère du taux de restitution d’énergie maximal. 

 
Figure II. 14. Chemin de propagation obtenu par le critère TREM [BOU 00] 
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d) Critère d'énergie de dilatation maximum : Critère-𝑻𝑻𝐯𝐯 

Theocaris et Andrianopoulos [THEO 82a, THEO 82b] ont postulé un critère de bifurcation, 

appelé le critère-T, qui indique qu'une fissure commence à se propager lorsque l'énergie de 

dilatation maximale 𝑇𝑇𝑣𝑣𝑚𝑚𝜕𝜕𝑥𝑥 atteint une valeur critique 𝑇𝑇𝑣𝑣𝑐𝑐, à un point au voisinage de sa pointe, 

qui peut être évalué à partir du simple test de traction. 

Le critère sépare l'énergie de déformation totale en deux composantes, c'est-à-dire une 

composante de dilatation qui provoque principalement la nucléation de la cavité, et une 

composante de distorsion qui modifie la forme d'un élément. Par conséquent, la condition de 

propagation de fissure est la suivante [BIA 13] : 

𝑇𝑇𝑣𝑣𝑚𝑚𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝑇𝑇v                                                         (II.35)        

 

La densité totale d'énergie de déformation élastique est divisée en deux composantes, la densité 

d'énergie de déformation de dilatation 𝑇𝑇v et la densité d'énergie de déformation de distorsion 𝑇𝑇D. 

Elles sont définies par : 
 

�
𝑇𝑇v = (1−2𝑣𝑣)

6𝐸𝐸
�𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝑦𝑦�

2

𝑇𝑇D = (1+𝑣𝑣)
3𝐸𝐸

��𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝑦𝑦�
2 − 3(𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦 − 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦2 )� 

   En contrainte plane             (II.36)

 
 

⎩
⎨

⎧ 𝑇𝑇v = (1−2𝑣𝑣)(1+v)2

6𝐸𝐸
�𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝑦𝑦�

2

𝑇𝑇D = (1+𝑣𝑣)
3𝐸𝐸

�(𝑣𝑣2 − 𝑣𝑣 + 1)�𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝑦𝑦�
2 − 3(𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎𝑦𝑦 − 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦2 )� 

 En déformation plane         (II.37)

 
Nous obtenons alors le champ de contraintes en coordonnées cartésiennes : 

A partir des champs de contrainte locaux autour de la pointe de fissure, nous définissons les 

fonctions 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜃𝜃),𝑓𝑓𝑦𝑦(𝜃𝜃),𝑓𝑓𝑥𝑥𝑦𝑦(𝜃𝜃) comme suit :  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜎𝜎𝑥𝑥 = 1

√2𝜋𝜋𝑟𝑟
𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜃𝜃)

   𝜎𝜎𝑦𝑦 = 1
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

𝑓𝑓𝑦𝑦(𝜃𝜃)

 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦 = 1
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑦𝑦(𝜃𝜃)
 

                                                   (II.38) 

Avec : 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑓𝑓𝑥𝑥(𝜃𝜃) = ��𝐾𝐾𝐼𝐼cos 𝜃𝜃

2
�1 − sin 𝜃𝜃

2
sin 3𝜃𝜃

2
�� − �𝐾𝐾IIsin 𝜃𝜃

2
�2 + cos 𝜃𝜃

2
cos 3𝜃𝜃

2
���

𝑓𝑓𝑦𝑦(𝜃𝜃) = ��𝐾𝐾𝐼𝐼 cos 𝜃𝜃
2
�1 + sin 𝜃𝜃

2
sin 3𝜃𝜃

2
�� + �𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 sin 𝜃𝜃

2
cos 𝜃𝜃

2
cos 3𝜃𝜃

2
��

𝑓𝑓𝑥𝑥𝑦𝑦(𝜃𝜃) = ��𝐾𝐾𝐼𝐼cos 𝜃𝜃
2

sin 𝜃𝜃
2

cos 3𝜃𝜃
2
� + �𝐾𝐾IIcos 𝜃𝜃

2
�1 − sin 𝜃𝜃

2
sin 3𝜃𝜃

2
���

 

                 (II.39) 

L’utilisation des équations (II.37) et (II.39), nous permet de trouver : 
 

�
𝑇𝑇v = (1−2𝑣𝑣)

12𝜋𝜋 𝐸𝐸𝑟𝑟
�𝑓𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑓𝑦𝑦�

2) 

𝑇𝑇D = (1+𝑣𝑣)
6𝜋𝜋 𝐸𝐸𝑟𝑟

�𝑓𝑓𝑥𝑥2 + 𝑓𝑓𝑦𝑦2 − 𝑓𝑓𝑥𝑥𝑓𝑓𝑦𝑦 + 3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑦𝑦2 � 
    En contrainte plane             (II.40)

 
Selon le critère, la fissure se propagera dans la direction qui maximisera l’énergie de 

déformation de dilatation :  
∂𝑇𝑇v
∂𝜃𝜃

= 0, et   ∂
2𝑇𝑇v
∂𝜃𝜃2

< 0                                                        (II.41) 

II.6. Méthodes numériques utilisées 

Plusieurs méthodes ont été proposées et développées pour étudier la propagation d’une fissure 

: méthode des différences finies, équations intégrales (méthode des éléments frontière, Bush 

[BUS 99]), puis la méthode des éléments finis. Récemment, quelques auteurs ont proposé 

d’autres méthodes novatrices. 

On peut citer par exemple la méthode sans maillage (meshless) « Element-Free Galerkin 

Method » proposée par Belytschko et al. [BEL 94], et appliquée à la mécanique de la rupture 

par la suite. Dans ces méthodes, l’interpolation est réalisée uniquement à l’aide de nœuds et de 

la surface de la pièce, ce qui offre l’avantage de propager des fissures sans nécessiter de 

remaillage. Rashid [RAS 98] a également proposé une approche intéressante (Arbitrary Local 

Mesh Replacement Method), basée sur la méthode des éléments finis, qui consiste à superposer 

deux maillages. Un maillage de la pièce, qui ne prend pas en compte la fissuration, et un 

maillage circulaire centré sur la pointe de fissure, et qui va se déplacer en même temps que 

celle-ci. Cette méthode s’avère être assez rapide, mais reste pour l’instant réservée aux 

matériaux élastiques, et pose des problèmes dans le cas de l’étude de plusieurs fissures. 

Finalement la méthode des éléments finis reste la plus utilisée, car son domaine d’application 

est beaucoup plus large : matériaux à comportement non-linéaire, problèmes de contact, grandes 

déformations, couplages thermomécaniques, etc… De nombreux auteurs l’ont utilisé dans le 

cadre de la mécanique de la rupture, et on peut distinguer trois catégories principales (Jirásek 

[JIR 99]) : 
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• Pour les modèles continus, le comportement du matériau est décrit par une relation contrainte-

déformation. 

Les méthodes basées sur la notion d’endommagement (Gurson [GUR 77]), Rousselier [ROU 

87] appartiennent à ces modèles. Des lois, basées sur des paramètres micromécaniques du 

matériau, sont liées à son comportement et permettent de modéliser la fissuration en faisant 

chuter les propriétés mécaniques dans la zone endommagée. Cependant, cette approche peut 

conduire à des dégénérescences importantes du maillage en grandes déformations. Les modèles 

« smeared crack», développés spécifiquement pour l’étude de pièces en béton sous tension, 

sont également basés sur une décomposition de la déformation totale en une partie élastique, et 

une partie inélastique [RAS 68]. Ces deux parties correspondent respectivement à la 

déformation élastique du matériau non fissuré, et à la déformation inélastique due à la 

fissuration. La partie élastique est gouvernée par une loi reliant contrainte et déformation 

élastique, comme la loi de Hooke. La partie inélastique correspond à la déformation due à 

l’ouverture de microfissures, ces dernières étant amorcées lorsque les contraintes atteignent une 

valeur critique. Ces modèles sont cependant affectés par un blocage en contrainte car une fois 

la microfissure introduite, son orientation est fixée. 

• Dans les modèles mixtes, on enrichit la description mécanique des milieux continus par des 

discontinuités de déplacement correspondant aux fissures macroscopiques. La partie continue 

du solide est décrite par une loi reliant le tenseur des contraintes au tenseur des déformations, 

tandis que les discontinuités sont introduites à partir de critères d’amorçage et de propagation 

de fissures, propres à la mécanique de la rupture. L’approche discrète, quant à elle, consiste à 

modéliser les discontinuités en propageant des fissures réelles à l’intérieur du maillage [ELO 

93]. Une telle approche permet de modéliser finement la propagation des fissures, mais 

nécessite plusieurs remaillages.  

• Les modèles discrets (à ne pas confondre avec l’approche discrète présentée ci-dessus) ne sont 

pas basés sur une description continue du solide, mais sont plutôt constitués d’assemblages de 

barres, poutres ou ressorts. Ces entités élémentaires peuvent permettre de modéliser des 

structures complexes à partir d’éléments simplifiés, ou encore de représenter les liaisons à 

l’échelle microstructurale du matériau. La rupture est alors prise en compte par la rupture d’une 

de ces entités élémentaires. 

II.7. Revue des recherches sur la propagation des fissures dans les matériaux FGM 

Cette section présente une revue de quelques travaux scientifiques portant sur la propagation 

des fissures dans les matériaux FGM en mettant l'accent sur les travaux publiés. 
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La plupart de ces études sont basées sur l’utilisation de l’approche locale et énergétique de la 

mécanique linéaire de la rupture fondée sur la détermination du FIC. L’évolution de ce 

paramètre a été utilisée pour déterminer l’angle de direction 𝜃𝜃0, à chaque incrément de 

propagation 𝛥𝛥𝜕𝜕.  

Pour le but de déterminer l’effet de la présence d’un défaut géométrique sur la 

propagation d’une fissure dans une structure en FGM. Boulenouar et al. [BOU 15] ont considéré 

une plaque mince trouée pré-fissurée. Ils ont constaté que la fissure s’oriente tout d’abord vers 

la cavité. Ceci vient du fait que la cavité crée une « dépression » de contrainte qui va modifier 

la contrainte principale maximale dans la plaque et attire ensuite cette fissure. Une fois la cavité 

passée, cette fissure se réoriente en mode I, et elle s’éloigne très légèrement de la cavité [BEN 

17]. 

Benamara et Boulenouar [BEN 17b] ont analysé le chemin de la propagation de fissures dans 

des plaques en FGM, en utilisant deux critères de bifurcation, le critère de la densité d’énergie 

de déformation (critère 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)et le critère de la contrainte circonférentielle maximale (critère 

CCM). Chafi et Boulenouar [CHA 19] ont étudié par la MEF, le chemin de propagation d’une 

fissure dans une éprouvette de flexion en FGM. La méthode d’extrapolation du déplacement 

(DET) et le critère de la contrainte normal maximale sont considérés pour déterminer l’angle 

de bifurcation à chaque incrément de propagation.  

Anandakumar et al. [ANA 10] ont utilisé la MEF afin de déterminer le trajet de fissuration dans 

les poutres en FGM sous chargement thermique et thermomécanique avec prise en compte de 

la contrainte-T.  

Ma et al. [MA 08] ont considéré des éprouvettes de flexion 4-points en FGM et la méthode 

XFEM pour déterminer le chemin éventuel de propagation en mode mixte. Cette méthode a été 

utilisée par Hosseini et al. [HOU 13] sur des matériaux isotropes et orthotropes en FGM, sous 

l’effet du chargement mécanique et thermique. Martinez-Paneda et al. [MAR 15] ont étudié la 

capacité et la limite de modélisation numérique des problèmes de rupture et de fissuration dans 

les matériaux FGM, en utilisant le code des éléments finis ABAQUS. Mousa et al. [MOU 91] 

ont réalisé un matériau FGM, en utilisant une matrice en polyester renforcée par une distribution 

variable des fibres de verre.  L'objectif principal de ses travaux est de présenter une étude 

expérimentale et numérique de l'effet de l'angle d'inclinaison sur le chemin final de fissuration 

(Figure. II.15). A chaque incrément de propagation, les facteurs d'intensités des contraintes sont 

calculés par la méthode de l'intégrale d'interaction.  
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Figure II. 15: Propagation de fissures dans les matériaux FGM  

a) Essai Expérimental, b) Calcul numérique. 

Ooi et al. [OOI 15] ont développé la formulation de la méthode SBFEM (Scaled boundary finite 

element method) pour modéliser la propagation des fissures dans le cas des matériaux FGM, en 

utilisant des éléments de forme polygone à 6 côtés (hexagone), comme le montre la figure (II. 

16).   

Khalaf et Haider [KHA 17] ont adopté la méthode sans maillage dite « extended element free 

Galerkin method » (XEFGM) pour simuler la propagation des fissures des poutres en 

verre/époxy soumises à une flexion non proportionnelle. La méthode de l'intégrale d'interaction 

a été utilisée pour déterminer les FIC à chaque incrément de propagation. Les résultats ont 

montré une bonne fiabilité, stabilité et efficacité de la technique utilisée. Un bon accord est 

remarqué avec les travaux expérimentaux de la propagation de fissures dans les matériaux 

gradués. 
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Figure II. 16: Propagation de fissures dans les matériaux FGM : Méthode SBFEM [Ooi 15] 

Kim et Paulino [KIM 07] ont analysé numériquement le trajet de propagation de fissures dans 

les matériaux gradués, en utilisant le code de calcul FRANC 2D.  D’autres exemples 

numériques ont été proposés par Kim [KIM 03] pour étudier le cas des plaques en multi-

amorçages. 
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II.8. Conclusion  

Ce chapitre est un rappel sur les concepts de base de la mécanique de la rupture, les mécanismes 

et les paramètres qui régissent une propagation de fissure tel que les facteurs d’intensité de 

contrainte, le taux de restitution d’énergie. La définition de T-stress et son influence sur le 

processus de propagation de fissure sont aussi illustrés à travers plusieurs travaux de référence.  

Un état de l’art est présenté dans cette partie d’étude sur les critères de bifurcation utilisés dans 

les matériaux FGM, pour le but de déterminer l’angle de direction à chaque incrément de 

propagation.  

Dans le chapitre suivant, nous tentons de présenter une étude numérique de la propagation de 

fissures en mode mixte pour les matériaux FGM, sous l’effet du chargement mécanique et 

thermomécanique. Des programmes sous forme de script APDL seront conçus pour reproduire 

numériquement le chemin de propagation d’une fissure avec une grande précision en utilisant 

des critères locaux et énergétiques. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  



 

 
 

 

Chapitre III 

Simulation numérique de la propagation de fissures 

dans les matériaux FGM 
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III.1 Introduction  

L’évolution d’une fissure dépend de plusieurs paramètres intrinsèques au matériau, tels que les 

propriétés géométriques et mécaniques de la structure, ou extrinsèques comme l’étendue de 

cette fissure ou la nature des charges appliquées. Tous ces paramètres doivent être pris en 

compte dans la simulation numérique, de façon à permettre l’étude de la propagation quasi-

statique d’une ou de plusieurs fissures.  

Les paramètres de rupture décrivant les champs de contraintes en fond de fissure dans les FGM 

tels que les facteurs d'intensité de contraintes (FIC), sont importants pour déterminer la 

direction de croissance des fissures. En mécanique de la rupture, plusieurs approches 

numériques ont été adoptées pour la détermination du facteur d’intensité des contraintes, dans 

ce travail deux techniques sont utilisés : la technique d'extrapolation par déplacement (DET), 

et la technique de corrélation des déplacements (DCT) 

Nous essayons de présenter à travers ce chapitre une étude numérique de la propagation de 

fissures en mode mixte sous l’effet du chargement mécanique et thermomécanique en prenant 

des exemples de simulations variés de la propagation de fissure dans des pièces homogènes et 

FGM. L'approche développée est validée à l'aide des résultats numériques et expérimentaux 

disponibles rapportés dans la littérature. 

En utilisant le langage de conception paramétrique Ansys (APDL), la variation continue des 

propriétés du matériau est intégrée en spécifiant les paramètres du matériau au centre de chaque 

élément fini (FE), et l'angle de direction est évalué avec différents critères de bifurcation en 

fonction des facteurs d'intensité de contrainte (FIC) au moyen d'un algorithme. 

III.2 Présentation du logiciel ANSYS 

ANSYS, Inc. est un éditeur de logiciels spécialisé en simulation numérique. Ses produits 

majeurs sont des logiciels qui mettent en œuvre la méthode des éléments finis, afin de résoudre 

des modèles préalablement discrétisés. 

Deux logiciels permettent de mettre en œuvre le code ANSYS : 

 ANSYS Classic :  est destinée à la construction de modèles éléments finis à la géométrie 

plus ou moins simple, facilement constructible à l'aide d'opérations basiques en utilisant le 

langage de script APDL (ANSYS Parametric Design Language). ANSYS Classic est donc 

destiné à des utilisateurs compétents dans le domaine de la simulation numérique 

 ANSYS Workbench : Elle est particulièrement adaptée au traitement de cas à la géométrie 

complexe (nombreux corps de pièces) et aux utilisateurs non confirmés dans le domaine du 

calcul. La plateforme est donc chargée de convertir les requêtes entrées par l'utilisateur en 
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code ANSYS avant de lancer la résolution. Le modèle élément finis généré reste néanmoins 

manipulable en insérant des commandes propres au code ANSYS. 

La procédure générale du code APDL est classée en deux étapes, une étape initiale et une étape 

en boucle. Dans la phase initiale, une géométrie en 2D avec la position et la dimension d'une 

fissure initiale est défini ainsi que les conditions aux limites, dans la phase de boucle, la fissure 

se propage avec un incrément donné et une direction déterminée à partir des facteurs d'intensité 

de contrainte et des critères de bifurcation, la fissure cesse de se propager lorsqu’elle atteint un 

bord ou lorsque le nombre d'étapes défini par l'utilisateur est atteint. Une description plus 

détaillée du code APDL et de l’algorithme est donnée dans la section suivante. 

III.3. Calcul des paramètres de propagation  

III.3.1 Facteurs d’intensité de contraintes (FICs) 

Il est connu que la détermination du chemin de propagation est basée sur la détermination des 

facteurs d’intensité de contraintes FICs, à chaque incrément de propagation. Dans cette étude 

numérique, deux techniques ont été sélectionnées pour évaluer les facteurs d’intensité de 

contraintes KIet KII : 

III.3.1.1 Méthode d’extrapolation de déplacement DET 

(Displacement Extrapolation technique) : est une méthode basée sur le déplacement des nœuds 

autour de la pointe de la fissure, en mode mixte, les facteurs 𝐾𝐾𝐼𝐼 et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 sont calculés par les 

équations suivantes III.1 et III.2, cette technique a été utilisée dans différentes études [BEN 

17a, BEN 17b, CHA 19, AIT 21] : 

𝐾𝐾𝐼𝐼 = 𝐸𝐸𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
3 �1+𝜐𝜐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡�(1+𝑘𝑘𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡)

�2𝜋𝜋
𝐿𝐿
�4(𝑣𝑣𝑏𝑏 − 𝑣𝑣𝑑𝑑) − (𝑣𝑣𝑐𝑐−𝑣𝑣𝑒𝑒)

2
�                              (III.1) 

𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐸𝐸𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
3 �1+𝜐𝜐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡�(1+𝑘𝑘𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡)

�2𝜋𝜋
𝐿𝐿
�4(𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑑𝑑) − (𝜕𝜕𝑐𝑐−𝜕𝜕𝑒𝑒)

2
�                            (III.2) 

III.3.1.2 Méthode de corrélation de déplacement DCT 

(Displacement Correlation Technique) : est une méthode utilisée pour évaluer les facteurs 

d’intensité de contraintes KI et KII pour les matériaux fonctionnellement gradués. Cette 

corrélation est effectuée sur des points spécifiques localisés sur les lèvres de la fissure, les 

paramètres KI et KII sont donnés par les équations suivantes : 

𝐾𝐾𝐼𝐼 = 𝜇𝜇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑘𝑘𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡+1

�2𝜋𝜋
𝐿𝐿

[4(𝑣𝑣𝑏𝑏 − 𝑣𝑣𝑑𝑑) − (𝑣𝑣𝑐𝑐 − 𝑣𝑣𝑒𝑒)]                               (III.3) 
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𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝜇𝜇𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑘𝑘𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡+1

�2𝜋𝜋
𝐿𝐿

[4(𝑢𝑢𝑏𝑏 − 𝑢𝑢𝑑𝑑) − (𝑢𝑢𝑐𝑐 − 𝑢𝑢𝑒𝑒)]                              (III.4) 

Où : 

𝐷𝐷𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡, 𝜐𝜐𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 et 𝜇𝜇𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 sont le module de Young, le coefficient de poisson et le module de cisaillement, 

respectivement. Ces paramètres sont calculés à la pointe de la fissure. 

En élasticité linéaire, le paramètre 𝑘𝑘𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡 égal à �3−𝜈𝜈𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
1+𝜈𝜈𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

� en état de contrainte plane et égale à 

�3 − 4𝜈𝜈𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡� en état de déformation plane.  

𝐿𝐿 est la longueur de l’élément singulier. 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 sont, respectivement, les déplacements suivant 

les directions 𝑥𝑥 et 𝑦𝑦 (Figure III. 1).  

Dans ce travail, les facteurs d’intensité de contraintes KI et KII sont déterminés à l’aide d’un 

sous-programme implémenté dans le code de calcul ANSYS 16.0, en utilisant le langage de 

script APDL (Ansys Parametric Design Language). 

 

 

Figure III. 1:Elément singulier avec nœuds au quart des côtés.  

III.3.2 Angle de propagation  

L’angle de direction (θ) à chaque incrément de propagation (Δa) est déterminé par la résolution 

d’un système d’équations définissant le critère choisi. Dans cette partie d’étude, quatre critères 

sont utilisés :  

• Critère de la contrainte circonférentielle maximale (Critère CCM),  

• Critère de la densité d’énergie de déformation minimale (Critère 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚),   

• Critère du taux de restitution d’énergie maximale (Critère TREM).  

• Critère d’énergie de dilatation maximale (Critère- Tv). 

III.3.3 Algorithme de propagation de fissures 

La prédiction du chemin de propagation de fissures est basée sur la résolution mathématique de 

système d’équations définissant le critère sélectionné à chaque incrément de propagation, en 

utilisant le programme Maple 12 ou Matlab. 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Langage_de_script
http://fr.wikipedia.org/wiki/Langage_de_script
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L’angle de bifurcation (𝜃𝜃) est calculé dans le repère local par rapport à l’axe de fissure. Pour 

tous les exemples proposés, les calculs sont effectués étape par étape, en supposant des petites 

extensions de la fissure( 𝛥𝛥𝜕𝜕).  

A chaque étape, les facteurs d’intensité de contraintes 𝐾𝐾𝐼𝐼 et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 sont déterminés par l’une des 

méthodes choisies DET ou DCT. 

L’angle de bifurcation (θ) est déterminé par l’un des critères choisis, le nouvel angle est établi, 

les lèvres et la pointe de fissure sont créées, la fissure se propage avec un incrément 𝛥𝛥𝜕𝜕 en 

prenant en considération le nouvel angle de bifurcation, 

Cette procédure à partir de la fissure actuelle est répétée en boucle pour le nombre d'étapes 

défini par l'utilisateur ou jusqu'à ce que la fissure atteint un bord. 

La Figure III. 2 montre un organigramme qui résume les démarches nécessaires afin de 

déterminer le chemin éventuel de propagation. Une illustration de la technique de l’avancement 

de fissure, par la création de la nouvelle position de sa pointe est donnée sur la Figure III. 3 

 

 

 

Figure III. 2 : Organigramme de l’algorithme programmé pour la propagation de fissure. 

 
Figure III. 3: Différentes étapes de propagation de la fissure. 

Non 

Oui 
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III.4 Modélisation numérique du comportement mécanique des FGMs 

Les propriétés mécaniques de la plaque en FGM sont déclarées à l’aide d’un sous-programme 

implémenté dans le code de calcul ANSYS. Ce programme permet de localiser les coordonnées 

du centre de chaque élément du maillage (𝑒𝑒𝑚𝑚)et de calculer ensuite, le module élastique 𝐷𝐷 et le 

coefficient de Poisson 𝜈𝜈 (pour chaque élément 𝑒𝑒𝑚𝑚), à travers les lois de mélange. 

III.5 Résultats et discussions 

III.5.1 Propagation de fissures sous chargement mécanique  

Afin de démontrer la robustesse et l’efficacité de notre technique de détermination de la 

propagation de fissure dans les matériaux fonctionnellement gradués, plusieurs cas sont étudiés, 

les résultats obtenus ont été comparés avec d’autres travaux expérimentaux et numériques 

disponibles dans la littérature.   

• Eprouvette en flexion 4-points en FGM, 

• Eprouvette en flexion 3-points en FGM, 

• Eprouvette en flexion 3-points sous différents chargements.  

III.5.1.1 Cas d’une éprouvette de flexion 4-points en FGM 

Dans cet exemple, on considère une éprouvette de flexion 4-points en FGM (Epoxy/Glass). 

L’éprouvette contenant une fissure de longueur a=5.5 mm, supposée amorcer 

perpendiculairement à la gradation des propriétés du matériau. La Figure III. 4 montre le modèle 

géométrique, les forces appliquées et les conditions aux limites. Trois positions de fissure : 𝑃𝑃1, 

𝑃𝑃2 et 𝑃𝑃3 , sont considérées dans cette étude (avec : ξ = 0.17, 0.58 et 1, respectivement). Dans la 

figure (III.4), 𝑢𝑢𝑥𝑥 et 𝑢𝑢𝑦𝑦 indiquent les déplacements suivant les directions (Ox) et (Oy), 

respectivement. 

On note que cette géométrie a été utilisée par Rousseau et Tippur [ROU 00] pour réaliser des 

essais expérimentaux sur les matériaux FGM et ensuite, ce modèle géométrique a été étudié 

avec différents critères dans plusieurs travaux numériques [KIM  07, CHA 19, COM 07, KHA 

19, NAT 19]. 

 
Figure III. 4: Géométrie de l’éprouvette en flexion 4-points en FGM les dimensions sont 

données en [mm]. 
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La structure considérée est maillée par des éléments quadratiques à 8 nœuds (quadrangulaires 

et triangulaires), des éléments spéciaux ont été utilisés pour caractériser la singularité en pointe 

de la fissure. Les Figure III. 5 (a) et (b) illustrent respectivement, le maillage global de 

l’éprouvette avec différentes positions de la fissure ξ, et le maillage au voisinage de la pointe 

de fissure. 

 
Figure III. 5: Maillage de l’éprouvette en flexion 4-points : (a) Maillage global pour les 

différentes positions de fissure, (b) Maillage détaillé au voisinage de la pointe de fissure. 

La Figure III. 6 illustre la variation des propriétés mécaniques (E, ν et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼), le long de la région 

graduée (0 ≤ ξ ≤ 1). Les valeurs numériques de ces paramètres sont illustrées dans le tableau 

(III.1). 

 
Figure III. 6:Variation des propriétés matérielles a) Variations du module de Young 
𝐷𝐷(MPa), du coefficient de Poisson 𝑣𝑣, b) la variation du KIC le long de la région graduée (0 ≤ 
ξ ≤ 1) 

Comme mentionné auparavant, pour déclarer les propriétés mécaniques du matériau, un sous- 

programme a été conçu spécialement puis intégré dans le code de calcul sous forme de script 

APDL. 
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Tableau III. 1: Propriétés matérielles, E,  𝜈𝜈 et  𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 dans la zone graduée. 

La Figure III. 7 illustre un exemple composé de 4 étapes du chemin de propagation de la fissure 

initiée en position P1 (ξ = 0,17), en utilisant le critère local de bifurcation CCM (Critère de la 

contrainte circonférentielle maximale). 

 
Figure III. 7: Extension de la fissure par le critère de bifurcation CCM (position ξ=0.17). 

Afin de valider notre modèle numérique de la propagation des fissures dans les matériaux 

fonctionnellement gradués, nous avons montré dans les Figure III. 8.(a~c) et dans les Figure 

III. 9 (a~c) les résultats expérimentaux obtenus par Rousseau et Tippur [ROU 00], ainsi que les 

résultats obtenus numériquement par Kim et Paulino [KIM 07] en utilisant le code FRANC 2D 

(Fracture Analysis Code 2D) respectivement, ces résultats illustrent les chemins de propagation 

de fissure, pour les trois positions P1, P2, P3 (ξ = 0.17, ξ = 0.58 et ξ = 1), respectivement. 

En utilisant le critère de bifurcation CCM et la technique DET, les Figure III. 10 (a~c) 

représentent les résultats numériques des chemins de propagation pour les trois positions 𝑃𝑃1, 𝑃𝑃2 

et 𝑃𝑃3 , respectivement. Ces résultats sont obtenus pour l’incrément de fissure Δa = 1mm.  

Il existe un accord raisonnable entre nos résultats (Figure III. 10) et les résultats expérimentaux 

et numériques (Figure III. 8, et Figure III. 9) des travaux cités plus haut. On peut dire à partir 

de ces résultats, que la technique de programmation utilisée reproduit fidèlement le chemin de 

propagation dans les matériaux FGM. 

𝝃𝝃 𝑫𝑫(𝑴𝑴𝑴𝑴𝒂𝒂) 𝝂𝝂 𝑲𝑲𝑰𝑰𝑰𝑰 (𝑴𝑴𝑴𝑴𝒂𝒂.√𝒎𝒎) 

0 3000 0.35 1.2 

0.17 3300 0.34 2.1 

0.33 5300 0.33 2.7 

0.58 7300 0.31 2.7 

0.83 8300 0.30 2.6 

1 8600 0.29 2.6 
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a) P1=0.17                   b) P2=0.58                  c) P3=1 

Figure III. 8: Résultats expérimentaux des chemins de propagation pour les trois positions de 
fissure [ROU 00]. 

 
a) P1=0.17                   b) P2=0.58                  c) P3=1 

Figure III. 9: Prédiction numérique des trajets de propagation obtenue par Kim et Paulino 
[KIM 07]. 

 

 

                               a) P1=0.17                   b) P2=0.58                  c) P3=1 

Figure III. 10: Résultats numériques des trajets de fissuration obtenus par le critère CCM 

Pour bien visualiser la comparaison, nous avons représenté sur la figure III.11 les coordonnées 

de la fissure représentant le chemin de propagation de nos résultats numériques obtenus pour 

les fissures localisées aux positions P1, P2 et P3 (ξ=0.17 ; 0.58 et 1).   
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Figure III. 11: Trajets de propagation obtenus numériquement pour les trois positions de 

fissure (P1, P2 et P3). 

• Pour les positions P1 et P2 (ξ=0.17 et 0.58) figure III.11(a) et (b) : la fissure bifurque vers le 

point d’application de la force et s’oriente vers le côté ou les propriétés du matériau sont 

faibles (module d’élasticité et la ténacité KIC), les deux fissures P1 et P2 prennent le même 

chemin avec des degrés légèrement différents.  

• Pour la position P3, (III.11 (c)) : la fissure se propage d’une façon quasi-rectiligne en mode 

I et ce à cause de la nature du matériau dans cette partie. Bien que le point d’application de 

la force soit très proche, la fissure est piégée dans cette direction, vu que le module de Young 

est plus faible.  

Pour mieux illustrer l’influence de la position de la fissure dans la région graduée sur la 

prédiction du trajet final de fissuration, nous avons regroupé sur la figure (III.12) les trois 

trajectoires obtenues pour les positions 𝑃𝑃1, 𝑃𝑃2 et  𝑃𝑃3 , respectivement. 

On remarque que la fissure dans les positions 𝑃𝑃1et 𝑃𝑃2 se propage de la même manière c'est-à-

dire que la fissure se dirige vers le point d’application de la charge avec une légère différence 

(a) (b) 

(c) 
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d’inclinaison. Pour expliquer cette différence, il est important de voir l’angle initial avec lequel 

la fissure va débuter sa propagation.  

On peut noter que la fissure initiée en position 𝑃𝑃1 (ξ=0.17) présente une valeur maximale de 

l’angle d’amorçage ( θ0) . Plus la position de la fissure se déplace vers la position 𝑃𝑃3 (ξ=1), 

plus l’angle d’amorçage (θ0) diminue. Cette différence de l’angle initial de propagation a une 

influence directe sur le trajet final de propagation. 
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Figure III. 12: Trajets de fissuration obtenus pour les différentes positions ξ. 

Dans le tableau suivant (III.2) une comparaison des résultats de l'angle initial de propagation 

(𝜃𝜃0) est donnée. Ce cas d’éprouvette en flexion 4 points a été souvent repris pour différents 

essais et différentes méthodes numériques on cite : MEF [KIM 07], X-FEM [COM 07], 

XEFGM (Extended Element Free Galerkin Method) [HAI 17], SBFEM (Scaled Boundary 

Finite Element Method) [EAN 15]. 

Tableau III. 2:Comparaison entre les angles d’amorçage ( 𝜃𝜃0) 

 

Position 

de fissure 

ξ 

Angle initial de propagation 𝛉𝛉𝟎𝟎(°) 

 Expérimental MEF X-MEF XEFGM SBFEM 

Présente 

étude 

Rosseau et 

Tippur [ROU 00] 

Kim et 

Paulino 

[KIM 07] 

Comi et 

Mariani 

[COM 07] 

Haider et 

Hassanein 

[HAI 17] 

Ean et al. 

[EAN 15] 

0.17 6.95° 7° 6.98° 7.22° 6.90° 6.82° 

0.58 4.04° 4° 4.01° 4.07° 4.02° / 

1.00 0.57° 0.5° 0.59° 1.02° 0.60° / 
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En comparant les résultats numériques obtenus avec ceux disponibles dans la littérature on peut 

dire qu’un bon accord a été constaté et que le modèle décrit bien le trajet de fissuration et obtient 

des valeurs précises de l’angle initial de propagation (𝜃𝜃0). 

Sur la figure (III.13), nous avons représenté le chemin de propagation d’une fissure amorcée en 

position 𝑃𝑃1 estimée par trois critères différents : 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 « Critère de la densité d’énergie de 

déformation minimale », le critère CCM « Contrainte circonférentielle maximale » et le critère 

TREM « Critère du taux de restitution d’énergie maximal ». Les trajets de fissuration obtenus 

donnent de bons résultats ce qui veut dire que la technique de programmation numérique utilisée 

a montré son efficacité pour les différents critères de bifurcation, locaux et énergétiques. 
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Figure III. 13: Chemins de propagation obtenus par les critères : CCM, TREM et 
𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 pour P1 (ξ=0.17). 

Sur le tableau (III.3) une meilleure visualisation est présentée en comparant l’angle initial de 

bifurcation  (𝜃𝜃0 ) calculé par les différents critères (CCM, 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,TREM et Tv), pour les trois 

positions de fissures. Les résultats obtenus sont très proches. 

Tableau III. 3: comparaisons des angles initiaux de bifurcation pour différents critères. 

La figure (III.14) illustre l’évolution de l’angle initial de bifurcation ( 𝜃𝜃0), le long de la zone 

graduée, évaluée numériquement par le critère local CCM et le critère énergétique 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. On 

peut remarquer clairement, pour les deux approches, que l’angle de bifurcation (𝜃𝜃0) augmente 

et atteint sa valeur maximale lorsque la fissure est localisée à la position ξ=0.22 noté P (𝜃𝜃0) max. 

Position de fissure ξ Critères de bifurcation  
 

CCM 𝑫𝑫𝑫𝑫𝑫𝑫𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 TREM Tv 

0.17 6.94° 6.902° 6.9501° 6.503° 

0.58 4.038° 4.029° 4.040° 4.040° 

1 0.576° 0.576° 0.576° 0.576° 
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Ensuite, cet angle diminue progressivement lorsque la position de fissure tend vers la position 

ξ=1. 

L’étude comparative montre un bon accord entre la simulation numérique et le résultat 

expérimental pour les trois positions de fissure. Il semble que tous les résultats obtenus par 

approche théorique, numérique ou expérimentale présentent des résultats très similaires lorsque 

la fissure passe de la position P (𝜃𝜃0) max vers la position P3 (ξ = 1). La procédure numérique 

développée donne donc un résultat très satisfaisant. 

 

Figure III. 14: Evolution de l’angle de bifurcation ( 𝜃𝜃0)  dans la zone graduée. 

• Calcul de la charge critique 

En utilisant le critère CCM, les tableaux (III.4) et (III.5) récapitulent respectivement, le 

chargement critique appliqué (𝑃𝑃𝑐𝑐𝑟𝑟) pour faire propager la fissure et les FICs 𝐾𝐾𝐼𝐼 et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 , évalués 

numériquement pour des fissures localisées aux positions ξ=0.17, ξ=0.58, ξ=1.  

 𝑴𝑴𝒄𝒄𝒓𝒓(𝑵𝑵) 

Références ξ= 0.17 ξ =0.58 ξ =1 

Présente étude 252 297 290 

Kim et Paulino [KIM 04] 249.3 298 289.9 

Bayesteh [BAY 13] 250 300 / 

Ait Ferhat [AIT 21] 257 / / 

Tableau III. 4: Calcul de la charge critique 𝑃𝑃𝑐𝑐𝑟𝑟  pour les positions ξ = 0.17, 0.58, 1. 
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On remarque que la fissure localisée au point P2 nécessite une charge Pcr plus élevée par 

rapport aux autres positions (P1 et P3) ceci est due à la nature du matériau dans cette zone, ou 

la ténacité du matériau est la plus élevée. 

Les résultats obtenus sont comparés avec ceux obtenus dans la littérature. On peut dire que les 

calculs réalisés présentent des résultats très fiables. 

  𝑲𝑲𝑰𝑰 (𝑴𝑴𝑴𝑴𝒂𝒂.√𝒎𝒎) 𝑲𝑲𝑰𝑰𝑰𝑰 (𝑴𝑴𝑴𝑴𝒂𝒂.√𝒎𝒎) 

Références ξ= 0.17 ξ =0.58 ξ =1 ξ= 0.17 ξ =0.58 ξ =1 

Présente étude 2.094 2.695 2.598 -0,12 -0.09 -0.017 

Kim et Paulino [KIM 04] 2.008 2.695 2.568 -0,127 -0.094 -0.013 

Khazal et Saleh [KHA 19] 2.087 2.689 2.588 -0.116 -0.087 -0,01 

Bayesteh [BAY 13] 2.087 2.694 / -0,117 -0.085 / 

Ait Ferhat [AIT 21] 2.170 / / -0.129 / / 

Tableau III. 5: Calcul les FICs critiques 𝐾𝐾𝐼𝐼 et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 pour les positions ξ = 0.17, 0.58, 1. 

III.5.1.2 Cas d’une éprouvette de flexion 3-points en FGM 

Dans cet exemple, on considère une éprouvette de flexion 3-points en FGM de type 

(ZrO2/NiCr), les poudres de ZrO2 et NiCr sont mélangées avec des pourcentage différents dans 

des rapports volumiques de 10-0, 9-1, 8-2, 7-3, 6-4 et 5-5, respectivement. Une fissure de 

longueur (a) est supposée amorcer au milieu de l’éprouvette, perpendiculairement à la gradation 

matérielle suivant l’axe (Y). La figure (III.15) illustre la géométrie de l'éprouvette et les 

conditions aux limites. Toutes les dimensions sont données en [mm]. 

 
Figure III. 15: Géométrie de l’éprouvette de flexion 3 points en FGM (ZrO2/NiCr). 

Pour étudier l’influence de la variation des propriétés mécaniques (E et KIC) sur le chemin de 

propagation d’une fissure deux matériaux sont considérés : 

a) FGM-A (Figure III.16 a) : correspond à l'éprouvette avec une fissure située sur le côté 

rigide et se propage dans le sens décroissant du module d'élasticité E et de la ténacité 

KIC (100% ZrO2).  

b) FGM-B (Figure III.16 b) : correspond à l'éprouvette avec une fissure se propageant dans 

le sens croissant du module d'élasticité E et de la ténacité KIC (60% ZrO2).  
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Les propriétés des matériaux FGM sont données dans le tableau III.6 

 

 
Figure III. 16: Géométrie de l’éprouvette de flexion 3 points a) FGM-A, b) FGM-B. 

 

Teneur (%) 
ZrO2 /NiCr E (GPa) KIC (𝑴𝑴𝑴𝑴𝒂𝒂.√𝒎𝒎) 

100/0 201 11 
90/10 188 9.4 
80/20 170 7.5 
70/30 152 6.2 
60/40 135 4.7 
50/50 120 3.8 

 

Tableau III. 6 : Propriétés mécaniques de FGM aux points d'extrémité dans la région 
graduée.  

 
Figure III. 17: Variations du module de Young E dans le matériau FGM. 
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La figure (III.17) illustre la variation du module de Young 𝐷𝐷  des deux matériaux FGM-A et 

FGM-B. Le coefficient de Poisson 𝑣𝑣 est supposé constant (𝑣𝑣=0.3). Le module élastique diminue 

de façon monotone de 201 à 119 GPa avec l'augmentation de la teneur en NiCr. 

L’éprouvette est maillée par des éléments quadratiques à 8 nœuds, des éléments spéciaux ont 

été utilisés pour caractériser la singularité en tête de la fissure. La figure (III.18) illustre le 

maillage global de l’éprouvette de flexion et la rosette circulaire créée autour de la pointe de 

fissure. Le modèle comprend environ 2686 éléments à huit nœuds. La simulation numérique de 

la propagation de fissure a été réalisée en supposant des conditions de déformation plane et une 

longueur de propagation de fissure Δa = 1mm.  

 

 
Figure III. 18: Modèle typique de maillage : a) Maillage global de l’éprouvette, b) Eléments 

singuliers autour de la pointe de fissure. 

La figure (III.19) montre un exemple de la configuration finale du trajet de fissuration dans 

l’éprouvette pour le FGM-A, obtenu par le critère local CCM. 

 

 
 

Figure III. 19: Configuration finale de trajet de fissuration (FGM-A). 

La figure III.20 illustre le chemin de propagation de la fissure pour les deux types de matériaux 

(FGM-A et FGM-B), les fissures se propagent de la même manière dans les deux matériaux, 

c'est-à-dire qu’elles s’orientent vers le point d’application de la charge, une légère différence 

est notée entre les deux matériaux ceci est dû à la nature du matériau qui a une influence directe 

sur l’angle initial de la propagation  (𝜃𝜃0 ). 



Chapitre III       Simulation numérique de la propagation de fissures dans les matériaux FGM 

56 
 

-0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4
0

1

2

3

4

5

6

7

Y 
(m

m
)

X (mm)

 FGM-A
 FGM-B

 

Figure III. 20: Chemin de propagation de la fissure pour FGM-A et FGM-B 

Le tableau (III.7) liste les valeurs des facteurs d’intensité de contrainte KI, KII, l’angle initial de 

la propagation de fissure, ainsi que la valeur de la charge nécessaire appliquée pour faire 

propager la fissure. Ces valeurs sont déterminées pour les trois matériaux FGM-A, FGM-B et 

homogène (50% ZrO2 et 50%NiCr) en utilisant la méthode d’extrapolation de déplacement 

(DET). D’après les résultats, on remarque que : 

• Les valeurs du facteur d’intensité de contrainte KI diffèrent pour chaque matériau, elles sont 

plus élevées pour le FGM-A.  

• L’angle initial de propagation de fissure (𝜃𝜃0) est légèrement différents pour les trois 

matériaux ce qui est illustré sur la figure précédente du chemin de propagation (figure III.20) 

• La charge critique nécessaire pour faire propager la fissure pour le FGM-A est plus 

importante que pour les deux autres matériaux (FGM-B et homogène) ceci dépend des 

propriétés du matériau plus précisément le facteur d’intensité de contrainte critique KIC qui 

représente la capacité d’un matériau à résister à une propagation de fissure.  

Matériau KI (𝑴𝑴𝑴𝑴𝒂𝒂.√𝒎𝒎) KII (𝑴𝑴𝑴𝑴𝒂𝒂.√𝒎𝒎) Angle  𝛉𝛉𝟎𝟎(°) Pcr (N) 
FGM-A 11.014 -0.696 7.18 170 
FGM-B 4.750 -0.313 7.47 94 

Homogène 3.912 -0.259 7.53 70 
 

Tableau III. 7: Variation de KI, KII l’angle de bifurcation  𝜃𝜃0(°) et la charge critique Pcr (N) 

Afin de montrer la différence de charge nécessaire pour faire propager la fissure, la figure III.21 

illustre la charge appliquée sur les deux échantillons FGM-A et FGM-B. On remarque 

clairement que la charge appliquée pour le premier matériau FGM-A est plus importante que 
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celle obtenue pour le matériau FGM-B, c'est-à-dire que la propagation d’une fissure, située dans 

la partie rigide du matériau, nécessite une charge plus élevée. 
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Figure III. 21: Evolution de la charge appliquée en fonction de l’extension de la fissure de 
FGM-A et FGM-B. 

III.5.1.3 Cas d’une éprouvette en flexion trois points avec différents chargements 

Dans cette partie du travail le but est d’étudier l’influence de la position du chargement sur le 

chemin de propagation d’une fissure. A cet effet, deux modèles sont considérés : un matériau 

fonctionnellement gradué et un matériau homogène en PMMA. Tous les essais sont soumis à 

une flexion trois points. 

Les propriétés du matériau PMMA utilisé sont les suivantes : 

 E = 2890 MPa, v = 0.4,  𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 = 1.09 MPa√m 

Pour le matériau fonctionnellement gradué, la variation des propriétés du matériau est supposée 

linéaire suivant la direction 𝑋𝑋2. Le tableau (III.8) illustre les propriétés mécaniques du FGM 

aux deux extrémités de la région graduée. 

 

 

 

 

Tableau III. 8: Propriétés mécaniques de FGM aux deux extrémités de la région graduée. 

Les figures (III.22a) et (III.22b) montrent la géométrie de l’éprouvette en flexion trois points, 

les dimensions et les conditions aux limites pour deux cas de chargement : 

• A : géométrie et conditions aux limites considérant le chargement symétrique figure III.22 (a) 

• B : géométrie et conditions aux limites considérant le chargement asymétrique figure III.22(b) 

𝐗𝐗𝟐𝟐(mm) 𝑫𝑫(MPa) 𝛎𝛎 𝐊𝐊𝐈𝐈𝐈𝐈(𝐌𝐌𝐌𝐌𝐚𝐚√𝐦𝐦) 

0 1780 0.41 0.99 

60 4000 0.39 1.19 
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Figure III. 22: Poutre flexion trois points pour un chargement :                    

  a) symétrique, b) asymétrique 

Les structures considérées sont modélisées par des éléments à huit nœuds, sous les conditions 

de déformation plane. Un maillage spécial est utilisé autour de la pointe de fissure afin de 

caractériser la singularité en tête de la fissure. Les figures (III.23a) et (III.23.b) montrent 

respectivement, le modèle typique de maillage avec 2394 éléments ainsi que les éléments 

spéciaux au voisinage de la pointe de fissure. 

 
Figure III. 23: Modèle typique de maillage : a) Maillage global de l’éprouvette, b) Eléments 

singuliers autour de la pointe de fissure. 

A : Chargement symétrique  

La figure (III.24) montre trois étapes d'extension de la fissure initiale du matériau homogène, 

en considérant le critère énergétique 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. Comme prévu, la fissure se propage d’une façon 

rectiligne, suivant le mode d’ouverture de la fissure (Mode I). Lors de la propagation de la 
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fissure, le trajet de fissuration est régulier et le maillage concentrique garde une bonne précision 

au fond de la fissure. Le même chemin de propagation de fissure est observé pour le matériau 

gradué sur la figure III.25. 

 

 

Figure III. 24: Trois étapes de l’extension de fissure dans le matériau PMMA (cas 1). 
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Figure III. 25: Chemin de propagation dans le matériau FGM (cas 1)  

B : Chargement asymétrique  

En considérant le matériau homogène en PMMA, la figure (III.26) montre la comparaison du 

chemin de propagation obtenus par Galvez et al [GAL 96] avec nos résultats numériques. Un 

excellent accord est observé entre les deux approches.  

Sur la figure III.27 une comparaison du chemin de propagation pour les deux matériaux 

homogène et gradué obtenus numériquement par le critère 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚avec un incrément 

d’extension Δa= 1.5mm. 

En raison de l’asymétrie du chargement, la fissure se propage en mode mixte, en s’orientant 

vers le point d’application de la fissure. On note aussi que la gradation du matériau n’a pas 

d’influence sur le chemin de propagation. 
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Figure III. 26: Comparaison du chemin de propagation pour PMMA obtenus numériquement 
et les résultats expérimentaux [GAL 96]. 
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Figure III. 27: Comparaison du chemin de propagation pour les deux matériaux : homogène 
et FGM. 

Sur la figure III.28 une comparaison du chemin de propagation obtenus par différents critères 

de propagation : 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, TREM, et Tv est illustrée. Cette comparaison nous permet de dire que 

les trois critères donnent des résultats fiables et qui concordent bien avec les résultats de la 

simulation numérique de Kim et al [KIM 04]. On note ici, que ces auteurs ont utilisé la méthode 

de l’intégrale d’interaction et le critère TREM combiné avec la formulation de Hussain et al. 

[HUS 74] pour déterminer les FICs et l’angle de propagation, respectivement. 
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Figure III. 28: Comparaison du chemin de propagation entre différents critères𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, 

TREM, Tv avec les résultats de Kim [KIM 04]. 

• Calcul de la charge critique  

La figure (III.29) montre l’évolution du chargement appliqué lors de l'extension de fissure en 

utilisant le critère de bifurcation 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. Ce travail est comparé avec celui obtenu par Kim et 

Paulino [KIM 07] et par Chen et al. [CHE 18]. La charge maximale prévue au début de la 

propagation de la fissure présente une différence d'environ 14% entre les résultats de Chen et 

al. [CHE 18] et 9% entre les résultats de Kim et Paulino [KIM 07]. Cette légère différence peut 

être attribuée aux différentes méthodes de calcul employées pour simuler le problème. 

Globalement, on peut dire que la concordance entre les résultats reste acceptable. 
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Figure III. 29: Evolution de la charge en fonction de l'extension de la fissure pour un 

chargement asymétrique. 

Sur la figure (III.30a), nous avons représenté la configuration finale du trajet de fissuration 

obtenu par la méthode des éléments finis combinée avec le critère de bifurcation 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. Les 
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résultats sont comparés avec ceux obtenus par Memari [MEM 19] (figure III.30b), en utilisant 

l'approche de Petrov-Galerkin locale sans maillage MPLG (meshless local Petrov-Galerkin 

method). Un excellent accord a été observé entre les deux configurations. 

 
a) 

 
b) 

Figure III. 30: Configuration finale de propagation de fissure obtenue par : a) MEF 

(présente étude), b) Méthode sans Maillage Memari [MEM 19]. 

III. 5.2 Propagation de fissures sous chargement thermomécanique 

Dans le cas d’un problème sollicité sous chargement thermomécanique, la démarche consiste à 

modéliser le problème sous chargement thermique en régime permanant et ensuite faire lancer 

l'analyse structurale. L'organigramme de la figure III.31 résume les principales parties de 

chaque analyse (thermique et structurale). 

Le programme de l'analyse structurale utilise les mêmes paramètres de calcul définis dans le 

programme de l'analyse thermique. 

La commande ETCHG (Element Type Change) permet de garder exactement le même modèle 

(géométrie et maillage) créé pour l'analyse thermique en changeant uniquement l'élément 

thermique par son correspondant structural (PLANE77 à PLANE183). 

ANSYS dispose de la commande LDREAD (Load Read) qui va lire, à chaque pas de calcul, les 

températures des nœuds des éléments thermiques, à partir d'un fichier créé automatiquement 

lors de l'analyse thermique, puis les transmettre aux mêmes nœuds des éléments structuraux, au 

même pas de calcul. 

Dans cette section, un premier exemple d’une plaque FGM soumise à une charge 

thermomécanique est considéré. Cet exemple est étudié afin de valider l’algorithme décrit 

précédemment. Apres la validation de notre modèle numérique, un autre cas est étudié ; il s’agit 

d’une éprouvette Glass/Epoxy graduée sous chargement thermomécanique. 
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Figure III. 31: Organigramme de l’analyse thermique et structurale. 

III. 5.2.1 Cas d’une fissure débouchante dans une plaque FGM soumise à une charge 
thermique 

Pour cet exemple, on considère une plaque en FGM de longueur 𝐻𝐻 = 8 unités et de largeur 

𝑊𝑊 = 1 unité, soumise à des charges thermiques. Une fissure de longueur 𝜕𝜕 = 1 unité est 

supposée amorcer au bord de la plaque. La figure III.32 (a) illustre le modèle géométrique et le 

chargement thermique appliqué sur la plaque pré-fissurée en FGM.   

La structure considérée est maillée par des éléments triangulaires avec des éléments singuliers 

de Barsoum [BAR 74] pour la représentation correcte du champ de déplacements près de la 

pointe de la fissure. Les valeurs du FIC, en mode d’ouverture de la fissure, sont calculées sous 

les conditions de déformations planes, en se basant sur la méthode de corrélation de 

déplacement (DCT).  

.   

Figure III. 32: Fissure débouchant dans une plaque fissurée en FGM   

(a) Géométrie et conditions aux limites (b) Maillage globale de la plaque. 
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La figure III.32 (b) illustre le maillage global de la structure. La discrétisation bidimensionnelle 

contient 2344 éléments avec 4889 nœuds. 

Dans cette analyse, nous avons considéré un coefficient de Poisson constant (𝜈𝜈=0.3), car son 

effet est négligeable sur le comportement en rupture des matériaux FGM en mode-I [AMI 08]. 

Le coefficient de conductivité thermique 𝑘𝑘 est considéré aussi constant. 

Le module élastique et le coefficient de dilatation thermique de la plaque en FGM sont donnés 

par la fonction exponentielle [AMI 08] :   

 

𝐷𝐷(𝑋𝑋1) = 𝐷𝐷1𝑒𝑒𝛽𝛽𝛽𝛽1                                                       (III.5) 

𝛼𝛼(𝑋𝑋1) = 𝛼𝛼𝑒𝑒𝛾𝛾𝛽𝛽1                                                       (III.6) 

Avec : β = 1
𝑊𝑊

ln (  𝐸𝐸2
𝐸𝐸1

) et γ = 1
𝑊𝑊

ln (𝛼𝛼1
 𝛼𝛼2

) 

𝐷𝐷1 = 1 et  𝐷𝐷2 = 5           

𝛼𝛼1 = 0.01 (°𝐶𝐶−1) et 𝛼𝛼2=0.02 (°𝐶𝐶−1) 

Les conditions aux limites thermiques sont définies comme suit : 

𝑇𝑇0 = 10 (°𝐶𝐶),𝑇𝑇1 (à 𝑋𝑋1 = 0) et 𝑇𝑇2(à 𝑋𝑋1 = 𝑊𝑊) 

Le tableau III.9 résume les valeurs du facteur d’intensité de contrainte KI normalisé (KI/K0) 

avec  𝐾𝐾0 = 𝜎𝜎√𝜋𝜋𝜕𝜕. La présente étude est comparée avec les résultats de Erdogan [ERD 97] et 

de Ganesh [GAN 10], le FIC normalisé est calculé sous l’effet du chargement mécanique, en 

considérant plusieurs rapports de (a/W = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7) avec différente valeur de 

E2/E1. Ces résultats montrent que notre modèle donne des résultats très proches. 

Tableau III. 9: Facteur d’intensité de contrainte normalisé pour différents rapports (a/W) et 
(E2/E1) 

 𝐷𝐷2/𝐷𝐷1 
a/W=0.2 a/W=0.3 a/W=0.4 

P. Etude [ERD 97] [ANA10] P. Etude [ERD 97] [ANA10] P. Etude [ERD 97] [ANA 10] 
0.1 1.22 1.29 1.29 1.84 1.85 1.84 2.68 2.56 2.54 
0.2 1.24 1.395 1.392 1.77  1.839  1.83 2.5  2.443  2.43 
1 1.11 // 1.36 1.5 // 1.65 2.07 // 2.11 
5 0.88 1.13 1.13 1.2 1.36 1.36 1.67 1.74 1.748 

10 0.78 1 1.003 1.07 1.22 1.22 1.52 1.58 1.588 

    

 𝐷𝐷2
/𝐷𝐷1 

a/W=0.5 a/W=0.6 a/W=0.7 
P. Etude [ERD 97] [ANA10] P. Etude [ERD 97] [ANA10] P. Etude [ERD 97] [ANA10] 

0.1 3.85 3.57 3.49 5.66 5.18 4.96 9.02 8.48 7.78 
0.2 3.57 3.32 3.29 5.28 4.76 4.66 8.5 7.52 7.18 
1 2.96 // 2.82 4.48 // 4.03 7.47 // 6.34 
5 2.45 2.36 2.36 3.81 3.44 3.44 6.58 5.58 5.58 

10 2.26 2.17 2.17 3.55 3.21 3.21 6.24 5.28 5.28 
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La figure III.33 illustre l’évolution du facteur d’intensité de contrainte normalisé en fonction de 

la taille de la fissure (𝜕𝜕/𝑊𝑊) pour différents rapports (𝐷𝐷2/𝐷𝐷1) , avec E1= cst. Le FIC normalisé 

KI augmente avec l’augmentation de la longueur de fissure. 
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Figure III. 33: Evolution du facteur d’intensité de contrainte normalisé en fonction de (a/W) 
pour différents rapports (E2/E1). 

En utilisant les différentes conditions du chargement thermique, le tableau III.10 résume les 

résultats du facteur d’intensité de contrainte normalisé (𝐾𝐾𝐼𝐼/𝐾𝐾0) avec 𝐾𝐾0 = �𝐸𝐸1𝛼𝛼1𝑇𝑇0
1−𝜈𝜈1

� √𝜋𝜋𝜕𝜕, 

obtenus par la méthode des éléments finis. Ces résultats sont comparés avec ceux rapportés par 

Erdogan et Wu [ERD 96] et, Amit et Kim [AMI 08]. La comparaison montre un bon accord 

avec les résultats de référence.   

FIC normalisé (𝑲𝑲𝑰𝑰/𝑲𝑲𝟎𝟎) 

Température  Présente étude Amit & Kim [AMI 08] Erdogan & Wu [ERD 96] 

𝐓𝐓𝟏𝟏=𝐓𝐓𝟐𝟐=5° 0.0129 0.0128 0.0125 

𝐓𝐓𝟏𝟏= 𝐓𝐓𝟐𝟐=0.5° 0.0245 0.0244 0.0245 

Tableau III. 10: Valeurs du FIC normalisé (𝐾𝐾𝐼𝐼/𝐾𝐾0)  avec  𝐷𝐷2/𝐷𝐷1 = 5 et  𝛼𝛼2/𝛼𝛼1 = 2. 

Cet exemple a été étudié dans le but de valider notre modèle numérique et de comparer nos 

résultats avec d’autres résultats disponibles dans la littérature. L’algorithme de programmation 

développé permet d’obtenir des résultats fiables et précis. 

III. 5.2.2 Cas d’une éprouvette Glass/Epoxy graduée sous chargement thermomécanique 

Dans cet exemple, on considère une éprouvette de flexion 4-points en FGM (Epoxy/Glass). 

L’éprouvette contenant une fissure de longueur a=5.5mm, supposée amorcer 

perpendiculairement à la gradation matérielle. La figure III.34 (a) montre le modèle 

géométrique, les conditions aux limites et la force appliquée P.   
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Deux positions de fissure : 𝜕𝜕 et 𝐵𝐵, sont considérées dans cette étude (avec ξ = 0.17 et 0.58). Les 

figures III.34(b) et III.34(c) illustrent respectivement, le maillage global de l’éprouvette avec 

les deux positions de la fissure ainsi que le maillage au voisinage de la pointe de fissure. 

 La détermination des FICs est effectuée sous les conditions de contraintes planes. Les 

propriétés mécaniques et thermiques du matériau FGM sont illustrées dans le tableau III.11.  

 

 
Figure III. 34: Géométrie, chargement et maillage de l’éprouvette considérée, (a) Géométrie 

de l’éprouvette, (b) Maillage globale pour différentes positions de fissure, (c) Eléments 

singuliers au voisinage de la pointe de fissure. 

𝝃𝝃 𝑫𝑫 (Mpa) 𝝂𝝂 𝜶𝜶 (1/𝑲𝑲°) 𝑲𝑲𝑰𝑰𝑰𝑰 (Mpa √m) 

0.00 3000 0.35 0.00040 1.2 

0.17 3300 0.34 0.00034 2.1 

0.33 5300 0.33 0.00029 2.7 

0.58 7300 0.31 0.00020 2.7 

0.83 8300 0.30 0.00014 2.6 

1.00 8600 0.29 0.00009 2.6 

Tableau III. 11: Propriétés mécaniques (𝐷𝐷, 𝜈𝜈 et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼  ) et thermiques (facteur d’expansion 

thermique 𝛼𝛼) dans la zone graduée (0 ≤ ξ ≤ 1). 

Les figures III.35(a) et III.35(b) illustrent respectivement, les trajets de fissuration obtenus pour 

les deux positions A et B, sous les conditions du chargement mécanique et thermomécanique. 

On peut remarquer que : 

• Pour une fissure localisée à la position A (figure III.35a) une différence du chemin de 

propagation est observée entre les deux modes de chargement mécanique et thermomécanique, 

les deux fissures se propagent du même, côté c'est-à-dire ou le module de Young et la ténacité 

du matériau sont faibles. Sous l’effet de la température on a une déviation plus prononcée de la 
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fissure, elle se propage en se dirigeant vers le coté ou le coefficient de dilatation thermique est 

élevé.  

• Pour une fissure localisée à la position B (figure III.35b) le chemin de propagation de la 

fissure sous chargement thermomécanique dévie légèrement par rapport au mode de 

chargement mécanique. Cette différence est moins marquée que celle de la position de fissure 

A, ceci peut être expliqué par le coefficient de dilatation thermique qui est faible dans cette 

zone de gradation du matériau. Comme conclusion, on peut dire que la température joue un rôle 

très important sur le trajet de fissuration dans le matériau, si le coefficient de dilatation 

thermique est élevé. 
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a) Position A (ξ = 0.17)                            b) Position B (ξ = 0.58)        

Figure III. 35: Comparaison entre les chemins de propagation obtenus sous chargement 

mécanique et thermomécanique pour les positions de fissure A et B 

Pour les deux positions de la fissure (ξ = 0.17 et 0.58), nous avons montré sur les figures III.36 

et III.37), l’evolution des facteurs d’intensité de contraintes 𝐾𝐾𝐼𝐼 et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 durant l’extension de la 

fissure dans la zone graduée, sous les conditions du chargement mécanique et 

thermomécanique. Les résultats obtenus sont comparés avec les résultats numérique de 

Anandakumar [ANA 10].  

Les figures III.36 (a) et III.37(a) montrent une comparaison des facteurs d’intensité de 

contrainte KI et KII entre un chargement mécanique et un chargement thermomécanique. 

• Pour une fissure située en position A (ξ = 0.17) la valeur de KI sous chargement 

thermomécanique est plus importante que celle obtenue sous chargement mécanique, ce qui 

montre l’effet de la température sur les paramètres de rupture. En fait, le facteur de dilatation 

thermique dans cette zone rend le matériau plus ductile ce qui nécessite une plus grande 

énergie pour que la fissure se propage. 

• Pour la fissure située en position B (ξ = 0.58), le coefficient de dilatation thermique est moins 

important dans cette zone et par conséquent, l’effet de la température est minime sur la valeur 
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du facteur d’intensité de contrainte KI, et sa valeur s’approche plus de la valeur de KI sous 

le chargement mécanique. Notons que les valeurs du facteur d’intensité de contrainte sont 

plus importantes que le cas de (ξ= 0.17).  

Les figures III.36(b) et III.37(b) présentent l’évolution du facteur d’intensité de contrainte KII 

pour les deux positions de fissure A et B dans le cas d’un chargement mécanique et 

thermomécanique. On peut dire que KII contribue à la déviation du chemin de propagation et 

ses valeurs tendent à osciller autour de zéro au cours de l’extension de la fissure. 
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Figure III. 36: Evolution des FICs 𝐾𝐾𝐼𝐼et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 durant l’extension de la fissure (ξ = 0.17) 
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Figure III. 37: Evolution des FICs 𝐾𝐾𝐼𝐼 𝑒𝑒t 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼  durant l’extension de la fissure (ξ = 0.58) 

Les tableaux III.12 Et III.13 présentent le facteur d’intensité de contrainte KI et KII calculé pour 

différentes températures et pour les deux positions de fissure A et B. On peut remarquer que 

plus la température augmente plus la valeur de KI augmente. Les valeurs du facteur KI obtenues 

en position B sont plus élevées par rapport à celles de la position A. Cette différence est due à 

la variation des propriétés mécaniques et thermiques du matériau dans cette zone. 

 

 

(a) 

(b) 

(a) 

(b) 
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Position A (ξ =0.17) 

Température (°) 50 100 150 

 𝐊𝐊𝐈𝐈 (𝐌𝐌𝐌𝐌𝐚𝐚.√𝐦𝐦) 2.20 2.28 2.37 

 𝐊𝐊𝐈𝐈𝐈𝐈 (𝐌𝐌𝐌𝐌𝐚𝐚.√𝐦𝐦) -0.33 -0.54 -0.75 

Tableau III. 12: Variation des facteurs d’intensité de contrainte KI et KII en fonction de la 
température (position A). 

Position B (ξ =0.58) 

Température (°) 50 100 150 

 𝐊𝐊𝐈𝐈 (𝐌𝐌𝐌𝐌𝐚𝐚.√𝐦𝐦) 2.46 2.69 3.075 

 𝐊𝐊𝐈𝐈𝐈𝐈 (𝐌𝐌𝐌𝐌𝐚𝐚.√𝐦𝐦) -0.91 -1.74 -2.58 

Tableau III. 13: Variation des facteurs d’intensité de contrainte KI et KII en fonction de la 
température (position B) 

Les figures III.38 et III.39 illustrent le chemin de propagation de la fissure en chargement 

mécanique et thermomécanique en considérant différentes valeurs de températures pour les 

deux positions de fissure A et B (0.17 et 0.58) respectivement.  

La différence observée dans le trajet de propagation de fissure est due à la superposition des 

paramètres de rupture dans le champ de contraintes à la pointe de la fissure ce qui affecte l’angle 

initial de propagation et donc le trajet final de fissuration.  

On note que plus la température augmente plus la déviation du chemin de propagation est 

prononcée entre le chargement thermomécanique et mécanique. 
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Figure III. 38: Chemins de propagation de fissure en chargement mécanique et 
thermomécanique pour différentes températures. 
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Figure III. 39: Chemins de propagation de fissure sous chargement mécanique et 

thermomécanique pour différentes températures. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre III       Simulation numérique de la propagation de fissures dans les matériaux FGM 

71 
 

III.6. Conclusion  

Dans ce chapitre, une simulation numérique de la propagation de fissures en mode mixte est 

étudiée pour deux types de chargement : chargement mécanique et chargement 

thermomécanique. La détermination des facteurs d’intensité de contraintes KI et KII est faite en 

utilisant deux techniques : la DET et la DCT, ces deux méthodes sont basées sur le calcul des 

déplacements au niveau des lèvres de fissure. Un programme spécial a été conçu et intégré dans 

le code de calcul par éléments finis. 

La détermination des angles initiaux de propagation ainsi que les angles de bifurcation tous le 

long de l’avancement de la fissure sont calculés par l’un des critères de bifurcation expliqués et 

détaillés dans le chapitre précédent. Ces méthodes ont été modifiées pour les matériaux FGM 

et implémentées sous forme de programme APDL ANSYS. 

Les résultats obtenus ont été comparés avec des travaux numériques et expérimentaux cités 

dans la littérature. Les algorithmes développés dans cette étude ont montré leur efficacité et leur 

précision pour reproduire numériquement le processus de propagation de fissure. 

Un chargement thermomécanique affecte d’une manière considérable le chemin de propagation 

d’une fissure. En effet, la fissure en mode mixte dévie de son chemin de propagation sous 

chargement mécanique. Sous l’effet de la température elle se propage en se dirigeant vers le 

coté ou le coefficient de dilatation thermique est le plus élevé. 
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IV.1 Introduction 

Lorsque le chargement ou la géométrie d’une structure n’est pas symétrique par rapport à l’axe 

de la fissure, la rupture se présente en mode mixte, et la fissure ne se propage pas de façon 

rectiligne. Il est alors nécessaire d’utiliser des critères de bifurcation, afin de déterminer la 

nouvelle direction de propagation. De nombreux critères ont été proposés pour déterminer 

l’angle de bifurcation d’une fissure. Une fois cet angle déterminé, la fissure se propage d’une 

certaine distance (Δa). Plus cette distance est petite, et plus on se rapproche de la solution 

exacte. 

La présence de défauts dans les structures affaiblit leur résistance mécanique, peut entrainer 

leur ruine et être à l’origine de catastrophes graves. Afin d’éviter ces dernières, ingénieurs et 

scientifiques doivent donc être capables de prédire le comportement des structures fissurées, et 

d’en garantir l’intégrité. De ce fait, nous avons présenté dans ce chapitre une analyse numérique 

de l’effet des défauts géométriques sur le trajet final de propagation de fissure dans les 

matériaux FGM. Cette étude est basée sur l’utilisation des critères de bifurcation les plus 

efficaces. Les calculs numériques ont été réalisés sur plusieurs exemples, en utilisant le code de 

calcul par éléments finis ANSYS. 

 Dans la première partie du travail, des exemples de différents cas sont étudiés, ces 

exemples contiennent des défauts géométriques qui peuvent influencer le chemin de 

propagation d’une fissure, tel que les trous ou les cavités. Les résultats obtenus sont comparés 

avec des résultats disponibles dans la littérature afin de montrer que le modèle numérique utilisé 

est capable de reproduire avec fiabilité le chemin de propagation de fissure dans le cas des 

structures complexes.  

 Dans la deuxième partie, l’effet de la contrainte T-stress sur le chemin de propagation 

de fissure sera étudié. Ce paramètre ainsi que le terme singulier seront introduits dans un critère 

de rupture généralisé. 

IV.2 Effet de la discontinuité géométrique 

IV.2.1 Cas d’une plaque pré-fissurée contenant un trou 

Représentée ci-dessous, une plaque pré-fissurée contenant un trou, proposée par Rashid [RAS 

98]. La plaque contient une cavité circulaire ayant pour but de modifier le champ des contraintes 

dans la plaque. Le chargement appliqué et les dimensions de la plaque sont illustrés dans la 

Figure IV. 1 
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La structure considérée est maillée par des éléments triangulaire, des éléments spéciaux ont été 

utilisés pour caractériser la singularité en tête de la fissure, illustrés sur la Figure IV. 2, sous les 

conditions de contraintes planes. 

Le module élastique de la plaque FGM est donné par la fonction exponentielle [CHE 00, KIM 

02a] :  

𝐷𝐷(𝑋𝑋1) = 𝐷𝐷1𝑒𝑒λ𝛽𝛽;                 0 ≤  x ≤  w                       (IV.1) 

Avec : E= E1 (x = 0), E= E2 (x = w), et  λ = ln �E2
E1
� avec E1 = 1 

Le coefficient de Poisson v est supposé constant (v=0.3). 

 

Figure IV. 1: Modèle géométrique de la plaque pré-fissurée contenant un trou. 

 
Figure IV. 2: Représentation du maillage de la plaque : 

 (a)Maillage globale, (b) Maillage détaillé au voisinage de la pointe de fissure. 

Les courbes tracées sur la Figure IV. 3 (a) et (b) montrent respectivement, l’évolution des 

facteurs d’intensité de contraintes normalisés (𝐾𝐾𝐼𝐼/𝜎𝜎√𝜋𝜋𝜕𝜕) et (𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼/𝜎𝜎�𝜋𝜋𝜕𝜕)  durant l’extension 

de la fissure, en utilisant le Critère-Tv proposé par Théocaris. Les résultats sont comparés avec 

ceux obtenus par les critères de bifurcation DEDmin et CCM on remarque que le FIC 𝐾𝐾𝐼𝐼 

normalisé prend des valeurs positives, et augmente avec l’extension de la fissure. Les valeurs 
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𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 normalisé sont très faibles comparativement aux valeurs de 𝐾𝐾𝐼𝐼, et oscillent autour de zéro. 

Notons que KII contribue à la déviation de la fissure durant le processus de propagation. 
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Figure IV. 3: Evolution de KI et KII obtenus durant l’extension de la fissure avec trois critères 

différents 

La Figure IV. 4 montre le chemin de propagation de la fissure obtenus par le critère  𝑇𝑇𝑣𝑣 . On 

note que la fissure se propage en direction du défaut, une fois le trou dépassé la fissure se 

propage en mode I.  
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Figure IV. 4: Chemins de propagation de la fissure dans une plaque contenant un trou. 

La Figure IV. 5 présente un exemple de l’extension de la fissure au moyen de la technique DET 

et le critère de bifurcation 𝑇𝑇𝑣𝑣.  

L’absence de contraintes dans le trou, ainsi que la concentration de contraintes qu’il génère sur 

ses parois latérales, modifie les contraintes principales en pointe de fissure. La fissure s’oriente 

donc vers le trou, une fois ce défaut dépassé la fissure se propage horizontalement, en mode I. 

Ce comportement a été observé par Rashid [RAS 98], Bouchard et al [BOU 00] pour des 

matériau homogènes (Figure IV. 6). 



Chapitre IV                                                 Les paramètres influençant le trajet de propagation 

77 
 

 

 

Figure IV. 5: Chemin de propagation obtenue par le critère de bifurcation 𝑇𝑇𝑣𝑣 pour un FGM. 

 
Figure IV. 6: Comparaison des chemins de propagation pour une plaque pré-fissurée 

contenant un trou a) Rashid [RAS 98], b) Bouchard et al. [BOU 00] 

La Figure IV. 7 montre une comparaison entre le chemin de propagation de la fissure d’un 

matériau homogène et un matériau fonctionnellement gradué. La fissure pour les deux 

matériaux se propage en suivant le même chemin, c'est-à-dire qu’elles se propagent en direction 

du trou puis une fois le défaut géométrique dépassé la fissure se propage d’une façon rectiligne. 

La différence constatée de cette comparaison est que la fissure dans le matériau homogène se 

rapproche plus du trou que celle dans le FGM. Ceci est attribué à la nature physique du matériau 

FGM, ce comportement a été observé aussi par Ooi et al. [OOI 15]. 
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Figure IV. 7: Comparaison du chemin de propagation entre un matériau homogène et FGM. 
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IV.2.2 Cas d’une plaque pré-fissurée contenant trois trous  

Dans cet exemple, en se basant sur les travaux réalisés par Bittencourt et al. [BIT 96]. Ces 

auteurs ont effectué une étude expérimentale et numérique d'une fissure dans une poutre 

homogène en PMMA ayant trois trous, soumise à une flexion trois points, illustré sur la Figure 

IV. 8.  

Pour un matériau FGM on considère la même géométrie de la plaque PMMA avec les propriétés 

mécaniques représentées sur Figure IV. 9 (a) et (b).   

 

Figure IV. 8: a) Modèle géométrique de la plaque fissurée en FGM contenant trois trous. 

 

Figure IV. 9:  a) Variation des propriétés E et ν, b) Variation du FIC critique 𝐾𝐾𝐼𝐼𝑐𝑐 

La structure considérée est maillée par des éléments triangulaire avec des éléments spéciaux en 

tête de la fissure (Figure IV. 10). La structure est discrétisée en 5098 éléments et 9152 nœuds. 

Les calculs numériques par elements finis sont réalisés sous les conditions de contraintes planes. 

La Figure IV. 11 montre le chemin de propagation de la fissure obtenu par simulation 

numérique pour le matériau gradué. On peut voir que la fissure se propage en direction du trou 

du milieu puis cesse de se propager lorsqu’elle atteint son contour. 

 

Zone graduée 
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Figure IV. 10: Modèle typique du maillage (configuration initiale). 

 

Figure IV. 11: Trajet de fissuration obtenu par simulation numérique (matériau FGM). 

Sur la Figure IV. 12 une comparaison est présentée entre le trajet de fissuration obtenu 

expérimentalement pour un matériau homogène [BIT 96] avec les résultats obtenus 

numériquement par la MEF du matériau FGM.  
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Figure IV. 12: Comparaison du trajet de fissuration entre les matériaux PMMA et FGM. 

Une fissure est toujours attirée par un défaut géométrique, ceci est attribué à la dépression de 

contrainte qui va modifier la contrainte principale maximale de façon à ce que la fissure 

s’oriente vers ce défaut. Pour le matériau gradué, la fissure se propage en se dirigeant vers le 

trou du milieu du côté gauche. Ceci est dû au fait que la gradation du matériau est plus faible 

de ce côté. La fissure continue sa propagation avant d’être piégé par le deuxième trou. Pour le 

cas du matériau homogène, la propagation de fissure est attirée davantage vers les défauts 
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géométriques. On peut dire que la dépression au niveau des trous est la cause principale de la 

déviation du trajet de fissuration.  

L’évolution des facteurs d’intensités de contraintes KI et KII tracée sur la Figure IV. 13 permet 

de mieux visualiser la différence entre les chemins de propagation des deux matériaux FGM et 

homogène. Une comparaison est présentée entre les résultats numériques d’un matériau gradué 

avec les résultats d’un matériau homogène obtenus par Kim [KIM 04] en utilisant la méthode 

de l’intégrale d’interaction (ou l’intégrale M). 

Les valeurs du facteur KI augmente en fonction de l’extension de la fissure pour le FGM.  

Les valeurs du facteur KII oscillent autour de zéro. Une augmentation ou une diminution des 

valeurs du facteur KII indique le changement de l’orientation de la fissure, ce changement est 

bien marqué pour le matériau homogène, lorsque la fissure s’approche du trou 
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Figure IV. 13: Evolution des FICs 𝐾𝐾𝐼𝐼 et 𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼 durant l’extension de la fissure (cas de FGM). 

IV.2.3 Cas d’une plaque fissurée contenant une inclusion  

Dans cet exemple, présenté sur la Figure IV. 14 a-b-c, une plaque mince contenant une 

inclusion, la plaque est fixée sur le partie inférieure et chargée suivant la direction verticale par 

une traction uni-axiale.  

La structure est modélisée par des éléments finis de forme triangulaire avec un maillage raffiné 

à la pointe de fissure, en considerant un total de 4098 éléments et 8309 nœuds à l’état initial de 

propagation. La résolution par élément finis est effectuée sous les conditions de contraintes 

planes. Les résultats sont calculés par la méthode DCT avec le critère Tv 
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Figure IV. 14: Modèle géométrique de la plaque homogène (a) et FGM (b), ainsi que le 
maillage de la configuration initiale(c). 

 En première partie un matériau homogène est considéré, ses propriétés mécaniques sont 

définies comme suit : Eplq= 72400 MPa, νplq =0.33. L’inclusion présente dans la plaque est 

caractérisée par son module de Young Einc et par le coefficient de Poisson νinc=νplq. 

Afin de montrer l’effet de la présence d’une inclusion sur le chemin de propagation de la fissure, 

trois rapports de Einc/Eplq= 1, 0.1 et 10 sont évalués, pour chaque rapport de Einc/Eplq les facteurs 

d’intensité de contraintes et la direction de bifurcation sont calculés en utilisant le critère CCM 

en fonction de l’extension de la fissure. 

La Figure IV. 15 illustrent l’évolution des FICs normalisés durant l’extension de la fissure. On 

peut remarquer que : 

- Les valeurs du FIC KI normalisé sont positives, ces valeurs augmentent avec l’extension de 

la fissure (Figure IV.15a). 

- Les valeurs du FIC KII normalisé sont faibles et oscillent autour de zéro. On note que pour 

le cas où l’inclusion est moins rigide que le matériau (𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐/𝐷𝐷𝑡𝑡𝑝𝑝𝑝𝑝=0.1), les valeurs de KII 

diminuent lorsque la fissure s’approche de l’inclusion. Ceci peut être interprété par le fait 

que les valeurs de KII contribuent à l’orientation de la fissure. 
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Figure IV. 15: Comparaison des résultants de KI et KII obtenus durant la propagation de 
fissure. 

La Figure IV. 16 illustre les trajets de fissuration obtenus pour les trois rapports, on remarque 

que : 

- Lorsque la plaque et l’inclusion ont les mêmes caractéristiques mécaniques (Einc/Eplq= 1), la 

fissure se propage horizontalement et adopte le comportement d’un matériau homogène.  

- Dans le cas où l’inclusion est moins rigide que la matrice (Einc/Eplq= 0.1) on retrouve un 

résultat similaire à celui obtenu pour une plaque pré-fissurée contenant un trou, l’inclusion étant 

moins rigide, modifie la répartition de contraintes et attire la fissure. Une fois l’inclusion 

dépassée la fissure se réoriente horizontalement et continu à se propager en mode I. 

- Dans le cas où l’inclusion est plus rigide que la matrice (Einc/Eplq= 10), la fissure est cette fois-

ci légèrement repoussée, elle se propage en s’éloignant de l’inclusion. 

 
(a)                        (b)                     (c) 

Figure IV. 16: Propagation de fissure dans un matériau homogène contenant une inclusion 
avec : a) 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐/𝐷𝐷𝑡𝑡𝑝𝑝𝑝𝑝= 1, b) 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐/𝐷𝐷𝑡𝑡𝑝𝑝𝑝𝑝= 0.1, c) 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐/𝐷𝐷𝑡𝑡𝑝𝑝𝑝𝑝= 10 

Pour mieux visualiser la différence entre les chemins de propagation pour chaque cas, la Figure 

IV. 17 montre une comparaison des chemins de propagation pour les trois rapports de Einc/Eplq. 
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Figure IV. 17: Chemin de propagation de fissure dans un matériau homogène contenant une 
inclusion avec :  𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐/𝐷𝐷𝑡𝑡𝑝𝑝𝑝𝑝= 1, b) 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐/𝐷𝐷𝑡𝑡𝑝𝑝𝑝𝑝= 0.1, c) 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐/𝐷𝐷𝑡𝑡𝑝𝑝𝑝𝑝= 10 

Les trajets de fissuration obtenus pour le matériau homogène correspondent bien à celles 

obtenus par Bordas et Nguyen [BOR 06], Hirshikesh [ HIR 19] et Sudhakar etWall [SUD 17], 

en utilisant d’autres méthodes numériques. 

 En deuxième partie, un matériau fonctionnellement gradué contenant une inclusion est 

considéré. Les propriétés mécaniques de la plaque sont données par : 

𝐷𝐷(𝑋𝑋1) = 𝐷𝐷1𝑒𝑒𝛽𝛽𝛽𝛽1                                                         (IV.1) 

Avec :  𝛽𝛽 = 1
𝑊𝑊

ln ( 𝐸𝐸2
𝐸𝐸1

 ),  E1=1 et E2=10 

L’inclusion est caractérisée par un coefficient de Poisson 𝜈𝜈𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐 = 𝜈𝜈 = 0.3 et un module de 

Young 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐, deux cas sont considérés : 

1) 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐 < 𝐷𝐷1 avec  𝐸𝐸𝑡𝑡𝑖𝑖𝑐𝑐
𝐸𝐸1

= 0.1    

2) 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐 > 𝐷𝐷2 avec  𝐸𝐸𝑡𝑡𝑖𝑖𝑐𝑐
𝐸𝐸2

= 10   

La Figure IV. 18 présentent l’évolution des facteurs d’intensité de contraintes KI et KII 

normalisés (𝐾𝐾𝐼𝐼/𝜎𝜎�𝜋𝜋𝜕𝜕) et (𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼/𝜎𝜎�𝜋𝜋𝜕𝜕) , respectivement, pour les deux cas  𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐 < 𝐷𝐷1  et 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐 >

𝐷𝐷2.  

- Les valeurs du facteur KI normalisé sont positives et augmentent en fonction de l’extension 

de la fissure pour les deux cas étudiés. 

- Les valeurs du facteur KII normalisé sont faibles et oscillent autour de zéro. Pour le cas où 

l’inclusion est moins rigide que le matériau FGM les valeurs de KII diminuent et prennent des 

valeurs négatives lorsque la fissure s’approche de l’inclusion.  
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Figure IV. 18: Evolution de KI et KII normalisés en fonction de l’extension de la fissure pour 
𝐸𝐸𝑡𝑡𝑖𝑖𝑐𝑐
𝐸𝐸1

= 0.1 et  𝐸𝐸𝑡𝑡𝑖𝑖𝑐𝑐
𝐸𝐸2

= 10. 

Les courbes tracées dans la Figure IV. 19 représentent le chemin de propagation de la fissure 

pour les deux cas analysés, les résultats montrent que lorsque l'inclusion est moins rigide que 

le FGM 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐 𝐷𝐷1� = 0.1, on retrouve un résultat similaire à celui obtenu pour une plaque pré-

fissurée contenant un trou : cette inclusion modifie la répartition de contraintes et attire la 

fissure. Une fois l’inclusion dépassée, la fissure se réoriente horizontalement. 

Pour le deuxième cas 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐 𝐷𝐷2� = 10 ,  l'inclusion est plus rigide que le FGM, on constate donc 

que la fissure va se propager en marquant un léger éloignement de l'inclusion. 
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Figure IV. 19: Chemin de propagation obtenu par le critère 𝑇𝑇𝑣𝑣 pour les deux cas 
𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐

𝐷𝐷2� =

0.1 , 𝐷𝐷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐 𝐷𝐷2� = 10. 
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IV.2.4 Conclusion 

Le but de cette partie du travail est de faire une étude numérique sur la propagation de fissure 

dans une plaque contenant des défauts géométriques tels que les trous et les inclusions. Afin de 

bien visualiser l’effet de ces défauts géométriques, divers cas et exemples ont été étudiés et 

comparés. Il a été constaté qu’une fissure est toujours attirée par un défaut géométrique, ceci 

est attribué à la dépression de contrainte qui va modifier la contrainte principale maximale de 

façon à ce que la fissure s’oriente vers ce défaut. On peut conclure que la présence de défauts 

telles que les trous ou les inclusions a une influence significative sur le chemin de propagation 

de fissure et nous avons pu à travers les algorithmes de programmation développés reproduire 

ces trajet d’une manière efficace et fiable.  

Dans ce qui va suivre, nous présenterons une partie qui s’articule sur l’influence du paramètre 

T-stress sur le chemin de propagation de fissure dans les matériaux FGM. Ce paramètre sera 

associé au terme singulier pour être introduits dans un critère de rupture généralisé. 

IV.3 : Critère de propagation en considérant le terme non singulier :  

La caractérisation de la rupture des matériaux nécessite la connaissance des quantités provenant 

des champs au voisinage d’un défaut ou d’une fissure. La mesure de ces quantités avec précision 

permet de les comparer avec les propriétés du matériau qui décrivent sa résistance à la rupture. 

Généralement, le facteur d’intensité des contraintes permet de quantifier la sévérité des 

contraintes au voisinage d’une fissure. Cependant, le terme non-singulier appelé T-stress a 

montré son importance à travers les études réalisées auparavant. L’utilisation de l’approche 

globale à deux paramètres ne cesse de croitre et plusieurs chercheurs associent le facteur 

d’intensité de contrainte au T-stress dans le traitement des problèmes en mécanique linéaire 

élastique de la rupture. Pour pouvoir appliquer une telle méthodologie, il est important d’avoir 

des solutions précises pour la détermination des paramètres de rupture au voisinage d’une 

fissure. 

IV.3.1 Détermination de la contrainte T-stress  

Dans un chargement en mode mixte, il existe un terme singulier correspondant au mode I, ou 

au mode II ou les deux à la fois. Les méthodes utilisées pour le mode I ne sont donc pas valables 

pour le cas d’un mode mixte I/II. T-stress peut être déterminé sans l’utilisation des facteurs 

d’intensité de contraintes quand les propriétés symétriques du mode I et les propriétés 

antisymétriques du mode II sont utilisées. Les contraintes dans la première moitié de 

l’éprouvette fissurée sont ajoutées aux contraintes de l’autre moitié. Les contraintes du mode II 

sont simplifiées et les contraintes du mode I sont doublées. Ce qui donne la possibilité de 
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déterminer T-stress par les équations suivantes en utilisant l’analyse par éléments fini [AYA 

98].  

𝑇𝑇 = �𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦�𝜃𝜃=0                                                    (IV.2) 

𝑇𝑇 = 1
2

[(𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜃𝜃=−𝜋𝜋 + (𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜃𝜃=𝜋𝜋]                                              (IV.3) 

𝑇𝑇 = 1
2
��𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 −

1
3
�𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦��

𝜃𝜃=−(𝜋𝜋/3)
+ �𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 −

1
3
�𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦��

𝜃𝜃=𝜋𝜋/3
�                   (IV.4) 

𝑇𝑇 = 1
2
��𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 −

1
3
�𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦��

𝜃𝜃=−(𝜋𝜋/2)
+ �𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 −

1
3
�𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦��

𝜃𝜃=𝜋𝜋/2
�                   (IV.5) 

𝑇𝑇 = 1
2
��𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦�𝜃𝜃=−(2𝜋𝜋/3)

+ �𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 − �𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦�𝜃𝜃=2𝜋𝜋/3
�                    (IV.6) 

Il est pratique d’utiliser l’équation IV.3 puisqu’une seule composante de contrainte est utilisée. 

Une manière plus efficace pour déterminer T-stress sans avoir recours à un maillage très raffiné 

est l’utilisation de la méthode des déplacements. La loi de Hook pour les petites déformations 

peut être écrite comme suit: 

𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷′𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐷𝐷′ 𝑑𝑑𝜕𝜕𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

                                             (IV.7) 

Où : ε𝑥𝑥𝑥𝑥 et 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 sont respectivement la déformation et le déplacement parallèles à la fissure et 

E’ est définit en contrainte plane comme E’ = E et en déformation plane comme E’ = 𝐸𝐸
1−𝜈𝜈2

. 

Où : E est le module de Young et ν est le coefficient de Poisson. 

En utilisant l’équation (IV.7) pour les lèvres de la fissure, T-stress peut être déterminé : 

𝑇𝑇 = 1
2
𝐷𝐷′ ��d𝜕𝜕𝑥𝑥

d𝑥𝑥
�
𝜃𝜃=−𝜋𝜋

+ �d𝜕𝜕𝑥𝑥
d𝑥𝑥
�
𝜃𝜃=𝜋𝜋

�                                 (IV.8) 

Afin de valider notre modèle numérique sur la détermination de la contrainte T, l’exemple 

suivant est considéré  

IV.3.1.1 Cas d’une éprouvette plate homogène contenant une fissure inclinée : 

Dans cette partie du travail, une plaque homogène contenant une fissure de longueur (a) est 

étudieé (Figure IV. 20), plusieurs angles d’inclinaison de la fissure (α) sont considérés, la plaque 

est chargée en traction sous des conditions de contrainte plane. Les propriétés mécaniques de 

la plaque sont [KIM 03]:   E=1.0 unité, ν=0.3. 

L’angle (α) varient entre 0° et 70° (0° ou la fissure est à l’horizontale). 



Chapitre IV                                                 Les paramètres influençant le trajet de propagation 

87 
 

 

Figure IV. 20:Eprouvette plate contenant une fissure inclinée en matériau homogène. 

Le tableau IV.1 liste les résultats des facteurs d’intensité de contrainte KI et KII ainsi que le 

paramètre T-stress obtenus dans la présente étude, comparés aux résultats obtenus 

numériquement par KIM [KIM 03] et analytiquement par Smith [SMI 01] 

D’après les résultats obtenus, on peut dire que le modèle numérique développé pour le calcul 

et la détermination du paramètre T-stress ainsi que les composantes du terme singulier KI et KII 

donne de bons résultats ce qui nous permet de le valider pour la suite du travail. 

Tableau IV. 1:Calcul des paramètres KI, KII et T en fonction des angles d’orientation 𝛼𝛼 

 Présente étude KIM [KIM 03] Solution analytique [SMI 01] 

α (°) KI KII T KI KII T KI KII T 

0 1.797 0.00 -1.079 1.788 0.00 -1.007 1.772 0.00 -1.00 

10 1.731 0.334 -1.015 1.735 0.304 -0.947 1.719 0.303 -0.939 

20 1.544 0.622 -0.830 1.581 0.571 -0.773 1.565 0.569 -0.766 

30 1.269 0.825 -0.550 1.343 0.771 -0.508 1.329 0.767 -0.500 

40 0.946 0.925 -0.211 1.052 0.878 -0.179 1.040 0.872 -0.173 

50 0.621 0.917 0.138 0.741 0.878 0.167 0.732 0.872 0.173 

60 0.331 0.811 0.451 0.448 0.773 0.493 0.443 0.767 0.500 

70 0.107 0.627 0.677 0.210 0.574 0.759 0.207 0.569 0.766 

 

IV.3.2 Influence de la contrainte T-stress sur l’angle initial de propagation : 

Pour prédire le chemin de propagation d’une fissure, il est nécessaire de connaitre son angle 

initial de propagation. En se basant sur le critère de la contrainte circonférentielle maximale 

(CCM), l’angle d’initiation de la fissure peut être déterminé.  
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Et vu l’importante du paramètre T-stress dans la description du comportement d’une fissure, il 

est nécessaire d’élargir notre champ d’étude et d’introduire ce paramètre dans un critère plus 

généralisé qui considère le deuxième paramètre du développement asymptotique.  

Le champ de contrainte suivant les coordonnées polaires peut être écrit comme suit : 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos 𝜃𝜃
2

× �𝐾𝐾I �1 + sin2 𝜃𝜃
2
� + 𝐾𝐾II �

3
2

sin 𝜃𝜃 − 2tan 𝜃𝜃
2
�� + 𝑇𝑇cos2 𝜃𝜃 + O�𝑟𝑟1/2�   (IV.9) 

𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 = 1
√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos 𝜃𝜃
2
�𝐾𝐾Icos2 𝜃𝜃

2
− 3

2
𝐾𝐾IIsin 𝜃𝜃� + 𝑇𝑇sin2 𝜃𝜃 + O�𝑟𝑟1/2�                                    (IV.10) 

𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃 = 1
2√2𝜋𝜋𝑟𝑟

cos 𝜃𝜃
2

[𝐾𝐾Isin 𝜃𝜃 + 𝐾𝐾II(3cos 𝜃𝜃 − 1)] − 𝑇𝑇sin 𝜃𝜃cos 𝜃𝜃 + O�𝑟𝑟1/2�                   (IV.11) 

Ou 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝜎𝜎𝜃𝜃𝜃𝜃 et 𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃 sont les contraintes en coordonnées polaires, les termes d’ordre supérieur 

peuvent être négligés au voisinage de la fissure. 

On peut déterminer l’angle initial de propagation par le critère généralisé de la contrainte 

circonférentielle maximale (CCMG) selon les conditions : 

𝜎𝜎𝜃𝜃 > 0, ∂𝜎𝜎𝜃𝜃
∂𝜃𝜃

= 0, ∂
2𝜎𝜎𝜃𝜃
∂𝜃𝜃2

< 0                                            (IV.12) 

Dans la partie suivante, une analyse de l’angle initial de propagation de fissure est effectuée 

avec deux critères CCM et le critère généralisé CCMG qui prend en considération le paramètre 

T-stress. Des exemples variés sont considérés. 

IV.3.2.1 Cas d’une éprouvette plate en FGM contenant une fissure inclinée  

Dans cette partie, une plaque FGM contenant une fissure inclinée par rapport à l’axe horizontal 

est considérée. Différentes inclinaisons de fissure ont été simulées (α de 0 à 70°). Un sous-

programme a été conçu spécialement pour la détermination des facteurs d’intensité de 

contraintes KI et KII ainsi que le paramètre T-stress par les méthodes citées plus haut.  

L’angle initial de bifurcation a été déterminé avec les critères CCM et CCMG intégrés aussi 

dans le code de calcul par éléments finis sous forme de programme en langage APDL.  

Il faut noter que dans cet exemple, la gradation du matériau est faite suivant l’axe �⃗�𝑋 (Figure IV. 

21) selon la relation :  

𝐷𝐷(𝑋𝑋1) = 𝐷𝐷1𝑒𝑒𝛽𝛽𝛽𝛽                                                         (IV.13) 

Avec :  𝛽𝛽 = 0.5, E1 = 1 et 𝑣𝑣 est supposé constant (𝑣𝑣 =0.3). [KIM 03] 
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Figure IV. 21:Eprouvette plate en FGM contenant une fissure inclinée. 

La Figure IV. 22 illustre la prédiction de l’angle initial de propagation θ en fonction de l’angle 

d’inclinaison de la fissure. Les résultats obtenus en utilisant le critère classique CCM ont été 

comparés à ceux obtenus en utilisant le critère généralisé CCMG. 

La distance critique par rapport à la pointe de la fissure est définie par le rayon critique rc, ce 

dernier représente approximativement la taille de la zone d’endommagement pour la plupart 

des matériaux fragiles et quasi-fragiles. [AYA 07]. 

𝑟𝑟𝑐𝑐 = 𝜋𝜋
2
�𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼
𝜎𝜎𝑡𝑡
�
2
                                                (IV.14) 

Avec KIC et σt, le facteur d’intensité de contrainte critique et la résistance à la traction 

respectivement. 

On peut diviser les résultats en deux parties ; la première partie ou l’angle initial prédit par le 

critère généralisé augmente par rapport à celui du critère classique CCM lorsque α < 33°. La 

deuxième partie des résultats ou l’angle d’inclinaison de la fissure α > 33°, l’angle de 

bifurcation obtenu par le critère généralisé diminue.  

Cela veut dire que l’angle de bifurcation est directement influencé par le terme non singulier. 

Les valeurs négatives de T-stress augmentent l’angle initial de propagation, tandis que des 

valeurs positives de T-stress le diminuent. Ceci confirme que la prise en compte du terme non 

singulier peut influencer les résultats obtenus et donc influencer le chemin de propagation de la 

fissure en général. 
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Figure IV. 22:Influence du paramètre T-stress sur l’angle d’initiation de la fissure pour une 
éprouvette plate contenant une fissure inclinée. 

IV.3.2.2 Cas d’une éprouvette pré-fissurée sollicitée en flexion trois points   

Nous avons considéré pour cette éprouvette un matériau à gradient fonctionnel dont la gradation 

est supposée linéaire suivant l’axe �⃗�𝑥 (Figure IV. 24). L’éprouvette est sollicitée par une force 

appliquée dans l’une des trois positions A ou B ou C selon la configuration illustrée dans la 

Figure IV. 23 

 
Figure IV. 23: Présentation de l’éprouvettes avec les conditions aux limites. 

Les résultats obtenus sont comparés avec ceux obtenus dans la littérature. On peut dire que les 
calculs réalisés présentent des résultats très fiables. 
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Figure IV. 24: Variation du module de Young. 

La Figure IV. 25 illustre la prédiction de l’angle initial de propagation de la fissure θ en fonction 

de la distance du point d’application de la force (A, B et C). 

Les résultats obtenus en utilisant le critère classique CCM ont été comparés à ceux obtenus en 

utilisant le critère généralisé CCMG. Ce dernier prend non seulement l’effet du terme singulier 

sur la propagation de la fissure mais aussi l’effet du terme non singulier T-stress.  

On remarque que lorsque le chargement est en mode I pure, l’influence du T-stress n’est pas 

significative et l’angle initial de propagation prédit par les deux critères est presque identique. 

Dès que le mode de chargement passe en mode mixte, l’influence du T-stress sur l’angle de 

bifurcation apparait. On peut remarquer une déviation de ce dernier par rapport à l’angle prédit 

par le critère CCM. 
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Figure IV. 25: Influence du paramètre T-stress sur l’angle d’initiation de la fissure en flexion 

3 points. 
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On note qu’un chargement en flexion trois points ne permet pas d’avoir une combinaison en 

mode mixte I+II dont le paramètre du mode mixte Me tend vers zéro (mode II pur). Ce dernier 

est défini comme étant un paramètre qui représente les différentes combinaisons entre le mode 

I et le mode II) [SMI 01]. Les valeurs de Me varient entre 1 (mode I pur) et 0 (mode II pur 

𝑀𝑀𝑒𝑒 = 2
𝜋𝜋

arctan �𝐾𝐾𝐼𝐼
𝐾𝐾𝐼𝐼𝐼𝐼
�                                              (IV.15) 

Cependant, la différence dans la prédiction de l’angle initial de propagation entre les deux 

critères CCM et CCMG existe.    

IV.3.2.3 Cas d’une éprouvette de flexion trois points contenant une fissure inclinée  

Dans cette partie, une éprouvette contenant une fissure inclinée soumise à une charge de flexion 

symétrique en trois points a été examinée. Pour une étude en rupture en mode mixte le rapport 

longueur/largeur et la distance des appuis sont considérés petits comparés à ceux des autres 

types d’éprouvettes de flexion conventionnelles. Les paramètres de rupture à la pointe de la 

fissure à savoir les facteurs d'intensité de contrainte et la contrainte T-stress ont été calculés 

numériquement pour cette éprouvette en utilisant une série d’analyses par éléments finis. Il a 

été démontré que l’éprouvette est capable de produire des combinaisons complètes des modes 

I et II, y compris le mode II pur ainsi que des modes mixtes I+II. 

La Figure IV. 26 illustre les détails de la géométrie proposée par Mousavi [MOU 19], et la 

configuration du chargement en flexion trois points pour l'éprouvette courte contenant une 

fissure inclinée qui est suggérée ici pour étudier le problème de rupture en mode mixte I+II. 

Contrairement aux autres éprouvettes conventionnelles, le rapport L/W de celle-ci ne dépasse 

pas 3. Par conséquent, cette éprouvette de petite taille réduit la quantité de matériau nécessaire 

pour la préparation des échantillons et peut donc être considérée comme une géométrie 

favorable pour les essais de rupture des matériaux coûteux ou peu disponibles.  

 

Figure IV. 26: Eprouvette de flexion 3 points contenant une fissure inclinée 

L’éprouvette est défini comme suit : L = 36 mm, W = 12 mm et t = 4 mm. Différentes 

combinaisons de (a/W) = (0.3, 0.4 et 0.5), (S/W) = (0.5, 0.6 et 0.75) sont considérées, ainsi que 



Chapitre IV                                                 Les paramètres influençant le trajet de propagation 

93 
 

l’angle d’inclinaison de la fissure α qui varie de zéro 0° jusqu'à 60°. La gradation du matériau 

est supposée linéaire suivant l’axe (�⃗�𝑦) (Figure IV. 24). 

En modifiant la géométrie et les paramètres de chargement tels que S, a, W ainsi que l'angle 

d'inclinaison de la fissure α, l'état du mode mixte au fond de la fissure de l'éprouvette serait 

modifié et par conséquent, on s'attend à ce que différentes combinaisons de déformations seront 

engendrées dans cette éprouvette. 

Les Figure IV. 27 et Figure IV. 28 représentent l’évolution des facteurs d’intensité de contrainte 

KI et KII en fonction de l’angle d’inclinaison (α) pour différents rapports de a/W ainsi que le 

rapport S/W. 

A partir des figures on remarque que la valeur de KII est toujours nulle lorsque l’angle 

d’inclinaison de la fissure α = 0° ce qui correspond au mode I pur et ce, pour tous les rapports 

S/W et a/W. Cependant, pour des valeurs non nulles de α, l'influence du FIC des modes I et II 

est observée simultanément en pointe de la fissure de l'éprouvette. 
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Figure IV. 27:Evolution du facteur d’intensité de contrainte KI en fonction de l’angle 

d’inclinaison (α) pour différents rapports de a/W et S/W. 
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En augmentant l’angle d’inclinaison de la fissure, l'amplitude du FIC en mode I diminue et 

inversement la valeur du FIC en mode II devient plus grande. Par conséquent, à un angle α 

spécifique et pour tous les rapports de a/W et S/W, le mode II pur est atteint. Cela démontre 

que l’éprouvette SBB (Short bend beam) peut produire des combinaisons de mode I et de mode 

II ainsi que le mode mixte simplement en choisissant des valeurs appropriées pour les 

paramètres a/W, S/W. 
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Figure IV. 28: Evolution du facteur d’intensité de contrainte KII en fonction de l’angle 

d’inclinaison (α) pour différents rapports de a/W et S/W. 

L’évolution du terme non singulier T-stress pour différentes conditions de géométrie et de 

chargement est présentée dans la Figure IV. 29. Il est montré que généralement en augmentant 

soit le rapport de longueur de fissure a/W, le rapport S/W ou l’angle d’inclinaison de la fissure, 

le T-stress prend une allure décroissante avec des valeurs positives dans la première partie puis 

des valeurs négatives non négligeables. Ces valeurs montrent l’importance considérable du T-

stress dans le comportement en rupture en mode mixte I+II. L'amplitude et le signe de la 
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contrainte transversale dépend de la géométrie et des conditions de chargement de l'éprouvette. 

Ainsi, la valeur significative du T-stress et son influence pour cette éprouvette pour différentes 

inclinaisons de fissure est prouvée dans la partie suivante ou une comparaison de l’angle initial 

de propagation est présentée en utilisant un critère de propagation classique et un critère 

généralisé avec la prise en compte du T-stress. 
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Figure IV. 29: Evolution de T-stress en fonction de l’angle (α) pour différents a/W et S/W. 

Les Figure IV. 30 Figure IV. 31 Figure IV. 32 illustre la prédiction de l’angle initial de 

propagation θ en fonction de l’angle d’inclinaison de la fissure α. Différents rapports a/W et 

S/W ont été pris en considération. Les résultats obtenus en utilisant le critère classique CCM ont 

été comparés à ceux obtenus en utilisant le critère généralisé CCMG.  

Selon les résultats, on peut diviser l’évolution des courbes en deux parties. La première partie 

ou l’angle d’initiation de la fissure obtenu par le critère généralisé est plus faible par rapport à 

celui obtenu par le critère CCM, cette différence est attribuée aux valeurs positives du T-stress. 

On peut dire que dans cette partie le facteur d’intensité de contrainte KI est le paramètre 
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dominant dans le processus de propagation de fissure. Au-delà, l’angle initial de propagation 

prédit par le critère généralisé devient plus grand par rapport à celui obtenu par le critère CCM 

à cause de l’influence des valeurs négatives du T-stress. Dans cette partie, la valeur du facteur 

d’intensité de contrainte KI diminue et celle de KII augmente ce qui se traduit par un passage en 

mode mixte et par une compétition entre les modes d’ouverture et de cisaillement avec une 

dominance considérable de ce dernier lorsque l’angle d’inclinaison de la fissure augmente. 

Il existe un angle d’inclinaison de la fissure spécifique noté αT qui marque le passage et le 

changement de signe du T-stress d’une valeur positive à une valeur négative. La valeur de cet 

angle dépend de la géométrie et de la configuration de l’éprouvette. On remarque que dans ce 

point d’intersection entre les courbes, l’absence de l’influence de T-stress sur les résultats de 

l’angle d’initiation de la fissure θ obtenus par les critères CCM et CCMG, ceci est attribué à la 

valeur nulle du T-stress. 
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Figure IV. 30: Comparaison de l’angle initial de propagation θ en fonction de l’angle 

d’inclinaison de la fissure α entre le critère CCM et CCMG (S/W=0.5). 
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Figure IV. 31: Comparaison de l’angle initial de propagation θ en fonction de l’angle 

d’inclinaison de la fissure α entre le critère CCM et CCMG (S/W=0.6) 
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Figure IV. 32: Comparaison de l’angle initial de propagation θ en fonction de l’angle 
d’inclinaison de la fissure α entre le critère CCM et CCMG (S/W=0.75) 
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IV.4 Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une analyse numérique de l’effet des différents 

paramètres qui influencent le trajet de la propagation des fissures dans les matériaux FGM. 

Dans la première partie, nous avons étudié l’effet des défauts géométriques sur le trajet final de 

propagation de fissure. Cette étude était basée sur la détermination des facteurs d’intensité de 

contrainte et l’utilisation des différents critères de bifurcation. Plusieurs modèles géométriques 

ont été considérés afin de visualiser l’effet des défauts tels que les trous ou les inclusions sur le 

trajet de fissuration. Nous avons conclu qu’une fissure est toujours attirée par un défaut 

géométrique, ce qui est attribué à la dépression de contrainte qui va modifier la contrainte 

principale maximale de façon à ce que la fissure s’oriente vers ce défaut. Nos résultats ont été 

comparés avec d’autres travaux numériques et expérimentaux et nous pouvons dire que les 

techniques de programmation développées dans ce travail peuvent reproduire d’une manière 

fiable un chemin de propagation de fissure en présence de défauts géométriques dans les 

matériaux FGM. 

Dans la deuxième partie, nous avons présenté une étude qui s’articule sur l’influence du 

paramètre T-stress sur le chemin de propagation de fissure dans les matériaux FGM. A l’aide 

d’un sous-programme en langage APDL, nous avons déterminé l’évolution du T-stress pour 

plusieurs modèles géométriques et nous l’avons associé au terme singulier pour être introduits 

dans un critère de rupture généralisé. Les résultats ont été comparés à ceux d’un critère local 

(CCM) qui prend en considération seulement le terme singulier. Il a été montré que la présence 

du T-stress dans le développement asymptotique influence la valeur de l’angle initial de 

propagation et donc le trajet de fissuration. Dans le cas d’un chargement en mode mixte des 

valeurs positives du T-stress diminuent la valeur de l’angle initial de propagation tandis que des 

valeurs négatives l’augmentent. 
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Conclusion générale  

Ce travail s’inscrit dans le cadre général de l’étude numérique de la propagation de fissures 

dans les matériaux à gradient fonctionnel, sous les conditions de chargement mécanique et 

thermomécanique. Afin d'orienter notre étude dans une bonne direction, il était indispensable, 

dans un premier temps, de dresser un bilan des études sur les travaux scientifiques portant sur 

la propagation de fissures et les différentes techniques exploitées. 

La modélisation numérique des propriétés mécaniques des matériaux FGM sont déclarées à 

l’aide d’un sous-programme implémenté dans le code de calcul par éléments finis. Ce 

programme permet de localiser automatiquement les coordonnées du centre de chaque élément 

du maillage et de calculer ensuite, le module élastique et le coefficient de Poisson à travers les 

lois de mélange. 

La méthode d’extrapolation de déplacements et la méthode de corrélation des déplacements ont 

été programmées et implémentées dans le code de calcul par éléments finis afin de déterminer 

les facteurs d’intensité de contraintes en se basant sur les déplacements au niveau des levres de 

fissure. L’angle initial de propagation ainsi que les angles de bifurcation sont déterminés à 

chaque incrément de propagation en utilisant les critères de bifurcation. Ces méthodes ont été 

modifiées pour les matériaux FGM et implémentées sous forme de programme APDL ANSYS. 

Différents exemples d’applications variés ont été considérés pour plusieurs combinaisons, en 

considérant la forme de la plaque, la longueur et les différentes orientations de la gradation des 

propriétés du matériau par rapport à l’emplacement de la fissure, et la loi de mélange constituant 

le matériau FGM. Les résultats numériques obtenus par la méthode des éléments finis ont été 

comparés avec des travaux numériques et expérimentaux cités dans la littérature, et ils ont 

montré que le modèle intégré décrit correctement le champ de contraintes et de déformations 

au voisinage du fond de fissure, par l’évaluation des différents paramètres en mode-I et mode 

mixte, et permet de reproduire numériquement avec efficacité le trajet de fissuration dans les 

matériaux FGM. 

L’étude des conditions du chargement thermomécanique nous a permis de conclure que ce 

dernier affecte d’une manière considérable le chemin de propagation d’une fissure. En effet, la 

propagation d’une fissure en mode mixte sous chargement thermomécanique dévie de son 

chemin habituel de propagation sous chargement mécanique. Sous l’effet de la température elle 

se propage en se dirigeant vers le coté ou le coefficient de dilatation thermique est élevé.  
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L’étude des paramètres influençant le trajet de fissuration semblait intéressante pour ce travail. 

Nous avons dans un premier temps, étudié l’effet des défauts géométriques sur le trajet final. 

Plusieurs modèles géométriques ont été considérés afin de visualiser l’effet des défauts tels que  

les trous ou les inclusions sur le chemin de propagation. Nous avons conclu qu’une fissure est 

toujours attirée par un défaut géométrique, ce qui est attribué à la dépression de contrainte qui 

va modifier la contrainte principale maximale de façon à ce que la fissure s’oriente vers ce 

défaut. A travers ce travail, nous avons pu confirmer que les techniques de programmation 

développées peuvent reproduire avec fidélité un chemin de propagation de fissure dans des 

modèles géométriques complexes.  

Dans un second temps, nous avons montré que la considération du T-stress dans le 

développement asymptotique influence la valeur de l’angle initial de propagation et donc le 

trajet de fissuration. Dans le cas d’un chargement en mode mixte des valeurs positives du T-

stress diminuent la valeur de l’angle initial de propagation tandis que des valeurs négatives 

l’augmentent si on compare ces résultats avec ceux obtenus par un critère classique (ex : CCM) 

reposant seulement sur le terme singulier.  

Nous pouvons dire que ce travail représente une contribution de notre équipe de recherche dans 

l’enrichissement de la base des données numériques dans le domaine des matériaux à gradient 

fonctionnel et leur comportement en présence de fissures. 

Et enfin comme perspectives de ce travail, cette étude peut être élargie aux autres axes de 

recherche concernant la propagation de fissures dans les matériaux FGM anisotropes, en se 

basant sur la méthode de l'intégrale de domaine afin de déterminer les FICs. Il est aussi prévu 

de développer le présent modèle de calcul dans le cas de la propagation dynamique de fissures 

dans les matériaux FGM.
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