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God created in man the ability to think ...

Man's ability to think may try to obtain

the desired information by combining

the universals with each other,

with the result that the mind obtains

a universal picture that conforms

to details outside. " ...

Ibn Khaldûn The Muqqaddimah.

The Science of Logic.
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Abstract

In this work, we give a contribution to the study of various classes of partial functio-
nal and neutral functional integrodi�erential evolution equations and inclusions perturbed
and nonperturbed with �nite and in�nite state-dependent delay on the positive real se-
miin�nite interval.

To get the existence of mild solutions ; su�cient conditions are considered in the study
of di�erent classes of partial functional and neutral functional integrodi�erential evolution
problems in this work. Uniqueness results are also given for some classes of these problems.

The method used is to transform the existence of these mild solutions to the search
for the existence of �xed points of appropriate operators by applying di�erent nonlinear
alternatives in Fréchet spaces to entire the existence of �xed points of the above operator
which are mild solutions of our problems. This method is based on famous and recent
�xed point theorems and is combined with the semigroup theory.

Controllability of mild solutions is investigated for some classes of �rst order of partial
functional and neutral functional integrodi�erential evolution equations in this work as
applications.

Key words and phrases :
Partial functional integrodi�erential evolution equations and inclusions with delay -

neutral problems - perturbed problems - mild solution - state dependent delay - existence
of solutions - uniqueness - �xed point - nonlinear alternative - semigroup - Fréchet spaces.

AMS Subject Classi�cation :
34G20 - 34G25 - 34K26 - 34K40 - 37L05 - 74H20 - 93B05.
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l'étude de quelques classes d'équations et inclusions intégro-
di�érentielles d'évolution partielles et celles de type neutre perturbed and nonperturbed,
avec retard �ni et in�ni dépendant de l'état dans la demi-droite réelle positive.

Pour obtenir l'existence des solutions faibles ; des conditions su�santes seront consi-
dérées dans l'étude des di�érentes classes de problèmes intégro-di�érentiels d'évolution de
cette thèse. Des résultats d'unicité sont également donnés pour quelques classes de ces
problèmes.

La méthode utilisée est de transformer la recherche de l'existence des solutions faibles
à la recherche de l'existence des points �xes d'opérateurs appropriés en appliquant di�é-
rentes alternatives non linéaires dans les espaces de Fréchet pour entirer l'existence des
points �xes de cet opérateur qui sont les solutions faibles de nos problèmes. Cette mé-
thode est basée sur des célèbres et récents théorèmes du point �xe et est combinée avec
la théorie des semi-groupes.

La contrôlabilité des solutions faibles est donnée dans ce travail pour quelques classes
d'équations intégro-di�érentielles d'évolution et celles de type neutre à titre d'applications.

Mots et Phrases Clefs :
Équations et inclusions intégro-di�érentielles d'évolution à retard - problèmes de type

neutre - problèmes perturbés - solution faible - retard dépendant de l'état - existence des
solutions - point �xe - alternative non linéaire - semi-groupes - espaces de Fréchet.

Classi�cation AMS des sujets :
34G20 - 34G25 - 34K26 - 34K40 - 37L05 - 74H20 - 93B05.
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Introduction

Une grande classe de problèmes scienti�ques et d'ingénierie est modélisée par des
équations intégro-di�erentielles, qui peuvent être décrites comme des équations d'évolution
intégro-di�erentielles semi-linéaire dans les espaces de Banach utilisant les semi-groupes.
Le problème de la preuve de l'existence des solutions faibles pour les équations et les
inclusions intégro-di�érentielless dans les espaces abstraits ont été étudiées par plusieurs
auteurs : Balachandran et al. dans [11]-[13] et Benchohra et al. dans [23]-[24] et [26]-[29].

Les équations di�érentielles fonctionnelles de type neutre sont étudiées dans les livres
de Hale et al. [46], Kolmanovskii et Myshkis [60], Hernandez dans [49] a prouvé l'existence
de solutions faibles, fortes et périodiques et Fu et al. dans [42] ont étudié l'existence et la
contrôlabilité des solutions sur un intervalle borné d'un problème de type neutre.

Des équations di�érentielles fonctionnelles à retard ont été utilisées dans la modélisa-
tion des phénomènes scienti�ques depuis de nombreuses années. Souvent, on a supposé
que le retard était soit une constante �xée ou est donné comme une intégrale, c'est le cas
de retard distribué ; voir par exemple les livres de Benchohra et ses collaborateurs [25],
Hale et al. [47], Hino et al. [55], Lakshmikantham et al. [34, 61] et Wu dans [73].

Lorsque le retard est in�ni, la notion de l'espace des phases B joue un rôle important
dans l'étude de la théorie à la fois qualitative et quantitative des équations di�érentielles
fonctionnelles. Un choix habituel est un espace semi-normé satisfaisant les axiomes ap-
propriés, qui a été introduit par Hale et Kato (voir [47]). Pour d'autres applications, voir
par exemple les livres de Hale [48], Hino [56, 57], Lakshmikantham et collaborateurs dans
[34, 61].

Cependant, les situations compliquées dans lesquelles le retard dépend des fonctions
inconnues ont proposé en modélisation ces dernières années (voir par exemple Rezounenko
et Wu [70], Willé et Baker [72] et les références qui y �gurent). Ces équations sont fré-
quemment appelées équations avec retard dépendant de l'état. Les résultats d'existence,
entre autres, ont été dérivés récemment pour diverses classes d'équations di�érentielles
fonctionnelles lorsque le retard dépend de la solution. Nous renvoyons le lecteur aux ar-
ticles de Ait Dads et Ezzinbi [5], Gyri et Hartung [44], Hartung [50]-[52] et Hernandez
et al. [9, 49, 53]. Au moyen du principe de contraction de Banach et de l'alternative non
linéaire de Leray-Schauder, Abada et ses collaborateurs présentent des résultats d'exis-
tence et d'unicité pour chacun de nos problèmes sur un domaine borné dans [1] ainsi Li
et al. dans [67, 68].

Baghli et al. ont considéré l'existence, l'unicité et la contrôlabilité des solutions faibles
pour les classes de premier ordre des équations et inclusions d'évolution semi-linéaire
di�érentielles fonctionnelle et celles de type neutre et intégro-di�érentielles et perturbées
avec retard �ni et in�ni dans [2], [15] - [21]. Ensuite, elle examine le cas où le délai dépend
de la solution pour les équations d'évolution dans [6]-[8] et [22] et elle donne une solution

13



14 INTRODUCTION

faible globale pour les inclusions d'évolution avec retard dépendant de l'état dans [14].
Dans cette thèse, on étend les résultats précédents pour les problèmes intégro-di�érentiels

dans des espaces de Fréchet en donnant l'existence, l'unicité et la contrôlabilité des so-
lutions faibles sur la droite réelle positive pour di�érentes classes du premier ordre des
équations et inclusions intégro-di�érentielles d'évolution et celles de type neutre, pertur-
bées et non perturbées avec retard �ni et in�ni dépendant de l'état dans des espaces
de Fréchet. Nos résultats sont basés sur des théorèmes de points �xes combinés avec la
théorie des semi-groupes.

Le thèse contient six chapitres et est organisé de la façon suivante :

Le premier chapitre contient les notations, les dé�nitions, des exemples d'espaces de
phase, des propriétés des fonctions multivoques, les propriétes du retard dépendant de
l'état et trois théorèmes de point �xe utilisés dans cette thèse.

Le deuxième chapitre est consacré à donner notre principal résultat, en utilisant l'al-
ternative non linéaire de type Leary Schauder donnée par Frigon et Granas pour les
contractions dans les espaces de Fréchet [41], combinée avec la théorie des semi-groupes.
L'existence la solution faible unique est démontrée dans la Section 2.2 pour la classe sui-
vante des équations intégro-di�érentielles d'évolution avec retard �ni dépendant de l'état

y′(t) = A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J := [0,+∞[

y(t) = ϕ(t), t ∈ H := [−r, 0],

(1)

où r > 0, f : J × C(H;E) → E, I : J × J → R, ρ : J × C(H;E) → R et ϕ ∈ C(H;E)
sont des fonctions données et {A(t)}t≥0 est une famille d'opérateurs linéaires fermés
(non nécessairement bornés) de E en E qui génère un système d'évolution d'opérateurs
{U(t, s)}(t,s)∈J×J pour s ≤ t.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 2.3 pour la
classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution de type neutre avec retard
�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(2)

où A(·), f , I et ϕ sont dé�nies dans le problème (1) et g : J × C(H;E) → E est une
fonction donnée.

L'existence de la solution faible unique est démontrée dans la Section 2.4 pour la classe
suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution avec retard in�ni dépendant de
l'état 

y′(t) = A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(3)
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où B est un espace de phase abstrait à spéci�er ultérieurement, f : J × B → E,
I : J × J → R, ρ : J × B → R et φ ∈ B sont des fonctions données et {A(t)}t≥0 est déjà
dé�nie.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 2.5 pour la
classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution de type neutre avec retard
in�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(4)

où A(·), f , I et φ sont dé�nies dans le problème (3) et g : J × B → E est une fonction
donnée.

Dans le troisième chapitre, on utilise notre principal outil qui est l'alternative non
linéaire d'Avramescu due à Burton et Kirk pour la somme d'un opérateur continu compact
et d'une contraction sur les espaces de Fréchet [10]. L'existence des solutions faibles est
démontrée dans la Section 3.2 pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles
perturbées d'évolution avec retard �ni dépendant de l'état

y′(t) = A(t)y(t) + h(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(5)

où f, h : J × C(H;E)→ E, I : J × J → R, ρ : J × C(H;E)→ R et ϕ ∈ C(H;E) sont
des fonctions données et {A(t)}t≥0 est déjà dé�nie.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 3.3
pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles perturbées d'évolution de type
neutre avec retard �ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) + h(t, yρ(t,yt))

+

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(6)

où A(·), f , h, I et ϕ sont dé�nies dans le problème (5) et g : J × C(H;E) → E est une
fonction donnée.

L'existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 3.4 citée dans [62] pour
la classe suivante des équations intégro-di�érentielles perturbées d'évolution avec retard
in�ni dépendant de l'état y′(t) = A(t)y(t) + h(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,
(7)
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où f, h : J ×B → E, I : J × J → R, ρ : J ×B → R et φ ∈ B sont des fonctions données,
B et {A(t)}t≥0 sont déjà dé�nies.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 3.5 citée
dans [62] pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles perturbées d'évolution
de type neutre avec retard in�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) + h(t, yρ(t,yt))

+

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(8)

où A(·), f , h, I et φ sont dé�nies dans le problème (7) et g : J ×B → E est une fonction
donnée.

Quant au quatrième chapitre, nous avons considéré l'alternative non linéaire d'Avra-
mescu sur les espaces de Fréchet [10], pour obtenir la contrôlabilité des solutions faibles
démontrée dans la Section 4.2 pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles
d'évolution avec retard �ni dépendant de l'état

y′(t) = A(t)y(t) + Cu(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(9)

où f : J × C(H;E)→ E, I : J × J → R, ρ : J × C(H;E)→ R et ϕ ∈ C(H;E) sont des
fonctions données, C est un opérateur linéaire borné de E dans E et {A(t)}t≥0 est une
famille dé�nie précédemment.

Une extension de ce problème de contrôle pour le type neutre est donnée dans la
Section 4.3 pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution de type
neutre avec retard �ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) + Cu(t)

+

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(10)

où A(·), f , C, I et ϕ sont dé�nies dans le problème (9) and g : J ×C(H;E)→ E est une
fonction donnée.

La contrôlabilité des solutions faibles est démontrée dans la Section 4.4 citée dans [63]
pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution avec retard in�ni
dépendant de l'état

y′(t) = A(t)y(t) + Cu(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(11)
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où f : J ×B → E, I : J × J → R, ρ : J ×B → R et φ ∈ B sont des fonctions données, C
est un opérateur linéaire borné de E dans E et B et {A(t)}t≥0 sont déjà dé�nis.

Une extension de ce problème de contrôle pour le type neutre est donnée dans la
Section 4.5 citée dans [63] pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles
d'évolution de type neutre avec retard in�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) + Cu(t)

+

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(12)

où A(·), f , C, I et φ sont dé�nies dans le problème (11) et g : J×B → E est une fonction
donnée.

Le cinquième chapitre expose notre principal résultat en utilisant l'alternative non
linéaire de Frigon pour les contractions multivoques dans les espaces de Fréchet [38, 39, 40].
L'existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 5.2 pour la classe suivante
des inclusions intégro-di�érentielles d'évolution avec retard �ni dépendant de l'état

y′(t) ∈ A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)F (s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(13)

où F : J × C(H;E) −→ P(E) est une application multivoque à valeurs compactes non
vides, P(E) est la famille des sous-ensembles de E, I : J × J → R, ρ : J ×C(H;E)→ R
et ϕ ∈ C(H;E) sont des fonctions données et {A(t)}t≥0 est une famille déjà dé�nie.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 5.3 pour la
classe suivante des inclusions intégro-di�érentielles d'évolution de type neutre avec retard
�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] ∈ A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)F (s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(14)

où A(·), F , I et ϕ sont données dans le problème (13) et g : J × C(H;E) → E est une
fonction donnée.

Dans le sixième chapitre, on développe en utilisant l'alternative non linéaire d'Avra-
mescu sur les espaces Fréchet [10] l'existence des solutions faibles dans la Section 6.2 citée
dans [64] pour la classe suivante des inclusions intégro-di�érentielles d'évolution avec re-
tard in�ni dépendant de l'état

y′(t) ∈ A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)F (s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(15)
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où F : J × C(H;E) −→ P(E) est une application multivoque à valeurs compactes non
vides, I : J×J → R, ρ : J×B → R et φ ∈ B sont des fonctions données et B et {A(t)}t≥0

sont déjà dé�nis.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 6.3 citée
dans [65] pour la classe suivante des inclusions intégro-di�érentielles d'évolution de type
neutre avec retard in�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] ∈ A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)F (s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(16)

où A(·), F , I et φ sont dé�nies dans le problème (15) et g : J × B → E est une fonction
donnée.

Chaque Section se termine par un exemple d'application. En�n, est donnée à la �n de
cette thèse, la liste des ouvrages utilisés au cours de ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations, dé�nitions et théorèmes qui seront
employées dans cette thèse.

1.1 Notations et Dé�nitions

Considérons J := [0,+∞[ et H := [−r, 0] pour r > 0 deux intervalles réels. Soit E
l'espace de Banach des réels muni de la norme | · |.

Soient C(H,E) l'espace de Banach des fonctions continues de H vers E muni de la
norme

‖y‖ = sup {|y(t)| : t ∈ H}.

et B(E) l'espace de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans E muni de la norme

‖N‖B(E) = sup {|N(y)| : |y| = 1}.

Une fonction mesurable y : J → E est dite intégrable au sens de Bochner si et
seulement si |y| est intégrable au sens de Lebesgue. Pour plus de détails sur les propriétés
de l'intégrabilité au sens de Bochner, voir Yosida [74].

Soit L1(J,E) l'espace de Banach des fonctions mesurables y : J → E qui sont inté-
grables au sens de Bochner, muni de la norme

‖y‖L1 =

∫ +∞

0

|y(t)|dt.

Pour toute fonction continue y dé�nie sur [−r,+∞[ et pour tout t ∈ J , notons par :
yt l'élément de C(H;E) dé�ni par :

yt(θ) = y(t+ θ) pour θ ∈ H.

Ici yt(·) représente l'historique de l'état à partir du temps t− r jusqu'au temps présent t.

Dé�nition 1.1.1. La fonction f : J × E → E est dite L1−Carathéodory si elle satisfait
les conditions suivantes :

19
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(i) Pour tout t ∈ J , la fonction f(t, ·) : E → E est continue.
(ii) Pour tout y ∈ E, la fonction f(·, y) : J → E est mesurable.
(iii) Pour toute constante positive k ∈ N, il existe une fonction hk ∈ L1(J,R+) telles

que pour tout |y| ≤ k et pour t ∈ J presque partout, on a :

|f(t, y)| ≤ hk(t),

1.2 Propriétés dans les Espaces de Fréchet

SoitX un espace de Fréchet muni de la famille de semi-normes {‖·‖n}n∈N. Supposons
que la famille de semi-normes {‖ · ‖n}n∈N véri�e :

‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖3 ≤ · · · ∀x ∈ X (1.1)

Soit Y ⊂ X, on dit que Y est borné si pour tout n ∈ N il existe Mn > 0 tel que :

‖y‖n ≤Mn ∀ y ∈ Y.

Associons à X une suite d'espaces de Banach {(Xn, ‖.‖n)}n∈N de la façon suivante :
Pour tout n ∈ N, considérons sur X la relation d'équivalence ∼n dé�nie par :

x ∼n y ⇔ ‖x− y‖n = 0 ∀x, y ∈ X.

Notons par : Xn = (X/ ∼n, ‖.‖n) l'espace quotient et posons (Xn, ‖.‖n)n∈N le complété
de X par rapport à ‖.‖n. Cela étant, à tout sous-ensemble Y ⊂ X, associons une suite
{Y n}n∈N de sous-ensembles Y n ⊂ Xn de la façon suivante : Pour x ∈ X, désignons par
[x]n la classe d'équivalence de x dans Xn et posons Y n = {[x]n : x ∈ Y }.

Notons Y
n
, intn(Y n) et ∂nY n, respectivement, la fermeture, l'intérieur et la frontière

de Y n par rapport à ‖.‖n dans Xn.

Dé�nition 1.2.1. [41] La fonction f : X → X est dite une contraction si pour tout
n ∈ N il existe kn ∈ [0, 1[ tel que :

‖f(x)− f(y)‖n ≤ kn‖x− y‖n ∀x, y ∈ X. (1.2)

1.3 Système Générateur d'Évolution

Dans ce qui suit, nous supposons que la famille {A(t)}t∈J d'opérateurs linéaires
fermés non bornés à domaines denses dans l'espace de Banach E véri�e les hypothèses
suivantes (voir [3], p. 158) :

(P1) Le domaine D(A(t)) est indépendant de t et est dense dans E i,e. D(A(t)) = E.

(P2) Pour t ≥ 0, la résolvante R(λ,A(t)) = (λI − A(t))−1 existe pour tout λ tel que :
Re(λ) ≤ 0 et il existe une constante M indépendante de λ et t telle que :

‖R(t, A(t)‖ ≤M(1 + |λ|)−1 pour Re(λ) ≤ 0.
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(P3) Il existe L > 0 et 0 < α ≤ 1 tels que :

‖(A(t)− A(θ))A−1(τ)‖ ≤ L|t− τ |α t, θ, τ ∈ J.

(P4) La résolvante R(λ,A(t)) est compacte pour t ∈ J .

Lemme 1.3.1. ([3], p. 159) Sous les hypothèses (P1)-(P3), le problème de Cauchy{
y′(t)− A(t)y(t) = 0, t ∈ J,
y(0) = y0,

(1.3)

admet un unique système d'évolution {U(t, s)}(t,s)∈∆ où ∆ := {(t, s) ∈ J × J : s ≤ t}
satisfaisant les propriétés suivantes :

1. U(t, t) = I avec I c'est l'opérateur d'identité dans E.

2. U(t, s)U(s, τ) = U(t, τ) pour τ ≤ s ≤ t.

3. U(t, s) ∈ B(E) l'espace des opérateurs linéaires bornés dans E,
où pour tout (t, s) ∈ ∆ et pour tout y ∈ E, l'application (t, s) 7−→ U(t, s)y est
continue.

4. U(t, s) est un opérateur compact pour (t, s) ∈ ∆.

Pour plus de détails sur les systèmes d'évolution et leurs propriétés, voir les livres
d'Ahmed [3, 4], Engel et Nagel [36], Freidman [37] et Pazy [69].

1.4 Dé�nition d'une Solution Faible

Dé�nition 1.4.1. La fonction y(·) : H ∪ J → E est dite solution faible du problème
d'évolution à retard suivant :

y′(t) = A(t)y(t) + f(t, yt), p.p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,
(1.4)

si y(t) = Φ(t) pour tout t ∈ H et y satisfait l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s) f(s, ys) ds, pour tout t ∈ J. (1.5)

1.5 Contrôlabilité des Solutions Faibles

La contrôlabilité des équations di�érentielles est à l'origine de l'étude des inclusions
di�érentielles. Cette contrôlabilité peut être considérée ici comme exemple sur un intervalle
semi-in�ni pour un retard �ni.

Considérons le problème d'évolution à retard suivant :
y′(t) = A(t)y(t) + Cu(t) + f(t, yt), p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t),∈ H,
(1.6)
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où f : J ×C(H;E)→ E et ϕ ∈ C(H;E) sont deux fonctions données ; {A(t)}t≥0 est une
famille d'opérateurs linéaires fermés (non nécessairement bornés) de E en E qui génère un
système d'évolution d'opérateurs {U(t, s)}(t,s)∈J×J pour s ≤ t ; u(·) est un contrôle donné
dans L2(J ;E) l'espace de Banach des fonctions de contrôle admissible avec E un espace
de Banach réel séparable muni de la norme | · | et C est un opérateur linéaire borné de E
dans E.

Dé�nition 1.5.1. Le problème d'évolution (1.6) est dit contrôlable si pour toute fonction
initiale ϕ ∈ C(H,E) et pour ŷ ∈ E, il y a pour un certain n > 0, un certain contrôle
u ∈ L2([0, n];E) tels que la solution faible y(·) de ce problème satisfait à la condition
�nale y(n) = ŷ.

1.6 Espaces de Phase B
Pour toute fonction continue y et pour tout t ∈ J , notons par : yt l'élément de B

dé�ni par :
yt(θ) = y(t+ θ) pour θ ≤ 0.

Ici yt(·) représente l'historique de l'état à partir du temps t ≤ 0 jusqu'au temps présent t.
Supposons que les histoires yt prolongent un certain espace abstrait dit espace de phase

B, qui sera spéci�é par la suite.

Dans cette thèse, on utilisera les dé�nitions axiomatiques de l'espace de phase B intro-
duites par Hale et Kato dans [47] et on suivra la terminologie utilisée par Hino-Murakami-
Naito dans [57]. Ainsi, l'espace (B, ‖ · ‖B) sera un espace linéaire semi-normé des fonctions
dé�nies sur ]−∞, 0] dans E qui véri�e les axiomes suivants :

(A1) Si y :]−∞, b[→ E, b > 0 est une fonction continue sur [0, b] et y0 ∈ B, alors pour
tout t ∈ [0, b[ les conditions suivantes sont véri�ées :
(i) yt ∈ B.
(ii) Il existe H > 0 tel que : |y(t)| ≤ H‖yt‖B.
(iii) Il existe deux fonctions K(·), M(·) : J → R+ indépendantes de y(t) avec K

continue et M localement bornées telles que :

‖yt‖B ≤ K(t) sup {|y(s)| : 0 ≤ s ≤ t}+M(t)‖y0‖B. (1.7)

(A2) Pour une fonction y satisfaisante (A1), yt ∈ B est une fonction continue sur [0, b].
(A3) L'espace B est complet.
Posons

Kb = sup {K(t) : t ∈ [0, b]}

et
Mb = sup{M(t) : t ∈ [0, b]}.

Remarque 1.6.1. 1. (ii) est équivalente à |φ(0)| ≤ H‖φ‖B pour tout φ ∈ B.
2. Puisque ‖.‖B est une semi-norme, donc deux fonctions φ, ψ ∈ B véri�ant
‖φ− ψ‖ = 0 sans avoir nécessairement φ(θ) = ψ(θ) ∀θ ≤ 0.

3. De la première remarque, on a pour toutes fonctions φ, ψ ∈ B telles que :
‖φ− ψ‖ = 0, ceci implique nécessairement que : φ(0) = ψ(0).
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Voici quelques exemples d'espaces de phase donnés dans le livre de Hino et al. [57].

Exemple 1.6.1. Soient les espaces BC, BUC, C∞ et C0 tels que :
BC est l'espace des fonctions continues bornées dé�nies sur R− dans E ;
BUC est l'espace des fonctions uniformément continues bornées de R− dans E ;
C∞ = {φ ∈ BC lim

θ→−∞
φ(θ) existe dans E} ;

C0 = {φ ∈ BC lim
θ→−∞

φ(θ) = 0}, muni de la norme uniforme

‖φ‖ = sup{|φ(θ)| : θ ≤ 0}.

Donc les espaces BUC, C∞ et C0 véri�ent les conditions (A1)− (A3). Cependant, BC
satisfait (A2) et (A3) mais ne satisfait pas (A1).

Remarque 1.6.2. C0 ⊂ C∞.

Exemple 1.6.2. Considérons les espaces Cg, UCg, C∞g et C0
g dé�nis pour une fonction

continue positive g sur R− comme suit :

Cg :=

{
φ ∈ C(R−, E) :

φ(θ)

g(θ)
est bornée sur R−

}
;

C0
g :=

{
φ ∈ Cg : lim

θ→−∞

φ(θ)

g(θ)
= 0

}
, muni de la norme uniforme

‖φ‖ = sup

{
|φ(θ)|
g(θ)

: θ ≤ 0

}
.

Alors les espaces Cg et C0
g satisfont la condition (A3).

Considérons la condition suivante sur g :

(g1) ∀ a > 0; sup
0≤t≤a

sup

{
g(t+ θ)

g(θ)
: −∞ < θ ≤ −t

}
< +∞.

Alors, les espaces Cg et C0
g véri�ent (A1) et (A2) s'obtiennent si (g1) est satisfaite.

Remarque 1.6.3. Pour g ≡ 1, on a : C1 = BC et C0
1 = C0.

Exemple 1.6.3. Pour toute constante réelle γ, dé�nissons l'espace fonctionnel Cγ par :

Cγ =

{
φ ∈ C(R−, E) : lim

θ→−∞
eγθφ(θ) existe dans E

}
muni de la norme

‖φ‖ = sup{eγθ|φ(θ)| : θ ≤ 0},

Alors, les axiomes (A1)− (A3) sont satisfaits dans Cγ.

Pour les espaces de phases, redonnons la dé�nition d'une fonction L1−Carathéodory
comme suit :

Dé�nition 1.6.1. La fonction f : J × B → E est dite L1−Carathéodory si elle satisfait
les conditions suivantes :

(i) Pour tout t ∈ J , la fonction f(t, ·) : B → E est continue.
(ii) Pour tout y ∈ B, la fonction f(·, y) : J → E est mesurable.
(iii) Pour toute constante positive k ∈ N, il existe une fonction hk ∈ L1(J,R+) telles

que pour tout ‖y‖B ≤ k et pour t ∈ J presque partout, on a :

|f(t, y)| ≤ hk(t).
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1.7 Propriétés du Retard Dépendant de la Solution

1. Lorsque le retard est �ni : Supposons que : ρ : J × C(H;E) → [−r,+∞[ est
une fonction continue et considérons l'ensemble suivant :

R(ρ−) = {ρ(s, ϕ) : (s, ϕ) ∈ J × C(H;E), ρ(s, ϕ) ≤ 0}.

Introduisons l'hypothèse suivante :
(Hϕ) La fonction t→ ϕt est continue de R(ρ−) dans C(H;E) et il existe une fonction

continue et bornée Lϕ : R(ρ−)→]0,+∞[ telle que :

‖ϕt‖ ≤ Lϕ(t)‖ϕ‖ pour tout t ∈ R(ρ−). (1.8)

Lemme 1.7.1. ([54], Lemme 2.4) Si y : [−r, b] → E est une fonction telle que : y0 = ϕ
pour b > 0, alors :

‖ys‖ ≤ Lϕ‖ϕ‖+ sup{|y(θ)|; θ ∈ [0,max{0, s}]}, s ∈ R(ρ−) ∪ J, (1.9)

où Lϕ = sup
t∈R(ρ−)

Lϕ(t).

Proposition 1.7.1. D'après (Hϕ) et le Lemme 1.7.1, on aura pour tout t ∈ [0, n]
et n ∈ N :

‖yρ(t,yt)‖ ≤ |y(t)|+ Lϕ‖ϕ‖. (1.10)

2. Lorsque le retard est in�ni : Supposons que : ρ : J × B → [−r,+∞[ est une
fonction continue et considérons l'ensemble suivant :

R(ρ−) = {ρ(s, φ) : (s, φ) ∈ J × B, ρ(s, φ) ≤ 0}.

Introduisons l'hypothèse suivante :
(Hφ) La fonction t → φt est continue de R(ρ−) dans B et il existe une fonction

continue et bornée Lφ : R(ρ−)→]0,+∞[ telle que :

‖φt‖ ≤ Lφ(t)‖ϕ‖ pour tout t ∈ R(ρ−). (1.11)

Lemme 1.7.2. ([54], Lemme 2.4) Si y :]−∞, b]→ E est une fonction telle que : y0 = φ
pour b > 0, alors :

‖ys‖ ≤
(
Lφ‖φ‖+Mb

)
+Kb sup{|y(θ)|; θ ∈ [0,max{0, s}]}, s ∈ R(ρ−) ∪ J, (1.12)

où Lφ = sup
t∈R(ρ−)

Lφ(t).

Proposition 1.7.2. D'après (Hφ), le Lemme 1.7.2 et la propriété (A1) dans la dé�nition
de l'espace de phase (voir la Section 1.4), on aura pour tout t ∈ [0, n] et n ∈ N :

‖yρ(t,yt)‖ ≤ Kn|y(t)|+ (Mn + Lϕ) ‖y0‖B. (1.13)

Remarque 1.7.1. Les conditions (Hϕ) et (Hφ) sont véri�ées fréquemment par les fonc-
tions continues et bornées. Pour plus de détails, voir Proposition 7.1.1 dans [57].
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1.8 Propriétés des Fonctions Multivoques

Soit (X, d) un espace métrique. Utilisons les notations suivantes :

Pf (X) = {Y ⊂ P(X) : Y fermé},
Pb(X) = {Y ⊂ P(X) : Y borné},
Pcv(X) = {Y ⊂ P(X) : Y convexe},
Pcp(X) = {Y ⊂ P(X) : Y compact}.

Dé�nissons Hd : P (X)× P (X)→ R+ ∪ {+∞} par :

Hd(A,B) = max

{
sup
a∈A

d(a,B) , sup
b∈B

d(A, b)
}
, (1.14)

où : d(A, b) = inf
a∈A

d(a, b), d(a,B) = inf
b∈B

d(a, b).

Alors (Pf (X), Hd) est un espace métrique généralisé (complet) (voir [59]).

Lemme 1.8.1. Si A et B sont compacts, alors il existe
ou bien un a ∈ A avec d(a,B) = Hd(A,B)
ou bien un b ∈ B avec d(A, b) = Hd(A,B).

Proposition 1.8.1. L'application multivoque G : J → Pf (X) est dite mesurable si pour
tout x ∈ X, la fonction Y : J → X dé�nie par :

Y (t) = d(x,G(t)) = inf{|x− z| : z ∈ G(t)},

est mesurable avec d c'est la métrique donnée par la norme de l'espace de Banach X.

Dé�nition 1.8.1. L'application multivoque F : J×B → P(X) est dite L1
loc-Carathéodory

si elle satisfait
(i) y 7−→ F (t, y) est continue (par rapport à la métrique (Hd) pour tout t ∈ J).
(ii) t 7−→ F (t, y) est mesurable pour tout y ∈ B.
(iii) Pour toute constante positive k, il existe une fonction hk ∈ L1

loc(J ;R+) telles que
pour tout |y| ≤ k et pour t ∈ J presque partout, on a :

‖F (t, y)‖ ≤ hk(t).

Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach. Une application multivoque G : X → P(X) est à
valeurs convexes (fermées) si G(x) est convexe (fermée) pour tout x ∈ X. On dit que : G
est bornée si G(B) est borné dans X pour chaque ensemble borné B de X, i.e.,

sup
x∈B
{sup{ ‖y‖ : y ∈ G(x)}} <∞.

Finalement, on dit que : G a un point �xe si il existe x ∈ X tel que : x ∈ G(x).

Pour y ∈ C(R;E), considérons l'ensemble SF,y connu par l'ensemble des sélections de
F dé�ni par :

SF,y = {v ∈ L1(J ;E) : v(t) ∈ F (t, yt) , p.p. t ∈ J}. (1.15)

Pour plus de détails sur les applications multivoques, se référer aux livres de Deimling
[35], Górniewicz [43], Hu et Papageorgiou [58] et Tolstonogov [71].
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Dé�nition 1.8.2. Une application multivoque F : X → P(X) est dite une contraction
admissible de constante {kn}n∈N si pour chaque n ∈ N il existe kn ∈]0, 1[ tel que :

i) Hd(F (x), F (y)) ≤ kn ‖x− y‖n pour tout x, y ∈ X.
ii) Pour tout x ∈ X et tout ε ∈]0,∞[n, il existe y ∈ F (x) tel que :

‖x− y‖n ≤ ‖x− F (x)‖n + εn ∀n ∈ N.

1.9 Théorèmes du Point Fixe

Nos résultats vont être basés sur la théorie du point �xe donnée par les alternatives
non linéaires suivantes :

Théorème 1.9.1. (Alternative non linéaire de Frigon-Granas [41]).
Soient X un espace de Fréchet, Y un fermé de X et N : Y → X une contraction telle

que : N(Y ) soit bornée, alors l'une des deux propositions suivantes est satisfaite :

(FG1) N admet un point �xe unique.

(FG2) Il existe λ ∈]0, 1[, n ∈ N et x ∈ ∂nY n tels que : ‖x− λN(x)‖n = 0.

Cette alternative non linéaire est de type Leray-Schauder [45] et est due à Frigon-Granas
[41].

Théorème 1.9.2. (Alternative non linéaire d' Avramescu [10]).
Soit X un espace de Fréchet et soient A,B : X → X deux opérateurs tels que :

(1) A est un opérateur compact.

(2) B est une contraction.
Alors l'une des deux propositions suivantes est véri�ée :

(Av1) L'opérateur A+B admet un point �xe.

(Av2) L'ensemble
{
x ∈ X, x = λA(x) + λB

(x
λ

)}
est non borné pour λ ∈]0, 1[.

Cette alternative non linéaire est de type Burton-Kirk [30, 31] et est due à Avramescu
[10].

Pour les problèmes multivoques, notre résultat est basé sur ce théorème qui est l'al-
ternative non linéaire de Frigon pour les contractions multivoques dans les espaces de
Fréchet due à Frigon et Granas dans le cas univoque.

Théorème 1.9.3. (Alternative non linéaire de Frigon, [38, 39, 40]).
Soient X un espace de Fréchet, U un voisinage de l'origine ouvert dans X et l'opérateur

N : U → P(X) une contraction multivoque admissible. Supposons que : N est borné, alors
l'une des deux alternatives suivantes est satisfaite :

(Fr1) N admet un point �xe.

(Fr2) Il existe λ ∈]0, 1[ et x ∈ ∂U tel que : x ∈ λN(x).



Chapitre 2

Équations Intégro-di�érentielles
d'Évolution à Retard Dépendant de
l'État

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence et l'unicité des solutions faibles sur la
demi-droite réelle positive de quatre classes d'équations intégro-di�érentielles d'évolution
partielle et celle de type neutre à retard �ni et in�ni dépendant de l'état.

La méthode utilisée est de transformer la recherche de l'existence des uniques solu-
tions faibles à la recherche de l'existence des uniques points �xes d'opérateurs appropriés
associés à ces problèmes en appliquant l'alternatives non linéaire de type Leary Schauder
donnée par Frigon et Granas pour les contractions dans les espaces de Fréchet [41], com-
binée avec la théorie des semi-groupes pour entirer l'existence des uniques points �xes de
ces opérateurs qui sont les solutions faibles de nos problèmes.

L'existence la solution faible unique est démontrée dans la Section 2.2 pour la classe
suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution avec retard �ni dépendant de
l'état


y′(t) = A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J := [0,+∞[

y(t) = ϕ(t), t ∈ H := [−r, 0],

(2.1)

où r > 0, f : J × C(H;E) → E, I : J × J → R, ρ : J × C(H;E) → R et ϕ ∈ C(H;E)
sont des fonctions données et {A(t)}t≥0 est une famille d'opérateurs linéaires fermés
(non nécessairement bornés) de E en E qui génère un système d'évolution d'opérateurs
{U(t, s)}(t,s)∈J×J pour s ≤ t.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 2.3 pour la
classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution de type neutre avec retard

27
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�ni dépendant de l'état
d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(2.2)

où A(·), f , I et ϕ sont dé�nies dans le problème (2.1) et g : J × C(H;E) → E est une
fonction donnée.

L'existence de la solution faible unique est démontrée dans la Section 2.4 pour la classe
suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution avec retard in�ni dépendant de
l'état 

y′(t) = A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(2.3)

où B est un espace de phase abstrait à spéci�er ultérieurement, f : J × B → E,
I : J × J → R, ρ : J × B → R et φ ∈ B sont des fonctions données et {A(t)}t≥0 est déjà
dé�nie.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 2.5 pour la
classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution de type neutre avec retard
in�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(2.4)

où A(·), f , I et φ sont dé�nies dans le problème (2.3) et g : J × B → E est une fonction
donnée.

En�n, quatre exemples seront donnés à la �n de chaque Section pour illustrer les
résultats obtenus.

2.2 Problème à Retard Fini

2.2.1 Solution faible et hypothèses

Rappelons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-
di�érentiel d'évolution (2.1) :

Dé�nition 2.2.1. La fonction y(·) : [−r,+∞[→ E est dite solution faible du problème
(2.1) si y(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ H et y véri�e l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ, yρ(τ,yτ )) dτds pour tout t ∈ J. (2.5)
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Supposons que : ρ : J×C(H;E)→ [−r,+∞[ est une fonction continue et considérons
l'ensemble suivant :

R(ρ−) = {ρ(s, ϕ) : (s, ϕ) ∈ J × C(H;E), ρ(s, ϕ) ≤ 0}.

Introduisons l'hypothèse suivante :
(Hϕ) La fonction t→ ϕt est continue de R(ρ−) dans C(H;E) et il existe une fonction

continue et bornée Lϕ : R(ρ−)→]0,+∞[ telle que :

‖ϕt‖ ≤ Lϕ(t)‖ϕ‖ pour tout t ∈ R(ρ−). (2.6)

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothèses suivantes :
(H1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 telle que :

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂ pour tout (t, s) ∈ ∆.

(H2) Il existe une fonction ψ : J →]0,+∞[ continue et croissante et il existe une
fonction p ∈ L1

loc(J ;R+) telles que :

|f(t, u)| ≤ p(t) ψ(‖u‖) p. p. t ∈ J, ∀u ∈ C(H;E).

(H3) Pour tout R > 0, il existe une fonction lR ∈ L1
loc(J ;R+) tel que :

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ lR(t) ‖u− v‖

∀u, v ∈ C(H;E) avec ‖u‖ ≤ R et ‖v‖ ≤ R.
(H4) Pour tout t ∈ J , I(t,s) est mesurable sur [0, t] et

I(t) = sup
0≤s≤t

|I(t, s)|

est bornée sur [0, n] ; soit
Sn = ess sup

t∈[0,n]

I(t).

Dé�nissons pour tout n ∈ N dans C([−r,+∞[;E) la famille de semi-norme par :

‖y‖n = sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] }

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = M̂nSnln(t) et ln est la fonction dans (H3).

Alors C([−r,+∞[;E) est un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes
‖ · ‖n∈N. Dans ce qui suit, nous allons choisir τ > 1.

2.2.2 Résultat d'existence et d'unicité

Théorème 2.2.1. Supposons que les hypothèses (Hϕ), (H1) − (H4) sont satisfaites. Si
en plus ∫ +∞

c1

ds

ψ(s)
> M̂nSn

∫ n

0

p(s) ds, pour tout n > 0 (2.7)

avec c1 = M̂‖ϕ‖. Alors le problème (2.1) admet une solution faible unique.
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Preuve. Transformons le problème (2.1) en un problème de point �xe. Considérons
pour cela l'opérateur N1 : C([−r,+∞[;E)→ C([−r,+∞[;E) dé�ni par :

N1(y)(t) =


ϕ(t), si t ∈ H ;

U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ, yρ(τ,yτ )) dτds, si t ∈ J .

Les points �xes de l'opérateur N1 sont les solutions faibles du problème (2.1).

Soit y une solution faible possible du problème (2.1). Etant donné n ∈ N et t ≤ n,
alors d'après (H1), (H2) et (H4), on a :

|y(t)| ≤ |U(t, 0)| |ϕ(0)|+
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣∣∫ s

0

I(s, τ)f(τ, yρ(τ,yτ )) dτ

∣∣∣∣ ds,
≤ M̂ |ϕ(0)|+ M̂

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, τ)| |f(τ, yρ(τ,yτ ))| dτ ds,

≤ M̂‖ϕ‖+ M̂

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, τ)| p(τ) ψ
(
‖yρ(τ,yτ )‖

)
dτ ds,

≤ M̂‖ϕ‖+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ψ
(
‖yρ(s,ys)‖

)
ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) := sup { |y(s)| : 0 ≤ s ≤ t }, 0 ≤ t < +∞.

Soit t? ∈ [−r, t] tel que :
µ(t?) = |y(t?)|.

Si t? ∈ [0, n], d'après l'inégalité précédente, on aura :

µ(t) ≤ M̂‖ϕ‖+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ψ(µ(s)) ds t ∈ [0, n].

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Prenons le second membre de cette inégalité comme étant v(t). Ainsi nous aurons :

µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n].

De la dé�nition de v, nous obtenons :

c1 := v(0) = M̂‖ϕ‖ et v′(t) = M̂ n Sn p(t) ψ(µ(t)) p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ pour avoir :

v′(t) ≤ M̂ n Sn p(t) ψ(v(t)) p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la condition (2.7) pour avoir :∫ v(t)

c1

ds

ψ(s)
≤ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ds

≤ M̂ n Sn

∫ n

0

p(s) ds

<

∫ +∞

c1

ds

ψ(s)
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pour tout t ∈ [0, n].
Pour chaque : t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn ainsi µ(t) ≤ Λn.

Puisque : ‖y‖n ≤ µ(t), nous aurons donc : ‖y‖n ≤ max{‖ϕ‖,Λn} := ∆n.

Considérons l'ensemble

Y = { y ∈ C([−r,+∞[;E) : sup{|y(t)| : 0 ≤ t ≤ n} ≤ ∆n + 1, ∀ n ∈ N}.

Il est clair que : Y est un sous-ensemble fermé de C([−r,+∞[;E).

Montrons maintenant que l'opérateur N1 : Y → C([−r,+∞[;E) est une contraction.
Considérons pour cela y, y ∈ C([−r,+∞[;E). D'après (H1) et (H3) et (H4), nous aurons
pour tout t ∈ [0, n] et n ∈ N :

|N1(y)(t)−N1(y)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, τ)||f(r, yρ(τ,yτ ))− f(τ, yρ(τ,yτ ))| dτds,

≤
∫ t

0

M̂ ess sup
t∈[0,n]

I(t)

∫ s

0

|f(τ, yρ(τ,yτ ))− f(τ, yρ(τ,yτ ))| dτds,

≤
∫ t

0

M̂ n Sn ln(s) ‖ys − ys‖ ds,

≤
∫ t

0

[ln(s) eτ L∗
n(s)] [e−τ L∗

n(s) ‖ys − ys‖] ds,

≤
∫ t

0

[
eτ L∗

n(s)

τ

]′
ds, ‖y − y‖n

≤ 1

τ
eτ L∗

n(t) ‖y − y‖n.

Par conséquent :

‖N1(y)−N1(y)‖n ≤
1

τ
‖y − y‖n.

Donc, pour τ > 1, l'opérateur N1 est une contraction pour tout n ∈ N. Du choix de Y ,
il n'existe aucun y ∈ ∂Y n tel que : y = λ N1(y), λ ∈]0, 1[. Alors l'alternative (FG2) dans
le Théorème 1.9.1 n'est pas satisfaite. Donc l'alternative non linéaire de Frigon-Granas
montre que : (FG1) est satisfaite. Alors, nous en déduisons que l'opérateur N1 admet un
seul point �xe y? dans Y qui est la solution faible unique du problème (2.1).

2.2.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section l'exemple suivant :



∂u(t, x)

∂t
= a(t, x)

∂2u(t, x)

∂x2
+

∫ t

−r
η(t, s)F (s, u(s− r, x))ds, t ≥ 0, x ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(t, x) = Φ(t, x), x ∈ [−r, 0], x ∈ [0, π].

(2.8)
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où r > 0 ; a(t, x) est une fonction continue et uniformement Hölderienne par rapport à t ;
η : R2

+ → R, F : R+ × R→ R et Φ : [−r, 0]× [0, π]→ R sont des fonctions continues.

Pour étudier ce système, nous considérons l'espace E = L2([0, π],R) et l'opérateur
A : D(A) ⊂ E → E donné par :

A(t)w = a(t, x)w′′

avec

D(A) := { w ∈ E : w,w′ sont absolument continues, w′′ ∈ E, w(0) = w(π) = 0 }

Il est bien connu que A génère un système d'évolution U(t, s) satisfaisant l'hypothèse (H1).

Pour x ∈ [0, π], on aura :
y(t)(x) = u(t, x) t ≥ 0,

I(t, s) = η(t, s) t, s ≥ 0,

f(t, yt)(x) = F (t, u(t− r, x)) t ≥ 0,

et
ϕ(t)(x) = Φ(t, x) t ∈ [−r, 0].

Ainsi, avec les dé�nitions ci-dessus de I, f et A(.), le système (2.8) peut être représenté
par la forme abstraite du problème intégro-di�érentiel d'évolution (2.1). En outre, plus
de conditions appropriées sur F et η assurent l'existence de l'unique solution faible pour
(2.8) par le Théorème 2.2.1.

2.3 Problème de Type Neutre à Retard Fini

2.3.1 Solution faible et hypothèses

Donnons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-di�érentiel
d'évolution de type neutre (2.2).

Dé�nition 2.3.1. La fonction y : [−r,+∞[→ E est dite solution faible du problème (2.2)
si y(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ H et y véri�e l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0)[ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys)) ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ)f(τ, yρ(τ,yτ )) dτds pour tout t ∈ J.
(2.9)

Considérons maintenant pour le cas neutre les hypothèses précédentes (Hϕ), (H1) −
(H4) et ajoutons les hypothèses suivantes :

(G1) Il existe une constante M0 > 0 telle que :

‖A−1(t)‖B(E) ≤M0 ∀t ∈ J.



2.3. PROBLÈME DE TYPE NEUTRE À RETARD FINI 33

(G2) Il existe une constante 0 < L < M0
−1

telle que :

|A(t)g(t, ϕ)| ≤ L(‖ϕ‖+ 1) ∀t ∈ J et ∀ϕ ∈ C(H;E).

(G3) Il existe une constante L∗ > 0 telle que :

|A(s)g(s, ϕ)−A(s)g(s, ϕ)| ≤ L∗(|s− s|+ ‖ϕ− ϕ‖) ∀s, s ∈ J et ∀ϕ, ϕ ∈ C(H;E).

Considérons maintenant que : ln(t) = M̂(L∗ + nSnln(t)) et choisissons τ > [1 −
M0L∗]

−1.

2.3.2 Résultat d'existence et d'unicité

Théorème 2.3.1. Supposons que les hypothèses (Hϕ), (H1)− (H4) et (G1)− (G3) sont
satisfaites. Si en plus

∫ +∞

c2,n

ds

s+ ψ(s)
>

M̂

1−M0L

∫ n

0

max(L;nSnp(s)) ds, pour tout n > 0 (2.10)

avec

c2,n =
M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

1−M0L
.

Alors le problème (2.2) admet une solution faible unique sur [−r,+∞[.

Preuve. Transformons le problème (2.2) en un problème de point �xe.Considérons
pour cela l'opérateur N2 : C([−r,+∞[;E)→ C([−r,+∞[;E) dé�ni par :

N2(y)(t) =



ϕ(t), si t ∈ [−r, 0] ;

U(t, 0)[ ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt))

+

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys)) ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ, yρ(τ,yτ )) dτds, si t ∈ [0,+∞[ .

Les points �xes de l'opérateur N2 sont les solutions faibles du problème (2.2).

Soit y une solution faible possible du problème (2.2). Etant donné n ∈ N et t ≤ n,
alors d'après (H1), (H2), (H4), (G1) et (G2), on a :
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|y(t)| ≤ |U(t, 0)| |ϕ(0)− g(0, ϕ)|+ |g(t, yρ(t,yt))|+
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)|A(s)g(s, yρ(s,ys))|ds

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣∣∫ s

0

I(s, τ)f(τ, yρ(τ,yτ )) dτds

∣∣∣∣ ,
≤ M̂‖ϕ‖+ M̂‖A−1(0)‖‖A(0)g(0, ϕ)‖+ ‖A−1(t)‖‖A(t)g(t, yρ(t,yt))‖

+ M̂

∫ t

0

‖A(s)g(s, yρ(s,ys))‖ds+ M̂

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, τ)| |f(τ, yρ(τ,yτ ))| dτ ds,

≤ M̂‖ϕ‖+ M̂M0L(‖ϕ‖+ 1) +M0L(‖yρ(t,yt)‖+ 1)

+ M̂L

∫ t

0

(‖yρ(s,ys)‖+ 1)ds+ M̂

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, τ)| p(τ)ψ(‖yρ(τ,yτ )‖) dτ ds,

≤ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

+ M0L‖yρ(t,yt)‖+ M̂L

∫ t

0

‖yρ(s,ys)‖ds+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ψ
(
‖yρ(s,ys)‖

)
ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) := sup { |y(s)| : 0 ≤ s ≤ t }, 0 ≤ t < +∞.

Soit t? ∈ [−r, t] tel que :
µ(t?) = |y(t?)|.

Si t? ∈ [0, n], d'après l'inégalité précédente, on aura :

µ(t) ≤ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

+ M0Lµ(t) + M̂L

∫ t

0

µ(s)ds+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ψ(µ(s)) ds.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Alors

(1−M0L)µ(t) ≤ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

+ M̂L

∫ t

0

µ(s)ds+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds.

Donc

µ(t) ≤ 1

1−M0L
[M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln]

+
M̂L

1−M0L

∫ t

0

µ(s)ds+
M̂ n Sn

1−M0L

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds,

≤ c2,n +
M̂

1−M0L

[∫ t

0

Lµ(s)ds+

∫ t

0

n Sn p(s)ψ(µ(s))ds

]

avec c2,n :=
M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

1−M0L
.
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Prenons le second membre de cette inégalité comme étant v(t). Ainsi nous aurons :

µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n].

Si t? ∈ [−r, 0] ,alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
De la dé�nition de v, nous obtenons :

c := v(0) = c2,n et v′(t) =
M̂

1−M0L
[Lµ(t) + n Sn p(t) ψ(µ(t))] p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ pour avoir :

v′(t) ≤ M̂

1−M
[Lv(t) + n Sn p(t) ψ(v(t))].

Utilisons la condition (2.10) pour avoir :

∫ v(t)

c2,n

ds

s+ ψ(s)
≤ M̂

1−M0L

∫ t

0

max(L, n Sn p(s)) ds,

≤ M̂

1−M0L

∫ n

0

max(L, n Sn p(s)) ds

<

∫ +∞

c2,n

ds

s+ ψ(s)
.

Pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn ainsi µ(t) ≤ Λn.
Puisque : ‖y‖n ≤ µ(t), nous aurons donc : ‖y‖n ≤ max{‖ϕ‖,Λn} := ∆n.

Considérons l'ensemble

Y = { y ∈ C([− ∗ r,+∞[;E) : ‖y‖∞ ≤ ∆n + 1, ∀ n ∈ N}.

Il est clair que : Y est un sous-ensemble fermé de C([−r,+∞[;E).

Montrons maintenant que : l'opérateur N2 : Y → C([−r,+∞[;E) est une contraction.
Considérons pour cela y, y ∈ Y . D'après (H1), (H3), (H4), (G1) et (G3), nous aurons
pour tout t ∈ [0, n] et n ∈ N :
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|N2(y)(t)−N2(y)(t)| ≤ |g(t, yρ(t,yt))− g(t, yρ(t,yt))|

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E) |A(s)[g(s, yρ(s,ys))− g(s, yρ(s,ys))]|ds

+

∣∣∣∣∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ)[f(τ, yρ(τ,yτ ))− f(τ, yρ(τ,yτ ))] dτds

∣∣∣∣
≤ ‖A−1(t)‖ ‖A(t)g(t, yρ(t,yt))− A(t)g(t, yρ(t,yt))‖

+ M̂

∫ t

0

‖A(s)g(s, yρ(s,ys))− A(s)g(s, yρ(s,ys))‖ ds

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, τ)||f(τ, yρ(τ,yτ ))− f(τ, yρ(τ,yτ ))|dτds,

≤ M̂0L∗‖yρ(t,yt) − yρ(t,yt)‖+

∫ t

0

M̂L∗‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖ds

+

∫ t

0

M̂nSnln(s)‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖,

≤ M̂0L∗‖yρ(t,yt) − yρ(t,yt)‖

+

∫ t

0

[M̂L∗ + M̂nSnln(s)]‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖ ds,

≤ M0L∗e
τL∗

n(t)[e−τL
∗
n(t)‖yρ(t,yt) − yρ(t,yt)‖]

+

∫ t

0

ln(s)eτL
∗
n(s)[e−τL

∗
n(s)‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖] ds,

≤ M0L∗e
τL∗

n(t)‖y − y‖n +

∫ t

0

[
eτL

∗
n(s)

τ

]′
ds‖y − y‖n,

≤ M0L∗e
τL∗

n(t)‖y − y‖n +
1

τ
eτL

∗
n(t)‖y − y‖n,

≤ [M0L∗ +
1

τ
]eτL

∗
n(t)‖y − y‖n.

Par conséquent :

‖N2(y)−N2(y)‖n ≤
[
M0L∗ +

1

τ

]
‖y − y‖n.

Donc, pour un choix approprié de L∗ et τ tels que :

M0L∗ +
1

τ
< 1,

l'opérateur N2 est une contraction pour tout n ∈ N . D'après le choix de Y , il n'existe
aucun y ∈ ∂Y n tel que : y = λ N2(y), λ ∈]0, 1[. Alors l'alternative (FG2) dans le Théorème
2.3.1 n'est pas satisfaite. Donc l'alternative non linéaire de Frigon-Granas montre que :
(FG1) est satisfaite. Alors, nous en déduisons que l'opérateur N2 admet un seul point �xe
qui est la solution faible unique du problème (2.2).

2.3.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section l'exemple suivant :
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∂

∂t
[z(t, x)−

∫ t

−r

∫ π

0

b(s− t, u, x) z(s, u) du ds] = a(t, x)
∂2z

∂x2
(t, x)

+

∫ t

0

α(t, s)Q(s, z(s− r, x),
∂z

∂x
(s− r, x))ds, t ≥ 0, x ∈ [0, π],

z(t, 0) = z(t, π) = 0, t ≥ 0,

z(t, x) = Φ(t, x), t ∈ [−r, 0], x ∈ [0, π].

(2.11)

où r > 0 ; a(t, x) est une fonction continue et uniformement Hölderienne par rapport à t ;
α : R2

+ → R, Q : R+×R×R→ R et Φ : [−r, 0]× [0, π]→ R sont des fonctions continues.

Pour étudier ce système, nous considérons l'espace E = L2([0, π],R) et l'opérateur
A : D(A) ⊂ E → E donné par :

A(t)w = a(t, x)w′′

avec

D(A) := { w ∈ E : w,w′ sont absolument continues, w′′ ∈ E, w(0) = w(π) = 0 }

Il est bien connu que A génère un système d'évolution U(t, s) satisfaisant les hypo-
thèses (H1) et (G1).
Pour x ∈ [0, π], on aura :

y(t)(x) = z(t, x) t ≥ 0,

I(t, s) = α(t, s) t, s ≥ 0,

f(t, yt)(x) = Q(t, z(t− r, x) t ≥ 0,

g(t, yt)(x) =

∫ t

−r

∫ π

0

b(s− t, u, x)z(s, u)duds, x ∈ [0, π]

et
ϕ(t)(x) = φ(t, x) t ∈ [−r, 0].

Considérons ϕ : [−r, 0]→ E tel que : ϕ est Lebesgue mesurable et h‖ϕ‖2 est Lebesgue
intégrable sur [−r, 0] où h : [−r, 0]→ R est une fonction intégrable positive. Ici la norme
dé�nie par :

‖ϕ‖ = ‖Φ(0)‖+

(∫ 0

−r
h(s)‖ϕ‖2ds

) 1
2

.

(i) la fonction b est mesurable et∫ π

0

∫ t

−r

∫ π

0

b2(s, u, x)

h(s)
ds du dx <∞
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(ii) les fonctions
∂b

∂x
(s, u, x) et

∂2b

∂2x
(s, u, x) sont mesurables, b(s, u, 0) = b(s, u, π) = 0

et sup
t∈[0,b]

N(t) <∞, où

N(t) =

∫ π

0

∫ t

−r

∫ π

0

1

h(s)

(
a(s, x)

∂2

∂x2
b(s, u, x)

)2

ds du dx.

Ainsi, avec les dé�nitions ci-dessus de f , g, I et A, le système (2.11) peut être repré-
senté par la forme abstraite du problème intégro-di�érentiel d'évolution de type neutre
(2.2). En outre, plus de conditions appropriées sur Q et η assurent l'existence de l'unique
solution faible pour (2.11) par le Théorème 2.3.1.

2.4 Problème à Retard In�ni

2.4.1 Solution faible et hypothèses

Rappelons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-
di�érentiel d'évolution (2.3) :

Dé�nition 2.4.1. On dit que la fonction y(·) : R→ E est une solution faible de (2.3) si
y(t) = φ(t) pour tout t ≤ 0 et y satisfaient l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0)φ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds for each t ≥ 0. (2.12)

Soit
R(ρ−) = {ρ(s, φ) : (s, φ) ∈ J × B, ρ(s, φ) ≤ 0}.

On assure toujours que : ρ : J×B → R is continue. De plus, nous présentons les hypothèses
suivants

(Hφ) La fonction t→ φt est continue de R(ρ−) à B et il existe une fonction continue
et borné Lφ : R(ρ−)→]0,∞[ telle que :

‖φt‖B ≤ Lφ(t)‖φ‖B pour tout t ∈ R(ρ−).

Nous aurons besoin d'introduire les hypothèses suivantes qui sont supposées après
(H1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 telle que :

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂ pour tout (t, s) ∈ ∆.

(H2) Il existe une fonction p ∈ L1
loc(J ;R+) et il existe une fonction continue et crois-

sante ψ : R+ →]0,∞[ telle que :

|f(t, u)| ≤ p(t) ψ(‖u‖B) pour tout t ∈ J et chaque u ∈ B.

(H3) Pour tout R > 0, il existe lR ∈ L1
loc(J ;R+) tel que :

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ lR(t) ‖u− v‖B

pour tout u, v ∈ B avec ‖u‖B ≤ R et ‖v‖B ≤ R.
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(H4) Pour tout t ∈ J , I(t,s) est mesurable sur [0, t] et

I(t) = sup
0≤s≤t

|I(t, s)|

est bornée sur [0, n] ; soit
Sn = ess sup

t∈[0,n]

I(t).

Considérons l'espace suivant

B+∞ =
{
y : R→ E : y|[0,T ] continue pour T > 0 et y0 ∈ B

}
,

où y|[0,T ] est la restriction de y à the l'intervale réel compact [0, T ].

Fixons τ > 1. Pour chaque n ∈ N, on dé�nit dans B+∞ la semi-norme par :

‖y‖n := sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] },

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = KnM̂ln(t) et ln est la fonction de (H3).

Alors B+∞ est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes ‖ · ‖n∈N.

2.4.2 Résultat d'existence et d'unicité

Théorème 2.4.1. Supposons que les hypothèses (Hφ), (H1)− (H4) sont satisfaites et en
plus ∫ +∞

c3,n

ds

ψ(s)
> KnMnSn

∫ n

0

p(s)ds pour tout n ∈ N (2.13)

avec c3,n = (Mn + Lφ + KnMH)‖φ‖B. Alors, le problème d'évolution intégro-di�érentiel
(2.3) admet une unique solution faible.

Preuve. Considérons l'espace suivant

B+∞ =
{
y : R→ E : y|[0,T ] continue pour T > 0 et y0 ∈ B

}
,

où y|[0,T ] est la restriction de y vers l'intervalle réel compact [0, T ].

On �xe τ > 1. Pour tout n ∈ N, On dé�nit dans B+∞ la semi-norme par :

‖y‖n = sup
t∈[0,n]

{e−τL?n(t)|y(t)|}

où L?n(t) =

∫ t

0

ln(s)ds , ln(t) = KnMnSnln(t) et ln est la fonction de (H3). Alors B+∞

est un espace de Fréchet avec cettes familles de semi-normes ‖ · ‖n∈N.

Transformons le problème (2.3) en problème de point �xe dans l'espace de Fréchet
précédent. Considérons l'opérateur N3 : B+∞ → B+∞ dé�ni par :

N3(y)(t) =


φ(t), si t ≤ 0 ;

U(t, 0)φ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds, si t ≥ 0.
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Il est clair que : le point �xe de N3 est la solution faible du problème (2.3).

Pour φ ∈ B, On vas de�nir la fonction x(.) : R → E by x(t) = φ(t) pour t ≤ 0 et
x(t) = U(t, 0) φ(0) pour t ∈ J. Alors x0 = φ. Pour chaque z ∈ B+∞ avec z(0) = 0, nous
dénotons par : z la fonction dé�nie par : z(t) = 0 pour t ≤ 0 et z(t) = z(t) pour t ∈ J.

Si y(·) satisfaite (2.12), On peut la décomposer y(t) = z(t)+x(t), t ≥ 0, ce qui implique
yt = zt + xt, pour chaquen t ∈ J et la fonction z(·) satisfaite pour t ∈ J

z(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))drds pour t ∈ J.

Soit B0
+∞ = {z ∈ B+∞ : z0 = 0 ∈ B} . Pour tout z ∈ B0

+∞, on a :

‖z‖+∞ = ‖z0‖B + sup
0≤s<+∞

|z(s)| = sup
0≤s<+∞

|z(s)|.

Ainsi (B0
+∞, ‖ · ‖+∞) est un espace de Banach. On dé�nit l'opérateur F : B0

+∞ → B0
+∞

par :

F (z)(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))drds pour t ∈ J.

Il est clair quen l'opérateur N3 admet un point �xe est équivalent à F en a un, Alors il
faut prouver quennn F admet un point �xe.

Soit z ∈ B0
+∞ tel quenn z = λF (z) pour quenlquen λ ∈ [0, 1[. Par les hypothèses (H1),

(H2), (Hϕ) et Lemme 1.7.1, on a pour tout t ∈ [0, n]

|z(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|
∣∣f(zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))

∣∣ drds
≤ Mn sup

t∈[0,n]

I(t)

∫ t

0

p(s)ψ(‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B)drds

≤ MnSn

∫ t

0

p(s)ψ(‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B)ds.

De (Hφ), Lemme 1.7.1, (ii) de supposition (A1) et Remarque 1.7.1, on a pour tout t ∈ [0, n]

‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B ≤ Kn|z(s)|+Kn|x(s)|+ (Mn + Lφ)‖x0‖B
≤ Kn|z(s)|+Kn‖U(s, 0)‖B(E)|φ(0)|+ (Mn + Lφ)‖φ‖B
≤ Kn|z(s)|+KnM |φ(0)|+ (Mn + Lφ)‖φ‖B
≤ Kn|z(s)|+KnMH‖φ‖B + (Mn + Lφ)‖φ‖B

Soit c3,n = (Mn + Lφ +KnMH)‖φ‖B. Ensuite nous avons

‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B ≤ Kn|z(s)|+ c3,n. (2.14)

En utilisant la croissante de ψ, on obtient pour tout t ∈ [0, n]

|z(t)| ≤ MnSn

∫ t

0

p(s)ψ(Kn|z(s)|+ c3,n)ds.
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Ensuite, on a :

Kn|z(t)|+ c3,n ≤ c3,n +KnMnSn

∫ t

0

p(s)ψ(Kn|z(s)|+ c3,n)ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup
t∈J
{Kn|z(s)|+ c3,n : 0 ≤ s ≤ t}.

Soit t? ∈ [−r, t] tel que

µ(t) = Kn|z(t?)|+ c3,n.

Si t? ∈ [−r, 0], ensuite µ(t) = ‖φ‖B et si t? ∈ [0, n], l'inégalité précédente devient

µ(t) ≤ c3,n +KnMnSn

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds, t ∈ [0, n].

Prenons le côté droit de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Ensuite pour tout t ∈ [0, n] on
a :

v(0) = c3,n et v′(t) = KnMnSnp(t)ψ(µ(t)).

En utilisant la croissante de ψ, on a :

v′(t) ≤ KnMnSnp(t)ψ(v(t)), t ∈ [0, n].

La condition (2.13) impliquen quen pour tout t ∈ [0, n], on a :

∫ v(t)

c3,n

ds

ψ(s)
≤ KnMnSn

∫ t

0

p(s)ds

≤ KnMnSn

∫ n

0

p(s)ds

<

∫ +∞

c3,n

ds

ψ(s)
.

Ainsi, pour tout t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle quen v(t) ≤ Λn et par
conséquennt µ(t) ≤ Λn. Comme ‖z‖n ≤ µ(t), on a : ‖z‖n ≤ Λn.

Soit Z = {z ∈ B0
+∞ : sup

0≤t≤n
|z(t)| ≤ Λn + 1, ∀n ∈ N}. Il est clair quen, Z est un

sous-ensemble fermé de B0
+∞.

Il faut montrer quennn F : Z → B0
+∞ est un opérateur de contraction. En e�et,

considérons z, z ∈ Z, donc en utilisant (H1), (H3) et (2.14), on obtient pour tout t ∈ [0, n]
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et n ∈ N

|F (z)(t)− F (z)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|
∣∣f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))

−f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))
∣∣ dr ds

≤ Mn ess sup
t∈[0,n]

I(t)

∫ t

0

ln(s)
∥∥zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)

∥∥
B ds

≤ MnSn

∫ t

0

ln(s)Kn |z(s)− z(s)| ds

≤
∫ t

0

[
ln(s) eτ L?n(s)

] [
e−τ L?n(s) |z(s)− z(s)|

]
ds

≤
∫ t

0

[
eτ L?n(s)

τ

]′
ds ‖z − z‖n

≤ 1

τ
eτ L?n(t) ‖z − z‖n.

Donc,

‖F (z)− F (z)‖n ≤
1

τ
‖z − z‖n.

Alors, l'opération F est une contraction pour tout n ∈ N. Du choix de Z il n'existe
pas z ∈ ∂Zn tel que z = λ F (z), λ ∈]0, 1[. Ensuite, seulement (FG1) du Théorème 1.9.1
Cela signi�e quennn l'opérateur F a un point �xe uniquen z?. Alors y?(t) = z?(t) + x(t),
t in BbbR est un point �xe de l'opérateur N3, qui est la solution faible uniquenn du
problème z?. Alors y?(t) = z?(t) + x(t), t ∈ R est un point �xe d'opérateur N3, qui est la
solution faible uniquenn du problème (2.3).

2.4.3 Exemple

Considérons l'équation aux dérivées partielles suivante

∂u

∂t
(t, ξ) =

∂2u(t, ξ)

∂ξ2
+ a0(t, ξ)u(t, ξ)

+

∫ t

−∞
α(t, s)

∫ 0

−∞
a1(s− r)u

[
s− ρ1(r)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(r, θ)|2dθ
)
, ξ

]
drds

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(θ, ξ) = u0(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π],

(2.15)

où a0(t, ξ) est une fonction continue et est continue uniformément au sens de Hölder en t ;
α : R2

− → R, a1 : R− → R et a2 : [0, π]→ R, ρi : [0,+∞[→ R sont des fonctions continue
pour i = 1, 2.

Pour étudier ce système, nous considérons l'espace E = L2([0, π],R) et l'opérateur
A : D(A) ⊂ E → E donné par :

A(t)w = a(t, x)w′′
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avec

D(A) := { w ∈ E : w,w′ sont absolument continues, w′′ ∈ E, w(0) = w(π) = 0 }
A est un générateur in�nitésimal d'un semi-groupe analytiquen {T (t)}t≥0 dans E.

Ainsi, A a un spectre discret avec les valeurs propres −n2, n ∈ N et les vecteurs propres
normaux correspondant sont donnés par :

zn(ξ) =

√
2

π
sin(nξ).

En plus, {zn : n ∈ N} est une base orthonormale de E et T (t)x =
∞∑
n=1

e−n
2t(x, zn)zn for

x ∈ E pour t ≥ 0. Il s'en suit de cette représentation quenn T (t) est compact pour tout
t > 0 et quenn ‖T (t)‖ ≤ e−t pour tout t ≥ 0. Dans le domaine D(A), on dé�nit les
opérateurs A(t) : D(A) ⊂ E → E par :

A(t)x(ξ) = Ax(ξ) + a0(t, ξ)x(ξ).

En supposant quennn a0(.) est continue et quen a0(t, ξ) ≤ −δ0 (δ0 > 0) pour tout
t ∈ R,
ξ ∈ [0, π], il s'en suit quennn le système

u′(t) = A(t)u(t) t ≥ s,

u(s) = x ∈ E,
admet une famille d'évolution associée donnée par :

U(t, s)x(ξ) =

[
T (t− s)exp

(∫ t

s

a0(τ, ξ)dτ

)
x

]
(ξ).

De cette expression, il s'en suit quen U(t, s) est un opérateur linéaire compact et quenn

‖U(t, s)‖ ≤ e−(1+δ0)(t−s) pour tout (t, s) ∈ ∆.

Théorème 2.4.2. Soient B = BUC(R−;E) et ϕ ∈ B. Supposant quennn la condition
(Hϕ) est véri�ée, ρi : [0,∞[→ [0,∞[, i = 1, 2, sont continues et les fonctions ai : R → R
sont continues pour i = 1, 2. Alors il existe une uniquennnn solution faible de (2.15).

Preuve. Sous les hypothèses, on a quenn

I(t, ψ)(ξ) = α(t, ξ),

f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a1(s)ψ(s, ξ)ds

et

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)

sont des fonctions bien de�nées, qui permet de transformer le système (2.15) en système
abstract (2.3). En plus, la fonction f est une fonction linéaire et bornée. Maintenant,
l'existence des solutions faibles peut être déduit à partir d'une application directe du
Théorème 3.3.1.

À partir de la Remarquenn 1.7.1, on a le résultat suivant

Corollaire 2.4.1. Soit ϕ ∈ B une fonction continue et bornée. Alors il existe une solution
faible uniquenn de (2.15) sur R.
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2.5 Problème de Type Neutre à Retard In�ni

2.5.1 Solution faible et hypothèses

Rappellons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-
di�erentiel d'évolution de type neutre (2.4) :

Dé�nition 2.5.1. On dit quen la fonction y(·) : R → E est une solution faible de (2.4)
si y(t) = φ(t) pour tout t ∈ H et y satisfaite l'équation intégrale suivante

y(t) = U(t, 0)[φ(0)− g(0, φ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds pout tout t ≥ 0.

(2.16)

Considérons les hypothèses (Hϕ), (H1)− (H3) et nous aurons besoin des hypothèses
suivantes

(G1) Il existe une constante M0 > 0 telle que : ‖A−1(t)‖B(E) ≤M0 pour tout t ≥ 0.
(G2) Il existe une constante 0 < L < M−1

0 , telle que : ‖A(t)g(t, φ)‖ ≤ L(‖φ‖B + 1)
pour tout t ∈ J et φ ∈ B.

(G3) Il existe une constante L? > 0 telle que :

|A(s) g(s, φ)− A(s) g(s, φ)| ≤ L? (|s− s|+ ‖φ− φ‖B)

pour tout s, s ∈ J et φ, φ ∈ B.

Fixons τ > (1−M0L?Kn)−1. Pour chaque n ∈ N, on dé�nit dans B+∞ la semi-norme
par :

‖y‖n := sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] },

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = MKn[L? + nSnln(t)] et ln est la fonction de (H3).

Alors B+∞ est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes ‖ · ‖n∈N.

2.5.2 Résultat d'existence et d'unicité

Théorème 2.5.1. Supposons que les hypothèses (Hφ), (H1)− (H3) et (G1)− (G3) sont
satisfaites et en plus∫ +∞

c4,n

ds

s+ ψ(s)
>

KnM

1−M0L

∫ n

0

max(L, nSnp(s))ds (2.17)

pour tout n > 0 où

c4,n =

[(
1 +

KnM0L

1−M0L

)
(Mn + Lφ +KnMH) +

KnM(1 +M0L)

1−M0L

]
‖φ‖B

+
Kn (M0L(M + 1) +MLn)

1−M0L
.

Ensuite, le problème intégro-di�érentiel d'évolution de type neutre (2.4) a une solution
faible unique.
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Preuve. Transformons le problème (2.4) dans un problème à point �xe dans l'espace
précédent de Fréchet. Considérons l'opérateur N4 : B+∞ → B+∞ dé�ni par :

N4(y)(t) =



φ(t), si t ≤ 0

U(t, 0)[φ(0)− g(0, φ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(s,ys))drds, si t ≥ 0.

Il est clair que les points �xes d'opérateur N4 sont les solutions faibles du problème (2.4).

Pour φ ∈ B, on dé�nit la fonction x(.) : R → E par : x(t) = φ(t) pour t ≤ 0 et
x(t) = U(t, 0) φ(0) for t ∈ J. Ensuite x0 = φ. pour chaque fonction z ∈ B+∞ avec
z(0) = 0, nous désignons par : z la fonction dé�nie par : z(t) = 0 pour t ≤ 0 et z(t) = z(t)
pour t ∈ J.

Si y(·) satisfait (2.16), on peut la décomposer comme y(t) = z(t) + x(t), t ≥ 0, ce qui
implique yt = zt + xt, pour tout t ∈ J et la fonction z(·) satisfaite pour t ∈ J

z(t) = g(t, zρ(t,yt) + xρ(t,yt))− U(t, 0)g(0, φ) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, zρ(s,ys) + xρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,yr) + xρ(r,yr))drds pour t ∈ J.

On dé�nit l'opérateur F̃ : B0
+∞ → B0

+∞ par :

F̃ (z)(t) = g(t, zρ(t,yt) + xρ(t,yt))− U(t, 0)g(0, φ) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, zρ(s,ys) + xρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,yr) + xρ(r,yr))drds pour t ∈ J.

Il est clair que l'opérateur N a un point �xe est équivalent à F en a un, alors il faut
prouver que : F a un point �xe.

Soit z ∈ B0
+∞ tel que : z = λF̃ (z) pour quelque λ ∈ [0, 1[. Ensuite, utilisons (H1),

(H5), (G1), (G2) et (2.14), on a pour n ∈ N donné et chaque t ∈ [0, n]

|z(t)| ≤ ‖A−1(t)‖B(E)‖A(t)g(t, zρ(t,yt) + xρ(t,yt))‖+M‖A−1(0)‖B(E)‖A(0)g(0, φ)‖

+ M

∫ t

0

‖A(s)g(s, zρ(s,ys) + xρ(s,ys))‖ ds

+ M

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, r)||f(r, zρ(r,yr) + xρ(r,yr))|drds

≤ M0L(‖zρ(t,yt) + xρ(t,yt)‖B + 1) +MM0L(‖φ‖B + 1)

+ ML

∫ t

0

(‖zρ(s,ys) + xρ(s,ys)‖B + 1) ds

+ Mn ess sup
t∈[0,n]

I(t)

∫ t

0

p(s)ψ(‖zρ(s,ys) + xρ(s,ys)‖B)ds

≤ M0L (Kn|z(t)|+ c3,n) +MM0L‖φ‖B +M0 L(M + 1) +MLn

+ ML

∫ t

0

(Kn|z(s)|+ c3,n) ds+MnSn

∫ t

0

p(s)ψ(Kn|z(s)|+ c3,n)ds.
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Ensuite, on a pour c4,n := c3,n +Kn
M0Lc3,n +M‖φ‖B(1 +M0L) +M0L(M + 1) +MLn

1−M0L

Kn|z(t)|+ c3,n ≤ c4,n +
KnM

1−M0L

[
L

∫ t

0

(Kn|z(s)|+ c3,n) ds

+nSn

∫ t

0

p(s)ψ(Kn|z(s)|+ c3,n)ds

]
.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup
t∈J
{Kn|z(s)|+ c3,n : 0 ≤ s ≤ t}.

Soit t? ∈ [−r, t] tel que :
µ(t?) = Kn|z(t?)|+ c3,n.

Si t? ∈ [0, n], par l'inégalité précédente, nous avons pour t ∈ [0, n]

µ(t) ≤ c4,n +
KnM

1−M0L

[
L

∫ t

0

µ(s)ds+ nSn

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds

]
.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖φ‖B et l'inégalité précédente est véri�ée. Prenons le côté
droit de l'inégalité ci-dessus v(t). Ainsi, on a : µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n]. De la
dé�nition de v, on a : v(0) = c4,n et

v′(t) =
KnM

1−M0L
[Lµ(t) + nSnp(t)ψ(µ(t))] p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ pour obtenir pour tout t ∈ [0, n]

v′(t) ≤ KnM

1−M0L
[Lv(t) + nSnp(t)ψ(v(t))] .

Ce qui implique que pour chaque t ∈ [0, n] et en utilisant (H5), on obtient :∫ v(t)

c4,n

ds

s+ ψ(s)
≤ KnM

1−M0L

∫ t

0

max(L, nSnp(s))ds

≤ KnM

1−M0L

∫ n

0

max(L, nSnp(s))ds

<

∫ +∞

c4,n

ds

s+ ψ(s)
.

Ainsi, pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn et par
conséquent µ(t) ≤ Λn. Puisque : ‖z‖n ≤ µ(t), on a : ‖z‖n ≤ Λn.

Maintenant, nous montrerons que : F̃ : Z → B0
+∞ est une contraction. En e�et,

considérons z, z ∈ Z, en utilisant (H1) et (G1) pour chaque t ∈ [0, n] et n ∈ N

|F̃ (z)(t)− F̃ (z)(t)| ≤M0|A(t)[g(t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt))− g(t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt))]|

+M

∫ t

0

|A(s)[g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))− g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))]|ds

+M

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, r)||f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))− f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(s,zr+xr))|ds
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Par (H2)− (H3), (G3) et (2.14), on obtient :

|F̃ (z)(t)− F̃ (z)(t)| ≤ M0L?‖zρ(t,zt+xt) − zρ(t,zt+xt)‖B

+ M

∫ t

0

L?‖zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)‖Bds

+ Mn ess sup
t∈[0,n]

|I(t)|
∫ t

0

ln(s)‖zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)‖Bds

≤ M0L?Kn|z(t)− z(t)|+
∫ t

0

ML?Kn|z(s)− z(s)|ds

+

∫ t

0

MnSnln(s)Kn|z(s)− z(s)|ds

≤ M0L?Kn |z(t)− z(t)|+
∫ t

0

ln(s) |z(s)− z(s)|ds

≤ M0L?Kne
τ L?n(t)

[
e−τ L?n(t) |z(t)− z(t)|

]
+

∫ t

0

ln(s)eτ L?n(t)
[
e−τ L?n(t)|z(s)− z(s)|

]
ds

≤ M0L?Kn e
τ L?n(t) ‖z − z‖n +

∫ t

0

[
eτ L?n(s)

τ

]′
ds ‖z − z‖n

≤
[
M0L?Kn +

1

τ

]
eτ L?n(t) ‖z − z‖n.

Donc,

‖F̃ (z)− F̃ (z)‖n ≤
[
M0L∗Kn +

1

τ

]
‖z − z‖n.

Donc, pour un choix approprié de τ tel que : M0L∗Kn +
1

τ
< 1, l'opérateur F̃ est une

contraction pour tout n ∈ N. Du choix de Z il n'y a pas z ∈ ∂Zn tel que : z = λ F̃ (z)
pour λ ∈]0, 1[. Ainsi seulement (FG1) dans la Théorème 1.9.1 tient. Nous déduisons que :
l'opérateur F̃ a un point �xe unique z?. Alors y?(t) = z?(t) + x(t), t ∈ R est l'unique
point �xe d'opérateur N4, qui est la solution faible unique du problème (2.4).

2.5.3 Exemple

Considérons les équations aux dérivées partielles de type neutre

∂

∂t

[
u(t, ξ)−

∫ 0

−∞
a3(s− t)u

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
ds

]
=
∂2u(t, ξ)

∂ξ2
+ a0(t, ξ)u(t, ξ)

+

∫ t

−∞
α(t, s)

∫ 0

−∞
a1(s− r)u

[
s− ρ1(r)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(r, θ)|2dθ
)
, ξ

]
drds

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(θ, ξ) = u0(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π],

(2.18)
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où α, ai, ρj comme dans (2.18) pour i = 0, 1, 2 et j = 1, 2. Soit a3 : R− → R une fonction
continue.

Théorème 2.5.2. Soient B = BUC(R−;E) et ϕ ∈ B. Supposons que la condition (Hϕ)
est véri�e et le fait que les fonctions ρi : [0,∞[→ [0,∞[, i = 1, 2 et ai : R → R sont
continues pour i = 1, 2, 3. Alors il existe une unique solution faible de (2.18).

Preuve. À partir des hypothèses, on a :

I(t, ψ)(ξ) = α(t, ξ),

f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a1(s)ψ(s, ξ)ds,

g(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a3(s)ψ(s, ξ)ds

et

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)

sont des fonctions bien dé�nies, qui permet de transformer le système (2.18) en un sys-
tème abstrait (2.4). En plus, la fonction f est un opérateur linéaire borné. Maintenant,
l'existence de l'unique solution faible peut être déduite à partir d'une application directe
du Théorème 4.3.1.

À partir de la Remarque 1.7.1, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.5.1. Pour ϕ ∈ B une fonction continue et bornée, il existe une solution
faible unique de (2.18) sur R.



Chapitre 3

Équations Intégro-di�érentielles
Perturbées d'Évolution à Retard
Dépendant de l'État

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence des solutions faibles sur la demi-droite
réelle positive de quatre classes d'équations intégro-di�érentielles perturbées d'évolution
partielle et celle de type neutre à retard �ni et in�ni dépendant de l'état en utilisant
l'alternative non linéaire d'Avramescu pour la somme d'un opérateur continu compact et
d'une contraction sur les espaces de Fréchet [10].

L'existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 3.2 pour la classe sui-
vante des équations intégro-di�érentielles perturbées d'évolution avec retard �ni dépen-
dant de l'état

y′(t) = A(t)y(t) + h(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(3.1)

où f, h : J × C(H;E)→ E, I : J × J → R, ρ : J × C(H;E)→ R et ϕ ∈ C(H;E) sont
des fonctions données et {A(t)}t≥0 est déjà dé�nie.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 3.3
pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles perturbées d'évolution de type
neutre avec retard �ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) + h(t, yρ(t,yt))

+

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(3.2)

où A(·), f , h, I et ϕ sont dé�nies dans le problème (3.1) et g : J ×C(H;E)→ E est une
fonction donnée.

49
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L'existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 3.4 citée dans [62] pour
la classe suivante des équations intégro-di�érentielles perturbées d'évolution avec retard
in�ni dépendant de l'état y′(t) = A(t)y(t) + h(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,
(3.3)

où f : J × B → E, h : J × C(H;E) → E, I : J × J → R, ρ : J × B → R et φ ∈ B sont
des fonctions données, B et {A(t)}t≥0 sont déjà dé�nies.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 3.5 citée
dans [62] pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles perturbées d'évolution
de type neutre avec retard in�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) + h(t, yρ(t,yt))

+

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(3.4)

où A(·), f , h, I et φ sont dé�nies dans le problème (3.3) et g : J×B → E est une fonction
donnée.

En�n, quatre exemples seront donnés à la �n de chaque Section pour illustrer les
résultats obtenus.

3.2 Problème à Retard Fini

3.2.1 Solution faible et hypothèses

Rappelons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-di�érentiel
d'évolution (3.1) :

Dé�nition 3.2.1. La fonction y(·) : [−r,+∞[→ E est dite solution faible du problème
(3.1) si y(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ H et y véri�e l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0)ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)h(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds pour tout t ∈ J.
(3.5)

Supposons que : ρ : J×C(H;E)→ [−r,+∞[ est une fonction continue et considérons
l'ensemble suivant :

R(ρ−) = {ρ(s, ϕ) : (s, ϕ) ∈ J × C(H;E), ρ(s, ϕ) ≤ 0}.

Introduisons l'hypothèse suivante :
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(Hϕ) La fonction t→ ϕt est continue de R(ρ−) dans C(H;E) et il existe une fonction
continue et bornée Lϕ : R(ρ−)→]0,+∞[ telle que :

‖ϕt‖ ≤ Lϕ(t)‖ϕ‖ pour tout t ∈ R(ρ−). (3.6)

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothèses suivantes :
(H0) U(t, s) est compact pour t− s > 0.

(H1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 telle que :

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂ pour tout (t, s) ∈ ∆.

(H2) Il existe une fonction ψ : J →]0,+∞[ continue et croissante et il existe une
fonction p ∈ L1

loc(J ;R+) telles que :

|f(t, u)| ≤ p(t) ψ(‖u‖) p. p. t ∈ J, ∀u ∈ C(H;E).

(H3) Pour tout R > 0, il existe une fonction lR ∈ L1
loc(J ;R+) tel que :

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ lR(t) ‖u− v‖

∀u, v ∈ C(H;E) avec ‖u‖ ≤ R et ‖v‖ ≤ R.
(H4) Pour tout t ∈ J , I(t,s) est mesurable sur [0, t] et

I(t) = sup
0≤s≤t

|I(t, s)|

est bornée sur [0, n] ; soit
Sn = ess sup

t∈[0,n]

I(t).

(H5) Il existe une fonction η ∈ L1(J,R+) telle que :

|h(t, u)− h(t, v)| ≤ η(t) ‖u− v‖

pour tout t ∈ J et pour tout u, v ∈ C(H;E).

Dé�nissons pour tout n ∈ N dans C([−r,+∞[;E) la famille de semi-norme par :

‖y‖n = sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] }

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = M̂η(t) et η est la fonction dans (H5).

Alors C([−r,+∞[;E) est un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes
‖ · ‖n∈N. Dans ce qui suit, nous allons choisir τ > 1.

3.2.2 Résultat d'existence

Théorème 3.2.1. Supposons que : (Hϕ), (H0)− (H5) sont satisfaites. Si en plus∫ +∞

c5,n

ds

s+ ψ(s)
> M̂

∫ n

0

max(nSnp(s); η(s)) ds. (3.7)

avec c5,n = Lϕ‖ϕ‖ + M̂

∫ n

0

|h(s, 0)| ds. Alors le problème (3.1) admet au moins une

solution faible sur [−r,+∞[.
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Preuve. Transformons le problème (3.1) en un problème à point �xe. Considéreons
l'opérateur N5 : C([−r,+∞[;E)→ C([−r,+∞[;E) dé�ni par :

N5(y)(t) =



ϕ(t), si t ∈ H ;

U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s) h(s, yρ(s,ys)) ds,

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds, si t ∈ J .

Il est clair que les points �xes de l'opérateur N5 sont les solutions faibles du problème
(3.1).

Dé�nissons les opérateurs F,G : C([−r,+∞[;E)→ C([−r,+∞[;E) par :

F (z)(t) =


ϕ(t), si t ∈ H ;

U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds, si t ∈ J .

et

G(z)(t) =

∫ t

0

U(t, s) h(s, yρ(s,ys)) ds.

Évidemment l'opérateur N5 a un point �xe est équivalent à F + G en a un, donc il
faut prouver que : F +G a un point �xe.

Premièrement, montrons que : F est continue et compacte.
Etape 1 : Premièrement, on montre la continuité de F . Soit (yn)n∈N ⊂ C([−r,+∞[;E)
une suite tel que : yn → y. Par les hypothèses (H1) et (H4), on a :

|F (yn)(t)− F (y)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)||f(s, ynρ(s,yns))− f(s, yρ(s,ys))|drds,

≤ M̂n ess sup
t∈[0,n]

|I(t)|
∫ t

0

∣∣f(s, ynρ(s,yns))− f(s, yρ(s,ys))
∣∣ ds,

≤ M̂nSn

∫ t

0

∣∣f(s, ynρ(s,yns))− f(s, yρ(s,ys))
∣∣ ds.

Puisque : f est continue et par la convergence dominée du théorème de Lebesgue, on
obtient :

|F (yn)(t)− F (y)(t)| → 0 lorsque n→ +∞.
Alors F est continue.

Etape 2 : Montrons que : F transforme chaque borné de C([−r,+∞[;E) en un en-
semble borné i,e. pour chaque d > 0, il existe une constante positive ξ telle que pour tout
y ∈ Bd = {y ∈ C([−r,+∞[;E) : ‖y‖n ≤ d}, on a : ‖F (y)‖n ≤ ξ.

Soit y ∈ Bd, des hypothèses (H1), (H2) et (H4), on a pour tout t ∈ [0, n]

|F (y)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|
∣∣f(s, yρ(s,ys))

∣∣ drds,
≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ(‖yρ(s,ys)‖) ds.
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De (1.10), on a pour chaque t ∈ [0, n]

‖yρ(t,yt)‖ ≤ |y(t)|+ Lϕ‖ϕ‖ ≤ d+ Lϕ‖ϕ‖ := δd. (3.8)

En utilisant la croissance de ψ, on a :

|F (y)(t)| ≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ(|y(s)|+ Lϕ‖ϕ‖) ds.

D'où, on obtient grâce à (3.8) pour tout t ∈ [0, n]

|F (y)(t)| ≤ M̂nSnψ(δd)‖p‖L1 := ξd.

Alors il existe une constante positive ξd telle que : ‖F (y)‖n ≤ ξd. Alors F (Bd) ⊂ Bξd .

Etape 3 : F transforme les ensembles bornés en ensembles équi-continus de C([−r,+∞[;E).
Considérons Bd comme à l'étape 2 et on montre que : F (Bd) est équi-continu. Soient
τ1, τ2 ∈ J avec τ1 < τ2 et y ∈ Bd.

|F (y)(τ2)− F (y)(τ1)| ≤
∫ τ1

0

‖U(τ2, s)− U(τ1, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)||f(s, yρ(s,ys))| drds

+

∫ τ2

τ1

‖U(τ2, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)||f(s, yρ(s,ys))| drds.

Alors par (3.8) et la croissance de ψ, on obtient :

|F (y)(τ2)− F (y)(τ1)| ≤ nSnψ(δd)

∫ τ1

0

‖U(τ2, s)− U(τ1, s)‖B(E) p(s) ds

+ M̂nSnψ(δd)

∫ τ2

τ1

p(s) ds.

Notons que le second membre de l'inégalité tend vers zéro quand τ2− τ1 → 0. Comme
U(t, s) est continu et compact pour t > s, alors on a la continuité de l'opérateur uniforme
dans la topologie (voir [3, 69]). En conséquence des étapes 1 à 3 et d'après le théorème
d'Arzelá-Ascoli, il su�t de montrer que l'opérateur F transforme Bd en un ensemble
pré-compact dans E.

Soit t ∈ J �xé et soit ε un nombre réel satisfait 0 < ε < t. Pour y ∈ Bd, on dé�nit

Fε(y)(t) = U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t−ε

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds

= U(t, 0) ϕ(0) + U(t, t− ε)
∫ t−ε

0

U(t− ε, s)
∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds

Comme U(t, s) est un opérateur compact, l'ensemble Zε(t) = {Fε(y)(t) : y ∈ Bd} est
pré-compact dans E pour chaque ε, 0 < ε < t. De plus, en utilisant (3.8), (H1), (H2) et
la croissance de ψ, on obtient :

|F (y)(t)− Fε(y)(t)| ≤
∫ t

t−ε
U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds,

≤ M̂nSnψ(δd)

∫ t

t−ε
p(s) ds.
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Par conséquent, l'ensemble Z(t) = {F (y)(t) : y ∈ Bd} est totalement borné donc
relativement compact dans E. Donc, nous déduisons de Steps 1, 2 et 3 que : F est un
opérateur compact.

Etape 4 : G est une contraction. Soient y, y ∈ C([−r,+∞[;E). Par les hypothèses (H1)
et (H5), on obtient pour chaque t ∈ [0, n] et n ∈ N

|G(y)(t)−G(y)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E) | h(s, yρ(s,ys))− h(s, yρ(s,ys)) | ds,

≤ M̂

∫ t

0

η(s) ‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖ ds.

Utilisons l'inégalité (3.8), pour obtenir :

|G(y)(t)−G(y)(t)| ≤
∫ t

0

M̂ η(s) |y(s)− (y)(s)| ds,

≤
∫ t

0

[
ln(s) eτL

∗
n(s)
] [

e−τL
∗
n(s) |y(s)− y(s)|

]
ds,

≤
∫ t

0

[
eτ L∗

n(s)

τ

]′
ds ‖y − y‖n,

≤ 1

τ
eτ L∗

n(t) ‖y − y‖n.

Donc

‖G(y)−G(y)‖n ≤
1

τ
‖y − y‖n.

Alors l'opérateur G est une contraction pour tout n ∈ N puisque : τ > 1.

Etape 5 : Pour appliquer le théorème (1.9.2), nous devons véri�er que : (Av2) n'est
pas satisfaite i.e. il reste à montrer que l'ensemble

Γ =
{
y ∈ C([−r,+∞[;E) : y = λF (y) + λG

(y
λ

)
for some λ ∈]0, 1[

}
est borné.

Soit y ∈ Γ. Par (H1)− (H2) et (H4), on a pour chaque t ∈ [0, n]

1

λ
|y(t)| ≤

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|
∣∣f(s, yρ(s,ys))

∣∣ drds
+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣∣h(s, yρ(s, ysλ )

λ

)
− h(s, 0) + h(s, 0)

∣∣∣∣ ds,
≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ(‖yρ(s,ys))‖ ds) + M̂

∫ t

0

η(s)

∥∥∥∥yρ(s, ysλ )

λ

∥∥∥∥ ds

+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds.
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Utilisons l'inégalité (3.8) pour avoir

1

λ
|y(t)| ≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ(|y(s)|+ Lϕ‖ϕ‖) ds+
M̂

λ

∫ t

0

η(s) (|y(s)|+ Lϕ‖ϕ‖) ds

+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds.

Considérons la fonction
u(t) := sup

θ∈[0,t]

|y(θ)|.

La croissance de ψ donne avec le fait que 0 < λ < 1

1

λ
u(t) + Lϕ‖ϕ‖ ≤ Lϕ‖ϕ‖+ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ (u(s) + Lϕ‖ϕ‖) ds

+
M̂

λ

∫ t

0

η(s) (u(s) + Lϕ‖ϕ‖) ds+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds.

Soit c5,n := Lϕ‖ϕ‖+ M̂

∫ n

0

|h(s, 0)| ds. Alors, on a :

1

λ
u(t) + Lϕ‖ϕ‖ ≤ c5,n + M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ (u(s) + Lϕ‖ϕ‖) ds

+
M̂

λ

∫ t

0

η(s) (u(s) + Lϕ‖ϕ‖) ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup
0≤s≤t

{u(s) + Lϕ‖ϕ‖ }.

Soit t? ∈ [0, t] tel que :
µ(t?) = u(t?) + Lϕ‖ϕ‖.

De l'inégalité précédente, nous avons pour tout t ∈ [0, n]

µ(t) ≤ c5,n + M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds+ M̂

∫ t

0

η(s)µ(s)ds.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Prenons le côté droit de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors, on a :

µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n].

De la dé�nition de v, on a :

v(0) = c5,n et v′(t) = M̂ [nSnp(t)ψ(µ(t)) + η(t)µ(t)] p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ, on obtient :

v′(t) ≤ M̂ [nSnp(t)ψ(v(t)) + η(t)v(t)] p. p. t ∈ [0, n]
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Alors, utilisons (3.7) pour tout t ∈ [0, n], on obtient donc :

∫ v(t)

c5,n

ds

s+ ψ(s)
≤ M̂

∫ t

0

max(nSnp(s); η(s)) ds

≤ M̂

∫ n

0

max(nSnp(s); η(s)) ds

<

∫ +∞

Lϕ‖ϕ‖

ds

s+ ψ(s)
.

Alors, pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn et donc :
µ(t) ≤ Λn. Tant que : ‖y‖n ≤ µ(t), on a : ‖y‖n ≤ Λn. Cela montre que l'ensemble Γ est
borné. Ainsi (Av2) du Théorème 1.9.2 ne tient pas. L'alternative non linéaire d'Avramescu
implique que (Av1) est satisfaite, nous déduisons que l'opérateur F + G a un point �xe
y?. Alors y?(t) = y?(t) + x(t), t ∈] −∞,+∞[ est le point �xe de l'opérateur N5 qui est
une solution faible du problème (3.1).

3.2.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section l'exemple suivant :

∂u(t, x)

∂t
= a(t, x)

∂2u(t, x)

∂x2
+

∫ t

−r
η(t, s)F (s, u(s− r, x))ds

+ G(s, u(s− r, x)), t ≥ 0, x ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(t, x) = Φ(t, x), x ∈ [−r, 0], x ∈ [0, π].

(3.9)

où r > 0 ; a(t, x) est une fonction continue et uniformement Hölderienne par rapport à t ;
η : R2

+ → R, F,G : R+ × R→ R et Φ : [−r, 0]× [0, π]→ R sont des fonctions continues.

Pour x ∈ [0, π], on aura :

y(t)(x) = u(t, x) t ≥ 0,

I(t, s) = η(t, s) t, s ≥ 0,

f(t, yt)(x) = F (t, u(t− r, x)) t ≥ 0,

h(t, yt)(x) = G(t, u(t− r, x)) t ≥ 0,

et
ϕ(t)(x) = Φ(t, x) t ∈ [−r, 0].

Ainsi, avec les dé�nitions ci-dessus de I, f et A(.), le système (3.9) peut être représenté
par la forme abstraite du problème intégro-di�érentiel d'évolution (3.1). En outre, plus de
conditions appropriées sur F , G et η assurent l'existence d'une solution faible pour (3.9)
par le Théorème 3.2.1.
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3.3 Problème de Type Neutre à Retard Fini

3.3.1 Solution faible et hypothèses

Rappelons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-di�érentiel
d'évolution de type neutre (3.2) :

Dé�nition 3.3.1. On dit que la fonction y : R → E est une solution faible de (3.2) si
y(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ H et y satisfait l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0) [ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)h(s, yρ(s,ys))ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys))drds si t ∈ J .
(3.10)

Considérons maintenant pour le cas neutre les hypothèses précédentes (Hϕ), (H0) −
(H5) et ajoutons les hypothèses suivantes :

(G1) Il existe une constante M0 > 0 telle que :

‖A−1(t)‖B(E) ≤M0 ∀t ∈ J.

(G2) Il existe une constante 0 < L < M0
−1

telle que :

|A(t)g(t, ϕ)| ≤ L(‖ϕ‖+ 1) ∀t ∈ J et ∀ϕ ∈ C(H;E).

(G3) Il existe une constante L∗ > 0 telle que :

|A(s)g(s, ϕ)− A(s)g(s, ϕ)| ≤ L∗(|s− s|+ ‖ϕ− ϕ‖)

pour tout s, s ∈ J et pour ϕ, ϕ ∈ C(H;E).
(G4) La fonction g est complètement continue et pour tout ensemble borné

Q ⊂ C(J,E) l'ensemble {t→ g(t, xρ(t,yt)) : x ∈ Q} est équicontinu dans C(J,E).

Considérons maintenant que : ln(t) = M̂ [L∗ + η(t)] et choisissons τ > [1−M0L∗]
−1.

3.3.2 Résultat d'existence

Théorème 3.3.1. Supposons que : (Hϕ), (H0)− (H5) et (G1)− (G4) sont satifaites et
de plus pour tout n ∈ N, on a :∫ +∞

c6,n

ds

s+ ψ(s)
>

M̂

1− M̂M0L

∫ n

0

max(L+ η(s);nSnp(s)) ds. (3.11)

avec

c6,n =

Lϕ‖ϕ‖+ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) + 2M̂M0L+ M̂Ln+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)|ds

1− M̂M0L
.

Alors le problème (3.2) a une solution faible dans [−r,+∞[.
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Preuve. Transformons le problème (3.2) en un problème de point �xe. Considérons
l'opérateur N6 : C([−r,+∞[;E)→ C([−r,+∞[;E) dé�ni par :

N6(y)(t) =



ϕ(t), si t ∈ H ;

U(t, 0) [ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)h(s, yρ(s,ys))ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys))drds, si t ∈ J .

Il est clair que les points �xes de l'opérateur N6 sont des solutions faibles du problème
(3.2).

Dé�nissons les opérateurs F,G : C([−r,+∞[;E)→ C([−r,+∞[;E) par :

F (y)(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr+xr) + xρ(r,yr+xr))drds

et

G(y)(t) = U(t, 0) [ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s) g(s, yρ(s,ys)) ds

+

∫ t

0

U(t, s) h(s, yρ(s,ys)) ds.

Il est clair que l'opérateur N6 a un point �xe est équivaut à F + G en a un, alors il
faut prouver que : F +G a un point �xe.

Dans la Section 3.2.2, nous avons montré en trois étapes que : F est continu et com-
pact. Reste à montrer que : G est une contraction et que nous n'avons pas l'alternative
(Av2) du Théorème 1.9.2.

Etape 4 : G est une contraction. Soient y, y ∈ C([−r,+∞[;E). Par les hypothèses (H1),
(H5), (G1) et (G2), on obtient pour chaque t ∈ [0, n] et n ∈ N

|G(y)(t)−G(y)(t)| ≤ |g(t, yρ(t,yt))− g(t, yρ(t,yt)
)|

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)|A(s)
(
g(s, yρ(s,ys))− g(s, yρ(s,ys)

)
)
ds

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)|h(s, yρ(s,ys))− h(s, yρ(s,ys))|ds,

≤ ‖A−1(t)‖B(E)|A(t)
(
g(t, yρ(t,yt))− g(t, yρ(t,yt)

)
)
|

+ M̂L∗
∫ t

0

‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)
‖ds+ M̂

∫ t

0

η(s)‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖ds,

≤ M0L
∗‖yρ(t,yt) − yρ(t,yt)

‖+

∫ t

0

M̂ [L∗ + η(s)]‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)
‖ds.

Utilisons l'inégalité (3.8) pour obtenir :
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|G(y)(t)−G(y)(t)| ≤ M0L
∗|y(t)− y(t)|+

∫ t

0

M̂ [L∗ + η(s)]|y(s)− y(s)|ds,

≤ M0L
∗ eτL

∗
n(t)

[
e−τL

∗
n(t)|y(t)− y(t)|

]
+

∫ t

0

[
ln(s)eτL

∗
n(s)
] [
e−τL

∗
n(s)|y(s)− y(s)|

]
ds,

≤ M0L
∗ eτL

∗
n(t) ‖y − y‖n +

∫ t

0

[
eτL

∗
n(s)

τ

]′
ds ‖y − y‖n,

≤
[
M0L

∗ +
1

τ

]
eτL

∗
n(t)‖y − y‖n.

Donc

‖G(y)−G(y)‖n ≤
[
M0L

∗ +
1

τ

]
‖y − y‖n.

Alors l'opérateur G est une contraction pour tout n ∈ N.

Etape 5 : Pour Appliquer le Théorème 1.9.2, nous devons exclure (Av2) : i.e. il reste à
montrer que l'ensemble

Γ =
{
y ∈ C([−r,+∞[;E) : y = λF (y) + λG

(y
λ

)
pour un certain λ ∈]0, 1[

}
.

est borné.
Soit y ∈ Γ pour chaque t ∈ [0, n], on a :

1

λ
|y(t)| ≤

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|
∣∣f(s, yρ(s,ys))

∣∣ drds+ ‖U(t, 0)‖B(E) |ϕ(0)− g(0, ϕ)|

+

∣∣∣∣g(t, yρ(t, ytλ )

λ

)∣∣∣∣+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣∣A(s) g

(
s,
yρ(s, ysλ )

λ

)∣∣∣∣ ds
+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣∣h(s, yρ(s, ysλ )

λ

)
− h(s, 0) + h(s, 0)

∣∣∣∣ ds.
Par (H1), (H2), (H5), (G1) et (G2), on a :

1

λ
|y(t)| ≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ
(∥∥yρ(s,ys)

∥∥) drds+ M̂‖ϕ‖+ M̂‖A−1(t)‖B(E) |A(0)g(0, ϕ)|

+ M̂‖A−1(t)‖B(E)

∣∣∣∣A(t)g

(
t,
yρ(t, ytλ )

λ

)∣∣∣∣+ M̂L

∫ t

0

(∥∥∥∥yρ(s, ysλ )

λ

∥∥∥∥+ 1

)
ds

+ M̂

∫ t

0

η(s)

∥∥∥∥yρ(s, ysλ )

λ

∥∥∥∥ ds+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds.
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Ainsi, on a :

1

λ
|y(t)| ≤ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) + 2M̂M0L+ M̂Ln+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds

+ M̂M0L

∥∥∥∥yρ(t, ytλ )

λ

∥∥∥∥+ M̂L

∫ t

0

∥∥∥∥yρ(s, ysλ )

λ

∥∥∥∥ ds
+ M̂

∫ t

0

η(s)

∥∥∥∥yρ(s, ysλ )

λ

∥∥∥∥ ds+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ
(∥∥yρ(s,ys)

∥∥) drds.
Utilisons la proposition (3.8) pour avoir

1

λ
|y(t)|+ Lϕ‖ϕ‖ ≤ Lϕ‖ϕ‖+ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) + 2M̂M0L+ M̂Ln

+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds+
M̂M0L

λ
(|y(t)|+ Lϕ‖ϕ‖)

+
M̂L

λ

∫ t

0

(|y(s)|+ Lϕ‖ϕ‖) ds+
M̂

λ

∫ t

0

η(s) (|y(s)|+ Lϕ‖ϕ‖) ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ (|y(s)|+ Lϕ‖ϕ‖) drds.

Considérons la fonction
u(t) := sup

θ∈[0,t]

|y(θ)|.

La croissance de ψ donne avec le fait que 0 < λ < 1(
1− M̂M0L

)
(u(t) + Lϕ‖ϕ‖) ≤ Lϕ‖ϕ‖+ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) + 2M̂M0L+ M̂Ln

+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)|ds+ M̂

∫ t

0

(L+ η(s)) (u(s) + Lϕ‖ϕ‖) ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ (u(s) + Lϕ‖ϕ‖) drds.

Posons c6,n :=

Lϕ‖ϕ‖+ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) + 2M̂M0L+ M̂Ln+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)|ds

1− M̂M0L
pour avoir

u(t) + Lϕ‖ϕ‖ ≤ c6,n +
M̂

1− M̂M0L

∫ t

0

(L+ η(s)) (u(s) + Lϕ‖ϕ‖) ds

+
M̂nSn

1− M̂M0L

∫ t

0

p(s)ψ (u(s) + Lϕ‖ϕ‖) drds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup
0≤s≤t

{u(s) + Lϕ‖ϕ‖ }, 0 ≤ t ≤ +∞.

Soit t? ∈ [0, t] telle que :
µ(t?) = u(t?) + Lϕ‖ϕ‖.
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De l'inégalité précédente, nous avons pour tout t ∈ [0, n]

µ(t) ≤ c6,n +
M̂

1− M̂M0L

∫ t

0

(L+ η(s))µ(s)ds+
M̂nSn

1− M̂M0L

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))drds.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Prenons le côté droit de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Ensuite nous avons

µ(t) ≤ v(t) ∀t ∈ [0, n].

De la dé�nition de v, on a :

v(0) = c6,n et v′(t) =
M̂

1− M̂M0L
(L+η(t))µ(t)+

M̂nSn

1− M̂M0L
p(t)ψ(µ(t)) p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ pour obtenir :

v′(t) ≤ M̂

1− M̂M0L
(L+ η(t))v(t) +

M̂nSn

1− M̂M0L
p(t)ψ(v(t)) p. p. t ∈ [0, n]

Alors, en utilisant (3.11) pour chaque t ∈ [0, n], on obtient :∫ v(t)

c6,n

ds

s+ ψ(s)
≤ M̂

1− M̂M0L

∫ t

0

max(L+ η(s);nSnp(s)) ds

≤ M̂

1− M̂M0L

∫ n

0

max(L+ η(s);nSnp(s)) ds

<

∫ +∞

c6,n

ds

s+ ψ(s)
.

Ainsi, pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn et
par conséquent µ(t) ≤ Λn. puisque : ‖y‖n ≤ µ(t), on a : ‖y‖n ≤ Λn. Cela montre que
l'ensemble Γ est borné. Alors l'alternative (Av2) dans le Théorème 1.9.2 ne tient pas.
L'alternative non linéaire d'Avramescu implique que : (Av1) est satisfait, nous déduisons
que l'opérateur F + G a un point �xe y?. Alors y?(t) est un point �xe de l'opérateur N6

qui est une solution faible du problème (3.2).

3.3.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section l'exemple suivant :



∂

∂t
[z(t, x)−

∫ t

−r

∫ π

0

b(s− t, u, x) z(s, u) du ds] = a(t, x)
∂2z

∂x2
(t, x)

+

∫ t

0

α(t, s)Q(s, z(s− r, x),
∂z

∂x
(s− r, x))ds+ L(s, z(s− r, x),

∂z

∂x
(s− r, x)),

t ≥ 0, x ∈ [0, π],

z(t, 0) = z(t, π) = 0, t ≥ 0,

z(t, x) = Φ(t, x), t ∈ [−r, 0], x ∈ [0, π].
(3.12)
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où r > 0 ; a(t, x) est une fonction continue et uniformément Hölderienne par rapport à
t ; α : R2

+ → R, Q,L : R+ × R × R → R et Φ : [−r, 0] × [0, π] → R sont des fonctions
continues.

Pour x ∈ [0, π], on aura :

y(t)(x) = z(t, x) t ≥ 0,

I(t, s) = α(t, s) t, s ∈ [0,+∞[,

f(t, yt)(x) = Q(t, z(t− r, x) t ∈ [0,+∞[,

h(t, yt)(x) = L(t, z(t− r, x) t ∈ [0,+∞[,

g(t, yt)(x) =

∫ t

−r

∫ π

0

b(s− t, u, x)z(s, u)duds, x ∈ [0, π]

et
ϕ(t)(x) = φ(t, x) t ∈ [−r, 0].

Considérons ϕ : [−r, 0]→ E tel que : ϕ est Lebesgue mesurable et h‖ϕ‖2 est Lebesgue
intégrable sur [−r, 0] où h : [−r, 0]→ R est une fonction intégrable positive. Ici la norme
dé�nie par :

‖ϕ‖ = ‖Φ(0)‖+ (

∫ 0

−r
h(s)‖ϕ‖2ds)

1
2

(i) la fonction b est mesurable et∫ π

0

∫ t

−r

∫ π

0

b2(s, u, x)

h(s)
ds du dx <∞

(ii) les fonctions
∂b

∂x
(s, u, x) et

∂2b

∂2x
(s, u, x) sont mesurables, b(s, u, 0) = b(s, u, π) = 0

et sup
t∈[0,b]

N(t) <∞, où

N(t) =

∫ π

0

∫ t

−r

∫ π

0

1

h(s)
(a(s, x)

∂2

∂x2
b(s, u, x))2ds du dx.

Ainsi, avec les dé�nitions ci-dessus de f , g, I et A, le système (3.12) peut être repré-
senté par la forme abstraite du problème intégro-di�érentiel d'évolution de type neutre
(3.2). En outre, des conditions appropriées sur Q et L et η assurent l'existence d'une
solution faible pour (3.12) par le Théorème 3.3.1.

3.4 Problème à Retard In�ni

3.4.1 Solution faible et hypothèses

Dé�nition 3.4.1. On dit que la fonction y : R → E est une solution faible (3.3) si
y(t) = φ(t) pour tout t ≤ 0 et y satisfait l'équation intégrale suivante

y(t) = U(t, 0)φ(0) +

∫ t

0

U(t, s)h(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds p.p. t ∈ J.
(3.13)
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Supposons que : ρ : J × B → [−∞,+∞[ est une fonction continue et considérons
l'ensemble suivant :

R(ρ−) = {ρ(s, φ) : (s, φ) ∈ J × B, ρ(s, φ) ≤ 0}.

Introduisons l'hypothèse suivante :
(Hφ) La fonction t → φt est continue de R(ρ−) dans B et il existe une fonction

continue et bornée Lφ : R(ρ−)→]0,+∞[ telle que :

‖φt‖ ≤ Lφ(t)‖ϕ‖ pour tout t ∈ R(ρ−). (3.14)

Nous aurons besoin d'introduire les hypothèses suivantes qui sont supposées ici
(H0) U(t, s) est compact pour t− s > 0.

(H1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 telle que :

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂ pour tout (t, s) ∈ ∆.

(H2) Il existe une fonction p ∈ L1
loc(J ;R+) et une fonction continue et croissante

ψ : R+ →]0,∞[ et telle que :

|f(t, u)| ≤ p(t) ψ(‖u‖B) pour tout t ∈ J et chaque u ∈ B.

(H4) Pour tout t ∈ J , I(t,s) est mesurable sur [0, t] et

I(t) = sup
0≤s≤t

|I(t, s)|

est bornée sur [0, n] ; soit
Sn = ess sup

t∈[0,n]

I(t).

(H5) Il existe une fonction η ∈ L1(J,R+) telle que :

|h(t, u)− h(t, v)| ≤ η(t) ‖u− v‖B p. p. t ∈ J et ∀u, v ∈ B.

Considérons l'espace suivant

B+∞ =
{
y : R→ E : y|[0,T ] continue pour T > 0 et y0 ∈ B

}
,

où y|[0,T ] est la restriction de y à l'intervale réel compact [0, T ].

Fixons τ > 1. Pour chaque n ∈ N, on dé�nit dans B+∞ la semi-norme par :

‖y‖n := sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] },

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = M̂Knη(t) et η est la fonction de (H4).

Alors B+∞ est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes ‖ · ‖n∈N.
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3.4.2 Résultat d'existence

Théorème 3.4.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaites et de plus
pour tout n ∈ N, on a :∫ +∞

c7,n

ds

s+ ψ(s)
> KnM̂

∫ n

0

max(nSnp(s); η(s)) ds. (3.15)

with c7,n = (Mn + Lφ + KnM̂H)‖φ‖B + KnM̂

∫ n

0

|h(s, 0)| ds. Alors le problème (3.3) a

une solution faible sur ]−∞,+∞[.

Preuve. Transformons le problème (3.3) à un problème de point �xe. Considérons
l'opérateur N7 : B+∞ → B+∞ dé�ni par :

N7(y)(t) =



φ(t), si t ∈ R− ;

U(t, 0) φ(0) +

∫ t

0

U(t, s) h(s, yρ(s,ys)) ds,

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds, si t ∈ J .

Il est clair que, les points �xes de l'opérateur N7 sont les solutions faibles du problème
(3.3).

Pour φ ∈ B, on dé�nit la fonction x(.) : R→ E par :

x(t) =

{
φ(t), si t ≤ 0;

U(t, 0) φ(0), si t ∈ J.

Alors x0 = φ. Pour chaque fonction z ∈ B+∞, soit

y(t) = z(t) + x(t)

It est évident que y satisfait (3.13) si et seulement si z satisfait z0 = 0 et

z(t) =

∫ t

0

U(t, s) h(s, yρ(s,ys)) ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds.

Soit
B0

+∞ = {z ∈ B+∞ : z0 = 0} .

On dé�nit les opérateurs F,G : B0
+∞ → B0

+∞ par :

F (z)(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))drds

et

G(z)(t) =

∫ t

0

U(t, s)h(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))ds.
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Évidemment l'opérateur N7 a un point �xe équivaut à F + G en a un, alors on montre
que : F +G a un point �xe.

Premièrement, montrons que : F est continu et compact.
Etape 1 : Premièrement, on montre la continuité de F . Soit (zn)n∈N une suite dans B0

+∞
tel que : zn → z dans B0

+∞. Par l'hypothèse (H1), on a :

|F (zn)(t)− F (z)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)| ×

×|f(s, znρ(s,zns+xs) + xρ(s,zns+xs))− f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))|drds

≤ M̂n ess sup
t∈[0,n]

|I(t)|
∫ t

0

∣∣f(s, znρ(s,zns+xs) + xρ(s,zns+xs))− f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))
∣∣ ds

≤ M̂nSn

∫ t

0

∣∣f(s, znρ(s,zns+xs) + xρ(s,zns+xs))− f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))
∣∣ ds

Puisque f est continue, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient :

|F (zn)(t)− F (z)(t)| → 0 si n→ +∞

Alors F est continu.

Etape 2 : Montrons que : F transforme tout borné de B0
+∞ dans un ensemble borné ; i,e.

pour chaque d > 0, il existe une constante positive ξ telle que :
z ∈ Bd = {z ∈ B0

+∞ : ‖z‖n ≤ d} implique que : ‖F (z)‖n ≤ ξ.
Soit z ∈ Bd, de (H1), (H2) et (H4), on a pour chaque t ∈ [0, n]

|F (z)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)| × |f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))| drds

≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ(‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B) ds.

De (1.13), on a pour chaque t ∈ [0, n]

‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B ≤ ‖zρ(s,zs+xs)‖B + ‖xρ(s,zs+xs)‖B
≤ Kn|z(s)|+ (Mn + Lφ)‖z0‖B

+Kn|x(s)|+ (Mn + Lφ)‖x0‖B
≤ Kn|z(s)|+Kn‖U(s, 0)‖B(E)|φ(0)|+ (Mn + Lφ)‖φ‖B
≤ Kn|z(s)|+KnM̂ |φ(0)|+ (Mn + Lφ)‖φ‖B
≤ Kn|z(s)|+KnM̂H‖φ‖B + (Mn + Lφ)‖φ‖B
≤ Kn|z(s)|+ (Mn + Lφ +KnM̂H)‖φ‖B

Soit cn := (Mn + Lφ +KnM̂H)‖φ‖B et δn := Knd+ cn. Alors

‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B ≤ Kn|z(s)|+ cn ≤ δn. (3.16)

Utilisons la croissance de ψ, on obtient pour chaque t ∈ [0, n]

|F (z)(t)| ≤ M̂nSnψ(δn)‖p‖L1 := %n.
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Alors il existe une constante positive %n telle que : ‖F (z)‖n ≤ %n. Alors F (Bd) ⊂ B%n .

Etape 3 : F transforme des ensembles bornés à des ensemble équi-continus de B0
+∞.

Considérons Bd comme à l'étape 2 et on montre que : F (Bd) est équi-continu. Soient
τ1, τ2 ∈ J avec τ1 < τ2 et z ∈ Bd.

|F (z)(τ2)− F (z)(τ1)| ≤
∫ τ1

0

‖U(τ2, s)− U(τ1, s)‖B(E) ×
∫ s

0

|I(s, r)|

×|f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))| drds

+

∫ τ2

τ1

‖U(τ2, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|

×|f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))| drds.

Alors par (3.16) et la croissance de ψ, on obtient :

|F (z)(τ2)− F (z)(τ1)| ≤ nSnψ(δn)

∫ τ1

0

‖U(τ2, s)− U(τ1, s)‖B(E) p(s) ds

+ M̂nSnψ(δn)

∫ τ2

τ1

p(s) ds.

Notons que le second membre de l'inégalité tend vers zéro quand τ2− τ1 → 0. Comme
U(t, s) est continu et compact pour t > s, alors on a la continuité de l'opérateur uniforme
dans la topologie (voir [3, 69]). En conséquence des étapes 1 à 3 et d'après le théorème
d'Arzelá-Ascoli, il su�t de montrer que l'opérateur F transforme Bd en un ensemble
pré-compact dans E.

Soit t ∈ J �xé et soit ε un nombre réel satisfait 0 < ε < t. Pour z ∈ Bd, on dé�nit

Fε(z)(t) = U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t−ε

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,zr))drds

= U(t, 0) ϕ(0) + U(t, t− ε)
∫ t−ε

0

U(t− ε, s)
∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,zr))drds

Comme U(t, s) est un opérateur compact, l'ensemble Zε(t) = {Fε(z)(t) : z ∈ Bd} est
pré-compact dans E pour chaque ε, 0 < ε < t. De plus, en utilisant (3.16), (H1), (H2) et
la croissance de ψ, on obtient :

|F (z)(t)− Fε(z)(t)| ≤
∫ t

t−ε
U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,zr))drds,

≤ M̂nSnψ(δd)

∫ t

t−ε
p(s) ds.

Par conséquent, l'ensemble Z(t) = {F (z)(t) : z ∈ Bd} est totalement borné donc
relativement compact dans E. Donc, nous déduisons de Steps 1, 2 et 3 que : F est un
opérateur compact.

Etape 4 : G est une contraction. Soient z, z ∈ B0
+∞. Par les hypothèses (H1) et (H5),
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on obtient pour chaque t ∈ [0, n] et n ∈ N

|G(z)(t)−G(z)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E) ×

× | h(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))− h(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)) | ds

≤ M̂

∫ t

0

η(s) ‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs) − xρ(s,zs+xs)‖B ds

≤ M̂

∫ t

0

η(s) ‖zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)‖B ds.

Utilisons l'inégalité (3.16), pour obtenir :

|G(z)(t)−G(z)(t)| ≤
∫ t

0

M̂ Kn η(s) |z(s)− (z)(s)| ds

≤
∫ t

0

[
ln(s) eτL

∗
n(s)
] [

e−τL
∗
n(s) |z(s)− z(s)|

]
ds

≤
∫ t

0

[
eτ L∗

n(s)

τ

]′
ds ‖z − z‖n

≤ 1

τ
eτ L∗

n(t) ‖z − z‖n.

Donc

‖G(z)−G(z)‖n ≤
1

τ
‖z − z‖n.

Alors G est une contraction pour tout n ∈ N.

Etape 5 : Pour appliquer le théorème (1.9.2), il faut exclure (Av2) : c'est-à-dire qu'il
reste à montrer que l'ensemble

Γ =
{
z ∈ B0

+∞ : z = λF (z) + λG
(z
λ

)
pour un certain λ ∈]0, 1[

}
.

est borné.
Soit z ∈ Γ. Par (H1)− (H2) et (H4), on a pour chaque t ∈ [0, n]

1

λ
|z(t)| ≤

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|
∣∣f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))

∣∣ drds
+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣∣∣∣∣h
s,

z
ρ

(
s,
zs
λ

+ xs

)
λ

− h(s, 0) + h(s, 0)

∣∣∣∣∣∣∣ ds
≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ(‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))‖B) ds

+ M̂

∫ t

0

η(s)

∥∥∥∥∥∥∥
z
ρ

(
s,
zs
λ

+ xs

)
λ

∥∥∥∥∥∥∥
B

ds+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds.
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Utilisons l'inégalité (3.16)

1

λ
|z(t)| ≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ(Kn|z(s)|+ cn)ds+ M̂

∫ t

0

η(s)

(
Kn

λ
|z(s)|+ cn

)
ds

+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds.

Considérons la fonction
u(t) := sup

θ∈[0,t]

|z(θ)|

et posons

c7,n := cn +KnM̂

∫ n

0

|h(s, 0)| ds.

Alors, de la croissance de ψ et le fait que 0 < λ < 1, on a :

Kn

λ
u(t) + cn ≤ c7,n +KnM̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ

(
Kn

λ
u(s) + cn

)
ds

+ KnM̂

∫ t

0

η(s)

(
Kn

λ
u(s) + cn

)
ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup

{
Kn

λ
u(s) + cn : 0 ≤ s ≤ t

}
, 0 ≤ t ≤ +∞.

Soit t? ∈ [0, t] telle que :

µ(t?) =
Kn

λ
u(t?) + cn.

De l'inégalité précédente, on a pour tout t ∈ [0, n] et pour un certain 0 < λ < 1

µ(t) ≤ c7,n +KnM̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds+KnM̂

∫ t

0

η(s)µ(s)ds.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Prenons le côté droit de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors, on a :

µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n].

De la dé�nition de v, on a :

v(0) = c7,n et v′(t) = KnM̂ [nSnp(t)ψ(µ(t)) + η(t)µ(t)] p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ, on obtient :

v′(t) ≤ KnM̂ [nSnp(t)ψ(v(t)) + η(t)v(t)] p. p. t ∈ [0, n]

Alors, utilisons (3.15) pour chaque t ∈ [0, n] pour avoir
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∫ v(t)

c7,n

ds

s+ ψ(s)
≤ KnM̂

∫ t

0

max(nSnp(s); η(s)) ds

≤ KnM̂

∫ n

0

max(nSnp(s); η(s)) ds

<

∫ +∞

c7,n

ds

s+ ψ(s)
.

Ainsi, pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn et
par conséquent µ(t) ≤ Λn. Puisque : ‖z‖n ≤ µ(t), on a : ‖z‖n ≤ Λn. Cela montre que
l'ensemble Γ est borné. Alors l'alternative (Av2) dans le Théorème 1.9.2 n'est pas véri�ée.
L'alternative non linéaire d'Avramescu implique que : (Av1) est satisfaite, nous déduisons
que l'opérateur F +G a un un point �xe z?. Alors y?(t) = z?(t) +x(t), t ∈]−∞,+∞[ est
un point �xe de l'opérateur N7 qui est une solution faible du problème (3.3).

3.4.3 Exemple

Considérons l'équation aux dérivées partielles suivante

∂u

∂t
(t, ξ) =

∂2u(t, ξ)

∂ξ2
+ a0(t, ξ)u(t, ξ)

+

∫ 0

−∞
a1(s− t)u

[
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

]
ds

+

∫ 0

−∞
a3(s− t)u

[
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

]
ds,

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(θ, ξ) = u0(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π],

(3.17)

où a0(t, ξ) est une fonction continue et est continue uniformément au sens de Hölder en t ;
η : R2

− → R, a1, a3 : R− → R et a2 : [0, π] → R, ρi : [0,+∞[→ R sont des fonctions
continue pour i = 1, 2.

Théorème 3.4.2. Soient B = BUC(R−;E) et φ ∈ B. Supposant que la condition (Hφ)
est véri�ée, α : R2

− → R, a1, a3 : R− → R, a2 : [0, π] → R et ρi : R+ → R−, i = 1, 2 sont
continues. Alors il existe au moins une solution faible de (2.15).

Preuve. Sous les hypothèses, on a que :

f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−r
a1(s)ψ(s, ξ)ds,

h(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−r
a3(s)ψ(s, ξ)ds

et

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)



70 CHAP. 3 ÉQS. INTEGRO-DIFF. PERTURBÉES D'ÉVO. AVEC R.D.É.

sont des fonctions bien de�nées, qui permet de transformer le système (3.17) en système
abstract (3.3). En plus, les fonctions f et h sont des fonctions linéaires et bornées. Main-
tenant, l'existence des solutions faibles peut être déduit à partir d'une application directe
du Théorème 3.4.1.
À partir de la Remarque 1.7.1, on a le résultat suivant

Corollaire 3.4.1. Soit φ ∈ B une fonction continue et bornée. Alors il existe une solution
faible de (3.17) sur R.

3.5 Problème de Type Neutre à Retard In�ni

3.5.1 Solution faible et hypothèses

Avant d'énoncer et de prouver le résultat principal, nous donnons d'abord la dé�nition
d'une solution faible du problème d'évolution intégro-di�érentiel perturbé de type neutre
à retard dépendant de l'état (3.4).

Dé�nition 3.5.1. On dit que la fonction y(·) : R→ E est une solution faible de (3.4) si
y(t) = φ(t) pour tout t ≤ 0 et y satisfait l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0)[φ(0)− g(0, φ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)h(s, yρ(s,ys))ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys))drds ∀t ∈ J.
(3.18)

Considérons les hypothèses précédentes et nous aurons besoin des hypothèses suivantes
et nous aurons besoin d'introduire les hypothèses suivantes qui sont supposées ici

(G1) Il existe une constante M0 > 0 telle que :

‖A−1(t)‖B(E) ≤M0 pour tout t ∈ J.

(G2) Il existe une constante 0 < L <
1

M0Kn

telle que :

|A(t) g(t, φ)| ≤ L (‖φ‖B + 1) pour tout t ∈ J et φ ∈ B.

(G3) Il existe une constante L∗ > 0 telle que :

|A(s) g(s, φ)− A(s) g(s, φ)| ≤ L∗ (|s− s|+ ‖φ− φ‖B)

pour tout s, s ∈ J et φ, φ ∈ B.
(G4) La fonction g est complètement continue et pour tout ensemble borné Q ⊂ B

l'ensemble {t→ g(t, xρ(t,yt)) : x ∈ Q} est équi-continu dans C(J,E).

Fixons τ >
(
1−M0L∗Kn

)−1
. Pour chaque n ∈ N, on dé�nit dans B+∞ la semi-norme

par :
‖y‖n := sup { e−τ L∗

n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] },

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = M̂Kn[L∗ + η(t)] et η est la fonction de (H5).

Alors B+∞ est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes ‖ · ‖n∈N.
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3.5.2 Résultat d'existence

Théorème 3.5.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaites et de plus
pour tout n ∈ N, on a :∫ +∞

c8,n

ds

s+ ψ(s)
>

KnM̂

1−M0LKn

∫ n

0

max(L+ η(s), nSnp(s)) ds (3.19)

avec cn =
(
KnM̂H +Mn + Lφ

)
‖φ‖B et

c8,n := cn +

Kn

[(
M̂ + 1

)
M0L+ M̂M0L‖φ‖B + M̂Ln+M0Lcn + M̂

∫ n

0

|h(s, 0)| ds
]

1−M0LKn

.

Alors le problème (3.4) a une solution faible.

Preuve. Considérons l'opérateur N8 : B+∞ → B+∞ dé�ni par :

N8(y)(t) =



φ(t), si t ∈ R− ;

U(t, 0) [φ(0)− g(0, φ)] + g(t, yρ(t,yt))

+

∫ t

0

U(t, s)A(s) g(s, yρ(s,ys)) ds+

∫ t

0

U(t, s) h(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys)) drds, si t ∈ J .

Alors, les points �xes de l'opérateur N8 sont des solutions faibles du problème (3.4).

Pour φ ∈ B, considérons la fonction x(.) : R→ E dé�nie comme ci-dessous par :

x(t) =

{
φ(t), si t ≤ 0;

U(t, 0) φ(0), si t ∈ J.

Alors x0 = φ. Pour chaque fonction z ∈ B+∞, soit

y(t) = z(t) + x(t)

Il est clair que y satisfait (3.18) si et seulement si z satisfait z0 = 0 et

z(t) = g(t, zρ(s,zt+xt) + xρ(s,zt+xt))− U(t, 0)g(0, φ)

+

∫ t

0

U(t, s)A(s) g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)) ds

+

∫ t

0

U(t, s) h(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)) ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)) drds.

Soit
B0

+∞ = {z ∈ B+∞ : z0 = 0} .
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Dé�nissons les opérateurs F,G : B0
+∞ → B0

+∞ par :

F (z)(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)) drds

et
G(z)(t) = g(t, zρ(s,zt+xt) + xρ(s,zt+xt))− U(t, 0)g(0, φ)

+

∫ t

0

U(t, s)A(s) g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)) ds

+

∫ t

0

U(t, s) h(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)) ds.

Évidemment, l'opérateur N8 ayant un point �xe est équivalent à F +G ayant un, donc
il faut prouver que : F +G a un point �xe.

Dans la Section 3.4.2, nous avons montré en trois étapes que : F est continu et com-
pact. Reste à montrer que : G est une contraction et que nous n'avons pas l'alternative
(Av2) du Théorème 1.9.2.

Etape 4 : G est une contraction. Soient z, z ∈ B0
+∞. Par (H1), (H5), (G1) et (G2),

on a pour chaque t ∈ [0, n] et n ∈ N

|G(z)(t)−G(z)(t)| ≤
≤ ‖A−1(t)‖B(E) |A(t)[g(t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt))− g(t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt))]|

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)|A(s)[g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))− g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))]| ds

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E) |h(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))− h(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))| ds,

≤M0L∗‖zρ(t,zt+xt) − zρ(t,zt+xt)‖B +

∫ t

0

M̂L∗‖zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)‖B ds

+

∫ t

0

M̂η(s)‖zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)‖B ds.

Utilisons l'inégalité (3.16) pour obtenir :

|G(z)(t)−G(z)(t)| ≤ M0L∗Kn|z(t)− z(t)|+
∫ t

0

M̂L∗Kn|z(s)− z(s)| ds

+

∫ t

0

M̂Kn η(s)|z(s)− z(s)| ds,

≤ M0L∗Kn|z(t)− z(t)|+
∫ t

0

M̂Kn[L∗ + η(s)]|z(s)− z(s)| ds,

≤ M0L∗Kn |z(t)− z(t)|+
∫ t

0

ln(s) |z(s)− z(s)|ds,

≤
[
M0L∗Kn e

τ L∗
n(t)
] [

e−τ L∗
n(t) |z(t)− z(t)|

]
+

∫ t

0

[
ln(s) eτ L∗

n(s)
] [

e−τ L∗
n(s) |z(s)− z(s)|

]
ds.
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Il en découle

|G(z)(t)−G(z)(t)| ≤ M0L∗Kn e
τ L∗

n(t) ‖z − z‖n +

∫ t

0

[
eτ L∗

n(s)

τ

]′
ds ‖z − z‖n,

≤
[
M0L∗Kn +

1

τ

]
eτ L∗

n(t) ‖z − z‖n.

Donc

‖G(z)−G(z)‖n ≤
[
M0L∗Kn +

1

τ

]
‖z − z‖n.

Alors pour M0L∗Kn +
1

τ
< 1, l'opérateur G est une contraction pour tout n ∈ N.

Etape 5 : Pour appliquer le théorème (1.9.2), il faut exclure l'alternative (Av2) c'est-à-
dire qu'il reste à montrer que l'ensemble

Γ̃ =
{
z ∈ B0

+∞ : z = λF (z) + λG
(z
λ

)
pour 0 < λ < 1

}
est borné.

Soit z ∈ Γ̃. Par (H1), (H2), (H4), (H5), (G1) et (G2), on a pour chaque t ∈ [0, n]

|z(t)|
λ

≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)||f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))| drds

+ ‖A−1(t)‖B(E)

∣∣∣∣A(t)g

(
t,
zρ(s,

zt
λ

+xt)

λ
+ xρ(s,

zt
λ

+xt)

)∣∣∣∣
+ ‖U(t, 0)‖B(E)‖A−1(0)‖B(E)|A(0)g(0, φ)|

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣A(s) g
(
s,
zρ(s, zs

λ
+xs)

λ
+ xρ(s, zs

λ
+xs)

)∣∣∣ ds
+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣h(s, zρ(s, zs
λ

+xs)

λ
+ xρ(s, zs

λ
+xs)

)
− h(s, 0) + h(s, 0)

∣∣∣ ds,
≤ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ
(
‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B

)
ds

+ M0L

(∥∥∥∥zρ(s,
zt
λ

+xt)

λ
+ xρ(s,

zt
λ

+xt)

∥∥∥∥
B

+ 1

)
+ M̂M0L (‖φ‖B + 1)

+ M̂L

∫ t

0

(∥∥∥zρ(s, zs
λ

+xs)

λ
+ xρ(s, zs

λ
+xs))

∥∥∥
B

+ 1
)
ds

+ M̂

∫ t

0

η(s)
∥∥∥zρ(s, zs

λ
+xs)

λ
+ xρ(s, zs

λ
+xs)

∥∥∥
B
ds+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds,

≤
(
M̂ + 1

)
M0L+ M̂M0L‖φ‖B + M̂Ln+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds

+ M0L
(
‖zρ(s,zt+xt) + xρ(s,zt+xt)‖B

)
+ M̂

∫ t

0

[L+ η(s)]‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))‖B ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ
(
‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B

)
ds.
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Utilisons la Proposition 1.7.2 et (A1) pour avoir∥∥∥∥∥∥∥
z
ρ

(
s,
zs
λ

+ xs

)
λ

+ x
ρ

(
s,
zs
λ

+ xs

)
∥∥∥∥∥∥∥
B

≤ 1

λ

∥∥∥∥∥∥zρ(s, zs
λ

+ xs

)
∥∥∥∥∥∥
B

+

∥∥∥∥∥∥xρ(s, zs
λ

+ xs

)
∥∥∥∥∥∥
B

≤ Kn

λ
|z(s)|+ Mn + Lφ

λ
‖z0‖B +Kn|x(s)|

+
(
Mn + Lφ

)
‖x0‖B

≤ Kn

λ
|z(s)|+Kn‖U(s, 0)‖B(E)|φ(0)|

+
(
Mn + Lφ

)
‖φ‖B

≤ Kn

λ
|z(s)|+

(
KnM̂H +Mn + Lφ

)
‖φ‖B.

Pour cn :=
(
KnM̂H +Mn + Lφ

)
‖φ‖B, on an∥∥∥∥∥∥∥

z
ρ

(
s,
zs
λ

+ xs

)
λ

+ x
ρ

(
s,
zs
λ

+ xs

)
∥∥∥∥∥∥∥
B

≤ Kn

λ
|z(s)|+ cn. (3.20)

Utilisons ceci pour calculer les estimations précédentes

|z(t)|
λ

≤
(
M̂ + 1

)
M0L+ M̂M0L‖φ‖B + M̂Ln+ M̂

∫ t

0

|h(s, 0)| ds

+ M0L

(
Kn

λ
|z(t)|+ cn

)
+ M̂

∫ t

0

[L+ η(s)]

(
Kn

λ
|z(s)|+ cn

)
ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ (Kn|z(s)|+ cn) ds.

Considérons la fonction u(·) précédemment dé�nie et la croissance de ψ pour avoir pour
un certain 0 < λ < 1(

1−M0LKn

) u(t)

λ
≤

(
M̂ + 1

)
M0L+ M̂M0L‖φ‖B + M̂Ln+M0Lcn

+ M̂

∫ n

0

|h(s, 0)| ds+ M̂

∫ t

0

[L+ η(s)]

(
Kn

λ
u(s) + cn

)
ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ

(
Kn

λ
u(s) + cn

)
ds.

Pour c8,n := cn+

Kn

[(
M̂ + 1

)
M0L+ M̂M0L‖φ‖B + M̂Ln+M0Lcn + M̂

∫ n

0

|h(s, 0)| ds
]

1−M0LKn

.

L'estimation précédente devient :

Kn

λ
u(t) + cn ≤ c8,n +

KnM̂

1−M0LKn

∫ t

0

[L+ η(s)]

(
Kn

λ
u(s) + cn

)
ds

+
KnM̂nSn

1−M0LKn

∫ t

0

p(s) ψ

(
Kn

λ
u(s) + cn

)
ds.



3.5. PROBLÈME DE TYPE NEUTRE À RETARD INFINI 75

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup

{
Kn

λ
u(s) + cn : 0 ≤ s ≤ t

}
, 0 ≤ t ≤ +∞

Soit t? ∈ [0, t] telle que :

µ(t) =
Kn

λ
u(t?) + cn.

Par l'inégalité précédente, on a npour t ∈ [0, n]

µ(t) ≤ c8,n +
KnM̂

1−M0LKn

∫ t

0

[L+ η(s)]µ(s) ds+
KnM̂nSn

1−M0LKn

∫ t

0

p(s) ψ (µ(s)) ds.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Prenons le côté droit de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors On a

µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n].

De la dé�nition de v, on obtient : v(0) = c8,n et

v′(t) =
KnM̂

1−M0LKn

[L+ η(t)] µ(t) +
KnM̂nSn

1−M0LKn

p(t) ψ (µ(t)) p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ pour avoir

v′(t) ≤ KnM̂

1−M0LKn

[L+ η(t)] v(t) +
KnM̂nSn

1−M0LKn

p(t) ψ (v(t)) p. p. t ∈ [0, n].

Alors utilisons (3.19) on obtient pour chaque t ∈ [0, n]

∫ v(t)

c8,n

ds

s+ ψ(s)
≤ KnM̂

1−M0LKn

∫ t

0

max(L+ η(s), nSnp(s)) ds

≤ M̂Kn

1−M0LKn

∫ n

0

max(L+ η(s), nSnp(s)) ds

<

∫ +∞

c8,n

ds

s+ ψ(s)
.

Ainsi, pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn et
par conséquent µ(t) ≤ Λn. Puisque : ‖z‖n ≤ µ(t), on a nnnn‖z‖n ≤ Λn. Cela montre
que l'ensemble Γ̃ est borné. Ensuite, l'alternative (Av2) dans le Théorème 1.9.2 n'est pas
veri�ée. L'alternative non linéaire d'Avramescu (Av1) donne que l'opérateur F +G a un
point �xe z?. Alors y?(t) = z?(t) + x(t), t ∈] −∞,+∞[ est un point �xe de l'opérateur
N8 qui est une solution faible du problème (3.4).
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3.5.3 Exemple

Considérons les équations aux dérivées partielles de type neutre

∂

∂t

[
u(t, ξ)−

∫ 0

−∞
a3(s− t)u

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
ds

]
=
∂2u(t, ξ)

∂ξ2
+ a0(t, ξ)u(t, ξ)

+

∫ 0

−∞
a1(s− t)u

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
ds

+

∫ 0

−∞
a4(s− t)u

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
ds,

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

v(t, 0) = v(t, π) = 0, t ≥ 0,

v(θ, ξ) = v0(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π],

(3.21)

où ai, ρj comme dans (3.17) pour i = 0, 1, 2, 3 et j = 1, 2. Soit a4 : R− → R une fonction
continue.

Théorème 3.5.2. Soient B = BUC(R−;E) et φ ∈ B. Supposons que la condition (Hφ)
est véri�e et le fait que les fonctions a1, a3, a4 : R− → R, a2 : [0, π] → R et ρi : R+ → R
pour i = 1, 2 sont continues. Alors il existe une solution faible de (3.21) sur ]−∞,+∞[.

Preuve. À partir des hypothèses, on an

I(t, ψ)(ξ) = α(t, ξ),

f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a1(s)ψ(s, ξ)ds,

g(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a3(s)ψ(s, ξ)ds,

h(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−r
a4(s)ψ(s, ξ)ds

et

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)

sont des fonctions bien dé�nies, qui permettent de transformer le système (3.21) en un
système abstrait (4.4). En plus, les fonctions f , g et h sont linéaires et bornées. Maintenant,
l'existence d'une solution faible peut être déduite à partir d'une application directe du
Théorème 3.5.1.

À partir de la Remarque 1.7.1, on a nle résultat suivant :

Corollaire 3.5.1. Pour φ ∈ B est une fonction continue et bornée, il existe une solution
faible de (3.21) sur ]−∞,+∞[.



Chapitre 4

Contrôlabilité pour des Équations
Intégro-di�érentielles d'Évolution à
Retard Dépendant de l'État

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la contrôlabilité des solutions faibles sur la demi-
droite réelle positive de quatre classes d'équations intégro-di�érentielles d'évolution par-
tielles et celles de type neutre à retard �ni et in�ni dépendant de l'état en appliquant
l'alternative non linéaire d'Avramescu sur les espaces de Fréchet [10].

Premièrement, nous considérons la contrôlabilité des solutions faibles démontrée dans
la Section 4.2 pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution avec
retard �ni dépendant de l'état

y′(t) = A(t)y(t) + Cu(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(4.1)

où f : J × C(H;E)→ E, I : J × J → R, ρ : J × C(H;E)→ R et ϕ ∈ C(H;E) sont des
fonctions données, C est un opérateur linéaire borné de E dans E et {A(t)}t≥0 est une
famille dé�nie précédemment.

Une extension de ce problème de contrôle pour le type neutre est donnée dans la
Section 4.3 pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution de type
neutre avec retard �ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) + Cu(t)

+

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(4.2)

où A(·), f , C, I et ϕ sont dé�nies dans le problème (4.1) et g : J ×C(H;E)→ E est une
fonction donnée.

77
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La contrôlabilité des solutions faibles est démontrée dans la Section 4.4 citée dans [63]
pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles d'évolution avec retard in�ni
dépendant de l'état

y′(t) = A(t)y(t) + Cu(t) +

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(4.3)

où f : J × C(H;E) → E, I : J × J → R, ρ : J × B → R et φ ∈ B sont des fonctions
données, C est un opérateur linéaire borné de E dans E et B et {A(t)}t≥0 sont déjà dé�nis.

Une extension de ce problème de contrôle pour le type neutre est donnée dans la
Section 4.5 citée dans [63] pour la classe suivante des équations intégro-di�érentielles
d'évolution de type neutre avec retard in�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] = A(t)y(t) + Cu(t)

+

∫ t

0

I(t, s)f(s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(4.4)

où A(·), f , C, I et φ sont dé�nies dans le problème (4.3) et g : J×B → E est une fonction
donnée.

En�n, quatre exemples seront donnés à la �n de chaque Section pour illustrer les
résultats obtenus.

4.2 Problème à Retard Fini

4.2.1 Solution faible et hypothèses

Rappelons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-di�érentiel
d'évolution (4.1) :

Dé�nition 4.2.1. On dit que la fonction y(·) : R→ E est une solution faible de (4.1) si
y(t) = ϕ(t) pour tout t ≤ 0 et y satisfaite l'equation intégrale suivante

y(t) = U(t, 0)ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)Cu(s)ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds pour tout t ≥ 0.

(4.5)

Dé�nition 4.2.2. Le problème intégro-di�érentiel d'évolution (4.1) est dit contrôllable si
pour tout fonction initiale ϕ ∈ C(H;E) et ŷ ∈ E, il existe, pour quelque n > 0, quelque
contrôle u ∈ L2([0, n];E) tel que : la solution faible y(.) de (4.1) satisfaite la condition
�nale y(n) = ŷ.
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Supposons que : ρ : J×C(H;E)→ [−r,+∞[ est une fonction continue et considérons
l'ensemble suivant :

R(ρ−) = {ρ(s, ϕ) : (s, ϕ) ∈ J × C(H;E), ρ(s, ϕ) ≤ 0}.

Introduisons l'hypothèse suivante :
(Hϕ) La fonction t→ ϕt est continue de R(ρ−) dans C(H;E) et il existe une fonction

continue et bornée Lϕ : R(ρ−)→]0,+∞[ telle que :

‖ϕt‖ ≤ Lϕ(t)‖ϕ‖ pour tout t ∈ R(ρ−). (4.6)

On considère les hypoyhèses suivantes :

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothèses suivantes :
(H0) U(t, s) est compact pour t− s > 0.

(H1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 telle que :

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂ pour tout (t, s) ∈ ∆.

(H2) Il existe une fonction ψ : J →]0,+∞[ continue et croissante et il existe une
fonction p ∈ L1

loc(J ;R+) telles que :

|f(t, u)| ≤ p(t) ψ(‖u‖) p. p. t ∈ J, ∀u ∈ C(H;E).

(H3) Pour tout R > 0, il existe une fonction lR ∈ L1
loc(J ;R+) tel que :

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ lR(t) ‖u− v‖

∀u, v ∈ C(H;E) avec ‖u‖ ≤ R et ‖v‖ ≤ R.
(H4) Pour tout t ∈ J , I(t,s) est mesurable sur [0, t] et

I(t) = sup
0≤s≤t

|I(t, s)|

est bornée sur [0, n] ; soit
Sn = ess sup

t∈[0,n]

I(t).

(H6) Pour tout n ∈ N l'opérateur linéaire W : L2([0, n];E)→ E est dé�ni par :

Wu =

∫ n

0

U(n, s)Cu(s)ds,

a un opérateur pseudo-inversible W̃−1 qui prend des valeurs dans L2([0, n];E)/kerW

et il existe deux constantes positives M̃ et M̃1 tels que :

‖C‖ ≤ M̃ et ‖W̃−1‖ ≤ M̃1.

La notion du pseudo-inverse est donné dans le livre de Carmichael et Quinn [32].

Dé�nissons pour tout n ∈ N dans C([−r,+∞[;E) la famille de semi-norme par :

‖y‖n = sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] }

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = M̂nSnln(t) et ln est la fonction dans (H3).

Alors C([−r,+∞[;E) est un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes
‖ · ‖n∈N. Dans ce qui suit, nous allons choisir τ > 1.
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4.2.2 Résultat de Contrôlabilité

Théorème 4.2.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaites et de plus il
existe une constante M? > 0 tel que :

M?

c9,n + M̂nSn

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
ψ(M?)‖p‖L1

> 1, for each n ∈ N. (4.7)

avec c9,n := M̂M̃M̃1n|ŷ| +
[
M̂H(1 + M̂M̃M̃1n) + Lϕ

]
‖ϕ‖. Alors, le problème intégro-

di�érentiel d'évolution (4.1) est contrôlable sur [−r,+∞[.

Preuve. Transformons le problème (4.1) en un problème de point �xe dans l'espace
de Fréchet précédent. Considérons l'opérateur N9 : C([−r,+∞[;E) → C([−r,+∞[;E)
dé�ni par :

N9(y)(t) =



ϕ(t), si t ∈ H ;

U(t, 0)ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)Cuy(s)ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds, si t ≥ 0.

Pour une fonction arbitraire y(.) on dé�nit le contrôle

uy(t) = W̃−1[ŷ − U(n, 0)ϕ(0)−
∫ n

0

U(n, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds]

On obtient par (H1), (H4) et (H6)

|uy(t)| ≤ ‖W̃−1‖ [|ŷ|

+‖U(t, 0)‖B(E)|ϕ(0)|+
∫ n

0

‖U(n, τ)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)||f(τ, yρ(τ,yτ ))|drdτ
]
,

≤ M̃1

[
|ŷ|+ M̂H‖ϕ‖+ M̂nSn

∫ n

0

|f(s, yρ(s,ys))|ds
]
.

En utilisant (H2), on annnn

|uy(t)| ≤ M̃1

[
|ŷ|+ M̂H‖ϕ‖+ M̂nSn

∫ n

0

|f(s, yρ(s,ys))|ds
]
. (4.8)

Utilisons ce contrôle et montrons que N9 admet un point �xe y(·). Alors y(·) est une
solution faible du problème intégro-di�érentiel d'évolution (4.1).

On dé�nit les opérateurs F,G : C([−r,+∞[;E)→ C([−r,+∞[;E) par :

F (y)(t) =


ϕ(t), si t ∈ H ;

U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)Cuy(s)ds, si t ∈ J .



4.2. PROBLÈME À RETARD FINI 81

et

G(y)(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds.

Évidemment, l'opérateur N9 a un point �xe équivalent à F en a un, donc il faut prou-
ver que : F +G a un point �xe. La preuve sera donnée en plusieurs étapes. Nous montrons
d'abord que : F est continu et compact.

Etape 1 : Premièrement, on montre la continuité de F . Soit (yn)n∈N ⊂ C([−r,+∞[;E)
une suite tel que : yn → y. Par les hypothèses (H1), (H4) et (4.8), on a pour chaque
t ∈ [0, n]

|F (yn)(t)− F (y)(t)| ≤ M̂M̃

∫ t

0

|uyn(s)− uy(s)|ds

≤ M̂2M̃M̃1nSn

∫ t

0

∫ n

0

|f(τ, ynρ(τ,ynτ ))− f(τ, yρ(τ,yτ ))|dτds,

≤ M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

|f(s, ynρ(s,yns))− f(s, yρ(s,ys))|ds.

Puisque : f est continue, on obtient par le théorème de la convergence dominée de
Lebesgue

|F (yn)(t)− F (y)(t)| → 0 quand n→ +∞.

Donc : F est continu.
Etape 2 : F transforme tout borné de C([−r,+∞[;E) en ensembles bornés ; i,e. pour
chaque d > 0, il existe une constante positive ` telle que pour chaque
y ∈ Bd = {y ∈ C([−r,+∞[;E) : ‖y‖n ≤ d}, on a : ‖F (y)‖n ≤ `.

Soit y ∈ Bd, des hypothèses (H1), (H2), (H4) et (4.8), on a pour tout t ∈ [0, n]

|F (y)(t)| ≤ M̂M̃

∫ t

0

M̃1

[
|ŷ|+ M̂H‖ϕ‖+ M̂nSn

∫ n

0

p(r) ψ(‖yρ(r,yr)‖) dr
]
ds,

≤ M̂M̃M̃1n

[
|ŷ|+ M̂H‖ϕ‖+ M̂nSn

∫ n

0

p(s) ψ(‖yρ(s,ys)‖)ds
]
.

De (3.8) et en utilisant la croissance de ψ, on a pour t ∈ [0, n]

|F (y)(t)| ≤ M̂M̃M̃1n
[
|ŷ|+ M̂H‖ϕ‖+ M̂nSnψ(δn)‖p‖L1

]
:= %d.

Alors il existe une constante positive %d telle quenn ‖F (y)‖n ≤ %d. Alors F (Bd) ⊂ B%d .

Etape 3 : F transforme les ensembles bornés en ensembles équi-continus de C([−r,+∞[;E).
Considérons Bd comme à l'étape 2 et on montre quenn F (Bd) est équi-continu. Soient
τ1, τ2 ∈ J avec τ1 < τ2 et y ∈ Bd.

|F (y)(τ2)− F (y)(τ1)| ≤
∫ τ1

0

‖U(τ2, s)− U(τ1, s)‖B(E) ‖C‖|uy(s)| ds

+

∫ τ2

τ1

‖U(τ2, s)‖B(E) ‖C‖|uy(s)| ds.
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Par l'inégalité (4.8) et la croissance de ψ, on obtient :

|uy(t)| ≤ M̃1

[
|ŷ|+ M̂H‖ϕ‖+ M̂ nSnψ(δn) ‖p‖L1

]
:= ω. (4.9)

Alors

|F (y)(τ2)− F (y)(τ1)| ≤ ‖C‖B(E) ω

∫ τ1

0

‖U(τ2, s)− U(τ1, s)‖B(E) ds

+ ‖C‖B(E) ω

∫ τ2

τ1

‖U(τ2, s)‖B(E) ds.

Notons que le second membre de l'inégalité tend vers zéro quand τ2 − τ1 → 0. Comme
U(t, s) est continu et compact pour t > s, alors on a la continuité de l'opérateur uniforme
dans la topologie (voir [3, 69]). En conséquence des étapes 1 à 3 et d'après le théorème
d'Arzelá-Ascoli, il su�t de montrer que l'opérateur F transforme Bd en un ensemble
pré-compact dans E.

Soit t ∈ J �xé et soit ε un nombre réel satisfait 0 < ε < t. Pour y ∈ Bd, on dé�nit

Fε(y)(t) = U(t, t− ε)
∫ t−ε

0

U(t− ε, s) C uy(s) ds.

Comme U(t, s) est un opérateur compact, l'ensemble Zε(t) = {Fε(y)(t) : y ∈ Bd} est
pré-compact dans E pour chaque ε, 0 < ε < t. De plus, en utilisant (3.8), (H1), (H2) et
la croissance de ψ, on obtient :

|F (y)(t)− Fε(y)(t)| ≤
∫ t

t−ε
‖U(t, s)‖B(E) ‖C‖ |uy(s)| ds

≤ ‖C‖B(E) ω

∫ t

t−ε
‖U(t, s)‖B(E) ds.

Par conséquent, l'ensemble Z(t) = {F (y)(t) : y ∈ Bd} est totalement borné donc relati-
vement compact dans E. Donc, nous déduisons de Steps 1, 2 et 3 que : F est un opérateur
compact.

Etape 4 : Nous montrerons maintenant que l'opérateur G est une contraction. Soient
y, y ∈. Par les hypothèses (H1), (H3), (H4) et (3.8), on obtient pour chaque t ∈ [0, n] et
n ∈ N

|G(y)(t)−G(y)(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)‖
∣∣f(r, yρ(r,yr))− f(r, yρ(r,yr)

)
∣∣ drds

≤
∫ t

0

M̂ n Sn ln(s) ‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖ds

≤
∫ t

0

[
ln(s) eτL

∗
n(s)
] [

e−τL
∗
n(s) |y(s)− y(s)|

]
ds

≤
∫ t

0

[
eτ L∗

n(s)

τ

]′
ds ‖y − y‖n

≤ 1

τ
eτ L∗

n(t) ‖y − y‖n.
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Donc,

‖G(y)−G(y)‖n ≤
1

τ
‖y − y‖n.

Alors, l'opérateur G est une contraction pour tout n ∈ N.
Etape 5 : Pour appliquer le théorème (1.9.2), nous devons véri�er que : (Av2) n'est pas
satisfaite i.e. il reste à montrer que l'ensemble

E =
{
y ∈ C([−r,+∞[;E) : y = λ F (y) + λ G

(y
λ

)
pour quelque 0 < λ < 1

}
est borné.

Soit y ∈ E . Par les hypothèses (H1), (H2), (H4) et (H6) et par le contrôle (4.8), on
a pour chaque t ∈ [0, n]

|y(t)|
λ

≤ ‖U(t, 0)‖B(E) |ϕ(0)|+
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)‖C‖|uy(s)|ds

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|
∣∣∣∣f (r, yρ(r, yr

λ
)

λ

)∣∣∣∣ drds
≤ M̂H‖ϕ‖+ M̂M̃M̃1n

[
|ŷ|+ M̂H‖ϕ‖+ M̂nSn

∫ n

0

p(s)ψ(‖yρ(s,ys)‖)ds
]

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ

(∥∥∥∥yρ(s, ys
λ

)

λ

∥∥∥∥) ds
≤ M̂M̃M̃1n|ŷ|+

[
1 + M̂M̃M̃1n

]
M̂H‖ϕ‖

+ M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

p(s)ψ(‖yρ(s,ys)‖)ds+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ

(∥∥∥∥yρ(s, ys
λ

)

λ

∥∥∥∥) ds.
Posons c9,n := M̂M̃M̃1n|ŷ|+

[
M̂H(1 + M̂M̃M̃1n) + Lϕ

]
‖ϕ‖ et utilisons l'inégalité (3.8)

et le fait que ψ est croissante, on obtient donc pour 0 < λ < 1

|y(t)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖ ≤ Lϕ‖ϕ‖+ M̂M̃M̃1n|ŷ|+
[
1 + M̂M̃M̃1n

]
M̂H‖ϕ‖

+ M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

p(s)ψ(|y(s)|+ Lϕ‖ϕ‖)ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ

(
|y(s)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖
)
ds,

≤ c9,n + M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

p(s)ψ

(
|y(s)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖
)
ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ

(
|y(s)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖
)
ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup

{
|y(s)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖ : s ∈ [0, t]

}
pour tout t ∈ J.

Soit t? ∈ [0, t] tel que :
µ(t?) = u(t?) + Lϕ‖ϕ‖.
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De l'inégalité précédente, nous avons pour tout t ∈ [0, n]

µ(t) ≤ c9,n + M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

p(s)ψ(µ(s))ds+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ (µ(s)) ds.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Ainsi

µ(t) ≤ c9,n + M̂nSn

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)∫ n

0

p(s)ψ(µ(s))ds.

Par conséquent,

‖y‖n
c9,n + M̂nSn

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
ψ(‖y‖n)‖p‖L1

≤ 1.

Alors par la condition (4.7), il existe une constante Mn
? telle que : µ(t) ≤Mn

? . Comme
‖y‖n ≤ µ(t), on a : ‖y‖n ≤ Mn

? . Cela montre que l'ensemble E est borné, c'est-à-dire
l'alternative (Av2) dans le Théorème 1.9.2 n'est pas véri�ée. Alors l'alternative nonlinéaire
d'Avramescu [10] implique que : (Av1) est véri�ée : c'est-à-dire l'opérateur F+G a un point
�xe y?. Alors, il existe au moins y?(t), t ∈ [−r,+∞[ qui est un point �xe de l'opérateur
N9, qui est une solution faible du problème (4.1). Ainsi le système d'évolution (4.1) est
contrôllable sur [−r,+∞[.

4.2.3 Exemple

Considérons le problème de contrôle suivant :

∂u(t, x)

∂t
= a(t, x)

∂2u(t, x)

∂x2
+ d(ξ)u(t) + a0(t, ξ)u(t, ξ)

+

∫ t

−r
η(t, s)F (s, u(s− r, x))ds, t ≥ 0, x ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(t, x) = Φ(t, x), x ∈ [−r, 0], x ∈ [0, π].

(4.10)

où r > 0 ; a(t, x) est une fonction continue et uniformement Hölderienne par rapport à
t ; η : R2

+ → R, F,G : R+ × R → R, d : [0, π] → E et Φ : [−r, 0] × [0, π] → R sont des
fonctions continues.

Soit u(·) une fonction de contrôle donnée dans L2(R+;E) l'espace de Banach des
fonctions de contrôles admissibles et C un opérateur linéaire borné de E dans E.

Pour x ∈ [0, π], on aura :

y(t)(x) = z(t, x) t ≥ 0,

I(t, s) = η(t, s) t, s ≥ 0,

f(t, yt)(x) = F (t, u(t− r, x)) t ≥ 0,

Cu(t)(x) = d(x)u(t) t ≥ 0, u ∈ R
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et

ϕ(t)(x) = Φ(t, x) t ∈ [−r, 0].

Ainsi, avec les dé�nitions ci-dessus de I, f C et A(.), le système (4.14) peut être
représenté par la forme abstraite du problème intégro-di�érentiel d'évolution (4.1). En
outre, plus de conditions appropriées sur F , d et η assurent la contrôlabilité de la solution
faible pour (4.14) par le Théorème 4.2.1.

4.3 Problème de Type Neutre à Retard Fini

4.3.1 Solution faible et hypothèses

Avant d'énoncer et de prouver notre deuxième résultat principal, nous dé�nissons
d'abord la solution faible correspondante et nous dé�nissons aussi le concept de contrôla-
bilité pour ce problème.

Dé�nition 4.3.1. On dit que la fonction y(·) : R→ E est une solution faible de (4.2) si
y(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ H et y satisfait l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0)[ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)Cu(s)ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys))drds pour tout t ≥ 0.

(4.11)

Dé�nition 4.3.2. Le problème d'évolution de type neutre (4.2) est dit contrôllable si
pour toute fonction initiale ϕ ∈ C(H;E), y? ∈ E et n ∈ N, il y a un certain contrôle
u ∈ L2([0, n];E) tel que la solution faible y(·) de (4.2) satisfait y(n) = y?.

On suppose ici que les hypothèses précédentes sont satifaites et nous aurons besoin
des hypothèses suivantes :

(G1) Il existe une constante M0 > 0 telle que :

‖A−1(t)‖B(E) ≤M0 ∀t ∈ J.

(G2) Il existe une constante 0 < L < M0
−1

telle que :

|A(t)g(t, ϕ)| ≤ L(‖ϕ‖+ 1) ∀t ∈ J et ∀ϕ ∈ C(H;E).

(G3) Il existe une constante L∗ > 0 telle que :

|A(s)g(s, ϕ)− A(s)g(s, ϕ)| ≤ L∗(|s− s|+ ‖ϕ− ϕ‖)

pour tout s, s ∈ J et pour ϕ, ϕ ∈ C(H;E).

Considérons maintenant que ln(t) = M̂ [L∗ + η(t)] et choisissons τ > [1−M0L∗]
−1.
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4.3.2 Résultat de Contrôlabilité

Théorème 4.3.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaits et de plus

M??

c10,n +
M̂

1−M0L

(
M̂M̃M̃1n+ nSn

)
[M?? + ψ(M??)] ψ(‖z‖n)‖ζ‖L1

> 1, (4.12)

où ζ(t) = max(L; p(t)) et c10,n = (Lϕ + M̂H)‖ϕ‖+
βn

1−M0L
avec

βn =
[
(M̂ + 1)M0L+ M̂Ln

] [
M̂M̃M̃1n+ 1

]
+ M̂M̃M̃1n

(
1 +M0L

)
|ŷ|

+
[(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
M0L

[
M̂ + Lϕ

]
+ M̂H

(
M̂M̃M̃1n+M0L

)]
‖ϕ‖.

Alors le problème d'évolution de type neutre (4.2) est contrôllable sur [r,+∞[.

Preuve. Considérons l'opérateur N10 : C([−r,+∞[;E)→ C([−r,+∞[;E) dé�ni par :

N10(y)(t) =



ϕ(t), si t ∈ H;

U(t, 0) [ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)Cu(s)ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys))drds, si t ∈ J.

Alors, les points �xes d'opérateur N10 sont des solutions faibles du problème (4.2).
Utilisons (H6), pour une fonction arbitraire y(·), on dé�nit le contrôle

uy(t) = W̃−1
[
y? − U(n, 0) (ϕ(0)− g(0, ϕ))− g(n, yρ(n,yn))

−
∫ n

0

U(n, τ)A(τ)g(τ, yρ(τ,yτ ))dτ −
∫ n

0

U(n, τ)

∫ s

0

I(s, r)f(τ, yρ(τ,yτ ))drdτ

]
(t).

Par (H1), (H2), (H4), (H6), (G1) et (G2), on obtient :

|uy(t)| ≤ M̃1

[
|y?|+ M̂

(
H +M0L

)
‖ϕ‖+

(
M̂ + 1

)
M0L+ M̂Ln

]
+ M̃1M0L‖yρ(n,yn)‖+ M̃1M̂L

∫ n

0

‖yρ(τ,yτ )‖dτ

+ M̃1M̂nSn

∫ n

0

p(τ)ψ(‖yρ(τ,yτ )‖)dτ.

(4.13)

En utilisant ce contrôle, l'opérateur N10 a un point �xe y(·). Alors y(·) est une solution
faible du système d'évolution de type neutre (4.2).

On dé�nit les opérateurs F,G : C([−r,+∞[;E) −→ C([−r,+∞[;E) par :

F (y)(t) = g(t, yρ(t,yt))− U(t, 0)g(0, ϕ)

+

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds+

∫ t

0

U(t, s)Cuy(s)ds
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et

G(y)(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys))drds.

Évidemment l'opérateur N10 a un point �xe est équivalent à F +G a un, donc il faut
prouver que : F +G a un point �xe.

On peut montrer comme dans Section 4.2.2 que l'opérateur F est continu et compact
et que l'opérateur G est une contraction. Pour appliquer l'alternative nonlinéaire d'Avra-
mescu, nous devons exclure (Av2) du Théorème 1.9.2 : c'est-à-dire qu'il reste à montrer
que l'ensemble suivant

Ẽ =
{
y ∈ C([−r,+∞[;E) : y = λF (y) + λG

(y
λ

)
for some 0 < λ < 1

}

est borné.

Soit y ∈ Ẽ . En utilisant les hypothèses (H1), (H2), (H4), (H6), (G1), (G2) et le
contrôle (4.13), on aura pour chaque t ∈ [0, n]

|y(t)|
λ

≤ ‖A−1‖B(E)|Ag(t, yρ(t,yt))|+ ‖U(t, 0)‖B(E)‖A−1‖B(E)|Ag(0, ϕ)|

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)|A(s)g(s, yρ(s,ys))|ds+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)‖C‖|uy(s)|ds

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|

∣∣∣∣∣∣∣f
s,

y
ρ

(
s,
ys
λ

)
λ


∣∣∣∣∣∣∣ drds,

≤
[
(M̂ + 1)M0L+ M̂Ln

] [
M̂M̃M̃1n+ 1

]
+ M̂M̃M̃1n|ŷ|

+ M̂
[
M0L

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
+ M̂M̃M̃1nH

]
‖ϕ‖

+ M̂M̃M̃1M0Ln‖yρ(n,yn)‖+M0L‖yρ(t,yt)‖+ M̂L

∫ t

0

‖yρ(s,ys)‖ ds

+ M̂2M̃M̃1Ln

∫ n

0

‖yρ(τ,yτ )‖ dτ + M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

p(τ) ψ(‖
(
yρ(τ,yτ )

)
‖) dτ

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ


∥∥∥∥∥∥∥
y
ρ

(
s,
yτ
λ

)
λ

∥∥∥∥∥∥∥
 ds.

Par l'inégalité (3.8), on obtient ‖yρ(n,yn)‖ ≤ |ŷ| + Lϕ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente devient
pour 0 < λ < 1
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|y(t)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖ ≤ Lϕ‖ϕ‖+
[
(M̂ + 1)M0L+ M̂Ln

] [
M̂M̃M̃1n+ 1

]
+ M̂M̃M̃1n|ŷ|

+ M̂
[
M0L

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
+ M̂M̃M̃1nH

]
‖ϕ‖

+ M̂M̃M̃1M0Ln (|ŷ|+ Lϕ‖ϕ‖) +M0L
(
|y(t)|+ Lϕ + M̂H‖ϕ‖

)
+ M̂L

∫ t

0

(|y(s)|+ Lϕ)‖ϕ‖) ds+ M̂2M̃M̃1Ln

∫ n

0

(|y(τ)|+ Lϕ‖ϕ‖) dτ

+ M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

p(τ) ψ (|y(τ)|+ Lϕ‖ϕ‖) dτ

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ

(
|y(s)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖
)
ds.

Posons

βn :=
[
(M̂ + 1)M0L+ M̂Ln

] [
M̂M̃M̃1n+ 1

]
+ M̂M̃M̃1n

(
1 +M0L

)
|ŷ|

+
[(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
M0L

[
M̂ + Lϕ

]
+ M̂H

(
M̂M̃M̃1nM0L

)]
‖ϕ‖.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup
s∈[0,t]

|y(s)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖ pour t ∈ J.

Soit t? ∈ [0, t] tel que :

µ(t?) =
|y(t?)|
λ

+ Lϕ‖ϕ‖.

Par l'inégalité précédente, on a pour c10,n := Lϕ‖ϕ‖ +
βn

1−M0L
, alors on obtient pour

t ∈ [0, n]

µ(t) ≤ c10,n +
M̂

1−M0L

(
M̂M̃M̃1n+ nSn

)∫ n

0

[Lµ(s) + p(s) ψ(µ(s))] ds

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Posons ζ(t) := max(L; p(t)) pour t ∈ [0, n]. Par conséquent, nous obtenons

‖y‖n

c10,n +
M̂

1−M0L

(
M̂M̃M̃1n+ nSn

)
[‖y‖n + ψ(‖y‖n)] ψ(‖y‖n)‖ζ‖L1

≤ 1.

Alors par la condition (4.12), il existe une constante Mn
?? telle que : µ(t) 6= Mn

??.
Puisque : ‖y‖n ≤ µ(t), on a : ‖y‖n 6= Mn

??. Cela montre que l'ensemble Ẽ est borné,
c'est-à-dire (Av2) dans le Théorème 1.9.2 n'est pas véri�ée. Alors l'alternative nonlinéaire
d'Avramescu [10] implique que : (Av1) est véri�ée : c'est-à-dire l'opérateur F + G a un
point �xe y??. Alors, Il existe au moins y??(t) = y??(t), t ∈ R qui est un point �xe
de l'opérateur N10, ce qui est une solution faible du problème (4.2). Ainsi le système
d'évolution de type neutre (4.2) est contrôllable sur R.
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4.3.3 Exemple

Considérons le problème de contrôle de type neutre suivant :

∂

∂t

[
v(t, ξ)−

∫ 0

−∞
a3(s− t)v

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|v(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
ds

]
=
∂2v(t, ξ)

∂ξ2
+ d(ξ)u(t) + a0(t, ξ)v(t, ξ)

+

∫ t

−r
η(t, τ)

∫ 0

−∞
a1(s− t)v

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|v(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
dsdτ,

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

v(t, 0) = v(t, π) = 0, t ≥ 0,

v(θ, ξ) = v0(θ, ξ), −r < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π].

(4.14)

où a3 : [−r, 0]→ R est une fonction continue.

Pour x ∈ [0, π], on aura :

I(t, s) = η(t, τ) t, τ ≥ 0,

f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a1(s)ψ(s, ξ)ds,

g(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a3(s)ψ(s, ξ)ds,

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)
,

Cu(t)(ξ) = d(ξ)u(t), t ≥ 0, ξ ∈ [0, π], u ∈ R, d(ξ) ∈ E

sont bien dé�nis et permettant de transformer le système (4.14) au système abstrait
(2.4). De plus, les fonctions f et g sont linéaires bornées. Maintenant, On peut assurer la
contrôlabilité de la solution faible par application direct du Théorème 4.3.1.

4.4 Problème à Retard In�ni

4.4.1 Solution faible et hypothèses

Rappelons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-
di�érentiel d'évolution (4.1) :

Dé�nition 4.4.1. On dit que la fonction y(·) : R→ E est une solution faible de (4.1) si
y(t) = φ(t) pour tout t ≤ 0 et y satisfait l'équation intégrale suivante pour tout t ≥ 0

y(t) = U(t, 0)φ(0) +

∫ t

0

U(t, s)Cu(s)ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds. (4.15)
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Dé�nition 4.4.2. Le problème intégro-di�érentiel d'évolution à retard in�ni dépendant
de l'état (4.1) est dit contrôllable si pour tout fonction initiale φ ∈ C(H;E), ŷ ∈ E et
n ∈ N, il existe un contrôle u ∈ L2([0, n];E) tel que la solution faible y(.) de (4.1) satisfait
la condition �nale y(n) = ŷ.

Supposons que : ρ : J × B → R est une fonction continue et considérons l'ensemble
suivant :

R(ρ−) = {ρ(s, φ) : (s, φ) ∈ J × B, ρ(s, φ) ≤ 0}.

Introduisons l'hypothèse suivante :
(Hφ) La fonction t → φt est continue de R(ρ−) dans B et il existe une fonction

continue et bornée Lφ : R(ρ−)→]0,+∞[ telle que :

‖φt‖ ≤ Lφ(t)‖ϕ‖ pour tout t ∈ R(ρ−). (4.16)

Nous aurons besoin d'introduire les hypothèses suivantes
(H0) U(t, s) est compact pour t− s > 0.

(H1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 telle que :

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂ pour tout (t, s) ∈ ∆.

(H2) Il existe une fonction p ∈ L1
loc(J ;R+) et une fonction continue et croissante

ψ : R+ →]0,∞[ et telle que :

|f(t, u)| ≤ p(t) ψ(‖u‖B) pour tout t ∈ J et chaque u ∈ B.

(H3) Pour tout R > 0, il existe lR ∈ L1
loc(J ;R+) tel que :

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ lR(t) ‖u− v‖B

pour tout u, v ∈ B avec ‖u‖B ≤ R et ‖v‖B ≤ R.
(H4) Pour tout t ∈ J , I(t,s) est mesurable sur [0, t] et

I(t) = sup
0≤s≤t

|I(t, s)|

est bornée sur [0, n] ; soit
Sn = ess sup

t∈[0,n]

I(t).

(H6) Pour tout n ∈ N l'opérateur linéaire W : L2([0, n];E)→ E est dé�ni par :

Wu =

∫ n

0

U(n, s)Cu(s)ds,

a un opérateur pseudo-inversible W̃−1 qui prend des valeurs dans L2([0, n];E)/kerW

et il existe deux constantes positives M̃ et M̃1 tels que : :

‖C‖ ≤ M̃ et ‖W̃−1‖ ≤ M̃1.
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La notion du pseudo-inverse est donné dans le livre de Carmichael et Quinn [32].

Considérons l'espace suivant

B+∞ =
{
y : R→ E : y|[0,T ] continue pour T > 0 et y0 ∈ B

}
,

où y|[0,T ] est la restriction de y à l'intervale réel compact [0, T ].

Fixons τ > 1. Pour chaque n ∈ N, on dé�nit dans B+∞ la semi-norme par :

‖y‖n := sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] },

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = M̂ n Sn ln(s) et ln est la fonction de (H3).

Alors B+∞ est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes ‖ · ‖n∈N.

4.4.2 Résultat de Contrôlabilité

Théorème 4.4.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaites et de plus il
existe une constante M? > 0 telle que :

M?

c11,n +KnM̂nSn

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
ψ(M?)‖p‖L1

> 1 pour chaque n ∈ N (4.17)

avec c11,n = (Mn+Lφ+KnM̂H)‖φ‖B+KnM̂M̃M̃1n
[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B

]
. Alors, le problème

intégro-di�érentiel d'évolution (4.3) a une solution faible contrôlable.

Preuve. Transformons le problème (4.3) en un problème à point �xe dans l'espace de
Fréchet précédent. Considérons l'opérateur N11 : B+∞ → B+∞ dé�ni par :

N11(y)(t) =



φ(t), si t ≤ 0 ;

U(t, 0)φ(0) +

∫ t

0

U(t, s)Cuy(s)ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds, si t ≥ 0.

On utilise l'hypoyhèse (H6), pour une fonction arbitraire y(.). Ainsi, on dé�nit le
contrôle

uy(t) = W̃−1[ŷ − U(n, 0)φ(0)−
∫ n

0

U(n, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds]

On obtient

|uy(t)| ≤ ‖W̃−1‖
[
|ŷ|+ ‖U(t, 0)‖B(E)|φ(0)|+

+

∫ n

0

‖U(n, τ)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)||f(τ, yρ(τ,yτ ))|drdτ
]
,

≤ M̃1

[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B + M̂nSn

∫ s

0

|f(τ, yρ(τ,yτ ))|dτ
]
.
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D'où le contrôle qu'on va utiliser

|uy(t)| ≤ M̃1

[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B + M̂nSn

∫ s

0

p(τ)ψ(‖yτ‖B)dτ

]
. (4.18)

Avec ce contrôle, montrons que : N11 admet un point �xe y(·). Alors y(·) est une
solution faible du problème intégro-di�érentiel d'évolution (4.1)

Pour φ ∈ B, on dé�nit la fonction x(.) : R → E by x(t) = φ(t) pour t ≤ 0 et
x(t) = U(t, 0) φ(0) pour t ∈ J. Alors x0 = φ.

Pour chaque fonction z ∈ B+∞ avec z(0) = 0, on note par : z la fonction dé�nie par :
z(t) = 0 pour t ≤ 0 et z(t) = z(t) pour t ∈ J.

Si y(·) satisfait (4.15), on peut la décomposer comme y(t) = z(t) + x(t), t ≥ 0, ce qui
implique : yt = zt + xt, pour tout t ∈ J et la fonction z(·) satisfait pour t ∈ J

z(t) =

∫ t

0

U(t, s)Cuz+x(s)ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))drds.

Soit B0
+∞ = {z ∈ B+∞ : z0 = 0 ∈ B} . Pour chaque z ∈ B0

+∞ on a :

‖z‖+∞ = ‖z0‖B + sup
0≤s<+∞

|z(s)| = sup
0≤s<+∞

|z(s)|.

Ainsi (B0
+∞, ‖·‖+∞) est un espace de Banach. On dé�nit les opérateurs F,G : B0

+∞ → B0
+∞

par :

F (z)(t) =

∫ t

0

U(t, s)Cuz+x(s)ds, pour t ≥ 0.

G(z)(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, zρ(r,zr+xr) + xρ(r,zr+xr))drds pour t ≥ 0.

Évidemment, l'opérateur N11 a un point �xe équivalent à F a un, donc il faut prouver
que : F + G a un point �xe. La preuve sera donnée en plusieurs étapes. Nous montrons
d'abord que : F est continu et compact.
Etape 1 : F est continu. Soit (zn)n∈N une suite dans B0

+∞ telle que : zn → z dans B0
+∞.

Par (H1), (H6) et (4.18), on obtient pour chaque t ∈ [0, n]

|F (zn)(t)− F (z)(t)| ≤ M̂M̃

∫ t

0

|uzn+x(s)− uz+x(s)|ds

≤ M̂2M̃M̃1nSn

∫ t

0

∫ n

0

|f(τ, znρ(τ,znτ+xτ ) + xρ(τ,znτ+xτ ))

−f(τ, zρ(τ,zτ+xτ ) + xρ(τ,zτ+xτ ))|dτds

≤ M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

|f(s, znρ(s,zns+xs) + xρ(s,zns+xs))− f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))|ds.

Comme f est continu, on obtient par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue

|F (zn)(t)− F (z)(t)| → 0 as n→ +∞.
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Donc F est continu.
Etape 2 : F transforme ensembles bornés de B0

+∞ en ensembles bornés ; i,e. pour chaque
d > 0, il existe une constante positive ` telle que pour chaque z ∈ Bd = {z ∈ B0

+∞ :
‖z‖n ≤ d} a un ‖F (z)‖n ≤ `.

Soit z ∈ Bd. Par (H1), (H2), (H4) et (4.18), on a pour chaque t ∈ [0, n]

|F (z)(t)| ≤ M̂M̃

∫ t

0

M̃1

[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B

+M̂nSn

∫ n

0

p(τ) ψ(‖zρ(τ,zτ+xτ ) + xρ(τ,zτ+xτ )‖B) dτ

]
ds

≤ M̂M̃M̃1n

[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B + M̂nSn

∫ n

0

p(s) ψ(‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B)ds

]
.

Utilisons la majoration (3.16), pour z ∈ Bd, alors on a pour δn := Knd + cn. Par la
croissance de ψ, on obtient pour chaque t ∈ [0, n]

|F (z)(t)| ≤ M̂M̃M̃1n
[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B + M̂nSnψ(δn)‖p‖L1

]
:= %n.

Donc il existe un nombre positif %n tel que : ‖F (z)‖n ≤ %n. Par conséquent F (Bd) ⊂ B%n .
Etape 3 : F transforme tout les ensembles bornés en ensembles équi-continus de B0

+∞.
Considérons Bd comme à l'étape 2 et on montre que : F (Bd) est équi-continu.

Soient τ1, τ2 ∈ J avec τ2 > τ1 et z ∈ Bd. Alors

|F (z)(τ2)− F (z)(τ1)| ≤
∫ τ1

0

‖U(τ2, s)− U(τ1, s)‖B(E) ‖C‖|uz+x(s)| ds

+

∫ τ2

τ1

‖U(τ2, s)‖B(E) ‖C‖|uz+x(s)| ds.

Par les majorationss (4.18) et (3.16) et la croissance de ψ, on obtient :

|uz+x(t)| ≤ M̃1

[
|y?|+ M̂H‖φ‖B + M̂ nSnψ(δn) ‖p‖L1

]
:= ω. (4.19)

Alors

|F (z)(τ2)− F (z)(τ1)| ≤ ‖C‖B(E) ω

∫ τ1

0

‖U(τ2, s)− U(τ1, s)‖B(E) ds

+ ‖C‖B(E) ω

∫ τ2

τ1

‖U(τ2, s)‖B(E) ds.

Notons que le second membre de l'inégalité tend vers zéro quand τ2− τ1 → 0. Comme
U(t, s) est continu et compact pour t > s, alors on a la continuité de l'opérateur uniforme
dans la topologie (voir [3, 69]). En conséquence des étapes 1 à 3 et d'après le théorème
d'Arzelá-Ascoli, il su�t de montrer que : l'opérateur F transforme Bd en un ensemble
pré-compact dans E.

Soit t ∈ J �xé et soit ε un nombre réel satisfait 0 < ε < t. Pour z ∈ Bd, on dé�nit

Fε(z)(t) = U(t, t− ε)
∫ t−ε

0

U(t− ε, s) C uz+x(s) ds.
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Comme U(t, s) est un opérateur compact, l'ensemble Zε(t) = {Fε(z)(t) : z ∈ Bd} est
pré-compact dans E pour chaque ε, 0 < ε < t. De plus, en utilisant (3.16), (H1), (H2) et
la croissance de ψ, on obtient :

|F (z)(t)− Fε(z)(t)| ≤
∫ t

t−ε
‖U(t, s)‖B(E) ‖C‖ |uz+x(s)| ds

≤ ‖C‖B(E) ω

∫ t

t−ε
‖U(t, s)‖B(E) ds.

Par conséquent, l'ensemble Z(t) = {F (z)(t) : z ∈ Bd} est totalement borné donc relati-
vement compact dans E. Donc, nous déduisons de Steps 1, 2 et 3 que : F est un opérateur
compact.

Step 4 : On montre maintenant que : l'opérateur G est une contraction. En e�et, consi-
dérons z, z ∈ B0

+∞. Par (H1),(H3) (H4) et (3.16), on obtient pour chaque t ∈ [0, n] et
n ∈ N

|G(z)(t)−G(z)(t)| ≤
∫ t

0

M̂ n Sn ln(s) ‖zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)‖Bds

≤
∫ t

0

M̂ n Sn Kn ln(s) |z(s)− z(s)|ds

≤
∫ t

0

[
ln(s) eτL

∗
n(s)
] [

e−τL
∗
n(s) |z(s)− z(s)|

]
ds

≤
∫ t

0

[
eτ L∗

n(s)

τ

]′
ds ‖z − z‖n

≤ 1

τ
eτ L∗

n(t) ‖z − z‖n.

Donc,

‖G(z)−G(z)‖n ≤
1

τ
‖z − z‖n.

Alors, l'opérateur G est une contraction pour tout n ∈ N.

Etape 5 : Pour appliqer le Théorème 1.9.2, nous devons exclure (Av2) : c'est-à-dire
qu'il reste à montrer que l'ensemble suivant est borné

E =
{
z ∈ B0

+∞ : z = λ F (z) + λ G
(z
λ

)
pour quelque 0 < λ < 1

}
.

Soit z ∈ E . Par (4.18), on a pour chaque t ∈ [0, n]

|z(t)|
λ

≤ M̂M̃M̃1n
[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B

]
+ M̂2M̃M̃1n

2Sn

∫ n

0

p(s)ψ
(
‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B

)
ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s)ψ


∥∥∥∥∥∥∥
z
ρ(s,

zs
λ

+ xs)

λ
+ x

ρ(s,
zs
λ

+ xs)

∥∥∥∥∥∥∥
B

 ds.
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Utilisons la première inégalité dans (3.16), on obtient :∥∥∥∥∥∥∥
z
ρ(s,

zs
λ

+ xs)

λ
+ x

ρ(s,
zs
λ

+ xs)

∥∥∥∥∥∥∥
B

≤ Kn|z(s)|
λ

+
Mn + Lφ

λ
‖z0‖B

+ Kn|x(s)|+
(
Mn + Lφ

)
‖x0‖B

≤ Kn|z(s)|
λ

+Kn‖U(s, 0)‖B(E)|φ(0)|+
(
Mn + Lφ

)
‖φ‖B

≤ Kn|z(s)|
λ

+
(
KnM̂H +Mn + Lφ

)
‖φ‖B.

Alors, on obtient :∥∥∥∥∥∥∥
z
ρ(s,

zs
λ

+ xs)

λ
+ x

ρ(s,
zs
λ

+ xs)

∥∥∥∥∥∥∥
B

≤ Kn|z(s)|
λ

+ cn. (4.20)

Par l'inégalité précédente et la croissance de ψ, nous obtenons

|z(t)|
λ

+ cn ≤ cn + M̂M̃M̃1n
[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B

]
+ M̂2M̃M̃1n

2Sn

∫ n

0

p(s) ψ(Kn|z(s)|+ cn)ds

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ

(
Kn|z(s)|

λ
+ cn

)
ds.

Considérons la fonction µ dé�ni par :

µ(t) = sup
s∈[0,t]

Kn|z(s)|
λ

+ cn pour t ∈ J.

Soit t? ∈ [0, t] tel que :

µ(t?) =
Kn|z(t?)|

λ
+ cn.

Si t? ∈ [0, n], par l'inégalité précédente et la croissance de ψ, on a pour

c11,n := cn +KnM̂M̃M̃1n
[
|ŷ|+ M̂H‖φ‖B

]
µ(t) ≤ c11,n +KnM̂nSn

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)∫ n

0

p(s) ψ(µ(s)) ds.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Par conséquent,

‖z‖n
c11,n +KnM̂nSn

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
ψ(‖z‖n)‖p‖L1

≤ 1.

Alors par la condition (4.17), il existe une constante Mn
? telle que : µ(t) ≤ Mn

? .
Comme ‖z‖n ≤ µ(t), on a : ‖z‖n ≤Mn

? . Ceci montre que l'ensemble E est borné, c'est-à-
dire (Av2) du le Théorème 1.9.2 ne tient pas. Ainsi, l'alternative non linéaire d'Avramescu
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[10] implique que : (Av1) est véri�ée : c'est-à-dire l'opérateur F + G a un point �xe z?.
Alors, il existe au moins y?(t) = z?(t) + x(t), t ∈ R qui est un �xe point de l'opérateur
N11, qui est une solution faible du problème (4.3). Ainsi le système d'évolution (4.3) est
contrôllable sur R.

4.4.3 Exemple

Considérons le problème de contrôle suivant :

∂z

∂t
(t, ξ) = a(t, ξ)

∂2z

∂ξ2
(t, ξ) + d(ξ)u(t) + a0(t, ξ)u(t, ξ)

+

∫ t

−r
η(t, τ)

∫ 0

−∞
a1(s− t)u

[
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

]
dsdτ,

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

z(t, 0) = z(t, π) = 0, t ≥ 0,

z(θ, ξ) = z0(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π].

(4.21)

où a0(t, ξ) est une fonction continue et uniformément Hölderienne par rapport à t ;
η : R2

− → R, a1 : R− → R et a2 : [0, π] → R, ρi : [0,+∞[→ R sont des fonctions
continues pour i = 1, 2.

Soit u(·) une fonction de contrôle donnée dans L2(R+;E) l'espace de Banach des
fonctions des contrôles admissibles et C un opérateur linéaire borné de E dans E.

Théorème 4.4.2. Soient B = BUC(R−;E) et φ ∈ B. Supposons que la condition (Hφ)
est satisfaite et que les fonctions d : [0, π]→ E, ρi : R+ −→ R pour i = 1, 2, a1 : R− → R
et a2 : [0, π]→ R sont continues. Alors le problème (4.25) est contrôlable sur ]−∞,+∞[.

Preuve. D'après les hypothèses, nous avons que :

I(t, s) = η(t, τ) t, τ ≥ 0,

f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−r
a1(s)ψ(s, ξ)ds,

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)

et
Cu(t)(ξ) = d(ξ)u(t), t ≥ 0, ξ ∈ [0, π], u ∈ R, d(ξ) ∈ E

sont bien dé�nis permettant de transformer le système (4.21) au système abstrait (4.3).
De plus, la fonction f est linéaire bornée. Maintenant, l'existence de la solution faible
contrôlable peut être déduite d'une application directe du Théorème 4.4.1.

D'après la Remarque 1.7.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 4.4.1. Soit φ ∈ B une fonction continue et bornée. Alors le problème (4.21)
est contrôlable sur ]−∞,+∞[.
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4.5 Problème de Type Neutre à Retard In�ni

4.5.1 Solution faible et hypothèses

Avant d'a�rmer et de prouver notre résultat, nous dé�nissons tout d'abord la so-
lution faible correspondante puis nous dé�nissons le concept de contrôlabilité pour ce
problème.

Dé�nition 4.5.1. On dit que la fonction y(·) : R→ E est une solution faible de (4.4) si
y(t) = φ(t) pour tout t ≤ 0 et y satisfait l'équation intégrale suivante

y(t) = U(t, 0)[φ(0)− g(0, φ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)Cu(s)ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys))drds pour tout t ≥ 0 .

(4.22)

Dé�nition 4.5.2. Le problème d'évolution de type neutre (4.4) est dit contrôllable si pour
chaque fonction initiale φ ∈ B, y? ∈ E et n ∈ N, il y a quelque contrôle u ∈ L2([0, n];E)
tel que la solution faible y(·) de (4.4) satisfait y(n) = y?.

Considérons les hypothèses précédentes et nous aurons besoin des hypothèses suivantes
et nous aurons besoin d'introduire les hypothèses suivantes qui sont supposées ici

(G1) Il existe une constante M0 > 0 telle que :

‖A−1(t)‖B(E) ≤M0 pour tout t ∈ J.

(G2) Il existe une constante 0 < L <
1

M0Kn

telle que :

|A(t) g(t, φ)| ≤ L (‖φ‖B + 1) pour tout t ∈ J et φ ∈ B.

(G3) Il existe une constante L∗ > 0 telle que :

|A(s) g(s, φ)− A(s) g(s, φ)| ≤ L∗ (|s− s|+ ‖φ− φ‖B)

pour tout s, s ∈ J et φ, φ ∈ B.
(G4) La fonction g est complètement continue et pour tout ensemble borné Q ⊂ B

l'ensemble {t→ g(t, xρ(t,yt)) : x ∈ Q} est équi-continu dans C(J,E).

Fixons τ >
(
1−M0L∗Kn

)−1
. Pour chaque n ∈ N, on dé�nit dans B+∞ la semi-norme

par :

‖y‖n := sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] },

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = M̂Kn[L∗ + η(t)] et η est la fonction de (H4).

Alors B+∞ est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-normes ‖ · ‖n∈N.
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4.5.2 Résultat de Contrôlabilité

Théorème 4.5.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaites et de plus

M??

γn +
KnM̂

1−M0LKn

(
M̂M̃M̃1n+ nSn

)
[M?? + ψ(M??)] ψ(‖z‖n)‖ζ‖L1

> 1, (4.23)

où ζ(t) = max(L; p(t)) et γn = (Mn + Lφ +KnM̂H)‖φ‖B +
Knβn

1−M0LKn

avec

βn =
[
(M̂ + 1)M0L+ M̂Ln

] [
M̂M̃M̃1n+ 1

]
+ M̂M̃M̃1n

(
1 +KnM0L

)
|ŷ|

+
[(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
M0L

[
M̂ +Mn + Lφ

]
+ M̂H

(
M̂M̃M̃1n+M0LKn

)]
‖φ‖B.

Alors le problème d'évolution de type neutre (4.4) est contrôllable sur R.

Preuve. Considérons l'opérateur N12 : B+∞ → B+∞ dé�ni par :

N12(y)(t) =



φ(t), si t ≤ 0;

U(t, 0) [φ(0)− g(0, φ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)Cu(s)ds+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, yρ(s,ys))drds, si t ∈ J.

Alors, les points �xes d'opérator N12 sont des solutions faibles du problème (4.4).
Utilisons (H6), pour des fonctions arbitraires y(·), on dé�nit le contrôle

uy(t) = W̃−1
[
y? − U(n, 0) (φ(0)− g(0, φ))− g(n, yρ(n,yn))

−
∫ n

0

U(n, τ)A(τ)g(τ, yρ(τ,yτ ))dτ −
∫ n

0

U(n, τ)

∫ s

0

I(s, r)f(τ, yρ(τ,yτ ))drdτ

]
(t).

Notons que par : (H1), (H2), (H4), (G1) et (G2), on obtient :

|uy(t)| ≤ M̃1

[
|y?|+ M̂

(
H +M0L

)
‖φ‖B +

(
M̂ + 1

)
M0L+ M̂Ln

]
+ M̃1M0L‖yρ(n,yn)‖B + M̃1M̂L

∫ n

0

‖yρ(τ,yτ )‖Bdτ

+ M̃1M̂nSn

∫ n

0

p(τ)ψ(‖yρ(τ,yτ )‖B)dτ.

(4.24)

Utilisons ce contrôle, l'opérateur N12 a un point �xe y(·). Alors y(·) est une solution
faible du système d'évolution de type neutre (4.4).

Pour φ ∈ B, nous allons dé�nir la fonction x(.) : R → E par : x(t) = φ(t) pour t ≤ 0
et x(t) = U(t, 0) φ(0) pour t ∈ J. Alors x0 = φ.

Pour chaque z ∈ B+∞ avec z(0) = 0, on note par : z la fonction dé�nie par : z(t) = 0
pour t ≤ 0 et z(t) = z(t) pour t ∈ J.
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Si y(·) satisfait (4.22), on la décompose comme y(t) = z(t) + x(t) pour t ≥ 0, ce qui
implique yt = zt + xt, pour tout t ∈ J et la fonction z(·) satisfait z0 = 0 et pour t ∈ J , on
obtient :

z(t) = g(t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt))− U(t, 0)g(0, φ)

+

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))ds+

∫ t

0

U(t, s)Cuz+x(s)ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))drds.

Soient les opérateurs F,G : B0
+∞ −→ B0

+∞ par :

F (z)(t) = g(t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt))− U(t, 0)g(0, φ)

+

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))ds+

∫ t

0

U(t, s)Cuz+x(s)ds

et

G(z)(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))drds.

Évidemment l'opérateur N12 a un point �xe est équivalent à F +G a un, alors il faut
prouver que : F +G a un point �xe.

On peut montrer comme dans la Section 4.4.2 que : l'opérateur F est continu et
compact et que l'opérateur G est une contraction. Pour appliquer l'alternative nonlineire
d'Avramescu, il faut exclure (Av2) à Théorème 1.9.2 : c'est à dire qu'il reste à montrer
que l'ensemble suivant

Ẽ =
{
z ∈ B0

+∞ : z = λF (z) + λG
(z
λ

)
pour chaque 0 < λ < 1

}
est borné.

Soit z ∈ Ẽ . Alors, Utilisons (H1), (H2), (H4), (G1) et (G2) ainsi que le contrôle (4.24),
on a pour chaque t ∈ [0, n]

|z(t)|
λ

≤
[
(M̂ + 1)M0L+ M̂Ln

] [
M̂M̃M̃1n+ 1

]
+ M̂M̃M̃1n|ŷ|

+ M̂
[
M0L

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
+ M̂M̃M̃1nH

]
‖φ‖B

+ M̂M̃M̃1M0Ln‖zρ(n,zn+xn) + xρ(n,zn+xn)‖B

+ M0L‖zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)‖B + M̂L

∫ t

0

‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B ds

+ M̂2M̃M̃1Ln

∫ n

0

‖
(
zρ(τ,zτ+xτ )

)
+ xρ(τ,zτ+xτ )‖B dτ

+ M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

p(τ) ψ(‖
(
zρ(τ,zτ+xτ )

)
+ xρ(τ,zτ+xτ )‖B) dτ

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ


∥∥∥∥∥∥∥
z
ρ(s,

zτ
λ

+ xs)

λ
+ x

ρ(s,
zs
λ

+ xs)

∥∥∥∥∥∥∥
B

 ds.
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Par Proposition (1.7.2), on obtient :

‖zρ(n,zn+xn) + xρ(n,zn+xn)‖B ≤ Kn|ŷ|+ (Mn + Lφ)‖φ‖B.

Utilisons l'inégalité (3.16) et (4.20), on a :

|z(t)|
λ

+ cn ≤ cn +
[
(M̂ + 1)M0L+ M̂Ln

] [
M̂M̃M̃1n+ 1

]
+ M̂M̃M̃1n|ŷ|

+ M̂
[
M0L

(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
+ M̂M̃M̃1nH

]
‖φ‖B

+ M̂M̃M̃1M0Ln
(
Kn|ŷ|+ (Mn + Lφ)‖φ‖B

)
+ M0L

(
Kn|z(t)|+ (Mn + Lφ +KnM̂H)‖φ‖B

)
+ M̂L

∫ t

0

(Kn|z(s)|+ cn) ds+ M̂2M̃M̃1Ln

∫ n

0

(Kn|z(τ)|+ cn) dτ

+ M̂2M̃M̃1n
2Sn

∫ n

0

p(τ) ψ (Kn|z(τ)|+ cn) dτ

+ M̂nSn

∫ t

0

p(s) ψ

(
Kn|z(s)|

λ
+ cn

)
ds.

Posons

βn :=
[
(M̂ + 1)M0L+ M̂Ln

] [
M̂M̃M̃1n+ 1

]
+ M̂M̃M̃1n

(
1 +KnM0L

)
|ŷ|+

[(
M̂M̃M̃1n+ 1

)
M0L

[
M̂ +Mn + Lφ

]
+ M̂H

(
M̂M̃M̃1nM0LKn

)]
‖φ‖B.

Considérons la fonction µ dé�ni par :

µ(t) = sup
s∈[0,t]

Kn|z(s)|
λ

+ cn pour t ∈ J.

Soit t? ∈ [0, t] tel que :

µ(t) =
Kn|z(t?)

λ
+ cn.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Par l'inégalité précédente, on a

µ(t) ≤ γn +
KnM̂

1−M0LKn

(
M̂M̃M̃1n+ nSn

)∫ n

0

[Lµ(s) + p(s) ψ(µ(s))] ds

pour γn := cn +
Knβn

1−M0LKn

.

Soit ζ(t) := max(L; p(t)) for t ∈ [0, n].
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Par conséquent, nous obtenons

‖z‖n

γn +
KnM̂

1−M0LKn

(
M̂M̃M̃1n+ nSn

)
[‖z‖n + ψ(‖z‖n)] ψ(‖z‖n)‖ζ‖L1

≤ 1.

Alors par la condition (4.23), il existe une constante Mn
?? telle que : µ(t) ≤ Mn

??.
Comme ‖z‖n ≤ µ(t), on a : ‖z‖n ≤ Mn

??. Cela montre que l'ensemble Ẽ est borné, c'est-
à-dire l'alternative (Av2) dans Théorème 1.9.2 n'est pas véri�ée. Donc l'alternative non
linéaire d'Avramescu [10] implique que : (Av1) est véri�ée : c'est-à-dire que l'opérateur
F + G a un point �xe z??. Alors, il existe au moins y??(t) = z??(t) + x(t), t ∈ R qui est
un point �xe de l'opérateur N12 qui est une solution faible du problème (4.4). Donc le
système d'évolution de type neutre (4.4) est contrôllable sur R.

4.5.3 Exemple

Considérons le problème de contrôle de type neutre suivant :

∂

∂t

[
v(t, ξ)−

∫ 0

−∞
a3(s− t)v

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|v(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
ds

]
=
∂2v(t, ξ)

∂ξ2
+ d(ξ)u(t) + a0(t, ξ)v(t, ξ)

+

∫ t

−r
η(t, τ)

∫ 0

−∞
a1(s− t)v

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|v(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
dsdτ,

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

v(t, 0) = v(t, π) = 0, t ≥ 0,

v(θ, ξ) = v0(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π].

(4.25)

où a3 : R− → R est une fonction continue.

Théorème 4.5.2. Soient B = BUC(R−;E) et φ ∈ B. Supposons que la condition (Hφ) est
satisfaite et que les fonctions d : [0, π]→ E, ρi : R+ −→ R pour i = 1, 2, a1, a3 : R− → R
et a2 : [0, π]→ R sont continues. Alors le problème (4.25) est contrôlable sur ]−∞,+∞[.

Preuve. D'après les hypothèses, nous avons que :

I(t, s) = η(t, τ) t, τ ≥ 0,

f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a1(s)ψ(s, ξ)ds,

g(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−∞
a3(s)ψ(s, ξ)ds,

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)

et
Cu(t)(ξ) = d(ξ)u(t), t ≥ 0, ξ ∈ [0, π], u ∈ R, d(ξ) ∈ E
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sont bien dé�nis permettant de transformer le système (4.25) au système abstrait (4.4). De
plus, les fonctions f et g sont linéaires bornées. Maintenant, On peut assurer l'existence
de la solution faible par application direct du Théorème 4.5.1.

D'après la remarque 1.7.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 4.5.1. Soit φ ∈ B une fonction continue et bornée. Alors le problème (4.25)
est contrôlable sur ]−∞,+∞[.



Chapitre 5

Inclusions Intégro-di�érentielles
d'Évolution à Retard Fini Dépendant
de l'État

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence des solutions faibles sur la demi-droite
réelle positive de deux classes d'inclusions intégro-di�érentielles perturbées d'évolution
partielle et celle de type neutre à retard �ni dépendant de l'état en utilisant l'alternative
non linéaire de Frigon pour les contractions multivoques admisssibles dans les espaces de
Fréchet [38, 39, 40].

L'existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 5.2 pour la classe sui-
vante des inclusions intégro-di�érentielles d'évolution avec retard �ni dépendant de l'état

y′(t) ∈ A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)F (s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(5.1)

où F : J × C(H;E) −→ P(E) est une application multivoque à valeurs compactes non
vides, P(E) est la famille des sous-ensembles de E, I : J × J → R, ρ : J ×C(H;E)→ R
et ϕ ∈ C(H;E) sont des fonctions données et {A(t)}t≥0 est une famille déjà dé�nie.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 5.3 pour la
classe suivante des inclusions intégro-di�érentielles d'évolution de type neutre avec retard
�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] ∈ A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)F (s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y(t) = ϕ(t), t ∈ H,

(5.2)

où A(·), F , I et ϕ sont données dans le problème (13) et g : J × C(H;E) → E est une
fonction donnée.

103
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En�n, deux exemples seront donnés à la �n de chaque Section pour illustrer les résultats
obtenus.

5.2 Problème à Retard Fini

5.2.1 Solution faible et hypothèses

Rappelons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-di�érentiel
d'évolution (5.1) :

Dé�nition 5.2.1. La fonction y(·) : [−r,+∞[−→ E est dite solution faible du problème
(5.1) si y(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ H et y(.) est continue sur l'interval J et il existe
f(.) ∈ L1(J ;E); f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) presque partout dans J telle que y véri�e l'équation
intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ) dτds pour tout t ∈ J. (5.3)

Supposons que : ρ : J×C(H;E)→ [−r,+∞[ est une fonction continue et considérons
l'ensemble suivant :

R(ρ−) = {ρ(s, ϕ) : (s, ϕ) ∈ J × C(H;E), ρ(s, ϕ) ≤ 0}.

Introduisons l'hypothèse suivante :
(Ĥϕ) La fonction t→ ϕt est continue de R(ρ−) dans C(H;E) et il existe une fonction

continue et bornée Lϕ : R(ρ−)→]0,+∞[ telle que :

‖ϕt‖ ≤ Lϕ(t)‖ϕ‖ pour tout t ∈ R(ρ−). (5.4)

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothèses suivantes :
(Ĥ0) U(t, s) est compact pour t− s > 0.

(Ĥ1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 telle que :

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂ pour tout (t, s) ∈ ∆.

(Ĥ2) La multifonction F : J×C(H;E) −→ P(E) est L1
loc−Carathéodory compacte et

convexe pour tout u ∈ C(H;E) et Il existe une fonction ψ : J −→]0,+∞[ continue
et croissante et il existe une fonction p ∈ L1

loc(J ;R+) telles que :

‖F (t, u)‖P(E) ≤ p(t) ψ(‖u‖)

presque partout pour t ∈ J et pour tout u ∈ C(H;E).

(Ĥ3) Pour tout R > 0, il existe une fonction lR ∈ L1
loc(J ;R+) tel que :

Hd (F (t, u);F (t, v)) ≤ lR(t) ‖u− v‖

∀u, v ∈ C(H;E) avec ‖u‖ ≤ R et ‖v‖ ≤ R et

Hd (0;F (t, 0)) ≤ lR(t) p. p. t ∈ J.
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(Ĥ4) Pour tout t ∈ J , I(t,s) est mesurable sur [0, t] et

I(t) = sup
0≤s≤t

|I(t, s)|

est bornée sur [0, n] ; soit

Sn = ess sup
t∈[0,n]

I(t).

Dé�nissons pour tout n ∈ N dans C([−r,+∞[;E) la famille de semi-norme par :

‖y‖n = sup { e−τ L∗
n(t) |y(t)| : t ∈ [0, n] }

où L∗n(t) =

∫ t

0

ln(s) ds , ln(t) = M̂nSnln(t) et ln est la fonction dans (Ĥ3).

Alors C([−r,+∞[;E) est un espace de Fréchet muni de la famille des semi-normes
‖ · ‖n∈N. Dans ce qui suit, nous allons choisir τ > 1.

5.2.2 Résultat d'existence

Théorème 5.2.1. Supposons queles hypothèses précédentes sont satisfaites. Si en plus∫ +∞

c13,n

ds

ψ(s)
> M̂nSn

∫ n

0

p(s) ds, pour tout n > 0 (5.5)

avec c13,n = M̂‖ϕ‖. Alors le problème (5.1) admet une solution faible.

Preuve. Transformons le problème (5.1) en un problème de point �xe. Considérons
pour cela l'opérateur N13 : C([−r,+∞[;E) −→ P(C([−r,+∞[;E)) dé�ni par :

N13(y) =

h ∈ C([−r,+∞[;E) : h(t) =


ϕ(t), pour t ∈ H ;

U(t, 0) ϕ(0) pour t ∈ J

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ) dτds.


avec f ∈ SF,y =

{
ϑ ∈ L1(J ;E), ϑ(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) p. p. t ∈ J

}
.

Il est clair que les points �xes de l'opérateur N13 sont les solutions faibles du problème
(5.1).

Soit y une solution faible possible du problème (5.1). On remarque aussi que, pour
chaque y ∈ C([−r,+∞[;E), l'ensemble SF,y est non vide, par (Ĥ2) F a une sélection
mesurable (voir [33], Théorème III.6).

Soit y un point �xe possible de l'opérateur N13. Étant donné n ∈ N et t ≤ n, alors y
devrait être la solution faible de l'inclusion y ∈ λN13(y) pour quelque λ ∈]0, 1[ et il existe
f ∈ SF,y ⇔ f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) telle que, pour chaque t ∈ [0,+∞[. Alors d'après (Ĥ1),
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(Ĥ2) et (Ĥ4), on a :

|y(t)| ≤ |U(t, 0)| |ϕ(0)|+
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E) |
∫ s

0

I(s, τ)f(τ) dτ |ds

≤ M̂ |ϕ(0)|+ M̂

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, τ)| |f(τ)| dτ ds

≤ M̂‖ϕ‖+ M̂

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, τ)| p(τ) ψ
(
‖yρ(τ,yτ )‖

)
dτ ds

≤ M̂‖ϕ‖+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ψ
(
‖yρ(s,ys)‖

)
ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) := sup { |y(s)| : 0 ≤ s ≤ t }, 0 ≤ t < +∞.

Soit t? ∈ [−r, t] tel que
µ(t?) = |y(t?)|.

Si t? ∈ [0, n], d'après l'inégalité précédente, on aura :

µ(t) ≤ M̂‖ϕ‖+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ψ(µ(s)) ds t ∈ [0, n].

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Prenons le second membre de cette inégalité comme étant v(t). Ainsi nous aurons :

µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n].

De la dé�nition de v, nous obtenons :

c13,n := v(0) = M̂‖ϕ‖ et v′(t) = M̂ n Sn p(t) ψ(µ(t)) p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ pour avoir :

v′(t) ≤ M̂ n Sn p(t) ψ(v(t)) p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la condition (5.5) pour avoir :∫ v(t)

c13,n

ds

ψ(s)
≤ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ds ≤ M̂ n Sn

∫ n

0

p(s) ds <

∫ +∞

c13,n

ds

ψ(s)
∀t ∈ [0, n].

Pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn ainsi µ(t) ≤ Λn.
Puisque : ‖y‖n ≤ µ(t), nous aurons donc ‖y‖n ≤ max{‖ϕ‖,Λn} := ∆n.

Considérons l'ensemble

Y = { y ∈ C([−r,+∞[;E) : sup{|y(t)| : 0 ≤ t ≤ n} ≤ ∆n + 1, ∀ n ∈ N}.

Il est clair que : Y est un sous-ensemble fermé de C([−r,+∞[;E).
Il faut montrer que :N13 : Ȳ → P(C([−r,+∞[;E)) est une contraction et un opérateur

admissible. Tout d'abord, nous prouvons que : N13 est une contraction.
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Soient y, ȳ ∈ C([−r,+∞[;E). Alors, il existe f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) telle que pour chaque
t ∈ [0, n]

h(t) = U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ) dτds.

De (Ĥ3), il en résulte que :

Hd

(
F (t, yρ(t,yt));F (t, ȳρ(t,ȳt))

)
≤ ln(t) ‖yρ − ȳρ‖

Par conséquent, il y a ω ∈ F (t, ȳρ) telle que :

|f(t)− ω| ≤ ln(t) ‖yρ − ȳρ‖, t ∈ [0, n].

Considérons Y? : [0, n]→ P(E), donné par :

Y? = {ω ∈ E : |f(t)− ω| ≤ ln(t) ‖yρ − ȳρ‖}.

Comme l'opérateur multivoque υ(t) = Y?(t) ∩ F (t, yρ(t,yt)) est mesurable (dans [33],
voir Proposition III.4), il existe une fonction f̄(t), qui est une sélection mesurable pour υ.
Alors, f̄(t) ∈ F (t, ȳρ(t,ȳt)) et on obtient pour chaque t ∈ [0, n]

|f(t)− f̄(t)| ≤ ln(t) ‖yρ − ȳρ‖.

On dé�nit, pour chaque t ∈ [0, n]

h̄(t) = U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f̄(τ) dτds.

Considérons pour cela y, y ∈ C([−r,+∞[;E). D'après (Ĥ1), (Ĥ3) et (Ĥ4), nous aurons
pour tout t ∈ [0, n] et n ∈ N :

|h(t)− h̄(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, τ)||f(r)− f̄(τ, yρ(τ,yτ ))| dτds

≤
∫ t

0

M̂ ess sup
t∈[0,n]

I(t)

∫ s

0

|f(τ)− f̄(τ, yρ(τ,yτ ))| dτds

≤
∫ t

0

M̂ n Sn ln(s) ‖ys − ys‖ ds

≤
∫ t

0

[ln(s) eτ L∗
n(s)] [e−τ L∗

n(s) ‖ys − ys‖] ds

≤
∫ t

0

[
eτ L∗

n(s)

τ

]′
ds ‖y − y‖n

≤ 1

τ
eτ L∗

n(t) ‖y − y‖n.

Par conséquent :

‖h− h‖n ≤
1

τ
‖y − y‖n.

Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les rôles de y et de ȳ, il en résulte
que :

Hd(N13(y), N13(y)) ≤ 1

τ
‖y − y‖n.
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Alors, pour τ > 1, N13 est une contraction pour tout n ∈ N.
Reste à montrer que : N13 est un opérateur admissible. Soit y ∈ C([−r,+∞[;E).

Considérons h : C([−r, n];E)→ P(C([−r, n];E), donné par :

h(t) =


ϕ(t), si t ∈ H ;

U(t, 0) ϕ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ) dτds, si t ∈ [0, n].

avec f ∈ SF,y =
{
ϑ ∈ L1([0, n];E), ϑ(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) p. p. t ∈ [0, n]

}
.

De (Ĥ1)−(Ĥ3) et comme F est une transformation multivoque avec des variables com-
pactes, on peut prouver que pour chaque y ∈ C([−r, n];E), N13(y) ∈ Pcp(C([−r, n];E))
et il existe y? ∈ C([−r, n];E) tel que : y? ∈ N13(y?). Soient h ∈ C([−r, n];E), ȳ ∈ Ȳ et
ε > 0. On suppose que : y? ∈ N13(ȳ), alors on a :

‖ȳ(t)− y?(t)‖ ≤ ‖ȳ(t)− h(t)‖+ ‖y?(t)− h(t)‖
≤ τ eτ L∗

n(t)‖ȳ −N13(ȳ)‖n + ‖y?(t)− h(t)‖

Comme h est arbitraire, nous pouvons supposer que :
h ∈ B(y?, ε) = h ∈ C([−r, n];E) : ‖h− y?‖n ≤ ε. Donc,

‖ȳ − y?‖n ≤ ‖ȳ −N13(ȳ)‖n + ε.

Si y n'est pas dans N13(ȳ), alors ‖y? − N13(ȳ)‖ 6= 0. Comme N13(ȳ) est compact, il
existe x ∈ N13(ȳ) tel que : ‖y? −N13(ȳ)‖ = ‖y? − x‖. Alors on a :

‖ȳ(t)− x(t)‖ ≤ ‖ȳ(t)− h(t)‖+ ‖x(t)− h(t)‖,
≤ τ eτ L∗

n(t)‖ȳ −N13(ȳ)‖n + ‖x(t)− h(t)‖.

Ainsi,
‖ȳ − x‖n ≤ ‖ȳ −N13(ȳ)‖n + ε.

Alors, N13 est une contraction de l'opérateur admissible. Du choix de Y , il n'y a pas
y ∈ ∂Y telle que : y = λN13(y) pour quelque λ ∈]0, 1[. Alors (F2) dans Théorème 1.9.3
n'est pas véri�ée. Une conséquence de l'alternative non linéaire de Frigon est que : (F1)
est véri�ée, Alors, nous en déduisons que l'opérateur N13 admet un point �xe y? dans Y
qui est une solution faible du problème (5.1).

5.2.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section l'exemple suivant :

∂u(t, x)

∂t
∈ a(t, x)

∂2u(t, x)

∂x2

+

∫ t

−r
η(t, s)F (s, u(s− r, x))ds, t ≥ 0, x ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(t, x) = Φ(t, x), x ∈ [−r, 0], x ∈ [0, π].

(5.6)
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où r > 0 ; a(t, x) est une fonction continue et uniformement Hölderienne par rapport à t ;
η : R2

+ → R, F : R+ × R→ R et Φ : [−r, 0]× [0, π]→ R sont des fonctions continues.

Pour x ∈ [0, π], on aura :

y(t)(x) = u(t, x) t ≥ 0,

I(t, s) = η(t, s) t, s ≥ 0,

f(t, yt)(x) = F (t, u(t− r, x)) t ≥ 0

et
ϕ(t)(x) = Φ(t, x) t ∈ [−r, 0].

Ainsi, avec les dé�nitions ci-dessus de I, f et A(.), le système (5.6) peut être représenté
par la forme abstraite du problème intégro-di�érentiel d'évolution (5.1). En outre, plus
de conditions appropriées sur F et η assurent l'existence de la solution faible pour (5.6)
par le Théorème 5.2.1.

5.3 Problème de Type Neutre à Retard Fini

5.3.1 Solution faible et hypothèses

Donnons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-di�érentiel
d'évolution de type neutre (5.2).

Dé�nition 5.3.1. La fonction y(·) : [−r,+∞[−→ E est dite solution faible du problème
(5.2) si y(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ H et y(.) est continue sur l'interval J et il existe
f(.) ∈ L1(J ;E); f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) presque partout dans J et g : J ×C(H;E)→ E. telle
que : y véri�e l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0)[ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys)) ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ)f(τ) dτds pour tout t ∈ J.
(5.7)

Considérons maintenant pour le cas neutre les hypothèses précédentes et ajoutons les
hypothèses suivantes :

(Ĝ1) Il existe une constante M0 > 0 telle que :

‖A−1(t)‖B(E) ≤M0 ∀t ∈ J.

(Ĝ2) Il existe une constante 0 < L < M0
−1

telle que :

|A(t)g(t, ϕ)| ≤ L(‖ϕ‖+ 1)

∀t ∈ J et ∀ϕ ∈ C(H;E).
(Ĝ3) Il existe une constante L∗ > 0 telle que :

|A(s)g(s, ϕ)− A(s)g(s, ϕ)| ≤ L∗(|s− s|+ ‖ϕ− ϕ‖)
∀s, s ∈ J et ∀ϕ, ϕ ∈ C(H;E).
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Considérons maintenant que : ln(t) = M̂(L∗ + nSnln(t)) et choisissons
τ > [1−M0L∗]

−1.

5.3.2 Résultat d'existence

Théorème 5.3.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaites. Si en plus

∫ +∞

c14,n

ds

s+ ψ(s)
>

M̂

1−M0L

∫ n

0

max(L;nSnp(s)) ds, pour tout n > 0 (5.8)

avec

c14,n =
M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

1−M0L
.

Alors le problème (5.2) admet une solution faible sur [−r,+∞[.

Preuve. Transformons le problème (5.2) en un problème de point �xe. Considérons
pour cela l'opérateur N14 : C([−r,+∞[;E) −→ P(C([−r,+∞[;E)) dé�ni par :

N14(y) =


h ∈ C([−r,+∞[;E) : h(t) =



ϕ(t), si t ∈ [−r, 0] ;

U(t, 0)[ ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt))

+

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys)) ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ)f(τ)dτds,

si t ≥ 0 .


avec f ∈ SF,y =

{
ϑ ∈ L1(J ;E), ϑ(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) p. p. t ∈ J

}
.

Il est clair que les points �xes de l'opérateur N14 sont les solutions faibles du problème
(5.2).

Soit y une solution faible possible du problème (5.2). On remarque aussi que pour
chaque y ∈ C([−r,+∞[;E), l'ensemble SF,y est non vide, par (Ĥ2) F a une sélection
mesurable (voir [33], Théorème III.6).

Soit y un point �xe possible de l'opérateur N14. Étant donné n ∈ N et t ≤ n, alors
y devrait être la solution faible de l'inclusion y ∈ λN14(y) pour un certain λ ∈]0, 1[ et il
existe f ∈ SF,y ⇔ f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) telle que pour chaque t ∈ [0,+∞[. Alors d'après
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(Ĥ1), (Ĥ2), (Ĥ4), (Ĝ1) et (Ĝ2), on a :

|y(t)| ≤ |U(t, 0)| |ϕ(0)− g(0, ϕ)|+ |g(t, yρ(t,yt))|+
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)|A(s)g(s, yρ(s,ys))|ds

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∣∣∣∣∫ s

0

I(s, τ)f(τ) dτds

∣∣∣∣
≤ M̂‖ϕ‖+ M̂‖A−1(0)‖‖A(0)g(0, ϕ)‖+ ‖A−1(t)‖‖A(t)g(t, yρ(t,yt))‖

+ M̂

∫ t

0

‖A(s)g(s, yρ(s,ys))‖ds+ M̂

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, τ)| |f(τ)| dτ ds,

≤ M̂‖ϕ‖+ M̂M0L(‖ϕ‖+ 1) +M0L(‖yρ(t,yt)‖+ 1)

+ M̂L

∫ t

0

(‖yρ(s,ys)‖+ 1)ds+ M̂

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, τ)| p(τ)ψ(‖yρ(τ,yτ )‖) dτ ds,

≤ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

+ M0L‖yρ(t,yt)‖+ M̂L

∫ t

0

‖yρ(s,ys)‖ds+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ψ
(
‖yρ(s,ys)‖

)
ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) := sup { |y(s)| : 0 ≤ s ≤ t }, 0 ≤ t < +∞.

Soit t? ∈ [−r, t] tel que :
µ(t?) = |y(t?)|.

Si t? ∈ [0, n], d'après l'inégalité précédente, on aura :

µ(t) ≤ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

+ M0Lµ(t) + M̂L

∫ t

0

µ(s)ds+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s) ψ(µ(s)) ds.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Alors

(1−M0L)µ(t) ≤ M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln

+ M̂L

∫ t

0

µ(s)ds+ M̂ n Sn

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds.

Donc

µ(t) ≤ 1

1−M0L
[M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln]

+
M̂L

1−M0L

∫ t

0

µ(s)ds+
M̂ n Sn

1−M0L

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds

= c14,n +
M̂

1−M0L

[∫ t

0

Lµ(s)ds+

∫ t

0

n Sn p(s)ψ(µ(s))ds

]
.

avec c14,n :=
1

1−M0L
[M̂‖ϕ‖(1 +M0L) +M0L(M̂ + 1) + M̂Ln].
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Prenons le second membre de cette inégalité comme étant v(t). Ainsi nous aurons :

µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n].

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée. De la dé�nition
de v, nous obtenons :

c := v(0) = c14,n et v′(t) =
M̂

1−M0L
[Lµ(t) + n Sn p(t) ψ(µ(t))] p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ pour avoir :

v′(t) ≤ M̂

1−M
[Lv(t) + n Sn p(t) ψ(v(t))].

Utilisons la condition (5.8) pour avoir :∫ v(t)

c14,n

ds

s+ ψ(s)
≤ M̂

1−M0L

∫ t

0

max(L, n Sn p(s)) ds,

≤ M̂

1−M0L

∫ n

0

max(L, n Sn p(s)) ds

<

∫ +∞

c14,n

ds

s+ ψ(s)
.

Pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn ainsi µ(t) ≤ Λn.
Puisque : ‖y‖n ≤ µ(t), nous aurons donc : ‖y‖n ≤ max{‖ϕ‖,Λn} := ∆n.

Considérons l'ensemble

Y = { y ∈ C([−r,+∞[;E) ‖y‖∞ ≤ ∆n + 1, ∀ n ∈ N}.

Il est clair que : Y est un sous-ensemble fermé de C([−r,+∞[;E).

Montrons maintenant que l'opérateur N14 : Ȳ → P(C([−r,+∞[;E)) est une contrac-
tion et un opérateur admissible.

Tout d'abord, nous prouvons que :N14 est une contraction. Soient y, ȳ ∈ C([−r,+∞[;E).
Alors il existe f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) et g : J × C(H;E) telle que pour chaque t ∈ [0, n]

h(t) = U(t, 0)[ ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys)) ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ) dτds.

De (Ĥ3), il en résulte que :

Hd

(
F (t, yρ(t,yt));F (t, ȳρ(t,ȳt))

)
≤ ln(t) ‖yρ − ȳρ‖.

Par conséquent, il y a ω ∈ F (t, ȳρ) telle que :

|f(t)− ω| ≤ ln(t) ‖yρ − ȳρ‖, t ∈ [0, n].



5.3. PROBLÈME DE TYPE NEUTRE À RETARD FINI 113

Considérons Y? : [0, n]→ P(E), donné par :

Y? = ω ∈ E : |f(t)− ω| ≤ ln(t) ‖yρ − ȳρ‖.

Comme l'opérateur multivoque υ(t) = Y?(t) ∩ F (t, yρ(t,yt)) est mesurable (dans [33],
voir Proposition III.4), il existe une fonction f̄(t) qui est une selection mesurable pour υ.
Alors, f̄(t) ∈ F (t, ȳρ(t,ȳt)) et on obtient pour chaque t ∈ [0, n]

|f(t)− f̄(t)| ≤ ln(t) ‖yρ − ȳρ‖.

On dé�nit, pour chaque t ∈ [0, n]

h̄(t) = U(t, 0)[ ϕ(0)− g(0, ϕ)] + g(t, ȳρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, ȳρ(s,ys)) ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f̄(τ) dτds.

Considérons pour cela y, y ∈ Y . D'après (Ĥ1), (Ĥ3), (Ĥ4), (Ĝ1) et (Ĝ3) nous aurons
pour tout t ∈ [0, n] et n ∈ N :

|h(t)− h(t)| ≤ |g(t, yρ(t,yt))− g(t, yρ(t,yt))|

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E) |A(s)[g(s, yρ(s,ys))− g(s, yρ(s,ys))]|ds

+ |
∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ)[f(τ)− f(τ)] dτds|,

≤ ‖A−1(t)‖ ‖A(t)g(t, yρ(t,yt))− A(t)g(t, yρ(t,yt))‖

+ M̂

∫ t

0

‖A(s)g(s, yρ(s,ys))− A(s)g(s, yρ(s,ys))‖ ds

+

∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, τ)||f(τ)− f(τ)|dτds,

≤ M̂0L∗‖yρ(t,yt) − yρ(t,yt)‖+

∫ t

0

M̂L∗‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖ds

+

∫ t

0

M̂nSnln(s)‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖,

≤ M̂0L∗‖yρ(t,yt) − yρ(t,yt)‖+

∫ t

0

[M̂L∗ + M̂nSnln(s)]‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖ ds,

≤ M0L∗e
τL∗

n(t)[e−τL
∗
n(t)‖yρ(t,yt) − yρ(t,yt)‖]

+

∫ t

0

ln(s)eτL
∗
n(s)[e−τL

∗
n(s)‖yρ(s,ys) − yρ(s,ys)‖] ds,

≤ M0L∗e
τL∗

n(t)‖y − y‖n +

∫ t

0

[
eτL

∗
n(s)

τ
]′ ds‖y − y‖n,

≤ M0L∗e
τL∗

n(t)‖y − y‖n +
1

τ
eτL

∗
n(t)‖y − y‖n,

≤
[
M0L∗ +

1

τ

]
eτL

∗
n(t)‖y − y‖n.
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Par conséquent

‖h− h‖n ≤
[
M0L∗ +

1

τ

]
‖y − y‖n.

Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les rôles de y et ȳ, il en résulte
que :

Hd(N14(y), N14(y)) ≤
[
M0L∗ +

1

τ

]
‖y − y‖n.

Donc, pour un choix approprié de L∗ et τ tels que : M0L∗ +
1

τ
< 1, l'opérateur N14

est une contraction pour tout n ∈ N . D'après le choix de Y , il n'existe aucun y ∈ ∂Y n

tel que : y ∈ λ N14(y), λ ∈]0, 1[. Alors l'alternative (FG2) dans le Théorème 1.9.1 n'est
pas satisfaite. Donc l'alternative non linéaire de Frigon-Granas montre que : (FG1) est
satisfaite. Alors, nous en déduisons que : l'opérateur N14 admet un point �xe qui est la
solution faible du problème (5.2).

5.3.3 Exemple

Pour illustrer le résultat précédent, considérons dans cette section l'exemple suivant :

∂

∂t
[z(t, x)−

∫ t

−r

∫ π

0

b(s− t, u, x) z(s, u) du ds] ∈ a(t, x)
∂2z

∂x2
(t, x)

+

∫ t

0

α(t, s)Q(s, z(s− r, x),
∂z

∂x
(s− r, x))ds, t ≥ 0, x ∈ [0, π],

z(t, 0) = z(t, π) = 0, t ≥ 0,

z(t, x) = Φ(t, x), t ∈ [−r, 0], x ∈ [0, π].

(5.9)

où r > 0 ; a(t, x) est une fonction continue et uniformement Hölderienne par rapport à t ;
α : R2

+ → R, Q : R+×R×R→ R et Φ : [−r, 0]× [0, π]→ R sont des fonctions continues.

Pour x ∈ [0, π], on aura :

y(t)(x) = z(t, x) t ≥ 0,

I(t, s) = α(t, s) t, s ∈ [0,+∞[,

f(t, yt)(x) = Q(t, z(t− r, x) t ∈ [0,+∞[,

g(t, yt)(x) =

∫ t

−r

∫ π

0

b(s− t, u, x)z(s, u)duds, x ∈ [0, π]

et
ϕ(t)(x) = ϕ(t, x) t ∈ [−r, 0].

Considérons ϕ : [−r, 0]→ E tel que : ϕ est Lebesgue mesurable et h‖ϕ‖2 est Lebesgue
intégrable sur [−r, 0] où h : [−r, 0]→ R est une fonction intégrable positive. Ici la norme
dé�nie par :

‖ϕ‖ = ‖Φ(0)‖+ (

∫ 0

−r
h(s)‖ϕ‖2ds)

1
2
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(i) la fonction b est mesurable et∫ π

0

∫ t

−r

∫ π

0

b2(s, u, x)

h(s)
ds du dx <∞

(ii) les fonctions
∂b

∂x
(s, u, x) et

∂2b

∂2x
(s, u, x) sont mesurables,

b(s, u, 0) = b(s, u, π) = 0 et sup
t∈[0,b]

N(t) <∞, où

N(t) =

∫ π

0

∫ t

−r

∫ π

0

1

h(s)
(a(s, x)

∂2

∂x2
b(s, u, x))2ds du dx.

Ainsi, avec les dé�nitions ci-dessus de f , g, I et A, le système (5.9) peut être représenté
par la forme abstraite du problème intégro-di�érentiel d'évolution de type neutre (5.2).
En outre, plus de conditions appropriées sur Q et η assurent l'existence de la solution
faible pour (5.9) par le Théorème 5.3.1.
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Chapitre 6

Inclusions Intégro-di�érentielles
d'Évolution à Retard In�ni Dépendant
de l'État

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence des solutions faibles sur la demi-droite
réelle positive de deux classes d'inclusions intégro-di�érentielles d'évolution partielles et
celles de type neutre à retard in�ni dépendant de l'état en appliquant l'alternatives non
linéaire de Frigon pour les contractions multivoques admissibles sur les espaces Fréchet
[38, 39, 40].

L'existence des solutions faibles est démontrée dans la Section 6.2 citée dans [64]
pour la classe suivante des inclusions intégro-di�érentielles d'évolution avec retard in�ni
dépendant de l'état

y′(t) ∈ A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)F (s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(6.1)

où F : J × B −→ P(E) est une application multivoque à valeurs compactes non vides,
I : J × J → R, ρ : J ×B → R et φ ∈ B sont des fonctions données et B et {A(t)}t≥0 sont
déjà dé�nis.

Une extension de ce problème pour le type neutre est donnée dans la Section 6.3 citée
dans [65] pour la classe suivante des inclusions intégro-di�érentielles d'évolution de type
neutre avec retard in�ni dépendant de l'état

d

dt
[y(t)− g(t, yρ(t,yt))] ∈ A(t)y(t) +

∫ t

0

I(t, s)F (s, yρ(s,ys))ds, p. p. t ∈ J

y0 = φ ∈ B,

(6.2)

où A(·), F , I et φ sont dé�nies dans le problème (6.1) et g : J ×B → E est une fonction
donnée.

117
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En�n, deux exemples seront donnés à la �n de chaque Section pour illustrer les résultats
obtenus.

6.2 Problème à Retard In�ni

6.2.1 Solution faible et hypothèses

Rappelons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-
di�érentiel d'évolution (6.1) :

Dé�nition 6.2.1. La fonction y(·) :]−∞,+∞[−→ E est dite solution faible du problème
(6.1) si y(t) = φ(t) pour tout t ∈ H et y(.) est continue sur l'interval J et il existe
f(.) ∈ L1(J ;E); f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) presque partout dans J telle que : y véri�e l'équation
intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0)φ(0) +

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r)drds pour chaque t ≥ 0. (6.3)

Soit R(ρ−) = {ρ(s, φ) : (s, φ) ∈ J × B, ρ(s, φ) ≤ 0}. Nous supposons toujours que :
ρ : J × B → R est continue. De plus, nous introduisons l'hypothèse suivante

(H̃φ) La fonction t→ φt est continue de R(ρ−) à B et il existe une fonction continue
et bornée Lφ : R(ρ−)→ R?

+ telle que : ‖φt‖B ≤ Lφ(t)‖φ‖B pour chaque t ∈ R(ρ−).

Pour la suite, nous aurons besoin des hypothèses suivantes :
(H̃1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 telle que :

‖U(t, s)‖B(E) ≤M pour tout (t, s) ∈ ∆.

(H̃2) La multifoction F : J×B −→ P(E) est L1
loc−carathéodory compacte et convexe

pour tout u ∈ B et Il existe une fonction ψ : J −→]0,+∞[ continue et croissante
et il existe une fonction p ∈ L1

loc(J ;R+) telles que :

‖F (t, u)‖P(E) ≤ p(t) ψ(‖u‖B) p. p. t ∈ J, ∀u ∈ B.

(H̃3) Pour tout R > 0, il existe une fonction lR ∈ L1
loc(J ;R+) tel que :

Hd (F (t, u);F (t, v)) ≤ lR(t) ‖u− v‖B

∀u, v ∈ B avec ‖u‖B ≤ R et ‖v‖B ≤ R et

Hd (0;F (t, 0)) ≤ lR(t) p. p. t ∈ J.

(H̃4) Pour tout t ∈ J , I(t,s) est mesurable sur [0, t] et

I(t) = sup
0≤s≤t

|I(t, s)|

est bornée sur [0, n] ; soit
Sn = ess sup

t∈[0,n]

I(t).
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Considérons l'espace suivant

B+∞ =
{
y : R→ E : y|[0,T ] continu pour T > 0 et y0 ∈ B

}
,

où y|[0,T ] est la restriction de y vers l'intervale réel compact [0, T ].

Fixons τ > 1. Pour chaque n ∈ N, on dé�nit dans B+∞ la semi-norme par :

‖y‖n = sup
t∈[0,n]

{e−τL?n(t)|y(t)|}

où L?n(t) =

∫ t

0

ln(s)ds , ln(t) = KnMnSnln(t) et ln est la fonction de (H̃3). Alors B+∞

est un espace de Fréchet avec cette famille de semi-norme ‖ · ‖n∈N.

6.2.2 Résultat d'existence

Théorème 6.2.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaites et de plus∫ +∞

cn

ds

ψ(s)
> KnM̂nSn

∫ n

0

p(s)ds pour chaquen ∈ N (6.4)

avec cn = (Mn + Lφ + KnMH)‖φ‖B. Alors, le problème intégro-di�érentiel d'évolution
(6.1) a une solution faible.

Preuve. Transformons le problème (6.1) en un problème de point �xe dans l'espace
de Fréchet précédent. Considérons l'opérateur N15 : B+∞ → P(B+∞) dé�ni par :

N15(y) =

h ∈ B+∞ : h(t) =


φ(t), si t ≤ 0 ;

U(t, 0)φ(0)

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r)drds, si t ≥ 0.


avec f ∈ SF,y =

{
ϑ ∈ L1(J ;E), ϑ(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) p. p. t ∈ J

}
.

Il est clair que les points �xes de l'opérateur N15 sont les solutions faibles du problème
(6.1) .

Pour φ ∈ B, on dé�nit la fonction x(.) : R → E par : x(t) = φ(t) pour t ≤ 0 et
x(t) = U(t, 0) φ(0) pour t ∈ J. Alors x0 = φ. Pour chaque fonction z ∈ B+∞ avec
z(0) = 0, on note par : z la fonction dé�nie par : z(t) = 0 pour t ≤ 0 et z(t) = z(t) pour
t ∈ J.

Si y(·) satisfait (6.3), on peut la décomposer comme y(t) = z(t) + x(t), t ≥ 0, ce qui
implique yt = zt + xt, pour chaque t ∈ J et la fonction z(·) satisfait pour t ∈ J

z(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r)drds pour t ∈ J.

avec f(t) ∈ F (t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)) presque partout t ∈ J.
Soit B0

+∞ = {z ∈ B+∞ : z0 = 0 ∈ B} . Pour tout z ∈ B0
+∞ on a :

‖z‖+∞ = ‖z0‖B + sup
0≤s<+∞

|z(s)| = sup
0≤s<+∞

|z(s)|.
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Ainsi (B0
+∞, ‖ · ‖+∞) est un espace de Banach. On dé�nit l'opérateur

F : B0
+∞ → P(B0

+∞) par :

F (z)(t) =

{
h ∈ B0

+∞ : h(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r)drds pour t ∈ J.
}

avec f ∈ SF,z =
{
ϑ ∈ L1(J ;E), ϑ(t) ∈ F (t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)) p. p. t ∈ J

}
.

Il est clair que les points �xes de l'opérateur N15 sont les solutions faibles du problème
(6.1).

Soit y une solution faible possible du problème (6.1). On remarque aussi que, pour
chaque y ∈ C(] −∞,+∞[;E), l'ensemble SF,y est non vide, par (H̃2) F a une sélection
mesurable (voir [33], Théorème III.6).

Soit y un point �xe possible de l'opérateur N15. Étant donné n ∈ N et t ≤ n, alors
y devrait être la solution faible de l'inclusion y ∈ λN15(y) pour un certain λ ∈]0, 1[ et il
existe f ∈ SF,y ⇔ f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) pour chaque t ∈ [0,+∞[. Alors, l'opérateur N15 a
un point �xe équivalent à F en a un, donc : F a un point �xe.

Soit y une solution faible possible du problème (6.1). On remarque aussi que, pour
chaque y ∈ C(]−∞,+∞[;E), l'ensemble SF,y est non vide, par (H̃2), F a une selection
mesurable (voir [56], Théorème III.6).

Soit z ∈ B0
+∞ un point �xe possible de l'opérateur F. Et n ∈ N, t ≤ n, alors z

devrait être la solution faible de l'inclusion z ∈ λF (z) pour un certain λ ∈]0, 1[ et il existe
f ∈ SF,z ⇔ f(t) ∈ F (t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)). Par les hypothèses (H̃1), (H̃2), (H̃φ) et le
Lemme 1.7.2, on a pour chaque t ∈ [0, n]

|z(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)| |f(r)| drds

≤ Mn sup
t∈[0,n]

I(t)

∫ t

0

p(s)ψ(‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B)drds

≤ MnSn

∫ t

0

p(s)ψ(‖zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs)‖B)ds.

De (3.16) et la croissance de ψ, on obtient pour chaque t ∈ [0, n]

Kn|z(t)|+ cn ≤ cn +KnMnSn

∫ t

0

p(s)ψ(Kn|z(s)|+ cn)ds.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup
t∈J
{Kn|z(s)|+ cn : 0 ≤ s ≤ t}.

Soit t? ∈]−∞, t] telle que :

µ(t) = Kn|z(t?)|+ cn.

Si t? ∈]−∞, 0], alors µ(t?) = ‖φ‖B et si t? ∈ [0, n], l'inégalité précédente devient

µ(t) ≤ cn +KnMnSn

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds, t ∈ [0, n].
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Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Prenons le côté droit de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors, pour tout t ∈ [0, n],

on a :
v(0) = cn et v′(t) = KnMnSnp(t)ψ(µ(t)).

Utilisons la croissance de ψ, on obtient :

v′(t) ≤ KnMnSnp(t)ψ(v(t)), t ∈ [0, n].

La condition (6.4) implique que pour chaque t ∈ [0, n], on a :∫ v(t)

cn

ds

ψ(s)
≤ KnMnSn

∫ t

0

p(s)ds,

≤ KnM̂nSn

∫ n

0

p(s)ds,

<

∫ +∞

cn

ds

ψ(s)
.

Ainsi, pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn et par
conséquent µ(t) ≤ Λn. Puisque : ‖z‖n ≤ µ(t), on a : ‖z‖n ≤ Λn.

Soit
Z = {z ∈ B0

+∞ : sup
0≤t≤n

|z(t)| ≤ Λn + 1, ∀n ∈ N}.

Clairement, Z est un sous-ensemble fernmé de B0
+∞.

Nous allons montrer que : F : Z̄ → B0
+∞ est une contraction multivoque. En e�et,

considérons z, z ∈ B0
+∞ donc il existe f(t) ∈ F (t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)) et h ∈ F (z). En

utilisant ainsi (H̃1), (H̃3) et (3.16), on obtient pour chaque : t ∈ [0, n] et n ∈ N

h(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ) dτds

De (H̃3), il en résulte que :

Hd (F (t, zρ + xρ);F (t, z̄ρ + xρ)) ≤ ln(t) ‖zρ − z̄ρ‖B

Par conséquent, il y a ω ∈ F (t, z̄ρ + xρ) telle que :

|f(t)− ω| ≤ ln(t) ‖zρ − z̄ρ‖B, t ∈ [0, n]

Considérons Z? : [0, n]→ P(E), donné par :

Z? = ω ∈ E : |f(t)− ω| ≤ ln(t) ‖zρ − z̄ρ‖B.

Puisque l'opérateur multivoque υ(t) = Z?(t) ∩ F (t, z̄ρ + xρ) est mesurable (dans [33],
voir Proposition III.4), il existe une fonction f̄(t) qui est une selection mesurable pour υ.
Alors, f̄(t) ∈ F (t, z̄ρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)) et on obtient pour chaque t ∈ [0, n]

|f(t)− f̄(t)| ≤ ln(t) ‖zρ − z̄ρ‖.
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On dé�nit, pour chaque t ∈ [0, n]

h̄(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f̄(τ) dτds

Considérons pour cela z, z ∈ B0
+∞. D'après (H̃1), (H̃3) et (H̃4), nous aurons pour

tout t ∈ [0, n] et n ∈ N :

|h(t)− h(t)| ≤
∫ t

0

‖U(t, s)‖B(E)

∫ s

0

|I(s, r)|
∣∣f(r)− f(r)

∣∣ dr ds,
≤ Mn ess sup

t∈[0,n]

I(t)

∫ t

0

ln(s)
∥∥zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)

∥∥
B ds,

≤ MnSn

∫ t

0

ln(s)Kn |z(s)− z(s)| ds,

≤
∫ t

0

[
ln(s) eτ L?n(s)

] [
e−τ L?n(s) |z(s)− z(s)|

]
ds,

≤
∫ t

0

[
eτ L?n(s)

τ

]′
ds ‖z − z‖n,

≤ 1

τ
eτ L?n(t) ‖z − z‖n.

Donc,

‖h− h‖n ≤
1

τ
‖z − z‖n.

Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les rôles de z et de z̄, il en résulte
que :

Hd(F (z), F (ȳ)) ≤ 1

τ
‖z − z‖n.

Alors, pour τ > 1, F est une contraction pour tout nN.
Il reste à montrer que : F est un opérateur multivoque admissible. Soit z ∈ B0

+∞. Soit,
pour chaque n ∈ N, l'espace

B0
n :=

{
y :]−∞, n]→ E : y|[0,n] ∈ C([0, n];E), y0 ∈ B

}
et considérons l'opérateur multivoque F : B0

n → Pcl(B0
n) de�né par :

F (z) =

{
h ∈ B0

n : h(t) =

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, τ) f(τ) dτds, t ∈ [0, n]

}
avec f ∈ SnF,y =

{
ϑ ∈ L1([0, n];E), ϑ(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) p. p. t ∈ [0, n]

}
.

De (H̃1)− (H̃3) et puisque F est une application à plusieurs valeurs avec des valeurs
compactes, nous pouvons prouver que pour chaque z ∈ B0

n, F (z) ∈ Pcp(B0
n), il existe

z? ∈ B0
n telle que : z? ∈ F (z?). Soient h ∈ B0

n, z̄ ∈ Z̄ et ε > 0. supposons que : z? ∈ F (z̄),
alors on a :

‖z̄(t)− z?(t)‖ ≤ ‖z̄(t)− h(t)‖+ ‖z?(t)− h(t)‖
≤ τeτL∗n(t)‖z̄ − F (z̄)‖n + ‖z?(t)− h(t)‖
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Puisque : h est arbitraire, nous pouvons supposer que :

h ∈ B(z?, ε) = h ∈ B0
n : ‖h− z?‖n ≤ ε.

Donc,
‖z̄ − z?‖n ≤ ‖z̄ − F (z̄)‖n + ε.

Si z n'est pas dans F (z̄) alors ‖z? − F (z̄)‖ 6= 0. Puisque : F (z̄) est compact, il existe
x ∈ F (z̄) tel que : ‖z? − F (z̄)‖ = ‖z? − x. Alors on a :

‖z̄(t)− x(t)‖ ≤ ‖z̄(t)− h(t)‖+ ‖x(t)− h(t)‖
≤ τeτ L∗n(t)‖z̄ − F (z̄)‖n + ‖x(t)− h(t)‖.

Donc,
‖z̄ − x‖n ≤ ‖z̄ − F (z̄)‖n + ε.

Alors, F est une contraction de l'opérateur admissible. Du choix de Z, il n'y a pas
z ∈ ∂Z tel que : z = λF (z) pour un certain λ ∈]0, 1[. Alors l'alternative (F2) du Théorème
1.9.3 ne tient pas. Une conséquence de l'alternative non linéaire de Frigon est que : (F1)
est véri�ée, alors nous déduisons que l'opérateur F admet un point �xe z? dans Z,. Ainsi
y?(t) = z?(t)+x(t), t ∈]−∞,+∞[ est un point �xe de l'opérateur N15 qui est une solution
faible du problème d'inclusion de l'évolution (6.1).

6.2.3 Exemple

Considérons le problème suivant :

∂u

∂t
(t, ξ) ∈ ∂

2u(t, ξ)

∂ξ2
+ a0(t, ξ)u(t, ξ)

+

∫ t

−r
η(t, τ)

∫ 0

−r
a1(s− t)u

[
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

]
dsdτ,

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(θ, ξ) = u0(θ, ξ), −r < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π].

(6.5)

où a0(t, ξ) est une fonction continue et uniformément Hölderienne par rapport à t ;
η : R2

− → R, a1 :] −∞, 0] → R, a2 : [0, π] → R et ρ1 : [0,+∞[→ R sont des fonctions
continues et ρ2 : [0,+∞[−→ P(R) est une application multivoque à valeurs compactes
convexes.

Théorème 6.2.2. Soit φ ∈ B. Supposons que la condition (H̃φ) est satisfaite et que
ρ1 : [0,+∞[−→ R est une fonction continue, ρ2 : [0,+∞[−→ P(R) est une application
multivoque à valeurs compactes et covexes, a1 :] −∞, 0] → R et a2 : [0, π] → R sont des
fonctions continues. Alors il existe une solution faible de (6.5).

Preuve. D'après les hypothèses, nous avons que :

I(t, s) = η(t, τ) t, τ ≥ 0,
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f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−r
a1(s)ψ(s, ξ)ds

et

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)
,

sont des fonctions bien dé�nies qui permettent de transformer le système (6.5) au système
abstrait (6.1). De plus, la fonction f est linéaire bornée. Maintenant, l'existence de la
solution faible peut être déduite d'une application directe du Théorème 6.2.1.

D'après la Remarque 1.7.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 6.2.1. Soit φ ∈ B une fonction continue et bornée. Alors il existe une solution
faible du problème (6.5) sur ]−∞,+∞[.

6.3 Problème de Type Neutre à Retard In�ni

6.3.1 Solution faible et hypothèses

Rappellons tout d'abord la dé�nition de la solution faible du problème intégro-
di�érentiel d'évolution de type neutre (6.2) :

Dé�nition 6.3.1. On dit que la fonction y(·) : R → E est une solution faible de (6.2)
si y(t) = φ(t) pour tout t ∈] − ∞, 0] et y(.) est continue sur l'interval J et il existe
f(.) ∈ L1(J ;E); f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) presque partout dans J et g : J ×C(B;E)→ E. telle
que : y véri�e l'équation intégrale suivante :

y(t) = U(t, 0)[φ(0)− g(0, φ)] + g(t, yρ(t,yt)) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(r,yr))drds for each t ≥ 0.

(6.6)

Considérons les hypothèses précédentes et nous aurons besoin des hypothèses suivantes
(G̃1) Il existe une constante M0 > 0 telle que :

‖A−1(t)‖B(E) ≤M0

pour tout t ≥ 0.
(G̃2) Il existe une constante 0 < L < M−1

0 , telle que :

‖A(t)g(t, φ)‖ ≤ L(‖φ‖B + 1)

pour tout t ∈ J et φ ∈ B.
(G̃3) Il existe une constante L? > 0 telle que :

|A(s) g(s, φ)− A(s) g(s, φ)| ≤ L? (|s− s|+ ‖φ− φ‖B)

pour tout s, s ∈ J et φ, φ ∈ B.
(G4) La fonction g est complètement continue et pour tout ensemble borné Q ⊂ B

l'ensemble {t→ g(t, xρ(t,yt)) : x ∈ Q} est équi-continu dans C(J,E).
Prenons ln(t) = MKn[L? + nSnln(t)] pour ln la fonction de (H̃3) pour la famille de

seminorme {‖ · ‖n}n∈N.
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6.3.2 Résultat d'existence

Théorème 6.3.1. Supposons que les hypothèses précédentes sont satisfaits et de plus∫ +∞

Dn

ds

s+ ψ(s)
>

KnM

1−M0L

∫ n

0

max(L, nSnp(s))ds (6.7)

pour chaque n > 0 où

Dn =

[(
1 +

KnM0L

1−M0L

)
(Mn + Lφ +KnMH) +

KnM(1 +M0L)

1−M0L

]
‖φ‖B

+
Kn (M0L(M + 1) +MLn)

1−M0L
.

Alors le problème intégro-di�érentiel d'évolution de type neutre (6.2) a une solution
faible.

Preuve. Transformons le problème (6.2) en un problème de point �xe dans l'espace
de Fréchet précédent. Considérons l'opérateur N16 : B+∞ → P(B+∞) dé�ni par :

N16(y) =


h ∈ B+∞ : h(t) =



φ(t), si t ≤ 0

U(t, 0)[φ(0)− g(0, φ)] + g(t, yρ(t,yt))

+

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r)drds, si t ≥ 0.


avec f ∈ SF,y =

{
f ∈ L1(J ;E), f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) p. p. t ∈ J

}
.

Il est clair que les points �xes de l'opérateur N16 sont les solutions faibles du problème
(6.2).

Pour φ ∈ B, on dé�nit la fonction x(.) : R → E by x(t) = φ(t) pour t ≤ 0 et
x(t) = U(t, 0) φ(0) pour t ∈ J. Alors x0 = φ. Pour chaque fonction z ∈ B+∞ avec
z(0) = 0, on note par : z la fonction dé�nie par : z(t) = 0 pour t ≤ 0 et z(t) = z(t) pour
t ∈ J. Si y(·) satisfait (6.6), on peut là décomposer comme y(t) = z(t) + x(t), t ≥ 0, ce
qui implique : yt = zt + xt, pour chaque t ∈ J et la fonction z(·) satisfait pour t ∈ J

z(t) = g(t, zρ(t,yt) + xρ(t,yt))− U(t, 0)g(0, φ) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, zρ(s,ys) + xρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r)drds for t ∈ J.

avec f(t) ∈ F (t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)) presque partout t ∈ J.
Soit B0

+∞ = {z ∈ B+∞ : z0 = 0 ∈ B} . Pour chaque z ∈ B0
+∞ on a :

‖z‖+∞ = ‖z0‖B + sup
0≤s<+∞

|z(s)| = sup
0≤s<+∞

|z(s)|.
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Ainsi (B0
+∞, ‖·‖+∞) est un espace de Banach . On dé�nit l'opérateur F : B0

+∞ → P(B0
+∞)

par :

F̃ (y) =

h ∈ B+∞ : h(t) =


g(t, yρ(t,yt))− U(t, 0)g(0, φ)

+

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, yρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r, yρ(s,ys))drds, si t ≥ 0.


avec f ∈ SF,z =

{
ϑ ∈ L1(J ;E), ϑ(t) ∈ F (t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)) p. p. t ∈ J

}
.

Il est clair que les points �xes de l'opérateur N16 sont les solutions faibles du problème
(6.2).

Soit y une solution faible possible du problème (6.2). On remarque aussi que, pour
chaque y ∈ C(]−∞,+∞[;E), l'ensemble SF,y est non vide. Par (H̃2), F a une sélection
mesurable (voir [33], Théorème III.6).

Soit y un point �xe possible de l'opérateur N16. Étant donné n ∈ N et t ≤ n, alors
y devrait être la solution faible de l'inclusion y ∈ λN16(y) pour un certain λ ∈]0, 1[ et il
existe f ∈ SF,y ⇔ f(t) ∈ F (t, yρ(t,yt)) telle que, pour chaque t ∈ [0,+∞[. Alors d'après
(H̃φ), (H̃1), (H̃2), (H̃4), (G̃1) et (G̃2), on a :

|z(t)| ≤ ‖A−1(t)‖B(E)‖A(t)g(t, zρ(t,yt) + xρ(t,yt))‖+M‖A−1(0)‖B(E)‖A(0)g(0, φ)‖

+ M

∫ t

0

‖A(s)g(s, zρ(s,ys) + xρ(s,ys))‖ ds

+ M

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, r)||f(r)|drds,

≤ M0L(‖zρ(t,yt) + xρ(t,yt)‖B + 1) +MM0L(‖φ‖B + 1)

+ ML

∫ t

0

(‖zρ(s,ys) + xρ(s,ys)‖B + 1) ds

+ Mn ess sup
t∈[0,n]

I(t)

∫ t

0

p(s)ψ(‖zρ(s,ys) + xρ(s,ys)‖B)ds,

≤ M0L (Kn|z(t)|+ cn) +MM0L‖φ‖B +M0 L(M + 1) +MLn

+ML

∫ t

0

(Kn|z(s)|+ cn) ds+MnSn

∫ t

0

p(s)ψ(Kn|z(s)|+ cn)ds.

Alors, on a pour Dn = cn +Kn
M0Lcn +M‖φ‖B(1 +M0L) +M0L(M + 1) +MLn

1−M0L

Kn|z(t)|+cn ≤ Dn+
KnM

1−M0L

[
L

∫ t

0

(Kn|z(s)|+ cn) ds+ nSn

∫ t

0

p(s)ψ(Kn|z(s)|+ cn)ds

]
.

Considérons la fonction µ dé�nie par :

µ(t) = sup
t∈J
{Kn|z(s)|+ cn : 0 ≤ s ≤ t}.

Soit t? ∈]−∞, t] telle que :
µ(t) = Kn|z(t?)|+ cn.
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Si t? ∈ [0, n], par l'inégalité précédente, nous avons pour t ∈ [0, n]

µ(t) ≤ Dn +
KnM

1−M0L

[
L

∫ t

0

µ(s)ds+ nSn

∫ t

0

p(s)ψ(µ(s))ds

]
.

Si t? ∈ [−r, 0], alors µ(t?) = ‖ϕ‖ et l'inégalité précédente est véri�ée.
Si t? ∈]−∞, 0], alors µ(t?) = ‖φ‖B et l'inégalité précédente tient. Prenons le côté droit

de l'inégalité ci-dessus comme v(t). Alors on a : µ(t) ≤ v(t) pour tout t ∈ [0, n]. De la
dé�nition de v, on a : v(0) = Dn et

v′(t) =
KnM

1−M0L
[Lµ(t) + nSnp(t)ψ(µ(t))] p. p. t ∈ [0, n].

Utilisons la croissance de ψ, on obtient pour p. p. t ∈ [0, n]

v′(t) ≤ KnM

1−M0L
[Lv(t) + nSnp(t)ψ(v(t))] .

Cela implique que pour chaque t ∈ [0, n] et utilisons (H̃5) on obtient :∫ v(t)

Dn

ds

s+ ψ(s)
≤ KnM

1−M0L

∫ t

0

max(L, nSnp(s))ds

≤ KnM

1−M0L

∫ n

0

max(L, nSnp(s))ds

<

∫ +∞

Dn

ds

s+ ψ(s)
.

Donc, pour chaque t ∈ [0, n], il existe une constante Λn telle que : v(t) ≤ Λn et par
conséquent µ(t) ≤ Λn. Puisque : ‖z‖n ≤ µ(t), on a : ‖z‖n ≤ Λn.

nous montrerons que : F : Z̄ → B0
+∞ est une contraction. En e�et, considérons

z, z ∈ B0
+∞ tels qu'il existe f(t) ∈ F (t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)) et h ∈ F (z).

En utilisant ainsi (H̃1), (G̃1) et (6.6), on obtient pour chaque t ∈ [0, n] et n ∈ N

h(t) = g(t, zρ(t,yt) + xρ(t,yt))− U(t, 0)g(0, φ) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, zρ(s,ys) + xρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f(r)drds for t ∈ J.

De (H̃3) il en résulte que :

Hd (F (t, zρ + xρ);F (t, z̄ρ + xρ)) ≤ ln(t) ‖zρ − z̄ρ‖B.

Par conséquent, il y a ω ∈ F (t, z̄ρ + xρ) telle que :

|f(t)− ω| ≤ ln(t) ‖zρ − z̄ρ‖B, t ∈ [0, n].

Considérons Z? : [0, n]→ P(E), donné par :

Z? = ω ∈ E : |f(t)− ω| ≤ ln(t) ‖zρ − z̄ρ‖B.
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Puisque l'opérateur multivoque υ(t) = Z?(t) ∩ F (t, z̄ρ + xρ) est mesurable (dans [33],
voir Proposition III.4), il existe une fonction f̄(t), qui est une sélection mesurable pour υ.

Alors, f̄(t) ∈ F (t, z̄ρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt)) et nous obtenons pour chaque t ∈ [0, n]

|f(t)− f̄(t)| ≤ ln(t) ‖zρ − z̄ρ‖B.

On dé�nit, pour chaque t ∈ [0, n]

h̄(t) = g(t, z̄ρ(t,yt) + xρ(t,yt))− U(t, 0)g(0, φ) +

∫ t

0

U(t, s)A(s)g(s, z̄ρ(s,ys) + xρ(s,ys))ds

+

∫ t

0

U(t, s)

∫ s

0

I(s, r)f̄(r, z̄ρ(r,yr) + xρ(r,yr))drds for t ∈ J.

Considérons pour cela z, z ∈ B0
+∞. D'après (H̃1) et (H̃3) et (H̃4), nous aurons pour

tout t ∈ [0, n] et n ∈ N :

|h(t)− h̃(t)| ≤M0|A(t)[g(t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt))− g(t, zρ(t,zt+xt) + xρ(t,zt+xt))]|

+M

∫ t

0

|A(s)[g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))− g(s, zρ(s,zs+xs) + xρ(s,zs+xs))]|ds

+M

∫ t

0

∫ s

0

|I(s, r)||f(r)− f(r)|ds.

Par (H̃2)− (H̃3), (G̃3) et (3.16), on obtient :

|h(t)− h̃(t)| ≤ M0L?‖zρ(t,zt+xt) − zρ(t,zt+xt)‖B

+ M

∫ t

0

L?‖zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)‖Bds

+ Mn ess sup
t∈[0,n]

|I(t)|
∫ t

0

ln(s)‖zρ(s,zs+xs) − zρ(s,zs+xs)‖Bds,

≤ M0L?Kn|z(t)− z(t)|+
∫ t

0

ML?Kn|z(s)− z(s)|ds

+

∫ t

0

MnSnln(s)Kn|z(s)− z(s)|ds,

≤ M0L?Kn‖z(t)− z(t)|+
∫ t

0

ln(s) |z(s)− z(s)|ds

≤ M0L?Kne
τ L?n(t)

[
e−τ L?n(t)‖z(t)− z(t)|

]
+

∫ t

0

ln(s)eτ L?n(t)
[
e−τ L?n(t)|z(s)− z(s)|

]
ds,

≤ M0L?Kn e
τ L?n(t) ‖z − z‖n +

∫ t

0

[
eτ L?n(s)

τ

]′
ds ‖z − z‖n

≤
[
M0L?Kn +

1

τ

]
eτ

?
n(t) ‖z − z‖n.

Donc,

‖h− h̃‖n ≤
[
M0L∗Kn +

1

τ

]
‖z − z‖n.
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Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les rôles de z et de z̄, il en résulte
que :

Hd(F (z), F (ȳ)) ≤
[
M0L∗Kn +

1

τ

]
‖z − z‖n.

Alors, pour

[
M0L∗Kn +

1

τ

]
< 1, l'opérateur F est une contraction pour tout n ∈ N

et F est un opérateur admissible.
Du choix de Z il n'y a pas z ∈ ∂Z telle que : z = λF (z) pour un certain λ ∈]0, 1[. Alors

l'alternative (F2) dans le Théorème 1.9.3 ne tient pas. Une conséquence de l'alternative
non linéaire de Frigon, (F1) est véri�ée. Alors, nous en déduisons que l'opérateur F admet
un point �xe z? dans Z. Alors y?(t) = z?(t) + x(t), t ∈] −∞,+∞[ est un point �xe de
l'opérateur N16 qui est une solution faible du problème d'inclusion de l'évolution (6.2).

6.3.3 Exemple

Considérons le problème de type neutre suivant :

∂

∂t

[
u(t, ξ)−

∫ 0

−r
a3(s− t)u

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
ds

]
∈ ∂

2u(t, ξ)

∂ξ2
+ a0(t, ξ)u(t, ξ)

+

∫ t

−r
η(t, τ)

∫ 0

−r
a1(s− t)u

(
s− ρ1(t)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|u(t, θ)|2dθ
)
, ξ

)
dsdτ,

t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

v(t, 0) = v(t, π) = 0, t ≥ 0,

v(θ, ξ) = v0(θ, ξ), −r < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π].

(6.8)

où a3 :]−∞, 0]→ R est une fonction continue.

Théorème 6.3.2. Soit φ ∈ C(H;E). Supposons que la condition (H̃φ) est satisfaite
et que : ρ1 : [0,+∞[−→ R est une fonction continue, ρ2 : [0,+∞[−→ P(R) est une
application multivoque à valeurs compactes et covexes, a1, a3 :]−∞, 0]→ R et
a2 : [0, π]→ R sont des fonctions continues. Alors il existe une solution faible de (6.8).

Preuve. D'après les hypothèses, nous avons que :

I(t, s) = η(t, τ) t, τ ≥ 0,

f(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−r
a1(s)ψ(s, ξ)ds,

g(t, ψ)(ξ) =

∫ 0

−r
a3(s)ψ(s, ξ)ds,

ρ(s, ψ) = s− ρ1(s)ρ2

(∫ π

0

a2(θ)|ψ(0, ξ)|2dθ
)
,
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sont des fonctions bien dé�nies qui permettent de transformer le système (6.8) au système
abstrait (6.2). De plus, les fonctions f et g sont linéaires bornées. Maintenant, on peut
assurer l'existence de la solution faible par application direct du Théorème 6.3.1.

D'après la remarque 1.7.1, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 6.3.1. Soit φ ∈ B une fonction continue et bornée. Alors il existe une solution
faible de (6.8) sur ]−∞,+∞[.



Conclusion

Dans cette thèse, on a présenté quelques résultats d'existence, d'unicité et de la
contrôlabilité des solutions faibles sur R+ concernant des classes de premier ordre pour les
équations et les inclusions intégro-di�erentielles perturbées et non perturbées d'évolution
à retard �ni et in�ni dépendant de l'état sur les espace de Fréchet en utilisant l'argument
du point �xe combiné avec la théorie des semi-groupes plus préciesément les alternatives
de Frigon-granas [41], Avramescu [10] et Frigon [38, 39, 40].

Nous avons considéré le cas intégro-di�érentiel lorsque le retard dépend des solutions
faibles des problèmes considérés par Baghli et al. dans [2] et [16]-[20].

Notre travail publié de cette thèse a été d'établir l'existence des solutions faibles pour
les inclusions intégro-di�erentielles d'évolution de type neutre à retard in�ni dépendant
de l'état par le Théorème 6.3.1.
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Perspectives

Nos perspectives sont d'étudier l'existence, l'unicité et la contrôlabilité des solutions
faibles sur toute la droite réelle pour les di�érentes classes des dérivées d'ordre fraction-
naire pour les équations et les inclusions intégro-di�érentielles d'évolution fonctionnelles
partielles et de type neutre perturbées et non perturbées lorsque le retard est �ni et in�ni
et lorsqu'il dépend de la solution.
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