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Abstract

The main objective of this thesis is to analyze different queueing systems with customers
impatience and feedback, in particular we focus on heterogenous servers queues.
At first, we consider a heterogenous two-server queueing model with Bernoulli feedback,
reverse balking, reneging and retention of reneged customers. Secondary, we deal with a
queueing model with two heterogenous servers, no waiting line, Bernoulli feedback, rene-
ging, and retention of reneged customers. Using the recursive method, we obtain the steady
state probabilities for the proposed queueing models. Then, we derive useful performance
measures of the considered systems. Numerical analyzes are carried out to show the impact
of systems parameters on the behaviors of the systems. A cost model as well as a cost profit
analysis are presented for the second queueing system considered in this thesis.

Keywords :
Queueing models, feedback, balking, reneging.
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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’analyser différents systèmes de files d’attente avec clients
impatients et feedback, nous nous intéressons plus précisément aux files d’attentes avec ser-
veurs hétérogènes.
En premier lieu, nous traitons un modèle de files d’attente avec serveurs hétérogènes, Ber-
noulli feedback, dérobade inversée (reverse balking), abandon (reneging) et retention de
clients abandonnés. En second lieu, nous considérons un système d’attente sans buffer avec
serveurs hétérogènes, Bernoulli feedback, dérobade (balking), abandon et retention de clients
abandonnés. En utilisant la récursivité, nous obtenons l’état stationnaire des probabilités
associée aux modèles de files d’attente proposés. Les mesures de performances des systèmes
considérées sont obtenues. Des résultats numériques sont donnés pour montrer l’influence
des diffèrents paramètres sur le comportement du système. Une analyse de coût bénéfique est
présentée pour le second système de file d’attente considéré dans cette thèse.

Mots clés :
Système de files d’attente, feedback, dérobade, abandon.
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Chapitre 1

Introduction et présentation

La théorie des files d’attente est l’un des outils analytiques les plus puissants pour
la modélisation de la dynamique des systèmes logistiques et de communications. Cette
théorie a pour but d’étudier différents systèmes d’attente et évaluer les résultats mathé-
matiques en termes de différentes mesures de performance. Les résultats de la théorie
des files d’attente sont nécessaires pour obtenir les caractéristiques des modèles d’at-
tente. Ils fournissent des informations nécessaires aux décideurs en prédisant diverses
caractéristiques des lignes d’attente telles que le temps d’attente moyen dans la file
d’attente, le nombre moyen de clients dans la file d’attente, le temps de service,... etc.

Les files d’attente avec clients impatients (balking et/ou reneging) sont devenues
un domaine vital dans la théorie des files d’attente. Ces systèmes ont une large ap-
plication dans l’ingénierie des télécommunications, les réseaux informatiques, les sys-
tèmes de production et d’autres systèmes stochastiques. Une autre caractéristique très
importante des systèmes de files d’attente est la présence du mécanisme de Bernoulli
feedback. Dans de nombreuses situations de file d’attente, les clients peuvent être ser-
vis plusieurs fois pour certaines raisons. Si le service d’un client n’est pas satisfaisant,
il peut être réessayé encore et encore jusqu’à la fin du service. Ces modèles d’attente
apparaissent dans la modélisation stochastique de nombreuses situations réelles. Par
exemple, dans la transmission de données, un paquet transmis de la source à la desti-
nation peut être renvoyé et il peut continuer ce processus jusqu’à ce que le paquet soit
finalement transmis.
Les files d’attente sont des phénomènes que l’on rencontre dans de très nombreux do-
maines. Par exemple dans les banques, dans les aéroports, dans les bureaux de poste,...
etc. Il s’agit de systèmes de files d’attente classiques. D’autres systèmes sont également
considérés tels que les centres d’appels, les services d’urgence des hôpitaux, les bu-
reaux de poste et les ordinateurs. Pour ces systèmes, les serveurs sont généralement
différents les uns des autres. Ils peuvent posséder différents types de compétences.
Même lorsqu’ils ont la même compétence, leur capacité peut être différente. De tels
systèmes hétérogènes ne sont pas encore suffisamment étudiés dans la littérature. Dans
cette thèse nous nous intéressons à l’étude de différents modèles de files d’attente avec
serveurs hétérogènes, Bernoulli feedback et clients impatients qui s’avèrent d’une por-
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tée limitée en raison de la complexité des résultats. Au cours des dernières décen-
nies, beaucoup d’efforts ont été consacrés à l’étude de ce type de systèmes d’attente,
en raison de leurs vastes applications dans de nombreux domaines tels que les centres
d’appels, les réseaux informatiques, les systèmes de communication et de télécommu-
nication, les systèmes de fabrication flexibles, la modélisation des performances,... etc.
Dans ce chapitre, nous fournissons dans la section 1.1 un peu d’historique sur l’étude
de la théorie de files d’attente ainsi qu’une revue de la littérature. Dans la section 1.2
nous rappelons un vocabulaire fondamental et les résultats de différents systèmes de
files d’attente. Ensuite, dans les sections 1.3 et 1.4 nous donnons successivement des
définitions sur les systèmes de files d’attente avec feedback et clients impatients. Après
cela, dans les sections 1.5 et 1.6, nous présentons le concept de systèmes de files d’at-
tente avec des clients impatients et leur comportement dans le système "dérobade et
abandon". La section 1.7 est consacré à la contribution de le thèse et nous terminons ce
chapitre par une présentation du manuscrit dans la section 1.8.

1.1 Un peu d’historique sur le développement de la théo-
rie des files d’attente

La théorie des files d’attente est une théorie de la recherche opérationnelle relevant
du domaine de probabilité. Elle a été développé pour fournir des modèles mathéma-
tiques pour prédire l’évolution des files d’attente, l’élaboration et l’optimisation des in-
dicateurs de mesures des performances du service. Le caractère massif des demandes
de service, ainsi que la diversité des facteurs d’influence externe conduisent naturelle-
ment à une formulation dans le langage de la théorie des probabilités.
La première publication concernant ce domaine était sur le sujet d’attente et le nombre
d’appels de Johansen publié en 1910. L’influence de la mécanique statistique de l’époque
l’a vraisemblablement conduit à introduire la notion d’équilibre statistique qui lui a
permis d’obtenir la formule pour la probabilité de rejet qui porte aujourd’hui son nom.
Ses travaux ont constitué le point de départ pour des recherches s’articulant autour de
la confirmation ou de l’infirmation de ses résultats en télétraffic et du point de vue
théorique sur la généralisation de sa fameuse formule. La première généralisation a
été effectuée par Engset (1918) dans le cas d’une source finie. D’autres modèles ont
été étudiés par O’Dell et Gibson (1926). En 1928, Fry publia un ouvrage concernant la
probabilité et ses applications en ingénierie comprenant un chapitre sur les problèmes
de téléttrafic. Parmi les précurseurs de cette période, nous citons Vaulot (1925), Crom-
melin (1932,1934), Wilkinson (1931), et Khintchine (1960).
Dans les années 30, l’introduction des processus de naissance et de mort marque un
tournant nouveau dans la description des phénomènes d’attente. Kolmogorov s’est in-
téressé à cette question en 1931. En 1933, il publie son ouvrage où il propose son
axiomatique de la théorie des probabilités qui est adopté jusqu’à aujourd’hui. L’idée
d’Erlang sur l’équilibre statistique est déjà assimilée à la notion de mesures station-
naire de processus markovien. Cependant, Pollaczek remarque en 1934 que l’équilibre
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statistique ne permet pas toujours de décrire la micro-dynamique de tous les processus
aléatoires en théorie de file d’attente. A cette époque (1934), Pollaczek et Khintchine
s’intéressent au cas de durées de service arbitraires (la formule d’Erlang est obtenue
dans le cas d’une distribution exponentielle). Les formules obtenues par Pollaczek vers
1950 sont déduites de manière plus simple par Kendall (1951) par la méthode de la
chaine de Markov induite (ou incluse).
Les travaux du suédois Palm (1936, 1938) et surtout en 1943 ont été à la base de nom-
breuses études sur la variabilité des charges téléphoniques. Le flux de Palm appelé éga-
lement processus de renouvellement a trouvé des application intéressantes en théorie
de fiabilité et de maintenance. Gnedenko a recueilli une série d’articles de Khintchine
proposant diverses extensions parmi lesquelles les formules connues aujourd’hui sous
le nom de formules de Pollaczek-Khintchine.
L’introduction de nouvelles classes de processus aléatoires a permis d’élaborer de nou-
velles approches intéressantes qui sont les processus semi-markoviens (Smith (1953,
1956), Cox (1955)), les processus markoviens à trajectoire linéaires par morceaux (Be-
lyaev (1962)) qui est une méthode similaire à celle utilisée par Takac’s (1955) pour ob-
tenir l’équation intégro-différentielle de la loi de la durée d’attente. Les processus de
marquage ( Franken et al.(1981)) constituent un cadre de formalisation plus élaboré.
Les processus de diffusion conduisent à des méthodes approximatives très précisées
par les praticiens (Courtois (1977) et Disney et al. (1972)) .
Du point de vue mathématiques, il est intéressant de citer la formule de conserva-
tion de Little (1961). L’analyse opérationnelle bien que souvent controversée constitue
une approche complémentaire intéressante à la théorie classique des files d’attente.
Elle contribue à prouver la validité des résultats classiques pour les systèmes com-
plexes lorsque les hypothèses conventionnelles ne peuvent être justifiées. Elle permet
en outre d’expliquer la robustesse de ce type de résultats.
La méthode des évènements fictifs dont l’idée remonte à Van Dantzig (1960) constitue
une autre approche non conventionnelle, appelée également méthode des marques col-
lectives ou méthodes des catastrophes (Kleinrock (1975), Klimov (1966)). Elle permet
de donner une interprétation probabiliste aux résultats complexes souvent obtenus en
termes de transformées de Laplace ou de fonctions génératrices. Cette méthode a été
utilisé avec succès pour l’étude des systèmes avec priorités (Bronstein et Dukhovny
(1976)) et plus récemment, des systèmes avec vacances (Gong (1992)).
Les travaux de Lindley, Kingman et Marshall sont à la base de nombreuses méthodes
mathématiques plus complexes axées sur les questions d’approximation et de stabilité.
Nous pourrons se référer à ce sujet aux ouvrages de Borokov (1976), Stoyan (1983).
L’élaboration de l’approche des opérateurs de la théorie de stabilité (connue sous le
nom de méthode de stabilité forte) permet d’obtenir des estimations qualitatives de
stabilité avec un calcul exact des constantes Aissani (1983) et Kartashov (1996) .
La théorie de files d’attente est un pôle de recherche important dans un monde plus
soucieux et exigeant comme l’industrie, le commerce, marketing, télécommunications,
qui demande de plus en plus d’exploitation et développement. Cette théorie a contri-
bué une concurrence internationale qui a poussé les chercheurs à étudier des systèmes
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complexes en ajoutant aux systèmes classiques quelques propriétés qui caractérisent
les serveurs (homogénéité, hétérogénéité, vacances,...) ou/et les arrivées (rappel, déro-
bade, feedback, abandon, classe des clients) qui ont conçu une large attention et qui
font l’objet de la recherche jusqu’à ce jour (Choi et Chang (1999), Feng et al. (2000),
Wang et chang (2002), Legros et Jouini (2017), Bouchentouf et Guendouzi (2019), Kim
(2020), Gao et Wang(2020)),... etc.

1.2 Description d’un système de files d’attente

1.2.1 Définition d’une file d’attente

La théorie de file d’attente consiste à étudier des systèmes où les clients se pré-
sentent à un dispositif de service appelé serveur. Le client occupe le serveur pendant
un certain temps, les autres clients doivent attendre avant d’être servi formant ainsi
une file d’attente.
Exemple :
- Réseau informatiques : serveur = routeur, client = paquet
- Ateliers : serveur = machines, client = tache.
Les mesures de performances les plus utiles sont :
- Taille moyenne de la file d’attente.
- Taux d’utilisation du serveur.
- Temps moyen d’attente d’un client.
Pour évaluer ces mesures de performances il faut bien décrire le modèle de notre file
d’attente .

1.2.2 Les caractéristiques d’une file d’attente

Dans le cadre de la théorie des files d’attentes, l’amélioration de l’analyse des files
d’attentes repose surtout sur le choix du modèle approprié en tenant compte des ca-
ractéristiques suivantes :

— La population (clients),
— Le nombre de serveurs,
— La nature du processus d’arrivés et du service,
— La discipline de service.
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Figure 1.1 – Exemple d’un système de file d’attente

1. La population
Dans la théorie de files d’attente nous appellons population la source de clients
potentiels qui se forment par deux cas possibles. Deux cas se prśentent : le
nombre de clients est infiniment grand en tout temps. C’est le cas des clients
des supermarchés, des banques, des centres d’appels...etc. Le nombre de clients
est fini ou limité par exemple dans une salle d’attentes il y’a une capacité qui
limite le nombre de clients.

2. Le nombre de serveurs
La capacité de service dépend de la rapidité de ce dernier et du nombre de ser-
veurs disponibles. Les systèmes de files d’attente fonctionnent soit avec un seul
serveur soit avec des serveurs multiples. Les exemples de systèmes de files d’at-
tentes avec serveur unique sont nombreux : les magasins avec une seule caisse,
les véhicules qui attendent aux carrefours, les patients qui attendent un traite-
ment...etc., et pour les systèmes avec plus d’un serveur : les banques, les appels
en attente dans un centre d’appel, les machines des usines industrielles...etc.
Nous constatons que le taux de service peut être équidistribué pour tout le(s)
serveur(s) c’est ce qu’on appelle un système de file d’attente avec serveurs ho-
mogènes et dans le cas contraire lorsque le taux de service se diffère nous disons
que c’est un systèmes de file d’attente avec serveur(s) hétérogène(s).

3. La nature du processus des arrivées et des services
Les files d’attente résultent de la variabilité des tendances d’arrivée et de ser-
vice. Elles se forment à cause des congestions temporaires causées par le degré
élevé de variation des arrivées et leur service. D’habitude nous considérons ses
variations par des distributions théoriques de probabilité. Dans les principaux
modèles utilisés, nous supposons que le nombre d’arrivées dans un intervalle
donné suit la loi de poisson de taux λ alors que le temps de service suit la loi
exponentielle de taux µ. En général, la distribution de Poisson donne une bonne
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estimation du nombre de clients qui arrivent par unité de temps (par exemple le
nombre de clients par minute, le nombre d’accident par an, ...etc.) et aussi donne
une bonne approximation des temps de service. Généralement, les temps de ser-
vices sont soit assez courts, certains sont proche de zéro ou assez long. C’est la
caractéristique de la loi exponentielle .

4. La discipline de service
La discipline du service concerne l’ordre de traitement des clients. Souvent, la
discipline la plus fréquente est premier arrivé premier servi (FIFO). Elle est
appliquée dans les banques, les entreprises de service, ...etc. Donc la discipline
de file d’attente présente la manière dont un serveur choisit le prochain client à
partir d’une file d’attente. Les disciplines fréquentes sont :
— (First In First Out) : premier arrivé premier servi.

— LIFO (Last In First Out) : dernier arrivé premier servi.

— Priorité relative : les clients sont servis suivant leur importance ou sur base
des exigences de leur service.

— Priorité absolu : le service d’un client est interrompu lorsqu’un client de
priorité supérieure se présente dans la file d’attente. Le client dont ce ser-
vice est interrompu est remis en tête de la file.

— Random : le client accède au serveur de manière aléatoire, indépendamment
de l’ordre des arrivées.

— PS (Processor sharing) : tous les clients sont servis en même temps avec le
même taux de service.

1.2.3 Notations

La notation introduite par David George Kendall en 1953 de forme A/S/C permet
de décrire les éléments qui constituent une file d’attente simple tels que :
- A : la distribution des interarrivées.
- S : la distribution de temps de service.
- C : le nombre de serveurs dans le système.
Généralement nous supposons que :
- S serveurs existent en parallèle et une discipline FIFO qui alimente tous les serveurs.
- A1, A2,... sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
- S1,S2,... sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
- Les Ai et les Si sont indépendants.
Les paramètres A et S sont représentés par les distributions suivantes :
- M : distribution exponentielle (Markovienne).
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- Ek : distribution Erlang d’ordre k .
- G : distribution générale (aléatoire).
- D : distribution déterministe (fixée).
- GI : distribution générale indépendante.
La notation de Kendell a été développée par Lee (1966) en ajoutant un autre symbole
A/S/C/D/E pour représenter plus de caractéristiques au système de file d’attente. Dans
cette notation D représente la taille maximale de la file et E désigne la discipline du
serveur qui est soit FIFO, LIFO, ...etc. Par exemple :
-M/G/1 indique que c’est une file d’attente à serveur unique dans le système dont la
distribution des temps des interarrivées est exponentielle, la distribution du temps de
service est arbitraire (générale) .
- M/D/1/∞ est une file d’attente a capacité illimitée admettant une distribution expo-
nentielle pour le temps des interarrivées, le temps de service est déterministe, un seule
serveur et la discipline du service est FCFS.
Il existe une autre notation définie par Mx/G/1 qui considère une file d’attente dont
les arrivées sont poissoniennes, le temps de service suit une distribution générale, ser-
veur unique, la capacité de la file est illimitée (infinie) et discipline de service FIFO.
L’exposant x se réfère aux clients arrivants au système sous forme d’un groupe (batch).

1.2.4 Les mesures de performances

L’évolution permanente des systèmes de files d’attente souligne le besoin croissant
d’outils facilitant l’étude de leur comportement. En effet, le développement d’un sys-
tème complexe demande non seulement une modélisation qualitative mais aussi une
validation a priori des performances des systèmes lors de la phase de la conception.
Les mesures de performances les plus recommandées dans une analyse de files d’at-
tente sont :

— Le nombre moyen de clients qui attendent dans la file ou dans le système.

— le temps moyen d’attente dans la file et dans le système.

— Le taux d’utilisation du système, c’est à dire le pourcentage de la capacité utili-
sée.

— Le cout associé au niveau de service (capacité) mis en place.

— La probabilité qu’un client potentiel attende pour être servi.

— L’intensité de trafic.

Parmi ces mesures de performances, le taux d’utilisation du système nécessite quelques
éclaircissement. Il reflète le pourcentage de l’occupation des serveurs plutôt que leur
inactivité. Il est logique de penser qu’une bonne gestion des ressources implique un
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taux d’utilisation de cent pour cent. Cependant, le fait d’augmenter le taux d’utili-
sation revient à augmenter à la fois le nombre de clients qui attendent et le temps
moyen d’attente, ces deux mesures croient indéfiniment lorsque le taux d’utilisation
s’approche de cent pour cent. Si tous les serveurs sont occupés nous sommes sures que
les clients potentiels qui arrivent vont attendre et cela contredit notre approche de
cent pour cent pour notre taux d’utilisation surtout dans les opération normaux. Ceci
nous ramène à essayer d’équilibrer le système de telle sorte que la somme des coûts de
service et d’attente soit minimale.

1.2.5 Préliminaires mathématiques

Nous décrivons très brièvement les outils mathématiques utilisés pour la théorie
de file d’attente.

1. La loi de Little
La loi de Little est l’une des relations fondamentales dans la théorie de files
d’attente développée par Little en 1960. Généralement cette loi ne concerne que
le régime permanent du système.
Formule de Little : Le nombre moyen de clients N , le temps moyen passé dans
le système T , et est le taux d’entrée dans le système λ, se relient de la façon sui-
vante :

N = λT .

La loi de Little peut s’appliquer aussi en considérant uniquement l’attente dans
la file (sans le service). Elle permet alors de relier le nombre moyen de client en
attente NQ au temps moyen d’attente d’un client T Q avant le service :

NQ = λT Q.

Enfin, on peut appliquer la loi de Little on ne considérant que les serveurs. De
la même manière cette loi peut relier le nombre moyen de clients en service N s
au temps moyen de séjour d’un client T s dans le service qui n’est rien d’autre
que le temps moyen de service par la relation :

N s = λT s.

Ces trois relations ne sont pas indépendantes, nous pouvons déduire l’une d’entre
elles à partir des deux autres relations en remarquant que N = NQ + N s et
T = T Q + T s.

2. Intensité de trafic :
Dans les modèles de files d’attente, il existe certaines relations de base (entre
certains paramètres et les mesures de performance) qui permettent de détermi-
ner les mesures de performances désirées .
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Par exemple pour une file d’attente M/M/c nous assumons que λ est le taux
d’arrivée et µ est le taux de service. Une importante mesure est donnée à partir
de ces deux paramètres qui est le taux d’utilisation du système (intensité de tra-
fic) représenté par le rapport entre la demande et le taux de service par :

ρ =
λ
cµ
, où c est le nombre de serveurs dans le système.

La condition nécessaire pour dire que le système M/M/c est stable est l’exis-
tence d’une intensité de trafic inférieure strictement à 1 (λ< cµ). Il n’y a aucune
utilité à analyser les systèmes dans lesquels λ>cµ car il est évident que dans tels
cas le système diverge.
Pour les systèmes de files d’attente M/M/c dont les serveurs sont hétérogènes
l’intensité de trafic est égale à ρ = λ

c∑
i=1

µi

.

3. Description d’une file d’attente à l’état d’équilibre
Lorsque nous commençons à analyser un système de files d’attente, l’état de ce
dernier dépend beaucoup de l’état initial et du temps écoulé. On dit alors que
le système est en situation transiente et son étude est alors très complexe.
C’est pourquoi dans la théorie des files d’attente, nous préférons faire l’étude
une fois que le système a atteint sa situation d’équilibre où les états du système
sont essentiellement indépendantes de l’état initiale.
Nous supposons en quelque sorte que le système est en opération depuis un
très long moment et satisfait la condition d’ergodicité (stabilité) ainsi le proces-
sus d’arrivé spécifie les instants auxquels les clients arrivent dans le système
qui est défini par la distribution des intervalles séparant deux arrivées consé-
cutives, les clients arrivent au système en décrivant un processus de naissance.
Ils peuvent être réguliers et leurs arrivées sont espacées par un temps égale à
∆t. Le modèle le plus simple est le plus courant est celui des arrivées complète-
ment aléatoires qui est caractérisé par le processus de poisson ainsi le nombre
de clients dans le système à l’instant t est un processus stochastique à espace
d’état discret à temps continu et sans mémoire donc c’est une chaine de Markov
à temps continu.
Les clients demandent le service qui est définit par une distribution aléatoire.
Dans la majorité des cas, nous supposons que la population (clients) est homo-
gène ; les services demandés sont identiquement distribués. Dans la pratique
nous rencontrons souvent la distribution exponentielle de taux µ(n) qui est ca-
ractérisé par la propriété d’absence de mémoire ainsi nous pouvons définir le
taux de transition d’un état n quelquonque vers l’état n − 1 est égal à µ(n) et le
taux de transition d’un état n vers l’état n+ 1 est égale à λ(n). Ce type de chaine
de Markov est connu sous le nom de processus de naissance et de mort.
C’est à partir de l’état stationnaire que nous pouvons analyser les performances
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du système, les résultats analytiques du comportement transient du système de
files d’attente nous aide à étudier le comportement dynamique du système.

1.2.6 Les modèles de files d’attente

Les modèles de files d’attente sont modélisés par des processus stochastiques mar-
kovien et non markovien adaptés au contexte du modèle qui repose sur certaines hy-
pothèses.

1.2.6.1 Modèle de files d’attente Markovien

Les systèmes markoviens sont des systèmes où les temps des inter-arrivées et le
temps de service sont des variables aléatoires indépendantes exponentiellement dis-
tribuées. Ces systèmes sont faciles à étudier vu la propriété d’absence de mémoire de
la loi exponentielle.

Exemple d’une file d’attente M/M/1.
Nous considérons un modèle de base le plus utilisé dans la réalité vu son importance
dans plusieurs domaines. Le but n’est pas d’étudier de façon exhaustive ce modèle
mais plutôt d’analyser ce type de système en régime permanent sous les hypothèses
suivantes :
- Le taux d’arrivée est distribué selon la loi de Poisson de paramètre λ.
- Le taux de service est distribué selon la loi exponentielle de paramètre µ.
- La discipline de service est FIFO.
- Le système comprend un seul serveur.
La file est suggérée comme étant un processus de naissance et de mort pour lequel :

λn = λ, ∀n ≥ 0.

µn =
{
µ, ∀n ≥ 0,
0, si n = 0.

A-Régime transient
Soit N (t) le nombre de clients présents dans le système à l’instant t grâce aux pro-
priétés fondamentales du processus de Poisson et de la loi exponentielle, N (t) est un
processus markovien homogène.
Les probabilités d’état Pn(t) seront calculées par les équations différentielles ci- des-
sous :

{
P ′n(t) = −(λ+µ)Pn(t) +λPn−1(t) +µPn+1(t),
P0(t) = λP0(t) +µP1(t).
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Figure 1.2 – Diagramme de transition d’un système de files d’attente M/M/1

B-Régime stationnaire
Dans notre cas nous disposons de la file M/M/1 dont la description d’états est présen-
tée par {N (t)}t≥0 où N (t) est le nombre de clients présents dans le système à l’instant t.
C’est la plus simple description d’états que l’on peut avoir. Notre processus {X(t)}t≥0 à
espace d’état discret à temps continu vérifie la propriété d’un processus sans mémoire
c’est donc bien une chaine de Markov à temps continu (CMTC).
Dans ce qui suit nous nous intéressons à l’analyse stationnaire d’une file d’attente
stable (λ < µ). Soit Pn la probabilité stationnaire à l’état n. Ces probabilités peuvent
être calculées de plusieurs façons.

1reméthode : En résolvant le système d’équations linéaire PQ = 0 et
∞∑
n=0

Pn = 1, où

P = [P0, P1, ...] est le vecteur des probabilités stationnaires et Q est le générateur infi-
nitésimal de la CMTC :

Q =



−λ λ 0 ...
µ −(λ+µ) λ 0 ...
0 µ −(λ+µ) λ 0 ...
... 0 µ −(λ+µ) λ 0

... 0 µ −(λ+µ) λ
... 0 µ

. . .


2me méthode : Soient les équations d’états à l’équilibre :

λP0 = µP1,
(λ+µ)P1 = λP0 +µP2,

...
Pn(λ+µ) = λPn−1 +µPn+1, pour tout n ≥ 1.
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En utilisant la méthode récursive, nous trouvons les équations suivantes :

λP0 = µP1,
λP1 = µP2,

...
λPn = µPn−1, pour tout n ≥ 0.

3me méthode : Le système étant décomposé en deux systèmes E1 et E2. Nous égalisons
les flux entre ces deux systèmes où E1 = {0,1, ....,n−1} et E2 = {n,n+1, ....}, nous pouvons
écrire l’équation :
λPn−1 = µPn, pour tout n ≥ 1.
Nous retrouvons le même système d’équations obtenu par les méthodes 1 et 2.
En notant ρ = λ

µ , nous avons alors quelle que soit la méthode utilisée :

Pn = ρPn−1, pour tout n ≥ 1.

Ces équations permettent d’exprimer Pn en fonction de P0 :

Pn = ρnP0, pour tout n ≥ 0.

Pour calculer P0, nous utilisons la condition de normalisation
∞∑
n=0

Pn = 1 pour achever

les calculs qui nous permet d’obtenir :

P0 =
1
∞∑
n=0

ρn
= 1− ρ.

Notons que ρ < 1 nous garantie la convergence de la série et qui est cohérent avec
la condition de la stabilité. Ainsi il existe certaines relations de base qui permettent
de déterminer les mesures de performances désirées grâce à quelques valeurs clés qui
sont présenteés ci-dessous :
- Nombre moyen de client dans la file :

Lq =
∑
n≥1

(n− 1)Pn =
ρ2

1− ρ
.

- Nombre moyen de clients dans le système :

Ls =
∑
n≥0

nPn =
ρ

1− ρ
.

- Temps moyen d’attente dans la file :

Ta =
λ

µ(µ−λ)
.
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- Temps moyen passé dans le système :

Ts =
1

µ−λ
.

- Probabilité qu’il ait zéro client dans le système :

P0 = 1− λ
µ
.

- Probabilité qu’il ait n clients dans le système :

Pn = P0

(
λ
µ

)n
.

- Probabilité qu’il ait moins de n unités dans le système :

P<n = 1−
(
λ
µ

)n
.

1.2.6.2 Modèle de files d’attente non Markovien

Les files d’attente sont supposées non markoviennes si le temps des interarrivées
ou la durée de services ne suit pas la loi exponentielle. Ce facteur rend l’étude ma-
thématique du modèle très délicate. Dans ce qui suit nous présentons des méthodes
analytiques (voir Abbas (2003)) pour éliminer l’information non markovienne :

1. Méthode des étapes d’Erlang :
Cette méthode est proposée par Erlang et généralisée par Cox. Son principe est
d’approximer toute loi de probabilité ayant une transformé de Laplace ration-
nelle par une loi de Cox qui possède la propriété d’absence de mémoire.

2. Méthode de la chaine de Markov induite :
Cette méthode élaborée par Kendall a pour principe de choisir une suite d’ins-
tants t1, t2, ..., tk d’une façon déterministe ou aléatoire telle que le processus in-
duit {Xn,n ≥ 0} avec Xn = Xtn est une chaine de Markov homogène qui prédit
l’évolution ultérieure du système.

3. Méthode d’approximation :
Nous caractérisons l’état du système étudié par :
- Des méthodes asymptotiques décrivant l’état du système.
- L’estimation par bornes de certaines de ces caractéristiques.

4. Simulation :
La simulation est une technique de modélisation. Elle permet de présenter le
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fonctionnement d’un système composé de différents centres d’activité, de mettre
en évidence les caractéristiques et de décrire la circulation des différents objets
traités par ces processus et enfin observer le comportement du système.

5. Méthode des évènements fictifs :
Le principe de cette méthode est d’introduire des évènements fictifs qui per-
mettent de donner une interprétation probabiliste aux transformées de Laplace
et aux variables aléatoires décrivant le système étudié.

La file d’attente M/G/1 a été extensivement étudiée par plusieurs chercheurs pour ses
applications dans plusieurs domaine (voir par exemple, Levy et Yechiali (1975), Scholl
et Kleinrock (1983), Madan et Seneta (1990), Li et Zhu (1996), Choudhury (2005, 2006)
et Taha (2007)).

Exemple d’une file d’attente M/G/1
Nous considérons un système de files d’attente à capacité illimitée avec un seul ser-
veur étudié dans la thèse de Baruah (2015). Le processus d’arrivée est poissonien dont
la loi est exponentielle de taux λ, le temps de service d’un client est distribué selon
une variable aléatoire générale X qui n’est plus exponentielle, la distribution de ser-
vice X est caractérisée par sa fonction de densité de probabilité fX(t), X est également
caractérisée par la donné de tous ses moments par :

E[Xk] =
∫ ∞

0
tkfX(t)dt pour tout k ≥ 1.

Une autre façon de caractériser parfaitement X est de donner la fonction de densitÃ©
du temps de service dÃ©fini par :

B∗(s) =
∫ ∞

0
e−stfX(t)dt.

Pour l’étude d’état du système, nous considérons les probabilités stationnaires sui-
vantes :

Pn(x) = lim
t→∞

Pn(x, t),

Pn = lim
t→∞

Pn(t) = lim
t→∞

∫ ∞
0
Pn(x, t)dx,

Les équations d’équilibre sont :

Pn(x+∆x) = Pn(x)[1− (λ+µ(x))∆x] + Pn−1(x)λ∆x , n ≥ 1, (1.1)

P0(x+∆x) = P0(x)[1− (λ+µ(x))∆x], (1.2)

Q =
∫ ∞

0
µ(x)∆xP0(x)dx+Q(1−λ∆x). (1.3)
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Ainsi nous obtenons les équations qui engendrent le système M/G/1 :

d
dx
Pn(x) + (λ+µ(x))Pn(x) = λPn−1(x), n ≥ 1, (1.4)

d
dx
P0(x) + (λ+µ(x))P0(x) = 0, (1.5)

λQ =
∫ ∞

0
P0(x)µ(x)dx. (1.6)

Les équations définies si-dessus sont résolues par l’utilisation des conditions d’équi-
libre et la condition de normalisation suivantes :

Pn(0) =
∫ ∞

0
Pn(x),µ(x)dx, n ≥ 1, (1.7)

P0(0) =
∫ ∞

0
P1(x)µ(x)dx+λQ, (1.8)

Q+
∞∑
n=0

∫ ∞
0
Pn(x)dx = 1. (1.9)

La fonction génératrice est définie par

Pq(x,z) =
∞∑
n=0

znPn(x),

Pq(z) =
∞∑
n=0

znPn.

(1.10)

En multipliant les équations (1.4) par z, sommant sur n = 1,2, ..., additionnonant avec
l’équation (1.5) et en utilisant la fonction génératrice definie par l’équation (1.10), nous
obtenons

d
dx
Pq(x,z) + (λ−λz+µ(x))Pq(x,z) = 0. (1.11)

Similairement, pour les équations (1.7) et (1.8) nous obtenons

zPq(0, z) =
∫ ∞

0
Pq(x,z)µ(x)dx+λ(z − 1)Q. (1.12)

En résolvant les équations (1.11) et (1.12), nous obtenons

Pq(x,z) = Pq(0, z)e
−(λ−λz)x−

∫ x
0 µ(t)dt. (1.13)

En integrant l’équation (1.13) par partie, nous obtenons

Pq(z) = Pq(0, z)
[
1−B∗(λ−λz)

λ−λz

]
, (1.14)
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où B∗(λ−λz) est la transformé de Laplace-Stieltjes de la distribution du temps de ser-
vice.
Maintenant, en multipliant l’équation (1.13) par µ(x)dx et intégrant sur x, nous obte-
nons ∫ ∞

0
Pq(x,z)µ(x)dx = Pq(0, z)B

∗(λ−λz). (1.15)

En utilisons les équations (1.15) et (1.12), nous obtenons :

Pq(0, z) =
λ(z − 1)Q

z −B∗(λ−λz)
. (1.16)

En substituant Pq(0, z) dans l’équation (1.14) et en utilisant la condition de normalisa-
tion pour obtenir Q, nous obtenons :

Pq(z) =
|1−B∗(λ−λz)|[1−λE(s)]

B∗(λ−λz − z)
, (1.17)

où E(s) est la moyenne de temps de service.
L’équation (1.17) donne la fonction génératrice du nombre de clients dans la file. En
utilisant l’équation (1.17) et la relation Lq = d

dzPq(z)|z=1, nous parvenons à dériver les
mesures de performances suivantes :
- Probabilité pour que le système soit vide :

P0 = 1− ρ = 1−λE(s),

- Taux d’utilisation du système :

ρ = 1− P0 = λE(s).

- Nombre moyen de clients dans la file :

La =
λ2E(s2)
2(1− ρ)

.

- Nombre moyen de clients dans le système :

Ls = ρ+Lq.

- Temps moyen d’attente dans la file :

Ta =
λE(s2)
2(1− ρ)

.

- Temps moyen de service dans le système :

T =
ρ

λ
+
λE(s2)
2(1− ρ)

.
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1.3 Files d’attente avec feedback

Plusieurs situations réelles peuvent être modélisées comme des systèmes de files
d’attente avec feedback où le client peut être renvoyé au système pour bénéficier d’un
autre service. Dans les télécommunications, les transmissions des données de proto-
cole sont parfois répétées. Ceci arrive fréquemment à cause de la médiocrité du service.
En industrie (reproduction du produit mal composé) est un exemple de files d’attente
avec feedback. Les modèles de files d’attente avec feedback ont été largement étudiés
par un grand nombre de chercheurs. Takac’s (1963) a étudie la file M/M/1 avec feed-
back, il a déterminé le processus stationnaire de la longueur de la file et la distribu-
tion d’attente des clients dans le système. D’Avignon et Disney (1976) ont analysé une
file d’attente à un serveur avec feedback dépendant. Bengtsson (1984) a donné une
approximation de la modélisation et du contrôle pour les systèmes de files d’attente
avec feedback. Santhakumaran et Thangaraj (2000) ont étudié une file d’attente à un
serveur avec feedback et clients impatients. Choudhury et Paul (2005) ont analysé la
file M/G/1 avec deux phases de serveurs hétérogène et bernoulli feedback. Thangaraj
et Vanitha (2009) ont obtenu la solution transiente de la file M/M/1 avec feedback
et catastrophes. Salehirad et Badamchizadeh (2009) ont étudie la file M/G/1 avec k
phases de services hétérogènes et feedback. Ayyappan et al. (2010) ont présenté la file
M/M/1 avec feedback et clients impatients sous la discipline de service avec priorité
par la méthode de la matrice géométrique. Kumar et sharma (2012) ont donné la solu-
tion stationnaire de la file M/M/K avec feedback, abandon et retention. Melikov et al.
(2015) ont présenté l’analyse numérique d’un système de file d’attente avec feedback.
Kumar et Taneja (2017) ont discuté un modèle de files d’attente avec feedback, et trois
serveurs dont l’un est relié de manière centralisée aux deux autres serveurs, les clients
peuvent revenir pour le service au plus d’une fois. Des équations ont été dérivées pour
trouver la longueur moyenne de la file d’attente en utilisant la technique de la fonction
génératrice des probabilités.

Exemple de files d’attente avec feedback
Nous considérons un système à un seul serveur, les arrivées sont poissonniennes et
les temps de service exponentielles. Nous supposons qu’un client quittant le serveur
s’écarte du système avec la probabilité δ et retourne à la file d’attente pour un service
supplémentaire avec la probabilité δ′ = 1 − δ . Nous considérons aussi que le système
ne distingue pas entre le retour du client et un client arrivant de l’extérieur demandant
un service alors il s’en suit que le processus N (t) est bien un processus de naissance et
de mort tel que :

λn = λ, n = 0,1, ...

µn = δµ, n = 0,1, ...

P0 = 1− λ
δµ
.

Donc, quand λ < µ :
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Pk =
(
1− λ

δµ

)(
λ
δµ

)k
.

1.4 Files d’attente avec serveurs hétérogènes

Dans la littérature, la plupart des travaux sont réalisés pour les files d’attente multi-
serveur avec homogénéité de service. Ceci n’est valable que lorsque le processus est à
contrôle mécanique ou électrique. Mais en réalité ce mode n’est pas toujours valide, le
service peut être long, court, ou normal. C’est à dire que le serveur ne peut pas fournir
un service de même taux pour tous les clients, l’exemple le plus concrêt si le serveur
est humain, donc ce dernier ne peut pas garder le même taux de service tout au long
de son service vue la nature humaine, il perd son efficacité de service instantanément
si la file est trop longue ainsi nous sommes entrain de parler de files d’attente avec ser-
veurs hétérogènes. Dans la vie réelle, les modèles des systèmes de files d’attente avec
différentes intensités de service sont utilisés pour l’étude des processus de télécommu-
nication, en informatique, en industrie,...,etc.
L’hétérogénéité est un mécanisme de serveurs qui fournit aux clients une qualité de
service différente. Le service hétérogène est clairement une caractéristique principale
de fonctionnement de presque tous les systèmes de fabrication. Le rôle de la qualité
et la performance de service sont des aspects cruciaux pour la clientèle, par exemple
dans les entreprises, une attention particulière doit être accordée aux clients lors de la
conception et de la mise en œuvre de leurs opérations. Pour ces raisons, les files d’at-
tente avec serveurs hétérogènes ont reçu une attention considérable. Morse (1958) est
le premier qui a introduit la notion d’hétérogénéité dans le service et a obtenu des ré-
sultats en régime permanent pour son modèle de files d’attente. Saaty (1961) a examiné
le problème de Morse et a obtenu les expressions explicites des probabilités en régime
stationnaire et du nombre moyen dans le système. Ancker et Cafarian (1963) ont étu-
dié l’état stationnaire de la file M/M/S/N avec abandon et serveur hétérogènes. Ils ont
dérivé les mesures de performance de ce système et une comparaison était faite entre
système avec serveurs hétérogènes et système avec serveurs homogènes équivalent.
Heffer (1969) a analysé la distribution du temps d’attente des files d’attente avec ser-
veurs hétérogènes. Singh (1970) a étudié un système de files d’attente Markovien avec
balking et deux serveurs hétérogènes. Dans Neuts et Takahashi (1981), le comporte-
ment asymptotique de la distribution stationnaire de la file d’attente GI/PH/c a été
examiné. Sharma et Dass (1988) ont analysé les distributions stationnaire pour le sys-
tème de files d’attente M/M/2/N à serveurs hétérogènes.

Ensuite, Rykov (2001) a étudié le contrôle monotone d’un système de files d’at-
tente avec serveurs hétérogènes . Dans Al Seedy (2004), l’auteur proposait la solution
transiente pour la file M/M/2 avec dérobade. Dans Kumar et Madheswari (2005), les
auteurs ont présenté la solution transiante de la file M/M/2 avec catastrophe (retard
ou interruption) de service. Kumar et Madheswari (2005) ont analysé un système de
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files d’attenteM/M/2 avec vacances multiple en utilisant la méthode de la matrice géo-
métrique. Dans Kumar et al. (2007), les auteurs ont dérivé la solution transiente pour
un système de files d’attente avec deux serveurs hétérogènes avec catastrophe on défi-
nissant une suite de fonction génératrice. Artalejo et Gomez-corral (2008) ont analysé
le système de files d’attente M/G/1 avec rappel et serveurs en vacance.

Rykov et Efrosinin (2009) ont étudié le contrôle optimal de système de files d’at-
tente avec serveurs hétérogènes. Yue (2009) ont examiné plus en détail le modèle de
Kumar et Madheswari (2005).

Krishnamoorthy et Sreenivasan (2012) ont présenté un modèle de files d’attente
M/M/2 à deux serveurs hétérogènes dont l’un des serveurs reste inactif et le second
serveur est en vacance lorsque le système est vide. Sridhar et Pitchai (2015) ont analysé
le système de files d’attente M/M/2 avec serveurs hétérogènes et vacances de serveurs,
l’état stationnaire de ce système est étudié par la méthode de la matrice géométrique.
Rajan (2017) a considéré un système de files d’attente M/M/2 avec catastrophe dont
le premier serveur est tout le temps disponible et le deuxième serveur disponible par
intermittence. Ce modèle est résolu par la technique de la matrice géométrique. Ka-
lyanaraman et Senthilkumar (2018) ont analysé une file d’attente avec deux serveurs
hétérogènes et clients impatients (reneging). Kalyanaraman et Kalaiselvi (2019) ont
présenté l’analyse d’un système de files d’attente à deux serveur hétérogènes dont un
des serveurs admet un seuil de service.

1.5 Files d’attente avec clients impatients

Les systèmes de files d’attente avec clients impatients (dérobade ’balking’ et aban-
don ’reneging’) apparaissent dans de nombreuses situations de la vie réelle, leur ap-
plication est potentielle dans différents domaines tels que les systèmes de commu-
nication, les centres d’appels, les systèmes d’inventaire de production,... etc. De tels
phénomènes sont souvent rencontrés dans les systèmes de télécommunications, pour
plus de détails, nous donnons une petite description du phénomène inspiré de Bacceli
(1984) :
- Dans un réseau de télécommunication, un abonné impatient peut abandonner avant
que la connexion qu’il demande soit complétement établie, entrainant une utilisation
inefficace des ressources.
- Dans un réseau à commutation de paquets, les nœuds de commutation ont des capa-
cités de buffer limitées. Par conséquent, un client arrivant n’est accepté que si sa taille
ajoutée aux tailles des paquets déjà présents dans le nœud est inférieure à la capacité
totale. Le débit de sortie étant constant, cela équivaut à une limitation de son temps
d’attente.
Les systèmes avec des temps d’attente limités peuvent être classés comme suit :
- La limitation n’agit que sur le temps d’attente ou sur le temps de séjour (attente +
service).
-Le client peut calculer son temps d’attente potentiel à partir de son arrivée et dérobe
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si cela dépasse sa patience ou il rejoint la file d’attente, mais quitte le système si sa
patience expire.
La combinaison de ces deux distinctions donne quatre systèmes de file d’attente avec
des clients impatients :

1. limitation du temps de séjour, clients avertis. Le client entrant quitte immédia-
tement s’il sait que son temps de séjour total dépasse sa patience.

2. limitation du temps de séjour, clients non avertis. C’est le cas de clients qui n’ont
aucune information sur le système ni sur le début du service (par exemple, un
abonné en ligne attendant une tonalité ).

3. limitation du temps d’attente, clients avertis. Identique au cas 1. L’impatience
n’agit que sur le temps d’attente.

4. limitation du temps d’attente, clients non avertis. Identique au deuxième cas.
L’impatience agit uniquement sur le temps d’attente.

Figure 1.3 – Système de files d’attente avec impatience

1.5.1 Notation de files d’attente avec clients impatients

Nous pouvons décrire la file d’attente avec clients impatients avec la nomenclature
introduite par Barrer (1957) sous la forme A/S/s/s+D −X où :
- A, S et s représentent respectivement la loi du processus des interarrivés, des temps
de services et le nombre de serveurs comme la nomenclature de Kendall.
- D représente la taille de la file.
- X représente la discipline de service.
En comparant les deux nomenclature de Kendall et Barrer nous constatons que le pa-
ramètre D remplace alors le paramètreN (la taille de la file) comme facteur limitant la
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capacité du système. La file d’attente avec clients impatients est donc un modèle avec
perte.

1.5.2 Disciplines de service

La dynamique de service d’une file d’attente avec clients impatients est la même
pour une file d’attente classique. Les disciplines de service mentionnées dans la partie
1.2.2 sont bien sur applicables pour une file d’attente avec clients impatients en pre-
nant en considération les clients qui ne sont plus à servir. Les disciplines fréquentes
dans les systèmes de files d’attente avec clients impatients sont :

— EDF (Earliest Deadline First) non préemptive : à la fin de service le serveur sert
un client dont le délai résiduel à cet instant est le plus court.

— EDF préemptive (EDFp) : le serveur sert à chaque instant un client dont le délai
résiduel à cet instant est le plus court.

— LDF (Largest Deadline First) non préemptive : le serveur sert à chaque fois qu’il
compléte un service du client dont le délai résiduel à cet instant est le plus long.

— LDF préemptive notée (LDFp) : le serveur sert à chaque instant le client dont le
délai résiduel à cet instant est le plus long.

Les différentes variables aléatoires et processus stochastiques caractérisant une file
d’attente avec clients impatients sont définies par :

— Wn : le temps d’attente associé au client Cn avant d’être servi. Lorsque ce temps
est supérieur à Dn (délai d’attente) alors le client Cn est perdu.

— T aN : le temps d’attente d’un client Cn dans la file :

T an =Wn1(Wn<Dn) +Dn1(Wn≥Dn).

— T sn : le temps de séjour du client Cn, c’est le temps que passe effectivement Cn
dans le système :

T sn = (Wn + σn)1(Wn<Dn) +Dn1(Wn≥Dn).

où σn est la durée de service demandée par le client Cn.

— Pk : la probabilité de perte du client Ck :

Pk = P [Ck est perdu] = P [Wk > Dk].

— (Nt)t≥0 : le processus de comptage qui compte le nombre de clients dans le sys-
tème à chaque instant t

21



— (Qt)t≥0 : le processus qui compte le nombre de clients dans la file d’attente à
l’instant t :

Qt = (Nt − s)+.

— (St)t≥0 : le processus des fins de services comptant le nombre de services termi-
nés à l’instant t :

St =
∑
n∈N ∗

1(T −n ≤t),

où T −n est le nime instant de fin service .
— (Yt)t≥0 :le processus qui compte le nombre de pertes des clients jusqu’à l’instant

t :
Yt =

∑
n∈N ∗

1(T ..n≤t),

où T ..n est le nime instant où un client est perdu.
— (Dt)t≥0 : le processus de départ du système comptant les instants de sortie du

système (service ou perte) jusqu’à l’instant t :

Dt = St +Yt.

1.6 Comportement des clients impatients dans un sys-
tème de files d’attente

L’études de files d’attente avec clients impatients est similaire à celle de files d’at-
tente ordinaire. La différence entre les deux systèmes se concentre sur le mécanisme
du client impatient qui est présenté dans cette section par :

1.6.1 Dérobade (balking)

Le mécanisme balking se produit dans des systèmes comme les centres d’appel où
l’on indique généralement au client qui appelle comme bien de temps il doit attendre
avant qu’un opérateur ne soit disponible pour répondre à l’appel. Ensuite le client a le
choix d’attendre (joindre la file) ou de raccrocher (quitter la file).
Le client impatient est confronté à la décision d’adhérer ou non lorsque le(s) serveur(s)
est (sont) actif(s) une fois arrivé au système. Le principal facteur qui résulte de la dé-
cision du client de joindre ou non la file d’attente est le temps d’attente dans la file
avant d’acquérir le service (Liu et Kulkarni (2006, 2008)). Cependant, le client prend
toujours sa décision conformément à la longueur de la file d’attente.
Haight (1957) est le premier qui a travaillé sur les files d’attente avec balking. Il a
supposé que le client admet une valeur de seuil N qui est la longueur de la file avant
qu’il n’arrive au service, si le client observe que la longueur de la file est inférieur à
N alors il rejoint la file d’attente dans le cas contraire il quitte la file. Pour les travaux
sur le balking avec un seuil, nous nous référons aux (Yechiali (1971), Krishna Kumar
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et al (1993), Ke et Chang (2009) et Bae et Kim (2010)). Beaucoup de recherches ont
traité des files d’attente avec balking en assumant que la probabilité de balking dé-
pend du nombre de clients n qui se trouvent dans le système. Ainsi, la probabilité de
balking est croissante lorsque le nombre de clients n augmente dans le système (voir
par exemple Ancker et Grafian (1963(a)), Rao (1965), Subba Rao (1967), Singh (1970),
VanTits et Van der Veeken (1980), Serhan (2006), Yechiali (2007), Lozano et Moreno
(2008), et Perel et Yachiali (2010)). Les études ci-dessus supposent que la probabilité
de balking ne diminue pas le nombre de clients dans la file d’attente. Cette hypothèse
est presque raisonnable en réalité. Cependant, Haviv et Kerner (2007) ont abordé un
phénomène inverse dans lequel les clients se dérobent d’une file d’attente vide. Ce type
de mécanisme est appliqué aux différents systèmes d’industrie.

Exemple d’un modèle de files d’attente M/M/1 avec dérobade
Pour donner une bonne modélisation mathématique pour ce système de files d’attente
avec dérobade (balking) il faut décrire ce modèle comme une file d’attente classique
en ajoutant le caractère balking que subit le client impatient et le modéliser mathéma-
tiquement. Nous traitons une file d’attente M/M/1 avec dérobade étudié par (Lozano
2008) sous les hypoyhèses suivantes :
- Les clients arrivent selon un processus de Bernoulli avec une probabilité p, où p est
la probabilité de joindre la file d’attente et q = 1−p est la probabilité de ne pas joindre
la file d’attente.
- Le système possède un seul serveur dont le taux de service est distribué selon une loi
exponentielle µ.
-Si le système est vide à l’instant d’arrivé d’un client, le service commence immédiate-
ment et le client quitte le système une fois le service est terminée.
- Si le client arrivant trouve le système occupé, alors il a le choix de joindre la file pour
être servi avec une probabilité rk si la capacité du système est égale à k (client persis-
tant), soit il abandonne le système sans service avec une probabilité complémentaire
(client non persistant).
- la probabilité de balking est égale à 1− rk si la file est de longueur k + 1.
- Les durées de service sont indépendants et distribuées selon la loi géométrique avec
une probabilité s = 1− s où s est la probabilité qu’un client ne termine pas son service .
- Il est supposé que la capacité du système est égale à N .
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Figure 1.4 – Le modèle mathématique d’un système M/M/1 avec dérobade (Lozano et
Moreno (2008))

Soit rk = r la probabilité de balking (une constante). De tels modèles existent lorsque
le client n’a pas d’information sur la capacité du système. Il est clair que si la capacité
du système augmente, le temps d’attente est plus long et les arrivées sont impatients.
Nous supposons 0 < p < 1 et 0 < s < 1. l’intensité du trafic est donnée par ρ = p

s .
Le système peut être décrit par la variable aléatoire Xm , qui désigne le nombre de
clients dans le système .
Si rk = r = 1, les clients joignent le système pour recevoir un service. Dans le cas où
rk = 0, les clients arrivants ne joignent le système que lorsque leur temps d’attente
dans la file est nul, lorsque le système est totalement vide (c’est un cas d’impatience
extrême).
D’après Lozano et Moreno (2008), la chaine de Markov (Xm)m∈N est ergodique si et
seulement si ρδr,1δN,∞ < 1 et sa distribution stationnaire est donnée par la formule :

P0 =


1 +

N+1∑
k=1

ρksk−1rk(k−1)/2

k−1∏
j=0

(1− prj)



−1

,

et
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Pk =
ρksk−1rk(k−1)/2

k−1∏
j=0

(1− prj)


1 +

N+1∑
l=1

ρlsl−1r(l−1)l/2

l−1∏
i=0

(1− pr i)



−1

, k = 1, ...,N + 1.

Il faut souligner l’importance de trouver l’hypothèse d’ergodicité qui est liée au terme
"propagation du chaos" (Brokov (1998)). Bien que les systèmes à caractère chaotique
obéissent é certaines règles qui peuvent être décrites par des équations mathématiques,
la théorie du chaos montre la difficulté de prédire leur comportement à long terme.
Ce système de files d’attente pourrait être abordé d’une autre manière en utilisant la
théorie du chaos (Brokov (1998), Friedman et al. (1996), Haxholdt (2003)) ; plus préci-
sément, nous devrions suivre les deux étapes cruciales données par Borovkov (1998).
Bien sûr, lorsque les valeurs paramétriques tendent vers la condition d’ergodicité, le
système devient instable et tend vers la divergence. De plus, bien que le système soit
toujours ergodique pour un système à capacité fini, il est sérieusement perturbé et dés-
équilibré lorsque les valeurs paramètriques s’approchent de la condition d’ergodicité
d’un modèle de files d’attente à capacité infini.
Cet exemple étudie la distribution stationnaire du temps d’attente dans le système
sous la discipline de service FIFO .
Soit W le temps d’attente dans le système sous la discipline de service FIFO. D’après
Lozano et Moreno (2008) :
− La distribution stationnaire du temps d’attente T a dans le système FCFS est don-

née par :

P [T a = 0] = P0 + sP1,

P [T a = j] =
min(j,N+1)∑

k=1

(
j − 1
k − 1

)
sksj−k+1Pk +

min(j+1,N+1)∑
k=2

(
j − 1
k − 2

)
sksj−k+1Pk , j ≥ 1.

− La distribution stationnaire du temps séjour T s dans le système FCFS est donnée
par :

P [T s = j] = ssj−1(P0 + sP1) + (1− δj,1)
min(j−1,N+1)∑

k=1

(
j − 1
k

)
sk+1sj−kPk

+(1− δj,1)
min(j,N+1)∑

k=2

(
j − 1
k − 1

)
sk+1sj−kPk , j ≥ 1.
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1.6.2 Abandon (reneging)

Dans cette partie, nous nous intéressons à un type particulier d’impatience, à sa-
voir, le reneging. Dans de nombreux cas pratiques les systèmes tels les standard té-
léphonique, le traitement des patients dans les hôpitaux, les systèmes d’inventaire de
stockage de biens ...etc, les clients peuvent devenir impatients et quittent le système
sans obtenir le service lorsque le temps d’attente est intolérable (long). En effet, lors-
qu’un client considère qu’il a passé trop de temps à attendre pour le service demandé
nous disons qu’il s’impatiente.
Deux catégories d’impatience se présentent (voir Salch (2013)) :
♦ Impatience sans abandon : Dans ce cas, le client trouve qu’il a patienté trop long-
temps par rapport au service qu’il a demandé mais il reste toutefois dans la file d’at-
tente. Cette information peut être obtenue par le biais d’un questionnaire de satis-
faction. Ce cas se produit surtout pour des services ou des biens qui font face à une
pénurie ou encore à un monopole. Par exemple lorsqu’un client achète une voiture
neuve, il n’est pas inhabituel qu’il ait à attendre plusieurs mois avant d’obtenir le mo-
dèle qu’il avait demandé. Cette situation décrit le phénomène de pénurie. En effet, les
véhicules étant pour la plupart fabriqués à la demande du client pour respecter exacte-
ment le panel d’options qu’il a choisi, cela entraine un long délai de production. Dans
ce cas, le client va éventuellement négocier un rabais si les délais de livraison ne sont
pas respectés. Il s’impatiente mais va rarement annuler sa commande pour se tourner
vers un concurrent, il ne va donc pas abandonner. La situation de monopole se produit
par exemple à un péage autoroutier lors des heures de pointe. Les véhicules forment
des files d’attente à chaque portique de péage, les automobilistes peuvent s’impatien-
ter mais ils n’ont pas d’autre choix que de passer par ce péage. Là encore, ils peuvent
s’impatienter mais n’abandonneront pas.
♦ Impatience avec abandon : Dans ce cas, les clients qui s’impatientent quittent im-
médiatement le système. Cela se produit lorsque la ressource demandée est accessible
à un faible coût pour le client ou lorsque le nombre de demandes pour cette ressource
varie fortement. Dans ce cas, le client peut avoir intérêt à abandonner sa demande
pour la reformuler plus tard. C’est ce qui se produit souvent dans les centres d’appels
téléphoniques. Les clients qui s’impatientent raccrochent, car ils n’ont pas été servis
assez vite.
Les principales règles de reneging dans beaucoup de recherches sont : Le cas le plus
simple lorsque T est une constante fixe (Boots et Tijms (1999), Xiong et Altiok (2009)).
Dans d’autres travaux le temps d’attente maximal T est supposé distribuer selon la
loi exponentielle de paramètre i où i est le nombre de clients dans le système (Rao
(1965), Wang et Chang (2002)). Le cas où le temps d’attente est arbitrairement dis-
tribuée se trouve dans (Andreas et Manfred (1999), Ward et Glynn (2005), Zeltyn et
Mandelbaum (2005)). De plus, la lenteur du service (Omarah (2006)) et la panne de
service (Blackburn (1972), Nasrallah (2009)) peuvent provoquer l’impatience (Perel
et Yachiali (2010)). Il y a également d’autres hypothèses particulières concernant le
comportement du reneging. Adan et al. (2009) ont examiné le cas où les clients aban-
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donnent la file simultanément, par exemple le cas des systèmes à distance où les clients
abondonnent le système une fois l’installation de transport est disponible. Il existe en-
core beaucoup de travaux qui examinent le comportement des clients impatients dans
la file d’attente (Jones (1999), Zohar et al.(2002), Zeltyn et Mendelbaum(2005)).
Les modèles de files d’attente avec clients impatients ont un grand impact dans de
nombreuse situations de la vie réelle. Ces modèles sont naturellement présents dans
des domaines tels que l’informatique, les systèmes de communication, systèmes de
production, services téléphoniques, systèmes de lignes de production, systèmes d’ex-
ploitation de machines, postes,... etc. Ces dernières années, l’étude des systèmes de files
d’attente avec des clients impatients ’balking and reneging’ a suscité un intérêt crois-
sant. Nous pouvons se référer à Shin et Choo (2009), El-Paoumy et Nabwey (2011),
Kumar et al. (2014), Kumar et Sharma (2014), Bouchentouf et al. (2014), Baek (2017),
et Bouchentouf et Guendouzi (2020).
Dans la littérature sur les files d’attente, les modèls où les clients peuvent être impa-
tients en raison des vacances des serveurs ont été analysé extensivement. Yue et al.
(2006) a présenté l’analyse des performances optimales d’un système de file d’attente
M/M/1/N avec balking, reneging et vacance du serveur. Altman et Yechiali (2006) ont
analysé certains modèles de files d’attente tels que M/M/1, M/G/1 et M/M/c avec va-
cances des serveurs et des clients impatients, des cas de vacances uniques et multiples
ont été étudiés. Altman et Yechiali (2008) ont étudié la file d’attente avec une infinité
de serveurs avec vacances et clients impatients. Ils ont obtenu la fonction génératrice
de probabilité du nombre de clients dans le modèle et les mesures de performance
qui en résultent du système. Les systèmes de files d’attente avec vacances et abandons
synchronisés ont été réalisés par Adan et al. (2009). Wu et Ke (2010) ont présenté un
système avec multiserveurs, peu de fiabilité et clients impatients. Dans Padmavathy et
al. (2011), les auteurs ont étudié le comportement à l’état d’équilibre des files d’attente
avec vacance, clients impatients et waiting server. Nous pouvons élargir notre litéra-
ture, on se reférant aux recherches plus récentes telles que Yue et al. (2014), Yue et al.
(2016) et Ammar (2015, 2017).
Dans la réalité c’est bien rare de trouver des systèmes avec balking uniquement, nous
trouvons toujours ce mécanisme accompagné avec le reneging (voir Haghighi et al.(1986),
Rényi (1973), Kumar et Arivudainambi (2002), , El-Paoumy (2008), Ma et al. (2013)).

Exemple d’un système de files d’attente avec abandon
Nous considérons un modèle de file d’attente M/M/m/m+ c avec abandon étudié par
Takagi (2014) dont l’objectif était de présenter l’analyse stochastique de ce système et
de dériver quelques mesures de performances qui seront cités dans la suite.
Ce système doit être modélisé en décrivant ses caractéristiques suivantes :
- Le processus d’arrivée est poissonien de taux λ.
- Le taux de service suit une distribution exponentielle de moyenne 1

µ .
- Les clients sont servis selon la discipline FIFO
- La capacité du système est limité à c
- Le temps d’impatience du client suit une distribution exponentielle de moyenne 1

ξ .
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Figure 1.5 – Système de file d’attente M/M/m/m+c avec clients impatients

Soit N (t) le nombre de clients présents dans le système à l’instant t à espace d’état
S = {0,1,2, ...,m+ c}.
Le processus est considéré comme étant un processus de naissance et de mort dans le
système pour le quel :

λk = λ, 0 ≤ k ≤m+ c − 1,

µk =
{
kµ, 1 ≤ k ≤m− 1,
mµ+ (k −m)ξ, m ≤ k ≤m+ c.

La distribution stationnaire est définie par :

Pk = lim
t→+∞

P {N (t) = k}, 0 ≤ k ≤m+ c,

dont les équations d’équilibre à l’état stationnaire sont :

−λP0 +µP1 = 0,
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−(λ+ kµ)Pk + (k + 1)µPk+1 +λPk−1 = 0, 1 ≤ k ≤m− 1,

−[λ+mµ+ (k −m)ξ]Pk +λPk−1 + [mµ+ (k −m+ 1)ξ]Pk+1 =,0 m ≤ k ≤m+ c − 1,

−(mµ+ cξ)Pm+c +λPm+c−1 = 0.

La condition de normalisation est comme suit
m+c∑
k=0

Pk = 1. En résolvant les équations

écrites ci-dessus, nous obtenons pour 1 ≤ k ≤m :

Pk = P0
ρk

k!
, où ρ = λ

µ est l’intensité de traffic.

Pour 1 ≤ k ≤ c, nous obtenons :

Pm+k = P0
ρm

m!
(ρ/m)k

k∏
j=1

(1 + jθ/m)

, où θ = ξ
µ .

En utilisant la condition de normalisation, nous obtenons

1
P0

=
m−1∑
k=0

ρk

k!
+
ρm

m!

c∑
k=0

(ρ/m)k

k∏
j=0

(1 + jθ/m)

.

Les mesures de performances du système sont :
- La probabilité de rejet P {B}.

P {B} = Pm+c = P0
ρm

m!
(ρ/m)c

k∏
j=1

(1 + jθ/m)

.

- La probabilité d’abandon Pren.

Pren =
1
λ

c∑
k=1

(kθ)Pm+k =
θ
λ
P0
ρm

m!

c∑
k=1

k(ρ/m)k
c∏
j=1

(1 + jθ/m)

.

- Nombre moyen de clients dans la file Lq.

P {Lq = 0} = P0

m∑
k=0

ρk

k!
,

29



P {Lq = k} = Pm+k = P0
ρm

m!
(ρ/m)k

k∏
j=1

(1 + jθ/m)

, 1 ≤ k ≤ c,

où Lq est le nombre de clients dans la file à l’instant t ainsi le nombre moyen des clients
dans la file est donné par

Lq = P0
ρm

m!

c∑
k=1

k(ρ/m)k

k∏
j=1

(1 + jθ/m)

.

- Nombre moyen de clients servis E(C.S).

E(C.s) = ρ
m−1∑
k=0

Pk +m
c∑
k=1

Pm+k .

- Taux moyen de service λ′.
λ′ = µE(C.S.)

1.7 Contribution de la thèse

La contribution de cette thèse consiste principalement à étudier certains systèmes
de files d’attente avec Bernouli feedback, serveurs hétérogènes, et clients impatients.
- Le premier résultat : Heterogeneous two server queueing system with reverse bal-
king and reneging.
Dans ce travail, nous avons établi l’analyse d’un système de files d’attente M/M/2 à
capacité finie N à deux serveurs hétérogènes avec feedback, muni du mécanisme de
clients impatients (reverse-balking, balking, reneging). Les clients arrivent dans le sys-
tème un par un sous forme d’un processus de poisson de paramètre λ. Ils sont servis
auprès des serveurs 1 et 2 selon le principe premier arrivée premier servi (FIFO) avec
un taux de service µ1 et µ2 respectivement où les temps de services sont considérés in-
dépendants. Lorsque le système est vide ou l’un des serveurs est libre, le client peut se
dérober et ne rejoint pas la file avec une probabilité θ′ et peut rejoindre la file d’attente
avec une probabilité θ = 1−θ′. Lorsque le nombre de clients dans le système est n ≥,2
le client entre dans le système avec une probabilité 1

[(n−2)+1] . Les clients s’impatientent
en raison de la longueur de la file ou bien la lenteur du service, ainsi chaque client
active un délai d’impatience T de distribution exponentielle de paramètre ξ, dés son
arrivé au système. Si le serveur se libère avant l’expiration du temps d’impatience T , le
client reste dans la file d’attente et si le temps d’impatience T s’écoule et le serveur est
en occupation alors le client abandonne le système sans recevoir un service avec une
probabilité γ. Via un certain mechanisme, il peut être maintenu dans le système avec
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une probabilité γ ′ = 1−γ . Si le client n’est pas satisfait de son service, il peut rejoindre
la file d’attente avec une probabilité δ′ = 1−δ ou quitter définitivement le système avec
une probabilité δ.

Théorème 1.7.1. Les équations d’équilibre d’un système de file d’attente à serveurs hétéro-
gènes, Bernoulli feedback, reverse balking, abandon et retention des clients impatients sont :

λθP00 = δµ1P10 + δµ2P01, n = 0,
(λθ + δµ1)P10 = δµ2P11 +λθπ1P00,

n=1,
(λθ + δµ2)P01 = δµ1P11 +λθπ2P00,

(λ+ δ(µ1 +µ2))P2 = (δ(µ1 +µ2) + ξγ)P3 +λP1, n = 2,(
λ

(n−2)+1

)
+ (δ(µ1 +µ2) + (n− 2)ξγ

)
Pn = (δ(µ1 +µ2) + ((n+ 1)− 2)ξγ)Pn+1

+
(

λ
(n−3)+1

)
dPn−1(t)
dt , 3 ≤ n ≤N − 1,(

λ
(N − 2) + 1

)
PN−1 = (δ(µ1 +µ2) + (N − 2)ξγ)PN .

Les probabilités d’état stationnaire sont données par :

P10 = λθ
δµ1

(
λθ+δ(µ1+µ2)π1
2λθ+δ(µ1+µ2)

)
P00,

P01 =
λθ
δµ2

(
λθ + δ(µ1 +µ2)π2

2λθ + δ(µ1 +µ2)

)
P00,

P1 =
(
λ(µ1 +µ2)
δµ1µ2

(
λθ + δµ1π2 + δµ2π1

2λθ + δ(µ1 +µ2)

))
θP00,

et

Pn =
(

1
((n−2)+1)!

∏n
k=2

λ
δ(µ1+µ2)+(k−2)ξγ

(
λ(µ1+µ2)
δµ1µ2

(
λθ+δµ1π2+δµ2π1

2λθ+δ(µ1+µ2)

)))
θP00, 2 ≤ n ≤N,

avec

P00 =
{
1 +

{(
λ(µ1+µ2)
δµ1µ2

(
λθ+δµ1π2+δµ2π1

2λθ+δ(µ1+µ2)

))
θ
(
1 +

∑N
n=2

(
1

((n−2)+1)!
∏n
k=2

λ
δ(µ1+µ2)+(k−2)ξγ

))}}−1
.

Les mesures du performances associées à notre modèle de file d’attente sont :
− Le nombre moyen de clients dans le système, Ls :

Ls =
N∑
n=1

nPn = P1 +
N∑
n=2

nPn.

− Le nombre moyen de clients servis, E(C,S) :

E(C,S) =
N∑
n=1

δ(µ1 +µ2)nPn.
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− Le taux moyen de reverse-balking, Rrev−balk :

Rrev−balk = θ′λP00 +θ′λP1 +
N∑
n=2

λ

(
1− 1

(n− 2) + 1

)
Pn.

− Le taux moyen d’abandon, Rren :

Rren =
N∑
n=2

(n− 2)ξγPn.

− Le taux moyen de retention, Rret :

Rret =
N∑
n=2

(n− 2)ξ(1−γ)Pn.

Afin d’analyser l’impact de la probabilité de retention et la probabilité de reverse-
balking sur le système, une analyse économique a été effectuée.
- Le coût total prévu par unité de temps Γ par unité du temps est donné par :

Γ = (µ1 +µ2)(Cservice + δ′Cservice−f eedback) +CholdingLs +ClostλPN
+CrenRren +CretRret +Creve−balkRrev−balk + 2Cf ixed .

- Le total des revenus attendus dans le système ∆ :

∆ = R(µ1 +µ2)(1− P00).

où R(µ1 + µ2)(1 − P00) est le taux de revenu pour la contribution au service des clients
dans le système.
-Le profit total Θ :

Θ = ∆− Γ .

-Le deuxième résultat : Queueing system with reneging and no waiting line
Ce travail traite un système de file d’attente à deux serveurs hétérogènes sans ligne
d’attente (sans buffer), avec Bernoulli feedback, abandon, et retention des clients aban-
donnés sans file d’attente.
Les clients arrivent à la station de service un par un suivant un processus de poisson
de paramètre λ, il y’a deux serveurs hétérogènes qui fournissent un service à tous les
clients adhérant le système selon leur ordre d’arrivée (FIFO) avec un taux de service
indépendant de loi exponentielle de paramère µi avec i = 1,2. Après avoir reçu son
service, le client peut rejoindre la file d’attente avec une probabilité δ′ ou quitter le
système avec une probabilité δ = 1 − β′, il n’y a pas de distinction entre les arrivées
et le retour des clients déjà servis. Les clients dans le système peuvent devenir impa-
tients lorsque le service est si long et peuvent quitter la file d’attente avant la fin de
service. Dans ce cas, au début de service chaque client s’attribue un délai d’attente. Le
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temps d’impatience suit une distribution exponentielle de paramètre ν1,ν2 pour les
serveurs 1 et 2 respectivement. C’est suivant ce temps d’impatience que le client dé-
cide soit d’abandonner la file d’attente avec une probabilité γ soit de rester avec une
probabilité γ ′ = 1−γ .

Théorème 1.7.2. Si nous avons un système d’attente à deux serveurs hétérogènes, sans buf-
fer avec Bernoulli feedback, abandon, et retention des clients abandonnés, alors
1. les équations d’équilibre sont :

λP0,0 = (δµ1 +γν1)P1,0 + (δµ2 +γν2)P0,1,

(λ+ δµ1 +γν1)P1,0 = (δµ2 +γν2)P1,1 +λπ1P0,0,

(λ+ δµ2 +γν2)P0,1 = (δµ1 +γν1)P1,1 +λπ2P0,0,

λP1 = (δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))P2.

2. Les probabilités d’état stationnaire Pn sont données par :

P1,0 =
{
λ+ (δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))π1

2λ+ β(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2)
λ

δµ1 +γν1

}
P0,0,

P0,1 =
{
λ+ (δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))π2

2λ+ β(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2)
λ

δµ2 +γν2

}
P0,0,

P1 =
λ(δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))

(δµ1 +γν1)(δµ2 +γν2)

{
λ+ (δµ1 +γν1)π2 + (δµ2 +γν2)π1

2λ+ δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2)

}
P0,0,

et

P2 =
λ2

(δµ1 +γν1)(δµ2 +γν2)

{
λ+ (δµ1 +γν1)π2 + (δµ2 +γν2)π1

2λ+ δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2)

}
P0,0,

avec

P0,0 =

1 +

(λ+ (δµ1 +γν1)π2 + (δµ2 +γν2)π1)
(
λ2 +λ(δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))

)
(2λ+ δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))((δµ1 +γν1)(δµ2 +γν2))



−1

.

Les expressions des différentes mesures de performance sont dérivées.
− Le nombre moyen de clients dans le système Ls.

Ls = P1 + 2P2.

− Le taux d’arrivée effectif dans le système λ′ :

λ′ = λ(1− P2).

− Le nombre de clients servis E(C.S) :

E(C.S) = δµ1P1,0 + δµ2P0,1 + 2δ(µ1 +µ2)P2.

33



− Le taux moyen d’abandon Rren :

Rren = γν1P1,0 +γν2P0,1 + 2γ(ν1 + ν2)P2.

− Le taux moyen de retention Rret :

Rret = (1−γ)ν1P10 + (1−γ)ν2P01 + 2(1−γ)(ν1 + ν2)P2.

− Le taux d’abandon Ra :

Ra = λ− δµ1P1,0 − δµ2P0,1 − 2δ(µ1 +µ2)P2.

− La proportion de clients perdus PCLost :

PCLost = Le taux moyen d’abandon/λ′.

1.8 Présentation du manuscrit

Notre thèse est focalisée sur l’analyse des systèmes de files d’attente avec serveurs
hétérogènes, Bernouli feedback, et clients impatients. Les chapitres suivants repré-
sentent la manière dont la recherche a abouti. Notre manuscrit est composé de trois
chapitres :
Dans le premier chapitre (chapitre introductif), nous avons présenté un travail de syn-
thèse sur les files d’attente classiques, en donnant les notions essentielles liées aux
systèmes d’attente, dans ce chapitre nous avons abordé les types et les méthode ana-
lytiques pour les files d’attente classique, nous nous sommes intéressés aussi aux dif-
férents mécanismes des clients impatients (dérobade et abandon), l’hétérogénéité de
service, et le feedback. Dans ce chapitre nous avons présenté une bonne partie de lit-
térature.

Dans le deuxième chapitre, nous établissons l’analyse d’un système de files d’at-
tente à deux serveurs hétérogènes à capacité finie avec Bernouli feedback, reverse-
balking, et abandon. A la fin du service, le client peut quitter le système comme il peut
réintégrer la file d’attente pour recevoir un autre service avec une certaine probabilité.
Les clients impatients peuvent être retenus dans le système avec une certaine probabi-
lité en utilisant certain mécanisme. L’analyse stationnaire du système est établie. Les
mesures de performances du système sont dérivées et une analyse économique était
établie pour ce système. Ce travail a été publié dans OPSEARCH 55, volume 251-267,
2018.
Le troisième chapitre est consacré à étude d’un système de files d’attente M/M/2 sans
buffer (no waiting line), deux serveurs hétérogènes dont la distribution de service est
exponentielle de taux µi , i = 1,2, Benoulli feedback, abandon, et retention des clients
impatients. Le flux d’arrivé est poissonien, les clients se dirigent vers les serveurs avec
une certaine probabilité. Le client dans le système active un délai d’attente sur lequel
il décide de recevoir un service ou de quitter le système. Une fois le client est servi,
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ile peut revenir au système pour un autre service (Bernoulli feedback). Les probabili-
tés d’état stationnaire sont obtenues. Différents mesures de performances du système
sont dérivées ce résultat a fait l’objet d’une publication internationale dans Probstat
Forum, 11, volume 67-76, 2018.
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2.1 Introduction

Queuing with customer impatience has special significance for the business world
as it has negative impact on the performance of any business. A customer is said to be
impatient if he tends to join the queue only when a short wait is expected and tends
to remain in the line if his wait has been sufficiently small. Impatience generally takes
three forms. The first is balking, deciding not to join the queue at all up on arrival ;
the second is reneging, the reluctance to remain in the waiting line after joining and
waiting, and the third is jockeying between lines when each of a number of parallel
service channels has its own queue Gross and Harris (1985).
In several realistic systems, like telephone switchboard customers and hospital emer-
gency rooms’ handling of critical patients, customers may become impatient and leave
(balk ; customer might decide to not enter the system when the queue length is too
long or renege ; a waiting customer in the queue might hang up and leave the queue if
the waiting time is too long) the system without getting services.
Queueing systems with balking, reneging, or both have attracted much attention from
numerous researchers. For related literature, interested readers may refer to Haight
(1957,1959), Ancker and Gafarian (1963), Abou-EI-Ata and Hariri (1992), Wang and
Chang (2002), and references therein.
Nevertheless, in the case of the business connected with investment, the number of
customers with a peculiar firm becomes interesting and an attracting factor for inves-
ting customers. Therefore, the probability to join such a firm is high. In this case more
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the system size is large more customers enter the system. Thus the probability of bal-
king will be small when the system size is large and vice-versa, which is balking in
reverse sense "called as reverse balking". Till now, the study of queueing models with
reverse balking is limited, Jain and al. (2014) studied an M/M/1/N queueing system
with reverse balking, Kumar and Som (2014) developed and incorporated the concept
of reverse balking and reverse reneging into theM/M/1/N queueing system. Then, re-
cently Som (2016) considered a multi-server Markovian queueing system with reverse
balking and impatient customers.
Heterogeneity of service is a common feature of many real multi-server queueing si-
tuations. The heterogeneous service mechanisms are invaluable scheduling methods
that allow customers to receive different quality of service. Heterogeneous service is
clearly a main feature of the operation of almost any manufacturing system. The role
of quality and service performance is crucial aspects in customer perceptions and firms
must dedicate special attention to them when designing and implementing their ope-
rations. For this reason, queues with heterogeneous servers have received considerable
attention in the literature Kumar et al.(2007).
Analytical results for queueing systems with more than two heterogeneous servers
are difficult, that’s was pointed out in Neuts and Takahashi (1981) Therefore, many re-
searchers have focused on queueing systems with two heterogeneous servers. A control
model for a machine center with two heterogeneous servers has been introduced by Liu
and Kumar (1984). Kumar and Madheswari (2002) presented the transient solution of
the M/M/2 queue with catastrophe at the service station. Madan and al.(2003) inves-
tigated an M/M/2 queue with Bernoulli schedules and a single vacation policy where
the two servers provide heterogeneous exponential service to customers. They obtai-
ned the steady-state probability generating functions of the system size for various
states of the servers. In Kumar and Madheswari (2005), authors analyzed an M/M/2
queueing system with two heterogeneous servers and multiple vacations by using the
matrix-geometric solution method. Kumar et al. (2007)derived the transient solution
for the probabilities in the two-server queueing system subject to catastrophes, where
one server is faster than the other. Further, Yue at al. (2009) considered the model in
Kumar and Madheswari (2005).They obtained the explicit expression of the rate matrix
and presented the conditional stochastic decomposition results for the queue length
and the waiting time. In Yue and Yue (2010) , authors discussed an M/M/2 queueing
system with two heterogeneous servers under a variant vacation policy, where the two
servers may take together at most J vacations when the system is empty. Krishnamoor-
thy and Sreenivasan (2012) displayed an M/M/2 queueing model with heterogeneous
servers where one server remains idle but the other goes on vacation in the absence of
waiting customers.
Queueing systems with two heterogeneous servers and impatience have attracted many
researchers. In Abou-El-Ata (1983), authors discussed the two-channels queueM/M/2
with both balking, heterogeneity and considering different probabilities in choosing
the server. Yue and Yue (2009) introduced an M/M/2 queueing system with balking
and two heterogeneous servers under Bernoulli schedules and a single vacation policy.
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They presented a generalization of Model B in Madan and al.(2003)obtained the expli-
cit expressions of the steady-state condition, the stationary distribution of the system
size, and the mean system size. Mahdy El-Paoumy and Hossam Nabwey (2011) studied
the M/M/2/N queue with general balk function, reneging and two heterogeneous ser-
vers. And recently, in Ammar (2014) transient analysis of a two-heterogeneous servers
queue with impatient behavior is given.
Feedback represents the case where after getting partial or incomplete service, cus-
tomer retries for service. In computer communication, the transmission of protocol
data unit is sometimes repeated due to occurrence of an error. This usually happens
because of non-satisfactory quality of service. Rework in industrial operations is also
an example of a queue with feedback Kumar and Sharma (2012) Ayyapan et al.(2010
)studiedM/M/1 retrial queueing system with loss and feedback under non preemptive
priority service by matrix geometric method. Sharma and Kumar (2012) considered a
single server, finite capacity Markovian feedback queue with reneging, balking and
retention of reneged customers in which the inter-arrival and service times follow ex-
ponential distribution. Then, recently Bouchentouf et al.(2014)established an analysis
of two heterogeneous server queueing model with balking, reneging and feedback.
The two heterogeneous servers are extensively studied as mentioned above, neverthe-
less, in the literature there is no work on an M/M/2 queue with heterogeneous servers
subject to reverse balking, reneging and retention of reneged customers. Based on this
observation, we have investigated the analysis of heterogeneous two-server queueing
system with reverse balking, reneging and retention of reneged customers, and we
have presented the impact of retention probability of reneged customers has a positive
economic impact.
The rest of the paper is arranged as follows : In section 2, we describe the model and
give the main result. Then in section 3, various performance measures are derived, af-
ter that in section 4 an economic analysis of the system is studied. Finally, we finish
the paper by a small conclusion.

2.2 Model description and main results

ConsiderM/M/2 feedback queue with heterogeneous servers subject to reverse bal-
king, reneging and retention of reneged customers, the service times at each server are
independently, identically and exponentially distributed with parameters µ1 and µ2.
The customers are served according to the following discipline :
-If the two servers are busy the customers wait in the queue.
-If one server is free , the head customer in the queue goes to it.
-If both servers are free, the head customer of the queue chooses server 1 with proba-
bility π1 and server 2 with probability, π2.
After completion of each service, the customer can either leave the system definitively
with probability δ or come back to the system and join the end of the queue with pro-
bability δ′, where δ + δ′ = 1. The customers both newly arrived and those that are fed
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back are served in order in which they join the tail of original queue. The queue dis-
cipline is First-Come-First-Served. We do not discriminate between the regular arrival
and feedback arrival. The capacity of the system is taken as finite (say, N ).
When the system is empty or one of servers is free, customers can balk and do not enter
the system with probability θ′, and may enter the system with probability θ (θ = 1−θ′).
Such kind of balking is referred to as reverse balking.
When n ≥ 2, the arriving customers may enter the system with probability 1/[(n−2)+1],
which depends on the number of customers present in the system at that time.
Each customer upon joining the queue will wait a certain length of time for his service
to begin. If it does not begin by then, he will lose his impatience and may leave the
queue (renege) without getting service with probability γ and may remain in the queue
with probability γ ′(= 1−γ). So, a reneged customer can be retained by employing cer-
tain convincing mechanisms to stay in the queue for completion of his service. Thus,
this latter can be retained in the queueing system with some probability γ ′ and may
leave the queue without receiving service with probability γ.
The reneging times T are independently, identically and exponentially distributed
with parameter ξ. This effort to retain the reneging customer in the queue for his
service has positive effect on business of any firm. Now, let define the equilibrium pro-
babilities : P0,0 : P(there is no customer in the system). P1,0 : P(there is one customer
being served by server 1). P0,1 : P(there is one customer being served by server 2). Pn :
P(there are n customers in the system), n = 2,3, ...,N . Also, P0 = P0,0, P1 = P1,0 + P0,1,
and P2 = P1,1.

2.2.1 Steady-State Solution

In this section, the steady state probabilities are derived by using the Markov pro-
cess method.
Let P (n) denote the probability that are n customers in the system in the steady state.
So, by applying the Markov process theory, the differential-difference equations of the
model are :

λθ dP00(t)
dt = δµ1

dP10(t)
dt + δµ2

dP01(t)
dt , n = 0 (2.1) (λθ + δµ1)dP10(t)

dt = δµ2P11 +λθπ1
dP00(t)
dt , n=1

(λθ + δµ2)dP01(t)
dt = δµ1P11 +λθπ2

dP00(t)
dt ,

(2.2)

(λ+ δ(µ1 +µ2))dP2(t)
dt = (δ(µ1 +µ2) + ξγ)dP3(t)

dt +λdP1(t)
dt , n = 2 (2.3)(

( λ
(n−2)+1

)
+ (δ(µ1 +µ2) + (n− 2)ξγ

)
dPn(t)
dt = (δ(µ1 +µ2) + ((n+ 1)− 2)ξγ) dPn+1(t)

dt

+
(

λ
(n−3)+1

)
dPn−1(t)
dt , 3 ≤ n ≤N − 1

(2.4)(
λ

(N − 2) + 1

)
dPN−1(t)
dt

= (δ(µ1 +µ2) + (N − 2)ξγ)
dPN (t)
dt

. (2.5)
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Theorem 2.2.1. If the steady-state equations of heterogeneous two-server queueing system
with feedback, reverse balking, reneging and retention of reneged customers are

λθP00 = δµ1P10 + δµ2P01, n = 0 (2.6)
(λθ + δµ1)P10 = δµ2P11 +λθπ1P00,

n=1
(λθ + δµ2)P01 = δµ1P11 +λθπ2P00,

(2.7)

(λ+ δ(µ1 +µ2))P2 = (δ(µ1 +µ2) + ξγ)P3 +λP1, n = 2 (2.8)((
λ

(n−2)+1

)
+ δ(µ1 +µ2) + (n− 2)ξγ

)
Pn = (δ(µ1 +µ2) + ((n+ 1)− 2)ξγ)Pn+1 +

(
λ

(n−3)+1

)
Pn−1,

3 ≤ n ≤N − 1
(2.9)(

λ
(N − 2) + 1

)
PN−1 = (δ(µ1 +µ2) + (N − 2)ξγ)PN . (2.10)

Then
P10 = λθ

δµ1

(
λθ+δ(µ1+µ2)π1
2λθ+δ(µ1+µ2)

)
P00, (2.11)

P01 =
λθ
δµ2

(
λθ + δ(µ1 +µ2)π2

2λθ + δ(µ1 +µ2)

)
P00, (2.12)

P1 =
(
λ(µ1 +µ2)
δµ1µ2

(
λθ + δµ1π2 + δµ2π1

2λθ + δ(µ1 +µ2)

))
θP00, (2.13)

Pn =
(

1
((n−2)+1)!

∏n
k=2

λ
δ(µ1+µ2)+(k−2)ξγ

(
λ(µ1+µ2)
δµ1µ2

(
λθ+δµ1π2+δµ2π1

2λθ+δ(µ1+µ2)

)))
θP00, 2 ≤ n ≤N, (2.14)

with

P00 =
{
1 +

{(
λ(µ1+µ2)
δµ1µ2

(
λθ+δµ1π2+δµ2π1

2λθ+δ(µ1+µ2)

))
θ
(
1 +

∑N
n=2

(
1

((n−2)+1)!
∏n
k=2

λ
δ(µ1+µ2)+(k−2)ξγ

))}}−1
.

(2.15)

Démonstration. We obtain the steady-state-probabilities by using iterative method. Sol-
ving (2.6)-(2.7) we get (2.11), (2.12) and (2.13). Then solving (2.8), (2.9) and (2.10) we
get (2.14). Finally, by using the normalization condition we find (2.15).

2.3 Performance measures and numerical analysis

This section presents different measures of effectiveness of the queueing model un-
der investigation, moreover a numerical analysis will be given.
Expected system size, Ls

Ls =
N∑
n=1

nPn = P1 +
N∑
n=2

nPn.
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Expected number of customers served, E(C,S)

E(C,S) =
N∑
n=1

δ(µ1 +µ2)nPn.

Average reverse balking rate, Rrev−balk

Rrev−balk = θ′λP00 +θ′λP1 +
N∑
n=2

λ

(
1− 1

(n− 2) + 1

)
Pn.

Average reneging rate, Rren

Rren =
N∑
n=2

(n− 2)ξγPn.

Average retention rate, Rret

Rret =
N∑
n=2

(n− 2)ξ(1−γ)Pn.

Next, we present some numerical examples to show the impact of different parameters
on the characteristics of the system.

2.3.1 Impact of arrival and service rates λ, µ1 and µ2 respectively on
the characteristics of the system

Let us present the evolution of the system when λ varies from 0.5 to 2.5 with a
pitch 0.5, considering two cases, µ1 = 10, µ2 = 12 and µ1 = 4, µ2 = 2. Put ξ = 18, N = 5,
π1 = 0.7, π2 = 0.3, θ = 0.4, γ = 0.1, and δ = 0.6.
The numerical results obtained for these situations are stored in Tables 2.1 and 2.2.

λ Ls E(C,S) Rrev−balk Rren Rret
0.5 0.126083 0.454038 0.294291 0.001179 0.010609
1 0.278354 1.002075 0.562193 0.008628 0.077653

1.5 0.443810 1.597717 0.792572 0.026214 0.235922
2 0.615174 2.214627 0.990189 0.055588 0.500296

2.5 0.788179 2.837446 1.163936 0.097002 0.873018
Table 2.1: System characteristics vs. λ when µ1 = 4
and µ2 = 2
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λ Ls E(C,S) Rrev−balk Rren Rret
0.5 0.32983 0.435388 0.299438 0.000035 0.000319
1 0.068435 0.903335 0.595861 0.000279 0.002513

1.5 0,106057 1.399955 0.886434 0.000925 0.008322
2 0,145625 1.922253 1.169418 0.002147 0.019324

2.5 0,186893 2.466991 1.443306 0.004102 0.036914
Table 2.2: System characteristics vs. λ when µ1 = 10
and µ2 = 12

Graphical representations (see Figure 2.1) illustrate the details of the results given in
Tables 2.1-2.2.

Figure 2.1 – System performance measures vs. λwhen µ1 = 10, µ2 = 12 and µ1 = 4, µ2 =
2

According to Tables 3.1–3.2 and Figure ?? we constat that :
- Along the increase of λ, the mean number of customers in the system Ls, the mean
number of customers served E(C,S), the average reneging rate Rren, the average reten-
tion rate Rret and the average reverse balking rate Rrev−balk increase.
- From Table 2.1, it is clearly visible that, with increase in average arrival rate λ, the size
of the system increases. An increasing expected system size leads to high confidence of
customers with the system, therefore the rate of reverse balking increases. Due to this,
more and more arriving customers join the particular system.
- An increasing service rate generates a large number of customers served.
- By comparing the results when µ1 = 4, µ2 = 2 and µ1 = 10, µ2 = 12, we constat that
when µ1 = 10, µ2 = 12 (the mean service rates small), the average reneging rate and
the average retention rate Rret and Rren respectively are smaller than the case where
µ1 = 4, µ2 = 2. On the other side the average reverse balking rate Rrev−balk is bigger in
the case where µ1 = 10, µ2 = 12. This implies a decreasing in the size of the system Ls,
and the number of customers served in the case µ1 = 10, µ2 = 12 is smaller than the
first one. This is absolutely agree with our intuition.

50



2.3.2 Impact of impatience rate ξ on the characteristics of the sys-
tem

We examine the evolution of the system when ξ varies from 1 to 9 with a pitch
equals to 2, considering two cases γ = 0.3, and γ = 0.9. Let λ = 0.5, N = 5, π1 = 0.4,
π2 = 0.6, δ = 0.6, µ1 = 8, µ2 = 5, and θ = 0.6.
The numerical results obtained for these situations are given in Tables 2.3 and 2.4.

ξ Ls E(C,S) Rrever−balk Rren Rret
1 0.075017 0.682682 0.198788 0.000031 0.000071
3 0.075026 0.682737 0.198862 0.000085 0.000199
5 0.075007 0.682561 0.198851 0.000135 0.000314
7 0.075002 0.682522 0.198878 0.000178 0.000415
9 0.074998 0.682485 0.198901 0.000217 0.000505
Table 2.3: System characteristics vs. λ when γ = 0.3

ξ Ls E(C,S) Rrever−balk Rren Rret
1 0.075014 0.682649 0.198828 0.000086 0.000010
3 0.075005 0.682541 0.198917 0.000217 0.000024
5 0.074988 0.682387 0.198955 0.000312 0.000035
7 0.074979 0.682305 0.198994 0.000385 0.000043
9 0.074971 0.682239 0.199024 0.000442 0.000049
Table 2.4: System characteristics vs. λ when γ = 0.9

Graphical representations (see Figure 2.2) illustrate the details of some results given
in Tables 2.3-2.4.

Figure 2.2 – System performance measures vs. ξ when γ = 0.3 and γ = 0.9
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- From Tables 2.3-2.4 and Figure 2.2 we constat that along the increase of the im-
patience rate ξ, the reneging rate Rren increases, that is, customers become more im-
patient and consequently they leave the system, this implies that retention rate Rret
increases, more customers abandon the system, more the probability of retention be-
comes high. Moreover, the increase of ξ leads to a decrease in the size of the system Ls
and in the mean number of customers served E(C,S) which is absolutely explicable ;
more the average rate of impatience becomes small, more customers leave the system
without getting their complete service. On the other hand the increase of the impa-
tient rate ξ implies the increase of the rate of reverse balking Rrever−balk , the rate that
the customers do not enter the system increases because the size of the system becomes
empty.
- By comparing the results when γ = 0.3 and γ = 0.9, we constat that when the pro-
bability of reneging is big γ = 0.9, the size of the system Ls and the mean number of
customers served E(C,S) are smaller than the first case, contrariwise the rate of re-
neging Rren, and the rate of retention Rret are bigger when γ = 0.9. Also the rate that
the customers do not enter the system Rrev−balk is bigger in the second case because
more customers are reneged more the system becomes empty and consequently the
customers balk.

2.3.3 Impact of balking probability θ
′

on the characteristics of the
system

Let us present the evolution of the system when θ
′

varies from 0 to 1 with pitch
0.25. Let λ = 4, N = 5, π1 = 0.6, π2 = 0.4, δ = 0.6, µ1 = 8, µ2 = 10, γ = 0.3, and ξ = 12.
The numerical results obtained for these situations are arranged in Table 2.5.

θ
′

Ls E(C,S) Rrever−balk Rren Rret
0 0.665793 7.228796 0.039564 0.074733 0.174378

0.25 0.577965 6.242019 0.866805 0.064875 0.151375
0.5 0.457426 4.940206 1.761986 0.051345 0.119805

0.75 0.281504 3.040247 2.771922 0.031598 0.073729
1 0.000000 0.000000 4.000000 0.000000 0.000000

Table 2.5: System performance measures vs. θ′

Graphical representations are given in Figure 2.3.
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Figure 2.3 – System performance measures vs. θ
′

- It is visible from Table 2.5 and Figure 2.3 that higher is the probability of balking
θ′ (when there are zero or one customers in the system) lower are the expected system
size Ls, the mean number of customers served E(C,S), the reneging rate Rren and the
retention rate of reneged customers Rret. While reverse balking rate Rrev−balk increases
with increase in probability of balking.

2.3.4 Impact of feedback probability δ
′

on the characteristics of the
system

To study the impact of feedback probability δ
′

on the evolution of the system, we
vary δ

′
from 0 to 0.8 with pitch 0.2, and take λ = 6, N = 5, π1 = 0.8, π2 = 0.2, θ = 0.3,

µ1 = 12, µ2 = 9 , γ = 0.4, and ξ = 15.
The numerical results obtained for these situations are stored in Table 2.6.

δ
′

Ls E(C,S) Rrever−balk Rren Rret
0 0.220373 4.627841 3.973570 0.028298 0.042447

0.2 0.290127 4.874138 3.882742 0.050240 0.075359
0.4 0.412201 5.193734 3.710110 0.100988 0.151482
0.6 0.665690 5.591793 3.381425 0.245392 0.368089
0.8 1.394208 5.576832 2.635374 0.858339 1.287508

Table 2.6: System characteristics vs. δ′

Graphical representations are presented in Figure 2.4.
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Figure 2.4 – System performance measures vs. δ
′

- According to Table 2.6 and Figure 2.4, we constat that along the increase of the
feedback probability δ′, the size of the system Ls and the number of customers ser-
ved E(C,S) increase. Furthermore, the high probability of feedback leads to high rate
of reneging Rren and consequently to a high rate of retaining reneged customers Rret.
Contrariwise with the increase in the feedback probability the rate that the customers
do not enter the system Rrev−balk decreases, because more the system is full more cus-
tomers have the desire to enter the system.

2.3.5 Impact of retention of reneged customers probability γ
′
on the

characteristics of the system

To examine the effect of retention of reneged customers probability on the behavior
of the system, we vary γ

′
from 0 to 1 with pitch 0.25, and fixe the other parameters.

Let λ = 4, N = 5, π1 = 0.2, π2 = 0.8, δ = 0.5, µ1 = 7, µ2 = 8, θ = 0.3, and ξ = 10.

γ ′ Ls E(C,S) Rrever−balk Rren Rret
0 0.462946 3.490239 2.438400 0.137458 0.000000

0.25 0.468447 3.513351 2.433867 0.122273 0.040758
0.5 0.475043 3.562822 2.420011 0.100263 0.100263

0.75 0.486599 3.649495 2.402920 0.065769 0.197306
1 0.510080 3.825598 2.372389 0.000000 0.396339

Table 2.7: System characteristics vs. γ ′

The results are given in the following Figure.
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Figure 2.5 – System performance measures vs. γ
′

- From Table 2.7 and Figure 2.5, we remark that with the increase in the retention
probability, the size of the system Ls, the mean number of customers served E(C.S),
the reneging rate Rren and the retention rate Rret increase, on the other hand the rate
of reverse balking Rrev−balk decreases, more customers are kept in the system, more the
size of the system is big, more customers are entering.

2.4 Economic analysis

In this section we perform an economic analysis of two heterogenous server feed-
back queueing system with reverse balking, reneging and retention of reneged custo-
mers. We analyze the impact of probability of retaining reneged customers and of the
reverse balking probability, to this end let’s use the following symbols :
1/λ : mean inter-arrival time
1/µ1 : mean service time of the first server.
1/µ2 : mean service time of the second server.
Ls : expected number of customers in the system.
Rren : average rate of reneging.
Rret : average rate of retention.
Rrev−balk : average rate of reverse balking.
Cservice : cost of service per unit time.
Cholding : unit holding cost per unit time.
Clost : cost associated with each lost customer per unit time.
Crever−balk : cost associated with each reverse balked customer per unit time.
Cren : cost associated with each reneged customer per unit time.
Cret : cost of retaining a reneged customer per unit time.
Cservice−f eedback : cost of serving a feedback customer per unit time.
Cf ixed : fixed server purchase cost per unit.
R : revenue earned by providing service to a customer.
Γ : total expected cost per unit time of the system.
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∆ : total expected revenue per unit time.
∗ The expected cost Γ per unit time is given by :

Γ = (µ1 +µ2)(Cservice + δ′Cservice−f eedback) +CholdingLs +ClostλPN

+CrenRren +CretRret +Creve−balkRrev−balk + 2Cf ixed

Let R(µ1 +µ2)(1−P00) be the earning revenue rate for contributing service to customers
in the system, thus
∗ The total expected revenue ∆ of the system is given by :

∆ = R(µ1 +µ2)(1− P00)

∗ The total expected profit Θ is presented as

Θ = ∆− Γ

Next, we present the variation in the different types of costs involved with the change
in probability of retaining the reneged customers γ ′ and in the probability of balking
θ′. For the whole numerical study we fix the costs at R = 30, Cholding = 5, Clost = 6,
Cren = 4, Cret = 7, Crev−balk = 3, Cf ixed = 2, Cservice = 6, and Cservice−f eedback = 8.

2.4.1 Effect of the probability of retaining the reneged customers γ ′

on the costs of the system

We study the variation in the different types of costs involved with the change in
probability of retaining the reneged customers γ ′. We take λ = 6, N = 5, θ = 0.4, ξ = 17,
δ′ = 0.3, µ1 = 7, µ2 = 8, π1 = 0.4, π2 = 0.6, Let Σ = Cservice + δ′Cservice−f eedback . We study
numerically the cost-profit aspects. The following Table presents the numerical results
associated with the economic analysis of the model.

γ ′ (µ1 +µ2) × ΣCholdingLs ClostλPN CrenRren CretRret Crev−balkRrev−balk 2Cf ixed Γ

0 109.2 3.611663 0.0011311.595059 0.0000000 8.559071 4 126.9669241
0.25 109.2 3.744245 0.0208842.027240 1.1825564 8.490101 4 128.6650264
0.5 109.2 3.720956 0.0037151.228695 2.1502162 8.496311 4 128.7998937

0.75 109.2 3.838505 0.0112630.852672 4.4765305 8.436002 4 130.8149728
1 109.2 4.137463 0.0732790.00000010.3519386 8.336844 4 136.0995234

Table 2.8: Costs involved vs. probability of retaining the re-
neged customers γ ′

- From the analysis of Table 2.8, we constat that the service cost per customer and the
fixed server purchase cost remain the same, because the number of servers and the ser-
vice rate as well as the server purchase cost remain the same all over. The holding costs,
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the costs due to lost customers increase because of the increase in expected system size
due to increase in probability of retaining the reneged customers. On the other hand
the costs due to reverse balking decreases because of the increase in expected system
size. The reneging cost per customer decreases as retention leads to the decrease in
abandonments due to reneging. Along the increase of the probability of retaining the
reneged customers the cost of retention per customer also increases. Moreover, the to-
tal expected cost of the system increases with the increase in probability of retaining
the reneged customers.

2.4.2 Effect of probability of retaining the reneged customers γ ′ on
total expected profit

Let’s present the effect of probability of retaining the reneged customers γ ′ on to-
tal expected profit. The variations in total expected costs, total expected revenue and
total expected profit due to change in probability of retaining the reneged customers
are presented in Tables 2.9 and 2.10.

γ ′ R(µ1 +µ2) 1− P00 ∆

0 390 0.508538 198.329911
0.25 390 0.519894 202.758666
0.5 390 0.518397 202.174898

0.75 390 0.528433 206.088685
1 390 0.549649 214.363121

Table 2.9: Total expected revenue ∆ vs. γ ′

γ ′ ∆ Γ Θ

0 198.329911 126.9669241 71.362987
0.25 202.7586655 128.6650264 74.093639
0.5 202.1748983 128.7998937 73.375005

0.75 206.0886846 130.8149728 75.273712
1 214.3631213 136.0995234 78.263598
Table 2.10: Total expected profit Θ vs. γ ′

According to Tables 2.9 and 2.10 we can analyze the effect of probability of retaining
the reneged customers on the total expected profit. It is quite evident from the results
given below that the total expected profit increases with the increase in probability
of retaining the reneged customers. Thus, one can have a snapshot of the costs and
profits associated with the system in long period of time. Furthermore the retention of
reneged customers has a positif impact in the economy.
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2.4.3 Effect of the probability of balking θ′ on the costs of the system

We analyze the variation in the different types of cost-profit involved with the
change in balking probability θ′. We take λ = 3, N = 5, δ′ = 0.3,µ1 = 12, µ2 = 9,
π1 = 0.3, π2 = 0.7, ξ = 7, γ = 0.7, and we vary θ′. The following Table presents the
numerical results associated with the economic analysis of the model.

θ′ Γ ∆ Θ

0 0.622391 392.106447 332.5715109
0.25 0.552889 348.319902 287.577846
0.5 0.454053 286.053690 224.2103493

0.75 0.295189 185.969307 123.1667248
1 0.000000 0.000000 -63.4

Table 2.11: Total costs of the system vs. θ′

- From table 2.11, we constat that total expected cost Γ , total expected revenue ∆, total
expected profit Θ of the system decrease with the increase in probability of balking.
Thus, it is quite evident that a balked customers have a negative impact in the economy.

2.5 Conclusion and future work

In this paper the concept of feedback, reverse balking, reneging and retention of
reneged customers is incorporated into two heterogeneous servers queueing system
with finite capacity. The steady-state analysis of the model is performed and some im-
portant measures of performance are derived. Economic analysis of the model is also
analyzed. This model finds its application in investment business facing customer im-
patience. For further works, the model can be studied in non-Markovian environment
and the time-dependent studies of the model can also be performed.
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Abstract. This paper deals with a heterogeneous two-server queueing system with
reneging and no waiting line. In this work, reneging involves the situation where custo-
mers begin receiving service may disengage before service completion, and via certain
mechanism, these latter are retained in the system. After the completion of service,
each customer may rejoin the system as a feedback customer for receiving another re-
gular service with some probability or can leave the system. We obtain the stationary
state probabilities and deduce the explicit expressions of different performance mea-
sures of the system. Finally, we present some numerical examples to demonstrate how
the various parameters of the model influence the behavior of the system.
Mathematics Subject Classification. 60K25, 68M20, 90B22.
Keywords. Queueing models, no waiting line, reneging, Bernoulli feedback.

3.1 Introduction

Motivated by the application to telephone call centers and more general custo-
mer contact centers, this work focuses on the queueing systems with impatient cus-
tomers. Recently there has been a great interest in multiserver queueing systems with
impatient customer. The majority of call centers can be classified into two categories :
revenue-generating and service-oriented. An important aspect for modeling of service-
oriented call centers is the impatience behavior of the customers. Two usual modes
in which customers advertise their impatience are balking and reneging ; a customer
refuses to enter the queue if the wait is too long or the queue is too big, this is the
balking behavior. On the other hand, a customer who is waiting to be served might
hang up (renege) before getting service if the wait in line becomes too long ; this is
the reneging behavior. Of course, there can be a combination of the two. The first who
considered this type of queues was in Haight (1957), where he studied an M/M/1
queue with balking. An M/M/1 queue with reneged customers was also proposed by
Haight (1959) The combined effects of balking and reneging in an M/M/1/N queue
have been investigated by Ancker and Gafarian (1963) After that multiple works were
given, let’s cite for instance Abou elata and Hariri(1992) considered the multiple ser-
vers queueing system M/M/c/N with balking and reneging, then Wang and Chang
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(2002)extended this work to study an M/M/c/N queue with balking, reneging and
server breakdowns. Zeltyn and Mandelbaum (2005)studied call centers with impa-
tient customers : many server asymptotic of theM/M/n+G queue, where this queue is
characterized by Poisson arrivals, exponential service times, n service agents and gene-
rally distributed patience times of customers. Dai and He (2013)studied Many-server
queues with customer abandonment, numerical analysis of their diffusion models was
given. Tkachenko(2013) focused on the multi-channel queueing system with hetero-
geneous servers, regenerative input flow and balking, where servers times are random
variables but not necessary exponential. Jose and Manoharan (2011) dealt with Mar-
kovian queueing system with random balking, after that Jose and Manoharan (2011)
presented the optimum system capacity for Markovian queueing system with an adap-
tive balking. Feedback represents the case where customer after getting incomplete or
dissatisfying service comes back to the system for another regular service. In computer
communication, the transmission of protocol data unit is sometimes repeated because
of occurrence of an error. This generally occurs due to dissatisfying quality of ser-
vice. Rework in industrial operations is also an example of a queue with feedback. Ta-
kacs(1963), Choi and Kim (1998) and Santhakumaran and Thangaraj(2000) considered
a single server feedback queue with impatient and feedback customers, they studied
M/M/1 queueing model for queue length at arrival epochs and obtained result for sta-
tionary distribution, mean and variance of queue length. Thangaraj and Vanitha (2009)
obtained transient solution of M/M/1 feedback queue with catastrophes using conti-
nued fractions, the steady-state solution, moments under steady state and busy period
analysis were calculated. Ayyapan and al.(2010) studied M/M/1 retrial queueing sys-
tem with loss and feedback under non preemptive priority service by matrix geometric
method. Kumar and Sharma (2012)(M/M/1/N Queueing systeme with retention of re-
neging customers) studied a single server queueing system with retention of reneged
customers. Kumar and Sharma (2012) (M/M/1/N Queueing model with retention of
reneging customers and balking) studied a single server queueing system with reten-
tion of reneged customers and balking. Sharma and Kumar (2012) considered a single
server, finite capacity Markovian feedback queue with reneging, balking and retention
of reneged customers in which the inter-arrival and service times follow exponential
distribution. El-Paoumy and Nabwey(2011) studied the M/M/2/N queue with gene-
ral balk function, reneging and two heterogeneous servers. Most of the earlier work
on multiserver queueing models deal with homogeneous servers ; that is, the indivi-
dual service rates are same for all servers in the system. But this assumption may be
valid only when the service process is mechanically or electronically controlled. In a
queueing system with human servers the above assumption is highly unrealistic. Of-
ten servers providing identical service, serves at different rates. This motivated the
researchers to study multiserver queueing system with heterogeneous servers by Kri-
shnamoorthy and Sreenivasan (2012) Heterogeneity of service is a common feature of
many real multi-server queueing situations. The heterogeneous service mechanisms
are invaluable scheduling methods that allow customers to receive different quality
of service. Heterogeneous service is clearly a main feature of the operation of almost
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any manufacturing system. The role of quality and service performance are crucial
aspects in customer perceptions and firms must dedicate special attention to them
when designing and implementing their operations Dharmaraja and Kumar (2015).
The queueing systems with heterogeneous servers have received a considerable atten-
tion in the literature, let’s cite for instance Cooper (1972), Gross and Harris (1998),
Saglam and Torun (2005) and Saglam and Shahbazov (2007).
In this work we consider an heterogeneous two-server queueing model with Bernoulli
feedback, reneged customers, retention of reneged customers and no waiting line. In
our model customers being receiving service may disengage before service completion
and using certain mechanism they can be retained with some probability. We obtain
the stationary state probabilities and deduce the explicit expressions of the mean sys-
tem size, and the mean waiting time of customers in the system. Finally, we present
some numerical examples to demonstrate how the various parameters of the model
influence the behavior of the system.

3.2 Model description

Consider an M/M/2 queue with Bernoulli feedback, reneged customers, retention
of reneged customers and no waiting space. Customers arrive at the service station one
by one according to Poisson stream with arrival rate λ. There is a two heterogeneous
servers which provide service to all arriving customers. Service times are indepen-
dently and identically distributed exponential random variables with rates µi ; i = 1,2.
After completion of each service, the customer can either rejoin with probability δ′ or
he can leave the system with probability δ where δ + δ′ = 1. There is no distinguishing
between the regular arrival and feedback arrival. The regular arrivals or feedback ar-
rivals may become impatient when the service is so long and can disengage before
service completion. In fact, each customer, at the beginning of services activates an
individual timer, which follows an exponential distribution with parameters ν1, ν2 for
services 1 and 2 respectively. This time is reneging time of an individual customer af-
ter which customer either decide to abandon the queue with probability γ or retained
with complimentary probability. The customers are served according to the following
discipline :
-If the two servers are busy the customers leave the system.
-If one server is free, the first customer who come to the system goes to it.
-If both servers are free, the head customer chooses server 1 with probability π1 and
server 2 with probability π2, where π1 +π2 = 1.
Let Pn be the probability that there are n customers in the system. Applying the Mar-
kov process theory, we obtain the following set of steady-state equations :
P0,0= P(there is no customer in the system) ;
P1,0 = P(there is one customer being served by server 1) ;
P0,1 = P(there is one customer being served by server 2) ;
P2 = P(there are 2 customers in the system).
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Also, P0 = P0,0; P1 = P1,0 + P0,1 and P2 = P1,1.

3.3 Steady state solution

In this section, the steady state probabilities are derived by the Markov process
method.
Let P (n) denotes the probability that are n customers in the system in steady state.
Applying the Markov process theory, the differential-difference equations of the model
are :

dP0,0(t)
dt

= −λP0,0(t) + (δµ1 +γν1)P1,0 + (δµ2 +γν2)P0,1(t), (3.1)

dP1,0(t)
dt

= −(λ+ δµ1 +γν1)P1,0(t) + (δµ2 +γν2)P1,1(t) +λπ1P0,0(t), (3.2)

dP0,1(t)
dt

= −(λ+ δµ2 +γν2)P0,1(t) + (δµ1 +γν1)P1,1(t) +λπ2P0,0(t), (3.3)

dP1(t)
dt

= −λP1(t) + (δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))P2(t) (3.4)

Theorem 3.3.1. If we have heterogeneous two-server queueing system with Bernoulli feed-
back, reneging, retention of reneged customers and no waiting line, then 1. The steady-state
equations are

λP0,0 = (δµ1 +γν1)P1,0 + (δµ2 +γν2)P0,1 (3.5)

(λ+ δµ1 +γν1)P1,0 = (δµ2 +γν2)P1,1 +λπ1P0,0 (3.6)

(λ+ δµ2 +γν2)P0,1 = (δµ1 +γν1)P1,1 +λπ2P0,0 (3.7)

λP1 = (δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))P2 (3.8)

2. The steady-state-probabilities Pn of system size are given by

P1,0 =
{
λ+ (δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))π1

2λ+ δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2)
λ

δµ1 +γν1

}
P0,0. (3.9)

P0,1 =
{
λ+ (δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))π2

2λ+ δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2)
λ

δµ2 +γν2

}
P0,0. (3.10)

P1 =
λ(δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))

(δµ1 +γν1)(δµ2 +γν2)

{
λ+ (δµ1 +γν1)π2 + (δµ2 +γν2)π1

2λ+ δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2)

}
P0,0, (3.11)

and

P2 =
λ2

(δµ1 +γν1)(δµ2 +γν2)

{
λ+ (δµ1 +γν1)π2 + (δµ2 +γν2)π1

2λ+ δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2)

}
P0,0, (3.12)
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with

P0,0 =

1 +

(λ+ (δµ1 +γν1)π2 + (δµ2 +γν2)π1)
(
λ2 +λ(δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))

)
(2λ+ δ(µ1 +µ2) +γ(ν1 + ν2))((δµ1 +γν1)(δµ2 +γν2))



−1

.

(3.13)

Proof We obtain the steady-state-probabilities by using iterative method. Solving
(3.6)-(3.7) we get (3.9) and (3.10). Then adding (3.9) and (3.10) we get (3.11). After that
it suffices to replace (3.11) in (3.8) to obtain (3.13). Finally, by using the normalization
condition we find (3.13).

3.4 Performance measures

This part of paper is devoted to present some of performance measures that are of
general interest for the evaluation of the characteristic of the existing queueing system.
- The mean number of customers in the systems Ls.

Ls = P1 + 2P2. (3.14)

Customers arrive into the system at the rate of λ. But not all the customers who arrive
can join the system because of finite buffer restriction. The effective arrival rate into
the system is thus different from the overall arrival rate and is given by

λ′ = λ(1− P2). (3.15)

- The expected number of customers served

E(C.S) = δµ1P1,0 + δµ2P0,1 + 2δ(µ1 +µ2)P2. (3.16)

We assumed that each customer has a random patience time following exp(γ). Thus,
the reneging rate of the system would depend on the state of the system. Thus
- The average reneging rate

Rren = γν1P1,0 +γν2P0,1 + 2γ(ν1 + ν2)P2. (3.17)

- Average retention rate

Rret = (1−γ)ν1P10 + (1−γ)ν2P01 + 2(1−γ)(ν1 + ν2)P2. (3.18)

- Rate of abandonment

Ra = λ− δµ1P1,0 − δµ2P0,1 − 2δ(µ1 +µ2)P2. (3.19)

In system management, customers who leave the system (renege) represent business
lost. Consequently, It is interesting to present the proportion of customers lost. So,
using (3.15) and (3.17), we get proportion of customers lost due to reneging out of
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those arriving and joining the system

PCLost = Average reneging rate/λ′. (3.20)

3.5 Numerical solution and graphical representation

In this section some numerical examples are carried out in order to show the im-
pact of different parameters .

3.5.1 Impact of service rates on the characteristics of the system

Let us vary λ from 2 to 7 with a pitch 1, and take γ = 0.6, δ = 0.2, ν1 = 5, ν2 = 4,
π1 = 0.3, π2 = 0.7, and two cases of service rates, µ1 = 2, µ2 = 6 then µ1 = 14, µ2 = 20.
The numerical results obtained for these situations are stored in Tables 3.1 and 3.2.

λ Ls E(C.S) Rren Rret Ra PCLost λ′

2 0.476439791 0.843754891 2.702721806 1.801814538 1.156245109 1.601536556 1.687580465
3 0.743414884 1.277981417 4.172534311 2.781689541 1.722018583 1.919303611 2.173983463
4 0.967139887 1.634283246 8.149404788 3.594413177 2.365716754 3.302165405 2. 467897209
5 1.144495874 1.912847892 9.755495839 4.233589431 3.087152108 3.70179907 2.635339102
6 1.282730368 2.127761543 11.02277795 4.728473629 3.872238457 4.045139641 2.724943742
7 1.390566941 2.311588583 12.15289377 5.19987643 4.688411417 4.39075051 2.767839744

Table 3.1: Variation of different characteristics of the system
vs.λ when µ1 = 2, and µ2 = 6

λ Ls E(C.S) Rret Ra Rren PCLost λ′

2 0.17842094 1.632472836 0.827021316 0.367527164 1.240531974 0.650572996 1.906829796
3 0.306987035 2.651645267 1.359762368 0.348354733 2.039643553 0.751530268 2.713987235
4 0.444346861 3.690555575 1.907466425 0.309444425 3.958728761 1.167676489 3.390261598
5 0.581065815 4.691155416 2.437710915 0.308844584 5.187925768 1.317884415 3.936555976
6 0.711087561 5.619142347 2.931154309 0.380857653 6.35835232 1.456561768 4.365315952
7 0.831120551 6.545269871 3.440492887 0.454730129 7.532680202 1.604764861 4.693946375

Table 3.2: Variation of different characteristics of the system
vs. λ when µ1 = 14, µ2 = 20

Graphical representations (see Figure 3.1) illustrate the details of some results given
in Tables 3.1-3.2.
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Figure 3.1 – Variation of different characteristics of the system vs. λ

According to Tables 3.1–3.2 and Figure 3.1 we observe that :
- Along the increase of λ, the mean number of customer in the system Ls, the effective
arrival rate λ′, the mean number of customers served E(C.S), the average reneging rate
Rren, the average retention rate Rret and the average abandonment rate Ra increase.
- Comparing the results when µ1 = 2, µ2 = 6 and µ1 = 14, µ2 = 20, we remark that when
µ1 = 14, µ2 = 20 (the mean service rates small), the size of the system Ls, the average
reneging rate Rren, the average retention rate Rret and the average abandonment rate
Ra are smaller than the case where µ1 = 2, µ2 = 6.On the other side the effective arrival
rate λ

′
, and the mean number of customers served E(C.S) are bigger in the first case.

This is absolutely agree with our intuition.

3.5.2 Impact of reneging (impatient) rates on the characteristics of
the system

Let’s vary ν1 from 2 to 12 with a pitch 2, and take λ = 10, δ = 0.6, γ = 0.7, µ =1= 2,
µ2 = 10, ν2 = 3, π1 = 0.6, and π2 = 0.4.
Graphical representation is presented in Figure 3.2.
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Figure 3.2 – Variation of different characteristics of the system vs. ν1

From Figure 3.2 we observe that along the increase of ν1, the reneging rate Rren
increases, that is customers become more impatient and consequently they leave the
system, this implies that Ra and Rret increase, more customers abandon the system,
more the probability of retention becomes high. On the other side the increase of ν1
leads to a decrease in Ls and of the mean number of customers served E(C.S) which
is absolutely explicable ; more the average rate of impatience becomes small, more
customers leave the system without getting their complete service.
- Now, let’s vary µ1 from 2 to 6 and put λ = 8, δ = 0.6, γ = 0.8, µ2 = 6,π1 = 0.3, π2 = 0.7
then take ν1 = 1, ν2 = 8, and ν1 = 10, ν2 = 12.
The numerical results obtained for these situations are stored in Tables 3.3 and 3.4.

µ1 Ls E(C.S) Rren Rret Ra PCLost λ′

2 0.618092354 3.135806207 11.41074943 2.852687358 4.864193793 1.823125302 6.258894777
2.8 0.586723744 3.329861899 11.01283117 2.753207793 4.670138101 1.732212858 6.357666217
3.6 0.558990039 3.508801206 10.65486087 2.663715217 4.491198794 1.653174801 6.445090294
4.4 0.5342895 3.674267347 10.33104325 2.582760812 4.325732653 1.583776864 6.523042156
5.2 0.512146455 3.827695969 10.03666234 2.509165586 4.172304031 1.522320019 6.593004244
6 0.492179919 3.958998281 9.74263519 2.435658797 4.041001719 1.463701184 6.656164044

Table 3.3: Variation of different characteristics of the system
vs.µ1 when ν1 = 10, ν2 = 12

µ1 Ls E(C.S) Rren Rret Ra PCLost λ′

2 0.917824773 5.275301511 7.37001571 1.842503927 2.724698489 1.473113043 5.003021148
2.8 0.882597554 5.64189026 7.084369574 1.771092394 2.35810974 1.378532005 5.139067897
3.6 0.850905468 5.95482707 6.848031147 1.712007787 2.04517293 1.30146951 5.261768405
4.4 0.822227934 6.229937518 6.64563771 1.661409428 1.770062482 1.236840976 5.373073692
5.2 0.796142615 6.476308669 6.468488286 1.617122072 1.523691331 1.181552398 5.474567439
6 0.772303227 6.667360009 6.303881429 1.575970357 1.332639991 1.132254346 5.567548891

Table 3.4: Variation of different characteristics of the system
vs. µ1 when ν1 = 1, ν2 = 8
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Graphical representations (see Figure 3.3) illustrate the details of some results given
in Tables 3.3-3.4.

Figure 3.3 – Variation of different characteristics of the system vs. µ1

- According to Tables 3.3-3.4 and Figure 3.3 we observe that the increase of µ1 im-
plies that customers are served faster, on the other hand when the mean service rate is
small, Ra, Rren, Rret and the mean number of customers served E(C.S) are high, thus
the mean number of customers in the system decreases which agree absolutely with
our intuition.
- Comparing results given in Figure 3.3, we remark that when the reneging rates are
ν1 = 1, ν2 = 8 (mean reneging rates large) the mean number of customers in the sys-
tems Ls, the average reneging rate Rren, the average of retention reneged customers Rret
and rate of abandonment Ra, are higher than the case where ν1 = 10, ν2 = 12 (average
reneging rates small), contrariwise the mean number of customers served in the first
case is smaller than the second one.

3.5.3 Impact of probability of retention reneged customers on the
characteristics of the system

Let’s vary λ from1to 11, and take (γ = 0.3,0.8), δ = 0.6, ν1 = 5, ν2 = 7, µ1 = 6, µ2 = 4,
π1 = 0.6 and π2 = 0.4.
The numerical results obtained for these situations are presented in Tables 3.5 and 3.6.
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λ Ls E(C.S) Rren Rret Ra PCLost λ′

1 0.153932923 0.78692642 0.459842337 1.072965454 0.21307358 0.469148707 0.980163283
3 0.505336371 2.725929897 1.619914928 3.7798015 0.274070103 0.619882094 2.613262981
5 0.810148495 4.487651909 2.68165434 6.25719346 0.512348091 0.721871089 3.714865966
7 1.042030913 5.864515497 3.512749359 8.196415172 1.135484503 0.795456582 4.41601646
9 1.213423609 6.901824353 4.138933535 9.657511582 2.098175647 0.851049532 4.863328605

11 1.340917486 7.914702367 4.707209673 10.98348924 3.085297633 0.913095298 5.155222774
Table 3.5: Variation of different characteristics of the system
vs. λ when γ = 0.3

λ Ls E(C.S) Rren Rret Ra PCLost λ′

1 0.090851848 0.464880042 0.701788314 0.175447078 0.535119958 0.70744613 0.992002478
3 0.303447552 1.616796358 2.499795805 0.624948951 1.383203642 0.885761802 2.8221987
5 0.518642404 2.830052809 4.42561302 1.106403255 2.169947191 1.022018865 4.33026549
7 0.712786561 3.951319698 6.218383555 1.554595889 3.048680302 1.129617646 5.504856956
9 0.878906357 4.927308153 7.784914751 1.946228688 4.072691847 1.216778002 6.3979746

11 1.017835087 5.954850279 9.33829074 2.334572685 5.045149721 1.320316579 7.072766404
Table 3.6: Variation of different characteristics of the system
vs. λ when γ = 0.8

Graphical representations (see Figure 3.4) illustrate the details of some results given
in Tables 3.5-3.6.

Figure 3.4 – Variation of different characteristics of the system vs. λ

Comparing the evolution of different performance measures given in Figure 3.4 and
Tables 3.5-3.6, we remark that - With the increase in the probability of non-retention
γ, the size of the system decreases and consequently we get a decrease in the number
of customers served, this leads to a lose in potential customers which has a negative
impact.
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- When the probability of retaining customers is big γ ′ = 0.7 (γ = 0.3), the size of the
system Ls, the mean number of customers served E(C.S), the average retention rate
are bigger compared to the case where γ ′ = 0.2 (γ = 0.8). Then when the probability
of retaining customers is big γ ′ = 0.7 (γ = 0.3) the average reneging rate, the rate of
abandonment, the proportion of lost customers and the effective arrival rate are smal-
ler compared to the case where γ ′ = 0.2 (γ = 0.8).

3.5.4 Impact of probability of feedback customers on the characte-
ristics of the system

Let’s vary λ from 1 to 2, and take (δ = 0.2,0.8), γ = 0.4, ν1 = 8, ν2 = 7, µ1 = 6, µ2 = 4,
π1 = 0.3 and π2 = 0.7.
The numerical results obtained for these situations are stored in Tables 3.7 and 3.8.

λ Ls E(C.S) Rren Rret Ra PCLost λ′

1 0.165067179 0.358919856 1.113772518 1.670658778 0.641080144 1.157184609 0.962484732
1.2 0.20866857 0.451297297 1.39557527 2.093362905 0.748702703 1.226987841 1.137399429
1.4 0.254284479 0.547399675 1.687827038 2.531740556 0.852600325 1.294192737 1.304154312
1.6 0.301345291 0.646066042 1.987117815 2.980676722 0.953933958 1.358952627 1.462242152
1.8 0.349337015 0.746256427 2.290396607 3.43559491 1.053743573 1.421407651 1.611358012
2 0.397804327 0.852847204 2.610426828 3.915640241 1.147152796 1.490503666 1.751372296

Table 3.7: Variation of different characteristics of the system
in the case δ = 0.2

λ Ls E(C.S) Rren Rret Ra PCLost λ′

1 0.060082509 0.72037064 0.506094201 0.759141301 0.27962936 0.510815908 0.990756537
1.2 0.07551928 0.893405645 0.625745401 0.938618101 0.306594355 0.528394319 1.184239455
1.4 0.091929453 1.074431595 0.750458779 1.125688168 0.325568405 0.545662176 1.375317572
1.6 0.109240323 1.262740181 0.879772802 1.319659203 0.337259819 0.562629285 1.563681139
1.8 0.127379465 1.457632941 1.01323224 1.51984836 0.342367059 0.579304922 1.749048214
2 0.146275168 1.663917485 1.153645485 1.730468228 0.336082515 0.597383294 1.931164627

Table 3.8: Variation of different characteristics of the system
in the case δ = 0.8

Graphical representations (see Figure 3.5) illustrate the details of some results given
in Tables 3.7-3.8.
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Figure 3.5 – Variation of different characteristics of the system vs. λ

Comparing the results in Figure 3.5 and Tables 3.7-3.8 we observe that - With the
increase of λ, the mean number of customers in the system Ls, the average reneging
rate, average retention rate, proportion of customer lost due to reneging out of those
arriving and joining the system, PCLost, the expected of customers served E(C.S) in-
crease, and when δ = 0.2 the rate of abandonment increases, while when δ = 0.8 it
decreases.
- When the probability of feedback δ′ = 0.8, (δ = 0.2) is big, the average reneging rate,
average retention rate, proportion of customer lost due to reneging out of those arri-
ving and joining the system, PCLost, rate of abandonment are bigger then the case where
δ′ = 0.2, except E(C.S) and Ls which are smaller in the first case.

3.6 Conclusion

In this paper we analyzed a heterogeneous two-server queueing system with Ber-
noulli feedback, reneging, retention of reneged customers and no waiting line. The
stationary state probabilities were obtained and the explicit expressions of different
characteristics of the system were deduced. Finally, some numerical examples have
been presented to demonstrate how the various parameters of the model influence the
behavior of the system.
For further work, this model can be studied under the provision of time dependent
arrival and service rate. The cost-profit analysis of the model can also be carried out to
study its economic analysis.
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Conclusion et perspectives

Les systèmes de files d’attente à serveurs hétérogènes et clients impatients sont ren-
contrés dans plusieurs domaines. L’étude de tels systèmes est certainement très impor-
tante pour les applications pratique, car l’hétérogénéité du service et le mécanisme
des clients impatients dans le système a une influence importante sur l’ergodicité et
les principaux mesures de performances du système.
Dans ce mémoire, nous avons étudié un modèle de files d’attente à serveurs hétéro-
gènes avec feedback, dérobade et abandon des clients. En utilisant la méthode des
équations de balance en état stationnaire, nous avons pu obtenir des résultats ana-
lytiques et certaines mesures de performance du modèle en question, telles que le
nombre moyen de clients dans le système, ...etc. De plus, nous avons effectué une ana-
lyse de sensibilité du modèle d’attente étudie, tout en montrant l’effet de l’influence de
changement des valeurs des paramètres du modèle sur ses caractéristiques.
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux modèles M/M/2 etM/M/2/N à ser-
veurs hétérogènes muni du feedback, balking et reneging. Notre étude a pour objectifs
d’analyser l’impacte de reneging et du balking sur le système de files d’attente et de
fournir l’état stationnaire de chaque système. La contribution principale de ce travail
est de donner une bonne modélisation pour les systèmes de files d’attente grâce à la
théorie opérationnelle ainsi évaluer les mesures de performances. Nous avons d’abord
rappelé quelques concepts et techniques de base de la théorie de files d’attente et nous
avons introduit quelques systèmes de files d’attente classiques. Ensuite, nous avons
présenté les systèmes de files d’attente avec dérobade et abandon. Puis une étude ap-
profondis sur les modèles M/M/2 et M/M/2/N avec feedback, dérobade et abandon a
été présenté. Enfin, nous avons effectué une analyse numérique montrant l’effet de la
variation de quelques paramètres sur les mesures de performances approprié aux sys-
tèmes. En terme de continuité ce travail, plusieurs perspectives de recherche peuvent
être envisagées, on peut citer :
- Entreprendre la même démarche pour généraliser cette étude pour un modèle de files
d’attentes à plusieurs serveurs hétérogènes.
- Etude de ces modèles de files d’attente avec rappels.
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