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Notations

R : Ensemble des nombres réels.

Rn : R× R× ...× R n fois.

R+ : Ensemble des nombres réels positifs.

∈: Appartient.

xτ (t) : x(t− τ).

ẋ = dx
dt

: La dérivée de la variable x par rapport au temps t.
∂X
∂t

: La dérivée partielle de la variable X par rapport au temps t.

C (I,R) Espace des fonctions continues de I dans R

C+ (I,R) : Espace des fonctions continues, positives de I dans R

max : Maximum.

EDR : équation différentielle à retard.

EDO : équation différentielle ordinaire.
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Introduction genérale

La leucémie est une maladie caractérisée par une prolifération incon-

trôlée. La leucémie myéloïde chronique est un néoplasme myéloprolifératif

chronique trouvé dans le granulocyte neutrophile, il s’agit d’une hémopathie

clonale chronique due à l’implication initiale de la cellule souche hémato-

poïétique. Elle est due à une surproduction excessive de cellules sanguines

matures : il n’y a pas de maturation bloquant contrairement à la leucé-

mie aiguë [21]. La modélisation mathématique peut servir dans plusieurs

domaines (médecine, biologie, informatique, physique. . . ), elle peut aider à

prendre des décisions et à définir le contrôle et les stratégies de préven-

tion dans le cas des maladies. Dans cette thèse, nous essayons de montrer

quels sont les facteurs (modèle, paramètres) qui peuvent influencer l’appa-

rition de la maladie ou sa réduction ou même son éradication, en étudiant

trois modèles différents. Un modèle des équations différentielles ordinaires

et un autre à retard. Dans ces deux modèles on a une comparaison entre

les densités des cellules saines et leucémiques (ou tumorales). Le troisième

modèle est un modèle à retard ou on analyse la dynamique des cellules

souches leucémiques, avec présence du traitement. Le traitement utilisé est

appelé IMATINIB, c’est parmi les médicaments utilisés pour éradiquer les

cellules tumorales.

Dans la littérature, il y a plusieurs travaux qui ont étudiés des modèles si-

milaires (qui modélisent la leucémie). Notant d’abord les modèles qui sont

modélisés par des équations différentielles ordinaires, citons par exemple

[4], [14], [26], [35] et [37]. D’autres auteurs ont utilisé des équations diffé-

rentielles partielles, par exemple on cite [6], [9], [24] et [29].

Récemment, plusieurs travaux se sont intéressés à la théorie de contrôle,

puisqu’elle peut donner une idée concernant les doses du médicament à ne
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENÉRALE

pas dépasser, [27], [28], [30] et [33]. Tous ces derniers modèles sont classés

dans la partie des modèles déterministes. C’est évident qu’il y a des travaux

qui utilisent les équations différentielles stochastiques et impulsives, [11] et

[16].

Cette thèse est organisée comme suit, dans le premier chapitre, nous don-

nons quelques définitions pour des notions biologiques utilisées dans ce tra-

vail. Dans la deuxième partie du chapitre nous fournissons des théorèmes

mathématiques fondamentaux. Dans le deuxième chapitre nous introdui-

sons un modèle d’équations différentielles ordinaires. Le but du chapitre

est d’étudié ce modèle qualitativement et quantitativement pour conclure

les conditions pour lesquelles la maladie peut être éradiquée.

Le troisième chapitre est consacré à un modèle de comparaison entre les

cellules saines et leucémique, où nous introduisons le retard comme un

paramètre qui modélise le temps nécessaire pour la division cellulaire, une

étude mathématique est établie pour ce modèle afin de prévenir la possibi-

lité de disparition de la maladie.

Le dernier chapitre est une synthèse de l’article [23] où nous nous intéres-

sons à un modèle des équations différentielles à retard, avec traitement.

On démontre qu’on a deux cas. Soit la maladie va disparaitre, ou bien les

cellules vont résister au médicament.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notions biologiques

Moelle osseuse : est un organe lymphoïde central ou périphérique ap-

partenant au système immunitaire qui fonctionne en dehors de toute sti-

mulation immunitaire, son rôle est d’assurer le renouvellement du pool de

lymphocytes et de contrôler leur maturation.

Cellules
souches

Cellues
souches
myéloides

Cellules
souches

Globules
rouges

Plaquettes Granulocytes Monocytes Lymphocytes

           lymphoïdes 

FIGURE 1.1 – Développement des cellules sanguines

Cellule sanguine souche : est une cellule primitive totipotente (cellule

embryonnaire qui n’a pas encore subi une différenciation) qui donne des

progénitures communs à plusieurs lignées cellulaires, ces progénitures vont

se multiplier et acquérir des caractères spécifiques à chaque lignée cellulaire

(voir figure 1.1).
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Stem cells Stem cells Stem cells

Identical daughters 
stem cells

Daughter 
stem cells

Differentiated 
cell

Differentiated 
cell

Differentiated 
cell

Symmetric division Asymmetric division Symmetric division 

τ

FIGURE 1.2 – Type de la division cellulaire.

Cellule cancéreuse : est la conséquence d’une prolifération cellulaire

anormale échappant aux mécanismes de régulation de l’organisme, enva-

hissant et détruisant les tissus dans lesquels elle se développe et capable

de dissémination à distance dans l’organisme (métastase).

Division cellulaire : appelé aussi mitose elle est définit comme étant une

suite d’événements bien organisés durant lesquels vont naitre deux cellules

filles à partir d’une cellule mère, elle comporte six phases(prophase, promé-

taphase, métaphase, anaphase, télophase et cytocinèse)qui sont précédés

par une interphase, la mitose est dite symétrique lorsque les cellules filles

sont identique et asymétrique dans le cas contraire (voir figure 1.2).

Leucémie : [21] est la conséquence d’une prolifération monoclonale des

cellules immatures qui sont représentées par les blastes, ces derniers cor-

respondent à des cellules bloquées en un stade précoce de leur croissance.

Ces cellules immatures ou les blastes sont tout d’bord des cellules normales

de l’hématopoïèse ou la lymphopoïèse et vont par la suite subir un blocage

dans leur maturation et du coup une multiplication sans aucun contrôle.

On distingue :

Les leucémies chroniques : dans ce cas de figure la prolifération ne pro-

4



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

FIGURE 1.3 – Le différence entre une cellule saine et une cellule leucémique [1].

voque pas un arrêt de maturation des précurseurs présents dans la moelle.

Les leucémies aigues : dans ce cas la prolifération des précurseurs

bloque leur maturation ce qui va provoquer d’une part, un excès de cel-

lules jeunes et d’autres part, une diminution des cellules matures à savoir

les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes.

Au total, on peut dire qu’il existe quatre types de leucémie : la leucémie myé-

loïde chronique, la leucémie aigue myéloïde, la leucémie lymphoïde chro-

nique qui est la plus fréquentes chez les sujets âgés de plus de 60 ans, la

leucémie aigue lymphoïde qui représente la forme la plus fréquente chez les

enfants. Au sein de chaque type il existe plusieurs sous types en fonction

du type cellulaire touché.

Selon les statistiques, il se déclare environ chaque année 8 nouveaux cas

de leucémie pour 100 000 personnes en France [13].

La leucémie myéloïde chronique : est un syndrome myéloprolifératif

chronique qui touche principalement la lignée granuleuse neutrophile (un

type des globules blancs), en fait-il s’agit d’une hémopathie chronique clo-

nale qui résulte de l’atteinte de la cellule souche hématopoïétique.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

La leucémie myéloïde chronique peut survenir à n’importe quel moment de

la vie (à tout âge) mais touche essentiellement les hommes âgés entre 30 et

50 ans (maladie à prédominance masculine).

C’est une maladie rare avec une incidence de 1 à 1,5 cas pour 100 000

habitants. La cause exacte de cette maladie reste inconnue, mais on note

l’existence de certains facteurs de risque par exemple : l’exposition aux ra-

diations ionisantes, au benzène ou à ses dérivés.

Traitement : [13] La stratégie thérapeutique est ajustée en fonction l’âge

du patient et du type de la leucémie. -Le traitement des leucémies aigues

myéloïdes et lymphoïde : fait appel à une chimiothérapie intensive antimito-

tique (ayant pour principe d’inhiber la division cellulaire) en associant plu-

sieurs substances mais ce traitement provoque la destruction des cellules

normales de la moelle au même temps que les cellules tumorales et donc

il y aura la disparition passagère mais marquée des cellules myéloïdes (la

susceptibilité des sujets aux infections, aux hémorragies et à l’anémie). La

chimiothérapie peut être administrée selon deux méthodes : soit des cures

répétées et peu intensives, soit en une ou deux fois mais plus intensives.

Le traitement de la leucémie myéloïde chronique : repose sur l’utilisation

d’un médicament qui détruit préférentiellement les cellules tumorales (thé-

rapie ciblée), l’imatinib est le premier médicament mis au point pour traiter

les mécanismes de la transformation sanguine, tout en répandant au critère

précédent. L’imatinib est médicament qui appartient à la famille des inhibi-

teurs de la tyrosine kinase de première génération (inhibe l’enzyme tyrosine

kinase de fonctionner), il est indiqué en première intention. La greffe de la

moelle lorsqu’on dispose d’un donneur adéquat reste le seul traitement ca-

pable de guérir la maladie mais elle reste une technique qui n’est pas très

couramment utilisée.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.2 Équation différentielle à retard

1.2.1 Existence et unicité des solutions

Considérons l’équation non linéaire à retard suivante :

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), (1.1)

où τ > 0 est le paramètre de retard. Supposons que les fonctions f et fx

(la dérivée de f par rapport à la variable x) sont continues sur R3. Nous

cherchons une solution de (1.1), vérifiée

x(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−τ, 0]. (1.2)

Théorème 1.2.1 [34] Soient f(t, x, y) et fx(t, x, y) des fonctions continues sur

R3 , et soit ϕ :[−τ, 0] −→ R une fonction continue. Alors il existe σ > 0 et une

solution unique pour le système (1.1)−(1.2) sur [−τ, σ].

Preuve Le raisonnement se fait pas à pas, sur des intervalles successifs de

longueur τ , en utilisant le théorème de Cauchy-Lipschitz.

�

Le résultat suivant montre que si une solution discontinue n’est pas définie

pour tous t ≥ −τ , alors elle doit exploser lorsque t→ σ. Exactement comme

dans la théorie des équations différentielles ordinaires.

Théorème 1.2.2 Soit f une fonction vérifie les hypothèses du théorème 1.2.1

et soit x : [−τ, σ) −→ R, est une solution discontinue pour le problème (1.1)−(1.2).

Si σ < +∞, alors

lim
t−→σ−

|x(t)| = +∞.

1.2.2 Positivité des Solutions

[34] La plupart des équations différentielles de retard interprètent des

quantités positives (des densités, des concentrations. . . ), donc il est impor-

tant de démontrer que les solutions des modèles étudiés sont positives pour

7



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

des données initiales positives. Considérons le système ẋ(t) = y(t)− x(t− τ),

ẏ(t) = y(t).

Si τ = 0 donc il n’y a pas de retard, alors les solutions correspondant à des

données initiales positives restent positives. Ceci est évident en appliquant

la variation des constantes à la première équation

x(t) = x(0)e−t + e−t
∫ t

0

esy(s)ds.

Puisque y(t) ≥ 0 et x(0) ≥ 0, il est évident que x(t) ≥ 0, pour t ≥ 0.

Par contre, si τ > 0, la positivité des solutions dépend des données initiales,

et de la fonction ϕ donnée (1.2). Notons que pour une fonction ϕ(t) ≤ 0, on

peut avoir une solutions négative.

Remarque Les théorèmes précédents peuvent être prolongés pour le cas où

x ∈ Rn et f : R × Rn × Rn −→ Rn avec une preuve presque analogue à celle

utilisée pour les théorèmes précédents.

Pour x ∈ Rn, nous écrivons x ≥ 0 quand xi ≥ 0, pour 1 ≤ i ≤ n, une notation

similaire est utilisée pour x ≤ 0. Soit Rn
+ désigne l’ensemble des vecteurs

x ∈ Rn tels que x ≥ 0. Alors on a le résultat suivant

Théorème 1.2.3 Supposons que la fonction f : R × Rn
+ × Rn

+ −→ Rn satisfait

les hypothèses des théorèmes 1.2.1, (1.2.2), la remarque précédente, et

∀i, t,∀x, y ∈ Rn
+ : pour xi = 0 on a fi(t, x, y) ≥ 0.

Si la donnée initiale ϕ donnée par (1.2) satisfont ϕ ≥ 0, alors la solution x(t)

du système (1.1) satisfait x(t) ≥ 0 pour tous t ≥ 0 de l’ensemble de définition.

1.2.3 Points d’équilibre et stabilité

L’étude de stabilité nous permet de savoir le comportement de la solution

lorsque le temps devient très grand. Considérons le système non linéaire et

8



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

autonome décrit par l’équation suivante :

ẋ = f(x(t), x(t− τ)). (1.3)

Définition 1 Un point x̄ (respectivement un vecteur) est dit point d’équilibre

pour le système (1.3) si

f(x̄, x̄) = 0.

1.3 Stabilité et bifurcation de Hopf

[7, 25] Le but de cette partie est d’étudier la stabilité en utilisant La

bifurcation de Hopf. La forme générale de l’équation caractéristique associée

au point d’équilibre étudié est donnée par

D(λ, τ) = 0, (1.4)

où

D(λ, τ) =
n∑
k=0

pk(τ)λk +
m∑
k=0

qk(τ)λke−λτ ,

avec n,m ∈ N0 tel que n > m, et pk, qk : R∗+ −→ R sont des fonctions continues

et différentiables par rapport à τ (Notons que τ ≥ 0), tel que

D(0, τ) = p0(τ) + q0(τ) 6= 0,∀τ ≥ 0.

Cela veut dire que λ = 0, n’est pas une racine de l’équation caractéristique

(1.4). La stabilité locale des équilibres aura lieu lorsque toutes les valeurs

propres ont une partie réelle négative.

Supposons à présent que Pn(λ, τ) et Qm(λ, τ) sont des fonctions analy-

tiques par rapport à la variable λ (λ ∈ C), et différentiables par rapport à τ

avec

Pn(λ, τ) =
n∑
k=0

pk(τ)λk, Qm(λ, τ) =
m∑
k=0

qk(τ)λk.

Notons que si λ, est une valeur propre purement imaginaire (λ = iω, ω ∈ R),

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

on a

Pn(iω, τ) +Qm(iω, τ) 6= 0,∀τ ∈ R.

Cela veut dire que les fonctions Pn et Qm, n’ont pas des racines purement

imaginaires commun. Cette propriété nous permet de séparer les parties

réelles et imaginaires.

Analysons maintenant les valeurs propres imaginaires de l’équation (1.4).

D’après [8, 12], si λ = iω (pour ω > 0) est une valeur propre alors λ = −iω est

aussi une valeur propre de l’équation (1.4). En séparant les parties réelles

et imaginaires de l’équation caractéristique on obtient

(PR + PI)(iω, τ) + (QR +QI)(iω, τ)e−iωτ = 0, (1.5)

avec PR et QR sont des fonctions réelles qui désignent les parties réelles

de Pn et Qm respectivement. De même les fonctions PI et QI représentent

les parties imaginaires De Pn et Qm respectivement. L’équation (1.5) peux

s’écrire de la manière suivante :
QR(iω, τ) cos(ωτ) +QI(iω, τ) sin(ωτ) = −PR(iω, τ),

−QP (iω, τ) cos(ωτ) +QI(iω, τ) cos(ωτ) = −PI(iω, τ).

En résolvant le système linéaire précédent, nous obtenons les solutions ex-

plicites 
cos(ωτ) =

PR(iω, τ)QR(iω, τ) + PI(iω, τ)QI(iω, τ)

|Q(iω, τ)|2
,

sin(ωτ) =
−PR(iω, τ)QI(iω, τ) + PI(iω, τ)QR(iω, τ)

|Q(iω, τ)|2
.

(1.6)

On a bien |Q(iω, τ)|2 6= 0, ceci est prouvé en exploitant le fait que les fonctions

Pn et Qm n’ont pas des racines en commun (voir [12]).

Donc la recherche des valeurs propres est équivalent à trouver ω solution

de (1.6).

De plus si ω(τ) satisfait (1.6) alors elle vérifiée aussi

|P (iω, τ)|2 =|Q(iω, τ)|2,

10
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c’est-à-dite ω(τ) est une racine positive de la fonction F définie par

F (ω, τ) =|P (iω, τ)|2−|.Q(iω, τ)|2.

Supposons que I ⊆ R+ est l’ensemble où ω(τ) est une racine positive de la

fonction F et si τ /∈ I, alors ω(τ) n’est pas définie. Cela veut dire que pour

tout τ ∈ I, la fonction ω(τ) vérifie

F (ω, τ) = 0. (1.7)

En dérivant (1.7) par rapport à τ , nous déduisons que si τ /∈ I, alors la

fonction F n’admet pas des solutions positives, et on ne peut pas avoir des

changements de stabilité. De plus, pour tout τ ∈ I l’existence de la racine

positive ω(τ) nous permet de définir l’angle Θ ∈ [0, 2π] solution du système

(1.6), c’est-à-dire
cos(Θ(τ)) =

PR(iω, τ)QR(iω, τ) + PI(iω, τ)QI(iω, τ)

|Q(iω, τ)|2
,

sin(Θ(τ)) =
−PR(iω, τ)QI(iω, τ) + PI(iω, τ)QR(iω, τ)

|Q(iω, τ)|2
.

(1.8)

Par identification entre (1.6) et (1.8), pour tout τ ∈ I, nous obtenons

τω(τ) = Θ(τ) + 2kπ, k ∈ N. (1.9)

Pour ω, solution de (1.6), la résolution de l’équation (1.9) est équivalente à

trouver les solutions de

Sk(τ) = τ − 1

ω(τ)
(Θ(τ) + 2kπ), pour k ∈ N.

L’analyse des fonctions Sk et leurs propriétés nous permet d’établir les

conditions menant à un changement de stabilité et quand est ce une Bi-

furcation de Hopf aura lieu.
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1.4 Fonction de Lyapounov et stabilité


ẋ = f(x),

x(0) = x0.

(1.10)

x ∈ X un domaine de Rn.

Définition 2 Une fonction V (x) de classe C1(X ,R), (avec X est un domaine

ouvert contenant le point 0) est dite définie positive si elle vérifie les critères

suivants :

— V (0) = 0,

— V (x) > 0, pour tout x ∈ X , x 6= 0.

On note par V̇ (x), la dérivée de V qui est donnée explicitement par

V̇ (x) =
n∑
i=1

∂V

∂xi
ẋi.

Théorème 1.4.1 Supposons que x = 0 est un point d’équilibre pour le sys-

tème (1.10), et soit la fonction V définie positive, différentiable et différentielle

continue sur un domaine D.

— Si V̇ (x) < 0 pour tout x ∈ D, alors le point d’équilibre 0 est globalement

asymptotiquement stable pour le système (1.10).

— Si V̇ (x) > 0 pour tout x ∈ D, alors le point d’équilibre 0 est instable.

V est st appel fonction de Lyapounov.

Remarque Si une fonction vérifie les conditions du théorème précédent est

appelée Lyapounov stricte ou fonction de Lyapounov forte.

Si la dérivée de la fonction V , peut s’annuler dans ce cas, on démontre la

stabilité globale en utilisant le principe d’invariance de LaSalle.

Théorème 1.4.2 [22, 32] Soit Ω ⊂ D un ensemble compact qui est posi-

tivement invariant par rapport au système (1.10). Considérons la fonction

V : D −→ R qui est continuellement différentiable tel que V̇ (x) ≤ 0 dans Ω. Soit

E l’ensemble contenant tous les points x ∈ Ω tel que V (x) = 0. Soit M le plus

grand ensemble invariant défini dans E. Alors chaque solution commençant

de Ω s’approche de M lorsque t −→ +∞.
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Chapitre 2

Modélisation mathématique de la

leucémie aigüe

Dans ce chapitre, nous étudions un modèle mathématique qui décrit

la leucémie aigüe. Ce dernier est un cas particulier de celui élaboré par

Thomas Stiehl et ses coauteurs dans leur travail [36].

Pendant la mitose, une cellule-mère est remplacée par deux cellules des-

cendantes (cellules filles). Le flux sortant de la mitose au temps t est égal

à 2Pcc1(t), dont la fraction 2âcs(t)Pcc1(t) reste dans le premier compartiment

(ce processus est appelé auto-renouvèlement). La fraction 2âcs(t)Pcc1(t) se

déplace vers le deuxième compartiment (processus Appelée différenciation).

s(t) représente la valeur du signal de retour (rétro contrôle) à l’instant t. Le

processus est schématisé dans la figure 2.1

Dans le modèle étudié nous supposons des mutations qui se produisent

pendant la réplication du génome qui a eu lieu avant la mitose. Le flux vers

la mitose à l’instant t est donné par pll1(t). Nous supposons qu’une fraction

v de la descendance produite a une mutation. Par conséquent, 2pll1(t)v des

cellules mutées sont produites à l’instant t, dont 2âls(t)pll1(t)v sont dans le

compartiment méiotique et 2(1−âls(t)pll1(t)v appartiennent au compartiment

post-méiotique. L’afflux des cellules méiotiques mutées est défini par α(t) =

2âls(t)lll1(t)v. Le nombre des cellules non mutées est donné par 2pll1(t)(1 −

v), dont 2âls(t)pll1(t)(1 − v) sont des cellules méiotiques et le reste (c’est-à-

dire 2(1 − âls(t))pll1(t)(1 − v)) ne répondent pas à la division cellulaire. Plus

exactement, nous considérons le système suivant :
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FIGURE 2.1 – Représentation schématique du modèle (2.1)



ċ1(t) = (2âcs(t)− 1)pcc1(t),

ċ2(t) = 2(1− âcs(t))pcc1(t)− dcc2(t),

l̇1(t) = 2âls(t)pll1(t)(1− v)− pll1(t),

l̇2(t) = 2(1− âls(t))pll1(t)− dll2(t),

α(t) = 2âls(t)pll1(t)v,

(2.1)

avec

s(t) =
1

1 + kc2(t) + kl2(t)
, t > 0.

Le système (2.1) est complété par les conditions initiales suivantes ,

c1(0) = c0
1, c2(0) = c0

2, l1(0) = l01 et l2(0) = l01. (2.2)

Tous les paramètres sont strictement positifs, et sont décrits somme suit

c1 (resp. c2) La densité des cellules saines immatures (resp. mature).

l1 (resp. l2) La densité des cellules leucémiques immatures (resp. mature ).

âc (resp. âl) Fraction d’auto-renouvèlement des cellules saines (resp. leucémiques).

pc (resp. pl) Taux de prolifération des cellules saines (resp. leucémiques).

dc (resp. dl) Taux de mortalité des cellules saines (resp. leucémiques).

v Fraction de la descendance produite qui a une mutation.

k Constante qui dépend de la production et de l’élimination des cytokines.
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Dans ce travail, nous avons étudié le modèle (2.1) quantitativement et

qualitativement. Dans la prochaine section, nous montrerons que le modèle

est bien posée c’est-à-dire, l’existence et l’unicité des solutions positives, la

bornitude des solutions.

Le long de ce chapitre nous supposons que

âc < 1 et âl < 1.

2.1 Existence et unicité des solutions positives

Tout d’abord, nous avons les propriétés suivantes sur les qualitatives du

système (2.1).

Théorème 2.1.1 Pour les conditions initiales (c0
1, c

0
2, l

0
1, l

0
2) ∈ R+×R+×R+×R+,

le système (2.1) admet une solution unique définit sur l’intervalle maximal

suivant [0, T ), T > 0.

Preuve Pour prouver l’existence et l’unicité d’une solution, nous appliquons

le théorème de Cauchy-Lipschitz. Pour cela, nous définissons

X(t) := (c1(t), c2(t), l1(t), l2(t)) ∈ R4, pour tout t ≥ 0.

Donc le système (2.1), peut s’écrire sous la forme suivante

X ′(t) = F (t,X(t)), t ≥ 0,

où F est une fonction de classe C1 par rapport à sa deuxième variable. Donc,

elle est uniformément Lipschitzienne par rapport à X sur un espace fermé et

borné. Le théorème de Cauchy-Lipschitz nous dit qu’il n’existe qu’une seule

solution, définit sur un intervalle maximal [0, T ), T > 0, pour le système (2.1)

associé à la condition initiale (c0
1, c

0
2, l

0
1, l

0
2).

�

Passons à la positivité des solutions du système (2.1).

Proposition 2.1.1 Toutes les solutions du système (2.1) avec des conditions

initiales positives (2.2) sont positives.
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Preuve Soit (c1, c2, l1, l2) une solution de (2.1) avec les conditions initiales

(c0
1, c

0
2, l

0
1, l

0
2) ∈ R+×R+×R+×R+. Nous démontrons la positivité sur l’intervalle

d’existence de la solution [0, T ]. L’idée est d’utiliser le résultat connu pour

les équations différentielles ordinaires, voir par exemple le théorèm 3.4 dans

[34]. Nous avons les implications suivantes (rappelez-vous que âc, âl < 1).

Si c1(t) = 0 alors c′1(t) ≥ 0, si c2(t) = 0 alors c′2(t) ≥ 0,

et

si l1(t) = 0 alors l′1(t) ≥ 0, si l2(t) = 0 alors l′2(t) ≥ 0.

Cela nous donne que c1(t) ≥ 0, c2(t) ≥ 0, l1(t) ≥ 0 et l2(t) ≥ 0 pour t ∈ [0, T ].

Nous concluons que c1, c2, l1 et l2 sont positives sur [0, T ].

�

2.2 Existence des équilibres

Dans cette section, nous fournissons les conditions qui assurent l’exis-

tence des points équilibre pour le système (2.1). Soit (c1, c2, l1, l2) un point

d’équilibre pour le modèle (2.1). Alors il vérifie le système suivant



(2âcs− 1)pcc1 = 0,

2(1− âcs)pcc1 − dcc2 = 0,

2âlspll1(1− v)− pll1 = 0,

2(1− âls)pll1 − dll2 = 0,

(2.3)

avec

s :=
1

1 + kc2 + kl2
.

Les paramètres v et âl sont positifs et inférieurs strictement à 1. Pour dé-

terminer dans (v, âl)-plane, la zone d’existence des points d’équilibre, nous
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définissons le seuil suivant

vâl =


1− 1

2âl
, âl >

1

2
,

0, âl ≤
1

2
.

On peut facilement vérifier que, lorsque âl < 1, on a vâl < 1/2. c’est évident

que le système (2.1) admet toujours un point d’équilibre trivial E0 = (0, 0, 0, 0).

Le résultat suivant nous donne les conditions d’existence des points d’équi-

libre.

Proposition 2.2.1 1. Supposons que 0 ≤ âc ≤ 1/2. Si 0 ≤ v < vâl, alors le

système (2.1) admet deux points d’équilibre E0 et El = (0, 0, l?1, l
?
2) qui est

donné explicitement par

l?1 =
dl(1− v)(2âl(1− v)− 1)

plk(1− 2v)
et l?2 =

2âl(1− v)− 1

k
.

sinon, si vâl ≤ v < 1 alors, E0 est l’unique point d’équilibre pour le

système (2.1).

2. Supposons que âc > 1/2. Si 0 ≤ v < vâl, alors le système (2.1) admet

trois points d’équilibre E0, El et Ec = (c?1, c
?
2, 0, 0), ce dernier est donné

explicitement par

c?1 =
dc(2âc − 1)

kpc
et c?2 =

2âc − 1

k
.

Si vâl ≤ v < 1 alors, E0 et Ec sont les seuls points d’équilibre pour le

système (2.1).

Preuve Nous rappelons que les points d’équilibre sont des solutions de

(2.3). A partir de la première équation de (2.3), on a soit c1 = 0 ou 2âcs = 1,

avec

s :=
1

1 + kc2 + kl2
.

Si c1 = 0, alors c2 = 0. cela implique que soit l1 = l2 = 0 ou l’existence

des composantes positives l1 et l2 qui sont données par (sous la condition
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0 ≤ v < vâl).

l1 =
dl(1− v)(2âl(1− v)− 1)

plk(1− 2v)
et l2 =

2âl(1− v)− 1

k
.

Dans le ca où 2âcs = 1 implique d’abord que l1 = l2 = 0 et, sous la condition

âc > 1/2, il existe c1 > 0 et c2 > qui sont données par

c1 =
dc(2âc − 1)

kpc
et c2 =

2âc − 1

k
.

�

Remarque On exclut le cas où âc < âl(1 − v), puisque sous cette condition le

système (2.1) admet une infinité des équilibres.

2.3 Stabilité asymptotique locale

Le but de cette section est d’étudier la stabilité asymptotique locale pour

chaque point d’équilibre.

Proposition 2.3.1 — Le point d’équilibre trivial E0 est localement asymp-

totiquement stable si

âc <
1

2
et âl <

1

2(1− v)

— l’équilibre Ec est localement asymptotiquement stable si

âc > max

{
1

2
, âl(1− v)

}
.

— Le point d’équilibre El est localement asymptotiquement stable si,

1

2
> v > 0, et âl > max

{
1

2(1− v)
,

âc
(1− v)

}

Preuve Pour analyser la stabilité locale des points d’équilibre nous calcu-

lons la linéarisation du système (2.1), autour d’un point d’équilibre Ei :
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J(E) =
(2âcs

∗ − 1)pc −2âcpcc
∗
1k(s∗)2 0 −2âcpcc

∗
1k(s∗)2

2(1− âcs∗)pc 2âcpcc
∗
1k(s∗)2 − dc 0 2âcpcc

∗
1k(s∗)2

0 −2âlpll
∗
1(1− v)k(s∗)2 (2âls

∗(1− v)− 1)pl −2âlpll
∗
1(1− v)k(s∗)2

0 2âlpll
∗
1k(s∗)2 2pl(1− âls∗) 2âlpll

∗
1k(s∗)2 − dl


* Pour l’équilibre E0 = (0, 0, 0, 0), et s∗0 = 1, la matrice Jacobienne devient

A = J(E0) =


(2âc − 1)pc 0 0 0

2(1− âc)pc −dc 0 0

0 0 (2âl(1− v)− 1)pl 0

0 0 2pl(1− âl) −dl


λ1 = (2âc − 1)pc, λ2 = −dc, λ3 = (2âl(1− v)− 1)pl, λ4 = −dl.

λ2, λ4 sont négatives, λ1 est négative seulement lorsque âc < 1
2

et λ3 est

négative sous la condition âl <
1

2(1−v)
, dans ce nous déduisons que E0

est localement asymptotiquement stable.

— B est la matrice Jacobienne associée à l’équilibre Ec = (c∗1, c
∗
2, 0, 0), et

s∗1 = 1
2âc

:

B = J(Ec) =



0
−pckc∗1

2âc
0

−pckc∗1
2âc

pc
pckc

∗
1

2âc
− dc 0

pckc
∗
1

2âc

0 0 (
âl(1− v)

âc
− 1)pl 0

0 0 2pl(1−
âl

2âc
) −dl


les valeurs propres de la matrice B sont les racines de l’équation ca-

ractéristique qui est donnée explicitement par :

p(λ) = (α1pl − λ) (−dl − λ)
(
λ2 + α2λ+ α3

)
,

avec

α1 =
âl
âc

(1− v)− 1, α2 = dc −
pckc

∗
1

2âc
et α2 =

p2
ckc
∗
1

2âc
.

On a λ2 < 0 et sous la condition âc > âl(1− v) , λ1 < 0.

λ3 et λ4 sont solutions de l’équation suivante :

λ2 +

(
dc− p2

ckc
∗
1

2âc

)
λ+

p2
ckc
∗
1

2âc
= 0.
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C’est évident que λ3.λ4 =
p2
ckc
∗
1

2âc
> 0, cela implique que λ3 et λ4 ont le

même signe. De plus λ3 + λ4 =
p2
ckc
∗
1

2âc
− dc < 0, en effet

λ3 + λ4 =
p2
ckc
∗
1

2âc
− dc

=
pckdc(2âc − 1)

2âcpck
− dc

=
dc(2âc − 1)− 2dcâc

2âc

=
−dc
2âc

< 0.

Donc nous concluons que Ec est localement asymptotiquement stable.

— Posons C la matrice Jacobienne autour de l’équilibre El = (0, 0, l∗1, l
∗
2),

et s∗2 = 1
2âl(1−v)

,

C = J(El) =

(
âc

âl(1− v)
− 1

)
pc 0 0 0

2

(
1− âc

âl(1− v)

)
−dc 0 0

0 (
−plkl∗1

2̂al(1− v)
− 1)pl 0 (

−plkl∗1
2̂al(1− v)

− 1)pl

0 (
−plkl∗1

2̂al(1− v)
− 1)pl 2

pl(1− 2v

2âc1− v
) (

plkl
∗
1

2̂al(1− v)
− 1)pl − dl


Les valeurs propres de la matrice C sont les racines de l’équation

caractéristique, qui donnée par :

p(λ) = (β1pc − λ) (−dc − λ)
(
λ2 + β2λ+ β3

)
,

avec

β1 =
âc

âl(1− v)
− 1, β2 =

(
dl − plkl

∗
1

2âl(1− v)

)
et β3 =

p2
l (1− 2v)kl∗1
2âl(1− v)2

.

On a λ2 < 0 et lorsque âc < âl(1− v) on a , λ1 < 0.

λ3 et λ4 sont solutions de l’équation suivante :

λ2 +

(
dl − plkl

∗
1

2âl(1− v)

)
λ+

p2
l (1− 2v)kl∗1
2âl(1− v)2

= 0.
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On peut remarquer que λ3.λ4 =
p2
l (1− 2v)kl∗1
2âl(1− v)2

> 0, cela nous confirme

que λ3 et λ4 ont le même signe. De plus λ3 + λ4 =
plkl

∗
1

2âl(1− v)
− dl < 0, en

effet

λ3 + λ4 =
plkl

∗
1

2âl(1− v)
− dl

=
plkldl(1− v)(2âl(1− v)− 1)

2âl(1− v)plk(1− 2v)
− dl

=
dl(2âl(1− v)− 1)− 2dlâl(1− 2v)

2âl(1− 2v)

=
−dl(1− 2âlv)

2âl(1− 2v)
< 0 car 0 < v <

1

2
et âl < 1

Donc λ3 et λ4, sont négatives et le point d’équilibre El est localement asymp-

totiquement stable.

�

2.4 Fonction de Lyapounov et stabilité asymp-

totique globale de l’équilibre trivial

Dans cette partie nous établissons la stabilité globale de l’équilibre tri-

vial, on a le résultat suivant

Théorème 2.4.1 Le point d’équilibre E0 est globalement asymptotiquement

stable si âc < 1
2

et âl <
1

2(1− v)
.

Preuve Supposons, pour t > 0,

V0(t) = 4(1− âc)c1(t) + (1− 2âc)c2(t) +m1l1(t) +m2l2(t),

avec m1,m2 > 0. Il est évident que V0(t) ≥ 0 et V0 = 0 seulement lorsque

(c1, c2, l1, l2) = (0, 0, 0, 0).

V̇0(t) = 4(1− âc)ċ1(t) + (1− 2âc)ċ2(t) +m1l̇1(t) +m2l̇2(t)

Premier cas : 0 < v <
1

2
.
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Dans ce cas, nous choisissons m1 = 4(1− âl) > 0, et m2 = 1− 2âl(1− v) > 0.

V̇0(t) = 4(1− âc)ċ1(t) + (1− 2âc)ċ2(t) + 4(1− âl)l̇1(t) + (1− 2âl(1− v))l̇2(t)

=
pcc1

1 + k(c2 + l2)

(
−4â2

c + 6âc − 2− 2k(c2 + l2)
)
− (1− 2âc)dcc2

+
pll1

1 + k(c2 + l2)
(−2(1− âl) + k(4âlv − 2)(c2 + l2))− (1− 2âl(1− v))dll2.

Soit f la fonction donnée par f(âc) = −4â2
c+6âc−2, cette fonction est négative

lorsque 0 < âc <
1

2
, et 4âlv− 2 < 0 car, on a v <

1

2
, cela implique que V̇0(t) < 0.

Deuxième cas :
1

2
≤ v < 1.

Nous choisissons m1 = 2(1− v) et m2 = 2, dans ce cas nous obtenons :

V̇0(t) = 4(1− âc)ċ1(t) + (1− 2âc)ċ2(t) + 2(1− v)l̇1(t) + 2l̇2(t)

=
pcc1

1 + k(c2 + l2)

(
−4â2

c + 6âc − 2− 2k(c2 + l2)
)

−(1− 2âc)dcc2 − 2vpll1 − dll2 < 0.

Finalement nous concluons que E0 est globalement asymptotiquement stable

si âc < 1
2

et âl <
1

2(1− v)
.

�

2.5 Simulation numérique

Première simulation

Une simulation numérique est effectuée pour confirmer les résultats pré-

cédents. La figure 2.2 montre deux solutions de (c1(t), c2(t), l1(t), l2(t)) pour

deux conditions initiales ( la courbe bleue (resp. verte) est donnée pour les

conditions initiales (0.3, 0.3, 0.3, 0.3), (resp. (4, 4, 4, 4))). On constate que les

solutions convergent vers l’équilibre trivial (0, 0, 0, 0). Pour les paramètres

estimés

pl = 0.6 v = 0.45, et âc = 0.4,
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et les paramètres utilisés dans [36]

pc = 0.45, dc = 2.3, k = 1.85 ∗ 10−9,

âl = 0.872, et dl = 0.5.

Pour v = 0.6, on a la figure 2.3
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FIGURE 2.2 – La stabilité globale de l’équilibre trivial E0 lorsque v <
1

2
.

Deuxième simulation

Une simulation numérique est effectuée pour confirmer les résultats pré-

cédents. La figure 2.4 montre deux solutions de (c1(t), c2(t), l1(t), l2(t)) pour

deux conditions initiales ( la courbe bleue, (resp. verte) est donnée pour les

conditions initiales (0.3, 0.3, 0.3, 0.3), , (resp. (4, 4, 4, 4))). On constate que les

solutions convergent vers l’équilibre sain (2.0444.109, 6.8108.108, 0, 0). Pour les

paramètres estimés

pl = 0.6 et v = 0.6,
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FIGURE 2.3 – La stabilité globale de l’équilibre trivial E0 lorsque v >
1

2
.

et les paramètres utilisés dans [36]

âc = 0.87, pc = 0.45, dc = 2.3, k = 1.85 ∗ 10−9,

âl = 0.872, et dl = 0.5.

Troisième simulation

Une simulation numérique est effectuée pour confirmer les résultats pré-

cédents. La figure (2.5) montre deux solutions de (c1(t), c2(t), l1(t), l2(t)) pour

deux conditions initiales ( la courbe bleue, (resp. verte) est donnée pour les

conditions initiales (0.3, 0.3, 0.3, 0.3) , (resp. (4, 4, 4, 4))). On constate que les

solutions convergent vers l’équilibre El = (0; 0; 2.2901.108; 1.9730.108). Pour les

paramètres estimés

pl = 0.6, v = 0.22 et âc = 0.4,
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FIGURE 2.4 – La stabilité de l’équilibre sain Ec .

et les paramètres utilisés dans [36]

pc = 0.45, dc = 2.3, k = 1.85 ∗ 10−9,

âl = 0.875, et dl = 0.5.
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FIGURE 2.5 – La stabilité de l’équilibre sain El .
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Chapitre 3

Étude d’un modèle mathématique

à retard

Nous partons du modèle de [31] qui décrit la dynamique des cellules

souches leucémiques avec présence du médicament. Dans ce modèle deux

cas peuvent se réaliser, la population des cellules leucémiques disparait

lorsque le point d’équilibre trivial est stable, où les cellules survivent quand

le point d’équilibre positif est stable. Dans ce chapitre, nous proposons un

système qui prend en considération la compétition entre les cellules saines

et leucémiques. Ce travail a fait l’objet d’une publication [10]. Le système

étudié comme la majorité des modèles de compétition possède quatre points

d’équilibre. Dans le système proposé x(t) désigne la densité des cellules

souches saines, et y(t) la densité des cellules souches leucémiques.



ẋ(t) = −β0x(t)− β3
1+c1[x(t)+y(t)]

x(t)

+ 2β3(1−β1−β2)
1+c1[x(t−τ)+y(t−τ)]

e−β0τx(t− τ) + β3β1
1+c1[x(t−τ)+y(t−τ)]

e−β0τx(t− τ),

ẏ(t) = −γ0y(t)− γ3
1+c2[x(t)+αy(t)]

y(t)

+ 2γ3(1−γ1−γ2)
1+c2[x(t−τ)+αy(t−τ)]

e−γ0τy(t− τ) + γ3γ1
1+c2[x(t−τ)+αy(t−τ)]

e−γ0τy(t− τ),

(3.1)

Le système (3.1) est complété par les conditions initiales suivantes,

x(t) = ϕ1(t), et y(t) = ϕ2(t) t ∈ [−τ, 0].
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Tous les paramètres sont positifs et donnés dans la table 3.1. Notons que

les βi sont associés aux cellules saines, et γi pour les leucémiques. Pour

Paramètres Interprétation [5, 15, 31]
β0, γ0 Taux de mortalité.
β1, γ1 Pourcentage de la division asymétrique.
β2, γ2 Pourcentage de la différenciation symétrique.
β3, γ3 Taux de différenciation et de la division asymétrique.
c1, c2 Paramètres qui simulent l’effet de foulage observé dans

le micro environnement de la moelle osseuse.
1− β1 − β2, 1− γ1 − γ2 Taux d’auto renouvellement.

α Taux de compétition.
τ La durée de la division cellulaire.

TABLE 3.1 – Paramètres du modèle (3.1).

des raisons d’interprétation lors de notre étude nous supposons que les

paramètres vérifient les conditions suivantes

α ∈ (0, 1), β0 > γ0, c1 > c2,

β1 < γ1, β2 < γ2, et β3 < γ3.

(3.2)

L’objectif de cette partie est d’établir une étude qualitative et quantitative

du modèle (3.1). Commençons par démontrer l’existence et l’unicité des so-

lutions positives et bornées.

3.1 L’analyse mathématique du modèle

Les deux résultats suivants nous fournissent, l’existence et l’unicité des

solutions positives et bornées.

Proposition 3.1.1 Pour toutes conditions initiales, (ϕ1, ϕ2) ∈ C([−τ, 0],R+) ×

C([−τ, 0],R+), le système (3.1) admet une solution unique.

Preuve La démonstration est un résultat directe du théorème (1.2.1) du

premier chapitre.

�

Proposition 3.1.2 Les solutions du système (3.1) sont positives et bornées.
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Preuve Commençons par démontrer la positivité des solutions. En utilisant

un résultat analogue à celui connu pour les équations différentielles ordi-

naires. Le résultat adapté pour les EDR est donné dans le (théorème 3.4

dans [34]). Soit (x, y) une solution du modèle (3.1) associée à la condition

initiale (ϕ1, ϕ2) ∈ C+× ∈ C+. Nous avons les conséquences suivantes :

ẋ(t) = −β0x(t)− β3
1+c1[x(t)+y(t)]

x(t)

+ 2β3(1−β1−β2)
1+c1[ϕ1(t−τ)+ϕ2(t−τ)]

e−β0τϕ1(t− τ)

+ β3β1
1+c1[ϕ1(t−τ)+ϕ2(t−τ)]

e−β0τϕ1(t− τ),

ẏ(t) = −γ0y(t)− γ3
1+c2[x(t)+αy(t)]

y(t)

+ 2γ3(1−γ1−γ2)
1+c2[ϕ1(t−τ)+αϕ2(t−τ)]

e−γ0τϕ2(t− τ)

+ γ3γ1
1+c2[ϕ1(t−τ)+αϕ2(t−τ)]

e−γ0τϕ2(t− τ),

Si x(t) = 0 alors x′(t) =
2β3(1− β1 − β2) + β3β1

1 + c1[ϕ1(t− τ) + ϕ2(t− τ)]
e−β0τϕ1(t− τ) ≥ 0,

de même

si y(t) = 0 alors y′(t) =
2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1

1 + c2[ϕ1(t− τ) + αϕ2(t− τ)]
e−γ0τϕ2(t− τ) ≥ 0.

Cela nous donne que, x(t) ≥ 0 et y(t) ≥ 0 pour t ∈ [0, τ ]. En répétant l’ar-

gument par étapes sur [kτ, (k + 1)τ ], k ∈ N. Nous concluons que x, et y sont

positives sur [0,+∞).

Pour démonter la bornitude des solutions du système (3.1) nous utilisons

un résultat du [18] (le théorème 3.1 page 45). Pour t ∈ [0, T ), avec T > 0, On
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a

S(t) = x(t) + y(t)

= e−β0tx(0)− β3

∫ t

0

e−β0(t−s)

1 + c1(x(s) + y(s))
ds

+β3(2− β1 − 2β2)e−β0τ
∫ t

0

e−β0(t−s)

1 + c1(x(s− τ) + y(s− τ))
ds

+e−γ0ty(0)− γ3

∫ t

0

e−γ0(t−s)

1 + c2(x(s) + αy(s))
ds

+γ3(2− γ1 − 2γ2)e−γ0τ
∫ t

0

e−γ0(t−s)

1 + c2(x(s− τ) + αy(s− τ))
ds

≤ e−β0tx(0)− β3e
β0(τ−t)(1− (2− β1 − 2β2)e−β0τ )

∫ t−τ

−τ

eβ0θ

1 + c1(x(θ) + y(θ))
ds

+e−γ0ty(0)− γ3e
γ0(τ−t)(1− (2− γ1 − 2γ2)e−γ0τ )

∫ t−τ

−τ

eγ0θ

1 + c2(x(θ) + αy(θ))
ds

≤ e−β0tx(0) + β3(2− β1 − 2β2)
(1− e−β0t)e−β0τ

β0

+e−γ0ty(0) + γ3(2− γ1 − 2γ2)
(1− e−γ0t)e−γ0τ

γ0

,

de plus

S(t) ≤ S(0) + β3(2− β1 − 2β2)
e−β0τ

β0

+ γ3(2− γ1 − 2γ2)
e−γ0τ

γ0

.

Donc toutes les solutions du systèmes (3.1) sont positives et bornées.

�

3.2 Existence des points équilibre

Notons que (x̄, ȳ) est dite point d’équilibre pour le système (3.1) s’il vérifie

le système suivant :


[
−β0 − β3

1+c1[x̄+ȳ]
+ 2β3(1−β1−β2)

1+c1[x̄+ȳ]
e−β0τ + β3β1

1+c1[x̄+ȳ]
e−β0τ

]
x̄ = 0,[

−γ0 − γ3
1+c2[x̄+αȳ]

+ 2γ3(1−γ1−γ2)
1+c2[x̄+αȳ]

e−γ0τ + γ3γ1
1+c2[x̄+αȳ]

e−γ0τ
]
ȳ = 0.

(3.3)

C’est évident que le système (3.1) admet un équilibre trivial E0 = (0, 0) qui

existe toujours. Considérons les fonctions suivantes

F(τ) =
e−β0τ [2β3(1− β1 − β2) + β3β1]− β3 − β0

c1β0

(3.4)
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et

G(τ) =
e−γ0τ [2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1]− γ3 − γ0

γ0c2

. (3.5)

Lemme 3.2.1 1. Si
β3(2− β1 − 2β2)

β3 + β0

> 0, la fonction F définit par (3.4) est

strictement positive pour τ < τ1 avec :

τ1 =
1

β0

ln

(
2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)

β3 + β0

)
. (3.6)

2. Si
γ3(2− γ1 − 2γ2)

γ3 + γ0

> 0, la fonction G définit par (3.5) est strictement

positive pour τ < τ2 avec :

τ2 =
1

γ0

ln

(
γ3 + γ0

2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1

)
. (3.7)

Preuve 1. Rappelons que

F(τ) =
e−β0τ [2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)]− β3 − β0

c1β0

,

puisque tous les paramètres du modèle (3.3) sont positifs, alors la

fonction F est positive si

e−β0τ [2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)]− β3 − β0 > 0,

on a les équivalences suivantes

e−β0τ [2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)]− β3 − β0 > 0

⇔ e−β0τ [2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)] > β3 + β0

⇔ e−β0τ >
β3 + β0

2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)

⇔ e−β0τ >
β3 + β0

2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)

⇔ −β0τ > ln

(
β3 + β0

2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)

)
⇔ τ <

1

β0

ln

(
2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)

β3 + β0

)
= τ1
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Donc la fonction F > 0, pour τ < τ1 où τ1 est donné par (3.6).

2. De même la fonction G définit par (3.5) est strictement positive si

e−γ0τ [2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1]− γ3 − γ0 > 0,

par suite on a

e−γ0τ [2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1]− γ3 − γ0 > 0

⇔ e−γ0τ [2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1] > γ3 + γ0

⇔ e−γ0τ >
γ3 + γ0

2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1

⇔ e−γ0τ [2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1] > γ3 + γ0

⇔ −γ0τ > ln

(
γ3 + γ0

2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1

)
⇔ τ <

1

γ0

ln

(
γ3 + γ0

2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1

)
= τ2

Par conséquent, la fonction G > 0, pour τ < τ2 avec τ2 est donné par

(3.7).

�

Considérons aussi les fonctions

H(t) =
G(t)− αF(τ)

1− α
(3.8)

et

K(t) =
F(t)− G(τ)

1− α
. (3.9)

Lemme 3.2.2 Sachant que les conditions (3.2) sont satisfaites, Les fonctions

H et K sont strictement positives si

0 < αF(τ) < G(τ) < F(τ). (3.10)

Preuve Ce résultat est une conséquence directe des formules (3.8) et (3.9).

�
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Les résultats suivants nous donnent les points d’équilibre du système

(3.1) ainsi que les conditions de leurs existences. Posons d’abord

β := 2− β1 − 2β2 > 0, γ := 2− γ1 − 2γ2 > 0. (3.11)

Proposition 3.2.1 — Pour β >
β0 + β3

β3

et tout τ tel que τ < τ1, alors le

système (3.1) admet un équilibre sans maladie (non pathologique), Ex =

(F(τ), 0), avec la fonction F est donnée par (3.4).

— Pour γ >
γ0 + γ3

γ3

et tout τ tel que τ < τ2, alors le système (3.1) admet un

équilibre purement leucémique (blaste), Ey = (0,G(τ)), avec G est donnée

par (3.5).

— Sous la condition (3.10), le système (3.1) admet un équilibre positif,

Ep = (H(τ),K(τ)), où H et G sont données respectivement par (3.8) et

(3.9).

Preuve Rappelons que les points d’équilibre sont solutions du système (3.3).

De la première équation de (3.3), nous avons soit

x̄ = 0 ou bien −β0 − β3
1+c1[x̄+ȳ]

+ 2β3(1−β1−β2)
1+c1[x̄+ȳ]

e−β0τ + β3β1
1+c1[x̄+ȳ]

e−β0τ = 0.

* Si x̄ = 0, alors de la deuxième équation du système (3.3), soit ȳ = 0,

donc on a l’équilibre trivial E0 = (0, 0).

Ou bien −γ0 − γ3
1+c2[x̄+αȳ]

+ 2γ3(1−γ1−γ2)
1+c2[x̄+αȳ]

e−γ0τ + γ3γ1
1+c2[x̄+αȳ]

e−γ0τ = 0. Cela im-

plique que ȳ = G(τ). Donc nous obtenons l’équilibre purement leucé-

mique (équilibre blaste) Ey = (0,G(τ)). Du lemme 3.2.1, on conclut que

l’équilibre Ey existe lorsque τ < τ2, où τ2 est donné par (3.7).

** Si −β0 − β3
1+c1[x̄+ȳ]

+ 2β3(1−β1−β2)
1+c1[x̄+ȳ]

e−β0τ + β3β1
1+c1[x̄+ȳ]

e−β0τ = 0, cela implique que

x̄ =
e−β0τ [2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)]− β3 − β0

c1β0

. De la deuxième équation

du système (3.3), soit ȳ = 0, donc on a l’équilibre sans maladie (non

pathologique) Ex = (F(τ), 0). Du lemme 3.2.1, on conclut que l’équi-

libre Ex existe lorsque τ < τ1, où τ1 est donné par (3.6).

Ou bien −γ0 − γ3
1+c2[x̄+αȳ]

+ 2γ3(1−γ1−γ2)
1+c2[x̄+αȳ]

e−γ0τ + γ3γ1
1+c2[x̄+αȳ]

e−γ0τ = 0. Cela im-

plique l’existence d’un équilibre positif Ep = (x?, y?). Avec x?, et y? sont
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solutions du système


− β3

1+c1[x̄+ȳ]
+ 2β3(1−β1−β2)

1+c1[x̄+ȳ]
e−β0τ + β3β1

1+c1[x̄+ȳ]
e−β0τ = β0,

− γ3
1+c2[x̄+αȳ]

+ 2γ3(1−γ1−γ2)
1+c2[x̄+αȳ]

e−γ0τ + γ3γ1
1+c2[x̄+αȳ]

e−γ0τ = γ0.

(3.12)

C’est évident que la résolution du système (3.12), consiste à trouver

les solutions du système suivant
x? + y? =

e−β0τ [2β3(1− β1 − β2) + β3β1]− β3 − β0

c1β0

,

x? + αy? =
e−γ0τ [2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3]− γ3 − γ0

c2γ0

.

(3.13)

En utilisant les formules (3.4) et (3.5), le système (3.13) devient :


x? + y? = F(τ),

x? + αy? = G(τ).

Par une simple résolution nous obtenons :


x? =

G(τ)− αF(τ)

1− α
,

y? =
F(τ)− G(τ)

1− α
,

les formules (3.8), et (3.9) impliquent que les composantes de l’équi-

libre positif peuvent s’écrire sous la forme


x? = H(τ),

y? = K(τ).

�

Remarque l’équilibre trivial E0 = (0, 0), existe toujours.

Posons

β̄ = β3β − β0 − β3, γ̄ = γ3γ − γ0 − γ3
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et

τ3(ν) :=
1

β0 − γ0

ln

(
ββ3c2

γγ3c1

)
pour ν ∈ {α, 1} . (3.14)

Pour montrer que l’équilibre positif Ep est réalisable (c’est-à-dire la positivité

des composantes), on doit d’abord démontrer l’inégalité suivante

0 < αF(τ) < G(τ) < F(τ). (3.15)

Posons

Hν(τ) := νF(τ)− G(τ) avec ν = 1 où ν = α.

Le lemme 3.2.1, et l’hypothèse (3.14), nous permet de conclure que pour

β > β0+β3
β3

, γ > γ0+γ3
γ3

et 0 < τ < min(τ1, τ2) on a F(τ) > 0 et G(τ) > 0.

Pour démontrer l’inégalité (3.15), nous avons besoin de la condition suivante

Hα(τ) < 0 < H1(τ).

Donc on va étudier la fonction Hν.

H ′ν(τ) = νF ′(τ)−G′(τ) =
c1γ3γe

−γ0τ − νc2β3βe
−β0τ

c1c2

.

H ′ν(τ) < 0 sous la condition suivante τ ≤ 1
β0−γ0 ln

(
νc2β3β
c1γ3γ

)
:= τ3(ν), et sous les

conditions (3.2), c’est évident qu’on a τ3(α) < τ3(1).

Concernant les conditions d’existence de l’équilibre positif (chronique) Ep

du système (3.3), nous avons plusieurs situations selon le signe de τ3(α) et

de τ3(1). Donc on a les résultats suivants

Théorème 3.2.1 Supposons que β > β0+β3
β3

et γ > γ0+γ3
γ3

. Alors il existe τ ∗1 ∈

(0, τ2) tel que le système (3.1) admet un point d’équilibre positif (chronique) Ep

pour tout τ ∈ (0, τ ∗1 ), si l’une des conditions suivantes est satisfaite

1.

max

(
β3β

γ3γ
, α
γ0β̄

β0γ̄

)
<
c1

c2

<
γ0β̄

β0γ̄
.

2.

max

(
α
β3β

γ3γ
,
β3β

γ3γ

(
γ0 + γ3

γ3γ

)β0−γ0
γ0

)
<
c1

c2

< min

(
β3β

γ3γ
,
γ0β̄

β0γ̄

)
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et

γ3γ (β0 − γ0)

(
γ3γ

β3β

) γ0
β0−γ0

(
c1

c2

) β0
β0−γ0

− β0(γ0 + γ3)
c1

c2

+ γ0(β0 + β3) < 0.

3.

β >
β0 + β3

β3

(
γ3γ

γ0 + γ3

)β0
γ0

et

αmax

(
β3β

γ3γ
,
γ0β̄

β0γ̄

)
<
c1

c2

< min

(
β3β

γ3γ

(
γ0 + γ3

γ3γ

)β0−γ0
γ0

,
γ0β̄

β0γ̄

)
.

4.

max

(
β3β

γ3γ

(
γ0 + γ3

γ3γ

)β0−γ0
γ0

, α
β3β

γ3γ

(
β0 + β3

β3β

)β0−γ0
β0

, α
γ0β̄

β0γ̄

)
<
c1

c2

< α
β3β

γ3γ
,

γ3γ (β0 − γ0)

(
γ3γ

αβ3β

) γ0
β0−γ0

(
c1

c2

) β0
β0−γ0

− β0(γ0 + γ3)
c1

c2

+ αγ0(β0 + β3) > 0

et

γ3γ

α
(αβ0 − γ0)

(
γ3γ

αβ3β

) γ0
β0−γ0

(
c1

c2

) β0
β0−γ0

− β0(γ0 + γ3)
c1

c2

+ γ0(β0 + β3) < 0.

5.

β >
β0 + β3

β3

(
γ3γ

γ0 + γ3

)β0
γ0

et

αmax

(
β3β

γ3γ

(
γ0 + γ3

γ3γ

)β0−γ0
γ0

,
γ0β̄

β0γ̄

)
<
c1

c2

< min

(
α
β3β

γ3γ
,
β3β

γ3γ

(
γ0 + γ3

γ3γ

)β0−γ0
γ0 γ0β̄

β0γ̄

)
.

Preuve 1. Si τ3(1) < 0, alors pour tout 0 < τ < min(τ1, τ2) les fonctions H1

et Hα sont croissantes.

Si Hα(0) < 0 < H1(0), alors il existe τ ∗1 ∈ (0, τ2) (avec τ2 = min(τ1, τ2)), tel

que

pour tout 0 < τ < τ ∗1 on a αF(τ) < G(τ) < F(τ)

et

pour tout τ ∗1 < τ < τ2 on a G(τ) < αF(τ),
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les conditions τ3(1) < 0 et αF (0) < G(0) < F (0) impliquent le premier

point du théorème.

2. Si τ3(α) < 0 < τ3(1) < min(τ1, τ2), on distingue deux cas.

D’une part, pour tout 0 < τ < τ3(1), la fonction H1 est décroissante tan-

dis que Hα est croissante. D’autre part pour tout τ3(1) < τ < min(τ1, τ2)

les fonctions H1 et Hα sont croissantes.

Si Hα(0) < 0 < H1(τ3), alors il existe τ ∗1 ∈ (0, τ2) (avec τ2 = min(τ1, τ2)) tel

que

pour tout 0 < τ < τ ∗1 on a αF(τ) < G(τ) < F(τ)

et

pour tout τ ∗1 < τ < τ2 on a G(τ) < αF(τ),

les conditions τ3(α) < 0 < τ3(1) < τ2, G(τ3) < F (τ3) et αF (0) < G(0) sont

équivalentes aux deuxième point du théorème.

3. Si τ3(α) < 0 < min(τ1, τ2) < τ3(1), alors pour tout 0 < τ < min(τ1, τ2) la

fonctions H1 est croissante et la fonction Hα est décroissante.

Si Hα(0) < 0 < H1(0) et τ2 < τ1, alors il existe τ ∗1 ∈ (0, τ2), tel que

pour tout 0 < τ < τ ∗1 on a αF(τ) < G(τ) < F(τ)

et

pour tout τ ∗1 < τ < τ2 on a G(τ) < αF(τ).

Les conditions τ3(α) < 0 < τ2 < τ3(1), αF (0) < G(0) < F (0) et τ2 < τ1 sont

équivalentes aux point 3 du théorème.

4. Si 0 < τ3(α) < τ3(1) < min(τ1, τ2), trois cas peuvent apparaitre.

— Pour tout 0 < τ < τ3(α) les fonctions H1 et Hα sont décroissantes.

— Pour tout τ3(α) < τ < τ3(1) la fonction H1 est décroissante tandis

que Hα est croissante.

— Pour tout τ3(1) < τ < min(τ1, τ2) les deux fonctions H1 et Hα sont

croissantes.

Si Hα(τ3(α)) < 0 < H1(τ3(1)) et Hα(0) < 0, alors il existe τ ∗1 > 0, τ ∗1 > 0 ∈
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(τ3(1), τ2) tel que

Pour tout 0 < τ < τ ∗1 on a αF(τ) < G(τ) < F(τ)

et

Pour tout τ ∗1 < τ < τ2 on a G(τ) < αF(τ),

les équations 0 < τ3(α) < τ3(1) < τ2, αF (τ3(α)) < G(τ3(α)) < F (τ3(α)) et

αF (0) < G(0) sont équivalentes au point 4 du théorème.

5. Si 0 < τ3(α) < min(τ1, τ2) < τ3(1), alors pour tout 0 < τ < τ3(α) les fonc-

tions H1 et Hα sont décroissantes, et pour tout τ3(α) < τ < min(τ1, τ2)

la fonction H1 est décroissante tandis que Hα est croissante.

Si Hα(0) < 0 < H1(0) et τ2 < τ1, alors il existe τ ∗1 > 0, τ ∗1 ∈ (τ3(α), τ2) tel

que

Pour tout 0 < τ < τ ∗1 on a αF(τ) < G(τ) < F(τ),

et

pour tout τ ∗1 < τ < τ2 on a G(τ) < αF(τ).

Les conditions 0 < τ3(α) < τ2 < τ3(1), αF (0) < G(0) < F (0) et τ2 < τ1 sont

équivalentes au point 5 du théorème.

�

Lemme 3.2.3 Supposons que β > β0+β3
β3

et γ > γ0+γ3
γ3

. Alors il existe τ ∗1 ∈ (0, τ1)

tel que le système (3.1) admet un point d’équilibre positif (chronique) Ep pour

tout τ ∈ (0, τ ∗1 ), si l’une des conditions suivantes est satisfaite

1.

β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 , max

(
αβ3β
γ3γ
, β3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
et γ3γ (β0 − γ0)

(
γ3γ
β3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ γ0(β0 + β3) > 0.

2.

β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0

et αmax
(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , γ0β̄

β0γ̄

)
.
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3.

β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 , max

(
β3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , αγ0β̄

β0γ̄

)
< c1

c2
< min

(
αβ3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
et

γ3γ (β0 − γ0)
(
γ3γ
β3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ γ0(β0 + β3) > 0

4.

β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0

et αmax

(
γ0β̄
β0γ̄
, β3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0

)
< c1

c2
< min

(
αβ3β
γ3γ
, β3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , γ0β̄

β0γ̄

)
.

5.

αγ0β̄
β0γ̄

< c1
c2
< min

(
αβ3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , γ0β̄

β0γ̄

)
.

Lemme 3.2.4 Supposons que β > β0+β3
β3

et γ > γ0+γ3
γ3

. Alors il existe τ ∗1 et τ ∗2

avec 0 < τ ∗1 < τ ∗2 < τ2, tel que le système (3.1) admet un point d’équilibre

positif (chronique) Ep pour tout τ ∈ (τ ∗1 , τ
∗
2 ), si l’une des conditions suivantes

est satisfaite

1.

β > β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 et max

(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
< c1

c2
.

2.

β > β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0

et max

(
αβ3β
γ3γ
, β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , γ0β̄

β0γ̄

)
< c1

c2
< β3β

γ3γ
.

3.

max

(
β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , αβ3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0

)
< c1

c2
< αmin

(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
,

γ3γ (β0 − γ0)
(

γ3γ
αβ3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ αγ0(β0 + β3) > 0

et γ3γ
α

(αβ0 − γ0)
(

γ3γ
αβ3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ γ0(β0 + β3) < 0.

4.

β > β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 et

(
β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , γ0β̄

β0γ̄

)
< c1

c2
< αβ3β

γ3γ
.
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5.

β > β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 , αβ3β

γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 < c1

c2
< min

(
αβ3β
γ3γ
, β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , αγ0β̄

β0γ̄

)
et γ3γ (β0 − γ0)

(
γ3γ
αβ3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ αγ0(β0 + β3) > 0.

Lemme 3.2.5 Supposons que β > β0+β3
β3

et γ > γ0+γ3
γ3

. Alors il existe τ ∗1 et τ ∗2

avec 0 < τ ∗1 < τ ∗2 < τ1, tel que le système (3.1) admet un point d’équilibre

positif (chronique) Ep pour tout τ ∈ (τ ∗1 , τ
∗
2 ), si l’une des conditions suivantes

est satisfaite

1.

β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 , β3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 < c1

c2
< αmin

(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
et γ3γ (β0 − γ0)

(
γ3γ
β3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 .

2.

β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 , αβ3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 < c1

c2
< min

(
αβ3β
γ3γ
, β3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , αγ0β̄

β0γ̄

)
et γ3γ (β0 − γ0)

(
γ3γ
αβ3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ αγ0(β0 + β3) > 0.

3.

β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 et c1

c2
< αmin

(
β3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , γ0β̄

β0γ̄

)
.

Lemme 3.2.6 Supposons que β > β0+β3
β3

et γ > γ0+γ3
γ3

. Alors il existe τ ∗1 , τ ∗2 et τ ∗3

avec 0 < τ ∗1 < τ ∗2 < τ ∗3 < τ2, tel que le système (3.1) admet un point d’équilibre

positif (chronique) Ep pour tout τ ∈ (0, τ ∗1 ) ∪ (τ ∗2 , τ
∗
3 ), si l’une des conditions

suivantes est satisfaite

1.

β > β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

max

(
αβ3β
γ3γ
, β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , β3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
et γ3γ (β0 − γ0)

(
γ3γ
β3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ γ0(β0 + β3) > 0.
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2.

β > β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

max

(
β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , β3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , αγ0β̄

β0γ̄

)
< c1

c2
< min

(
αβ3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
et γ3γ (β0 − γ0)

(
γ3γ
β3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ γ0(β0 + β3) > 0.

Lemme 3.2.7 Supposons que β > β0+β3
β3

et γ > γ0+γ3
γ3

. Alors il existe τ ∗1 , τ ∗2 , τ ∗3

et τ ∗4 avec 0 < τ ∗1 < τ ∗2 < τ ∗3 < τ ∗4 < τ2, tel que le système (3.1) admet un point

d’équilibre positif (chronique) Ep pour tout τ ∈ (τ ∗1 , τ
∗
2 )∪(τ ∗3 , τ

∗
4 ), si les conditions

suivantes sont vérifiées

* β > β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

** max

(
β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , β3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0

)
< c1

c2
< αmin

(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
,

*** γ3γ (β0 − γ0)
(
γ3γ
β3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ γ0(β0 + β3) > 0.

Lemme 3.2.8 Supposons que β > β0+β3
β3

et γ > γ0+γ3
γ3

. Alors le système (3.1)

n’admet pas d’équilibre positif Ep pour tout τ ∈ (0,min(τ1, τ2)), su l’une des

conditions suivantes est satisfaite

1. β3β
γ3γ

< c1
c2
< αγ0β̄

β0γ̄
.

2. β3β
γ3γ

max

(
α,
(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
et

γ3γ (β0 − γ0)
(
γ3γ
β3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ γ0(β0 + β3) < 0.

3. αβ3β
γ3γ

< c1
c2
< min

(
β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , αγ0β̄

β0γ̄

)
.

4. β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 < c1

c2
< αβ3β

γ3γ
et

γ3γ (β0 − γ0)
(

γ3γ
αβ3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ αγ0(β0 + β3) < 0.

5. αβ3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 < c1

c2
< β3β

γ3γ
min

(
α,
(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0

)
et

γ3γ (β0 − γ0)
(

γ3γ
αβ3β

) γ0
β0−γ0

(
c1
c2

) β0
β0−γ0 − β0(γ0 + γ3) c1

c2
+ αγ0(β0 + β3) < 0.

6. β > β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 et c1

c2
< αmin

(
β3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , γ0β̄

β0γ̄

)
.

7. β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 et max

(
β3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
< c1

c2
.
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8. β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 et

max

(
αβ3β
γ3γ
, β3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , γ0β̄

β0γ̄

)
< c1

c2
< β3β

γ3γ
.

9. max
(
αβ3β
γ3γ
, γ0β̄
β0γ̄

)
< c1

c2
< β3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 .

10. β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 et max

(
β3β
γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 , γ0β̄

β0γ̄

)
< c1

c2
< αβ3β

γ3γ
.

11. max

(
αβ3β
γ3γ

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 , γ0β̄

β0γ̄

)
< c1

c2
< β3β

γ3γ
min

(
α,
(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0

)
.

12. γ0β̄
β0γ̄

< c1
c2
< αβ3β

γ3γ

(
β0+β3
β3β

)β0−γ0
β0 .

Remarque Les démonstrations des lemmes 3.2.3-3.2.8, sont identiques à

celles du lemme 3.2.1, c’est-à-dire reposent sur la monotonie des fonctions

H1 et Hα.

3.3 Stabilité asymptotique des équilibres

Le but de cette partie est d’établir la stabilité asymptotique de l’équilibre

trivial, commençons par la stabilité locale. En étudiant l’équation caracté-

ristique du système linéarisé de (3.1) autour point d’équilibre E = (x̃, ỹ),

donné par



ẋ = −β0x− β3
1

1+c1(x̃+ỹ)
x+ β3

c1
[1+c1(x̃+ỹ)]2

x̃x+ β3
c1

[1+c1(x̃+ỹ)]2
x̃y

+β3β
1

1+c1(x̃+ỹ)
e−β0τxτ − β3β

c1
[1+c1(x̃+ỹ)]2

e−β0τ x̃xτ − β3β
c1

[1+c1(x̃+ỹ)]2
e−β0τ x̃yτ ,

ẏ = γ3
c2

[1+c2(x̃+αỹ)]2
ỹx− γ0y − γ3

1
1+c2(x̃+αỹ)

y + γ3
αc2

[1+c2(x̃+αỹ)]2
ỹy

−γ3γ
c2

[1+c2(x̃+αỹ)]2
e−γ0τ ỹxτ + γ3γ

1
1+c2(x̃+αỹ)

e−γ0τyτ − γ3γ
αc2

[1+c2(x̃+αỹ)]2
e−γ0τ ỹyτ .

L’équation caractéristique associée à l’équilibre E = (x̃, ỹ) est donnée par

∆(λ, τ) = det(λI −M − e−λτN) = 0, (3.16)
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avec

M =

−β0 − β3
1

1+c1(x̃+ỹ)
+ β3

c1
[1+c1(x̃+ỹ)]2

x̃ β3
c1

[1+c1(x̃+ỹ)]2
x̃

γ3
c2

[1+c2(x̃+αỹ)]2
ỹ −γ0 − γ3

1
1+c2(x̃+αỹ)

+ γ3
αc2

[1+c2(x̃+αỹ)]2
ỹ


et

N =

 β3β
1+c1(ỹ+ỹ)

e−β0τ ( 1+c1ỹ
1+c1(ỹ+ỹ)

) − β3βc1
[1+c1(ỹ+ỹ)]2

e−β0τ ỹ

− γ3γc2
[1+c2(ỹ+αỹ)]2

e−γ0τ ỹ γ3γ
1+c2(ỹ+αỹ)

e−γ0τ ( 1+c2ỹ
1+c2(ỹ+αỹ)

)

 .

3.3.1 Stabilité locale de l’équilibre trivial

Pour le point d’équilibre trivial E0, les matrices M et N deviennent :

M0 =

−(β0 + β3) 0

0 −(γ0 + γ3)

 ,

et

N0 =

β3βe
−β0τ 0

0 −γ3γe
−γ0τe−λτ

 .

l’équation caractéristique correspondante est donnée par

(λ+ β0 + β3 − β3βe
−β0τe−λτ ))(λ+ γ0 + γ3 − γ3γe

−γ0τ ) = 0. (3.17)

L’équation (3.17), peut s’écrire sous la forme suivante

(λ+ A1(τ)−B1(τ)e−λτ )(λ+ A2(τ)−B2(τ)e−λτ ) = 0,

avec 

A1(τ) := β0 + β3,

B1(τ) := β3βe
−β0τ ,

A2(τ) := γ0 + γ3,

B2(τ) := γ3γe
−γ0τ .

Comme dans [20], notre but est d’étudier l’équation

gi(λ, τ) := λ+ Ai(τ)−Bi(τ)e−λτ = 0 pour i ∈ {1, 2} . (3.18)
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Ponons

Ci(τ) := Ai(τ)−Bi(τ) pour i ∈ {1, 2} .

Lemme 3.3.1 1. Si Ci(τ) > 0 pour i ∈ {1, 2}, alors toute solution λ ∈ C de

l’équation (3.18) a une partie réelle négative.

2. Si C1(τ) < 0, ou C2(τ) < 0, alors (3.18) admet au moins une solution λ

avec une partie réelle positive.

Preuve Considérons les fonctions gi, i ∈ {1, 2} de variable λ ∈ R, la dérivée

de gi, i ∈ {1, 2} par rapport à λ est donnée par

∂g1

∂λ
(λ, τ) = 1 + τβ3βe

−β0τe−λτ > 0,

∂g2

∂λ
(λ, τ) = 1 + τγ3γe

−γ0τe−λτ > 0.

Donc les fonctions g1 et g2 sont croissantes, de plus on a

lim
λ−→−∞

g1(λ, τ) = −∞ et lim
λ−→+∞

g1(λ, τ) = +∞,

de même

lim
λ−→−∞

g2(λ, τ) = −∞ et lim
λ−→+∞

g2(λ, τ) = +∞.

Alors, nous déduisons que pour chaque fonction gi, i ∈ {1, 2} il existe une

solution unique réelle λi0 de l’équation gi(λ, τ) = 0. Étudions à présent le

signe de cette solution

gi(0, τ) = Ai(τ)−Bi(τ) = Ci(τ) pour i ∈ {1, 2} .

Si Ci(τ) > 0 pour i ∈ {1, 2}, alors gi(0, τ) > 0. Cela implique que λi0 < 0.

Supposons maintenant que (3.18) admet une solution λ tel que λj = µj +

iωj, j ∈ {1, 2} avec ωj 6= 0, tel que λj0 ≤ µj, alors on a

µj + iωj + Aj(τ)−Bj(τ)e−(µj+iωj)τ = 0 pour j ∈ {1, 2} . (3.19)
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De (3.18) et (3.19), nous obtenons

µj − λj0 = −Bj(τ)(e−µjτcos(ωτ)− e−λ
j
0τ ) = 0, pour j ∈ {1, 2}

≤ −Bj(τ)(e−λ
j
0τcos(ωτ)− e−λ

j
0τ ) = 0, pour j ∈ {1, 2}

≤ −Bj(τ)e−λ
j
0τ (cos(ωτ)− 1) = 0, pour j ∈ {1, 2}

≤ 0.

D’où la contradiction. Sous la condition Ci > 0, on a 0 > λj0 > µj pour j ∈

{1, 2}. Alors toutes les solutions de l’équation (3.18) ont une partie réelle

négative. Et si Ci < 0, alors λj0 > 0 pour j ∈ {1, 2}, donc l’équation (3.18)

admet au moins une solution avec une partie réelle positive.

�

Remarque le cas ou Ai(τ)−Bi(τ) = 0, est un cas critique.

le résultat suivant nous fournit les conditions de stabilité de l’équilibre E0.

Théorème 3.3.1

1. Si τ > max (τ1, τ2), avec τ1 et τ2 sont donnés respectivement par (3.6) et

(3.7), alors le point d’équilibre trivial E0 est localement asymptotique-

ment stable.

2. Si τ < max (τ1, τ2), alors l’équilibre trivial est instable.

Preuve On a

C1(τ) = A1(τ)−B1(τ) =

= β0 + β3 − β3βe
−β0τ .

Si τ > τ1 avec τ1 est donné par (3.6)

τ >
1

β0

ln

(
2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)

β3 + β0

)
⇔ β0τ > ln

(
2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)

β3 + β0

)
⇔ e−β0τ <

β3 + β0

2β3(1− β1 − β2) + (β3β1)

⇔ e−β0τ <
β3 + β0

β3β
.
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Donc pour τ > τ1, C1(τ) > 0. De même pour τ > τ2, C2(τ) > 0. D’après le

lemme 3.3.1, toutes les solutions de l’équation (3.18) ont une partie réelle

négative. Cela implique que E0 est localement asymptotiquement stable. Et

instable lorsque τ < τ1 où τ < τ2.

�

3.3.2 Stabilité asymptotique locale de l’équilibre sain Ex

Pour l’équilibre Ex, les matrices M et N deviennent :

Mx =

−β0 − β3
1

1+c1x̃1
+ β3

c1
(1+c1x̃1)2

x̃1 β3
c1

(1+c1x̃1)2
x̃1

0 −γ0 − γ3
1

1+c2x̃1

 ,

et

Nx =

 β3β
(1+c1x̃1)2

e−β0τ − β3βc1
(1+c1x̃1)2

e−β0τ x̃1

0 γ3γ
1+c2x̃1

e−γ0τ

 .

Par suite l’équation caractéristique est donnée par

(λ+ A1(τ)−B1(τ)e−λτ )(λ+ A2(τ)−B2(τ)e−λτ ) = 0,

avec 

A1(τ) = β0 +
β2

0

β3(βe−β0τ − 1)2
,

B1(τ) =
β2

0βe
−β0τ

β3(βe−β0τ − 1)2
,

A2(τ) = γ0 +
γ3β0c1

(β3(βe−β0τ − 1)− β0)c2 + β0c1

,

B2(τ) =
γ3γβ0c1e

−γ0τ

(β3(βe−β0τ − 1)− β0)c2 + β0c1

.

De même, on procède comme la sous section précédente, considérons les

équations suivantes

hi(λ, τ) := λ+ Ai(τ)−Bi(τ)e−λτ = 0 pour i ∈ {1, 2} . (3.20)
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Posons

Di(τ) := Ai(τ)−Bi(τ) pour i ∈ {1, 2} .

Lemme 3.3.2 1. Si Di(τ) > 0 pour i ∈ {1, 2}, alors toute solution λ ∈ C de

l’équation (3.20) a une partie réelle négative.

2. Si D1(τ) < 0, ou D2(τ) < 0, alors (3.20) admet au moins une solution λ

avec une partie réelle positive.

Preuve Considérons les fonctions hi, i ∈ {1, 2} de variable λ ∈ R, la dérivée

de hi, i ∈ {1, 2} par rapport à λ est donnée par

∂hi
∂λ

(λ, τ) = 1 + τBi(τ)e−λτ , pour i ∈ {1, 2} ,

puisque B1 et B2 sont strictement positives, alors on conclut que les fonc-

tions g1 et g2 sont croissantes, de plus il est facile de vérifier que ces fonc-

tions croient de −∞ vers +∞. Alors, nous déduisons que pour chaque

fonction hi, i ∈ {1, 2} il existe une unique solution réelle λi0 de l’équation

hi(λ, τ) = 0. Analysons le signe de cette solution

hi(0, τ) = Ai(τ)−Bi(τ) = Di(τ) pour i ∈ {1, 2} .

Lorsque Di(τ) > 0 pour i ∈ {1, 2}, alors hi(0, τ) > 0. Cela implique que λi0 < 0.

Supposons maintenant que (3.20) admet une solution λ tel que λj = µj +

iωj, j ∈ {1, 2} avec ωj 6= 0, tel que λj0 ≤ µj, alors on a

µj + iωj + Aj(τ)−Bj(τ)e−(µj+iωj)τ = 0 pour j ∈ {1, 2} . (3.21)

De (3.20) et (3.21), nous obtenons

µj − λj0 = −Bj(τ)(e−µjτcos(ωτ)− e−λ
j
0τ ) = 0, pour j ∈ {1, 2}

≤ −Bj(τ)(e−λ
j
0τcos(ωτ)− e−λ

j
0τ ) = 0, pour j ∈ {1, 2}

≤ −Bj(τ)e−λ
j
0τ (cos(ωτ)− 1) = 0, pour j ∈ {1, 2}

≤ 0.

D’où la contradiction. Alors 0 > λj0 > µj pour j ∈ {1, 2}, sous la condition
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Di > 0 pour j ∈ {1, 2}. Alors toute solution de l’équation (3.20) admet une

partie réelle négative. Et si Di < 0 pour j ∈ {1, 2}, alors λj0 > 0 pour j ∈ {1, 2},

donc l’équation (3.20) admet au moins une solution avec une partie réelle

positive.

�

Remarque le cas ou Ai(τ)−Bi(τ) = 0, est un cas critique.

A présent nous pouvons établir les conditions de stabilité de Ex.

Théorème 3.3.2 1. Si max(0,G(τ)) < F(τ), avec F et G sont données res-

pectivement par (3.4) et (3.5), Alors l’équilibre Ex est localement asymp-

totiquement stable.

2. Si 0 < F(τ) < G(τ), alors l’équilibre Ex est instable.

Preuve En exploitant les notations (3.11), les fonctions F et G qui sont

données respectivement par (3.4) et (3.5), deviennent

F(τ) =
e−β0τ [2β3(1− β1 − β2) + β3β1]− β3 − β0

c1β0

=
β3e
−β0τ [2(1− β1 − β2) + β1]− β3 − β0

c1β0

=
ββ3e

−β0τ − β3 − β0

c1β0

,

et

G(τ) =
e−γ0τ [2γ3(1− γ1 − γ2) + γ3γ1]− γ3 − γ0

γ0c2α

=
γ3e
−γ0τ [2(1− γ1 − γ2) + γ1]− γ3 − γ0

γ0c2α

=
γγ3e

−γ0τ − γ3 − γ0

γ0c2α
.
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On a

D1(τ) = β0 +
β2

0

β3(βe−β0τ − 1)2
− β2

0βe
−β0τ

β3(βe−β0τ − 1)2

= β0 −
β2

0(βe−β0τ − 1)

β3(βe−β0τ − 1)2

= β0

(
β3(βe−β0τ − 1)− β0

β3(βe−β0τ − 1)

)
= β0

(
c1β0F

c1β0F + β0

)
= β0

(
c1F(τ)

c1F(τ) + 1

)
.

Rappelons que l’équilibre Ex existe seulement lorsque τ < τ1, cela implique

que d’après le lemme 3.2.1, F(τ) > 0 et D1(τ) > 0.

D2(τ) = γ0 +
γ3β0c1

(β3(βe−β0τ − 1)− β0)c2 + β0c1

− γ3γβ0c1e
−γ0τ

(β3(βe−β0τ − 1)− β0)c2 + β0c1

= γ0 +
γ3β0c1 − γ3γβ0c1e

−γ0τ

(β3(βe−β0τ − 1)− β0)c2 + β0c1

= γ0 − β0c1
γ3(γe−γ0τ − 1)

c1c2β0F(τ) + β0c1

= γ0 −
γ3(γe−γ0τ − 1)

c2F(τ) + 1

= γ0c2

(
F(τ)− G(τ)

c2F(τ) + 1

)
.

D2(τ) > 0, si est seulement F(τ) > G(τ). Alors d’après le lemme 3.3.2, le point

d’équilibre Ex est localement asymptotiquement stable. Et lorsque F(τ) >

G(τ), le point Ex devient instable.

�

Remarque A partir de la condition de stabilité de l’équilibre Ex, concernant

le signe de la fonction F , on peut distinguer deux cas.

1. Si G(τ) ≤ 0 (i.e. soit γ > γ0+γ3
γ3

avec τ ≥ τ2, ou bien γ ≤ γ0+γ3
γ3

), alors

l’équilibre sain Ex est localement asymptotiquement stable pour tout

β > β0+β3
β3

et τ < τ1.

2. Si G(τ) > 0 (i.e. γ > γ0+γ3
γ3

et τ < τ2), alors la stabilité local de l’équilibre

Ex est un résultat du lemme 3.2.1.
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3.3.3 Stabilité asymptotique locale de Ey

Pour l’équilibre Ey, les matrice M et N deviennent :

My =

−β0 − β3
1

1+c1ỹ2
0

γ3
c2

(1+c2αỹ2)2
ỹ2 −γ0 − γ3

1
1+c2αỹ2

+ γ3
αc2

(1+c2αỹ2)2
ỹ2

 ,

et

Ny =

 β3β
1+c1ỹ2

e−β0τ 0

− γ3γc2
(1+c2αỹ2)2

e−γ0τ ỹ2
γ3γ

(1+c2αỹ2)2
e−γ0τ

 .

L’équation caractéristique associée au point d’équilibre purement leucé-

mique (blaste) Ey est donnée par :

(λ+ A1(τ)−B1(τ)e−λτ )(λ+ A2(τ)−B2(τ)e−λτ ) = 0,

avec 

A1(τ) = β0 +
αc2γ0β3

(γ3(γe−γ0τ − 1)− γ0)c1 + αγ0c2

,

B1(τ) =
αc2γ0β3βe

−β0τ

(γ3(γe−γ0τ − 1)− γ0)c1 + αγ0c2

,

A2(τ) = γ0 +
γ2

0

γ3(γe−γ0τ − 1)2
,

B2(τ) =
γ2

0γe
−γ0τ

γ3(γe−γ0τ − 1)2
.

Théorème 3.3.3 1. Si max(0, αF(τ)) < G(τ), alors le point d’équilibre pu-

rement leucémique Ey est localement asymptotiquement stable.

2. Si 0 < G(τ) < αF(τ), alors Ey est instable.
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Preuve On a

A2(τ)−B2(τ) = γ0 +
γ2

0 − γ2
0γe

−γ0τ

γ3(γe−γ0τ − 1)2

=
γ0γ3(γe−γ0τ − 1)2 + γ2

0(1− γe−γ0τ )
γ3(γe−γ0τ − 1)2

=
γ0γ3(γe−γ0τ − 1)− γ2

0

γ3(γe−γ0τ − 1)2

= γ0

(
γ3(γe−γ0τ − 1)− γ0

γ3(γe−γ0τ − 1)

)
= γ0

(
c2G(τ)

c2G(τ) + 1

)
> 0,

et

A1(τ)−B1(τ) = β0 +
αc2γ0β3 − αc2γ0β3βe

−β0τ

(γ3(γe−γ0τ − 1)− γ0)c1 + αc2γ0

= β0 −
αc2γ0β3(βe−β0τ − 1)

c2γ0c1G(τ) + αc2γ0

= β0c1

(
G(τ)− αF(τ)

c1G(τ) + α

)
.

Alors A1(τ)−B1(τ) > 0 si est seulement si αF(τ) < G(τ). Dans ce cas le point

d’équilibre Ey est localement asymptotiquement stable et il devient instable

lorsque αF(τ) > G(τ).

�

3.3.4 Instabilité de l’équilibre positif Ep

Dans cette section nous démontrons que le point d’équilibre positif (chro-

nique) est instable. Ce qui est confirmé par le résultat suivant

Théorème 3.3.4 Si le point d’équilibre chronique Ep existe, alors il est in-

stable.

Preuve Pour le point d’équilibre Ep on a

Mp =

−β0 − β3
1+c1(η3+ζ3)

+ β3c1η3
(1+c1(η3+ζ3))2

β3c1η3
(1+c1(η3+ζ3))2

γ3c2ζ3
(1+c2(η3+αζ3))2

+γ0 − γ3
1+c2(η3+αζ3)

+ αγ3c2ζ3
(1+c2(η3+αζ3))2

 ,
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et

Np =

 β3β
1+c1(η3+ζ3)

e−β0τ ( 1+c1ζ3
1+c1(η3+ζ3)

) − β3βc1
(1+c1(η3+ζ3))2

e−β0τη3

− γ3γc2
(1+c2(η3+αζ3))2

e−γ0τζ3
γ3γ

1+c2(η3+αζ3)
e−γ0τ ( 1+c2η3

1+c2(η3+αζ3)
)

 .

L’équation caractéristique (3.16) est équivalente à

∆p(λ, τ) = λ2 + A1(τ)λ+ A2(τ) + [−A3(τ)λ− A4(τ)] e−λτ + A5(τ)e−2λτ = 0, (3.22)

avec

A1(τ) = β0 +
β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2
+ γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2
,

A2(τ) =

(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
−
(

β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
,

A3(τ) =

(
γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ +

(
β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
βe−β0τ ,

A4(τ) =

(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
(1 + c1ζ3)

(
β3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
βe−β0τ

−
(

γ3c1c2η3ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)(
β3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
βe−β0τ

+

(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
(1 + c2η3)

(
γ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ

−
(

β3c1c2η3ζ3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ ,

et

A5(τ) =

(
β3(1 + c2η3 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
βe−β0τγe−γ0τ .

Pour démonter l’instabilité de Ep, nous analysons les solutions de l’équation

caractéristique associée a ce point d’équilibre, qui est donnée par (3.22).

52



CHAPITRE 3. ÉTUDE D’UN MODÈLE MATHÉMATIQUE À RETARD

Pour λ = 0, on a

∆p(0, τ) = A2(τ) + A5(τ)− A4(τ)

=

(
β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
βe−β0τ

+

(
β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ

−
(

β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
−
(

β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
βe−β0τγe−γ0τ

−
(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ

−
(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)(
β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
βe−β0τ

+

(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
+

(
β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
βe−β0τγe−γ0τ .

Par suite

∆p(0, τ) = −
β3c1η3

(
βe−β0τ − 1

)
(1 + c1(η3 + ζ3))2

γ3c2ζ3 (γe−γ0τ − 1)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

+

(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)(1− βe−β0τ )
(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)(1− γe−γ0τ )
(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
= − β0c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))

γ0c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))

+

(
β0 −

β0(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))

)(
γ0 −

γ0(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))

)
= − β0c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))

γ0c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))
(1− α) < 0.

De plus, lim
λ→+∞

∆p(λ, τ) = +∞. Par conséquent, l’équation (3.22) admet une

solution λ∗ tel que λ∗ > 0. L’existence d’une valeur propre positive nous

permet de conclure l’instabilité de Ep.

�
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3.3.5 La stabilité globale de l’équilibre trivial E0

Dans cette partie, on établie la stabilité globale de l’équilibre trivial, en

construisant une fonction de Lyapounov et en utilisant le théorème de La-

Salle.

Théorème 3.3.5 Si τ > max (τ1, τ2), alors le point d’équilibre E0 est Globale-

ment asymptotiquement stable dans C = C([−τ, 0],R2
+) pour le système (3.1).

Preuve Considérons la fonction de Lyapounov suivante

V0(x(t), y(t)) =
1

β0 + β3

x(t) +

∫ t

t−τ

1

1 + c1(x(s) + y(s))
x(s)ds

+
1

γ0 + γ3

y(t) +

∫ t

t−τ

1

1 + c2(x(s) + αy(s))
y(s)ds.

Nous voyons facilement que V0 > 0 pour (x, y) 6= (0, 0) et V0 = 0 pour (x, y) =

(0, 0).

Notons que V̇0 est la dérivée de la fonction V0 le long des solutions positives

du modèle (3.1), elle donnée par

V̇0(x(t), y(t)) =
1

β0 + β3

(
−β0x(t)− β3x(t)

1 + c1(x(t) + y(t))
+

β3βe
−β0τxτ (t)

1 + c1(xτ (t) + yτ (t))

)
+

x(t)

1 + c1(x(t) + y(t))
− xτ (t)

1 + c1(xτ (t) + yτ (t))

+
1

γ0 + γ3

(
−γ0y(t)− γ3y(t)

1 + c2(x(t) + αy(t))
+

γ3γe
−γ0τyτ (t)

1 + c2(xτ (t) + αyτ (t))

)
+

y(t)

1 + c2(x(t) + αy(t))
− yτ (t)

1 + c2(xτ (t) + αyτ (t))
,

= − β0x(t)

β0 + β3

+

(
1− β3

β0+β3

)
x(t)

1 + c1(x(t) + y(t))
+

(
β3βe−β0τ

β0+β3
− 1
)
xτ (t)

1 + c1(xτ (t) + yτ (t))

− γ0

γ0 + γ3

y(t) +

(
1− γ3

γ0+γ3

)
y(t)

1 + c2(x(t) + αy(t))
+

(
γ3γe−γ0τ

γ0+γ3
− 1
)
yτ (t)

1 + c2(xτ (t) + αyτ (t))

= − β0x(t)

β0 + β3

c1(x(t) + y(t))

1 + c1(x(t) + y(t))
+

(
β3βe−β0τ

β0+β3
− 1
)
xτ (t)

1 + c1(xτ (t) + yτ (t))

− γ0y(t)

γ0 + γ3

c2(x(t) + αy(t))

1 + c2(x(t) + αy(t))
+

(
γ3γe−γ0τ

γ0+γ3
− 1
)
yτ (t)

1 + c2(xτ (t) + αyτ (t))
.

Si τ > τ1 nous aurons β3βe−β0τ

β0+β3
< 1, et lorsque τ > τ2 nous obtenons γ3γe−γ0τ

γ0+γ3
< 1.

Donc nous concluons que si τ > max (τ1, τ2), V̇0(x, y) < 0 pour tous (x, y) 6=
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(0, 0) et V̇0(0, 0) = 0. Le principe d’invariance de LaSalle [25] permet alors de

dire que toutes les trajectoires convergent vers l’équilibre trivial, pour toutes

conditions initiales dans C([−τ, 0],R∗+) × C([−τ, 0],R∗+). Ce qui est équivalent

à dire que le point d’équilibre E0 est globalement asymptotiquement stable

dans C([−τ, 0],R∗+)× C([−τ, 0],R∗+) pour τ > max (τ1, τ2).

�

En résumant, le point d’équilibre trivial est globalement asymptotiquement

stable pour un retard τ > max(τ1, τ2). Avec τ1 et τ2 donnés respectivement

par les formules (3.6) et (3.7). L’équilibre positif Ep est instable toujours.

Les tableaux 3.2-3.10 nous décrivent la stabilité des autres équilibres Ex et

Ey (notons par S l’équilibre stable, par INS l’équilibre instable et par S.L la

stabilité locale).

τ 0 < τ < τ ∗1 τ ∗1 < τ < τ2 τ2 < τ < τ1

S
.L E1 est stable E1 est stable E1 est stable

E2 est stable E2 est instable

TABLE 3.2 – Dans ce cas, 0 < τ2 < τ1.

À partir des conditions d’existence de l’équilibre Ep données dans (theorem

3.2.3) et les résultats de stabilité (lemmes 3.3.1-3.3.4) nous avons

τ 0 < τ < τ ∗1 τ ∗1 < τ < τ1 τ1 < τ < τ2

S
.L E1 est S E1 est INS

E2 est S E2 est S E2 est S

TABLE 3.3 – Lorsque 0 < τ1 < τ2.

À partir des conditions d’existence de l’équilibre Ep (lemme 3.2.4) et les

résultats de stabilité (lemmes 3.3.1-3.3.4) nous avons soit

τ 0 < τ < τ ∗1 τ ∗1 < τ < τ ∗2 τ ∗2 < τ < τ2 τ2 < τ < τ1

S
.L E1 est INS E1 est S E1 est S E1 est S
E2 est S E2 est S E2 est INS

TABLE 3.4 – Lorsque 0 < τ2 < τ1.

ou bien

τ 0 < τ < τ ∗1 τ ∗1 < τ < τ ∗2 τ ∗2 < τ < τ2 τ2 < τ < τ1

S
.L E1 est S E1 est S E1 est S E1 est S

E2 est INS E2 est S E2 est INS

TABLE 3.5 – Lorsque 0 < τ2 < τ1.
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À partir des conditions d’existence de l’équilibre Ep (lemme 3.2.5) et les

résultats de stabilité (lemmes 3.3.1-3.3.4) nous avons

τ 0 < τ < τ ∗1 τ ∗1 < τ < τ ∗2 τ ∗2 < τ < τ1 τ1 < τ < τ2

S
.L E1 est S E1 est S E1 est INS

E2 est INS E2 est S E2 est S E2 est S

TABLE 3.6 – Lorsque 0 < τ1 < τ2.

À partir des conditions d’existence de l’équilibre Ep (lemme 3.2.6) et les

résultats de stabilité (lemmes 3.3.1-3.3.4) nous avons

τ 0 < τ < τ ∗1 τ ∗1 < τ < τ ∗2 τ ∗2 < τ < τ ∗3 τ ∗3 < τ < τ2 τ2 < τ < τ1

S
.L E1 est S E1 est INS E1 est S E1 est S E1 est S

E2 est S E2 est S E2 est S E2 est INS

TABLE 3.7 – Lorsque 0 < τ2 < τ1.

À partir des conditions d’existence de l’équilibre Ep (lemme 3.2.7) et les

résultats de stabilité (lemmes 3.3.1-3.3.4) nous avons

τ 0 < τ < τ∗1 τ∗1 < τ < τ∗2 τ∗2 < τ < τ∗3 τ∗3 < τ < τ∗4 τ∗4 < τ < τ2 τ2 < τ < τ1

S
.L E1 est S E1 est S E1 est INS E1 est S E1 est S E1 est S

E2 est INS E2 est S E2 est S E2 est S E2 est INS

TABLE 3.8 – Lorsque 0 < τ2 < τ1.

À partir du lemme 3.2.8 et les résultats de stabilité (lemmes 3.3.1-3.3.4)

nous avons soit

τ 0 < τ < τ2 τ2 < τ < τ1

S
.L E1 est S E1 est S
E2 est INS

TABLE 3.9 – Lorsque 0 < τ2 < τ1.

ou bien

τ 0 < τ < τ1 τ1 < τ < τ2

S
.L E1 est INS

E2 est S E2 est S

TABLE 3.10 – Lorsque 0 < τ1 < τ2.
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Chapitre 4

Un modèle mathématique à

retard de la leucémie myloide

chronique avec traitement

Dans ce chapitre nous avons étudié les principales propriétés du modèle

ci-dessous qui décrit la dynamique des cellules-souches sanguines avec

présence du traitement.



Q̇(t) = −γQ(t)− η1k0Q(t)− η2k0Q(t)− (1− η1 − η2)β(Q(t))Q(t)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q(t− τ))Q(t− τ) + η1k0e
−γτQ(t− τ)

−r̃q(P (t))Qq+1(t),

Ḋ(t) = −κD(t) +K,

Ṗ (t) = −vP (t) + κD(t),

(4.1)

Dans la première partie de ce chapitre, nous nous intéressons au cas q = 0

(p est la probabilité de mutation, q = −p ∈ (−1, 0]). Considérons le modèle
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suivant

Q̇(t) = −γQ(t)− k0η1Q(t)− k0η2Q(t)− (1− η1 − η2)β(Q(t))Q(t)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q(t− τ))Q(t− τ)

+k0η1e
−γτQ(t− τ)− r(P (t))Q(t),

Ḋ(t) = −κD(t) +K,

Ṗ (t) = −vP (t) + κD(t).

(4.2)

Le modèle (4.2) est complété par les conditions initiales suivantes,

Q(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], D(0) = D0 et P (0) = P0. (4.3)

où :

Q(t) : La densité des cellules-souches sanguines,

D(t) : La quantité du médicament dans le compartiment d’absorption,

P (t) : La quantité du médicament dans le compartiment plasmatique.

η1 : Le taux de la division asymétrique.

η2 : Le taux de la division symétrique.

β : Le taux d’auto-renouvèlement.

γ : Le taux de mortalité.

k0 : Le taux de la différenciation et de la division asymétrique.

K : La dose constante du médicament administré.

P0 : la moitié de la concentration d’activité maximale.

m : Le coefficient de Hill.

x0 : Nombre des cellules infectées.

R0 : Nombre des cellules résistantes au traitement.

p : La probabilité de mutation, q = −p ∈ (−1, 0],

κ : Le taux d’absorption.

v : Rapport de clairance, volume de distribution des médicaments.

1− η1 − η2 : Le taux des cellules qui ne se différencient pas.

β(Q) est une fonction positive et décroissante de Q. Par exemple, β peut être
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considérée comme une fonction de Hill,

β(Q) = β0
θn

θn +Qn
, n > 1. (4.4)

avec :

La fonction r(P ) est croissante en P . Elle décrit l’effet du traitement sur les

cellules cancéreuses. Dans ce modèle r(P ) est définit comme suit,

r(P ) =
Pm

Pm + Pm
0

x0 −R0

x0

. (4.5)

Notons que les fonctions β et r sont continûment différentiable. τ est un

paramètre de retard qui décrit la durée de la division cellulaire. Pour des

raisons d’interprétation, tous les paramètres du modèle et les conditions

initiales sont strictement positifs.

4.1 Analyse mathématique du modèle

Dans cette section, nous donnons une analyse qualitative du système

(4.2).

4.1.1 Positivité et bornitude des solutions

Dans ce qui suit, on montre que les solutions du système (4.2) sont

positives et bornées, c’est-à-dire que le modèle est dissipatif.

Proposition 4.1.1 Toutes solutions du système (4.2) avec conditions initiales

positives sont positives.

Preuve Soit (Q,D, P ) une solution du modèle (4.2) associée à la condition

initiale (ϕ,D0, P0) ∈ C+ × R+ × R+. L’idée de cette démonstration est de pro-

longer le résultat analogue connu pour l’EDO aux équations différentielles

de retard (EDR) comme établi dans le (théorème 3.4 dans [34]). Nous avons
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les conséquences suivantes :



Q̇(t) = −γQ(t)− k0η1Q(t)− k0η2Q(t)− (1− η1 − η2)β(Q(t))Q(t)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(ϕ(t− τ))ϕ(t− τ)

+k0η1e
−γτϕ(t− τ)− r(P (t))Q(t),

Ḋ(t) = −κD(t) +K,

Ṗ (t) = −vP (t) + κD(t).

Si Q(t) = 0 alors Q′(t) = 2(1−η1−η2)e−γτβ(ϕ(t−τ))ϕ(t−τ)+k0η1e
−γτϕ(t−τ) ≥ 0,

si D(t) = 0 alors D′(t) = K ≥ 0,

et

si P (t) = 0 alors P ′(t) = κD(t) ≥ 0.

Cela nous donne que, Q(t) ≥ 0, D(t) ≥ 0 et P (t) ≥ 0 pour t ∈ [0, τ ]. Nous

pouvons juste répéter l’argument par étapes (ou par pas) sur [kτ, (k + 1)τ ],

k ∈ N. Nous concluons que Q, D et P sont positives sur [0,+∞).

Proposition 4.1.2 Toutes les solutions du système (4.2) sont bornées.

Preuve Soit (Q,D, P ) une solution du modèle (4.2) associée à la condition

initiale (ϕ,D0, P0) ∈ C+×R+×R+. Commençons par les composantes D et P .

En résolvant l’équation différentielle de D on obtient, pour t > 0,

D(t) = D(0)e−κt +
K

κ
(1− e−κt).

Puisque lim
t→+∞

e−κt = 0, D(t) ne s’explose pas en temps fini et lim sup
t→+∞

D(t) <

+∞. Posons sup
t≥0

D(t) = M . Par conséquent, pour t > 0,

Ṗ (t) ≤ −vP (t) + κM.

Cela implique que, pour t > 0,

P (t) ≤ P (0)e−vt +
κM

v
< +∞.
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Passons maintenant à la composante Q. Supposons que

2(1− η1 − η2)e−γτβ(0) > γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ .

En exploitant le fait que la fonction β est décroissante et lim
x→+∞

β(x) = 0, alors

il existe un unique Q0 > 0 tel que

2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q0) = γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ ,

et

2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q) ≤ γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ , pour Q ≥ Q0. (4.6)

Si 2(1− η1 − η2)e−γτβ(0) ≤ γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ , alors (4.6) est satisfaite et

cela nous permet de dire que Q0 = 0.

À présent, nous définissons la variable Q1 de la manière suivante.

Q1 = 2(1− η1 − η2)e−γτ
β(0)Q0

γ + k0(η1 + η2)− k0η1e−γτ
≥ 0.

Et nous pouvons facilement vérifier que

2(1−η1−η2)e−γτ max
0≤y≤Q

(β(y)y) ≤ (γ+k0(η1+η2)−k0η1e
−γτ )Q, pour Q ≥ Q1. (4.7)

En effet, soit y ∈ [0, Q). Nous distinguons deux différents cas.

D’une part, si y ≤ Q0, alors

2(1− η1 − η2)e−γτβ(y)y ≤ 2(1− η1 − η2)e−γτβ(0)Q0

= (γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ )Q1

≤ (γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ )Q.

D’autre part, si y > Q0, alors

2(1− η1 − η2)e−γτβ(y)y ≤ (γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ ) y

≤ (γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ )Q.
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Donc, l’inégalité (4.7) est satisfaite pour tous y ∈ [0, Q). Supposons main-

tenant que lim sup
t→+∞

Q(t) = +∞, nous rappelons que Q(t) est une solution de

(4.2). Alors, il existe t̃ > τ tel que

Q(t) ≤ Q(t̃), pour t ∈ [t̃− τ, t̃] et Q(t̃) > Q1.

De la première équation du système (4.2), nous obtenons

Q̇(t̃) = −γQ(t̃)− k0η1Q(t̃)− k0η2Q(t̃)− (1− η1 − η2)β(Q(t̃))Q(t̃)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q(t̃− τ))Q(t̃− τ)

+k0η1e
−γτQ(t̃− τ)− r(P (t̃))Q(t̃)

≤ −γQ(t̃)− k0η1Q(t̃)− k0η2Q(t̃)− (1− η1 − η2)β(Q(t̃))Q(t̃)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q(t̃− τ))Q(t̃− τ) + k0η1e
−γτQ(t̃− τ)

≤ − [γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ ]Q(t̃)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q(t̃− τ))Q(t̃− τ)− (1− η1 − η2)β(Q(t̃))Q(t̃).

En utilisant l’inégalité (4.7), nous obtenons.

2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q(t̃− τ))Q(t̃− τ) ≤
[
γ + k0(η1 + η2)− k0η1e

−γτ]Q(t̃).

Et par conséquent, nous aurons

Q̇(t) ≤ −
[
γ + k0(η1 + η2)− k0η1e

−γτ]Q(t̃)

+
[
γ + k0(η1 + η2)− k0η1e

−γτ]Q(t̃)

−(1− η1 − η2)β(Q(t̃))Q(t̃).

Puisque Q(t) ≤ Q(t̃),

Q̇(t) ≤ −(1− η1 − η2)β(Q(t̃))Q(t̃) < 0.

Cela nous amène à une contradiction avec le fait que lim sup
t→+∞

Q(t) = +∞.

Par conséquent lim sup
t→+∞

Q(t) < +∞, et Q est bornée. Donc les solutions du

système (4.2) sont bornées.
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Remarque L’existence et l’unicité des solutions positives peuvent être dé-

montrées en utilisant la théorie des équations différentielles fonctionnelles

comme dans [20] (voir aussi [19] et [25]).

4.2 Existence des points d’équilibre

Dans cette section, nous fournissons les conditions qui assurent l’exis-

tence des points d’équilibre du système (4.2).

À présent on définit le paramètre τmax, par l’expression suivante

τmax :=
1

γ
ln

(
2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1

γ + k0(η1 + η2) + r(P ?) + β(0)(1− η1 − η2)

)
. (4.8)

Proposition 4.2.1 * Si 0 ≤ τ < τmax, alors le système (4.2) admet deux

points d’équilibre distincts : E0 := (0, D?, P ?) et E1 := (Q?, D?, P ?), avec

Q?, D?, P ? > 0, sont données explicitement par

Q? = β−1

(
γ + k0(η1 + η2)− k0η1e

−γτ + r(P ?)

(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1)

)
, D? =

K

κ
et P ? =

K

v
.

* Si τ ≥ τmax, alors (0, D?, P ?) est l’unique point d’équilibre pour le système

(4.2).

Preuve Supposons que (Q?, D?, P ?) est un point d’équilibre pour le système

étudié, alors il satisfait les équations suivantes :

−[γ + k0(η1 + η2)]Q? − (1− η1 − η2)β(Q?)Q?

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q?)Q? + k0η1e
−γτQ? − r(P ?)Q? = 0,

(4.9)

κD? = K, et vP ? = κD?. (4.10)

À partir du système (4.10), nous obtenons les composantes D? et P ? de

l’équilibre,

D? =
K

κ
et P ? =

K

v
.
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L’équation (4.9) peut s’écrire de la manière suivante

[−γ − k0(η1 + η2)− (1− η1 − η2)β(Q?)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q?) + k0η1e
−γτ − r(P ?)]Q? = 0.

Par conséquent, soit Q? = 0 ou bien

β(Q?) =
γ + k0(η1 + η2)− k0η1e

−γτ + r(P ?)

(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1)
.

D’une part, si Q? = 0, alors (0, D?, P ?) est un point d’équilibre pour le modèle

(4.2) qui existe toujours.

D’autre part, puisque β est une fonction décroissante sur [0,+∞[, alors

l’existence d’un point d’équilibre positif Q? nécessite les deux conditions

suivantes :

(2e−γτ − 1) > 0 et
γ + k0(η1 + η2)− k0η1e

−γτ + r(P ?)

(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1)
< β(0).

Ce qui est équivalent à dire que

0 ≤ τ < min
(
τmax,

1

γ
ln 2

)
. (4.11)

La condition (4.11), peut-être remplacée par la condition suivante

0 ≤ τ < τmax, (4.12)

parce que τmax <
1

γ
ln(2), en effet

2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1

γ + k0(η1 + η2) + r(P ?) + β(0)(1− η1 − η2)
− 2

=
−2(γ + k0η2 + r(P ?))− k0η1

γ + k0(η1 + η2) + r(P ?) + β(0)(1− η1 − η2)
< 0.

En conclusion, si la condition (4.12) est satisfaite, alors le système (4.2)

admet un équilibre positif (Q?, D?, P ?).

�
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4.3 Stabilité de l’équilibre trivial

Dans cette section, nous intéressons à la stabilité locale et globale de

l’équilibre trivial.

4.3.1 Stabilité asymptotique locale

Le but de cette partie est d’établir la stabilité asymptotique locale en

étudiant l’équation caractéristique du système linéarisé de (4.2).

Théorème 4.3.1 Si τ > τmax, alors l’unique équilibre du système (4.2) (l’équilbre

trivial E0) est localement asymptotiquement stable. Si τ < τmax, alors il est in-

stable.

Preuve La linéarisation autour du point d’équilibre E0 = (0, D?, P ?) est don-

née par.



Q̇(t) = −(γ + k0(η1 + η2) + r(P ?))Q(t)− (1− η1 − η2)β(0)Q(t)

+(2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)e−γτQ(t− τ),

Ḋ(t) = −κD(t),

Ṗ (t) = −vP (t) + κD(t).

L’équation caractéristique est donnée par la formule suivante

∆0(λ, τ) = det(λI −M − e−λτN) = 0, (4.13)

avec

M =


−γ − k0(η1 + η2)− r(P ?)− (1− η1 − η2)β(0) 0 0

0 −κ 0

0 κ −v

 ,

et

N =


e−γτ [2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1] 0 0

0 0 0

0 0 0

 .
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Ensuite, (4.13) devient

(λ+ κ)(λ+ v)D0(λ, τ) = 0,

avec

D0(λ, τ) = λ+ γ + k0(η1 + η2) + r(P ?)

+(1− η1 − η2)β(0)− e−γτ (2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)e−λτ .

Puisque κ > 0 et v > 0, alors la stabilité de l’équilibre E0 est déterminée

en étudiant le signe des parties réelles de λ ∈ C solution de D0(λ, τ) = 0.

Commençons par le cas où D0 est une fonction à valeurs réelles. La dérivée

par rapport à λ de D0(λ, τ), est donnée par

∂D0

∂λ
(λ, τ) = 1 + τe−γτ (2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)e−λτ > 0,

nous concluons que D0(λ, τ) est une fonction croissante en λ, et qu’elle vé-

rifie les propriétés suivantes :

lim
λ→−∞

D0(λ, τ) = −∞ et lim
λ→+∞

D0(λ, τ) = +∞.

Alors, par le théorème des valeurs intermédiaires, nous déduisons qu’il

existe une unique solution réelle λ0 de l’équation D0(λ, τ) = 0.

À présent, nous intéressons au signe de cette unique solution.

D0(0, τ) = γ+k0(η1 + η2) + r(P ?) + (1− η1− η2)β(0)− e−γτ (2(1− η1− η2)β(0) +k0η1).

Si la condition (4.12) est satisfaite alors nous aurons les équivalences sui-

vantes

γτ < ln

(
2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1

γ + k0(η1 + η2) + r(P ?) + β(0)(1− η1 − η2)

)
⇔ −γτ > ln

(
γ + k0(η1 + η2) + r(P ?) + β(0)(1− η1 − η2)

2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1

)
⇔ e−γτ >

γ + k0(η1 + η2) + r(P ?) + β(0)(1− η1 − η2)

2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1

⇔ e−γτ (2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1) > γ + k0(η1 + η2) + r(P ?) + β(0)(1− η1 − η2).
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et par conséquent nous obtenons

D0(0, τ) = γ+k0(η1 + η2) + r(P ?) +β(0)(1− η1− η2)− e−γτ (2β(0)(1− η1− η2) +k0η1).

Donc, D0(0, τ) < 0 si et seulement si (4.12) est satisfaite. De plus, D0(0, τ) < 0

implique que l’équation D0(λ, τ) = 0 admet une racine réelle positive. Par

conséquent, la condition (4.12) conduit à l’instabilité de l’équilibre trivial.

Si la condition (4.12) est inversé c’est-à-dire τ > τmax alors de la même façon

nous démontrons que D0(0, λ) > 0, et que λ0 < 0.

Pour s’assurer de la stabilité locale de l’équilibre trivial nous démontrons

par l’absurde qu’il n’y a pas de valeur propre à partie réelle positive. Nous

Supposons à présent que λ = µ+ iω est une solution de l’équation D0(λ, τ) =

0, tel que µ ≥ λ0 . Cela implique que

µ+ iω + γ + k0(η1 + η2) + r(P ?)

+(1− η1 − η2)β(0)− e−γτ (2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)e−(µ+iω)τ = 0.

(4.14)

La partie réelle de l’équation (4.14), nous donne

µ = −γ − k0(η1 + η2)− r(P ?)

−(1− η1 − η2)β(0) + e−γτ (2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)e−µτcos(ωτ)

nous avons aussi

µ = −γ − k0(η1 + η2)− r(P ?)

−(1− η1 − η2)β(0) + e−γτ (2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)e−λ0τ .

(4.15)

En exploitant les équations (4.15) et (4.14) et le fait que µ ≥ λ0, nous aurons

µ− λ0 = e−γτ (2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)(e−µτcos(ωτ)− e−λ0τ )

≤ e−γτ (2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)(e−λ0τcos(ωτ)− e−λ0τ )

= e−γτ (2(1− η1 − η2)β(0) + k0η1)e−λ0τ (cos(ωτ)− 1) ≤ 0.

Ce qui est contradictoire avec le fait que µ ≥ λ0, donc nous concluons que

µ < λ0 < 0. Alors si τ > τmax, le point d’équilibre E0 est localement asympto-
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tiquement stable.

�

4.3.2 Stabilité asymptotique globale

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale de l’équilibre tri-

vial du système (4.2). On démontre qu’il est globalement asymptotiquement

stable quand il est le seul équilibre. Nous intéressons d’abord au sous-

système suivant 
Ḋ(t) = −κD(t) +K,

Ṗ (t) = −vP (t) + κD(t).

(4.16)

Notons que tous les paramètres du système (4.16) sont strictement positifs,

et que l’ensemble des solutions est inclus dans l’ensemble Ω, définit par

Ω :=
{

(D,P ) ∈ R2
+, D ≥ 0, P ≥ 0

}
. Une simple résolution du système (4.16),

nous donne 
D(t) = D(0)e−κt +

K

κ
(1− e−κt),

P (t) = P (0)e−vt +
κK

κv
= P (0)e−vt +

K

v
.

(4.17)

Puisque limt→+∞ e
−κt = limt→+∞ e

−vt = 0, la solution du système linéaire (4.16)

tend vers l’unique équilibre du modèle (K/κ,K/v). Par conséquent Le point

d’équilibre (K/κ,K/v) est globalement symptomatiquement stable.

Par suite, nous utilisons la convergence de D et P vers D? et P ?, res-

pectivement, nous obtenons la stabilité asymptotique globale de l’équilibre

(0, D?, P ?) du système (4.2). En effet pour un ε > 0 assez petit, il existe un

Tε > 0 suffisamment grand, tel que P (t) ≥ P ? − ε pour tout t ≥ Tε. Puisque la

fonction r définit par (4.5) est une fonction croissante, alors pour tout t ≥ Tε

nous avons

Q̇(t) ≤ −γQ(t)− k0(η1 + η2)Q(t)− (1− η1 − η2)β(Q(t))Q(t)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Q(t− τ))Q(t− τ)

+k0η1e
−γτQ(t− τ)− r(P ? − ε)Q(t).

(4.18)
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Le principe de comparaisons, nous permet de considérer le modèle suivant



Q̇ε(t) = −γQε(t)− k0(η1 + η2)Qε(t)− (1− η1 − η2)β(Qε(t))Qε(t)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Qε(t− τ))Qε(t− τ),

+k0η1e
−γτQε(t− τ)− r(P ? − ε)Qε(t), t ≥ Tε

Qε(t) = Q(t), t ∈ [Tε − τ, Tε].

(4.19)

Sans perte de généralité, on peut supposer que le système (4.19) tient pour

tout t ≥ 0 en prenant ϕ̃(δ) = Q(Tε + δ) avec δ ∈ [−τ, 0]. Nous notons que zéro

est aussi un état stable pour le système (4.19). La stabilité globale de cet

équilibre est donnée dans le résultat suivant.

Théorème 4.3.2 Supposons que

τ >
1

γ
ln

(
k0η1 + 2(1− η1 − η2)β(0)

(1− η1 − η2)β(0) + γ + k0(η1 + η2) + r(P ? − ε)

)
. (4.20)

Alors, l’équilibre trivial du système (4.19) est globalement asymptotiquement

stable

Preuve Considérons la fonction continue suivante

V : C([−τ, 0],R+) → R+,

φ 7→ V (φ),

définit par

V (φ) = φ(0) + 2(1− η1 − η2)e−γτ
∫ 0

−τ
β(φ(θ))φ(θ)dθ + k0η1e

−γτ
∫ 0

−τ
φ(θ)dθ.

La dérivée de la fonction V le long de la trajectoire de la solution t 7→ Qε(t)
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de (4.19) est calculée de la manière suivante

V̇ (Qε
t) = Q̇ε(t) + 2(1− η1 − η2)e−γτ [β(Qε(t))Qε(t)− β(Qε(t− τ))Qε(t− τ)]

+k0η1e
−γτ [Qε(t)−Qε(t− τ)]

= −γQε(t)− k0(η1 + η2)Qε(t)− (1− η1 − η2)β(Qε(t))Qε(t)

+2(1− η1 − η2)e−γτβ(Qε(t− τ))Qε(t− τ) + k0η1e
−γτQε(t− τ)

−r(P ? − ε)Qε(t) + 2(1− η1 − η2)e−γτ [β(Qε(t))Qε(t)− β(Qε(t− τ))Qε(t− τ)]

+k0η1e
−γτ [Qε(t)−Qε(t− τ)]

= [−(1− η1 − η2) + 2(1− η1 − η2)e−γτ ]β(Qε(t))Qε(t)

+[2(1− η1 − η2)e−γτ − 2(1− η1 − η2)e−γτ ]β(Qε(t− τ))Qε(t− τ)

−[γ + k0η1 + k0η2 + r(P ? − ε)− k0η1e
−γτ ]Qε(t) + [k0η1e

−γτ − k0η1e
−γτ ]Qε(t− τ)

= (2e−γτ − 1)(1− η1 − η2)β(Qε(t))Qε(t)

−[γ + k0η2 + r(P ? − ε)− k0η1(e−γτ − 1)]Qε(t)

= −[(1− 2e−γτ )(1− η1 − η2)β(Qε(t)) + γ + k0η2 + r(P ? − ε) + k0η1(1− e−γτ )]Qε(t).

Notons que β est une fonction positive et décroissante. Puisque nous ne

pouvons pas savoir le signe de 1 − 2e−γτ , alors on va étudier les deux cas.

D’une part, si 1− 2e−γτ ≥ 0, alors

V̇ (Qε
t) ≤ −[γ + k0η2 + r(P ? − ε) + k0η1(1− e−γτ )]Qε(t)

≤ −[γ + k0η2 + r(P ? − ε)]Qε(t) < 0.

D’autre part, si 1− 2e−γτ < 0, alors nous obtenons

V̇ (Qε
t) ≤ −[(1− 2e−γτ )(1− η1 − η2)β(0) + γ + k0η2

+r(P ? − ε) + k0η1(1− e−γτ )]Qε(t) =: −ν(ε)Qε(t).

Les équivalences suivantes sont satisfaites tant que la condition (4.20) est
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vérifiée

γτ > ln

(
2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1

γ + k0(η1 + η2) + r(P ? − ε) + β(0)(1− η1 − η2)

)
⇔ e−γτ <

γ + k0(η1 + η2) + r(P ? − ε) + β(0)(1− η1 − η2)

2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1

⇔ e−γτ (2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1) < γ + k0(η1 + η2) + r(P ? − ε) + β(0)(1− η1 − η2)

⇔ e−γτ (2β(0)(1− η1 − η2) + k0η1)− γ − k0(η1 + η2)− r(P ? − ε)− β(0)(1− η1 − η2) < 0

⇔ −
[
β(0)(1− η1 − η2)(1− 2e−γτ ) + γ + k0(η1 + η2) + r(P ? − ε) + k0(1− e−γτ )

]
< 0

Donc, la fonction ν(ε) est positive. Par conséquent, La dérivée de la fonction

V est négative dans les deux cas. Cela implique que l’équilibre trivial du

système (4.19) est globalement asymptotiquement stable.

�

Le théorème suivant est un résultat de stabilité globale pour le système

(4.2).

Théorème 4.3.3 Si τ > τmax, avec τmax est donné par (4.8), alors l’unique

point d’équilibre du système (4.2) (l’équilibre trivial E0) est globalement asymp-

totiquement stable.

Preuve Du théorème 4.3.2 et sous la condition (4.20), nous obtenons l’at-

tractivité de l’unique point d’équilibre du système (4.19). Ensuite,

lim
t→+∞

Qε(t) = 0.

En utilisant (4.18), (4.19) et par le principe de comparaison, pour tout t > 0

nous avons

0 ≤ Q(t) ≤ Qε(t). (4.21)

De plus, si nous supposons que la condition (4.12) est inversée, alors il

existe un petit ε > 0 tel que (4.20) tient. Cela nous permet de dire que

lorsque (4.12) est satisfaite et en utilisant (4.21) la solution Q(t) converge

vers zéro. Rappelons que nous avons déjà établit la stabilité asymptotique

locale de l’équilibre (0, D?, P ?). Ensuite, il est globalement asymptotiquement

stable.
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FIGURE 4.1 – La solution Q(t) lorsque le point d’équilibre trivial est globalement
asymptotiquement stable avec τ = 3, n = 5, θ = 1, γ = 0.2, β0 = 4, k0 = 1.5, η1 = 0.01,
η2 = 0.01, v = 0.0412, K = 200, x0 = 2.5×104, R0 = x0/25, P0 = 0.5, m = 3, τmax = 2.1498
avec les conditions initiales D(0) = 0.9, P (0) = 0.9, Q(t) = 1 pour t ∈ [−τ, 0].

4.4 Persistance des solutions

La persistance des solutions du système (4.2) assure la survie des cel-

lules leucémiques puisque les solutions ne convergent pas vers l’état sta-

tionnaire trivial.

Théorème 4.4.1 Supposons que (4.12) est satisfaite. Alors, pour toutes condi-

tions initiales dans (ϕ,D0, P0) ∈ C+ × R+ × R+, il existe un ε > 0 tel que

lim sup
t→+∞

|Q(t)| ≥ ε, lim
t→+∞

|D(t)| = K

κ
> 0 et lim

t→+∞
|P (t)| = K

v
> 0. (4.22)

Preuve A partir de (4.17), la solutions de sous système (4.16) du système

(4.2) est donnée explicitement par


D(t) = D(0)e−κt +

K

κ
(1− e−κt),

P (t) = P (0)e−vt +
κK

κv
= P (0)e−vt +

K

v
,
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Pour tout t > 0. Par conséquent, (nous rappelons que lim
t→+∞

e−κt = lim
t→+∞

e−vt =

0)

lim
t→+∞

D(t) =
K

κ

et

lim
t→+∞

P (t) =
K

v
.

Passons à la persistance de la composante Q. Pour un choix d’un ε̃ > 0 assez

petit, et un Tε̃ > 0 assez grand, tel que P (t) < P ? + ε̃, pour tous t ≥ Tε̃.

Puisque la condition (4.12) est satisfaite, alors il existe un ε > 0 suffisam-

ment petit, et un petit λ > 0 tel que la fonction g(ε, ε̃, λ) < 0 avec

g(ε, ε̃, λ) := λ+ γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)

− (2(1− η1 − η2)e−γτβ(ε) + k0η1e
−γτ ) e−λτ .

Le but de cette partie est de monter qu’avec ce choix de ε, nous pouvons

démonter que (4.22) est satisfaite. Nous procédons par l’absurde, pour cela

nous supposons (4.22) n’est pas satisfaite. Alors il existe Tε,ε̃ > Tε̃ assez

grand tel que Q(t) ≤ ε pour tout t ≥ Tε,ε̃. De la première équation du système

(4.2), pour t ≥ Tε,ε̃ nous avons

Q̇(t) ≥ − [γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)]Q(t)

+e−γτ [2(1− η1 − η2)β(Q(t− τ)) + k0η1]Q(t− τ).

(4.23)

Nous remarquons qu’une simple intégration par partie peut aboutir au ré-

sultat suivant :

∫ +∞

s

e−λt
dQ(t)

dt
dt = −e−λsQ(s) + λ

∫ +∞

s

e−λtQ(t)dt. (4.24)

En multipliant (4.23) par e−λt

e−λtQ̇(t) ≥ −e−λt [γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)]Q(t)

+e−λte−γτ [2(1− η1 − η2)β(Q(t− τ)) + k0η1]Q(t− τ).

(4.25)
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En intégrant (4.25) de t = Tε,ε̃ à t = +∞, nous obtenons

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ̇(t)dt

≥ − [γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)]

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ(t)dt

+2(1− η1 − η2)e−γτ
∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtβ(Q(t− τ))Q(t− τ)dt

+k0η1e
−γτ

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ(t− τ)dt.

(4.26)

pour t ≥ Tε,ε̃, et en utilisant un changement de variable on aura

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ̇(t)dt

≥ − [γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)]

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ(t)dt

+2(1− η1 − η2)e−γτ
∫ +∞

Tε,ε̃−τ
e−λ(s+τ)β(Q(s))Q(s)ds

+k0η1e
−γτ

∫ +∞

Tε,ε̃−τ
e−λ(s+τ)Q(s)ds

≥ − [γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)]

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ(t)dt

+2(1− η1 − η2)e−γτ
∫ +∞

Tε,ε̃

e−λ(s+τ)β(Q(s))Q(s)ds

+k0η1e
−γτ

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λ(s+τ)Q(s)ds.

Puisque , nous avons supposé que Q(t) ≤ ε, pour tout t ≥ Tε,ε̃, et la fonction
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β définit par (4.4) est décroissante, nous obtenons

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ̇(t)dt

≥ − [γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)]

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ(t)dt

+ [2(1− η1 − η2)e−γτβ(ε) + k0η1e
−γτ ] e−λτ

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λsQ(s)ds

≥ − [γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)

− (2(1− η1 − η2)e−γτβ(ε) + k0η1e
−γτ ) e−λτ

] ∫ +∞

Tε,ε̃

e−λsQ(s)ds.

Par conséquent (4.24) et (4.26) implique

−e−λTε,ε̃Q(Tε,ε̃) + λ

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λtQ(t)dt

≥ − [γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃))

− (2(1− η1 − η2)e−γτβ(ε) + k0η1e
−γτ ) e−λτ

] ∫ +∞

Tε,ε̃

e−λsQ(s)ds.

Ensuite, pour t ≥ Tε,ε̃

−e−λTε,ε̃Q(Tε,ε̃)

≥ − [λ+ γ + k0(η1 + η2) + (1− η1 − η2)β(0) + r(P ? + ε̃)

− (2(1− η1 − η2)e−γτβ(ε) + k0η1e
−γτ ) e−λτ

] ∫ +∞

Tε,ε̃

e−λsQ(s)ds.

En conclusion, nous obtenons

0 > −e−λTε,ε̃Q(Tε,ε̃) ≥ −g(ε, ε̃, λ)

∫ +∞

Tε,ε̃

e−λsQ(s)ds > 0.

D’où la contradiction.

Remarque La persistance uniforme aura lieu s’il existe un ε1 > 0 tel que

lim inf
t→+∞

|Q(t)| ≥ ε1.

Le théorème 4.4.1 nous fournit la persistance faible des solutions, c’est-à-dire
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lim supt→+∞ |Q(t)| ≥ ε pour un epsilon suffisamment petit ε > 0. En utilisant le

théorème 1 dans [17], on peut passer à la persistance uniforme (voir aussi

[2, 3] pour une démonstration similaire). Alors, pour toutes conditions initiales

positives, il existe un ε1 > 0 tel que

lim inf
t→+∞

|Q(t)| ≥ ε1, lim
t→+∞

|D(t)| = K

κ
> 0 et lim

t→+∞
|P (t)| = K

v
> 0.

Donc, sous la condition (4.12), les solutions du système (4.2) sont uniformé-

ment persistantes.

�

4.5 Stabilité asymptotique locale de l’équilibre

positif et bifurcation de Hopf

Nous concentrons maintenant sur la stabilité asymptotique de l’équilibre

positif (Q?, D?, P ?) du système (4.2). Afin d’étudier la stabilité asymptotique

locale du point d’équilibre positif, nous écrivons l’équation caractéristique

donnée par la formule suivante

∆(λ, τ) = det(λI −M1 − e−λτN1) = 0,

où

M1 =


−γ − k0(η1 + η2)− r(P ?)− (1− η1 − η2)(β(Q?) + β′(Q?)Q?) 0 −r′(P ?)Q?

0 −κ 0

0 κ −v


et

N1 =


e−γτ [2(1− η1 − η2)(β(Q?) + β′(Q?)Q?) + k0η1] 0 0

0 0 0

0 0 0

 .
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L’équation caractéristique ∆(λ, τ) = 0 devient

∆(λ, τ) = (λ+ κ)(λ+ v) (λ+ γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ)

+r(P ?)− e−λτe−γτ (k0η1 + 2ᾱ(τ))
)

= 0,

avec

ᾱ(τ) := (1− η1 − η2)(β(Q?) + β′(Q?)Q?).

Nous rappelons qu’un point d’équilibre est localement asymptotiquement

stable si toutes les racines de l’équation caractéristique associée ont une

partie réelle strictement négative, et instable s’il existe au moins une racine

avec partie réelle positive. Puisque les paramètres κ et v sont positifs, nous

allons considérer l’équation

D(λ, τ) = λ+ γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)− e−λτe−γτ (k0η1 + 2ᾱ(τ)) = 0. (4.27)

Tout d’abord, nous vérifierons que λ = 0 n’est pas une racine de D(λ, τ).

Proposition 4.5.1 λ = 0 n’est pas une racine de l’équation caractéristique

associée à l’équilibre positif.

Preuve Supposons que λ = 0 est une racine de l’équation caractéristique.

Ensuite, nous obtenons

D(0, τ) = γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)− e−γτ (k0η1 + 2ᾱ(τ)).

Ainsi

D(0, τ) = γ + k0η1(1− e−γτ ) + k0η2 + r(P ?) + ᾱ(τ)(1− 2e−γτ ),

= γ + r(P ?) + k0η1(1− e−γτ ) + k0η2,

+(1− 2e−γτ )(1− η1 − η2)β′(Q?)Q?

+(1− 2e−γτ )(1− η1 − η2)

[
γ + k0(η1 + η1)− k0η1e

−γτ + r(P ?)

(2e−γτ − 1)(1− η1 − η2)

]
,

= (1− 2e−γτ )(1− η1 − η2)β′(Q?)Q?.

L’existence du point d’équilibre positif implique que 1 − 2e−γτ < 0 et comme

β est une fonction décroissante. Alors D(0, τ) > 0, c’est-à-dire λ = 0 n’est pas

77



CHAPITRE 4. UN MODÈLE MATHÉMATIQUES À RETARD DE LA
LEUCÉMIE MYLOIDE CHRONIQUE AVEC TRAITEMENT

une racine pour (4.27).

�

A présent, nous étudions les signes des racines de D(λ, τ), donné par (4.27).

Dans le lemme suivant, nous montrons la stabilité à τ = 0.

Lemme 4.5.1 Pour τ = 0, le Point d’équilibre (Q?, D?, P ?) est localement asymp-

totiquement stable pour le système (4.2).

Preuve Supposons que τ = 0. Alors , nous avons

D(λ, 0) = λ+ γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(0) + r(P ?)− (k0η1 + 2ᾱ(0)),

= λ+ γ + k0η2 + r(P ?)− ᾱ(0).

La seule solution de l’équation D(λ, 0) = 0 est donnée explicitement par,

λ = −(γ + k0η2 + r(P ?)− ᾱ(0)),

= − [γ + k0η2 + r(P ?)− (1− η1 − η2)β′(Q?)Q? − γ − k0(η1 + η2) + k0η1 − r(P ?)] ,

= (1− η1 − η2)β′(Q?)Q? < 0.

Nous concluons que le point d’équilibre E1 est localement asymptotique-

ment stable pour τ = 0.

�

Cet lemme implique qu’il existe τ̂ ∈ (0, τmax), pour lequel (Q?, D?, P ?) est loca-

lement asymptotiquement stable pour tous les τ ∈ [0, τ̂). A présent Cherche-

rons les racines purement imaginaires iω, avec ω > 0. Dans ce cas, l’équation

caractéristique (4.27) devient

iω + γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)− e−iωτe−γτ (k0η1 + 2ᾱ(τ)) = 0. (4.28)

En séparant la partie réelle et imaginaire de l’équation (4.28), nous obtenons e−γτ cos(ωτ) (2ᾱ(τ) + k0η1) = γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?),

e−γτ sin(ωτ) (2ᾱ(τ) + k0η1) = −ω.
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Cela nous mène à
cos(ωτ) =

γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)

e−γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)
,

sin(ωτ) =
−ω

e−γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)
.

(4.29)

Remarque Si τ = 0, alors la seconde équation du système (4.29) ne peut pas

être satisfaite et aucune racine purement imaginaire iω, ne peut exister avec

ω > 0.

On additionne les carrés des deux membres du système précédent (4.29) on

obtient

ω2 = e−2γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)2 − (γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?))2

=
[
e−γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)− (γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?))

]
[
e−γτ (2ᾱ(τ) + k0η1) + (γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?))

]
= [ᾱ(τ)(2e−γτ − 1) + k0η1(e−γτ − 1)− (γ + k0η2 + r(P ?)]

[ᾱ(τ)(2e−γτ + 1) + k0η1(e−γτ + 1) + (γ + k0η2 + r(P ?)]

= [(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1)β′(Q?)Q? + γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ

+r(P ?) + k0η1(e−γτ − 1)− (γ + k0η2 + r(P ?)]

[ᾱ(τ)(2e−γτ + 1) + k0η1(e−γτ + 1) + (γ + k0η2 + r(P ?)]

= [(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1)β′(Q?)Q?]

[ᾱ(τ)(2e−γτ + 1) + k0η1(e−γτ + 1) + (γ + k0η2 + r(P ?)].

Observons que la condition 2e−γτ − 1 > 0 implique que

(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1)β′(Q?)Q? < 0.

En conséquence, pour l’existence de ω > 0, il est nécessaire d’avoir

k0η1(e−γτ + 1) + (γ + k0η2 + r(P ?)) < −ᾱ(τ)(2e−γτ + 1). (4.30)

Le lemme suivant est un résultat direct des arguments ci-dessus.
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Lemme 4.5.2 Si la condition (4.30) n’est pas satisfaite pour tout τ ∈ [0, τmax),

alors toutes les racines de l’équation (4.27) ont une partie réelle négative et

l’équilibre (Q?, D?, P ?) est localement asymptotiquement stable pour tous les

τ ∈ [0, τmax).

Supposons maintenant qu’il existe un seuil τ̃ ∈ (0, τmax), tel que , pour tout

τ ∈ (0, τ̃),
k0η1(e−γτ + 1) + (γ + k0η2 + r(P ?)) < −ᾱ(τ)(2e−γτ + 1),

2ᾱ(τ) + k0η1 < 0.

(4.31)

Le seuil τ̃ peut être choisi de telle sorte que l’une des inégalités dans (4.31)

devient une égalité comme dans la figure 4.2. Considérons maintenant la
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FIGURE 4.2 – Les fonctions K1(τ) = k0η1(e−γτ + 1) + (γ + k0η2 + r(P ?)), K2(τ) =

−ᾱ(τ)(2e−γτ + 1) et K3(τ) = 2ᾱ(τ) + k0η1 tracées dans l’intervalle [0, 2], avec les para-
mètres n = 5, θ = 1, γ = 0.2, β0 = 3, k0 = 1.5, η1 = 0.01, η2 = 0.01, v = 0.0412, K = 200,
x0 = 2.5 × 104, R0 = x0/25, P0 = 0.5, m = 3. l’intersection de K1(τ) et K2(τ) aura lieu
lorsque τ̃ = 1.58.

fonction ω̃ : (0, τ̃)→ (0,+∞) définit par

ω̃(τ) :=
(
e−2γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)2 − (γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?))2) 1

2 . (4.32)

Nous remarquons que, pour τ ∈ (0, τ̃),

sin(ωτ) =
−ω

e−γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)
> 0. (4.33)
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De (4.29) et (4.33), nous déduisons que pour chaque τ ∈ [0, τ̃), il existe un

unique Θ(τ) ∈ [0, 2π[ solution du système,


cos(Θ(τ)) =

γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)

e−γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)
,

sin(Θ(τ)) =
−ω̃(τ)

e−γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)
.

(4.34)

Donc, Θ(τ) ∈]0, π[ et il est donné par

Θ(τ) = arccos

(
γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)

e−γτ (2ᾱ(τ) + k0η1)

)
.

A présent, la résolution du système (4.34) est équivalente à trouver τ ∈ [0, τ̃)

tel que

τ ω̃(τ) = Θ(τ) + 2kπ, k ∈ N, (4.35)

avec ω̃ est donné par (4.32). La résolution de l’équation (4.35) est équivalente

à résoudre l’équation suivante

Sk(τ) := τ − 1

ω̃(τ)
(Θ(τ) + 2kπ) = 0, k ∈ N, τ ∈ [0, τ̃) . (4.36)

Nous pouvons discuter l’existence des racines de Sk selon ses propriétés.

Nous avons le résultat suivant (voir Figure 4.3).

Lemme 4.5.3 Les fonctions Sk données par (4.36) vérifient les propriétés sui-

vantes, pour tout k ∈ N et τ ∈ [0, τ̃),

Sk(0) < 0, Sk+1 < Sk et lim
τ→+τ̃

Sk(τ) = −∞.

Par conséquent, si aucune racine de Sk n’est un extremum local, alors le

nombre des solutions de l’équation Sk = 0, pour k ∈ N, sur l’intervalle τ ∈

[0, τ̃) est pair. A partir du lemme précédent, nous concluons que si une

fonction Sk n’a pas de racine sur l’intervalle [0, τ̃), alors toutes les fonctions

Sj, avec j > k, n’ont pas de racines sur [0, τ̃). Par conséquent, nous avons la

proposition suivante.

Proposition 4.5.2 Supposons qu’il existe un τ̃ ∈ (0, τmax) tel que la condition

(4.30) est vérifiée sur [0, τ̃). Si la fonction S0, donnée par (4.36), n’as pas
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FIGURE 4.3 – Les fonctions S0, S1 et S2 pour les paramèteres sont donnés par
n = 5, θ = 1, γ = 0.2, β0 = 4, k0 = 1.5, η1 = 0.01, η2 = 0.01, v = 0.0412, K = 200,
x0 = 2.5 × 104, R0 = x0/25, P0 = 0.5, m = 3. On peut remarquer qu’on a quatre
racines à τ1 = 0.089, τ2 = 0.6, τ3 = 1.86 et τ4 = 1.98.

de racine sur l’intervalle [0, τ̃), alors le point d’équilibre positif (Q?, D?, P ?) du

système (4.2) est localement asymptotiquement stable pour tout τ ∈ [0, τmax).

À présent, supposons que S0 admet au moins une racine positive, sur l’in-

tervalle [0, τ̃). Soit τ̄ ∈ (0, τ̃) la plus petite racine de la fonction S0. Alors,

(Q?, D?, P ?) est localement asymptotiquement stable pour tout τ ∈ [0, τ̄) et

devient instable quand τ = Barτ . Un nombre fini de changement de stabilité

peut se produire lorsque τ augmente et passe par les racines des fonctions

Sk (Voir Figure 4.3).

Dans la partie suivante, nous prouverons que l’équilibre positif (Q?, D?, P ?)

peut être déstabiliser par une bifurcation de Hopf lorsque τ augmente. Nous

devons vérifier la condition de transversalité du théorème de bifurcation de

Hopf. Nous commençons par prouver que si une racine imaginaire de l’équa-

tion caractéristique existe, alors elle est simple. Ce qui est démontré dans

le résultat suivant.

Lemme 4.5.4 Si λ = iω, avec ω > 0, est une valeur propre de (4.27), alors

elle est simple.

Preuve Supposons par absurde que λ = iω n’est pas une valeur propre

simple pour l’équation caractéristique (4.27). Alors, λ = iω est une solution
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des équations suivantes

D(λ, τ) = 0 et
∂D

∂λ
(λ, τ) = 0.

Ainsi,
λ+ γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)− e−λτe−γτ (η1k0 + 2ᾱ(τ)) = 0,

1 + τe−λτe−γτ (η1k0 + 2ᾱ(τ)) = 0.

(4.37)

Le système (4.37) est équivalent à


e−λτe−γτ =

λ+ γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)

η1k0 + 2ᾱ(τ)
,

e−λτe−γτ =
−1

τ(η1k0 + 2ᾱ(τ))
.

(4.38)

Les deux équations du système (4.38) mènent à

τλ+ [γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)] τ + 1 = 0.

Par conséquent, pour τ > 0,

λ = − [γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?)] τ + 1

τ
∈ R.

Cela est contradictoire avec le fait que λ est une racine purement imaginaire.

Donc on conclut que si λ est une valeur propre purement imaginaire alors

elle est simple.

�

Comme τ̄ est la plus petite racine de S0, alors l’équation caractéristique ad-

met des racines purement imaginaires ±iω̃(τ̄), avec ω̃ est définit par (4.32).

La stabilité de l’équilibre positif passe de l’état stable à l’instable lorsque τ

passe par τ̄ .

De la même manière utilisée dans [7], nous réécrivons l’équation caracté-

ristique (4.27) sous la forme suivante

D(λ, τ) := A(λ, τ) +B(λ, τ)e−λτ = 0.
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Nous définissons la fonction

H(ω, τ) =|A(iω, τ)|2−|B(iω, τ)|2.

Ainsi,

H(ω, τ) = ω2 + (γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?))2 − e−2γτ (k0η1 + 2ᾱ(τ))2.

Soit λ(τ) une racine de l’équation (4.27) tel que λ(τ̄) = iω(τ̄). Le théorème

de la bifurcation Hopf dit qu’une bifurcation de Hopf peut se produire à

l’équilibre (Q?, D?, P ?) quand τ = τ̄ sous la condition suivante

sign

[(
dRe(λ(τ))

dτ

)
τ=τ̄

]
> 0.

Nous définissons la fonction h qui est donnée explicitement par

h(ω2, τ) = H(ω, τ).

Pour z = ω2, nous obtenons

h(z, τ) = z + (γ + k0(η1 + η2) + ᾱ(τ) + r(P ?))2 − e−2γτ (k0η1 + 2ᾱ(τ))2.

De [7], Nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.5.3 La condition de transversalité peut se réduire à

sign

[(
dRe(λ(τ))

dτ

)
τ=τ̄

]
= sign

(
dS0(τ̄)

dτ

)
.

Preuve Puisque
∂h

∂z
(z(τ̄), τ̄) = 1, alors de [7] nous déduisons que

sign

[(
dRe(λ(τ))

dτ

)
τ=τ̄

]
= sign

(
∂h

∂z
(z(τ̄), τ̄)

)
sign

(
dS0(τ̄)

dτ

)
= sign

(
dS0(τ̄)

dτ

)
.

�

Le théorème suivant énonce la stabilité de l’équilibre positif et l’existence

des solutions périodiques à travers la bifurcation de Hopf.
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Proposition 4.5.4 Supposons que (4.12) et (4.31) sont vérifiées. Si S0(τ) ad-

met au moins une racine positive dans l’intervalle (0, τ̃), Alors le point d’équi-

libre positif (Q?, D?, P ?) est localement asymptotiquement stable pour τ ∈ [0, τ̄),

avec τ̄ est la plus petite racine de S0(τ) sur l’intervalle (0, τ̃). Et (Q?, D?, P ?)

perd sa stabilité lorsque τ = τ̄ . Un nombre fini de changement de stabilité

peut se produire lorsque τ passe par les racines des fonctions Sk. De plus, si

dS0(τ̄)

dτ
> 0,

alors une bifurcation de Hopf est possible à (Q?, D?, P ?) pour τ = τ̄ .

Le théorème suivant résume le résultat traitant la stabilité asymptotique de

l’équilibre positif du système (4.2) (Voir Figure 4.4).

Théorème 4.5.1 Supposons que la condition (4.12) est satisfaite

1. Si (4.30) n’est pas satisfaite pour tout τ ∈ [0, τmax), alors le point d’équi-

libre positif (Q?, D?, P ?) est localement asymptotiquement stable pour

tout τ ∈ [0, τmax).

2. Supposons qu’il existe τ̃ ∈ (0, τmax) tel que (4.30) (ou de la même ma-

nière, supposons que (4.31)) est vérifiée pour chaque τ ∈ [0, τ̃), alors les

propositions suivantes sont satisfaites :

* Si la fonction S0(τ), donnée par (4.36), n’a pas de racine dans l’in-

tervalle [0, τ̃), alors le point d’équilibre positif du système (4.2) est

localement asymptotiquement stable pour tout τ ∈ [0, τmax).

** Si S0(τ) admet au moins une racine dans l’intervalle [0, τ̃), alors

(Q?, D?, P ?) est localement asymptotiquement table pour τ ∈ [0, τ̄),

avec τ̄ est la plus petite racine de S0(τ) on (0, τ̃) et une bifurcation de

Hopf bifurcation se produit en (Q?, D?, P ?) pour τ = τ̄ si et seulement

si
dS0(τ̄)

dτ
> 0.
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FIGURE 4.4 – La stabilité est l’instabilité de l’équilibre positif, avec n = 5, θ = 1,
γ = 0.2, β0 = 4, k0 = 1.5, η1 = 0.01, η2 = 0.01, v = 0.0412, K = 200, x0 = 2.5 × 104,
r0 = x0/25, P0 = 0.5, m = 3 et les conditions initiales D(0) = 0.9, P (0) = 0.9, Q(t) = 1
for t ∈ [−τ, 0]. Dans Fig. (a) (resp. (b), (c) et (d)), on prend τ = 1.98 (resp. 1.86, 0.6 et
0.089).

4.6 Etude de modèle pour q 6= 0

Dans la deuxième partie de ce chapitre nous nous intéressons au modèle

(4.1), pour le cas q ∈ (−1, 0). D’abord nous démontrons que le modèle est

bien posé, c’est-à-dire démonter l’existence d’une solution unique positive,

et bornée.

4.6.1 Existence et unicité des solutions positives et bor-

nées

Proposition 4.6.1 Le modèle (4.1), pour le cas q ∈ (−1, 0) admet une solution

unique.

Preuve Le système (4.1), est complété par les conditions initiales (4.3).

L’existence et l’unicité des solutions est un résultat direct du théorème 2.3

[18].

�
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Proposition 4.6.2 Toutes solutions du système (4.1) sont positives et bor-

nées pour des conditions initiales positives.

Preuve La positivité peut être démontrer d’une façon similaire de la dé-

monstration de la proposition (4.1.1). Pour démontrer la borne des solu-

tions, pour tout t ∈ [0, T ), on a

Q(t) = e−γtQ(0)− (1− η1 − η2)

∫ t

0

e−γ(t−s)β(Q(s))Q(s)ds

+2(1− η1 − η2)e−γτ
∫ t

0

e−γ(t−s)β(Q(s− τ))Q(s− τ)ds

+η1k0e
−γτ
∫ t

0

e−γ(t−s)Q(s− τ)ds−
∫ t

0

e−γ(t−s)r̃q(P )Qq+1ds

≤ e−γtQ(0) + 2(1− η1 − η2)e−γτ
∫ t

0

e−γ(t−s)β(Q(s− τ))Q(s− τ)ds

+η1k0e
−γτ
∫ t

0

e−γ(t−s)Q(s− τ)ds.

Par suite

Q(t) ≤ e−γtQ(0) + 2(1− η1 − η2)e(−γ+γ)τe−γt
∫ t−τ

−τ
eγθβ(Q(θ))Q(θ)dθ

+η1k0e
−(γ+γ)τe−γt

∫ t−τ

−τ
eγθQ(θ)dθ.

≤ Q(0) + 2(1− η1 − η2)e(−γ+γ)τβ(0)

∫ t−τ

−τ
eγθQ(θ)dθ

+η1k0e
−(γ+γ)τ

∫ t−τ

−τ
eγθQ(θ)dθ.

≤ Q(0) +

∫ t

−τ
UeγθQ(θ)dθ

avec

U = [2(1− η1 − η2)e(−γ+γ)τβ(0) + η1k0e
−(γ+γ)τ ].

En utilisant le lemme de Gronwall, on conclut que

Q(t) ≤ Q(0) exp(

∫ t

−τ
U eγθdθ).

De plus,

Q(t) ≤ Q(0) exp

[
U(eγT − e−γτ )

γ

]
.

On déduit alors que toutes les solutions du système (4.1) sont bornées.

�
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4.6.2 Existence des points d’équilibre

Le but de cette section est d’établir les points d’équilibre du système (4.1)

et les conditions de leur existence.

Pour cela nous considérons une normalisation du paramètre θ, c’est-à-dire

θ = 1, dans ce cas notre système devient :

Q̇ = −γQ− η1k0Q− η2k0Q− (1− η1 − η2)β0
Q

1 +Qn

+2(1− η1 − η2)e−γτβ0
Q(t− τ)

1 + (Q(t− τ))n
+ η1k0e

−γτQ(t− τ)− r̃q(P )Qq+1,

Ḋ = −κD +K,

Ṗ = −vP + κD,

(4.39)

Notons qu’un point (Q̄, D̄, P̄ ) est un point d’équilibre pour (4.39), s’il vérifie

le système suivant :

[
−γ − η1k0 − η2k0 − (1− η1 − η2)β0

1

1 +Qn
− r̃q(P̄ )Q̄q

+2(1− η1 − η2)e−γτβ0
1

1 + Q̄n
+ η1k0e

−γτ
]
Q̄ = 0, (4.40)

−κD̄ +K = 0, (4.41)

−vP̄ + κD̄ = 0, (4.42)

L’unique solution du sous système (4.41)−(4.42) est donnée explicitement

par

D̄ =
K

κ
, P̄ =

K

v
. (4.43)

De la première équation du système précédent nous distinguons deux cas,

soit Q = 0, dans ce cas nous aurons le point d’équilibre trivial du système

(4.39), E0 = (0, D̄, P̄ ) qui existe toujours.

Dans le deuxième cas on a

−γ − k0(η1 + η2) + η1k0e
−γτ +

β0(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1)

1 +Qn
− r̃q(P̄ )Q̄q = 0.

Par suite on a

β0(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1)

1 +Qn
= γ + k0η1(1− e−γτ ) + k0η2 + r̃q(P̄ )Q̄q. (4.44)
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Nous remarquons que la partie droite de l’équation (4.44) est strictement

positive, donc pour avoir des points d’équilibre positifs, il est nécessaire de

satisfaire la condition suivante.

(2e−γτ − 1) > 0. (4.45)

On définit la fonction F par

F (Q) := a1Q
n+q + a2Q

n + a1Q
q + (a2 − a3), (4.46)

avec :

a1 = r̃(P̄ ) > 0,

a2 = γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ = γ + k0η1(1− e−γτ ) + k0η2) > 0, (4.47)

a3 = β0(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1) > 0.

Supposons à présent que (4.45) est satisfaite, et que

2a1 + 2a2 ≤ a3. (4.48)

Lemme 4.6.1 Sous les conditions (4.45) et (4.48), l’équation (4.44) admet

deux solutions distinctes tel que Q∗1 < 1 et 1 ≤ Q∗2 (Ou Q∗1 ≤ 1 < Q∗2).

Preuve Tant que les solutions Q(t) du système (4.39) sont positives, la ré-

solution de l’équation (4.44) revient à trouver les zéros de la fonction F .

En effet, par (4.47), l’équation (4.44) devient

a3

1 +Qn
= a2 + a1Q

q,

a3 = (a2 + a1Q
q)(1 +Qn),

a1Q
n+q + a2Q

n + a1Q
q + (a2 − a3) = 0.

Nous rappelons que pour une équation d’ordre n, le produit des solutions
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est égal au terme constant, pour cela nous supposons que

a2 − a3 > 0. (4.49)

Cherchons les zéros de F , la dérivé de cette fonction est donnée par

F ′(Q) = (n+ q)a1Q
n+q−1 + na2Q

n−1 + qa1Q
q−1

= Qq−1[(n+ q)a1Q
n + na2Q

n−q + qa1]

= Qq−1G(Q),

avec

G(Q) := (n+ q)a1Q
n + na2Q

n−q + qa1. (4.50)

Puisque on cherche des solutions strictement positives, donc F ′(Q) = 0,

implique que G(Q) = 0.

G′(Q) = n(n+ q)a1Q
n−1 + n(n− q)a2Q

n−q−1 ≥ 0.

G est croissante sur (0,+∞), de plus

lim
Q→0

G(Q) = qa1 < 0, et lim
Q→+∞

= +∞,

alors il existe une unique solution α de l’équation G(Q) = 0, tel que G(α) = 0,

et par conséquence F ′(α) = 0.

Q

F (Q)

0 α +∞

a2 − a3a2 − a3

F (α)F (α)

+∞+∞

Remarque De la table de variation précédente, on peut déduire que l’exis-

tence des solutions de l’équation F (Q) = 0 dépend du signe de F (α). Donc on

distingue trois cas.

1. Si F (α) > 0, l’équation F (Q) = 0 n’admet pas de solution.
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2. Si F (α) = 0, alors α est l’unique solution de l’équation F (Q) = 0.

3. Si F (α) < 0, l’équation F (Q) = 0 admet deux solutions distincts tel que

Q∗1 < α < Q∗2.

On a

F (1) = 2a1 + 2a2 − a3.

Notons que si F (1) < 0, il est clair que G(α) < 0 (puisque α est un minimum

pour la fonction F ). Sous la condition (4.48), on a F (1) ≤ 0, donc on peut

déduire que l’équation F (1) = 0 admet deux solutions distinctes Q∗1 et Q∗2 tel

que Q∗1 < 1 ≤ Q∗2. (Ou Q∗1 ≤ 1 < Q∗2)

En particulier lorsque 2a1 + 2a2 = a3, on aura Q∗2 = 1. (Ou Q∗1 = 1).

�

Posons

τmaxq =
1

γ
ln

(
2k0η1 + 2β0(1− η1 − η2)

2r̃(P̄ ) + β0(1− η1 − η2) + 2(γ + k0(η1 + η2))

)
, (4.51)

et on a le résultat suivant.

Proposition 4.6.3 Si 0 ≤ τ < τmaxq, alors le système (4.39), admet deux

points d’équilibre non triviaux E1 = (Q∗1, D
∗, P ∗) et E2 = (Q∗2, D

∗, P ∗) tel que

Q∗1 < 1 et 1 ≤ Q∗2.

Preuve Nous rappelons que les points d’équilibre du système vérifient les

équations (4.40)−(4.42), On a déjà démontré que (4.41)−(4.42) admet une

seule solution (D∗, P ∗) qui est donnée par (4.43).

De plus du lemme 4.6.1, nous concluons que sous la condition (4.48) et

(4.45), le système (4.39) admet deux point d’équilibre E1 = (Q∗1, D
∗, P ∗) et

E2 = (Q∗2, D
∗, P ∗). La condition (4.48) aura lieu seulement si τ ∈ [0, τmaxq) avec

τmaxq est définit par (4.51).

En effet, en remplaçant les ai, i = {1, 2, 3}, par leurs valeurs, la condition

(4.48) devient

2r̃(P̄ ) + 2[γ + k0η1(1− e−γτ ) + k0η2] ≤ β0(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1).
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Par suite on a les équivalences suivantes

⇔ 2r̃(P̄ ) + 2[γ + k0η1(1− e−γτ ) + k0η2]− β0(1− η1 − η2)(2e−γτ − 1) < 0

⇔ −2k0η1e
−γτ − β0(1− η1 − η2)2e−γτ < −2r̃(P̄ )− β0(1− η1 − η2)− 2(γ + k0(η1 + η2))

⇔ −e−γτ < −2r̃(P̄ )− β0(1− η1 − η2)− 2(γ + k0(η1 + η2))

2k0η1 + 2β0(1− η1 − η2)

⇔ e−γτ >
2r̃(P̄ ) + β0(1− η1 − η2) + 2(γ + k0(η1 + η2))

2k0η1 + 2β0(1− η1 − η2)

⇔ −γτ > ln

(
2r̃(P̄ ) + β0(1− η1 − η2) + 2(γ + k0(η1 + η2))

2k0η1 + 2β0(1− η1 − η2)

)
⇔ τ <

1

γ
ln

(
2k0η1 + 2β0(1− η1 − η2)

2r̃(P̄ ) + β0(1− η1 − η2) + 2(γ + k0(η1 + η2))

)
.

Alors pour 0 < τ < τmaxq, le système admet deux point d’équilibre non tri-

viaux E1 = (Q∗1, D
∗, P ∗) et E2 = (Q∗2, D

∗, P ∗).

�

Remarque Si a1 + a2 > a3, alors E0 est l’unique équilibre pour le système

(4.39).

4.6.3 Stabilité des équilibres

Dans cette section, nous nous intéressons à la stabilité locale des équi-

libres non triviaux E1 et E2. Pour s’assurer de leurs existences nous suppo-

sons que τ ∈ [0, τmaxq], avec τmaxq est donné par (4.51). La linéarisation autour

d’un point d’équilibre Ei = (Q∗i , D
∗
i , P

∗
i ) nous donne le système suivant :

ẋ = −[γ + k0(η1 + η2) + β0(1− η1 − η2)ᾱ(τ) + a1(q + 1)(Q∗i )
q]Q

+e−γτ [2β0(1− η1 − η2)ᾱ(τ) + k0η1].Qτ − r′q(P ∗)(Q∗i )q+1P,

Ḋ = −κD,

Ṗ = −vP + κD.

Avec ᾱ(τ)i = β(Q∗i ) + Q∗iβ
′(Q∗i ), cela nous permet de définir l’équation carac-

téristique par

∆i(λ, τ) = det(λI −Mi − e−λτNi) = 0, (4.52)
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avec

Mi =


−γ − k0(η1 + η2)− β0(1− η1 − η2)ᾱ(τ)− b(q + 1)Q∗qi 0 −r′(P ∗)Q∗q+1

i

0 −κ 0

0 κ −v


et

Ni =


e−γτ [2β0(1− η1 − η2)ᾱ(τ) + k0η1] 0 0

0 0 0

0 0 0

 .

L’équation (4.52) peut se réduire à la forme suivante

(λ+ κ)(λ+ v)Di(λ, τ) = 0,

où

Di(λ, τ) = λ+ γ + k0(η1 + η2) + β0(1− η1 − η2)ᾱ(τ) + bq(1 + q)(Q∗i )
q

−e−γτ (2β0(1− η1 − η2)ᾱ(τ) + k0η1)e−λτ .
(4.53)

Puisque les paramètres κ et v sont positifs, alors la stabilité de Qi, i = 1, 2

dépend de Di(λ, τ).

L’équation (4.53) peut s’écrire sous la forme

Di(λ, τ) = λ+ Ai(τ)−Bi(τ)e−λτ = 0, (4.54)

avec

Ai(τ) := γ + k0(η1 + η2) + β0(1− η1 − η2)ᾱ(τ) +
bq(1 + q)

Q∗pi
,

et

Bi(τ) := e−γτ (2β0(1− η1 − η2)ᾱ(τ) + k0η1).

Considérons l’hypothèse suivante :

2(γ + k0(η1 + η2) + a1 − k0η1) < β0(1− η1 − η2) <
2nk0η1

(n− 1)2
. (4.55)

Commençons par la stabilité de E1 = (Q∗1, D
∗, P ∗). Le concept fondamental

de cette démonstration est de déterminer les signes de B1(τ) et A1(τ)−B1(τ).
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On a
A1(τ)−B1(τ) = γ + k0(η1 + η2)− k0η1e

−γτ

−β0(1− η1 − η2)β2(2e−γτ − 1) +
a1(1 + q)

Q∗p1

= a2 − a3β2 +
a1(1 + q)

Q∗p1

= a2 − a3
1 +Q∗n1 (1− n)

(1 +Q∗n1 )2
+
a1(1 + q)

Q∗p1

= a2 −
a3

1 +Q∗n1
+

a3nQ
∗n
1

(1 + x∗n)2
+

a1

Q∗p1
− a1p

Q∗p1
.

Puisque F (Q∗1) =
a3

1 +Q∗n1
− a2 −

a1

Q∗p1
= 0, avec F est donnée par (4.46), on a

alors

A1(τ)−B1(τ) =
a3nQ

∗n
1

(1 +Q∗n1 )2
− a1p

Q∗p1

=
a3nQ

∗n
1

(1 +Q∗n1 )2
− pa3

1 +Q∗n1
+ pa2

=
pa2Q

∗2n
1 + [a3(n+ q) + 2pa2]Q∗n1 + q(a3 − a2)

(1 +Q∗n1 )2
. (4.56)

De plus

A1(τ)−B1(τ) = a2p
(Q∗n1 − ξn)(Q∗n1 + ξn1 )

(1 +Q∗n1 )2
,

avec

ξn =

√
∆∗ − a3(n+ q)− 2a2p

2a2p
, ξn1 =

√
∆∗ + a3(n+ q) + 2a2p

2a2p
et ∆∗ = a2(n+q)2+4a3npa2.

Proposition 4.6.4 Si τ ∈ [0, τmaxq], alors Q∗1 < ξ < 1.

Preuve Puisque n ≥ 2 et a3 > a2 (condition (4.49)) , nous déduisons que

0 < ξ < 1. Alors démontrer que Q∗1 < ξ est équivalent à démontrer que

F (ξ) > 0 pour tout a1 ∈ (0, a3
2
− a2].

A présent, supposons qu’il existe b ∈ (0, a3
2
− a2] tel que F (ξ) = 0 for a1 = b,

alors en utilisant (4.46) et (4.50), on aura G(ξ) = 0, pour a1 = b. c’est-à-dire

ξp[−a2ξ
n + a3 − a2]− bξn − b = 0. De plus

ξp =
bξn + b

−a2ξn + a3 − a2

. (4.57)
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Si a1 = b, l’équation (4.57) nous donne

G(ξ) =− a2(n+ p)ξn − nbξn[−a2ξ
n + a3 − a2]

bξn + b
+ p(a− a2)

=− a2pξ
2n + [a3(n+ q) + 2pa2]ξn + q(a3 − a2)

ξn + 1
.

Par conséquent de l’équation (4.56), on déduit que pour a1 = b, on a G(ξ) = 0,

cela implique que pour a1 = b, on a ξ = α. Alors 0 = F (ξ) = F (α) > 0 pour

a1 = b, ce qui est contradictoire. De plus, on déduit que F (ξ) 6= 0 pour tout

a1 ∈ (0, a
2
− a2]. Donc pour tout a1 ∈ (0, a3

2
− a2[, soit on a F (ξ) < 0 ou bien

F (ξ) > 0.

Tant que F (ξ) = a3
1+ξn

− a2 > 0 pour a1 = 0, alors F (ξ) > 0 pour tout a1 ∈

(0, a3
2
− a2].

Par conséquence Q∗1 < ξ pour tout τ ∈ [0, τmaxq].

�

On a le résultat d’instabilité suivant.

Théorème 4.6.1 Sous la condition (4.55), le ponit d’équilibre E1 est instable

τ ∈ [0, τmaxq], pour le système (4.1).

Preuve Sous la condition (4.55) on a B(τ) = B1(τ) > 0, et de la Proposition

4.6.4 on aura A(τ)−B(τ) = A1(τ)−B1(τ) < 0. Ce qui nous permet de conclure

l’instabilité de E1.

�

Passons maintenant à la stabilité de l’équilibre E2 = (Q∗2, D
∗
2, P

∗
2 ). Par la pro-

position (4.6.3), on a Q∗2 > 1, alors ᾱ2(τ) = β(Q∗2) + Q∗2β
′(Q∗2) < 0. Par suite

pour tout τ ∈ [0, τmaxq], on a

A2(τ)−B2(τ) = γ + k0(η1 + η2)− k0η1e
−γτ

−β0(1− η1 − η2)ᾱ2(τ)(2e−γτ − 1) +
a1(1 + q)

Q∗p2

= a2 − a3ᾱ2(τ) +
a1(1 + q)

Q∗p2
.

Tant que β3 < 0, alors pour tout τ ∈ [0, τmaxq], avec τmaxq est donné par (4.51)

on a A2(τ)−B2(τ) > 0, et on a le résultat suivant.
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Théorème 4.6.2 Sous la conditon (4.55), le point d’équilibre E2 est locale-

ment asymptotiquement stable pour tout τ ∈ [0, τmaxq].

Preuve En utilisant une démonstration analogue à celle de la proposition

4.6.4, on déduit que B2(τ) ≥ 0. De plus, pour tout ,τ ∈ [0, τ̃ ]. A2(τ)−B2(τ) > 0,

τ ∈ [0, τ̃ ]. En utilisant les mêmes étapes utilisées dans le troisième chapitre

que dans la proposition, on déduit que toutes les solutions de l’équation ca-

ractéristique (4.54) ont une partie réelle, strictement négative. Ce qui nous

permet de conclure que pour tout τ ∈ [0, τ̃ ], le point d’équilibre E∗2 est loca-

lement asymptotiquement stable.

�

4.7 Conclusion

Lors de ce chapitre, nous étudions un modèle mathématique avec retard

de leucémie aigüe avec traitement. Nous avons commencé par le cas q = 0,

où on a démontré que le modèle est bien posé (existence et unicité d’une so-

lution positive et bornée). Ensuite, on a établi les conditions d’existence des

points d’équilibre (trivial et positive) et leurs stabilités. Nous avons prouvé

que l’équilibre trivial est globalement asymptotiquement stable si le retard

τ dépasse un certain seuil τmax. Concernant l’équilibre positif, nous avons

établi la stabilité locale et nous avons démontré qu’une bifurcation de Hopf

peut intervenir par rapport au paramètre τ . La deuxième partie est consa-

crée à l’étude du modèle dans le cas où q ∈ (−1, 0). De même nous avons

établi une étude qualitative, où les conditions d’existence des équilibres

ainsi que leurs stabilités locales ont été établies.
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Perspectives

Dans cette thèse, nous avons étudié quelques modèles mathématiques

décrivant la dynamique des cellules normales et cancéreuses pour la leucé-

mie aigüe. Dans le deuxième chapitre, le modèle mathématique est donné

par des équations différentielles ordinaires, alors qu’au troisième chapitre,

on a introduit le retard pour modéliser le temps nécessaire pour les divisions

cellulaires. Nous avons considéré aussi un modèle à retard avec traitement.

À partir des études effectuées, on s’est inspiré pour continuer dans la même

direction de recherche où d’autres problèmes restent a traiter, à savoirs,

— Les modèles avec deux retards.

— Les modèles avec impulsions.

— Les modèles avec des équations différentielles fractionnaires.

— Les modèles structurés en âge.
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