Ministére de I’Enseignement Supérieur et la Recherche Scientifique
Université Djillali Liabeés de Sidi Bel Abbés

Faculté des Sciences exactes

Département de Probabilités et Statistique

THESE DE DOCTORAT

Discipline : Mathématiques

Option : Probabilités & Statistique

Présentée par

Fatima Benziadi

Sur les propriétés du flot stochastique engendré par le

modele naturel du risque de crédit

Composition du jury

Président

Directeur de thése

Co-Directeur de thése

Examinateurs

Mr.

Mr.

Mr.

Mr.

Mr.
Mr.

M.K.Attouch

A .Kandouci

A.B.Rabhi

A .Gherriballah

T.Guendouzi
F.Madani

Professeur. Univ. de S.B.A

Professeur. Univ. de Salda

Maitre de conférences A. Univ. de S.B.A

Professeur. Univ. de S.B.A

Professeur. Université de Saida

Maitre de conférences A. Univ. de Saida



A mes chers parents qui m’ont soutenus au long de mes études,
A mon frére et mes soeurs,
A toute ma famille,

A tout mes collégues.



REMERCIEMENTS

C’est un réel plaisir pour moi d’écrire ces lignes par lesquelles je tiens & remercier
les nombreuses personnes qui ont contribué, de diverses maniéres, a ce travail.

Il m’est particuliérement agréable d’exprimer ma profonde gratitude a Monsieur
Abdeldjebbar Kandouct, je le remercie vivement pour son chaleureux intérét et
la gentillesse avec laquelle il a accepté d’étre directeur de ma thése. Je remercie
sincéerement Monsieur M.K.Attouch pour 'honneur qu’il ma fait en présidant le
jury. Je remercie vivement Monsieur A.B.Rabhi, je lui rends le respect le plus pro-
fond. Je tiens a exprimer mes remerciements & Monsieur A.Gherriballah, Monsieur
T.Guendouzi, et Monsieur F.Madani pour leur participation & mon jury. Je suis
trés honorée de leur présence.

J’adresse aussi mes remerciements a tous les enseignants du département de Ma-
thématiques ainsi qu’a tous les membres du laboratoire LMSSA de I'université de
Saida, et particuliérement & Monsieur le Doyen Oukacha Abbés, Monsieur le Chef
de département Djelloul Djebbouri et Madame Dalila Bouazza.

Merci & ma meére, mon pére, et toute ma famille de m’avoir soutenu avec beau-
coup d’affection.

C’est & Khelifa que je dois tout : sa joie de vivre, sa confiance en moi, son soutien
permanent m’a permis d’avancer dans la vie jusqu’a maintenant et je I’espére, pour

toujours.






Table des matiéres

Résumé

Summary

Liste des travaux
Introduction générale

1 Eléments de calcul stochastique
1.1 Notions sur les processus stochastiques . . . . .. ... .. ... ...
1.2 Intégration stochastique . . . . . .. .. ... ... . L.
1.2.1 Processus a variation finie . . . . .. .. ... .. ... .. ..
1.2.2  Intégrale de Stieltjes . . . . . . .. . .. ... L.
1.2.3  Construction de l'intégrale stochastique d’It6 . . . . . . . . ..
1.2.4  Formule de changement de variable : formule d’It6 . . . . . . .
1.2.5 Crochet d'un processus d’Itd . . . . . . .. .. ... ... ...
1.3 Equations différentielles stochastiques . . . . . . . . . ... ... ...
1.3.1 Inégalité de Bellman-Gronwall . . . . . . .. ... .. ... ..
1.3.2  Théoremes d’existence et d'unicité . . . . . . .. . ... ...
1.3.3 Flot stochastique . . . . .. .. ... .. ... .. ... ....

2 Modélisation du risque de crédit
2.1 Zoologie desrisques . . . . . . . ...
2.2 Enjeux . . ...
2.3 Modeles du risque de crédit . . . . ...

11

13

15
15
19
19
20
21
24
25
27
29
29
31



6 TABLE DES MATIERES

2.4 La modélisation dans le cas d’un seul défaut . . . . . . . . .. .. .. 41

3 The Application of Kolmogorov’s theorem in the one-default model 49

3.1 Introduction . . . . . . ... ... 51
3.2 The Kolmogorov’s theorem and basic lemmas . . . . ... ... ... 53
3.3 Our approach to the g-model . . . . . . . . ... ... ... ... ... 58
3.4 Conclusion . . . . . . . . 62

4 The homeomorphic property of the stochastic flow of the natural

equation in Multi-dimensional case 65
4.1 Introduction . . . . . . . . ... 66
4.2 Flow of homeomorphisms for the solution of stochastic differential
equation . . . . ... L 67
4.3 Mainresult . . . .. ... 75
4.3.1 Proof of the one to one property . . . . . . ... ... .. ... 7
4.3.2 Proof of the onto property . . . . . ... ... ... ... ... 85

Conclusion et Perspectives 95



Résumé

Les modeéles a un défaut sont largement appliqués dans la modélisation du risque
financier et dans ’évaluation du prix des produits financiers, comme les Credit default
swap. Tout d’abords, nous nous intéressons essentiellement a un modéle dit modeéle
naturel. Ce modéle est exprimé par une équation différentielle stochastiques appelée
équation naturelle, celui-ci joue un role essentiel dans ce travail, mais son application
a été soumise a une hypothése de continuité. Alors, il est important de savoir dans
quelles conditions cette hypothése est satisfaite. Donc, pour avoir ce résultat, nous
avons appliqué le lemme de Kolmogorov.

Deuxiément, sur le méme modéle et avec quelques hypothéses, nous avons étudié la
propriété d’homéomorphisme du flot stochastique engendré par 1’équation naturelle
mais dans un cas multidimensionnel. Dans cette partie, nous appliquons la théorie de

Hiroshi Kunita.
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Summary

The one-default models are widely applied in modeling financial risk and in price
valuation of financial products such as Credit default swap. Firstly, we are interested
essentially to the so-called natural model. This model is expressed by a stochastic
differential equation called g-equation, the latter plays an essential role in this work,
but its application has been submitted to a hypothesis of continuity. Then it is im-
portant to know under what conditions this hypothesis is satisfied. So, to have this
result, we applied the lemma of Kolmogorov.

Secondly, on the same model and with some assumptions, we studied the homeo-
morphism property of the stochastic flow generated by the g-equation but in a mul-

tidimensional case. In this part we apply the theory of Hiroshi Kunita.
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Introduction générale

L’étude des flots d’équations stochastiques est un outil essentiel dans la géométrie
différentielle stochastique. C’était Neveu [37], le premier qui a démontré un théoréme
de continuité de la solution X” en fonction de la valeur initiale x dans son cours
de troisiéme cycle de 1973 pour les équations du type classique gouvernées par des
termes en dB; et dt. Le résultat fondamental dans I’étude de la différentiabilité des
solutions d’une équation différentielle stochastique en fonction des conditions initiales
dit que, si 'on consideére la solution X (¢,w, ) d'une trés bonne équation différentielle
stochastique, correspondante a la valeur initiale x, il en existe une version de classe
C™ en x pour presque tout w. Ce résultat est di & Malliavin pour les équations
du type classique sur les variétés, cela constitue I'une des étapes importantes dans
sa démonstration probabiliste des résultats d’hypoellipticité. En 1979, Paul André
Meyer [35] a démontré le méme résultat dans R™ pour une équation gouvernée par

une semimartingale discontinue.

Les applications ¢;(w,.) : * — X(f,w,x) sont alors analogues au flot d’une
équation différentielle ordinaire. Dans le cas déterministe, ce flot est un groupe a
un paramétre de difféeomorphismes. Pour les équations différentielles stochastiques
générales, on ne peut espérer 'injectivité que dans le cas ou la semimartingale est
continue. Dans le cas ot il s’agit du processus de Wiener, Malliavin I’a effectivement
démontrée au moyen de l'argument naturel de retournement du temps et Bismut
a démontré la surjectivité dans le cas de R". Plus récemment (1980), le cas géné-
ral de linjectivité a été traité sans retournement du temps, d’abord l'injectivité

dite faible par Emery [19] : pour z et y distincts donnés on a p.s. pour tout t,
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X(t,w,z) # X(t,w,y). En suite l'injectivité dite forte par Kunita [29] : on a p.s.
pour tous z et y distincts et tout ¢, X(t,w,x) # X(t,w,y), et il a démontré la
surjectivité de l'application X (¢,w,.) pour t fixé (pouvant cependant dépendre de w).
En 1982, Are Uppman [17] aurait par sa méthode d’utilisation de semimartingales
exponentielles, une démonstration améliorée des résultats d’injectivité forte. Enfin,
les développements récents du sujet concernant aussi I'étude des processus de la
forme ¢;(w, Z;(w)), ou le processus Z;(w) substitué a z est une semimartingale,
Bismut [5] a montré que ce sont des semimartingales et il les a exprimés au moyen

d’une formule d’Ito trés intéressante.

Pour bien présenter mes résultats originaux, j’ai partagé la thése en quatre cha-
pitres :
Le premier chapitre, est un chapitre introductif qui présente des notions générales sur
le calcul stochastique.
En chapitre 2, on donne une bréve description du modéle de risque du crédit, plus
particulierement sur la modélisation dans le cas d’un seul défaut.
Le chapitre 3 est consacré a 1’étude de la continuité du flot stochastique engendré par
le modé¢le naturel dans le cas unidimensionnel, en appliquant le critétre de Kolmogo-
TOv.
Le chapitre 4 est destiné a I’étude de la propriété d’homéomorphisme du flot sto-
chastique du modéle naturel sous quelques hypothéses supplémentaires dans un cas
multidimmensionnel.
Enfin, je présente quelques perspectives de recherche permettant d’étendre et parfois

de généraliser les résultats de cette thése.



Chapitre 1

Eléments de calcul stochastique

L’objectif de ce chapitre est de donner les éléments nécessaires pour développer
le calcul différentiel stochastique, notament la théorie de 'intégration stochastique.
Nous établissons la formule de changement de variables dite formule d’It6 dans ce
cadre. Cette formule permet en particulier de construire d’autres processus stochas-
tiques liés au Brownien notamment les martingales. La formule d’It6 permet aussi
de donner des interprétations probabilistes a des équations aux dérivés partielles.
Nous étudierons également les équations différentielles stochastiques (EDS), en par-
ticulier I'existence et ['unicité des solutions ainsi que la régularité des trajectoires par
rapport aux différentes variables et paramétres. En particulier, nous étudions le flot

stochastique engendré par une EDS.

1.1 Notions sur les processus stochastiques

Nous rappelons tout d’abord quelques définitions et notations. La filtration donne
"I'information" dont on dispose & chaque instant t.
Définition 1.1.1. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé.

1. Une filtration est une famille croissante F = (F;,t > 0) de sous-tribus de F,
c’est a dire telle que Fs C Fy C F si s <'t.

2. On dit que la filtration F satisfait les conditions usuelles si elle est :
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e continue a droite, i.e., F; = Frp = Ngsy Fs.

e compleéte, i.e., toutes les tribus F; contiennent les ensembles négligeables, ce qui

revient & demander que P(A) = 0 entraine A € Fy.

Convention. Dans toute la suite on se donne un espace probabilisé filtré
(Q, F,F = (F;,t>0),P) et on suppose que sa filtration F satisfait les conditions
habituelles.

Définition 1.1.2. Un processus stochastique (¢ valeurs dans R?) est une famille
(X;,t > 0) de variables aléatoires X; : (Q, F) — (R4, RY).
1. Le processus stochastique (X;) est F-adapté si X; est mesurable de (2, F;) dans
(R4, R) pour tout instant t > 0.
2. L’application X (w) (pour w € Q fixé) s’appelle une trajectoire du processus.

3. Le processus stochastique (X;) est progressivement mesurable (ou progressif) si

pour tout instant s € [0,t], Uapplication (s,w) — Xy (w) est mesurable de
B([0,t]) ® F; dans (RY,RY).

4. Soit (X;) un processus stochastique. Sa filtration naturelle est (FX,t > 0) ou
FX = o(0(Xs, s € [0,t]),N) ou N désigne les ensembles négligeables. Si le
processus (X;) est continu a droite, sa filtration naturelle (F7) satisfait les

conditions habituelles.

Théoréme 1.1.1. [56] Soit (X;) un processus stochastique a valeurs dans R, adapté

et continu a droite. Alors (X;) est progressif.

Définition 1.1.3. Soient X et Y deux processus stochastiques, définis sur le méme

espace de probabilité. On dira que X est une modification de 'Y si

Vi>0 PX;=Y]=1
i.e. Yt >0, il existe une partie Ny négligeable tel que Yw € NE on ait X;(w) = Yy (w).
Définition 1.1.4. Deux processus stochastiques X et'Y sont dits indistingables si

PX,=Y, Vt>0]=1.
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i.e. 1l existe une partie N négligeable tel que Vw € N et ¥Vt > 0, on a X;(w) = Yy (w).

Dans toute la suite, on travaille sur une base stochastique satisfaisant les conditions

habituelles, modulo la relation d’équivalence :
XRY <= X et Y sont indistingables.

Définition 1.1.5. Un processus stochastique X est dit continu s’il existe N négli-
geable tel que Yw € N Uapplication t — X;(w) soit continue. De plus X est dit
continu & droite et limité & gauche (cadlag) s’il existe N négligeable tel que Yw € N¢

Uapplication t — X (w) soit continue a droite et limité a gauche. i.e.
limgy Xs(w) = Xe(w) et lim, o Xg(w) existe et est finie.

Théoréme 1.1.2. [/5] Si X et'Y sont cadlag et X est une modification de Y alors
X etY sont indistingables.

Maintenant, on présente le critére de continuité de Kolmogorov qui joue un role

important dans la suite de cette thése.

Lemme 1.1.1. [/8] Soient T un cube de R® et {X;,t € '} un processus stochastique a

valeurs réelles. Supposons qu’il existe des constantes k> 1, K > 0 et u > 0 vérifiant
E[| X, — X,|F] < K[t — s|*T#,

ou |t — s| désigne la distance euclidienne. Alors
1. X admet une version continue,
2. 1l existe des constantes 0 et 3 dépendant seulement de d, k et u et une variable

aléatoire réelle positive Y telle que

6

%
1X; — X,| < Y|t — |k <ln (ﬁ)) p.s. pour tout (t,s) € '
—s

et

E[Y*] < BK.

La notion de temps d’arrét joue un roéle crucial dans la théorie.
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Définition 1.1.6. Une variable aléatoire 7 : Q@ — [0,400] est un temps d’arrét
(relativement a la filtration (F)), ou (Fi)-temps d’arrét, si {T < t} € F; pour tout

t > 0. Si 7 est un temps d’arrét relativement o (F;), on note
F.={AeF:An{r <t} e F,Vte0,+|}

Enfin si (X;) est un processus (F;)-adapté, on note X, (w) = X;)(w) ; si le processus

(Xt) est continu a droite et adapté, X 1(;< o0y est Fr-mesurable.

Les martingales jouent un role central dans la théorie; elles ont la propriété fonda-
mentale constamment utilisée en finance : le processus (X;,t € [0, T]) est compléte-

ment déterminé par sa valeur Xt a l'instant T.

Définition 1.1.7. Un processus réel (F;)-adapté X = (Xi,t > 0) est une (Fy)-

martingale si
o E[|X;|] < +oo autrement dit X; € L'(Q) pour tout t > 0.
o E[X,|F;] = X pour tout s < t.

Si X est une (F;)-martingale telle que E(X?) < +oo pour tout t > 0, on dit que X
est une martingale de carré intégrable.

On peut définir une martingale sans filtration préalable, en demandant que ce soit
une (F7)-martingale on (F;X) est la tribu naturelle de X. Clairement, si X est une
(Fi)-martingale, c’est aussi une (F7X)-martingale.

Enfin, un processus X = (X},i = 1,...,d,t > 0) a valeurs dans R? est une (F;)-
martingale si chacune de ses composantes (X[t > 0),i = 1,...,d est une (F;)-

martingale.

Rappelons qu’une (F;)-martingale (X;) par rapport a une filtration (F;) qui satisfait
les conditions habituelles admet une modification continue a droite et limitée a gauche
(cadlag). Toutes les martingales que nous considérons seront donc continues a droite.

Le théoreme d’arrét s’étend aux martingales continues a droite.

Théoréme 1.1.3. [76/(Théoréeme d’arrét) Soit M une (F;)-martingale (continue a
droite).
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1. Soit S, T des (F;)-temps d’arrét bornés par une constante K, i.e., tels que S <
T < K. Alors My est intégrable et

E(Mr|Fs) = Ms p.s.
2. Soit T un temps d’arrét. Le processus arrété (M} t > 0) défini par
MT = My,
est encore une (Fy)-martingale.

Cette proposition justifie la définition suivante qui permet de "localiser" la notion

de martingale en introduisant une suite croissante de temps d’arrét.

Définition 1.1.8. Un processus (F;)-adapté et continu & droite M est une (Fy)-
martingale locale s’il existe une suite croissante (1,) de (F;)-temps d’arrét telle que

Tp —> 00 et M™ = (Myp,,,t > 0) est une (F;)-martingale pour tout n.

Définition 1.1.9. On dit qu’un processus stochastique B = (By,t > 0) est un mou-
vement Brownien réel si B est a accroissements indépendants, stationnaires et conti-
nues sur la base stochastique (Q,F, (F)i>0,P) ot Fy = 0(Bs,0 < s < t)VN. De plus

loi(By;) = \/%mexp(—g)dm, par suite E[B;] = 0 et Var[B;] = E[B? =t pour tout

t >0, ou Var désigne la variance.

Rappelons que les trajectoires du Brownien B sont p.s. continues, et méme Holdé-

. 1 . .
riennes d’ordre a < o mais p.s. elles ne sont pas dérivables.

1.2 Intégration stochastique

1.2.1 Processus a variation finie

Définition 1.2.1. Soit T > 0. Un processus stochastique A : [0,T] x Q@ — R tel que
Ap = 0 est dit a variation finie si P-p.s. pour tout t € [0,T]

|Al¢ := sup {Z | Ay, — Ati—l|} <+
i=1
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ou le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =ty < t; < ... <t, =t de [0,t].

|Al¢ est appelé variation de A sur [0,¢] et le processus ¢t — |A|; est appelé la

variation total de A. Il est claire que |A| est positif croissant. Si . lim |Al; < 400
—rt0o0

alors le processus A est dit & variations bornée.

Proposition 1.2.1. [/8] Tout processus a variation finie est différence de deux pro-

CESSUS CTroissants.

1.2.2 Intégrale de Stieltjes

Soit f et g deux fonctions réelles continues sur [0, +o0o[. Nous voulons donner un

sens a fo s)dg(s) comme limite de somme de Riemann i.e. le probléme peut étre

posé sous la forme suivante. Pour quelle classe de fonctions f et g peut on avoir

/ Fe)a(s) = Tin 37 F6)(aty00) = o)

ou 7, est une subdivision de taille n+ 1 de [0,¢] donnée par m, = {tr =0 <t; < ... <
ty =tn =t}7

Remarque 1.2.1. L’intégrale de Riemann correspond a g(t) =t.

Théoréme 1.2.1. [/8] Soit f une fonction continue et g une fonction & variation

finie. Lintégrale de Stieltjes de f par rapport a g est donnée par la limite suivante

lim Zf (tj+1) — g(t;)) existe et elle notée fo s)dg(s)

n—>-+oo

Nous allons maintenant caractériser les fonctions g pour les quelles nous avons :

pour toute fonction f, continue bornée

Z f(t;)(g(tjs1) — g(t;)) converge (sa limite est notée fo s)dg(s))

Le théoréme suivant di a P.A. Meyer (1985) donne la caractérisation cherchée.
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Théoréme 1.2.2. [/5] S, (f) converge pour toute fonction f, continue bornée si et

seulement si g est a variation bornée.

Corollaire 1.2.1. [/8] La trajectoire brownienne t — Bi(w) n’est pas & variation
bornée sur [a,a+t] ¥Vt > 0. i.e. le mouvement Brownien fait une infinité d’oscillations

qu’on ne peut pas controler sur |a,a + t].

Proposition 1.2.2. [/8/(Formule d’intégration par partie)
Soient {Hy,t > 0} et {Gy,t > 0} deux processus continues et a variation finie, alors

pour tout t
t t
Hth == HOG0+/ HSdGS +/ GSdHS
0 0
En revanche ["intégrale f(f H,dG, est définie w par w i.e. la variable aléatoire
(Jy HydG ) (w) := [ Hy(w)dG(w).

La proposition suivante montre que les fonctions de classe C! opérent sur les pro-

cessus 4 variation finie.

Proposition 1.2.3. [/5/(Formule de changement de variable)
Soient {A;,t > 0} un processus continu et & variation finie et F une fonction de

classe C1, alors le processus {F(A;),t > 0} est a variation finie et

FlA) = F(a0) + [ (A,

1.2.3 Construction de l'intégrale stochastique d’Ito

Soit {h(t,w),t > 0} un processus F;-adapté. Notre but est de définir une intégrale de

h par rapport a B que nous notons

[ hts.rimr = [ hisjas,
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Remarquons d’abord que si on fixe w dans €2 et si on suppose que le processus
{h(s),s > 0} est continu alors I'intégrale fg h(s,w)dBs(w) est divergente. Sinon la
trajectoire brownienne serait a variation finie. Par conséquent fg h(s)dBs sera étudié

comme une variable aléatoire i.e. (fot h(s)dBs)(w).

Il est raisonnable de commencer, dans un premier temps, par la définition de cet
objet pour les processus simples (élémentaires) et ensuite étendre la définition par
des procédés d’approximation convenable au cas général.

Un processus élémentaire est un processus de la forme

n—1

h(t,w) = Z h; (w>1]tjvtj+1]<t) pour ¢ € [0, 7]

j=1

ounl0<ty<t; <..<t,<Teth;0<j<n—1sontdes variables aléatoires.

Les processus élémentaires jouent le role des fonctions en escalier (étagées) dans

t
une intégrale de Lebesgue. Il est naturel de définir / h(s)dB; par
0

n—1

t
/ h(s)dBs = Z hj[By, . int — Bijadl-
0

j=1

Nous allons maintenant décrire la classe des processus pour laquelle l'intégrale

stochastique sera définie. On note par L?,(T') la classe des processus

h: [0, +oo[xQ — R
(s,w) — h(s,w)
telle que
1. (s,w) —> h(s,w) soit B& Fs-mesurable, ou B est la tribu borélienne de [0, +o0],
2. h(s,w) soit Fs-adapté et EfOT |h(s,w)|?ds < +oc.

Nous allons donc construire I'intégrale stochastique d’Itd6 d’un élément de L2, (T)
par rapport & un mouvement Brownien B de dimension 1.

Pour cela, soit h € L?,(T) un processus élémentaire i.e. de la forme :
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th W)Lt 1,1 (1)

Puisque h € L2,(T) les variable aléatoires hy,(w) doivent étre F; -mesurable et par

suite

t n—1
/ h(S)dBS = Z htj (Btj+1/\t — Btj/\t)'
0 j=1

et la v.a. (fot h(s)dBs)(w) est donnée par z;:ll by, (w)(By,,, (w) — By, (w)).

Lemme 1.2.1. [/5] Si h est un processus élémentaires borné et appartenant a L2,(T).
Alors

L E/OT h(s)dB, = 0 ¢t E </OT h(s)st>
2 E (/OT h(s)dB, /OTg(s)dBS) :E/OT h(s)g(s)ds.

t
3. Le processus M; := / h(s)dBs est une F;-martingale.
0

2

_E /0 S h(s)2ds.

2

t
—/ h*(s)ds est une F;-martingale.

t
4. Le processus Ny := [/ h(s)stl
0 0

La propriété (2) est appelé propriété d’isométrie.

Quelques propriétés de l’intégrale stochastique.
e Soient h et g deux élément de L?,(T) et soit 0 < s <7 < t. Alors
L. ["h(w)dB, = [T h(u)dB, + [ h(u)dB,;

2. fot[ah(s) + bg(s)]dB;s = afo s)dB; + bfo B (ol a et b sont des

constantes).

o Les processus { [ h(s)dBs,t > 0} et {[[5 h(s)dB,)> — [, h*(s)ds,t > 0} sont des

martingales continues.
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Proposition 1.2.4. [/5] Soit h un élément de L?,(T) tel que |h(t,w)] < C, (C ne
dépends ni de t ni de w). Alors le processus t — fg h(s)dBs admet une version

continue. Plus précisément une version holderienne d’ordre a < %

La preuve de cette proposition résulte immédiatement du critére de Kolmogorov

énoncé précédemment.

Inégalité maximale

On a souvent besoin de majorations de 'intégrale stochastique. L’inégalité dite de

/Ot h(s)dB,| | <4E [/OT |h(s)|2ds],

pour tout h € L?,(T). De plus si h € L?,(T) tel que E[fOT |h(s)|*ds]

pour tout p > 1 nous avons
t T £
/ h(s)dBs </ |h(s)|2ds> ] :
0 0

Elle est appelé inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (BDG).

Doob est trés utile

2

E | sup

0<t<T

D .
2 est fini alors

p] < C(T,p)E

E{sup

0<t<T

1.2.4 Formule de changement de variable : formule d’It6

Dans ce paragraphe nous allons donner la formule d’It6 qui correspond a l'inté-
grale stochastique d’It6. Soit C1?([0, 7] x R, R) I'ensemble des fonctions f définies sur
[0, 7] x R et a valeurs dans R, de classe C! par rapport a t € [0, 7] et de classe C? par
rapport a z € R.

Théoréme 1.2.3. [/8] Soit {X;,t > 0} un processus d’Ité i.e. de la forme

t t
Xy==x +/ v(s)ds +/ u(s)dBs
0 0

ot u(.) et v(.) sont des processus adaptés avec u(.) € L2, (T) tels que
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t t
/ [v(s)|ds < 400 et/ u?(s)ds < +o0 P-p.s.
0 0

et B un mouvement Brownien réel.

Soit f € CH*([0,T] x R,R), alors

1) = 100+ [ s xutoas+ [ e xgass [ s xis

0
1 [tO*f
3/ @(S,Xs)ﬁ(s)ds.

1.2.5 Crochet d’un processus d’Ito

Soit {M;,t > 0} une martingale continue de carré¢ intégrable (telle que
E(sup, M?) < +o00). On peut montrer (voir Revuz-Yor) qu'il existe un processus
croissant continu A tel que {M; — A;,t > 0} est une martingale. Le processus A est
appelé le crochet oblique, ou le crochet de M. On le note trés souvent A, =< M, M >,
ou encore < M >;.

Si M et N sont deux martingales locales continues, on définit leur crochet par
1
< M,N >,= §(< M+NM+N>—-<MM> —<N,N >,.

C’est 'unique processus a variation finie tel que le processus M;N;— < M, N >, est
une martingale locale.

Le crochet de deux intégrales stochastiques
t t t
X, ==x +/ HdBs et Y, =y +/ H,dB; est < XY >,= / H K ds.
0 0 0

Proposition 1.2.5. [/5] Le crochet de deux martingales continues M et N est égal

a la variation quadratique de ces processus dont le pas tend vers 0

n

< M,N >= nE)HlOOZ(Mti-FI - Mti)(Nti+1 - Nti)'

=1
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Il en résulte que si P et Q sont équivalentes, le crochet de M sous P et sous QQ sont
égaux. On dit que deux martingales continues sont orthogonales si leur crochet est

nul, ou si leur produit est une martingale.

Version multidimensionnelle de la formule d’Ito.
Nous allons maintenant établir la version multidimensionnelle de la formule d’Ito6.
Supposons que B; = (B}, BZ, ..., Bi*) est un mouvement Brownien de dimension m.

Considérons un processus de dimension n de la forme

t t t
X! =X; +/ ultdB! + ...+ / ul"dB™" +/ vlds
0 0 0

t t t
X=X+ / u™dBl + ...+ / uy"dB" +/ vyds.
0 0 0

En forme différentielle on écrit
dX} = u*dBf + vjdt

ou
dXt = UtdBt + Utdt

ou {v;,t > 0} est un processus de dimension n et {u;,t > 0} est un processus a
valeurs dans I'ensemble des matrices d’ordre n x m et on suppose que les
composantes de u appartiennent a L?,(T) et celles de v appartient a L!,(T'). Alors,
si f:0,+00) x R® — RP est une fonction de classe C1?, le processus Y; = f(t, X;)
est aussi un processus d’It6 de décomposition

Ay} a (t, X, dt+zafk t, X;)dX!

(£, X;) < dXT,dXT >,
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Comme conséquence on en déduite la formule d’intégration par partie en supposans
que {X;,t > 0} {Y;,t > 0} sont des processus d’It6

t t
XY, = XY, +/ X.dY. +/ YidXo+ < X,Y >,
0 0

1.3 Equations différentielles stochastiques

L’équation différentielle ordinaire % = b(t, x) peut étre interprété au sens du calcul

de Leibnitz-Newton par I’équation intégrale
t

z(t) = xo +/ b(s,x(s))ds.
0

Lorsque cette équation est perturbé par la dérivé informelle B, du mouvement Brow-

nien By, cette équation prend la forme

Cil—)t( =b(t, X) +o(t, X)B,

Dans le calcul différentiel d’Ito Btdt sont combinés pour former la différentielle dB;.

Considérons un mouvement Brownien {B;,t > 0} défini sur un espace probabilisé
filtré (Q, F,P). Supposons que {F;,t > 0} est une filtration telle que B, est F;-adapté
et pour tout 0 < s < ¢, 'accroissement B; — By est indépendant de F,. Notre objectif

dans cette section est de résoudre 1’équation différentielle stochastique.
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt

avec une condition initiale Xy, qui est une variable aléatoire indépendante du Brow-
nien B;.

Les coefficients b(t,x) et o(t,x) sont appelés respectivement le coefficient de dé-
rive (drift) et le coefficient de diffusion. Elle a l'interprétation heuristique suivante :
Paccroissement AX; = X a; — Xy peut étre approché et décomposé en somme de
b(t, X;)At plus le terme o(t, X;)AB; qui représente 'impulsion aléatoire. La distribu-

tion approximative de cet accroissement sera une loi normale de moyenne b(t, X;)At
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et de variance o(t, X;)2At. Une formulation rigoureuse de cette équation est obtenue

en réécrivant son équation intégrale en utilisant I'intégrale stochastique :

t t
Xy =X+ / b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs.
0 0

C’est a dire la solution sera un processus d’'Itd6 {X;,t > 0}. Les solutions des
EDS sont appelés processus de diffusions. La motivation originale de K. It6 pour
développer la théorie de 'intégration stochastique était de construire les processus

de diffusion en résolvant les équations différentielles stochastiques.

Précisons tout d’abord ce que nous entendons par une solution de 'EDS.

Définition 1.3.1. Un processus jointement mesurable (en w et ent) X;,0 <t < T,

est dit solution forte de EDS ci-dessus si Xy satisfait les conditions suivantes :
1. Le processus o(t, X;) appartient a L2,(T), de sorte que fot o(s, Xs)dBs a un sens
comme intégrale d’Ité pour tout t € [0,T;

2. Presque toute les trajectoires du processus b(t, Xy) appartient a [’espace
LY[0,T] x Q) ;

3. Pour tout t € [0,T], X; vérifie [’équation ci-dessus.
Nous aurons besoin d’imposer des conditions sur les coefficients b(t,z) et o(t,x)

afin d’assurer 'existence d’une unique solution non explosive de I’équation énoncée.

Nous rappelons ci-dessous ces conditions.

Définition 1.3.2. 1. Une fonction borélienne f(t,z) définie sur [0,T] xR est dite

Lipschitzienne en x sl existe une constante K > 0 telle que

2. Une fonction borélienne f(t,x) définie sur [0,T] x R est dite & croissance au

plus linéaire en x sl existe une constante K > 0 telle que

[f(t2)] < K(1+|2]), VO<t<T,z€R
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1.3.1 Inégalité de Bellman-Gronwall

Dans cette partie, nous allons rappeler une inégalité qui sera utilisée dans la suite.

Lemme 1.3.1. [/06/(Inégalité de Bellman-Gronwall). Supposons que ¢ € L*([0,T1])

satisfait ’inégalité suivante

o)< 10+ 5 | o(s)ds, ¥t € 0.7,

Alors

o(t) < f(t) —1—5/0 f(s)eﬁ(t_s)ds.

En particulier, si f(t) est une constante o alors

o(t) < aef® Vo<t <T.

1.3.2 Théorémes d’existence et d’unicité

Soit B; un mouvement Brownien a valeurs dans R? et F; : 0 < t < T satisfaisant les
conditions habituelles et B; est F;-mesurable pour tout t et B; — B, est indépendante
de F; pour tout s < t. Soient b(t,x) et o(t,z) des fonctions mesurables de ¢ € [0, T

et x € R™. Considérons I'équation différentielle stochastique
dX; = b(t, Xy)dt + o(t, X;)dB;, Xo =&,
qui s’interpréte comme 1’équation stochastique intégrale
t t
X =¢ —I—/O b(s, Xs)ds —{—/0 0(s,Xs)dBs, 0 <t<T (%)
Lemme 1.3.2. [10](Unicité). Soient b(t,x) et o(t,x) deuz fonctions mesurables sur

[0,T] xR et Lipschitziennes. Supposons que & est une variable aléatoire Fo-mesurable

tel que E[€?] < 4o00. Alors I’équation (x) admet au plus une solution X;.
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Théoréme 1.3.1. [/6]/(Ezxistence). Soient b(t, x) et o(t,x) deux fonctions mesurables
sur [0, T] x R et Lipschitziennes, et satisfaisant la condition de la croissance linéaire.
Supposons que & est une variable aléatoire Fy-mesurable tel que E[€?] < +o0. Alors

Iéquation (x) admet une unique solution continue X;.

Remarque 1.3.1. Ce résultat reste vrai en dimension supérieure, lorsque B; est un
mouvement Brownien de dimension d, le processus X; est de dimension n, et les

coefficients sont des fonctions
b:[0,T] xR* — R", 0¢:[0,7] x R" — R4,

Dans la pratique, ce théoréme est parfois insuffisant. On peut énoncer un théoréme

sur R :

Théoréme 1.3.2. [10] Soit p une fonction borélienne de |0, +oo| dans lui-méme telle

que lintégrale de p~' au voisinage de 0 diverge. Si
lo(s,y) — o(s,2)” < p(ly — )
et b est lipschitzienne, soit
[b(s,y) = b(s, z)| < Kily — x
pour tout x,y € R et s < t, il existe une unique solution de (x).
On trouvera dans Revuz-Yor (chapitre 9, paragraphe 3) d’autres résultats.

Lemme 1.3.3. [/0] Soit b une fonction définie sur Ry x R, localement bornée telle
que pour tout t > 0, x — b(t,x) est dérivale et b,(t,z) < C Vt >0, Vo € R. Alors
I’EDS :

t
Y}ZYO—l—Bt—l—/ b(s,Y;)ds
0

posséde la propriété d’unicité trajectorielle.

Lemme 1.3.4. [10] Supposons que o est localement lipschitzienne et vérifie la condi-

tion de croissance linéaire :
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lo(t, 2)]* < K(1+[])

Alors 'EDS : X, = fga(s,Xs)st possede la propriété d’existence et d’unicité de la

solution forte.
Théoréme 1.3.3. [/0[(Théoréme de comparaison). Soient
dX;(t) = b;(X;(t))dt + o(X;(t))dBy pouri=1,2

ol b; est lipschitzienne et |o(x) — o(y)|* < K|z — y|. Supposons que X1(0) < X»(0)
et by(x) < bo(x). Alors X;(t) < Xo(t).

1.3.3 Flot stochastique
Propriétés élémentaires du flot

On va travailler ici avec des conditions initiales déterministes ce qui permet de prendre
comme filtration la filtration naturelle du mouvement Brownien {F, = FZ, ¢ > 0}.
On suppose que les fonctions b et o vérifient les hypothéses du théoréme d’existence
et d’unicité. D’aprés le résultat précédent, on peut construire pour tout (s,z) €
[0, 7] x R™, la solution de 'EDS

Xte =g +/ b(r, X2")dr +/ o(r, X)")dB,, t <s<T
t ¢

et 'on conviendra que X% = x si 0 < s < t. Dans le cas déterministe i.e. ¢ = 0, le flot
de I'équation différentielle, noté ¢%* dans ce cas, posséde de nombreuses propriétés;

en particulier :
1. ¢%* est Lipschitz en (t,s,x);
2. pour t <r < s, phT = pbor”

Dans le cas stochastique X%* posséde aussi des proprétés du méme type. Dans ce

qui suit nous étudierons la continuité des trajectoires (t, s, z) — X5,
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Continuité du flot

Pour démontrer les propriétés de continuité du flot, nous allons utiliser le critére
de Kolmogorov. Pour cela, nous devant établir des estimations sur les moments de
X5, Les démonstrations sont un peu technique mais ne sont pas difficiles : il s’agit
souvent d’utiliser les inégalités de Holder, de Burkholder-Davis-Gundy et le lemme

de Bellman-Gronwall.

Proposition 1.3.1. [16] Soit p > 1. Il existe une constante C, dépendant de T et p,
telle que :

Vs €[0,T], Vx € R*, E { sup |X§’x]p} < C(1+ ||z||P)

0<s<T

Nous savons a présent que la solution de I'EDS a des moments de tout ordre ; nous

montrons une estimation du méme type pour les moments des accroissements de X.
Proposition 1.3.2. [16] Soit p > 2. 1l eziste une constante C telle que, pour tout

(t,x), (t',2') appartenant a [0,T] x R™,

E | sup [X;7 = X9P| < C(Jo~"afP + [t =151+ [2]))
0<s<T

Corollaire 1.3.1. [l existe une modification du processus X telle que l’application de
[0,T] x R™ & valeurs dans C([0,T] x R"™), (s,x) — (t — Xb%) soit continue. En

particulier, (t,s,x) — X" est continue.

Démonstration. C’est une application directe de I’estimation précédente valable pour

tout p > 2 et du critére de Kolmogorov. ]
Nous terminons ce paragraphe en précisant la régularité du flot généré par 'EDS.

Proposition 1.3.3. [16] Soit p > 2, il existe une constante C' telle que, pour tout
(t,s,z), (t',s, ),

E| XLr — X;:’x/! <C(lz—a' P+ 1+ 2'P) (] — |t + [t —t]2))
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En particulier, les trajectoires (t, s, x) — X5* sont hélderiennes (localement en x)

de parametre B en s, a en x ety ent pour tout 3,y < % et a < 1.

Corollaire 1.3.2. [16/(Estimation des moment d’ordre p). Supposons que b, o et X,
satisfait les hypotheéses du théoreme d’existence et d’unicité, si de plus, E[|Xo|*] <

+00 pour un certain p > 1, alors la solution X de I’EDS
dXt = b(t, Xt)dt + O_(t, Xt)dBt et Xo = 5
satisfait

I E [ sup w%] < Oy (1+ B[ X 7)) 17

0<t<T

2 E [ sup [X, - XOPP] < Gy (1 + E[[Xo 7)) TeOT

0<t<T

pour certaines constantes C et Co, dépendantes de T.
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Chapitre 2
Modélisation du risque de crédit

Le risque de crédit au sens classique désigne le risque qu’un particulier ou une
entreprise ne rembourse pas sa dette a I’échéance. Du point de vue de Mathématiques
financiéres, cette expression peut porter un sens plus large. Elle peut désigner le risque
de défaut d’une entreprise, le risque de contagion dans une crise financiére, ou le
risque lié & un changement brutal de la valeur d’un portefeuille d’actifs, conséquence
d’un événement qui n’est pas nécessairement issu de 'activité de transactions finan-
ciéres (comme transition de catégorie dans une note de crédit, catastrophe naturelle,
fraude,...). Un point commun de ces risques est que les flux de prix des produits fi-
nanciers avant I’événement de contrepartie ne donnent pas toutes les informations du
risque de crédit. Il y a deux approches importantes dans la littérature classique : mo-
déles structurels et ceux de forme réduite. Dans ’approche structurelle initialement
due a Merton [3] et généralisée par Black et Cox [(], le temps de défaut est modélisé
comme le premier passage d'un processus stochastique par une barriére. Le processus
peut étre la valeur d'un actif, le flux de cash d’une entreprise. La barriére est une
constante dans |3, 6]. On peut étendre ce modéle au cas ot la barriére est une variable
aléatoire, faisant un lien avec ’approche de forme réduite, ot on décrit le temps de
défaut comme un temps de saut d’'un processus ponctuel qui modélise directement
les quantités figurant dans la formule d’évaluation des produits financiers liés au
risque de crédit, comme notamment le processus d’intensité. Cette approche est plus

utilisée en pratique car elle est plus facilement adaptée aux données réelles du marché.
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Dans la littérature concernant ces deux approches de modélisation, beaucoup de
travaux portent sur les études "avant-défaut", c’est-a-dire conditionnées aux événe-
ments ot le défaut n’a pas eu lieu. Cependant, dans I’étude des risques de contrepartie
et de contagion et dans la modélisation des risques liés aux plusieurs agents défau-
tables, il est essentiel d’analyser I'impact, éventuellement de long-terme, du défaut
d’un agent sur le reste du marché. Les approches classiques ne sont pas adéquates
pour ces problémes car elles imposent des contraintes restrictives sur ce qui se passe
aprés un événement de défaut. Dans une série de travaux en collaboration avec N. El
karoui et M. Jeanblan [20], les auteurs ont proposé une nouvelle approche de modé-
lisation basée sur la distribution conditionnelle du temps de défaut 7 par rapport a
une filtration de référence F = (F;):>0 qui représente les informations du marché qui
ne sont pas directement liées a I’événement de défaut. L’approche de densité s’adapte
naturellement dans le cadre de la théorie de grossissement progressif de filtrations en

mettant I’accent sur ’ensemble "aprés-défaut".

2.1 Zoologie des risques

On distingue traditionnellement quatre grands types de risques financiers :

Le risque de marché

Le risque de marché peut se définir comme le risque de perte lié aux variations des

conditions de marché (prix, taux de change, volatilité,...)

Le risque de liquidité

Il s’agit, pour une entreprise, du risque de ne pas pouvoir mobiliser & un instant
donné assez de liquidités pour pouvoir faire face a ses engagements. Voir |31] pour un

supplément d’informations.
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Le risque opérationnel

Dans cette catégorie sont regroupés, par exemple, les risques de fraude, 'erreurs des

opérateurs, de pannes des systémes, etc... Pour plus de détails, voir [31].

Le risque de crédit

Le risque de crédit est défini comme le risque de perte lié a I’évolution de la qualité
de la signature d’'un émetteur. On peut distinguer deux types de risque de crédit :
le risque de contrepartie et le risque de référence. Pour un émetteur donné, ce risque

peut se matérialiser sous la forme :

1. Du changement de sa note (upgrade ou downgrade) telle celle émise par les

grandes agences de notations Moody’s, Standard et Poor’s.
2. D’une variation de son spread de crédit.

3. D’un événement de crédit (credit event) tel le défaut de paiement ou la restruc-

turation de sa dette.

Ces trois risques sont, bien évidemment, corrélés. Une augmentation brutale du
niveau du spread émetteur augmente la probabilité d'un événement de crédit. De
la méme maniére, un changement de notation influe fortement sur la probabilité du
défaut d’un émetteur.

Lorsque A entre en relation avec une contrepartie B via un instrument financier, il
peut étre soumis au risque que B soit dans 'impossibilité d’honorer ses engagements.
Par exemple, si A est en possession d’une obligation émise par B, il court le risque
qu’a une maturité B ne puisse lui rembourser le capital investi. On parle dans ce cas
de risque de contrepartie unilatéral puisque B n’est pas soumis au risque de crédit
de A. Si A et B sont les deux contreparties d’un swap, ils sont tous deux soumis au
risque de contrepartie : on parle alors de risque de contrepartie bilatéral.

Supposons maintenant que la qualité de la signature des contreparties A et B soit
de qualité infinie (de sorte que le risque de contrepartie bilatéral soit nul). Les parties
A et B peuvent entrer dans un contrat qui fait intervenir le risque de crédit d’une
troisiéme contrepartie C' (un credit swap dont le payoff dépend de I'occurrence d’un

événement de crédit est un exemple de tel contrat). Le risque de crédit associé¢ a C
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est appelé risque de référence. Nous verrons que le but des produits dérivés de crédit

est le transfert de ce risque de référence.

La distinction entre ces risques n’est pas toujours aisée : le risque de crédit lié a la
variation des spread de crédit default swap peut étre considéré comme un risque de

marché.

2.2 Enjeux

Le risque de crédit peut étre défini, en premiére approximation, comme le risque
perte lié au changement de la qualité de la signature d’une contrepartie. Toutes les
institutions financiéres (ainsi que tous les auteurs du marché) accumulent une grande
quantité de risque de crédit : soit directement par I'intermédiaire de leurs portefeuilles
de créances, soit indirectement sous la forme de risques de contrepartie dans leurs

portefeuilles d’actifs et de produits dérivés.

L’enjeu que représente la modélisation de ce risque est donc trés important : il

s’agit de pouvoir :
1. Mesurer le risque de crédit contenu dans les portefeuilles.

2. Evaluer les instruments financiers sensibles au risque de crédit, et plus généra-

lement, tout instrument exposé a ce risque (risque de contrepartie).

La production de résultats quantitatifs robustes permet alors a I'institution concer-
née :
— D’alouer & chaque centre de profit un capital économique adéquat.
— D’évaluer la performance des centres de profit au regard des risques pris.
— De fournir des informations fiables sur son intégrité financiére aux régulateurs, aux
investisseurs et aux agences de notation.
— De diversifier et réduire le risque en imposant, par exemple, des limites a I’exposition

au risque de crédit par contrepartie.
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2.3 Modéles du risque de crédit

Nous nous placons dans le cadre de ’évaluation risque-neutre des actifs financiers :
nous supposons donnés un espace probabilisé filtré (Q,F,P) sur lequel est défini le
processus des taux d’intérét instantanés (r;);>o et une probabilité risque-neutre P*.
Rappelons qu’alors la valeur des actifs contingents! est calculée comme 1'espérance
sous cette probabilité de ses flux futurs actualisés au taux sans risque. Une obligation

zéro-coupon (sans risque) est un actif qui paye 1 a sa maturité 7. La valeur B(¢,T)

B(t,T) = E: [exp (- /t Tr(s)ds)].

Si le risque de contrepartie de ’émetteur du zéro-coupon n’est pas nul, I'évalua-

de cet actif est

tion du zéro-coupon doit tenir compte de la possibilité du défaut de celui-ci : deux
nouveaux risques entrent en jeu :

— L’instant de défaut.

— La perte en cas de défaut (Loss Given Default).

Modéles structurels

L’approche structurelle de I’évaluation de la dette risquée a été initiée par Merton
(1974) [31] et est basée sur la modélisation de I'évolution du bilan de I'entreprise.
Dans ce cadre, le défaut intervient si I’émetteur de la dette est dans I'impossibilité
d’honorer ses engagements et les zéro-coupons risqués apparaissent comme des
produits dérivés sur la valeur de l'entreprise émettrice de cette dette. La qualité
d’une signature est alors fonction de trois variables fondamentales : sa valeur, la
variabilité de ses actifs® et son levier d’endettement (qui est le rapport entre le

niveau de sa dette et sa valeur totale).

1. c’est-a-dire dont la valeur est contingente a 1’évolution des conditions de marché.
2. Par exemple, cette volatilité est plus forte pour une entreprise travaillant dans le secteur des

nouvelles technologies que pour une entreprise des secteurs traditionnels.
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Les modeéles structurels sont largement utilisés par les praticiens. Pour s’en convaincre,
il suffit de mentionner I'entreprise Moody’s KMV ? qui a développé une offre compléte
de services financiers basés sur un tel modéle. Ainsi, ils proposent a leurs clients des
outils d’analyse et leur fournissent des données (telles des estimations de probabilité

de défaut) obtenues a partir de leur modéle [17].

Modéles a forme réduite

Dans ces modéles dit a forme réduite, et contrairement aux modeéles structurels, le
défaut est considéré comme un événement imprévisible dont la loi est gouvernée par
un processus stochastique appelé intensité d’arrivée ou taux de hasard. L’exemple le
plus simple d’un tel modéle est celui ou l'instant de défaut 7 est défini comme le
premier instant d’arrivée d’un processus de Poisson d’intensité A (autrement dit, 7

suit une loi exponentielle de paramétre A > 0). Dans ce cas, on a
Plr>tl=e™, E[r]=3, Plre(tt+At)|r>t]=AAt+o(At)

En pratique, cette intensité de défaut est liée a un certain nombre de variables écono-
miques (tels les taux d’intérét) et /ou de variables liées a 'entreprise (telle sa notation).
Noter que ces modéles sont couramment utilisés pour I’évaluation des produits dérivés
de crédit.

Défauts corrélés

L’évaluation des produits dérivés de crédit exotiques (Par opposition aux produits
vanilla que sont les Credit Default Swap) tels les CDO (Collateralized Debt Obli-
gations) et les TDP (Tranche Default Product) nécessitent la modélisation de la
structure de dépendance qui existe entre les instants de défaut (7q,...,7n) de N

entreprises.

Il existe, pour l’essentiel, deux maniéres de modéliser cette dépendance :
— En choisissant une structure de co-dépendance pour les rendements instantanés des

processus de valeur des entreprises.

3. www.moodyskmv.com
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— En spécifiant la corrélation entre les intensités des instants de défaut.

Modéles hybrides

L’évaluation du risque de contrepartie ou celle de produits mixtes? nécessite la mise
en place de modéles prenant en compte I’évolution jointe de différents facteurs de
risque : les taux d’intérét, les taux de change, les cours des actions, l'intensité de

défaut des entreprises.

2.4 La modélisation dans le cas d’un seul défaut

On consideére dans ce paragraphe le probléeme de modélisation d’un marché financier
qui contient le risque de défaut d’un actif. Dans ce cadre, on peut déja observer les
idées importantes dans notre approche de modélisation et ses liens avec les modéles
classiques. Intuitivement, I'information du défaut de 'actif peut conduire & des modi-
fications brutales des valeurs des produits financiers dans le marché, et donc ’étude
de la filtration du marché est souvent plus compliquée que celle dans les problémes
classiques.

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité complet qui modélise le marché financier
et F = (Fi)i>0 une filtration qui décrit les informations générales du marché qui ne
sont pas directement liées & I’événement de défaut. On suppose que la filtration F
satisfait aux conditions habituelles (continue a droite et compléte). Dans la pratique,
la filtration FF est souvent supposée étre engendrée par un mouvement brownien ou un
processus de Lévy (éventuellement multi-dimensionnels). On désigne par 7 le temps
de défaut de I'actif, qui est une variable aléatoire strictement positive. L’observation
a l'instant ¢ de défaut ou non de l'actif est modélisée par la tribu o(7 A t). On
désigne par D = (D)o la filtration (o(7 A t))i>o rendue usuelle. L’information du
marché est alors modélisée par la filtration G = (G;);>0, le grossissement progressif
de F par . En d’autres termes, on a G, = F; V D, pour tout t > 0. Il s’avére que,
une fois connaitre la distribution conditionnelle du temps de défaut par rapport a

la filtration F (qui est un processus en mesures aléatoires), I’évaluation des produits

4. c’est-a-dire dont la valeur dépend de plusieurs facteurs de risque.
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financiers ne repose que sur le calcul stochastique par rapport a la filtration F. Cette
méthode nous donne des souplesses a appliquer des divers outils de mathématiques
financiéres (optimisation, représentation des martingales, etc). Les études classiques
sont principalement effectuées sur I’ensemble "avant-défaut" {¢ < 7}, on s’intéresse
également a celui "aprés-défaut" {t > 7}.

La théorie de grossissement de filtrations donne des liens explicites entre les pro-
cessus F et G-adaptés (resp. prévisibles). En effet, tout processus G-adapté X s’écrit

sous la forme
Xp= X ron + X (T)lr<yy, 120

ot X est un processus F-adapté et X!(-) est un processus F @ B(R. )-adapté, B(R,)
étant la tribu borélienne de R*. De facon similaire, tout processus G-prévisible YV

s’écris sous la forme
Vi=Y "oy + Y/ (Dley, 120

ot Y est un processus F-prévisible et Y1(+) est une fonction P(F)®B(R™)-mesurable,
P(F) étant la tribu prévisible de la filtration F.

On étudie d’abord les lois conditionnelles de défaut par rapport aux différentes
filtrations. Pour tout ¢ > 0, on désigne par ;¥ la loi conditionnelle de 7 par rapport
a la tribu G;. C’est une G;-mesure aléatoire. Par définition, 'intégrale d’une fonction
borélienne bornée ou positive f par rapport a ug est 'espérance conditionnelle de f(7)
par rapport a la filtration G;. En outre, la famille de variables aléatoires ( [ f duf)i>o
définit une G-martingale. On peut ainsi considérer (u);>o comme une G-martingale

en mesure aléatoires. De fagon similaire, on désigne par uf la loi conditionnelle de T

par rapport a F;. On peut établir un lien explicite entre les mesures aléatoires (sur

Ry) et prf

e - du)
& () = ML Loy + Lioep 0-(du
pg (du) (L) >ty + Lir<iy 0-(du)

oll §, est la mesure de Dirac en 7.



2.4 La modélisation dans le cas d’un seul défaut 43

Pour calculer les espérances conditionnelles par rapport a G, il est utile d’étendre
(5 en une Fi-mesure aléatoire sur 1’espace mesurable (2 x Ry, F; ® B(R,)) qui envoie

toute fonction positive F; @ B(R )-mesurable Z;(-) en
| zpian =EZ(7)|7)
R4

Par abus de langage, on utilise encore 'expression yj pour désigner la mesure
aléatoire étendue. En outre, si Y;(+) est une fonction F; @ B(R )-mesurable sur Q x R,

qui est positive ou bornée, on désigne par y; (Y;(x) - dz) la mesure aléatoire telle que

/R (@) (Yi(z) - d) = / Zy(x) Yoy (d)

R
Avec ces notations, nous avons établi le résultat suivant.

Théoréme 2.4.1. [71] Soit T > 0 un nombre réel qui désigne la maturité. Pour toute

fonction Fr @ B(R,)-mesurable Yz () qui est positive ou bornée, on a®

Elpr (Yr(z) - dz)| ]

Ee[Ya(r)|G] = / Lo g

ot le quotient désigne la dérivée au sens de Radon-Nikodym de deuxr F;-mesures aléa-

toires sur ’espace mesurable (2 x Ry, F @ B(R4)).

Ce résultat montre que, pour évaluer les prix des produits dérivés sensibles au risque
de contrepartie en 7, il suffit de modéliser la loi conditionnelle du temps aléatoire par
rapport a la filtration F, qui est en général plus simple que celle par rapport a la
filtration G. Dans les sous-paragraphes qui suivent, on présente les roles joués par
ce théoréme dans différents contextes, ainsi que la comparaison avec des approches

classiques.

5. Ici on a aussi étendu p® en une mesure aléatoire sur (2 x Ry, F; ® B(R)) de facon naturelle,
comme ce que I'on avait fait pour puf .
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Hypothése de densité

Dans la littérature classique, il est standard de ramener I’étude du G-compensateur du
processus de défaut (1¢;<4)i>0 & la décomposition Doob-Meyer de la F-surmartingale
de survie (P(7 > t|F;))i>0. Basée sur cette idée, la modélisation de la F-intensité de
défaut est fréquente dans I’étude du risque de crédit, et est particulierement commode
lorsque le produit dérivé considéré s’arréte a I'instant de défaut 7. Rappelons que la G-
intensité de 7 est par définition le processus G-adapté A\ tel que (Lreny — fot NCds, t >
0) soit une G-martingale. On peut montrer que, si la G-intensité existe, alors il existe
un processus F-adapté A tel que AY = Lo A7 le processus A est appelé la F-
intensité de 7. Cependant, la F-intensité donne peu d’information sur les impacts de
I’événement de défaut sur la filtration F aprés le temps de défaut, sauf si certaines
hypothéses d’indépendance conditionnelle sont exigées. Ainsi ce genre de modéles ne
sont pas suffisants pour étudier les produits dérivés qui continuent a exister apres le
moment de défaut.

On suppose que le temps de défaut 7 vérifie [’hypothése de densité, c’est-a-dire que
la loi conditionnelle de 7 par rapport a F; admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue. Auntrement dit, il existe une famille de fonctions F; @ B(R . )-mesurables
(w,0) — ay(0) telles que

P(r € df| F;) = aw(0)dl, t >0

On peut distinguer les densités conditionnelles pour ¢ < 6, dites "avant-défaut"

et celles pour t > 0, dites "aprés-défaut". En effet, il existe un lien étroit entre

la densité avant-défaut et la F-intensité, tandis que la densité apres-défaut joue

un role particuliérement important sur I’étude du marché aprés I’événement de défaut.

L’existence de F-intensité est vérifiée sous I’hypothése de densité, et dans ce cas-1a
la F-intensité peut étre calculée explicitement comme

ay(t) _ ay(t)
S, [T ou(0)do

NF

ou S est la surmartingale d’Azéma (S; = P(7 > t|F;))i>0. En particulier, I'intensité

ne dépend que de la partie avant-défaut des densités conditionnelles. Inversement,
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pour tout 6 > t, la densité conditionnelle avant-défaut est donnée par la relation
a(0) = E[NS|F,]. Cependant, la densité aprés-défaut ne peut pas étre déduite de
I'intensité sans hypothése complémentaire.

Sous I'hypothése de densité, la mesure aléatoire uf s'écrit comme pf (dz) =
ai(x)dx. En particulier, 'espérance conditionnelle énoncée au théoréme précédant

admet une forme explicite comme la suite.

Proposition 2.4.1. [71] Sous I’hypothése de densité, pour toute fonction FrQB(R, )-
mesurable Yr(-) qui est positive ou bornée, on a
S E[Yr(0)ar(0)|F]do E[Y7(8)ar(6)| 7]

E[YT (T) ‘gt] = St ]1{7'>t} + Oét(0> ‘GZTH{TSt}

ot Sy est la probabilité conditionnelle de survie P(1 > t|F).

La surmartingale S admet une décomposition de Doob-Meyer multiplicative de
la forme S; = exp(— fot Mds)L; ot L est une F-martingale locale. Sous '’hypothése
d’immersion (appelée aussi I'hypithése (H) dans littérature) qui assume que toute F-
martingale est une G-martingale, le processus S est décroissant, et donc on a L = 1.
L’hypothése d’immersion implique aussi que ay(f) = «p(f) pour tout ¢ > 6. En

particulier, on a
E[Y7 ()G (r<ty = B[Y7(0)|Filo=r L rcry

Cette formule sur ’ensemble {7 < t} ignore complétement la loi conditionnelle de
7. Ainsi, 'hypothése d’immersion, qui est souvent supposée dans les études avant-
défaut, devient inadéquate pour analyser 'impact d’un défaut sur un produit dérivé

qui continue a exister aprés le défaut.

Caractérisation des martingales

En mathématiques financiéres, les propriétés de martingale jouent un role essentiel
pour 'évaluation des produits dérivés et la couverture. Dans ce sous-paragraphe, on

discute la caractérisation des G-martingales en terme des F-martingales.

Soit Y une G-martingale qui se décompose sous la forme
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Y, =Y 1 ron + V(1) i<y

Comme 7 est un G-temps d’arrét, on peut écrire Y comme la somme de deux mar-

tingales dont I'une est arrétée en 7 et 'autre commence en 7 :
Y = Yine + (Vi — K’)]l{’rgt} = Y;bd + Y;ad

ot Y =Y oo + Y (T) 1<y et Y24 = (Y, (1) — Y (7)) L ;<43 Inversement, étant
donnés deux processus YO et Y!(-) qui sont F-adapté respectivement, il est naturel

de se demander sous quelles conditions les processus Y** et Y%¢ deviennent des G-
martingales (ou de fagon équivalente, le processus Y devient une G-martingale). On

a établit le résultat suivant.

Théoréme 2.4.2. [71] Soient Y° et Y'(-) deux processus qui sont F-adapté et F @
B(R,)-adapté respectivement.

1. Le processus G-adapté Y4 est une G-martingale (locale) si et seulement si le
processus F-adapté (Y'S; + fot Y (s)as(s)ds)iso est une F-martingale (locale),
ou de fagon équivalente, le processus (L,(Y," + fot(Ysl(s) — Y2 AEds))so est une
F-martingale (locale).

2. Le processus G-adapté Y est une G-martingale (locale) si et seulement si, pour

tout 6 > 0, le processus F-adapté (Y, (0)ay(0))i>¢ est une F-martingale (locale).

Un des éléments importants de la démonstration est de montrer que, sous 1’hy-
pothése de densité, toute F-martingale est une G-semimartingale. C’est un analogue
d’un résultat classique de Jacod [23] en théorie de grossissement initial de filtra-
tions. En outre, toute F-martingale Y (qui est une G-semimartingale) se décom-
pose sous la forme Y¥ = M® + A® ou M® est une G-martingale et A® est un
processus G-adapté de variation finie. On peut exprimer explicitement le processus

(A;,G = At]l{7>t} + At(T)]l{Tgt})tzo comime

_[Yd(YE,S), B FA(YF, a(0)).
A= [T e = a0 SRR

Ces formules sont utiles dans la démonstration du théoréme précédent.
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Changement de probabilités

On discute maintenant le probléme de changement de probabilités sous I'’hypothése
de densité. Comme dans le sous-paragraphe précédent, on suppose que 7 admet une
famille de densités conditionnelles (au(-)):>o par rapport a la filtration IF sous la pro-
babilité P. Soit Q une mesure de probabilité équivalente a P dont la dérivée de Radon-
Nikodym par rapport a P sur G; est donnée par une variable aléatoire G;-mesurable
Qf’ = ql{rspy + qt(T)]l{TSt}. Le processus QF est une G-martingale avec Qg’ = 1.
D’aprés le théoréme précédent, on obtient que le processus (¢:S; + fot qs(s)as(8)ds) >0
est une F-martingale et que (Y;(€)a:(6)):>p est une F-martingale pour tout 6 > 0.
L’hypothése de densité pour le temps aléatoire 7 est encore vérifiée sous la nouvelle
probabilité Q. La densité a@ de 7 conditionnellement & la filtration F est donnée par

les formules suivantes

1
o’ (0) = Eqlag (0|7 = rEelan(@)as(9)), 1 <6
t
ot QF est 'espérance conditionnelle de QF par rapport a JF; :

t
@ = E=(QF17) = a5+ [ awarlu)du
0
La F-intensité de défaut sous la probabilité QQ est

t
)\f@ - )\fqt_(>7 t>0
qt

et la surmartingale d’Azéma de survie devient S? = ¢S/QF.
Le changement de probabilités est un outil important dans la modélisation de la

densité conditionnelle. Avec cette méthode, on peut systématiquement proposer des

modeles de F-densité conditionnelle & partir d’'un modele qui est relativement simple.
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On peut commencer par un modéle standard d’intensité (le modéle de Cox) o ’hypo-
these d’immersion est satisfaite sous la probabilité initiale P. On cherche & construire
une nouvelle mesure de probabilité QQ équivalente a IP et qui coincide avec P sur la tribu
G,. Ce changement de probabilités ne modifie pas la partie avant-défaut du modele :
la F-intensité AF ainsi que la densité avant-défaut ay(0), t < 0 restent inchangées.

Cela est possible en prenant la dérivée de Radon-Nikodym de la forme
QF = Vrony + @(T) 1<y

ou (¢(0),t > 0) est une famille de (P, F)-martingales positives telles que go(f) = 1
pour tout # > 0. Par ailleurs, les processus (S;/S2, t > 0) et («2(6)S,/S2, ¢ > 6) sont
des (P, F)-martingales. En revanche, la propriété d’immersion n’est plus nécessaire-

ment conservée sous la nouvelle probabilité Q.
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Abstract

The problem of modeling a default time is well represented in the
literature. There are two main approaches : either the default time 7 is a
stopping time in the asset’s filtration or it is a stopping time in a larger
filtration (see Coper and Martin 1996 for a comparison between these
approaches). In the first approach, the so-called structural form pioneered
by Merton (1974), the default time 7 is a stopping time in the filtration
of the prices. In the second case, the idea is also to compute the value of
the defaultable claim, and it is fruitful to introduce the notion of intensity
of the default. The intensity of the default time acts as a change of the
spot interest rate in the pricing formula. In this work, we consider the
so-called g-model. It is a one-default model which gives the conditional
law of a random time with respect to a reference filtration. In this paper,
we work on a stochastic differential equation (called equation () below);
this equation plays an essential role in this article, but its application has
been submitted to a hypothesis of continuity. Then it is important to know
under what conditions the hypothesis of continuity is satisfied. This is the

main motivation of our research.

Keywords : Progressive enlargement of filtration; Semimartingale de-

composition ; Multiplicative decomposition ; Credit risk.
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3.1 Introduction

We consider one-default model, i.e. the data of a random time 7 combined with
a filtration F under a probability measure Q. The one-default models are widely
applied in modeling financial risk and in price valuation of financial products such
as Credit default swap. The usefulness of a one-default model depends upon the
way the conditional laws of 7 can be computed with respect to the filtration F.
The most used examples of random times, therefore, are the independent time,
the Cox time, the honest time, the pseudo stopping time, the initial time, etc
(for example,|[1, 17, 27]). In the paper [21] a new class of random times has been
introduced. Precisely, on the filtered probability space (Q2, F = (F;)¢>0, P), it is proved
that, for any continuous increasing process A null at the origin, for any continuous
non-negative local martingale N such that 0 < N,e= < 1,¢ > 0, for any continuous
local martingale Y, for any Lipschitz function f on R null at the origin, there exists a
random variable 7 such that the family of conditional expectations X/ = Q[ < | F],

u > 0, t < oo, satisfy the following stochastic differential equation :

—As

dXt :Xt (— €

N+ (X (1 Zt>>dyt) e fuoo)

(bu) :
X, =z

We call this setting a g-model, where the initial condition = can be any JF,-mesurable

random variable.

There are two remarkable properties about the g-model. It is the only one in which
the conditional laws of 7 with respect to F are defined by a system of dynamic
equations. The fg-equation displays the evolution of the defaultable market. The
knowledge of market evolution is a valuable property. This evolution form of the
gi-model had allowed [24] to establish the so-called enlargement of filtration formula.
It is also proved in [24] that, reciprocally, the f-equation can be recovered from the
enlargement of filtration formula in a way similar to that a differentiable function

can be deduced from its derivative.
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We recall that the formula of enlargement of filtration is essential, when the
no-arbitrage price valuation is considered in an one-default model. Much as the
enlargement of filtration formula is universally valid before the default time 7, for
a long time, the part of the enlargement of filtration formula after 7 was merely
proved for the honest time model or the initial time model. The g-models constitute
the third family of models where the enlargement of filtration formula is valid on the
whole R*. In addition, the enlargement of filtration formula in the f-model has a
richer structure than that of honest time model, and has a more accurate expression

than that of the initial time model.

We recall also how widely the financial models are defined by stochastic differential
equations, because it is one of the best ways to represent the evolution of a financial
market. Usually, in a one-default model, there is no such a possibility to design the

evolution. Now with the g-model, this becomes available.

The second remarkable property of the f-model is its rich and flexible system
of parameters Z,Y, f. The parameter Z determines the default intensity. The
parameters Y and f describe the evolution of the market after the default time .
Such a system of parameters sets up a propitious framework for inferring the market
behavior and for calibrating the financial data. We believe that the g-model can be a

useful instrument to modeling financial market.

In this paper, we want to show that the continuity of the process X}*(x) such as :

t —As ¢
X (z) =« +/ X, <_1€_Z)st—|—/ Xof(Xs— (1= Zy))dYs,u <s<t

is the solution of the equation (f,,).
Our aim is to look at the regularity of the process (u,t,z) — X/ (z) with respect

to all the variables u,t,z. Our useful fundamentals are the theorem of Kolmogorov

and the lemma of Gronwall.
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The continuity of the stochastic flow has been studied by Philip E.Protter (see [10])

¢
for a general system of equations in the form Xy = H} + / F(X?)s_dZs, where X[
0

and H} are column vectors in R", Z is a column vector of m semimartingales, and F

is an n X m matrix. His study is a direct application of Kolmogorov’s lemma.

The same study was also done by H.Kunita (see [30]) but with a detailed proof,

m t
for a general system of equations of the form £} (z) = = + Z/ Vi(r, o (2))d B
k=070

where V;, is a family of vector fields on R? and B* is a family of standard brownian
motions, such that this result has been based on Kolmogorov’s lemma, It&’s formula

and the inequality of Burkholder-Davis-Gundy.

A technical proof based on the use of the Kolmogorov’s lemma has been

also done by G.Barles and Bernt Oksendal (see [2, 39]), for a general system
t t

X, =7 —i—/ a(r, X, )dr —i—/ o(r, X,)dW,, where o and o are measurable functions,
0 0

Z is a square integrable random variable and W is a d-dimensional brownian motion.

The paper is organized as follows. In the next section, we prove the theorem of

Kolmogorov, Gronwall’s lemma, and an other lemma to finish our calculus. Section

3.3 presents the main result of this paper.

3.2 The Kolmogorov’s theorem and basic lemmas

There are several versions of Kolmogorov’s theorem; we give here a quite general

one.

Theorem 3.2.1. [2/]. Let (E,d) be a complete metric space, and let U* be an E-
valued random wvariable for all x dyadic rationals in R™. Suppose that for all x and

y, we have d(U”,UY) which is a random variable and that there exist strictly positive
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constants €,C, B such that
E{dU", U¥)°} < Cllz — y[|"*?

Then for almost all w the function x — U* can be extended uniquely to a continuous

function from R™ to E.

Proof of Theorem 3.2.1.
We prove the theorem for the unit cube [0, 1]". Before the statement of the theorem
we establish some notations. Let A denote the dyadic rational points of the unit

cube [0,1]™ in R™, and let A,, denote all z € A whose coordinates are of the form

k27 0 < k < 2™. Two points x and y in A,, are neighbors if sup lz'y’| = 27™. We
use Chebyshev’s inequality on the inequality hypothesized to get
P{d(U*,UY) > 270m} < 20em~m(n+h)
Let
A, = {w : Ineighbors z,y € A, with d(U*(w),UY(w)) > 27"}

Since each z € A,, has at most 3" neighbors, and the cardinality of A,, is 2™", we

have
P(A,,) < c2m@==h)
Where the constant ¢ = 3"C'. Take « a sufficiently small so that ae < . Then
P(A,,) < c27™0

Where 6 = S — ac > 0. The Borel-Cantelli lemma then implies
P(A,, infinitely often) = 0. In other words, there exists an mq such that for m > m

and every pair (u,v) of points of A,, that are neighbors,
d((]u7 Uv) S 9Q—am

We now use the preceding to show that z —— U?® is uniformly continuous on A
and hence extendable uniquely to a continuous function on [0, 1]”. To this end, let

x,y € A be such that ||z — y|| < 27%"1. We will show that d(U®, UY) < 27 for a
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constant ¢, and this will complete the proof.

1

Without loss of generality assume k > mg. Then z = (2!, ...,2") and y = (y*

AR y”)

in A with ||z — y|| < 27%! have dyadic expansions of the form

o =ul 4 Z a;2™

>k

Yl =t + Z b:277

j>k

where aé,b? are each 0 or 1 and wu,v are points of A, which are either equal or

neighbors. Next set ug = u, u; = ug + @121 ug = uy + apy27772,..
We also make analogous definitions for vg, vy, vs, ... then u;_; and w; are equal or

neighbors in A, ; each i, and analogously for v;_; and v;. Hence

AU (w), Ut (w)) < Y 27

and moreover
d(U%(w),U%w)) < 9ok

The result now follows by the triangle inequality.

The following section is the heart of our article. To show our main result, we need

the following lemmas :

Lemma 3.2.1. [/5]. Let a(t) be a non-negative right-continuous increasing (extented

real-valued) function on R. Set
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C(t) =inf{s :a(s) > t}, t e Ry

Then C(t) is a non-negative right-continuous increasing function on R, , and is called
the right-inverse function of a(t). Fort € R, ,C(t) < 400 if and only if t < a(o0) =
lim a(t). Set

a_(t) =a(t—) = !SITIT% a(s), t >0 (such that s 1Tt means s — t,s < t),
C_(t) = C(t—) = limgqt C(s) = inf{s : a(s) >t} =sup{s:a(s) < t},t >0,
a(0—) = a(0), C(0—) = C(0).

Then we have

0 (C() <a(C)<t,teR,
and

a(C(t)) =z a(C_(t) =t ,t < a(0)
Lemma 3.2.2. [7]. Let (a,b) € R* with a < b, ¢ and v : [a,b] — R non-negative

t
continuous functions, such that Ip € RT )Vt € [a,b], () < p+ [ @(s)(s)ds then :

a

Vit € [a, 5], p(t) < pexpl / b (5)ds)

Proof of Lemma 3.2.2.
We assume G : [a,b] — R

w ([Cetwas)es (< [ uisas)

Because ¢ and 1) are continuous functions, then G is the is continuously derivable on

[a, b] and Yu € [a, b]

) = twies (- [ us) ~ v ([ pwsas) e (- [Coas)
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e fatl, 6w = vtwesp (~ [ w(o)is) (ot - [ psuisias)
But. by hypothesis
e fatlew) < p+ [ olo)uts)ds
So
Vur € o, B, G(u) < p () exp (_ / "¢(s>ds)
Lt ¢ € [0, 1], ntegrating this inequality for  from a and ¢
G-l <p gl exp (_ / “¢<s)ds) au

By definition of G and as G(a) =0 :

(/ tso<s>w<s>ds) o (- [ tw<s>ds) <p|-eo (- [ “w<s>ds)]i

< —pexp (— /atw(s)ds> + pexp(0)

From where

([ ctorns) < = peso [ vt

and finally

p(t) < pexp (/at¢(8)d8>
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3.3 Our approach to the f-model

In our model, we show the continuity of the solution of the g-equation by applying the
theorem of Kolmogorov presented in the previous section and the lemma of Gronwall

(lemma 2.2) such that we take ¢ = p and 8 = p—n with p > 0. We have foru < s <t¢:

t —As t
xew =[x (—f_ ZS) N+ [ XX (- Z))a,

We know that the quantity f(Xs — (1 — Zs)) is bounded because f is a Lipschitz
—As

1—-2Z;

function, but as we do not know a priori if the quantity (— ) is finite or not,

1

we introduce the stopping time 7, = inf{¢t,1 — Z, < —}. Therefore, we assume the
n

process X instead of X :

— A+

dX, = X, [ ————dN, + f(X, — (1 = Z,))dY; | ,
1- Zt/\Tn
such as Xt:Xt and Vi <r7,,néeN.
We denote 4; = X*(z) — X*(y) and we apply Ito’s formula to the process |A;[?, we
find :

A=X"— XY = dA, = d(X} — X})

— AP = plA P A, + L — 1)[d < Ay, A, >
Such as

dA; = d(Xf - Xiy)

e

— -0 (15—

- Zt/\‘rn

) AN, + [KEF(X7 — (1— Z) — XUF(KY — (1— Z,))aY,
Noting

Vt(j(f) = Xtmf(Xf - (1 - Zt))

Vi(XY) = XVF(XY — (1 - 2,)
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So

d| AP = pl AP rdA, + 2 p(p — 1)d < A, A, >

e

1-— Zt/\Tn
—Ay

2
dAP = p|APdA, + %p(p — 1[(Xz - 5(;/)2( ) d < N,N >,

e

+V(XP) = Vi(XY))2d < Y)Y >, +2(X7 — X7) (— ) (Ve(XF) = Vu(XP))d <

- Zt/\Tn

N,Y >4

By lemma of Jacod (see [23], page 128, 129), there always exists an increasing matrix
G, such that :
CndG:d<N,N>,ngdG:d<Y,Y>and 012dG:d<N,Y> with

Cn C
C = ( C’H 012 ) is a symmetric nonnegative matrix, and the choice of the latter
21 O

is arbitrary, then :

e

H=VEN) x| 1= Zun,
0

A = plA P d A+ Hp(p-1) | (X7 = X)W

e At ~ ~
Cpy C ——F 0 XF— X/
H 2 X 1 - Zt/\Tn X ~ ¢ t ~ th
Cn O 0 1 Vi(XT) = Vi(XY)

We denote

0
1
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So
d| AP = plAJPtd A, + 25 p(p — 1)[WEMW,)dG,

(p—1)

t t
= |AfP =z —yP + V p\AS\“dAS+/ b 5 AP2WT MW, G,

t

t
—1
— BAF] = oyl + B[ plalaa e[ P annac,

t
-1
— BlAK < |y + B[ DL arwranyac,

t
-1
<lo— o+ B[ P2t pac)

such that

by b
M= """ ) and m = |bu| + |bra] + [ba1| + [bos]
621 b22

So

BlAW) < fo ol + B[ B, (6 = X2+ (VX0 - V(R

S

But f is a Lipschitz function, then there exists a real positive constant K, so :
Vi(XD) = Vi(XY)? < K|X7 - XyP?

Therefore
"pp—1) 2 2 2
Bl < o — gl + B[ [ 222z, (42 4 KA PG

t
—1
BlAK < fo = ol + B 22 a1+ K6

o t
<le—ylr+ 22Dy KJE( [ |A.Pm.dG]

We denote
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Then
t
E[|A,["] < a + bE] / A PmadG]

To apply Gronwall’s lemma (lemma 3.2.2) we must use the technique of change of
time to eliminate the matrix G, so for this we will use the lemma 3.2.1. In our case,

putting G(s) = a(s), we consider the stopping time :
C(t) = inf{s, G(s) > t}

Such that, for t € Ry, C(t) < oo if and only if ¢ < G(c0) = lim G(t) and

G(C(t) > G(C_(1) >t ,t€R,.

In fact
t
E[|A:P] < a+ bIE[/ | Ag|Pmd Gy
For s,t,cv € RT such that s < o :

C(a)
E[ sup |A:] < a+ bE[ sup / |As[PmgdG]
) Ju

t<C(a) t<C(a

We denote B; = sup |A|, then
t<C(a)

[0}

E[Bf] <a+ b]E[/ BeymedGes)]

u

<a+ bE[/ Bg(s)mc(s)ds]
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C(a)
<a+ bE[/ BPmds]

Now, we can apply the lemma of Gronwall (lemma 3.2.2) to this last expression, we

have :
E[B!] < a + bE / o Bgmsds]
We take
p(t) = E[B{]
P(s) = mq
a=p
So, we find

C(a)
E[BY] < aexp b/ msds

C(a)
Eventually, if the quantity < / msds) is finite , there exists the constant C

which satisfies the condition of Kolmogorov’s lemma that is to say that C =
C(a)
exp | b / mgds | .

3.4 Conclusion

This document contains a new and original methodological approach to the subject
in question and could therefore be a good contribution to the theory of stochastic
processes, based on a very interesting lemma of Kolomogorov. Some difficulties have
been encountered because the subject deals with a difficult area "the stochastic dif-

ferential equations". As prospects, we try to prove the same result of the paper, but
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in a vectorial case ; moreover, we also think of demonstrating that the stochastic flow
associated with our model will be a diffeomorphism with multidimensional parame-
ters on the same space, and we will investigate whether it is possible to have the same

work on manifolds.
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The homeomorphic property of the stochastic flow of
the f-equation in Multi-dimensional case

Fatima BENZIADI ! and Abdeldjebbar KANDOUCT 2

L.2The Laboratory of Stochastic Models, Statistics and Applications, Tahar Moulay
University PO.Box 138 En-Nasr, 20000 Saida, Algeria.

Abstract

We regard the g-model. It is an one-default model which gives the condi-
tional law of a random time with respect to a reference filtration. This
models are widely applied in modeling financial risk and in price valua-
tion of financial products such as CDS. In this paper, we work on a SDE
called a (f)-equation, introduced in [24]|. This equation displays the evo-
lution of the defaultable market. So, in this paper we will try to prouve
a few properties of stochastic flow of f-equation with some modifications.

This is the main motivation of our research.

Key words : Stochastic flow ; Stochastic differential geometry ; Diffeomor-

phism.

4.1 Introduction

In [24] a new class of random times has been introduced. Precisely, it is proved that,
for any continuous increasing process A null at the origin, for any continuous non-
negative local martingale N such that 0 < N, ™t < 1,¢ > 0, for any continuous
local martingale Y, for any Lipschitz function f on R null at the origin, there exist
a random variable 7 such that the family of conditional expectations X} = Q[r <

u|Fi]u > 0,t < oo, satisfy the following stochastic differential equation :
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—As

aX, = X, (— ¢

1— thNt + /(X — (1 - Zt))dY%) . t€u,00)

(b :
X,=x

We call this setting a g-model, where the initial condition = can be any JF,-mesurable

random variable.

In this work, we introduce the g-model in Multi-dimensional case. Let F' be continuous,
Lipschitz mapping from R? into itself and Y (t,w) = (Yi(t,w),...,Y,(t,w)) denote
r-dimensional continuous local martingale difined on a probability space (2,F =

(Fi)e>0,P). We consider the stochastic differential equation (f,) on R? :

—A

(&
1—-2

r d
dX, = X, (— dNt+ZZﬁ?<Xt—(1—Zt))dnj) € [u,00),1< )

=1 i=1

() :
X, =z

We will show that under additional conditions on F or Y, the map X;(.,w) become
a flow of diffeomorphisms a.s. w. The property appears important in recent study of
stochastic differential geometry, and has been studied by several authors, e.g. Elwor-
thy [18], Malliavin [33], Ikeda-Watanabe [22], Bismut [5]. We will still other method
for the proof of diffecomorphism, our fundamental useful is the results obtained in [25]
by Hiroshi Kunita.

The paper is organized as follows. In section 2, we will prove the found theorems and
lemmas motived by T.Yamada and S. Varadhan, wich will appear in [28]. Section 3

presents the main results of this paper.

4.2 Flow of homeomorphisms for the solution of sto-

chastic differential equation

This section is borrowed from [25].
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Let Gi(z),...,G,(x) be continuous mappings from R? into itself and M}, ..., M]
be continuous semimartingales difined on a probability space (Q,F,P;F;). Here
F;,0 <t < oo is an increasing family of sub o-fields of F such that A.ooF; . = Fy
holds for each ¢. Consider an Itd stochastic differential equation (SDE) on R?;

d& = Z Gj(ft)thj (4.1)
j=1

A sample continuous F;-adapted stochastic process & with values in R? is called a

solution of 4.1, if it satisfies

d t
b=+ / G, (€.)dM? (4.2)
j=1"0

where the right hand side is the It integral.
Concerning coefficients of the equation, we will assume in this section that they are

Lipschitz continuous, i.e., there is a positive constant L such that
|G5(x) = G5(y)| < Llz —yl, Vz,y € R?

holds for all indices i, j, where G’;(x) is the i-th component of the vector function

G,(z). Then for a given point x of R?, the equation has a unique solution such that
o = 0. We denote it as &(z) or &(z,w). It is continuous in (¢,z) a.s. In fact, the

following proposition is well known.

Proposition 4.2.1. [/6]. &(x,w) is continuous in [0,00) x R? for almost all w.

Furthermore, for any T > 0 and p > 2, there is a positive constant KZS}% such that

Elé (@) = &) < K3 (o — ol + 1t — 5/%) (4.3)
holds for all x,y of R% and t,s of [0,T).

We thus regard that for fixed ¢, &(-,w) is a continuous map from R? into itself for

almost all w. The purpose of this section is to prove that map & (-,w) is one to one

and onto, and that the inverse map &; '(-,w) is also continuous. Namely we will prove
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Theorem 4.2.1. [25] Suppose that G4, ..., G, of equation 4.1 are Lipschitz continuous.

Then the solution map &(-,w) is a homeomorphism of R? for all t, a.s. w.
Before the proof of the theorem, we shall mention a few remarks.

Remark 4.2.1. In case of one dimensional SDE, Ogura and Yamada [75] has shown
the same result under a weaker condition, using a strong comparison theorem of so-
lutions. In fact, if coefficients are Lipschitz continuous on any finite interval (local
Lipschitzan) and if they are of linear growth, i.e., |G;(x)| < C(1+ |z|) holds for all

x with some positive C, then the solution &(-,w) is homeomorphism for any t a.s.

Remark 4.2.2. The (local) Lipschitz continuity of coefficients is crucial for the theo-
rem. Ogura and Yamada [75] has given an example of one dimensional SDE with
a-Hélder continuous coefficients (% < a < 1), which has a unique strong solution but

does not have the "one to one” property.

Remark 4.2.3. It is enough to prove the theorem in case that M}, i =1,....r satisfy
properties below : Let M} = B + Al be the decomposition of semimartingale such
that B is a continuous local martingale and Al is a continuous process of bounded

variation. Let < B7 >, be the quadratic variation of Bg. Then it holds for each j and
Vs < t,
Al - A <t—s, <B > —<B ><t-—s, Vs < t (4.4)

In the following discussion, condition (2.4) is always assumed. We will first show the

"one to one" property. Our approach is based on several elementary inequalities.
Lemma 4.2.1. Let T > 0 and p be any real number. Then there is a positive
constant KS% such that Vx,y € R and Vt € [0, T,

Elé(z) — &P < Kpple -y, Vey € R, Vi€ [0,T] (4.5)

Proof of Lemma 4.2.1.

if x = y, the inequality is clearly satisfied for any positive constant KS%. We shall as-

sume x # y. Let € be an arbitrary positive number and o, = inf{t > 0; |{(2)—&(y)| <
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e}. We shall apply Ité’s formula f(z) = |z|P. Then it holds for ¢t < o,
() = &@)I" = e -yl = Z/ 7 &) (Gh(&(@) — Gi(&a(y))) dM]
3 / o (640) ~ £.0) (GHE(0) — G(60)
x (G{(@( ) = Gl(&:(y)) d < M*, M' >
= L+ J;
Note of = p|z|P~?z; and apply Lipschitz inequality. Then

0z;
5|52 (60) - ) (Giee) - Gi(6u()| < VaLIE) - &P

Therefore we have

t
|E[t/\as| < |p|7“\/aL/ E|€5/\O’s (:B) - 58/\05 (y)|pd3
0

Next, note that

9% f

- 4
0207 plzP 26 + p(p — 2) 2P 22

where 6;; is the Kronecker’s delta. Then

(&(@) — &W)(GLEs(2)) — GL&W)))(GL(8s(2)) — Gil&s(y))) <

pl(lp — 2 + d) L*|&s(2) — & ()|

Therefore

t
| < 3lpl(p = 21+ DL | Bl (0) = e, ()]s
0
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Summing up these two inequalities, we obtain

El§iro. (%) = Sino. W)IP < |z —ylP + G, /OtE|§t/\Ug<x) — &ino. (y)["ds
where C,, is a positive constant. By Gronwall’s inequality,
Eléine. (2) = . W) < K|z —ylP, V€ [0,T]
where Kz(f% = exp(C,T'). Letting ¢ tend to 0, we have

E|€ino () — Eno ()P < K0z — P

where ¢ is the first time ¢ such that &(x) = &(y). However, it holds ¢ = o a.s.,

since otherwise the left hand side would be infinity if p < 0. The proof is complete.

The above lemma shows that if  # y then &(x) # &(y) holds for all ¢ a.s. But it
does not conclude that &(-,w) is "one to one", since the exceptional null set N, , =
{wl&(x) = &(y) for some t} depends on the pair (z,y). To overcome this point, we

shall prove the following lemma.

Lemma 4.2.2. (Varadhan) Set

1
O] e

Then n(,y) is continuous in [0, 00) x {(x,y) € R¥|x £ y}.

Proof of Lemma 4.2.2.
Suppose p > 2(2d + 1). It holds

[ne(z,y) — ne (2, y) P < 2Pm (2, y)Pne (2, 4 )PL & (2) — S ()P + |&(y) — & (v) [P}
By Holders inequality,

Elne(z,y) — no(@, )P < 2{E(ne(z, y))E(pe (', y)?)} 7
<{(El&(z) — & (2)|%)2 + (El&(y) — & ()%) 2}
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By Lemma 4.2.1 and Proposition 4.2.1, we have

Cperle =y Pla’ — /|7 {la — '[P + |y — /|7 + 2]t —t']7}
Cord P {lz —a'lP + |y — y'IP + 2]t = ¢/|2}

E|77t(37’ y) — Ny (55/7 y/)|p

(4.7)
if |z —y| > § and |2 — y/| > §, where C,r is a positive constant. Then by
Kolmogorov’s theorem, n;(z,y) is continuous in [0, 7] x {(z,y)/|z —y| > §}. Since T

and 0 are arbitrary positive numbers, we get the assertion. The proof is complete.

The above lemma leads immediately to the "one to one" property of the map & (-, w)

for all ¢ a.s. We shall next consider the onto property. We first establish

Lemma 4.2.3. Let T > 0 and p be any real number. Then there is a positive constant

K ;3% such that

E(1+ [&(2))P < KPM (1 + [2]?)?, Vo € R, vt € [0,T) (4.8)

Proof of Lemma 4.2.3.
We shall apply Ito’s formula to the function f(z) = (1 + |z[*)”. Tt holds

fE@) - fa) = Y / §—i<fs<x>>G;<ss<x>>dM3

: 52/ aié};<fs<$>>G?;<és<x>>G{<ss<y>> d< M M >,

%7y

= I+ J,
Let K be a positive constant such that
Gi(@)] < K(1+[af?)?
holds for all 7 and j. Then,

of

a—%(ﬁs(w))Gé(fs(w)) < 2Vd [p|K(1 + [&(2) )"
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Therefore,

1] < 2r/alpli [ B+ ()P
0

Similarly,
L e (& (@) Gr(Es(2)) G (Eo())| < Ipl(d + 2[p — DK (1 + [&(2) )7
21,].827;82]‘ s\T k\Gs\T 1(Gs T > P p s\ T
so that

t
EJ,| < plr2(d +2lp — 1) K? / E(1 + [¢,(2)|2)7ds
0
Therefore we have
t
B(L+ (@) < (1+]al)r + const. | E(L+ .(a))ds
0

By Gronwall’s inequality, we get the inequality of the lemma.

Remark 4.2.4. It holds (1 + |z]?) < (1 + |z|)? < 2(1 + |z|*). Therefore, inequality
(4.8) implies

E(1 + [&(x)))? < 2P K1+ [))* (4.9)

p

Now taking negative p in the above lemma, we see that [£(z)| tends to infinity in
probability as x tends sequencially to infinity. We shall prove a stronger convergence.

We claim
Lemma 4.2.4. Let Ré = R4 U {oo} be the one point compactification of RY. Set

1

n(x) = 1+ |&()]
0 if =00

if ¢ eR?

Then n,(z,w) is a continuous map from [0,00) x RY into R a.s.
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Proof of Lemma 4.2.4.
Obviously 7;(z) is continuous in [0, 0o) x R%. Hence it is enough to prove the continuity
in the neighborhood of infinity. Suppose p > 2(2d + 1). It holds

() — s (W) [P < ne)Pns(y)PIEe () — Es(y)[P

By Hoélders inequality, Proposition 4.2.1 and lemma 4.2.3, we have

Elni(z) = ns(p)P < (Ene())5 (En, (y)") 5 (Eléi(z) — E(y)[*)>
< Cpr(L+ |2 P+ [y)) Pz —ylP + [t - s?)

1
if t,5 €10,7] and z,y € R?, where C, 7 is a positive constant. Set — = (z1, ...,x;l).
x
Since
[z —y| <L 1‘
T+lzD@+y) ~ |z y

we get the inequality

1 1

p
i) — nl < Cor (|1 = 3| +1e o1

Define

- Mt (l) if ©#0
ne(z) = x
0 if t=0

Then the above inequality implies
E[ii(x) = ()l < Cpr (J —ylP + [t —s]2), «#0,y#0
In case y = 0, we have
El(2)[? < Cprlzf?

Therefore 7;(x) is continuous in [0,00) x R? by Kolmogorov’s theorem. This proves

that 7;(x) is continuous in [0, c0)x neighborhood of infinity.
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Lemma 4.2.5. Define a stochastic process €, on R4 = R% U {oco} by

§i(x) =

00 if x =00

~ { &(x) if v € R

Then &,(z) is continuous in [0,00) x R,

Proof of Lemma 4.2.5.

We have the proof by the previous lemma. Thus for each ¢t > 0, the map &,(-,w) is
homotopic to the identity map on R¢, which is homeomorphic to d-dimensional sphere
S?. Then &,(-,w) is an onto map of R¢ by a well known homotopic theory. Now, the
map &, is a homeomorphism of R¢, since it is one to one, onto and continuous. Since

oo is the invariant point of the map &,, we see that & is a homeomorphism of R?.

This completes the proof of Theorem 2.2.

4.3 Main result

We now turn to the f-equation in higher dimensions. Let (A4, ..., A4) be d-dimensional
continuous increasing process null at the origin, and d-dimensional continuous non-
negative local martingale N such that 0 < N,e ™™ < 1, ¢ > 0. Let F be continuous,
Lipschitz mapping from R? into itself and Y (t,w) = (Yi(t,w), ..., Y;(t,w)) denote
r-dimensional continuous local martingale difined on a probability space (Q2,F =

(Ft)t>0, P). We consider the f-equation in Multi-dimensional case :

( —Aq (t)

dX,(t) = Xy (t) |~ dNL(t) + FudYy + - + FldY,
1—Z(1)
(8) : : :
dXa(t) = Xalt) | —————=dN4(t) + FdYy + --- + FudY,

with X (u) = (x1,...,4)" is the initial condition. Or, in matrix notation simply :

_At
dX, = X, (-16 AN+ F (X, = (1- Zt))dYt) . t€ fu,00)

4t

(bu)
X,.==x
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here X(t) = (Xi(4),..., Xa(t)T, — e ey ey T
whner — 1 g eeey A0(d ) 1—Zt — 1—Z1(t)77 1_Zd(t) ,

AN(t) = (dNy(2), ..., dN4 ()",
Fll Coe . Fld

F = S L dY (1) = (dYi(t),...,dY,(t))", where T denotes the

F. . . . Fyq

transposed of the vector.

Concerning coefficients of our equation, we will assume in this section that they are

Lipschitz continuous, i.e. there is a positive constant L such that :
]F]Z(a:) —F]Z(y)\ <Llz—y ,Ve,yeRL1<i<d, 1<j<r

holds for all indices %, j, where F;(m) is the ¢-th component of the vector function
Fj(z). Then for a given point x of R, the (4,)-equation has a unique solution such
that X, = z. We denote it as X;(x) or X;(x,w). It is continuous in (¢, ) a.s. appliying
the proposition 4.2.1 [16].

. t o= t '
Xt o+ [ x, (—1_Zs)st+/u DX (X, (1= 2

We know that the quantity F;(Xs; — (1 — Z,)) is bounded because F' is a Lipschitz
—As

function, but we do not know a priori if the quantity (— 7 ) is finite or not, we

S

introduce the stopping time 7, = inf{t, 1 — 7, < %}, therfore, we assume the process

X instead of X :
—A¢

~ ~ e " ~ .
dX; = X, <—7d]\ft + Z Fi (X —(1— Zt))dYtJ>
— LN,

Jj=1

such as Xt =X, Vi <7,,neEN,
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4.3.1 Proof of the one to one property

If x = y the inequality is clearly satisfied for any constant f(f} We shall assume

x # y. Let € be an arbitrary positive number and :
os =inf{t > 0, | X}'(2) — Xp'(y)] < &}

denote A, = X*(x) — X*(y), and we shall apply Ito’s formula to the function
f(2) = |zP. Then it holds for ¢t < &;

~ t o= t o ~ '
u = - . _ _ J
Xu(z) x+/u XS( 1—ZsATn)st+/u N XL, (Xs (1 ZS)> dv?.

~ ~ efAt T ~ ~ .
X, = X, (‘ﬁ) dN, + ZXtFj (Xt (1- Zt)) dyy.

7j=1

e 14
—~
s
/T\
—
Cb‘
N 7
>
3
~~
QL
=
+
I
<
S~—
3
~
3<z
s
|
—~
[—
|
N
S~—
~——
QL
a3
~
+
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Notting

V(XD = X(@)F} (X() - (1 - 2.))

V(&Y = Xw)F (X)) - (- 2))
such that

V(XD - Vi(XY)| < L|Xe - X
And
gi = plz[P?2
We put
I, =1I'+1I?

such that

B=X [ 5 (e - Kew) (%) - X)) (1 )

2 (R0 - £0) (7o) - Xw)| < Wl %00 - £0)

2.

i

p

IN

PV | (@) - K()

Therefore
—As

t t
<V [ R - ) dsx [ 5 .
u u — LsAhTy
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Noting
t oA
Q: = /u —md]\fs, it is a local martingale (so called the hypothesis Hy (C)
[24]).
So
<V Qo [ R - %0 ds
For ftz, we have :
3|5t (- 2iw) (v - V)| < Il VAL | o) - K0
< VL% @) - X
Therefore
i [ - %)
So, we have
=il < v [ [ >—f<s<y>]pds+ pVirL [ @) - L) as
< Ip ()| ds Qi+ )
Therefore, we have
N [t - . p
LI RCICIES A 515 SRS S ] S (1)
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\_/

.k
X [( X, (2) —Xs(y)>2 (_157) dN,dN, + (Vk (X7)

X (VIJ(X;”) — V(XY )> dYkdyl + (XS(I) - Xs( ) < AsAT ) (Vl]
x dN,dY! + (Xs(x) - X;(y)> (—%) (Vk _Vi(XY) )std }

O T
Noting J; = = [Jtl + 2+ TP+ Jf} such that :
_AS

I = Z/ (92,(92] )—X;‘(y)> X (ffs(w)—ffs(y)y(—;Tm)szsts

=y [t (R = ) (D Vi) (52 - D) vy

T 0050 (5

(V/(x2) = v/ (X1)) an, av]

=3 [ () - R2) x (Rato) = %) () =

(V,j(f(”“") V(XY )) N, dY*

and note that

a2f p—2 p—4
505, — Pl 0+ p(p = 2)[2f ez
i0%j

where 9;; is the Kronecker’s delta, then

For Jtl, we have

> o (X2 = X200 = (Kufo) - Kat)”

(XY)

N——
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< |l 000 = 215 (£e0) - £)°

< ol (Ip = 21 + &) | X,(w) = X,(w)

Therefore

- t p ¢ e—Ns 2
<l (p-2+d) [ is [ (-5 avax.

The hypothesis Hy (C') is always assumed, so

Xi(w) = Xi(y)

P

Xs(x) — Xs(y) ds

t
< pl (o -2+ d) @?/

For Jf, we have

Z 5ot I (e - Xo) < (VD —iED) (WED) -7 (&) ‘

< ‘(p|z|p—25ijd +p(p = 2| 2iz) L2 (Ro(o) - Xs@))z

p

JE< bl (p =2 +d) I |X(2) - Ki(y)

So

t
~ ~ ~ ~ p
R<lbllp-2+ 9 [ R - 20| ds

For J3, we have

‘Z aziazj (1) = X)) ¢ (Ko@) = X)) (VXD = (X)
< |(pler 20 + plp = 2) |17 2%) (Xo(2) = Zow) Lr (Kolw) = X)) |

p

<Ipl (=2 + &) L7 |X(2) - K(y)

The hypothesis Hy (C') is always assumed, so

t
strp|<|p—2r+d>f:r@t/ X
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For J!', we have also

p

~ ~ t ~ ~
JE< Il (p—2| +d>Lr@t/ K(x) - Xuy)| ds

. T
Jo=5 |+ R+ T+ 7

% {‘p’ (Ip— 2|+ d) QF /ut s( )—Xs(y)‘pd3+

Pl (Ip— 2| + d) 2+ / Xo() - Xuly)

<3 [wto-21+a [

Therefore

o) = Xo)[ s + 2ol (p =2+ ) Qs [

P
ds]

Xo(x) — X,(y) ‘p ds (Q? v L2y 2Ly Qtﬂ

B | < 310 =20 +0) (ot r 1) [ B |Run) = Ko s (40

Summing up these two inequalities 4.10 and 4.11, we obtain

p

ds

p . [t -
‘ tNoz t/\aE( )‘ S ‘.’L’ - y‘p + Cp/ E ‘Xs/\ag(x) _Xs/\ag(y>

where (), is a positive constant.

By Gronwall’s inequality we have

p

E|X¢, (2) — X2, ()] <K

u

e —ylP, uw<t<oo

such that
(2)
Kp

u

& — ylP = exp(Cyu)

Letting € tend to 0, we have

u u P 2) p
E Xt/\U( ) Xt/\a( ) S Kp,u |‘T—y|
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where ¢ is the first time such that X®(z) = X/(y). However it holds 0 = 0o a.s,

since otherwise the left hand side would be infinity if p < 0. The proof is complete.
The above lemma shows that if z # y then X?(z) # X“(y) holds for all ¢ a.s.
But it does not conclude that )N(t(.,w) is one to one, since the exceptional null set
N,, = {w/X*(x) = X}(y) for somet} depends on the pair (z,y). To overcome this
point, we shall apply the lemma 4.2.2.

Suppose p > 2(2d + 1), we have

~ tl ~ 7AS
0+ [ (e

- ZS/\Tn j=1
Putting
1
ﬁt(xa y) = > Il
| X (z) — Xi'(y)]
1
My ($/, y/) I
| X5 (@) — X3(y')]
So

7 (, y) — 7 (2, Y/

" 'rfcm) - X)X - X))
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By Holder inequality

=

E (2, y) — i (@', y)]" < 2 (B (2, y)")EG (2,5) 7)) * x

(B1%) - K+ (BIR0) - K0)) |
By lemme 4.2.1 and proposition 4.2.1, we have
E i (w,y) = (@) < Cparla =yl la’ = y/ | (o =2’ + [y =y + 2]t = 1)
< Cord ™ (Jo = 2/ + Iy =y + 20t~ ¢]%)

if |z —y| > and |2’ —y/| > &, where C, 1 is a positive constant. Then by Kolmogorov
theorem 3.2.1, 7j,(z,y) is continuous in [0, 7] x {(x,y)/|z —y| > §}. Since T and 0

are arbitrary positive numbers, we get the assertion. The proof is complete.

The above lemma leads immediately the one to one property of the map )Z't“(., w) for
all t a.s. We shall next consider the onto property, we first establish the following

lemma.

4.3.2 Proof of the onto property

Let T > 0 and p any real number :

As

X;J(x):“/t)gs <_1—€T) dNS+/ ZXF (X —(-2z))avi.

e

dX, = X, (—ﬁ) dN, + ;XtFj (Xt (- Zt)) dyy.
We shall apply It6’s formula to the function f(z) = (1 + |2|?)?. It holds

F(Xi(a) -3 / o (@) x
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—As

- Z / 8z182] )) X [Xs(x) (_1—€Tm> AN, + X,(z)F} (Xs(x) —(1- Zs)) dYsk] %

z]kl

{&(:c) (—%) AN, + Ko B (Xale) — (1 Z,) dY;}

f(X(x)) — f(x) = I, + J, such that

I = Z/ azz {X () (—%) AN, + X,(2)F} <~S(x) —(1- Zs)> dysj}
Z;l/ azﬁz’] )) x

i (—T) N+ ) F (Rl - (1= 2) v

pee (——A) N+ X (Rua) = (1= 2) v

For I;, we have

I = Z/ azz {f(s(a:) <—%> AN, + X,(z)F} <)~(s(x) _a- ZS)) dYg’]
=% [ 5 (%) < Ko <_7) .
Z/ 5 (K@) x X@F (%) - (1= 2)) av?

— J' + I? such tha

—A.
=1 o e
I Z/ 825 XS(x) <_1 - ZS/\Tn) st

o) = (1= 2)) vy

~u
l\')
\
Q>
£\1
><:z
!
R
>
N
R
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0
f_ 2p 2 (1 + |z/*)P~! and the hypothesis Hy (C) is always assumed,

i

—A
1 o e
I Z/ aZZ X XS<I'> (—m) st

For _ftl, note

SO

< 2pllal (1 + )P VI X (@)

2ApV (1+|X,(x))

IN

Therefore

i<opVara, [ (e I%wP) s

u

For I?, we have

=y [ 3L (xew) % X (R0 - 1= 2)) v

Noting

VI(XT) = X,(2)F] (f(s(g;) (1- Zs)>

J

Let K be a positive constant such that

1

VED < K (1+1X@)P)°

[NIES

< 20pl |l (L PP VAR (14 1%, (2)P)

VAN

2Vdlp & (141X @)

So

t
2 < 2\/8|p|rf</ (14 1%u()P) " ds
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Therefore

I < 2\p|\/Eer/ (1+|X >d8+2\/_]p|TK/ 1+ X, ( )|> ds
X,

u

VA @+ ) [ (1 1@ ds

u

IN

We have

)EL < 2lp|Vdr (Q, + K) /utE(1+|Xs(x)|2>pds (4.12)

Next, for .J; we have

"2 Z / &zlazj )) %

zkl

o) (—7) N+ Rfa) B (Role) = (1 22) v

{X&ﬂ(——fii_)dM4g&@ﬂ7(X$m_(r_&0dxq

1- Zs/\frn
Noting
VXD = X @) F (%) - (1 - 2,)
V(XD = X, @) F (K@) - (1- 2,))
So

~ _AS 2 ~ . ~ ~ ~
[XSW (~7g ) AN+ VD T (R vt v +

3 oA o B o—As
Xs() (——) VI (X?)dN, dY] + X,(x) <—ﬁ

1_Zs/\7'n ) k:( s)d Sd s:|
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O I U
Noting J; = 3 [Jtl +JP 4+ I+ Jtﬂ , such that

—Ag 2
- X X, % ) dN.dN,
i Z/ 87:182] )> (@ ) ( 1—Z8,\Tn) dNsd

i,5,k,l

2= / 82182] )) V(X2 V7 (X2) dYF dy!

,7,k,l

B3 [ oL (%) £t (- ) W an.ay;

WGk 1— ZS/\Tn
J=> / )) X,(z) e V(XT)AN,dYF
= azzazj ’ 1= Zpy, ) B80S

and note that

o*f B B
507, =2p(1+ |2z} 152-]- +4p(p—1)ziz; (1 + |z|2)P—2

where 8;; is the Kronecker’s delta, then for J! we have

—_A 2
i = ¢u(2)) Xo(0)? (——
=3 [ () S () .

0,5,k,1

P (xr@) Koy

)Y < [Pt Py A o — 1) 5z (14 |22 Ko
i Gzz(?zj
’ - P
< 2l 2(p— 1) + d) (14X, (@) )
Therefore

- t 5 p t e~ s 2

By hypothesis Hy (C'), we have

<l er-0+0Q [ (1410 s
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For J?, we have

t
2=y / Or (X)) i) W (X0 avF av
t ' aziazj s k s l s s s

< 1@p (L4 2P0 +4p (p— 1) 21 25 (1+ 2177

XK (1+ | X (2)?)]

< 20pl 20p — 1) +d) K2 (1 + | X(2) )P

Therefore

<l e - N+ R [ (14w s

For J32, we have

8 = Xy(z) (——S——) V/(X?)dN,dY!
B3 [ EE (v ) (- ) Pz av.ay;

,7,k,l

o, (B0 T05)

2

< J@p A+ 22710, +4p(p — 1) 2 25 (1 + |2)%)P72)

XK (14 X, (2)2)2 Xy(2)]
< 2lp| 2(p — 1) +d) K(1+ | X,(2)]*)
The hypothesis Hy (C') is always assumed, so
- . ¢ N p
J3 < 20p| 2(p — 1) + d) Kr@t/ (14 1%, @)) ds

For J}', we have also

<ol - 0+ ) ke [ (141X ds
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Therefore
1r - . . .
Jy = 3 [JQ+JE+JE+J§}
p

5 |2l e —1>+d>Qt/ (14 1% 0)R) ds +

2lp| (2(p — 1) + d) K2 7“2/ <1 + | X, (x |2>pd8+

u

hl -1+ ) Ko [ (1+1%@F) o]
Pl (2(p — 1) + d) /ut (141X (@)) ds (@2 + K202 + 2K Q)

IN

IN

IN

IN

So

‘Ejt < Ipl2(p - 1) +d) <Qt+rf(>2/utE(1+|X5(x)|2>pds (4.13)

Summing up these two inequalities 4.12 and 4.13, we obtain

t
E <1 + |)~(S(x)|2)p < (1+|2)" + const x / E (1 + |)~(S(x)|2)pd8
By Gronwall’s inequality, we have

E(1+ |X's(a:)|2>p < (14 o) x exp (G
such that
t
Cpu = const X / E <1 + |Xs(x)|2>pd8
and
K3, =exp (Cpu)
So, we have the inequality of the lemma 4.2.3

E(1+ \Xs(x)ﬁ)” <K, (1+]a?)”

Now, taking negative p in the above lemma, we see that ‘Xt(:c)‘ tends to infinity in

probability as x tends sequencially to infinity. We shall prove a stronger convergence.
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So, let R? = R? U {oo} be the one point compactification of R. Set

SATn

~ t ~ 7A5 t T ~ ~ .
Xiz)=x +/ X, (—1_6—> dN, +/ S XF (Xs —(1- Zs)) dy?.
u U=

ot
(x) =4 1+ ‘X}(m)‘

0 if z =00

if z € R4

Evidently 7(z) is continuous in [0, 00) x R¢. Thus just to prove the continuity in the

vicinity of infinity. Suppose p > 2(2d 4 1). It holds

p

Xi(z) = X.(y)

By Holder inequality, proposition 4.2.1 and lemma 4.2.3, we have

E [7(x) = s(y)[" < (}Eﬁt(x)“”)%(Eﬁs(y)“p)%(ElXt( z) — X, (y)[*)
< Cor (L |2 @+ Jy) ™ (lz =yl + [t = 5|2

)

if t,s € [0,7] and z,y € R, where C'p,T is a positive constant. Set

Since

We get the inequality

- - ~ 1 1
Eline) ~ )P < Gy (|-

Define
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Then the above inequality implies
Elin() = W)l < Cpr (Jo =yl + 1t —s/2) o £0,y #0

In case y = 0, we have

Eli(2)]” < Cpr |2

Therefore 7;(x) is continuous in [0,00) x R? by Kolmogorov’s theorem. This proves

that 7;(x) is continuous in [0, 00) X neighborhood of infinity.

Now, define a stochastic process X; on RY = R?U {oo} by

Xi(z) =

00 if © =00

_ { Xi(z) if z € RY

Then X;(r) is continuous sur [0, 00) x R? by the previous lemma. Thus for each t > 0,
the map X,(.,w) is homotopic to the identity map on R? which is homeomorphic
to d-dimensional sphere S¢. Then X;(.,w) is an onto map of R? by a well known
homotopic theory. Now, the map X, is a homeomorphism of R?, since it is one to one,

onto and continuous. Since oo is the invariant point of the map X, we see that X; is

a homeomorphism of R%. This completes the proof of theorem 4.2.1.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette thése, j’ai abordé une nouvelle étude sur les propriétés du flot stochas-
tique engendré par un modéle financier trés connu, qui s’appelle le modéle naturel.
Ces résultats trouvés forment une bonne contribution dans la finance d’une part et
dans la géométrie stochastique d’autre part. Dans la premiére partie, j’ai montré la
continuité du flot stochastique dans le cas unidimensionnel, basant sur un lemme trés
intéressant de Kolmogorov. Dans la deuxiéme partie et sous quelques hypothéses, jai
prouvé que le flot stochastique est un homéomorphisme dans un cas vectoriel, en
appliquant une théorie importante de Kunita.

Dans la continuité de ce travail, je présente dans ce qui suit quelques perspectives
possibles en vue d’améliorer et d’étendre mes résultats :

— Etude de la propriété d’homéomorphisme du flot stochastique engendré par le mo-
déle naturel dans les deux cas unidimensionnel et multidimensionnel, mais dans un
cas ol il y a des processus avec sauts.

— Etude des propriétés du flot stochastique engendré par le modeéle naturel gouverné

par un mouvement Brownien fractionnaire.
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CHAPITRE 4. THE HOMEOMORPHIC PROPERTY OF THE
STOCHASTIC FLOW OF THE NATURAL EQUATION IN
MULTI-DIMENSIONAL CASE
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