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ولا إٌىّػاْ شغًٍ. اٌخّ  أثٕاءوزشاسٌتّ وبٍشة  ٍِىأٍىٍّت لأزّاي ِٓ اٌّىاد اٌّشوّبت اٌّظٕؼّت اٌّىىّٔاثخؼشّع حوثٍشًا ِا 

ٔىع اٌّخماطؼت ِٓ  بتـّ اٌّشوفائر ظّ ع اٌخؼشّ ح ػٕذِاهٍاوً اٌّشوبت. إخفاق اٌو بىسىس لذ ٌسّبب الأزّاي ِٓ 
snm

/ 900 

 ت,طىٌٍّ  ت وػشضٍّ أشمالاث   :ّظفىفت)أشماق اٌ الأضشاس ت ِِٓخخٍفس أىاع و حخطىّ  حظهش ,أزادي اٌّسىس ذـّ اٌش لإخهاد

ش بشىً ـّ ثأحْ أٌّىٓ  ّارج ِٓ الاضشاسـّ هزٖ إٌ سحطىّ  ّْ إ الأٌٍاف. حمسٍُو )الأفظاي  :داٖـّ الاحاٌّخخٍفت  بماثـّ طاٌأفىان 

وفً  ٌسذد. ي ضشسأوّ  هاـّ أٔ ػٍى ت ِؼشوفتؼشضٍّ ٔشمالاث اٌالا ,اٌخدّشٌبٍت ِٓ إٌاّزٍت. بتـّ اٌّشوفائر ظّ اٌوبٍش ػٍى طلابت 

خظائض اٌ حذهىساٌخـىّحش و ِداي ػٍى حىصٌغ ؼشضًدساست حأثٍش الأشماق اٌ هى ِٓ هزٖ اٌّزوّشة هزا اٌظذد، اٌهذف

 ٌخطىّس هزا (FE)باٌؼٕاطش اٌّسذودة سٕسخخذَ اٌّساواة  ,هزآِ اخً  .اٌّخماطؼت اٌّشوـبّتظّفائر ٌٍ زشاسٌت-اٌٍّىأٍه

ٔىع اٌّخماطؼت ِٓ  اٌّشوـبّتظّفائر اٌاٌضّشس فً  
snm

/ ٔشمالاث الا حأثٍش حُ دساست زادي اٌّسىس.الأحسج اٌشّذ  900

اٌخً حُ  إٌخائح .ػذدٌا زشاسٌتاٌٍّىأٍه  اٌخظائض حذهىس حسج اٌّخماطؼت اٌّشوـبّتظّفائر اٌؼشضٍتّ ػٍى طلابت اٌ

 لذسة اٌخسًّ ؼشضٍتّ ػٍىٔشمالاث اٌالا حأثٍش حبشهٓ ػٍى هزا اٌخسمٍك فً إٌّىرج اٌؼذدي ػٓ طشٌك اٌسظىي ػٍٍها

اٌخّذد  وِؼاًِ ٌىٔغ، ِؼاًِ بىاسىْ ِؼاًِ ِثً اٌخىاص اٌٍّىأٍىٍت اٌخّغٍشاث فً آثاسها ػٍى ووزٌه ٌٍخٍف وِماوِت

 ِغ اٌؼادي اٌضغظ واٌخغٍش فً اٌطىًٌ ّشؤتاٌ ِؼاًِ حذهىس ػٍى 9°و 09° الاحداٖراث  اٌطـبّماث دحأثٍش ػذ .اٌسشاسي

 ِغ احفاق خٍذ أظهشث اٌخً حُ اٌسظىي ػٍٍها إٌخائح ت.ساسِذسخت أٌضا فً هزٖ اٌذّ ػشضٍت  اٌشمىق ِخخٍفت ِٓ وثافت

 .اٌّخازت أو اٌّخىفشّة اٌخً حُ اٌسظىي ػٍٍها ٌبٍتإٌخائح اٌخدش ووزٌه ِغ shear lag اٌخـسًٍٍٍّ اٌّمخشذ إٌـّّىرج

 

 اٌخسًٍٍ اٌؼذدي ػٓ طشٌك,ؼشضً الأشماق اٌ اٌّخماطؼت,ظّفائر اٌ ,زشاسٌت-اٌٍّىأٍه اٌخظائض :الكلمات المفتاحيّة

 .shear lag, اٌخسًٍٍ إٌظّشي ػٓ طشٌك ِماسبت اٌؼٕاطش اٌّسذودة
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RÉSUMÉ 

 

Les composants fabriqués à partir de matériaux composites sont fréquemment soumis à 

des charges mécaniques et thermiques superposées pendant leur service d'exploitation. Les 

deux types de chargements peuvent provoquer des fractures et l'échec des structures 

composites. Lorsque les composites stratifiés croisés de type [0m/90n]s sont soumis à une 

chargement de traction uni-axiale, différents types de dommages sont apparaissent et sont 

développés tels que la fissuration de la matrice: fissuration transversales et longitudinales, 

délaminage entre les couches désorientées et rupture des fibres. Le développement de ces 

modes d'endommagement peut être nuisible à la rigidité des stratifiés. Du point de vue 

expérimental, la fissuration transversale est connue comme étant le premier mode de 

dommages. À cet égard, l'objectif du présent document est d'étudier l'effet des fissures 

transversales d’un composite stratifié croisé sur la distribution du champ de contraintes et la 

dégradation des propriétés thermomécaniques. Une simulation des Éléments Finis (FE) de 

l’évolution de dommages en composites stratifiés croisés de type [0m/90n]s soumis à un 

chargement de traction uni-axiale est réalisé. L'effet de la fissuration transversale sur la 

résistance des stratifié croisés sous la dégradation thermomécanique est étudiée 

numériquement. Les résultats obtenus par la prédiction du modèle numérique développé dans 

cette étude montrent l'influence des fissures transversales sur la résistance aux dommages, 

ainsi que ses effets sur la variation des propriétés thermomécanique telles que, le module 

d'Young, coefficient de Poisson et le coefficient de dilatation thermique. L’effet du nombre n 

de plis à 90° et le nombre m de plis à 0° sur la dégradation du module d’élasticité 

longitudinal, ainsi que la variation de la contrainte normale 
 90

xx
 , avec différentes densité de 

fissures transverses a été également étudié. Les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux 

prédits par le modèle analytique proposé shear lag ainsi qu'avec les résultats expérimentaux 

obtenus disponibles dans la littérature. 

 

Mots clés : Propriétés thermomécaniques, Stratifiés croisés, Fissures transverses, Analyse 

élément finis (AEF), Analyse shear lag.   
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ABSTRACT 

 

Components manufactured from composite materials are frequently subjected to 

superimposed mechanical and thermal loadings during their operating service. Both types of 

loadings may cause fracture and failure of composite structures. When composite cross-ply 

laminates of type [0m
 
/
 
90n]s is subjected to uni-axial tensile loading, different types of damage 

are set-up and are developed such as matrix cracking: transverse and longitudinal cracks, 

delamination between disoriented layers and broken fibers. The development of these modes 

of damage can be detrimental for the stiffness of the laminates. From the experimental point 

of view, transverse cracking is known as the first mode of damage. In this regard, the 

objective of the present paper is to investigate the effect of transverse cracking in cross-ply 

laminate on the distribution of the stress filed and thermo-mechanical degradation. A Finite 

Element (FE) simulation of damage evolution in composite cross-ply laminates of type 

[0m
 
/
 
90n]s subjected to uni-axial tensile loading is carried out. The effect of transverse 

cracking on the cross-ply laminate strength under thermo-mechanical degradation is 

investigated numerically. The results obtained by prediction of the numerical model 

developed in this investigation demonstrate the influence of the transverse cracking on the 

bearing capacity and resistance to damage as well as its effects on the variation of the 

mechanical properties such as Young’s modulus, Poisson’s ratio and coefficient of thermal 

expansion. The effect of the number n of 90° plies and the number m of 0° plies on the 

degradation of the longitudinal elasticity modulus and the variation of the normal stress 
 90

xx
 , 

with different density of transverse cracks, was also studied. The results obtained are in good 

agreement with those predicted by the shear lag analytical model as well as with the obtained 

experimental results available in the literature. 

 

Keywords: Cross-ply laminate, thermo-mechanical properties, Shear-lag analysis, transverse 

cracking, finite element method (FEM). 
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NOMENCLATURE 

 

 

a  Rapport géométrique de la fissuration transverse 
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H  Epaisseurs de stratifié 

p
n  Quantité ou nombre de plis empilés dans un stratifié 

k
h  Epaisseur de la couche k  

k
  Orientation de la couche k  

k
mat  Matériau de la couche k  
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 321 ,,  Repère local d’un pli ou les axes du matériau (1, 2, 3) 

M  Les modules de Young  G,E  
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E  Module d’élasticité selon les directions  j,i   
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  Les résistances à la traction ou contrainte de traction 
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c  Indice inférieur signifie qu’il s’agit du composite 
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m Indice inférieur signifie qu’il s’agit de la matrice 
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bution et de la fraction volumique de fibres 

   
Facteur des équations Halpin-Tsai prend en compte le module relatif de la 

fibre et de la matrice 

  
Facteur des équations Halpin-Tsai Prend en compte la résistance relative 

de la fibre et de la matrice 

c
E  

Le module d’élasticité d’un composite à fibres courtes orientées aléatoi-

rement dans le plan 

//
E  Le module d’élasticité longitudinal du composite 



Nomenclature  

 X 


E  Le module d’élasticité perpendiculaire du composite 

cVoigt
E  

Le module d’élasticité d’un composite suivant le modèle de Voigt dans le 

cas d’un composite unidirectionnel 

ussRec
E  

Le module d’élasticité d’un composite suivant le modèle de Reuss dans le 

cas d’un composite unidirectionnel 

  Facteur des équations Halpin-Tsai modifiées 

max
  La fraction maximum de « Packing » du renfort 

K  Facteur des équations Halpin-Tsai 

d  Le facteur de forme de la fibre 

  Longueur 

d  Diamètre 

  Facteur des équations de Cox 

f
A  L’aire de la fibre 

R  La distance entre les fibres centre à centre 

r  Le rayon de la fibre 

1
K  Le facteur d’orientation de la fibre 

2
K  Le facteur tenant compte de la longueur des fibres 

c
  La longueur critique de la fibre 

  La contrainte de cisaillement 

 
c

d  Le facteur de forme critique. 

0
  Paramètre tenant compte de l'orientation des fibres  1  

1
  

Paramètre tenant compte du transfert de charge par rapport au facteur de 

forme rapporté au facteur de forme critique 

I
  Le cisaillement interfacial 

tu
  La résistance transverse d’un composite unidirectionnel  

ij
  

Coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la direction 

j  quand la contrainte est appliquée selon la direction i  

ijkl
C  Tenseur de rigidité (ou d’élasticité) 

ijkl
S  Tenseur de souplesse  

ij
  Contraintes normale selon  j,i    
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 XI 

ij
  Déformation normale selon  j,i   

ij
  Distorsions angulaires selon  j,i  

i
  Déformation normale selon i  z,y,xi   

xy
 , 

xz
 , 

yz
  Déformation de cisaillement dans le plan xy, xz  et yz  respectivement 

( w,v,u ) Déplacements suivant les trois directions de l’espace   

 ooo w,v,u  Déplacements du plan moyen 

o

x
 , 

o

y
 , 

o

xy
  Courbures de la torsion de plan moyen 

o

x
 , 

o

y
  

Déformations (étirement ou compression) de plan moyen selon l’axe x  et 

y  respectivement 

o

xy
  Déformations (cisaillement) de plan moyen 

x
 , 

y
 , 

y
  Contraintes normale selon l’axe x , y  et z  respectivement 

xy
 , 

zx
 , 

zx
  Contraintes de cisaillement selon le plan xy, zx et yz  respectivement 

x
N , 

y
N  Contraintes résultantes selon l’axe x  et y  respectivement 

xy
N  Contraintes résultantes selon le plan xy 

x
M , 

y
M  Moments résultants selon l’axe x  et y  respectivement 

xy
M  Moments résultants selon le plan xy 

x
 , 

y
  Courbures de flexion du laminé selon l’axe x  et y  respectivement 

xy
  Courbures de torsion du laminé selon le plan xy  

 A  
Matrice de rigidité en membrane, ses coefficients 
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INTRODUCTION GENERALE 

  

L’utilisation des stratifiés composites à fibres longues sont très répandue dans divers 

domaines tels l’aérospatiale, l’aéronautique, l’industrie automobile, nautique de même 

que dans l’industrie sportive. Ces matériaux sont prisés en raison de leur grand rapport 

rigidité vs poids et résistance vs poids de même que pour certaines de leurs propriétés 

mécaniques comme la résistance à la corrosion par exemple. De plus, l’utilisation des 

matériaux composites peut être avantageuse par rapport aux matériaux traditionnels, car 

elle permet la conception de structures aux propriétés globales qui répondent mieux aux 

besoins particuliers d’une situation. 

La première utilisation majeure du composite, Bore / Epoxy par exemple, fut 

l’empennage horizontal du Grumman F-14 [1]. Dès lors, l’usage des éléments structuraux 

en composites a continué à augmenter autant en aviation militaire que civile. La figure 1 

présente la croissance rapide de l’utilisation des matériaux composites dans les structures 

d’avions. 

 

Figure 1 : Matériaux composites dans des structures d’avions [1] 
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Dans l’autre côté, lorsque ces stratifiés composites à fibres longues soumis à un 

chargement monotone ou cyclique, la rupture finale du stratifié résulte du développement 

et de l’accumulation de plusieurs types d'endommagement. A l'échelle microscopique, les 

différents types d'endommagement observés se résument à des microfissures dans la 

matrice ou à l'interface des plis, décohésions fibre / matrice, arrachement des fibres ainsi 

que des ruptures de fibres. A l'échelle macroscopique, les mécanismes d'endommagement 

rencontrés sont : la rupture de la matrice le long des fibres connue sous le nom de 

fissuration intra laminaire, décollement inter-plis appelé délaminage et la rupture des 

fibres qui représente le mode d'endommagement le plus dangereux puisqu'il apparaît 

tardivement et conduit à la ruine finale du matériau [2]. 

Cette thèse présente les résultats de l'Analyses Eléments Finis 2D d’un stratifié croisé 

avec des fissures dans les plis hors axe (à 90°). Les matériaux sont modélisés avec des 

couches homogènes orthotropes. Les stratifiés croisés de type  
snm

/ 900  ont été analysés 

pour deux types de propriétés des matériaux différents représentant les composites de : 

Fibre de Verre / Epoxyde et Fibre de Graphite / Epoxyde.  

Le but du travail actuel est d'étudier la dégradation des propriétés thermomécaniques, 

ainsi que la distribution du champ de contraintes, d’un stratifié croisé de type  
snm

90/0  

due à la fissuration transversale. Une Analyse Elément Finis est appliquée pour une 

fissure traversant la largeur d'une cellule élémentaire caractérisée par un rapport 

géométrique de la fissuration transverse a . 

Ce mémoire se divise en quatre chapitres : le premier chapitre est comprend une 

revu de littérature des divers travaux mettant en évidence l'influence de 

l'endommagement sur le comportement mécanique de stratifiés, tandis que, dans le 

seconde chapitre, il s’agit de présenter un ensemble de généralité de matériaux 

composites structuraux et leurs différents types, la théorie classique (hypothèse de 

Kirchhoff) et de comportement macro-mécanique des composites stratifiés. Une certaine 

attention est ensuite consacrée aux modélisations analytiques et mise en équation d’un 

laminé. L'objectif final de ce chapitre est celui d'initier au calcul des stratifiés en 

composite à usage structurel, en fournissant un bagage suffisant de connaissances de base 

sur ces matériaux et sur leurs techniques d'analyse. Le troisième chapitre s’intéresse à 

l’analyse  analytique l’endommagement due des fissures transversales dans un stratifié 
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croisé type  
snm

/ 900 à fibre longues sous l’influence de chargement thermomécanique, 

monotone ou cyclique, ainsi que les relations contraintes-déformation. Une bibliographie 

sélective présente la modélisation du comportement mécanique en utilisant l’approche 

shear lag en formulation des contraintes plane. Le quatrième chapitre concerne notre 

modélisation numérique d’un stratifié croisé de type  
snm

/ 900  de deux matériaux 

différents endommagés par fissure transversale sous chargement quasi-statique 

mécanique et thermique. Tout d'abord, nous étudions la distribution du champ de 

contraintes dans les plis fissurés. Ensuite, le problème de la fissuration transverse est 

étudié pour prédire l'effet de ce mode d’endommagement sur la dégradation des 

propriétés thermomécaniques de composites stratifiés. En fin, l’effet de l’épaisseur de 

couches à 90° et à 0° sur la rigidité ainsi que la variation de la contrainte normale 
 90

xx
  

avec différentes densité de fissuration transverse est examiné. Une bonne concordance est 

obtenue en comparant les résultats déduits du modèle Elément Finis aux résultats de 

l’analyse analytique proposé de type shear lag et les tests expérimentaux disponible dans 

littérateurs.  

Pour terminer, des conclusions sont tirées suivants les résultats obtenus comparées 

avec autres résultats théoriques et / ou expérimentaux. Dans la section de référence, il y a 

85 références liées au sujet. Approximativement, 60% d’eux sont des publications de 

divers journaux. L’autre 40% d’eux sont des thèses, conférences et congrès.  
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CHAPITRE 01  

 

Revue de littérature 

 

 

Le matériau composite aux fibres de renforcement se compose des fibres disséminées 

dans une matrice continue. En raison de leur module élevé et de faible densité, les fibres 

agissent en tant que renforts dans les matériaux composites. La plupart des composites sont 

utilisés sous forme de stratifiés formés de couches unidirectionnelles (Plis) avec différentes 

orientations de fibres. Mais, les stratifiés unidirectionnelles sont faibles dans la direction 

transversale lorsqu’ils sont soumis à un chargement de traction transverse ou de cisaillement 

[3]. On peut séparer, en deux classes, les modes de dégradation des stratifiés aux fibres 

longues. La première concerne les endommagements intra-laminaires : fissuration transverse 

et longitudinale de la matrice, décohésion de la liaison fibre / matrice, rupture de fibres. Le 

second est relative à l’endommagement de la liaison entre les couches d’un stratifié, c’est le 

délaminage [4].  

La figure 1.1, représente, schématiquement, les types de l’endommagement intra- et inter-

laminaire observés dans les composites stratifiés croisés et orientés : fissures matricielles 

transverses et délamination dans un stratifié croisé (Fig. 1. 1a). Délamination de bouts de 

fissure transverse et longitudinale dans un stratifié croisé (Fig. 1. 1b). Fissures de pli hors axe 

dans un stratifié symétrique équilibre (Fig. 1. 1c-d), délamination locale uniforme (Fig. 1. 1c) 

et partiel (Fig. 1. 1d) induit par les fissures matricielles d’un pli orienté. Fissures matricielles 

provoquent la délamination de bord (Fig. 1. 1e) [5]. 

  



Chapitre 01                                                                                                    Revue de littérature 

 

 

- 5 - 

 

 

Figure 1.1 : Types d’endommagement intra- et inter-laminaire 

observés dans les composites stratifiés croisés et orientés [5]. 

Expérimentalement, le premier type d’endommagement observé dans un composite 

stratifié croisé, soumis à un chargement de traction statique uni-axiale ou en fatigue est 

généralement la fissuration transverse qui cause une concentration des contraintes inter-

laminaire aux bouts de fissures. Une contrainte inter-laminaire élevée peut entraîner le 

décollement des couches aux interfaces des plis ayant des orientations différentes. La 

délamination ou fissuration longitudinale est l’endommagement ultérieur à la fissuration 

transverse. Il est bien connu, expérimentalement, que la rigidité d’une structure composite est 

réduite avec l’évolution de la fissure transverse. De plus, une structure composite 

endommagée par la délamination et / ou la fissuration longitudinale devient inutilisable [6]. 

Le développement de ces endommagements dans les stratifiés est un processus très complexe 

[7]. 

Les trois modes d’endommagements dans les composites stratifiés (fissuration transverse, 

fissuration longitudinale et la délamination) ont été le sujet de recherches approfondies, 
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théoriquement et expérimentalement. Plusieurs théories ont étudié l’initiation et le 

développement de ces modes d’endommagement et décrit leur effet sur la dégradation des 

propriétés thermomécaniques d’un stratifié [5, 8-10]. M. Kashtalyan et C. Soutis [5] ont 

également étudié l’effet de la délamination de bout de fissure sur la réduction de la rigidité 

pour les stratifiés croisés de type  
snm

/ 900  avec décollement local le long de la fissure 

transverse et longitudinale. Ils ont examiné aussi l’effet de l’angle d’orientation   des plis 

extérieurs sur la réduction de propriétés de la rigidité d’un stratifié symétrique équilibre de 

type  
sn

/ 90  dans le plan. Même auteurs [8] ont analysé, par l’utilisation d’une approche 

basée sur un modèle de contrainte équivalente (Equivalent Constraint Model, ECM), la 

dégradation de la rigidité des stratifiés croisés de type  
snm

/ 900  due à la fissuration 

matricielle dans les deux plis, à 90° (fissuration transverse) et à 0° (fissuration longitudinale). 

Ils ont utilisé une analyse de type shear lag 2D pour déterminer le champ de contraintes dans 

les stratifiés croisés endommagés et pour la description de la dégradation de la rigidité. Ils ont 

constaté que les propriétés de la rigidité réduite d’un stratifié endommagé dépendent 

explicitement de la densité de fissures de la couche à 90° et implicitement de la densité de 

fissure de la couche externe à 0°. L’effet de la fissuration matricielle sur le comportement 

d’un stratifié Verre / Epoxyde croisé de type  
snm

/ 900  et symétrique déséquilibre de type 

 s/ 450  sous chargement statique et les prédictions théoriques de réduction de la rigidité 

dues aux endommagements basés sur un Modèle de Contrainte Equivalent (Equivalent 

Constraint Model, ECM), qui tient compte de la fissuration matricielle simultanée dans toutes 

les couches du stratifié, ont été analysées par D.T.G.Katerelos et al [10]. 

Plusieurs approches analytiques et numériques ont été proposées. Henaff- Gardin et al 

[11-13] ont utilisé l’analyse de type shear lag pour étudier les composites stratifiés croisés 

endommagés par double fissures matricielles périodiques (c.-à-d. fissuration transverse et 

longitudinale) sous chargement thermique et bi-axial général dans le plan. Ils ont supposé que 

le déplacement dans le plan dans chaque couche varie paraboliquement à travers l’épaisseur 

du stratifié dans la direction normale au plan de fissure et est constant dans l’autre direction. 

J.-M. Berthelot et al [14], ont été étudié l'effet de la  fissuration transversale de stratifiés 

croisés, soumis à une charge de traction uni axiale, et la réduction de la rigidité longitudinale 

en fonction de la densité de fissure, par analyse éléments finis et comparer leurs résultats 

obtenus avec des modèles analytiques. Leurs comparaisons montrent qu'une analyse shear lag 

parabolique complète donne une assez bonne approximation de la distributions des contraintes 
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et déformation obtenues par l'analyse des éléments finis. Par conséquent, les résultats déduits 

de ce modèle analytique et de l'analyse des éléments finis sont en bon accord avec les résultats 

expérimentaux obtenus pour différents stratifiés croisés (Fibre de Verre–E / Epoxy 

 
T

// 0900
2

 et fibre de Graphite / Epoxy de types AS4-3502  
Tn

// 0900  avec n= 2 ; 4 et 

P3051-F05  
Tn

// 0900   avec n= 5 ; 10). Les auteurs R. Joffe et J. Varna [15] ont analysés 

la réduction de la rigidité de stratifiés symétriques de type  
sn

/S 90  contenant des sous-

stratifiés orthotropes  S  et couche à 90° fissurés. Expressions Closed-form relatives (reliant) 

le changement de la rigidité à la densité de fissure transversale ont dérivées. Le modèles de 

distribution contraintes (shear lag, approche variationnelle et analyse par éléments finis 

(FEA)] ont adoptées pour les configurations  
sn

/S 90  et utilisées pour calculer la fonction de 

perturbation de contrainte. Leurs prédictions ont été comparées avec les données 

expérimentales pour des stratifiés de Fibres de Verre / Résine Epoxy de type  
s

/
4

90    = 

0, 15, 30 et 40. Généralement, ils ont conclu que le modèle EF légèrement sous-estime la 

réduction de rigidité tandis que les deux modèles théoriques utilisés conduisent à des résultats 

similaires, légèrement inférieure à celle expérimentale. 

Les changements dans les propriétés mécaniques en raison de la fissuration transverse 

dans les stratifiés croisés âgés hygrothermique ont examinées théoriquement (analyse shear 

lag modifié) par K.H. Amara et al [16]. Dans leurs travaux, la dégradation des propriétés 

longitudinale et transversales des stratifiés croisés âgés hygrothermique due à la fissuration 

matricielle transversale sous chargement longitudinale a été étudiée. Ils ont observé une 

grande réduction du coefficient de Poisson lorsque la densité de fissure augmente, tandis que 

peu ou pas de réduction dans le module de Young. Aussi, ils ont étudié l’effet de la 

température et de l'humidité sur la réduction des propriétés élastiques des stratifiés croisées 

contenant fissuration transversale. Leurs résultats montrent que la dégradation de module 

d'Young longitudinal en raison de la fissuration transversale est réduite avec la diminution de 

concentration de l'humidité et de la température, en particulier lorsque la densité de la fissure 

prend des valeurs plus élevées. En revanche (d’autre part), aucun effet des conditions 

hygrothermiques a été observée sur la dégradation du coefficient de Poisson en raison de la 

fissuration transversale. A. Benzair et al [17] ont étudié l’influence de la fissuration 

matricielle transverse sur l’évolution du module longitudinal et du coefficient de Poisson d’un 

stratifié orienté à haute température par le modèle d’analyse de type shear lag parabolique 

complet et cisaillement progressif avec une certaine modification. A. Tounsi et al [18] ont été 
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utilisés une analyse shear lag modifiée, en tenant compte de la notion de fonction de 

perturbation de contrainte, pour évaluer l'effet des fissures transversales sur la réduction de 

rigidité dans les composites de stratifiés des plis orientés âgés. Ils sont trouvés que les 

résultats de leurs études représentent bien la dépendance de la dégradation des propriétés 

élastiques sur la densité des fissures, des conditions hygrométriques et l'orientation des fibres 

des couches extérieures. Effet de fissures transversales sur la réduction de la rigidité des 

stratifiés croisés âgés hygrothermique ont été examinés par M. Bouazza el al [19]. Ils ont 

développés et appliqués un modèle analytique, basé sur la notion de la fonction de 

perturbation de contrainte, pour étudier l'effet des fissures multiples des stratifiés croisés 

âgées sur la rigidité d'un composite stratifié. L'effet hygrothermique (variation de la 

température et de l'humidité) est pris en compte pour évaluer les changements dans le module 

longitudinal dû à la fissuration transversale. Leurs résultats obtenus représentent bien la 

dépendance de la dégradation des propriétés élastiques sur la densité des fissures et conditions 

hygrothermiques. Les mêmes études effectuée par E.A. Adda-bedia et al [20] mais pour 

stratifiés à plis orientées âgés hygrothermiques. 

Dans l'étude de S. G. Lim & C. S. Hong [21], une analyse de shear lag modifiée, en tenant 

compte de la notion de cisaillement de la couche interlaminaire, a été utilisé pour évaluer 

l'effet des fissures transversales sur la réduction de la rigidité et le changement dans le 

coefficient de dilatation thermique dans du composites stratifiées croisées. Leurs résultats 

représentent bien la dépendance de la dégradation des propriétés thermomécaniques de la 

configuration du stratifié. Tandis que, J.-L. Robiere et al [22-25] ont examiné, avec le modèle 

d’approche variationnel utilisé le principe du minimum de l’énergie complémentaire et 

analyse EF, l’influence des fissures transverses et longitudinales sur la distribution de champ 

de contraintes, la perte de rigidité et la réduction de coefficient de Poisson d’un stratifié croisé 

soumis aux essais de traction statique ou de fatigue. Ils ont utilisé deux modèles analytiques 

(les deux modèles dépendent de la fonction  z  [2, 23]) qui dépendent de différentes 

distributions du champ de contraintes dans la direction de l’épaisseur du stratifié. Les trois 

modèles sont destiné à prédire l’évolution des propriétés mécaniques des stratifiés croisés de 

type  
snm

/ 900  avec nm  = 8 afin de mieux comprendre l’évolution de l’endommagement. 

Ils ont prouvé qu’il est nécessaire de prendre en compte les contraintes résiduelles thermiques 

de fabrication dans les calculs. De plus, pour décrire avec précision le stratifié dégradé, 

l’étude montre que, pour les grandes densités de fissures, la présence de la délamination 

provoque une réduction supplémentaire de la rigidité. Lorsque l’endommagement transverse 



Chapitre 01                                                                                                    Revue de littérature 

 

 

- 9 - 

devient important, Robiere et al [23] ont observé une réduction du coefficient de Poisson. Par 

contre, l’endommagement longitudinal augmente ce coefficient. A. Hosoi et H. Kawada [26] 

ont employé aussi la méthode de l’approche variationnel pour évaluer l’état de contraintes 3D 

dans les stratifiés croisés de type  
sn

/S 90  qui contiennent des fissures transverses dans les 

plis à 90°, où  S  est un sous-stratifié orthotrope. Ils ont utilisé le principe du minimum de 

l’énergie complémentaire  pour trouver une approximation optimale de l’énergie de 

déformation du composite. 

La plupart des modèles analytiques et numériques existants sont confinés aux stratifiés 

croisés de type  
snm

/ 900  et de l’état de chargement simple. Ces modèles ont utilisé les 

théories suivantes: analyse par l’approche variationnel [6, 22-27], la théorie de l’élasticité non 

linéaire [28], approche de mécanique de la rupture [29], analyse par éléments finis [4, 6, 23, 

25, 27, 36] et analyse de type shear lag [7, 8, 11-13, 17, 31-33, 35-42] et la méthode 

d’équation d’état d’espace [43]. Dans le modèle shear lag, le déplacement dans les couches 

fissurées est supposé soit linéaire soit parabolique [11,12]. Diverses études de la fissuration 

transverse ne considèrent pas la fissuration longitudinale et la délamination [7, 13, 17, 26, 32, 

34-36, 43, 44]. Tandis que, à un certain niveau de l’endommagement de la fissuration 

transverse et selon l’architecture du stratifié et la nature du matériau, le second type de 

l’endommagement peut se produire (la fissuration longitudinale ou délamination) [6, 22-25, 

27, 33, 38]. Par conséquence, l’interaction entre ces deux ou trois modes d’endommagement 

n’est pas encore claire. La raison principale est la difficulté de modéliser correctement un 

stratifié contenant ces deux ou trois modes d’endommagement simultanément. Une solution 

analytique exacte est bien sur impossible à obtenir [23].  

Actuellement, dans les bureaux d’études, des calculs éléments finis en théorie de plaque 

ou coque stratifiée, combinés avec des critères basés sur les contraintes, sont généralement 

utilisés pour prédire la dégradation et la rupture des stratifiés [4]. En ce qui concerne la 

fissuration matricielle, les prévisions sont reliées à la contrainte de premier pli endommagé 

sous chargement quasi-statique, à l’initiation de la fissure lors des tests, à la densité de 

fissures saturée, à l’évolution des constantes élastiques et au champ de contraintes [11]. La 

grande majorité des études examines le comportement et les propriétés des stratifiés 

composites avec des fissures matricielles en supposant que les fissures sont régulièrement 

espacée et donc l’analyse peut être restreinte à un segment représentant un stratifié contenant 

une fissure (cellule élémentaire) [5, 6, 11, 12, 22-24, 26, 27, 30-36, 38, 40, 43-46]. Ces 
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fissures matricielles, aussi connues sous le nom d’endommagement intra-laminaires, ont été 

largement étudiées, expérimentalement et théoriquement. Les tests expérimentaux ont montré 

que, dans le cas d’un stratifié croisé standard, les fissures se développent presque 

instantanément et traversent toute la largeur du stratifié [10]. Les fissures matricielles, 

développées dans les plis du stratifié, s’arrêtent à l’interface ou causent un endommagement 

inter-laminaire menant à une délamination due aux contraintes inter-laminaires élevées à 

l’interface du pli [5]. En effet, les contraintes inter-laminaires engendrées autour des bords 

libres et entre les couches sont connus comme sources principales de délamination des 

composites stratifiés créé aux bords libres [47]. 

A cet effet, le but du travail actuel est d'étudier la dégradation des propriétés 

thermomécaniques pour deux différents stratifié croisés de type  
snm

/ 900 , Fibre en Graphite 

/ Résine en Epoxyde et Fibre en Verre/ Résine en Epoxyde et aussi la distribution des 

contraintes, due à la fissuration transverse. Une analyse élément finis est appliquée et 

comparée avec d’autres travaux expérimentaux et, évidemment, avec modèles théoriques de 

type shear lag et / ou variationnel,  pour une fissure traversant la largeur d'une cellule 

élémentaire caractérisée par un rapport géométrique de la fissuration transverse a .  
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CHAPITRE 02 

 

Généralités sur les matériaux composites  

 

 

Dans ce chapitre, nous nous proposons de présenter une étude bibliographique sur les 

matériaux composites mettant en évidence les différents types de composites (monocouche, 

stratifiée, sandwich, ...). Nous allons nous attarder de la nomenclature utilisée afin de décrire 

une structure stratifiée, l’hypothèse de Kirchhoff puisqu’il s’agit d’une théorie qui permet 

entre autre de rendre compte du comportement mécanique de composites stratifiés. Les 

modèles analytiques simples et les équations qui relient les déformations aux contraintes en 

premier lieu et aux efforts ensuite qui sont proposés dans la plupart des études sur les 

composites stratifiés sera notre centre d’intérêt aussi. 

2.1. Introduction 

2.1.1. Les matériaux composites structuraux  

La rigidité d’un composite est conditionnée par le nombre et l’empilement des couches, 

leur nature des constituants, leur orientation, leur séquence d’empilement, etc. [48, 49]. Ils 

sont généralement sous forme de : 

 Monocouches  

Les monocouches ou pli, représentent l’élément de base de la structure composite. Les 

différents types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : à fibres longues 

(unidirectionnelles UD, réparties aléatoirement), à fibres tissées ou à fibres courtes [49]. 
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Figure 2. 1 : Microstructure observée dans une section transversale de 

composite unidirectionnel en carbone-époxy [50]. 

 Stratifiés 

Un stratifié est constitué de l’empilement de deux ou plusieurs couches (appelées 

également plis) entreposées successivement, et se comportant comme une seule entité 

structurelle. Chaque couche est formée de fibres unidirectionnelles de faible section 

(d’environ 10 à 20 m de diamètre), imprégnées de résine. Chaque couche est désignée par 

son orientation, qui est l’angle que fait la direction des fibres avec la direction de référence 

(qui est généralement la direction des fibres unidirectionnelles orientées à 0°). 

La séquence d’empilement du stratifié désigne le nombre et l’orientation des couches 

successives, en parcourant le stratifié d’une face à l’autre. Ainsi, un stratifié est dit 

unidirectionnel si l’angle entre deux couches consécutives est nul, c'est à-dire, toutes les fibres 

sont alignées selon une seule direction. Par contre, un stratifié est multidirectionnel si les 

couches successives, sont orientées les unes par rapport aux autres à des angles autres que 0° 

tel, les multidirectionnels  T/////// 04545909045450   [48, 49]. 

Le choix de la nature et de la séquence d'empilement dépend de l'utilisation, en l'adoptant 

au mieux au champ de contraintes imposées, à savoir [51] : 

- Les couches unidirectionnelles présentent une grande rigidité. Elles constituent 

un type de stratifié de base au quel peut se ramener, en principe, tout autre type 

de stratifié. 

- Les mats sont peu résistants en traction. 

- Une stratification croisée est sensible au délaminage inter-laminaire. 

- Une stratification avec au moins trois directions de fibres sera nécessaire pour 

avoir une pseudo-isotropie dans le plan du stratifié. 
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Figure 2.2 : Construction d’un stratifié [52]. 

 Sandwichs 

Matériaux composés de deux semelles (ou peaux), de grande rigidité et de faible 

épaisseur, enveloppant une âme (ou cœur) de forte épaisseur et de faible résistance. 

L’ensemble forme une structure d’une grande légèreté. Le matériau sandwich possède une 

grande légèreté en flexion et c’est un excellent isolant thermique [49, 45]. 

 

 

Figure 2.3 : Plaque sandwich [49]. 

Ainsi, de nos jours, un très grand nombre de composites sont utilisés de manière courante 

et il est pratiquement impossible de les traiter tous de la même manière, tant leurs propriétés 

sont variables. Cependant, nous pouvons distinguer quelques familles de composites en 

fonction du type de matrice et de renfort utilisés (Tableau 2.1 et 2.2). Du point de vue des 

applications industrielles, les composites les plus répandus sont caractérisés généralement par 

une matrice polymère et des renforts sous forme de fibres longues tissées ou non. Les 

principales fibres employées aujourd’hui sont de type fibres de verre pour les applications à 

coûts réduits, ainsi que fibres de carbone et aramide pour les applications plus exigeantes 

[47]. 
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Type de matrice Exemples Propriétés 

Polymère 

résine époxyde, 

polyester, PEEK, 

PEKK, PPS etc.… 

Matériaux pouvant être de type thermodurcis ou 

thermoplastiques, faible résistance à la 

température, légers et facilement moulables, 

généralement ductiles. 

Métaux 

aluminium, 

magnésium, 

tungstène 

Matériaux mis en œuvre par fonderie ou par 

métallurgie des poudres de moyenne à haute 

température de fusion, à bonne résistance 

mécanique intrinsèque, à densité moyenne à très 

élevée, généralement ductiles mais parfois 

fragiles. 

Céramiques 
carbure de Silicium 

(SiC) 

Matériaux généralement mis en œuvre par frittage 

de poudres, à très haute température de 

fonctionnement, à densité élevée, mais fragiles. 

Tableau 2.1 : Type de matrices utilisées dans les composites courants [47] 

Type de renfort Propriétés 
Matrice utilisée 

couramment 

fibres ou 

paillettes 

de verre 

fibres de verre de type E ou R, à différents diamètres, 

souvent en tissus ou bobines, à faible coût, à densité 

moyenne et à propriétés mécaniques moyennes 

polymères: 

polyesther, résine 

époxyde, 

thermoplastiques 

fibres de carbone 

fibres obtenues par carbonisation de polymères ou 

frittage, souvent en tissu pré-imprégnés ou bobines, à 

coût moyen à élevé selon la qualité, de faible densité, à 

excellentes rigidité et limite de rupture, à faible 

résilience, à usinage relativement difficile mais possible 

avec des outils diamantés ou en métal dur 

polymères: résine 

époxyde, PPS, 

PEEK, PEKK 

etc… 

fibres d’aramide 

(Kevlar) 

fibre polymère, souvent en tissu ou pré-imprégnée, 

parfois combinée en fils mixtes aramide-carbone, à 

densité faible, à rigidité moyenne à élevée, à hautes 

ténacité et résilience, très difficile à découper et usiner 

polymères: résine 

époxyde, PPS, 

PEEK, PEKK 

etc… 

fibres 

polypropylène à 

haute ténacité 

fibre polymère, souvent en tissu ou pré-imprégnées, à 

densité très faible, à rigidité faible à moyenne, à très 

hautes ténacité et résilience mais difficile à découper et 

usiner 

polymères: résine 

époxyde, 

polyesther etc… 

fibres / particules 

d’alumine (oxyde 

d’aluminium) 

fibre à très hautes rigidité et limite de rupture, à densité 

élevée, à prix élevé et à très haute limite de température 

métaux: aluminum, 

magnésium; 

céramiques 

Tableau 2.2 : Propriétés des renforts couramment utilisés [47] 
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2.2. Les constituants des matériaux composites  

2.2.1. Les renforts  

Les renforts représentent les principales composantes porteuses des matériaux composites, 

en lui apportant ses hautes performances (rigidité, résistance à la rupture, etc.) Les qualités 

recherchées pour le renfort sont surtout des caractéristiques mécaniques élevées, une masse 

volumique faible, une bonne compatibilité avec la résine ainsi qu'une facilité de mise en 

œuvre et un faible coût. La concentration du renfort est un paramètre déterminant pour les 

propriétés du matériau composite. Elle est mesurée par la fraction volumique ou par la 

fraction massique du renfort, et elle est généralement comprise entre 0,3 et 0,7.  

L'anisotropie du matériau composite est une caractéristique fondamentale, elle est 

déterminée par l'orientation des fibres dans le cas où le renfort est constitué de fibres. Il faut 

cependant noter qu'au-delà de la concentration et de l'orientation des renforts, leurs 

distributions plus au moins homogène a une influence sur la résistance du composite. En effet 

pour une concentration donnée du renfort, une distribution uniforme assure une homogénéité 

du matériau, par contre une distribution non uniforme engendre l'initiation de la rupture dans 

les zones pauvres en renfort introduisant ainsi une diminution de la résistance du composite 

[51]. 

 

Figure 2.4 : Micrographie des renforts : (a) petite taille, (b) grande taille [53].  

2.2.2. La matrice 

La matrice est constituée de résine mélangée, pour améliorer ses caractéristiques, à une 

charge qui facilite aussi la mise en œuvre et diminue le coût de la production. Le mélange est 

considéré mécaniquement comme une phase homogène, et nous obtenons ainsi un matériau 

composite formé d'un renfort et d'une matrice. 

Le rôle de la matrice est d'assurer le lien entre les fibres et de transmettre les sollicitations. 

Elle assure la résistance du matériau dans le sens transverse du renfort, ainsi qu'une protection 

physico-chimique des fibres contre les agents nocifs de l'environnement. De plus elle 
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conditionne directement la tenue thermique, et la résistance à la compression et au 

cisaillement inter-laminaire. 

Les résines utilisées doivent être assez déformables et doivent présenter une bonne 

compatibilité avec les fibres. Elles doivent également avoir une masse volumique faible de 

manière à conserver au matériau composite des caractéristiques mécaniques spécifiques 

élevées. Il existe deux grandes familles de résines polymériques, soient les résines 

thermoplastiques et les résines thermodurcissables [51]. 

2.2.3. Interface  

Au cours de l'élaboration du composite, il se produit une interaction physico-chimique 

entre la matrice et la surface de la fibre. Cette interface "fibre-matrice' conditionne largement 

la résistance globale du matériau composite, notamment, la résistance au cisaillement inter 

laminaire, la résistance à la corrosion et au vieillissement, et la tenue en fatigue et aux chocs. 

La qualité et le type de l'interface dépendent essentiellement de la nature et de la morphologie 

du renfort et de la matrice, de la nature de l'agent de couplage ou de l'ensimage de la fibre et 

des conditions demie en œuvre [51]. 

2.3. Nomenclature d’une structure stratifiée  

Tout d’abord, une structure stratifiée, d’´epaisseur H , est constituée d’une certaine 

quantité 
p

n  de plis qui sont empilés les uns sur les autres tels que montrés à la figure 2.5. 

Chaque couche est définie par une épaisseur  
k

h , une orientation  
k

  et un matériau 

 
k

mat . Le repère global de la structure est défini par les axes x , y  et z  tel qu’indiqué sur la 

figure. L’axe x  étant orienté sur la longueur de la structure, l’axe y  sur sa largeur et 

finalement l’axe z  à travers son épaisseur. L’origine de l’axe z  est située au plan moyen de 

la structure. Le premier pli (pli 1) est situé à l’extrémité inférieure de la structure (à 

2Hz  ) tandis que le dernier pli (pli 
p

n ) est celui situé à l’extrémité supérieure (à 

2Hz  ) [54]. 

Le repère local d’un pli est défini par l’axe 1 et 2 qui lui sont propres et qui sont orientés 

respectivement de façon parallèle et perpendiculaire à la direction des fibres. En fait,  21,  est 

un repère dans lequel on a mesuré les propriétés. Tel que montré à la figure 2.5, l’orientation 

 
k

  du pli k  est définie par l’angle que fait son repère local  21,  par rapport au repère 

global  y,x  de la structure. Les propriétés globales du stratifié dépendent des propriétés du 

matériau de chaque pli, de son épaisseur et de l’orientation de celui-ci. Donc, c’est en variant 
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l’orientation des plis et en choisissant les matériaux appropriés que l’on peut concevoir une 

structure stratifiée aux propriétés désirées.  

 

Figure 2.5 : Nomenclature d’un stratifié – Orientation d’un pli [54]. 

Afin de pouvoir caractériser une structure stratifiée, il faut connaître la séquence 

d’empilement des plis qui la constitue. C'est-à-dire, il faut déterminer l'orientation de chaque 

pli et l’ordre dans lequel ils sont empilés. Par exemple, considérons des structures stratifiées 

dont les plis sont d’´epaisseur constant et sont composés d’un même matériau. La séquence 

d’empilement du stratifié montré à la figure 2.6 est  T///// 0454504545  . 

L’orientation de chaque pli est définie entre les crochets en commençant par le pli extérieur 

inférieur, en passant par le plan moyen jusqu’au pli extérieur supérieur. L'indice T  à 

l'extérieur des crochets signifie que la séquence est définie au complet. Toutefois, on peut 

simplifier cette représentation en regroupant les séquences qui se répètent à l’intérieur de 

l’empilement en utilisant un indice signifiant le nombre de fois que cette séquence est répétée. 

Dans ce cas, la séquence  04545 //  est répétée deux fois à l’intérieur de la structure. De 

plus, si deux plis consécutifs sont de mêmes orientations mais de signes opposés, on peut 

utiliser le signe   devant cette orientation afin d’alléger la représentation. La nomenclature 

simplifiée de ce stratifié est alors   
T

/ 2045 . 

Pli k 
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Figure 2.6 : Exemple d’un stratifié   
T

/ 2045  [54]. 

On peut réduire davantage la nomenclature d’une structure stratifiée si celle-ci est 

symétrique par rapport au plan moyen ( 0z ). La façon de faire est de simplement 

représenter la première moitié de la séquence et d’utiliser l’indice S à l’extérieur des crochets 

afin d’indiquer la symétrie. Par exemple, la séquence d'empilement du stratifié donné à la 

figure 2.7 est la suivante  T///// 4545004545  . Ce stratifié est symétrique par 

rapport à son plan moyen et peut alors être représenté de façon simplifiée par  s/ 045  [54]. 

 

Figure 2.7 - Exemple d’un stratifié  s/ 045  [54]. 

2.4. Modélisation analytique  

2.4.1. Les modèles théoriques d’un composite  

Nous allons présenter les différents modèles utilisés dans la littérature. Nous posons M  

pour les modules de Young (représentant soit E  le module d’élasticité, soit G  le module de 

cisaillement lorsque les deux sont applicables),   pour les résistances à la traction ou 

contrainte de traction et V  pour les fractions volumiques. Les indices c , f et m signifient 

respectivement qu’il s’agit du composite, de la fibre ou de la matrice. La plupart de ces 

modèles supposent une adhésion parfaite entre la fibre et la matrice, et que la loi de Hooke 
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(domaine de l’élasticité linéaire) soit vérifiée. Dans les modèles suivants, l’orientation n’est 

pas forcément prise en considération [55]. 

 Modèles série et parallèle  

mmffc
VMVMM                                Éq. 2-1 

mmffc
VV                                     Éq. 2-2 

Le modèle série est aussi connu sous le nom de loi des mélanges. Ce modèle est simple et 

représente la borne supérieure de Voigt (1889) en ce qui concerne les modules alors que le 

modèle de Reuss (1929) représente la borne inférieure. Le modèle de Voigt fait l’hypothèse 

de la déformation constante contrairement au modèle de Reuss qui fait l’hypothèse d’une 

contrainte constante. Ces deux types d’approches sont des approximations qui ne tiennent 

nullement compte de la morphologie du matériau [55]. 

mffm

fm

c
VMVM

MM
M


                               Éq. 2-3 

mffm

fm

c
VV 





                                   Éq. 2-4 

Outre les bornes de Voigt et Reuss, Hashin et Shtrikman (1963) ont eux aussi défini une 

borne supérieure et inférieure pour les composites (basées sur les limites de Kerner). 

L’hypothèse avancée est d’ordre géométrique puisqu’il s’agit de considérer une phase 

continue et l’autre discontinue [55]. 

 Modèle de Hirsch 

   
mffm

fm

ffmmc
VMVM

MM
xVMVMxM


 1                    Éq. 2-5 

   
mffm

fm

ffmmc
VV

xVVx






 1                           Éq. 2-6 

Ce modèle est une combinaison des deux précédents modèles (série et parallèle). Le 

paramètre x  est un paramètre qui détermine en quelque sorte le transfert de contraintes entre 

la fibre et la matrice. x  est toutefois considéré comme principalement déterminé par 

l’orientation des fibres, la longueur des fibres et la concentration de contraintes aux extrémités 

des fibres [55]. 
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 Modèle Halpin-Tsai 

Les équations d’Halpin-Tsai permettent de prédire de façon simple et semi-empirique les 

modules d’un composite renforcé par des fibres courtes alignées. Il s’agit d’une généralisation 

de l’équation de Kerner (1956) qui, elle, traite des renforts sphériques. 




















f

f

mc
V

V
MM





1

1
                              Éq. 2-7 




















f

f

mc
V

V






1

1
                                Éq. 2-8 









mf

mf

MM

MM 1
                                     Éq. 2-9 











mf

mf'
1

                                        Éq. 2-10 

Dans ces équations   est un facteur dépendant de la géométrie des fibres, de la 

distribution des fibres et de la fraction volumique de fibres. Les termes    et   prennent en 

compte, respectivement, le module et la résistance relative de la fibre et de la matrice. 

La connaissance des équations précédentes peut conduire à l’estimation du module d’un 

composite renforcé par des fibres courtes non orientées (orientation aléatoire) dans le plan ou 

dans le volume. Le module d’élasticité d’un composite à fibres courtes orientées 

aléatoirement dans le plan est calculé par l’approche de Tsai-Pagano (équation 2.11, fondée 

sur la théorie de l’élasticité orthotrope).  


 EEE

//c
8

5

8

3
                                        Éq. 2-11 

Si l’on se réfère aux modèles de Voigt et Reuss, qui dans le cas d’un composite 

unidirectionnel, nous donne respectivement le module longitudinal (//) et le module 

perpendiculaire () du composite, alors l’équation de Tsai-Pagano peut s’écrire : 

ussReccVoigtc
EEE

8

5

8

3
                                    Éq. 2-12 

L’approche Halpin-Kardos est sensiblement la même avec cette fois un composite quasi-

isotrope. En effet le composite est considéré comme étant un stratifié composé de couches 

unidirectionnelles (dont les modules sont estimés par Halpin-Tsai) empilées selon un angle 

précis (le tout étant symétrique du point de vue angulaire). Cette dernière approche sera 

généralisée lors de la présentation de la théorie des stratifiés [55]. 
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 Modèle Halpin-Tsai modifié  
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1

1
                             Éq. 2-13 
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V






1

1
                              Éq. 2-14 

f

max

max V






 


2

1
1




                                 Éq. 2-15 

1K     et     dK 21               Éq. 2-16 

Le terme 
max
  qui est la fraction maximum de « Packing » du renfort. Cette fraction prend 

différentes valeurs selon la nature de l’arrangement des fibres. Par exemple, pour un 

arrangement carré des fibres la fraction vaut 0,785 alors que pour un « Packing » aléatoire des 

fibres sa valeur est donnée à 0,82. Le terme d  représente le facteur de forme de la fibre 

[55]. 

 Modèle de Cox  

mmffc
VM

/

/tanh
VMM 










2

2
1








                    Éq. 2-17 

mmffc
V

/

/tanh
V 




 










2

2
1




                        Éq. 2-18 

21

2
/

ff

m

)r/Rln(AM

G











                                        Éq. 2-19 

Où r  est le rayon de la fibre, 
m

G  est le module de cisaillement de la matrice, 
f

A  est 

l’aire de la fibre et R  est la distance entre les fibres centre à centre. Selon le « Packing » R  

prend différentes valeurs (arrangement hexagonal ou carré). 

 Modèle modifié de Bowyer et Bader  

Ce modèle se fonde sur l’hypothèse que la résistance à la traction d’un composite 

thermoplastique renforcé par des fibres courtes est la somme des contributions provenant des 

fibres sub-critiques et super-critiques et celle de la matrice. 

mmffc
VMVKKMM 

21
                              Éq. 2-20 

mmffc
VVKK  

21
                                  Éq. 2-21 
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22
cK     si   >

c
                               Éq. 2-22 

c

K 


22
    si   <

c
                                   Éq. 2-23 

Avec 
c

  la longueur critique de la fibre. 
1

K  est le facteur d’orientation de la fibre et 
2

K  le 

facteur tenant compte de la longueur des fibres [55]. 

 La loi des mélanges selon Cox, Kelly et Bigg  

)V(MVMM
fmffc

 1                               Éq. 2-24 

)V(V
fmffc

 1                                  Éq. 2-25 

Avec cette fois un seul facteur   qui prend en compte la fibre. 

 Pour Cox (1952)   prend différentes valeurs et plus particulièrement pour des fibres 

distribuées aléatoirement dans le plan 31 . En ce qui concerne Kelly et Tyson (1965) 

dans le cas de fibres orientées mais discontinues une longueur de fibre critique intervient : 

 d
fc
 . Bigg (1985), dans le cas d’un composite à fibres courtes, considère un facteur 

de forme critique  
c

d . L’équation prend la forme suivante : 

mmffc
VV  

10
                              Éq. 2-26 

Avec 
0
  tenant compte de l'orientation des fibres  1  et 

1
  le paramètre tenant compte 

du transfert de charge par rapport au facteur de forme rapporté au facteur de forme critique 

soit:    
Ifc

/d  2 .   la contrainte de cisaillement et 
I
  le cisaillement interfacial [55]. 

 Modèle de renforcement selon Nielsen  

 
f

m
mutu

V
E

E







 122        Adhésion pauvre                    Éq. 2-27 

 3222 1 /

f
m

mutu
V

E
E







       Adhésion efficace                 Éq. 2-28 

La résistance transverse d’un composite unidirectionnel  
tu

  est exprimée en fonction de 

la qualité de l’adhésion, du module de traction de la matrice et du module transverse du 

composite (Mallick, 1997). Cette relation se présente sous une forme un peu différente de 

l’expression employée par Nielsen et Landel (1994). 

 311

1
/

f

m

V





                                                                Éq. 2-29 
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 3122 1 /

f
m

mutu
V

E
E







       Adhésion parfaite            Éq. 2-30 

Cette expression n’est valable que s’il est admis que l’élongation est la même pour le 

polymère qu’il soit ou non chargé [55]. 

Concernant le coefficient de Poisson 
12

 , les fibres et la matrice n'ont pas les mêmes 

valeurs. Ils n'auront donc pas la même contraction dans la direction 2 suite à l'application 

d'une force en direction 1. Leur contraction combinée donne la contraction totale dans la 

direction 2 qui est utilisée pour calculer le coefficient de Poisson 
12

 . La formule est donc, 

mmff
VV  

1212
                              Éq. 2-31 

Où 
f12

  et 
m

  sont respectivement le coefficient de Poisson des fibres dans le plan 1-2 et le 

coefficient de Poisson de la matrice [56]. 

Tous les modèles présentés sont des approximations, plus ou moins réalistes et plus ou 

moins simples, reposant à la fois sur l’expérience et la théorie. Cependant, à l’exception de 

Nielsen et Landel (1994), aucun de ces modèles ne prend véritablement en compte la nature 

de l’adhésion entre la fibre et la matrice. Il n’est d’ailleurs pas plus question de la porosité du 

matériau composite que de véritables réseaux fibreux qui pourraient, de par leur structure, 

participer aux caractéristiques mécaniques [55]. 

2.5. Les différents Types des matériaux  

2.5.1. Les matériaux anisotropes 

Sont des matériaux dont ses propriétés varient selon une direction considérée mais ils ne 

présentent pas de plans de symétrie. La loi de Hooke peut être exprimée par : 

                                
klijklij

C    ; 321 ,,l,k,j,i   

                                
klijklij

S    ; 321 ,,l,k,j,i   

Le tenseur de rigidité 
ijkl

C  a 81 coefficients de même pour le tenseur de souplesse 
ijkl

S  et 

pour raison de la symétrie des contraintes 
ij

  et de déformation 
ij
 , il y a une réduction des 

coefficients à 36, parmi ces derniers, 21 sont indépendants. Les distorsions angulaires sont 

exprimées en fonction des déplacements 
121213132323

222   ;;  [57]. 

On peut écrit la forme matricielle suivante : 

Eq. 2-32 
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En inversant 2-33, on obtient : 
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2.5.2. Matériaux monocliniques 

Si le matériau a un plan de symétrie, monoclinique, quelques constantes sont zéro et le 

comportement peut être décrit avec 13 constants [57]: 
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                    Éq. 2-35 

2.5.3. Matériaux orthotropes (orthogonalement anisotropes) 

Sont des matériaux qui possèdent 3 plans de symétrie orthogonaux, ces derniers ont les 

mêmes propriétés ou caractéristiques mécanique. Ce qui réduit le nombre des coefficients 

indépendants à 9 (Fig.2.8). Ex: matériau composite (assemblage de pli à 0-90) [57]. 

 

Figure 2.8 : Matériaux orthotrope [52]. 
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La loi de Hooke généralisé s'écrit suivant l'une des formes matricielles, introduisant soit 

les constantes de rigidité 
ij

C  soit les composantes de souplesse 
ij

S  [51, 57] : 
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Avec [47]:  
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En inversant le système (2-36) on obtient : 
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Les coefficients de souplesse sont définis par : 

1

11

1

E
S     ;   

2

22

1

E
S     ;   

3

33

1

E
S     ;   

23

44

1

G
S     ;   

13

55

1

G
S     ;   

2

21

12
E

S


    ;   

3

32

23
E

S


    ;   
3

31

13
E

S


    ;   
12

66

1

G
S   ,    

Avec 

 
ij

E  et 
ij

G  sont le module d’élasticité et Coulomb (cisaillement) respectivement.  

 
ij

  est le coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la direction j  

quand la contrainte est appliquée selon la direction i . 

A cause de la symétrie: 
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2.5.4. Matériaux transversalement isotropes 

Un matériau isotrope transverse est un matériau orthotrope qui comporte un axe ou un 

plan d'isotropie. Ex : Matériau composite (pli unidirectionnel à 0°), bois ........ Les propriétés 

suivant les axes 2 et 3 sont identiques, donc : 
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Suivant la référence [57] :  
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Figure 2.9 - Matériau transversalement isotrope [57]. 

Le nombre de coefficients indépendants se réduit à 5 coefficients. La loi de comportement 

s'écrit : 
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2.5.5. Matériaux quasi isotropes transverses 

Le nombre de coefficients indépendants se réduit à 6 coefficients, et la loi de 

comportement s'écrit : 
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2.5.6. Matériaux quasi isotropes 

Le nombre de coefficients indépendants se réduit à 3 coefficients. La loi de comportement 

s'écrit : 























































































12

31

23

33

22

11

44

44

44

11

1211

121211

12

31

23

33

22

11

0

00

000

000

000

























C

CSym

C

C

CC

CCC

                    Éq. 2-40 

2.5.7. Matériaux isotropes 

C’est un matériau dont les propriétés physiques ou mécaniques sont identiques dans toutes 

les directions. Autrement dit, aucune direction privilégiée, matériau macroscopiquement 

homogène. Ex : Acier, inox, plastique .... : 

 EEEE 
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Éq. 2-41 
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Ce qui réduit le nombre de coefficients élastiques indépendants à 2  
1211

C,C . 
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En termes de constantes techniques : 
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Avec : 
)(

E
G




12
. 

2.6. La Théorie Classique des Stratifiés (ou théorie des laminés) 

2.6.1. Introduction  

Les couches en composite ne sont jamais utilisées seules, mais sous la forme de stratifiés, 

à savoir en plaques obtenues par superposition de plusieurs plis, le plus souvent identiques. 

Les caractéristiques mécaniques de rigidité et résistance des couches normalement utilisées 

rendent en fait impossible l'utilisation de couches simples principalement à cause de : 

- Une trop forte anisotropie de la réponse élastique, au moins pour les couches à 

renfort unidirectionnel. 

- Une trop faible résistance en direction transversale. 

- Une trop petite épaisseur (≈ 0.125 mm pour les pre-pregs en carbone), ce qui 

rend d'un côté la rigidité, surtout celle flexionnelle, trop petite et de l'autre 

donne un fort danger d'instabilité à la compression, dans les deux directions. 



Chapitre 02                                                                  Généralités sur les matériaux composites                                                                                                     

 

 - 29 - 

Les couches sont donc utilisées pour composer des stratifiés, par superposition d'un 

nombre suffisant de couches, selon les besoins conceptuels. Cette opération permet de créer 

des plaques dont les caractéristiques mécaniques, de rigidité et résistance, peuvent être l'objet 

de la conception. En fait, tandis que pour une plaque en matériau homogène c'est l'épaisseur le 

seul paramètre à dimensionner une fois le matériau choisi, un stratifié a des caractéristiques 

mécaniques finales qui dépendent aussi bien de celles des couches qui le composent que du 

nombre de ces couches et surtout de leur orientation relative. 

L’utilisation d'un stratifié nécessite donc d'une phase de conception et de vérification. La 

phase de conception doit comprendre normalement la conception de la résistance et de la 

rigidité. Il faut spécifier que ceci comporte non seulement la détermination de requis 

minimaux de résistances et rigidité, selon les besoins de la conception, mais aussi le type de 

réponse élastique (orthotrope, isotrope etc.). Un stratifié est, en définitive, un matériau 

complexe complètement à concevoir. La théorie classique des stratifiés (ou CLT, l'acronyme 

anglais de Classical Lamination Theory [58]) répond à cet but; son objectif est en fait celui de 

fournir un modèle mathématique capable de synthétiser la réponse élastique d'un stratifié 

comme si celui-ci était constitué simplement par une seule couche équivalente. Les résultats 

de la théorie classique sont condensés dans une loi, qui formalise la réponse élastique de la 

plaque monocouche équivalente du stratifié, et ayant la même épaisseur totale. En effet, la 

théorie classique des stratifiés constitue la méthode de changement d'échelle méso-macro la 

plus largement utilisée dans les approches multi-échelles analytiques publiées. Cette méthode 

simple permet d’estimer, à partir du chargement macroscopique appliqué (flux d'efforts 

membranaires et de moments de flexion et de torsion), les champs de contraintes et de 

déformations à l’échelle du pli. 

A l'échelle mésoscopique, dans le cadre de la théorie classique des stratifiés, les plis 

unidirectionnels sont supposés : 

- Présenter un comportement élastique isotrope transverse. 

- Travailler en contraintes planes     .0
2341353
   [58] 

2.6.2. Historique  

En 1888, Love utilise les hypothèses de Gustav Kirchhoff, elles-mêmes inspirées des 

hypothèses d'Euler Bernoulli pour les poutres, pour fonder une théorie des plaques minces. La 

théorie des plaques épaisses a été consolidée par Mindlin à partir des travaux de Rayleigh 

(1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand (1948) [57]. 
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2.6.3. Equations pour un milieu élastique linéaire  

Cette section a pour but de poser les bases mécaniques sur lesquelles sera développée la 

théorie des stratifiés. Dans le cadre de petites déformations, les relations entre les 

déformations et les déplacements s’expriment de la façon suivante : 

2

2

x

w
z

x

u

x

u
)z,y,x(

oo

x













  

2

2

y

w
z

yy
)z,y,x(

oo

y
















                                           

)
yx

w

xy

w
(z

y

u

xy

u

x
)z,y,x(

oooo

xy






























22
                  

Avec ,
x
  

y
  les déformations normales selon x , y  et 

xy
  la déformation de cisaillement. 

w,v,u  sont les déplacements suivant les trois directions de l’espace  ( 0
yzxzz

 ). 

L’équation des déplacements w,v,u  d’un point  z,y,x  en fonction des déplacements du 

plan moyen  ooo w,v,u  et de la coordonnée z  de ce point par rapport au plan moyen est 

donnée par [54, 55] 
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L'équation 2.44 peut être écrite de façon plus compacte par l’équation 2.46 avec 

l’introduction des courbures 
o

x
 , 

o

y
  et 

o

xy
  définies par l’équation 2.47. 

)y,x(z)y,x()z,y,x( o

x

o

xx
   

)y,x(z)y,x()z,y,x( o

y

o

yy
                                Éq. 2.46  

)y,x(z)y,x()z,y,x( o

xy

o

xyxy
   

2

2

x

wo

o

x



    ;   

2

2

y

wo

o

y



    ;   

yx

wo

o

xy





2

2 ,                 Éq. 2.47  

L’équation 2.47 est la courbure de la torsion de plan moyen. Où les déformations de plan 

moyen sont [59] : 

Éq. 2-44 
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Les relations entre les contraintes et les déformations pour un milieu élastique linéaire 

anisotrope en 3 dimensions s’expriment selon la matrice suivante : 
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                    Éq. 2-48 

Cette expression prend en compte les symétries
jiij

CC  . Dans le cas d’un matériau 

isotrope, la matrice des rigidités s’exprime plus simplement en fonction de deux constantes 

indépendantes 
11

C  et 
12

C  qui sont directement reliées au module d’élasticité E  et au 

coefficient de Poisson   selon les équations suivantes : 
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Avec              
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Le module de cisaillement G  est aussi exprimé. 
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Ces relations permettent de décrire le comportement élastique linéaire d’un matériau [55]. 

2.6.4. Construction d’un laminé isotrope à partir de plis unidirectionnels  

Certains travaux sur les composites renforcés par des fibres proposent d’étudier un 

matériau isotrope plan en considérant qu’il s’agit de l’empilement de couches 

unidirectionnelles identiques mais orientées et disposées de façon symétrique ou non. Dans 
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toutes ces études il est question de construire un laminé isotrope par différentes méthodes 

statistiques, micromécaniques ou aléatoires [49]. Giurgiutiu et Reifsnider (1994) ont 

développé une méthode pour calculer les résistances d’un composite fibreux aléatoire. Ils ont 

estimé les propriétés d’un laminé unidirectionnel équivalent en utilisant à la fois des modèles 

micromécaniques (Halpin-Tsai), une méthode inverse et pour finir la théorie des laminés. La 

comparaison, avec des données expérimentales sur une composite fibre de verre/époxy, a 

donné d’excellents résultats.  

L’empilement d’un certain nombre de couches nécessite d’ajouter de nouvelles 

hypothèses afin de pouvoir dériver les équations qui gouvernent le comportement constitutif 

d’un laminé. L’hypothèse des contraintes planes est maintenue et l’adhésion est supposée 

parfaite entre chaque couche. Ceci signifie une déformation d’ensemble sans discontinuité de 

déplacement. Ces deux hypothèses impliquent que les contraintes et les déformations sont 

constantes selon l’épaisseur de chacune des couches. Les déformations du laminé peuvent être 

caractérisées par les déformations 
o  d’une couche simple appelée couche du plan moyen. Il 

faut noter qu’une distribution constante des déformations du laminé global n’implique pas une 

distribution constante des contraintes à travers l’épaisseur totale du laminé, alors qu’elle 

demeure (reste) constante pour chaque couche. 

Il faut ajouter qu’il est souvent plus judicieux d’étudier une déformation en pure flexion 

sans déformation plane. Dans le cadre de la flexion des laminés, les hypothèses classiques de 

flexion pure sont celles de Kirchhoff-Love (figures 2.10 et 2.11) puisqu'elles sont les 

fondements de la théorie classique des stratifiés. La première hypothèse est qu’un segment 

perpendiculaire au plan moyen conserve sa perpendicularité, sa rectitude et la seconde 

hypothèse fait état de la conservation de la longueur du segment. De plus, comme les 

structures stratifiées sont minces, on suppose aussi un état plan de contraintes. Ces hypothèses 

associées à l’hypothèse d’une adhésion parfaite (avec un adhésif fin et indéformable) 

constituent la ‘‘ classical lamination theory ’’ ou CLT. Il faut noter que la supposition d’une 

déformation nulle dans l’épaisseur de la CLT n’est pas valable dans le cadre de la supposition 

des contraintes planes. Cependant, la CLT donne une base pour de nombreuses analyses et 

s’avère adéquate dans la plupart des applications d’ingénierie [55]. 
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Figure 2.10 : Forme déformée (plan  z,x ) [54] 

 

 

Figure 2.11 : Forme déformée (plan  z,y ) [54] 

2.6.5. Mise en équation d’un laminé 

Pour des raisons de simplification, il est commode de remplacer la matrice des rigidités 

par une matrice équivalente mettant en relation les contraintes et moments résultants  M,N  

avec les déformations du plan moyen 
o  et les courbures de flexion   (Guitard, 1987 ; 

Ashbee, 1993). Les équations constitutives pour une plaque ou laminé deviennent :  
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Les coefficients 
ij

A  sont liés à la traction ou à la compression dans le plan, appelée 

matrice de rigidité en membrane. Les composantes 
ij

A  de la matrice  A  sont données par 

l’équation 2.52. Les coefficients 
ij

B  sont liés aux couplages, appelée matrice de couplage 

membrane-flexion. Les composantes 
ij

B  de la matrice  B  sont données par l’équation 2.53. 

Les coefficients 
ij

D  sont liés à la flexion, appelée matrice de rigidité en flexion. Les 

composantes 
ij

D  de la matrice  D  sont données par l’équation 2.54. Contribution des 

différents paramètres : 

- Étirement ou compression du plan moyen (
o

x
 , 

o

y
 ). 

- Cisaillement du plan moyen (
o

xy
 ). 

- Flexion du laminé (
x

 , 
y

 ). 

- Torsion du laminé (
xy

 ). 

Cette expression matricielle va nous permettre d’exprimer plus simplement les relations 

entres les contraintes et les déformations dans le cas de l’hypothèse des contraintes planes 

(modélisation de contraintes de traction dans le plan du panneau composite) ou alors dans le 

cas de déformations de flexion (Halpin, 1992) [54, 55]. 
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2.6.6. Source de simplification  

Les coefficients 
ij

B  sont nuls dès lors que le laminé est constitué de plis qui sont 

symétriquement identiques par rapport au plan moyen (spécificité et positionnement)  (figure 

2.12). Cela signifie que le couplage membrane-flexion ne sera pas présent dans ces stratifiés. 

De plus, si le stratifié est équilibré, les coefficients 
16

A  et 
26

A  sont aussi nuls. 

Les coefficients 
16

D  et 
26

D  s’annulent si le laminé est entièrement composé de pli à 0° ou 

90°. De même, ces deux coefficients peuvent s’annuler (la somme des termes s’annulent) si 

pour chaque pli 
'k

  le laminé possède un équivalent (par rapport au plan moyen) par le biais 
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d’un pli 
k

 . Ceci implique, dans ce cas de figure, que le laminé n’est plus symétrique et par 

conséquent 0
ij

B . 

 

Figure 2.12 : Stratifié symétrique avec couches identiques k  et 
'k  [59]. 

Lorsqu’un stratifié est symétrique et équilibré, l’équation 2-51 est simplifiée et est 

représentée par l’équation 2.55. 
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2.6.7. Théorie des laminés isotropes  

Le stratifié isotrope est constitué de laminés orthotropes. La notion d’un laminé orthotrope 

(une couche ou plaque mince) oblige à définir précisément les axes du matériau  321 ,,  et à 

connaître les transformations nécessaires à un passage aux coordonnées cartésiennes usuelles 

 z,y,x . Etant donnée la nature bidimensionnelle de l’étude d’un laminé, les relations de 

transformation sont données en deux dimensions (Équations 2-56 et 2-57). La matrice de 

transformation  
i
 , 21,i   est indépendante du matériau avec toutefois le postulat d’un 

continuum [59]. 
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  ;  où cosc   et sins  .  

 Loi de Hooke généralisée (matériau orthotrope) 

La loi de Hooke généralisée est une loi de dépendance entre les contrainte et les 

déformations, donc c’est une proportionnalité entre les déplacements élastique d’un corps et 

les efforts aux quels il est soumis. Il existe 9 constantes élastiques indépendantes dans la 

matrice des complaisances d’un matériau spécialement orthotrope pour un état de contrainte 

tridimensionnelle (Eq. 2-58). Un état de contraintes planes nous ramène à deux dimensions et 

suppose que les contraintes  
3

 , 
23

  et 
13
  soient nulles, ce qui implique que 

23
  et 

13
  soient 

nulles aussi et que  
2231133

 SS   (Fig. 2.13). Il est désormais plus simple d’exprimer les 

équations constitutives d’un matériau orthotrope dans un état de contraintes planes par une 

matrice des complaisances plus compacte (Eq. 2.59). 
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Figure 2.13 : Une stratifié dans un état plan de contrainte [59] 
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Voir la sous-section 2.6.3 pour l’expression de la matrice de souplesse 
ij

S  en termes de 

constantes techniques. 

 Équations constitutives d’un laminé orthotrope (plan (1,2)) 

L’hypothèse principale qui conduit à l’établissement des relations constitutives entre les 

contraintes et les déformations est la notion d’état de contraintes planes (cela provient de la 

théorie des poutres et des plaques sous le nom d’hypothèses de Kirchhoff). La loi de Hooke 

pour un matériau homogène orthotrope dans un état de contraintes planes (Eq. 2-60) 

s’exprime comme suit dans le repère principal du matériau  21, . On rappelle que chaque pli 

possède son repère local dans lequel les propriétés mécaniques ont été mesurées. Les 

composantes de la matrice  
 kij

Q  sont données par les équations 2-61 à 2-63. 
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Où                                                                                                                
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GQ     et   0

2616
QQ                               Éq. 2-63 

Il y a donc 4 constants élastiques indépendants que sont les deux modules d’Young 

(modules d’élasticité) 
11

E , 
22

E , le module de cisaillement 
12

G  et le coefficient de Poisson 

12
 . L’autre coefficient de Poisson 

21
  est obtenu par les propriétés de symétrie de la matrice 

des rigidités par rapport à sa diagonale (Eq. 2-64) [55]. 
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                               Éq. 2-64 
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 Équations constitutives d’un laminé orthotrope (plan(x,y)) 

Les axes principaux (locaux) d’une couche  21,  ne sont pas forcément les axes de 

référence du laminé  y,x , c’est pourquoi il est important d’exprimer les relations 

constitutives (Eq. 2.65) en fonction du repère  y,x  (Fig. 2.14). Pour ce faire, nous allons 

utiliser la matrice de passage  
i
 , 21,i   et son inverse [55]. 

 

Figure 2.14 : Stratifié avec systèmes de coordonnées globales 

 z,y,x  et locales  321 ,,  [59]. 
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La matrice de rigidité réduite  *

ij
Q , relie les composantes de la contrainte et de 

déformation dans le système de coordonnées du stratifié  y,x  [59] : 

      1

21

   QQ                               Eq. 2.66 

Les termes ou composants de 621 ,,j,i;Q*

ij
  sont définis par : 
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La construction d’un laminé résulte en un empilement de plis unidirectionnels. La 

recherche d’isotropie implique un empilement d’un ensemble de plis identiques selon tous les 

angles possibles. Le point de départ de cette démarche est la connaissance des caractéristiques 

mécanique du pli unidirectionnel soit 
122211

G,E,E  et 
12

 . Par la suite, les coefficients de la 

matrice de rigidité réduite 621 ,,j,i;Q
ij

  sont calculés puis transformés en 621 ,,j,i;Q*

ij
 , 

pour être en accord avec les axes de référence du laminé  y,x . Soit dans le cadre de 

contraintes et déformations planes : 
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La collection entière de forces et de moments résultantes pour un stratifié a 
p

n couches est 

défini comme : 

 

Figure 2.15 : Forces et moments dans le plan sur couche [59]. 
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Éq. 2-70 
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Où 
k

z  et 
1k

z  sont définis dans la figure 2.16. 

 

Figure 2.16 : Géométrie d'un stratifié a 
p

n couches [59] 
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A partir des relations entre les 
ij

A  et les modules de l’ingénieur on obtient les caractéristiques 

d’un stratifié (symétrique et équilibrée) isotrope plan équivalent (Eq. 2-72). 
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De plus                         
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                              Èq. 2-75  

Les équations 2-72 et 2-73 définissent les modules d’Young apparents de la structure dans 

les directions x  et y  respectivement. L’équation 2-74 définit le Coefficient de Poisson 

apparent et l’´Eq. 2-75 le module de cisaillement apparent de la structure [54, 55, 59]. 
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2.7. Déformations dans chaque pli  

Si en calculant l’inverse de  ABD , on peut relier les déformations du plan moyen d’un 

stratifié en fonction des forces et des moments appliqués sur ce plan moyen. Cette relation est 

donnée par l’équation 2-76. 
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                              Èq. 2-76 

Après avoir déterminé les déformations du plan moyen, on peut calculer les déformations 

x
 , 

y
  et 

xy
  d’un pli k  en fonction de la position z  par rapport au plan moyen de ce pli 

avec l’équation 2-77. 
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                              Èq. 2-77 

Ces déformations sont ensuite multipliées par la matrice  *

ij
Q  de ce pli afin d’obtenir les 

contraintes dans le système de coordonnées  y,x . De plus, un changement de repère peut 

être effectué sur ces déformations afin de passer du repère  y,x  au repère  21, . Finalement, 

les contraintes dans le système de coordonnées  21,  peuvent être calculées en multipliant les 

déformations par la matrice  
 kij

Q  de ce pli [54]. 

2.8. Critères de rupture  

L’analyse de résistance d'un matériau hétérogène et anisotrope présente des problèmes 

inexistants dans le cas de matériaux classiques, monophasés et isotropes. Ceci a eu comme 

effet la proposition d'un certain nombre de critères de résistance conçus ad hoc pour ce type 

de matériaux [60]. 

2.8.1. Critère de déformation maximale 

Le critère de déformation maximale souvent utilisé en pratique. Selon ce critère, la rupture 

survient lorsqu'une des trois équations 2-78 n’est pas vérifiée. Lors de la rupture, le stratifié 

subit des déformations dans le repère local (
1
 , 

2
  et 

12
 ) dépassant une des limites ultimes 
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admises en compression (
C1

 , 
C2

 ), en traction (
T1

 ,
T2

 ) ou en cisaillement (
F12

 , 
F12

 ). Le 

facteur de rupture par déformation maximale 

  est défini par l’équation 2-79. Dans cette 

équation, on attribue à 
F1

  la valeur de la limite ultime de déformation en traction dans la 

direction 1 ( T1 ) si 1  est positif et la limite ultime de déformation en compression ( C1 ) si 1  

est négatif. Le même principe est appliqué à 
F2

  et à 
F12

 . C’est-`a-dire que F2  prend la 

valeur de la limite ultime de déformation en compression ou en traction en fonction du signe 

de 2  et que F12  prend une valeur positive ou négative de la limite admise en cisaillement en 

fonction du signe de 12 . Ensuite, pour chaque pli on détermine le rapport entre les limites 

ultimes de déformations et les déformations calculées dans leurs directions respectives. Le 

plus petit de ces rapports détermine la direction dans laquelle la déformation est le plus prés 

de la limite ultime pour ce pli. Ainsi, le pli ayant le plus petit de ces rapports est celui le plus 

prés de la rupture. C’est alors ce rapport qui détermine le facteur de rupture par déformation 
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n,...,i 1                Èq. 2-79 

Le même critère de type déformation maximale, mais avec différente forme, a été utilisé 

par B. Ludovic [61]. Il s’écrit comme suit : 

n

ijR

ij

n

ij
d




                              Èq. 2-80 

Où 
n

ij
  est la déformation du matériau à l’incrément n , et 

R

ij
  la déformation maximale 

admissible dans la direction considérée ij  ( i  et j  varient de 1 à 3 et correspondent aux axes 

d’orthotropes du matériau). La rupture apparaît si 1n

ij
d  [61].   

2.8.2. Critère de la contraint maximale  

Le critère de la contrainte maximale est basé sur les valeurs critiques de chacune des 

composantes de contrainte dans les directions d’orthotropes du composite unidirectionnel. 

Rappelons son expression :   
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1122211 
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                    Èq. 2-81 

Où : 

- tX  et 
cX  sont les résistances en tension et en compression longitudinale 

respectivement; 

- tY  et 
cY  sont les résistances en tension et en compression transversale 

respectivement; 

- S  est la résistance en cisaillement; 

L’enveloppe de rupture correspondante dans l’espace des contraintes  
1221
 ,,  est un 

parallélépipède droit. Lorsque transformée dans l’espace des déformations 
1221
 ,, , cette 

enveloppe de rupture devient un parallélépipède dont les angles apparaissent déformés dû au 

couplage entre les déformations et les contraintes dans les directions perpendiculaires (effet 

Poisson). Le parallélogramme représentant cette enveloppe dans le plan  
21
 ,  pour 

l’unidirectionnel carbone/époxy et représenté à la figure 2.17. 

La forme de l’enveloppe de rupture dans le plan  
21
 ,  est invariante pour des valeurs de 

12
  variant entre 

12
G/S  et 

12
G/S . Ceci est dû au fait que le critère de la contrainte 

maximale ne considère pas d’interaction entre les composantes de contrainte et que la 

déformation de cisaillement est indépendante des déformations et des contraintes dans les 

directions parallèle et perpendiculaire aux fibres. 

 

Figure 2.17 : Enveloppe de rupture d’un pli unidirectionnel en carbone/époxy 

selon le critère de la contrainte maximale dans l’espace des déformations [62]. 

Pour un stratifié croisé [0/90], l’enveloppe de rupture est obtenue par superposition des 

enveloppes correspondant aux plis à 0° et 90°. Pour permettre cette superposition, les 

enveloppes sont représentées dans le plan  
21
 ,  des déformations normales par rapport aux 

axes de références. La figure 2.18 montre les enveloppes de rupture selon le critère de la 
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contrainte maximale pour les plis à 0° et les plis à 90°. Selon ce critère, l’initiation de la 

rupture (rupture du premier pli) est définie par l’intersection des deux enveloppes. 

L’enveloppe correspondant à la rupture finale (rupture du dernier pli) est définie par l’union 

des deux enveloppes. 

Pour les mêmes raisons avancées plus haut (cas du composite unidirectionnel), la forme 

de l’enveloppe de rupture d’un stratifié croisé dans le plan  
21
 ,  demeure (reste) invariante 

pour des valeurs de 
12
  comprises entre 

12
G/S  et 

12
G/S . 

 

Figure 2.18 : Enveloppe de rupture d’un stratifié croisé en carbone/époxy 

selon le critère de la contrainte maximale dans l’espace des déformations [62] 

2.9. Modélisation par ANSYS  

ANSYS est l'un des plus grands développeurs et fournisseur de logiciels de simulation 

numérique au monde. Ses produits majeurs sont des logiciels qui mettent en œuvre la méthode 

des éléments finis, afin de résoudre des modèles discrétisés [63]. Ce produit permet 

d'effectuer des simulations mécaniques. Ses principales capacités sont : 

- Analyse statique. 

- Analyse modale. 

- Analyse harmonique (réponse forcée). 

- Analyse temporelle ou transitoire. 

- La gestion de différentes situations non linéaires (contacts, plasticité des 

matériaux, grands déplacements ou grandes déformations). 

- Simulations en matière de mécanique des fluides. 

- Permet de résoudre des modélisations mettant en jeu des phénomènes 

électromagnétiques [57]. 
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2.10. Conclusion  

Dans ce chapitre, on a fait appel aux définitions et notions générales liées aux matériaux 

composites dans le but de donner une vision assez large, d’une présentation classique des 

composites et leurs caractérisations mécaniques. En fait, l'attention est portée sur certains 

sujets classiques : les matériaux composites structuraux, nomenclature d’une structure 

stratifiée, modélisation analytique, les différents types des matériaux composites, théorie 

classique des stratifiés, mise en équation d’un laminé, critère de rupture et modélisation 

numérique. 
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CHAPITRE 03 

 

Analyse de l'endommagement par  

fissuration transverse des stratifies croises  

 

 

Ce chapitre du mémoire de thèse est dédié au sujet de l’endommagement de matériaux 

plus particulièrement des stratifiés composites à renforts de fibres long. Un aperçu est 

descriptif sur les principaux modes d’endommagement dans un stratifié croisé à fibres long  

tels que : fissuration intra-laminaire, délaminage et rupture des fibres. On s’intéresse à 

l’endommagement par fissuration transversale sur les stratifiés croisés de type  
snm

/ 900  

soumis à des chargements thermomécanique monotone [64]. 

La modélisation du comportement mécanique, plus particulièrement, utilisant l’approche 

shear lag et la Méthode des Eléments Finis en formulation des contraintes plane ont été 

exhibé. La présentation de la formulation de fissuration transversale est inspirées des travaux 

de R. Joffe et al [15, 29] et J.-M. Berthelot et al [14]. 

3.1. Introduction 

L’étude des matériaux composites comporte plusieurs thèmes tels que procédés de 

fabrication, élasticité anisotrope, micromécanique, etc. Nous nous intéressons au sujet de 

l’endommagement de ces matériaux, plus particulièrement des stratifiés composites à renforts 

de fibres longues.  

Par définition, l'endommagement est un processus décrivant l’initiation de défauts 

microscopiques et de leur propagation macroscopique sous l’effet de sollicitations statiques 

ou cycliques. Autrement dit, l’endommagement désigne la détérioration irréversible d’un 

matériau.   

La progression de l’endommagement se fait selon différents modes indépendants et 

conduits à une perte de cohésion dans le matériau et par conséquent, à la modification de ses 

caractéristiques mécaniques. Il est donc un mécanisme de la dissipation d’énergie. L’étape 
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particulièrement délicate de mise en œuvre du composite peut engendrer des discontinuités, 

c’est-à-dire défauts dans la matrice [1, 2, 48, 49]. 

 

Figure 3. 1 : Micrographies des zones endommagées [65]. 

Lorsque les matériaux composites à fibres longues sont soumis à des forces extérieures 

(chargement monotone ou cyclique), ces discontinuités contribuent à l’initiation de 

l’endommagement et à une perte de rigidité de l’élément structural. Parmi ces 

endommagements, on peut citer : à l'échelle microscopique, microfissures dans la matrice ou 

à l'interface des plis, décohésions fibre / matrice, arrachement des fibres ainsi que des ruptures 

de fibres. A l'échelle macroscopique, la rupture de la matrice le long des fibres connue sous le 

nom de fissuration intra-laminaire, décollement inter-plis appelé délaminage et la rupture des 

fibres qui représente le mode d’endommagement le plus dangereux puisqu'il apparaît 

tardivement et conduit à la ruine finale du matériau [2, 49]. 

La rupture des stratifiés composites peut se produire de plusieurs façons très complexes. 

Sous l’influence de chargements thermomécaniques, monotones ou cycliques, les principaux 

modes d’endommagement, dans un stratifié croisé à fibres longues, peuvent être classés en 

quatre catégories (Fig. 3.2) [1, 2, 64]. 

3.1.1. Fissuration transverse :  

Rupture dans la matrice provoquée par les contraintes dans le plan du stratifié. La qualité 

de l’interface fibre / matrice est également très importante dans le développement des fissures. 

Elle se propageant le long des fibres désorientées par rapport à la direction de sollicitation. 

Dans ces plis, la matrice moins résistante que les fibres est plus sollicitée. Lorsque la 

contrainte augmente, nouvelles fissures apparaissent dans la direction transversale entre les 

fissures formées précédemment [1, 2, 66, 67]. 
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Figure 3. 2 : Endommagement d'un stratifié croisé sollicité en traction [2]. 

              

Figure 3. 3 : Fissures traversant l’épaisseur du pli pour plusieurs 

empilements [68] 

3.1.2. Fissuration longitudinale :  

Ces fissures sont de même nature que les fissures transverses, sauf quelles se développent 

le long des fibres orientées suivant la direction de sollicitation [2]. 

3.1.3. Délaminage :  

Le délaminage est un processus de décollement ou de décohésion plane à l’interface de 

deux couches successives d’un laminé sous l’effet de contraintes inter-laminaires. A cause des 

contraintes très élevées aux bords libres, le délaminage aux bords libres est considéré comme 

le phénomène d’endommagement le plus diffus dans les structures composites et celui qui 

affecte le plus leur intégrité structurale et leur durée de vie (Fig. 3. 4) [1, 49, 69]. 

Lorsque le chargement se développe, l’aire délaminée augmente et la rigidité 

longitudinale de l’éprouvette diminue. Son front est incliné par rapport au plan de la fissure. Il 

se propage ensuite sur toute la largeur de l’éprouvette, son front devenant alors 

X  

Y 

Z 

x 
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majoritairement parallèle au plan de la fissure. Une mesure de ce mode de dégradation est 

donc l’aire délaminée [69]. 

 

Figure 3. 4 : Délaminage local en pointe d’une fissure transverse [69] 

3.1.4. Rupture des fibres :  

Appelle aussi la rupture translaminaire, étape ultime menant à la ruine finale du matériau 

composite [1, 2]. 

           

Figure 3. 5 : Stratifié croisés avec fissure transverse, 

délaminage interne dans l'interface 0 / 90 et rupture des 

fibres [70, 71] 

La figure 3. 5, illustre un exemple de l’endommagement de délaminage interne croissant à 

partir d'une fissure transversale vers la gauche dans une interface 0 / 90 d’un stratifié croisé  

Carbone / Epoxy soumis à une charge axiale. Dans cette figure, quelques rupture de fibres 

dans la couche à 0º peuvent être vus en raison de la concentration de contraintes près de la 

fissure transversale [70]. 

Les figures 3. 6 et 3. 7, montrent les allures des ruptures par flexion et par traction 

respectivement [1]. 
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Figure 3. 6 : Ruptures par flexion de différentes séquences 

d’empilement (a) Quasi-isotrope, (b) Unidirectionnelle, (c) ±45°, 

(d) 0°/90° [1]. 

 

 

Figure 3. 7 : Ruptures par traction de différentes séquences d’empilement (a) 

0°/90° tissu, (b) Unidirectionnelle, (c) Quasi-isotrope trouée, (d) 0°/90° 

trouée [1]. 

3.1.5. Étapes de dégradation 

Un stratifié soumis à un chargement présent différentes étapes de dégradation. Dans le 

scénario d’évolution des défauts le plus «classique», la matrice et l’interface fibre / matrice 

sont les premières à se détériorer (Fig. 3. 8a). Les premiers défauts sont donc la 

microfissuration de la matrice et la décohésion fibre / matrice à l’échelle microscopique. 
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Ensuite, ces défauts s’agrandissent de façon stable à l’échelle du pli par coalescence (Fig. 3. 

8b), les micro-défauts se rejoignent pour former des fissurations transverses. Les fissures 

transverses peuvent parvenir à l’interface des plis et provoquer le délaminage sous l’effet des 

contraintes inter-laminaires (Fig. 3. 8c). Ces défauts et leur évolution dépendent de 

l’empilement, du nombre de plis, du chargement, et de la taille et de la forme de la structure 

considérée [1]. La figure 3. 9 illustre la succession des mécanismes de dégradation dans un 

stratifiée croisé qui peuvent être endommagés par un, deux ou trois modes d'endommagement 

[25]. 

 

         

(a)                                          (b)                                          (c)          

Figure 3. 8 : Evolution de défauts, (a) Micro-défauts, (b) 

Coalescence et (c) Fissuration transverse [1]. 

 

Figure 3. 9 : Évolution expérimentale des modes de 

dommage en stratifié croisé [25] 

3.2. Contraintes résiduelles d'origine thermique dans les stratifiés  

L’élaboration des composites stratifiés à matrice thermodurcissable fait généralement 

appel à un cycle thermique destiné à polymériser l’empilement des couches unidirectionnelles 
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pré-imprégnées. Un tel cycle se compose typiquement d’un premier palier thermique 

conduisant à l’élimination des volatils et à la gélification de la matrice, suivi d’un second 

palier de polymérisation à plus haute température qui permet d’atteindre le taux de 

réticulation souhaité (Fig. 3.10) [72].  

 

 

Figure 3. 10 : Cycle de cuisson typique d’un composite à matrice Poly-Epoxyde 

(
gf

T  est la température de transition vitreuse de la matrice à l’issue de la 

polymérisation) [72]. 

Au cours de ces étapes, la fibre et la matrice subissent des variations dimensionnelles 

conduisant au développement de contraintes internes au sein du composite. Celles-ci ont leur 

origine dans les deux processus physiques suivants : 

(i) Lors de la polymérisation, la réticulation du réseau thermodurcissable se traduit par 

une concentration de la matrice. Celle-ci se produit toutefois à une température proche 

de la transition vitreuse de la matrice, où la viscosité du réseau permet la relaxation 

d’une fraction importante des contraintes internes induites par ce retrait de 

polymérisation. Au premier ordre, on peut donc considérer qu’il n’a pas de contraintes 

résiduelles à la température de polymérisation. 

(ii) Lors du refroidissement à température ambiante de la pièce en composite, les 

différentiels de contraction thermique de la fibre et de la matrice génèrent des 

contraintes internes à deux échelles :  

 À l’échelle microscopique, au sein de chaque pli du stratifié. La matrice possédant 

un coefficient de dilatation largement supérieur à celui de la fibre (environ 10 

fois), on observe, dans le sens longitudinal, une mise en traction de la fibre qui est 

équilibrée par la mise en compression de la fibre. La contraction thermique de la 
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matrice se traduit également par le développement de contraintes radiales de 

compression à la surface de la fibre. 

 À l’échelle macroscopique, l’anisotrope du coefficient de dilatation thermique de 

chaque pli unidirectionnel induit le développement de contraintes d’un pli à 

l’autre : chaque couche subit les variations de température, mais à la déformation 

résultante s’oppose la réaction des couches adjacentes. Dans le cas d’un stratifié 

déséquilibré, ces contraintes se traduisent par l’apparition d’une courbure à l’issue 

du cycle de cuisson [72].   

 

 

Figure 3. 11 : Développement de contraintes résiduelle thermiques 

dans un stratifié  900 / [72]. 

      A partir des déformations résiduelles 
  900,ke k

j
  et 

s

j
e , les contraintes résiduelles 

d'origine thermique dans chaque pli s'écrivent de la manière suivante [2]: 

   
 

  k

j

s

jkij

kR

i
eeQ            900,k                 (3. 1) 

 
 kij

Q  : Matrice de rigidité réduite du pli k . 

s

j
e  : Tenseur de déformations résiduelles du stratifié complet. 

 k

j
e  : Tenseur de déformations résiduelles du pli k . 

Les déformations résiduelles dans chaque pli ainsi que dans le stratifié complet sont obtenues 

à partir des relations suivantes [2]: 

    
sf

k

j

k

j
TTe 

0
                     (3. 2) 

 
 

 
 




k

h

h

k

jkijij

s

j

k

k

dzeQAe
1

                (3. 3) 
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 k

j
  : Tenseur des coefficients de dilatation thermique du pli k . 

ij
A  : Matrice de rigidité caractérisant le comportement en membrane. 

0
T  : Température finale d'essai. 

sf
T  : Température de référence pour laquelle les déformations résiduelles sont nulles 

(Residual stress-free temperature).  

k
h : Epaisseur du pli k . 

Ainsi, la température de référence 
sf

T  peut être calculée à partir des relations précédentes 

en mesurant la déformation résiduelle d'un pli dans le stratifié 
  k

j

s

j
ee   [2].  

O. Klinkova et al [73] ont été validé le modèle numérique tridimensionnel de cuisson d’un 

matériau composite stratifié orthotrope en le confrontant à une étude expérimentale. Il s’agit 

de comparer expérimentalement et par simulation la variation d’angle et d’épaisseur d’une 

pièce en L, qui a subi un cycle de cuisson. Une approche macro thermo-physico-mécanique, 

couplée faiblement, est utilisée pour ce problème complexe. Les variations d’épaisseur et 

d’angle du L composite sont caractérisées en différents points, mesurés sur toute la longueur 

de la pièce à intervalles réguliers. Leurs résultats montrent que les variations angulaires ne 

sont pas identiques à l’intérieur et à l’extérieur de la pièce. Cette variation est de l’ordre d’un 

degré. Ces résultats sont cohérents avec la littérature. 

J.-L. Rebière et al [23] ont été étudiés l'influence des matériaux et des contraintes 

thermiques de fabrication sur les valeurs maximales de la contrainte dans le stratifié croisés de 

type  
s

/
22

900  (Fig. 3. 12). Ils ont démontré que les contraintes normales sont nettement 

augmenté si les contraintes résiduelles thermiques de fabrication sont introduits dans les 

calculs et que la différence entre les valeurs des contraintes normales des différents matériaux 

a été diminue. Mêmes auteurs, dans [25], ont été étudiés dans la figure 3. 13, qu'illustre les 

résultats de la contrainte appliquée à l'initiation de la première fissure transversale dans un 

stratifié croisé Verre / Epoxyde  
s

/
3

900 . Ils ont comparé deux résultats, l'un avec les 

contraintes résiduelles thermiques de fabrication et l'autre sans ces contraintes, pour plusieurs 

approches. Ils ont constaté que les résultats donnés par le modèle en tenant compte des 

contraintes résiduelles sont en bon accord avec les résultats expérimentaux. 
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Figure 3. 12 : Influence des matériaux et, avec (b) et sans (a), des contraintes 

thermiques de fabrication sur les valeurs maximales de la contrainte dans le stratifié 

croisés de type  
s

/
22

900  [23] 

 

Figure 3. 13 : Contrainte global appliquée 
FPF

  pour l'initiation de la première fissure 

transversale dans le stratifié croisé Verre / Epoxy  
s

/
3

900  [25]. 

L. N. McCartney et al [34] ont montré que les effets de contrainte thermique résiduelle 

sont très importants dans la pratique, car ils contribuent de manière significative à la manière 

dont dommages progressifs et la ruine se produisent dans les composites stratifiés. 

3.3. Modélisation du comportement mécanique 

En parallèle avec les études expérimentales, il existe de nombreuses possibilités de 

modélisation qu’elle soit différentes modifications du modèle shear lag [7, 8, 11-13, 17, 31-

33, 35, 37-40], modèles variationnels basé sur la minimisation de l'énergie complémentaire [6, 

22-27], approche de mécanique de la rupture [29] et les méthodes numériques, par exemple, 

basées sur une analyse EF [4, 6, 23, 25, 27-36]. Ces modèles traitent généralement 

l'endommagement par fissuration transverse ainsi que les dégradations des propriétés thermo-

élastiques d'un stratifié endommagé. Tous les modèles développés dans la littérature 
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supposent que les plis sont homogènes, anisotropes caractérisés par les propriétés effectives 

d'un unidirectionnel [2, 29, 55].  

Dans cette section, on s'intéresse de présenter l’endommagement intra-laminaire des 

stratifiés croisés de type  
snm

/ 900  à fibres longues, sollicités en traction uni-axiale suivant 

la direction des plis à 0° par l’approches utilisant la diffusion de cisaillement (type shear lag). 

L’analyse analytique inspiré des travaux de R. Joffe et al [29], J.-M. Berthelot et al [14] a été 

appliqué sur la cellule élémentaire. L'endommagement dans ce cas de figure, correspond à la 

fissuration de la matrice dans la couche à 90° appelée fissuration transverse [69, 72]. 

3.3.1. Approches utilisant la diffusion de cisaillement 

L’analyse shear lag est le modèle de transfert de contrainte le plus simple [15]. Il semble 

avoir été les premières modélisations, reposent sur des raisonnements unidimensionnels, 

introduit pour estimer la distribution des contraintes dans les couches fissurées à 90°, puis 

développé dans de nombreuses analyses [8, 11-13, 24, 31, 49]. En 1977, Reifsnider fut le 

premier à développer une approche analytique qui modélise le transfert de charge entre les 

couches orientées à 90° et 0° dans un stratifié croisé endommagé par fissuration transverse 

[2]. Le terme shear lag signifie littéralement retard de cisaillement (modèle unidimensionnel 

qui repose sur des hypothèses simples concernant le champ des contraintes dans le stratifié 

fissuré. Dans ces analyses shear lag, la charge de traction appliquée sur les plis à 0° est 

supposée être transmis dans la couche à 90° par cisaillement de plis transversal. La 

dépendance en z  est supprimée par des hypothèses de type contraintes planes, moyenne de la 

contrainte 
zz

  nulle dans l’épaisseur du stratifié ou encore déplacement vertical 
z

u  nul. De 

plus, et c’est l’hypothèse fondamentale de la méthode shear lag, la variation du champ de 

déplacement 
z

u  dans la direction longitudinale du stratifié est considérée comme négligeable 

devant celle de 
x

u  dans la direction z  

















z

u

x

u
xz  [31, 64, 69, 74]. 

3.3.2. Méthodes numériques 

Durant les trente dernières années, les méthodes numériques ont connu un progrès 

important, qui va de pair avec le développement et l’accroissement de puissance des 

ordinateurs. La recherche relative aux éléments finis de plaques a connu un grand 

développement pendant les vingt dernières années. On trouve un nombre important 

d’éléments de plaque fiable fondés, en général, sur la théorie de Kirchhoff ou celle de Mindlin 

[62]. Les problèmes physiques rencontrés lors de l’étude de matériaux ou structures, qu’ils 
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soient mécaniques ou thermiques, se formulent dans la plupart des cas comme suit : il s’agit 

de déterminer un champ scalaire, vectoriel ou tensoriel vérifiant un ensemble d’équations aux 

dérivés partielles et d’équations simples en tout point matériel 
intpo

M  d’un domaine  , à 

chaque instant t , et ce en satisfaisant des conditions limites imposées à la frontière du 

domaine  . Le problème est stationnaire ou in-stationnaire selon que le temps intervient ou 

non comme variable dans les équations. L’analyse numérique fournit une solution à un 

problème que les analyses mathématiques sont incapables de résoudre. Toutefois, cette 

solution n’est pas aussi précise puisqu’elle nécessite d’introduire des valeurs numériques pour 

les caractéristiques du matériau [55]. 

Une simulation numérique (éléments finis en trois dimensions) ont été utilisée, en 

comparant avec le modèle analytique (approche variationnelle), par J.-L. Rebière et al [23] 

pour montrer l'influence de fissures transversales et longitudinales sur la distribution du 

champ de contraintes et la réduction de la rigidité et coefficient de Poisson d'un stratifié 

croisés  
snm

/ 900  soumis à un test monotone ou de fatigue. Leurs résultats importants sont 

l'accord entre les données de réduction de la rigidité et de la simulation numérique. Cette 

dernière, est en bon accord avec le modèle 1 (variation parabolique de 
zz

 ) concerne la 

distribution des contraintes.  

Mêmes auteurs ont utilisé la simulation numérique pour décrire l'initiation de chaque 

mode de dommages dans [27]. Aussi, ils ont utilisé l’approche variationnelle pour modéliser 

le comportement des stratifiés croisés endommagées par fissuration transversales, 

longitudinale et le délaminage. Les résultats numériques montrent que ces modèles 

analytiques (approche variationnelle) fournissent un niveau constant de précision pour une 

variété de systèmes de matériaux de stratifié minces et de la configuration, avec diverses 

combinaisons de décollements et les fissures matricielle. 

L. N. McCartney et al [34] ont étudié la perte de résistance et de la rigidité et l'évolution 

du coefficient de dilatation thermique (CTE). Ils ont utilisé quatre différentes  méthodes de 

prédiction, dont l'un est l'analyse par éléments finis et les autres sont des modèles semi-

analytiques. Ces trois modèles distinctes ont été montré être compatibles les uns avec les 

autres, et avec les prédictions de l'analyse éléments finis. Leurs résultats ont montré qu'il 

existe une cohérence remarquable entre ces trois modèles semi-analytiques et le modèle 

éléments finis détaillé pour la perturbation de contrainte axiale d’un stratifié fissuré soumis à 

une flexion hors-plan et pour prédire le module axial efficace de stratifié fissuré. 



Chapitre 03                                                                    Analyse de l’endommagement par    

                                                                                fissuration transverse des stratifiés croisés 

 - 58 - 

R. Joffe et al [29] ont utilisé la méthode des éléments finis dans la formulation de 

contrainte plan pour analyser la dépendance de COD moyen (crack-opening displacement) 

(déplacement d'ouverture des fissures) sur l'espacement des fissures et l'effet de contrainte de 

sous-stratifiés adjacents d'un stratifié en fibre de verre / époxy  
s

/S
4

90 . Ils ont constaté que 

les constantes élastiques sous-stratifiés ont un effet négligeable sur COD. 

C. V. Singh et R. Talreja [36] ont été exécutée la micromécanique sur une cellule 

élémentaire représentative par l’utilisation de l'analyse d'élément finie 3D pour calculer le 

déplacement d’ouverture de fissure (crack-opening displacement COD) et pour analyser le 

comportement de dommages dans le composite stratifié avec des fissures matricielles 

transversales dans plis d'orientations multiples. Ils ont trouvé que le COD et les prédictions de 

dégradation de la rigidité sont d'accord bien avec des données expérimentales publiées pour 

un stratifié Verre / Epoxyde (HyE 9082Af, Fiberite) de type  
s/

//
214

00   laminent la 

configuration.  

Une analyse par Eléments Finis a été utilisée par J.-M. Berthelot et al [14] pour 

investiguer la fissuration transversale de stratifié croisé  
snm

/ 900  en Verre E / Epoxyde, 

soumis à des charges de traction uni-axiale, et comparer les résultats obtenus par modèle 

analytique de type shear lag. Ces comparaisons montrent qu'l’analyse shear lag parabolique 

complète donne une assez bonne approximation des distributions de contrainte et de 

déformation obtenus par analyse éléments finis. Les résultats déduits de ce modèle analytique 

et d'analyse par éléments finis, pour la réduction de la rigidité longitudinale en fonction de la 

densité de fissure, sont en bon accord avec les résultats expérimentaux obtenus pour les 

différents stratifiés croisés. 

R. Joffe et J. Varna [15] ont été adoptés les modèles de distribution des contraintes (shear 

lag, basée sur l'approche variationnelle et analyse par éléments finis (FEA)) pour les 

configurations  
sn

/S 90  et utiliser pour calculer la fonction de perturbation contrainte et ont 

été analysée aussi la réduction de la rigidité dans les stratifiés symétrique de type  
sn

/S 90 , 

contenant sous-stratifiés orthotropes  S  et couche à 90° fissurée. Les prédictions sont 

comparées avec les données expérimentales pour les stratifiés en fibre de verre / résine en 

époxy  
s

/
4

90  avec 4030150 ,,, . Généralement, le modèle FEA sous-estime 

légèrement la réduction de la rigidité alors que les deux modèles variationnels utilisées 

(modèle 2D-0 et modèle de Hashin généralisé) conduisent à des résultats similaires, 

légèrement inférieures à celle d’expérimentale. 
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3.4. Formulation de la fissuration transversale  

3.4.1. Modèle géométrique 

La présente analyse suite un modèle shear lag utilisé par R. Joffe et al [15, 29] et J.-M. 

Berthelot et al [14]. Considérer un stratifie croisé de type  
sn

/ 900 , illustre dans la Figure 3. 

14, soumis à une chargement mécanique et thermique, dans lesquelles les deux couches 

extérieur à 0° sont de même épaisseur, 
0

t , et la couche centrale à 90° est d’épaisseur 
90

2t  

(Fig. 3. 15). Lorsqu’il est soumis en tension, des fissures transversales apparaissent et se 

déplacent à travers l'épaisseur et étendent parallèlement à la direction des fibres dans la 

couche centrale de 90°. La plupart de ces fissures traversent instantanément toute la largeur de 

l'éprouvette de bord à bord (Fig. 3. 14). Le pli à 90° est transversalement isotrope. Les 

symboles  90
 et  0

 correspondent respectivement aux plis à 90° et à 0°. Le nombre de 

fissures augmentent avec l'augmentation de la charge, jusqu'à ce que la saturation de la 

densité des fissures. Il est supposé que : 

 Les fissures s’étendent dans toute l'épaisseur de couches transversales, 

 Les fissures couvrent toute la largeur de l'échantillon, 

 Les surfaces de fissures sont planes et normal de chargement, 

 L'espacement entre les fissures est uniforme dans la direction de la charge, 

La charge en membrane appliquée est définie par ,N
H

x

1
0
  où 

x
N  est la charge appliquée 

par unité de largeur suivant l’axe x  [15, 16, 20, 21, 29, 31, 33].  

 

Figure 3. 14 : Stratifié avec fissures transverses dans la couche à 90° [29]. 

Lorsque l’espacement entre les fissures est supposé équidistant, ce qui signifie que le stratifié 

contient une rangé périodique de fissures dans la couche à 
90 . Ensuite, l'analyse est réduite à 

une approche en deux dimensions, à l'intérieur d'une cellule élémentaire (Fig. 3. 15) entre 
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deux fissures consécutives. Puis, les conditions de symétrie peuvent être utilisées dans une 

section transverse contenant une fissure [14, 29, 32].  

 

Figure 3. 15 : Cellule élémentaire entre deux 

fissures transverses consécutives. 

Les coordonnées sans dimensions et les paramètres géométriques sont introduits en 

divisant la quantité correspondante par la demi-épaisseur de la couche à 90° [15, 16, 20, 29, 

32]. 

90t

z
z     ;   

90t

x
x     ;   

90t

a
a     ;   

90

0

t

t
    ;   

90
t

h
h


                (3. 4)  

             
900

tth   

a  est le rapport géométrique de la fissuration transverse [74]. 

L’analyse suivante sera effectuée en supposant une condition de contrainte plane 

généralisée [16, 20, 29]: 

constyyy   900
               (3. 5) 

Le symbole   sur les composantes de contraintes et de déformations dénote la quantité 

ou la valeur moyenne [15, 16, 20, 29]. En employant les déformations dans les couches 

extérieurs à 0° (qui ne sont pas endommagées et, par conséquent, les déformations sont égaux 

aux déformations du stratifiés,
0

xx
  ) et en supposant que les contraintes thermiques 

résiduelles sont nulles  0T , le module d’élasticité et le coefficient de Poisson du stratifié 

endommagé peuvent être définis à partir des expressions suivantes [15, 16, 20, 29]: 

0

0

x

x
E




      ;     

0

x

y

xy




                 (3. 6) 

Le module d’élasticité initial du stratifié non endommagé mesuré avec la même charge est 

000 xx
E 


  et, par conséquent [16, 20, 29] : 
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0

0

0 x

x

x

x

E

E






                (3. 7) 

Pour le calcul du coefficient de dilatation thermique 
x

  du stratifié, nous supposons que la 

charge mécanique appliquée 
0

  est nulle. 
0

x  et 
x

  sont définis à partir d’expression [29] : 

T

x

x





0

                (3. 8) 

3.4.2. Relation contrainte-déformation de stratifié fissuré 

Afin de calculer les propriétés thermo-élastiques du stratifiés, nous avons besoin de 
0

x  et 

y
 . Les équations constitutives qui donnent la relation entre les déformations et les 

contraintes sont [16, 20, 29]: 

 La couche médiane à 90° est transversalement isotropes dans le système des 

coordonnes z,y,x  (Fig. 3. 14) : 
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               (3. 9) 
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 Les couches extérieurs à 0° sont orthotropes avec les axes coïncidés avec z,y,x .   
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L’équilibre des forces dans la direction z  [15, 16, 20, 29]: 







a

a

i

z
dx 0           090,i            (3. 11) 

Les équations constitutives correspondantes aux composantes de la déformation et de la 

contrainte normale dans le plan sont [16, 20, 29)]: 

T
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               (3. 12) 
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               (3. 13) 
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Les équations d’équilibre de force d’un stratifié endommagé ou non sont :  

a- Dans la direction x  : 

  


 90

900 0900

090t h

t xxx
ttdzdzN                 (3. 14) 

Donnant : 

 
09000

0

90

90

tttt xx                  (3. 15) 

b- Dans la direction y  : 

 


 90

900

090 00
t h

t yyy
dzdzN                 (3. 16) 

Donnant : 

0
0

0

90

90

 tt yy                 (3. 17) 

Les équations (3. 12), (3. 13), (3. 15) et (3. 17) contiennent sept inconnues : quatre 

composants de contraintes et trois composants de déformations  
yxx ,, 

090

. Le nombre total 

d’équations est  six. Par conséquent, un des ces inconnues peut être considéré indépendant et 

le restes d’eux peuvent être exprimés sous formes des fonctions linéaires de cet inconnue. 

Choisissant la contrainte 
90

x  est indépendante, puis, on résoudre le système des Eqs. (3. 12), 

(3. 13), (3. 15) et (3. 17) par rapport à 
90

x , on obtient [16, 29]: 

 Tmfg xy


101

90

1
  

Tmfg xx 
202

90

2

90

                (3. 18) 

 Tmfg xx 
303

90

3

0

  

Les expressions de 
iii

m,f,g  ; 321 ,,i   en fonction de la géométrie du stratifié et les 

propriétés des constituants sont donnés en Annexe A2. 2 [29]. 

3.4.3. Perturbation des contraintes et déformations provoquées par les fissures 

transverses 

Afin d’obtenir une expression pour la contrainte 
90

x  dans la cellule élémentaire, nous 

considérons la perturbation de contrainte axiale causée par la présence de deux fissures. La 

distribution de contrainte axiale peut être écrite sous la forme suivante [6, 20, 22-27, 29] : 

 z,xf
xxx 1

90

0

90

0

90                  (3. 19) 

 z,xf
xxx 2

90

0

0

0

0                  (3. 20) 
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Où 
90

0x
  et 

0

0x
  sont les contraintes longitudinales du stratifié non endommagé sollicité 

suivant x , déterminées par la théorie classique des stratifiés, dans les couches à 90° et 0°, 

respectivement.  z,xf
x 1

90

0
  et  z,xf

x 2

90

0
  sont des perturbations de contraintes causées par 

la présence de fissures. En utilisant l’intégrale d’équilibre de force dans la direction x  (Eq. 3. 

14), on obtient : 

 aR
a

xxx 1

90

0

90

0

90

2

1
                 (3. 21) 

 aR
a

xxx 2

90

0

0

0

0

2

1


                 (3. 22) 

Avec : 

    





a

a
zdxdz,xfaR

1

0 11
               (3. 23) 

          







a

a

h

zdxdz,xfaR
1 12

                   (3. 24)  

L’Eqs. (3. 23) et (3. 24) sont appelées les fonctions de perturbation de contrainte. Elles 

sont liées à la perturbation de la contrainte axiale dans la couche à 90° et dépend de 

l’espacement de fissures (densité de fissure). Cette fonction influe sur le taux de réduction des 

constants élastiques, et a des formes différentes selon le modèle d'analyse de rigidité adoptées 

telles que le modèle shear lag ou le modèle variationnel.  

En utilisant l’intégral de l’équation d’équilibre de force dans la direction x  (Eq. 3. 14), il 

peut être prouvé que [15]: 

     aRaRaR 
21

                       (3. 25) 

Puis, les Eqs. (3. 21) et (3. 22) peut être réécrite : 

 aR
a

xxx

2

190

0

90

0

90

                 (3. 26) 

 aR
a

xxx




2

190

0

0

0

0

                (3. 27) 

La fonction de perturbation de contraintes s’écrit sous la forme suivante [7, 15-20, 23, 28, 29, 

32] : 

   
 

 atanhxd
acosh

xcosh
aR

a

a




 2




                (3. 28) 

Où   est le paramètre shear lag : 
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                (3. 29) 

Le coefficient G  dépend des hypothèses utilisées pour les déplacements longitudinaux et la 

distribution des contraintes de cisaillement : 

1. Hypothèse de déplacements longitudinaux : la variation du déplacement longitudinal 

est supposée être parabolique dans l’épaisseur de la couche à 90° [7, 16-20, 32, 33, 

74]. 

     xA
t

zxuz,xu
90

2

902
9090

3








                (3. 30) 

La variation du déplacement longitudinal est déterminée dans l’épaisseur des couches à 0° 

par [7, 16-20, 32, 33, 74] : 

       xAzfxuz,xu
000

                (3. 31) 

Où  xu90  et  xu0  sont les valeurs moyennes (estimée à travers les épaisseurs de couches) 

des déplacements longitudinaux  z,xu
90

 et  z,xu
0

 dans les couches à 0° et à 90° [11, 33]. 

2. Hypothèses sur les contraintes de cisaillement : on supposant que les déplacements 

transverses sont indépendants de la coordonnée longitudinal et que les contraintes de 

cisaillement dans les deux couches sont liées à la déformation en cisaillement 

transversal par les relations [7, 14, 17-20, 32, 33, 74] : 

k

xz

k

xz

k

xz
G   ,     

z

u

x

w

z

u
kkkk

xz













 ,     900,k                 (3. 32) 

Où 
k

xy
G  ( 900,k  ) sont les modules de cisaillement transverses des couches à 0° et à 90° [14, 

16, 33, 74]. Suite à cette supposition, l’équation (3. 32) devient : 

z

u
G kk

xz

k

xz



 ,     900,k                 (3. 33) 

Par conséquent, les contraintes de cisaillement sont exprimées par [33]: 

   xAzfG
xzxz 0

00                 (3. 34) 

 xzAG
xzxz 90

9090 2                (3. 35) 

Où :                                             

 
dz

df
zf                 (3. 36) 

Ces contraintes de cisaillement doivent satisfaire aux conditions suivantes [14] : 
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 Condition découle de la symétrie :   0090 ,x
xz

 . 

 Condition découle de la continuité :    
90

90

90

0 t,xt,x
xzxz

  . 

 Aucune contrainte de cisaillement sur la surface latérale de la cellule élémentaire 

  0
900

0  tt,x
xz

 . 

La continuité de la contrainte de cisaillement à l’interface  
90

tz   entre les couches à 0° et à 

90° mène à la relation [33]: 

 
 

 xA
tfG

tG
xA

xz

xz

90

90

0

90

90

0
2


                (3. 37) 

La contrainte de cisaillement  x  à l'interface entre les couches à 0° et à 90° est [14] : 

   
90

90 t,xx
xz

   

et est exprimé à partir de l’Eq. (3. 35) par [14]: 

   xAtGx
xz 9090

902                          (3. 38) 

D’après ces hypothèses cités ci-dessus et associées aux formulations de la mécanique des 

milieux continus qui régissent le problème d’élasticité dans la cellule élémentaire, J.-M. 

Berthelot et al [14, 32] ont déduits les expressions de la contrainte longitudinale moyenne 

(Eq. 3. 21) dans la couche à 90°, la contrainte longitudinale moyenne (Eq. 3. 22) dans les 

couches à 0° et la contrainte de cisaillement à l’interface entre les couches à 0° et à 90° : 
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               (3. 41) 

   est le paramètre de transfert de charge entre deux fissures consécutives [32]: 
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t

t
x









                (3. 42) 
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Le coefficient  xA
90

 est déduit des relations (3. 38) et (3. 41) [17]: 

   
acosh

axasinh

E

E

Gt
xA

xxz







0

90

90

90

0

90
2

                          (3. 43) 

Le coefficient G  dans l’équation (3. 29) est déterminé par [7, 15, 17-20] : 

90

3

t

G
G                 (3. 44) 

Le module de cisaillement généralisé de la cellule élémentaire est donné par [7, 16-20, 32] : 

 
 

9090

90

0

90

90

31
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G

G

G
G

xz

xz

xz




                (3. 45) 

La fonction  zf  représente la variation de cisaillement transversal à travers de l'épaisseur de 

la couche à 0°. Deux variations ont été envisagées: une variation parabolique et un 

cisaillement transversal progressif  [17, 33] :  

a. Un modèle parabolique complet [7, 14, 16, 17, 20, 32, 33] : 

    2

90900

2

0900

2 2
3

2
2 ttttzttzzf                 (3. 46) 

b. Un modèle de cisaillement progressif [7, 14, 16-18, 32, 33, 74] : 
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               (3. 47) 

Où 
t

  est le paramètre de transfert en cisaillement, exprimé en fonction du module 

d’élasticité 
0

x
E  de couche à 0°, du module de cisaillement 

0

xz
G  et du rapport géométrique de 

fissuration a  [7, 14, 16-18, 20, 32, 33, 74] :    

aG

E

xz

x

t

1
0

0

                (3. 48) 

Dans l’hypothèse 1, l’Eq. (3. 30) considère une variation parabolique du déplacement 

longitudinal dans l’épaisseur de la couche à 90°, alors que l’Eq. (3. 31), garde une forme 

généralisée de la variation du déplacement longitudinal dans l’épaisseur de la couche à 0° qui 

permet de déduire des propriétés générales de la modélisation. La comparaison des résultats 

déduits de cette modélisation (Berthelot, 1997 et le Corre, 1999) avec les résultats déduits 

d’une analyse par élément finis (Berthelot et al, 1996 A [14]) montre que la meilleure 



Chapitre 03                                                                    Analyse de l’endommagement par    

                                                                                fissuration transverse des stratifiés croisés 

 - 67 - 

évaluation des champs des déplacements et des contraintes est obtenue dans le cas d’un 

modèle qui considère un cisaillement progressif des couches à 0° évalué par l’Eq. (3. 47) [14, 

74]. Aussi, J.-M. Berthelot et al [33] ont été montré que des résultats similaires sont obtenus 

pour les deux types de variations (modèles parabolique complet et de cisaillement 

progressif) dans le cas de faibles densités des fissures transversales, où un cisaillement 

transversal progressif (Eq. 3. 47) doit être considéré dans le cas de grandes densités de 

fissures.    

3.4.4. Modèle shear lag parabolique incomplet 

C. Henaff-Gardin et al [11] ont été considéré l'hypothèse sur les champs de déplacement 

qui citée que dans la direction x  (normal au plan de fissures de la couche à 90°) une évolution 

parabolique de déplacement u  avec z  (la valeur minimale de u  étant 
90

u ) dans la couche à 

90° et constant, 
0

u , dans les couches à 0° (Fig. 3. 16). Ce cas appel une analyse shear lag 

parabolique incomplet [14,11]. 

 

 

Figure 3. 16 : Champs de déplacement dans une 

cellule élémentaire [11]. 

Alors, les couches à 0° peuvent être considérés comme ayant un module de cisaillement 

transversale d'une valeur infinie, et le module de cisaillement G  donnée par l’Eq. (3. 45) est 

réduite au module de cisaillement transversale 
90

xz
G  de la couche à 90°. Ensuite, les contraintes 

longitudinaux moyens dans les couches à 0° et à 90°, et contrainte de cisaillement de 

l'interface, sont donnés par les Eqs. (3. 39), (3. 40) et (3. 41), en substituant G  par 
90

xz
G  dans 

l'Eq. (3. 42). Cependant, la distribution de déplacement dans l'épaisseur de stratifié, Eqs. (3. 

30) et (3. 31) sont modifiées [14]. 
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La figure 3. 17, illustre des exemples des variations de déplacement longitudinal, données 

pour deux valeurs de coordonnée longitudinale : ax   (a) et 43 /ax   (b), à travers 

l’épaisseur du stratifié. Ces résultats ont été obtenus par analyse éléments finis pour deux 

valeurs du rapport géométrique de fissuration a = 5 et 2.5.  

 

(a) 

      

(b) 

Figure 3. 17 : Variation du déplacement longitudinal à travers l’épaisseur pour deux 

valeurs de coordonnée longitudinale : ax   (a) et 43 /ax   (b) et pour deux 

valeurs du rapport géométrique de la fissuration transverse a = 5 et 2.5. 
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Le déplacement longitudinal dans le plan de fissure (Fig. 3. 17 (a)) apparaît une variation 

parabolique dans la couche à 90° et est constante dans les couches à 0°. Cette variation est 

conforme à l'analyse shear lag parabolique incomplètes. Cependant, immédiatement à une 

distance du plan de la fissure (Fig. 3. 17 (b)), le déplacement longitudinal présent une 

variation parabolique à travers la couche à 90° et couches à 0°. Ainsi, En remarque que la 

valeur maximale de déplacement longitudinal est diminue lorsque a  augmente et, aussi, 

lorsqu'on se déplacer loin de la surface de fissure. 

En substituant L’Eq. (3. 21) dans l’équation (3. 18), le résultat obtenu contient deux 

termes. Le premier terme est égale à la déformation de la théorie classique du stratifié, le 

second est un nouveau terme lié à la fonction de perturbation de contrainte  aR  [16, 20, 29]: 

 aR
a

g
xyy
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00
                 (3. 49) 

 aR
a

g
xxx

2

1
2

90

00
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                 (3. 50) 

 aR
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g
xxx

2

1
3

90

00

0

                 (3. 51) 

Voir Annexe A2. 2 pour 
i

g , 321 ,,i  . La contrainte 
90

0x
  dans la couche à 90° d’un 

stratifié non endommagé sous chargement thermomécanique peut être calculée en utilisant la 

théorie classique des stratifiés : 

Dans l’Eq. (3. 52), 
0x

  et 
0y

  sont les déformations provoquées par la charge thermique et 

mécanique combinées. Cette équation peut être réécrite pour des cas d’un chargement 

mécanique pur et thermique pur : 

   TQTQ
yxx


10122022

90

0
                (3. 52) 

a- Chargement mécanique  0T  : 

 
012022

90

0
1

xyxx
Q                  (3. 53) 

b- Chargement thermique  0
0
  : 

T
xx


00
     et    T

yy


00
                (3. 54) 

L’équation (3. 52) peut être réécrite sous la forme : 

   TQ
yxx


10122022

90

0
                (3. 55) 

Ici, 
0xy

  est le coefficient de Poisson du stratifié non endommagé. 
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3.4.5. Expressions de réduction des propriétés thermo-élastiques due aux fissures 

transversales 

Les fissurations transversales multiples (densité de fissure) en composites stratifiés a été 

connu en tant que la cause de la réduction progressive des propriétés thermo-élastiques [21]. 

Pour un espacement des fissures répartis équidistant dans la couche à 90° de stratifié 

symétrique et équilibrée, le modèle de réduction de propriétés thermomécaniques a été utilisé 

pour montrer que l'espacement de fissures a2  réduire ces propriétés suivant les expressions 

de réduction de module d'élasticité, coefficient de Poisson et coefficient de dilatation 

thermique. 

L’étude de la réduction de ces dernières est dérivée dans cette section. Pour cela, En 

substituant les équations (3. 49) et (3. 51) dans l’équation (3. 3) et en considère l’équation (3. 

53) on obtient les expressions fondamentales suivantes [7, 16-20, 31] : 

 aRaE

E

x

x




1

1

0

     et     
 
 aRa

aRc

xy

xy













1

1

0

               (3. 56) 

Où 
a2

1
  est la densité de fissures normalisée et c,a

 sont des fonctions 

connues, dépendantes des propriétés élastiques et de la géométrie de couches à 90° et à 0° 

(Voir l’Annexe A2. 2) [16, 29]. 
0xy

  est le coefficient de Poisson de stratifié sain (non 

endommager) [7, 17]. 

Les fissures transversales peuvent entraîner un changement significatif de coefficient de 

dilatation thermique 
x

  de stratifiés composites [21]. Pour un stratifié endommagé, ce 

coefficient peut être obtenue en substituant l’équation (3. 51) dans l’équation (3. 5) et en 

supposant que la contrainte mécaniques appliquée est nulle ( 0
0
 ). Finalement, nous 

obtenons : 

 aRe
x

x 



1

0

               (3. 57) 

Où e  est une fonction des constantes élastiques et de la géométrie (Voir Annexe A2. 2) [29].  

A partir des Eqs. (3. 56) et (3. 57), il est clair que la fonction  aR  est la seule inconnue. 

Par conséquent, la réduction des propriétés thermomécanique dépend de la forme de cette 

fonction de l'espacement de la fissure (densité). La solution pour cette fonction peut être 

trouvée en utilisant différents modèles analytiques tels que les modèles shear-lag [16, 20]. 
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Highsmith et Reifsnider [46] calculent la perte de rigidité pour le drapage  
s

/
3

900  en 

Epoxyde / Fibres de Verre. A l’état de saturation des fissures transverses, le modèle prédit une 

perte de 29% alors que la réduction du module longitudinal observé est de l’ordre de 45%. Ce 

modèle simplifié permet de décrire l'amorçage des fissures transverses et dans certains cas 

l'état de saturation. 

Laws et Dvorak [75] proposent un modèle basé sur la mécanique de la rupture statistique. 

Ils donnent une expression du module longitudinal dans un stratifié croisé, en prenant en 

compte les contraintes résiduelles. Le paramètre de cisaillement est déterminé à partir de la 

contrainte 
FPF

  correspondant à l’initiation des fissures transverses, obtenue 

expérimentalement. Les prédictions sur la réduction du module longitudinal en fonction de la 

densité de fissures et la loi d'évolution de la fissuration transverse en traction quasi-statique 

(Fig. 3.18) sont en bon accord avec les résultats expérimentaux obtenus par Wang [76]. 

 

 

Figure 3. 18 : Évolution de la densité de fissures transverses en traction quasi-

statique pour le drapage  0900 //
n

 en Epoxyde 934 / Fibres de Carbone T300 [2]. 

Mendels et Nairn [77] ont montré qu’en prenant 3300
11

,R   et   30701
22

,L  , 

on retrouvait pratiquement les résultats donnés par les éléments finis (symboles carrés) avec 

une erreur inférieure à 0,2% pour les densités de fissures en dessous de 0,9 mm
-1

 et 0,48% 

pour la plus grande densité de fissures de 1 mm
-1

. Les résultats sont donnés dans la figure 

(3.19) [64]. 
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Figure 3. 19 : Réduction de module élastique pour le stratifié Verre-E / Epoxyde 

 
S

/
2

900 en fonction de la densité de fissures. Comparaison entre la modélisation 

et l'analyse par éléments finis [64]. 

3.5. Conclusion 

Cette revue bibliographique exhaustive, donne un aperçu générale sur le mécanisme 

d'endommagement de type fissure transversale influé sur les stratifiés en chargement 

thermomécanique quasi statique, ainsi, la modélisation du comportement mécanique, en 

utilisant un modèle de type shear lag et la méthode des éléments finis en formulation des 

contraintes plane touts en basant sur la formulation de R. Joffe et al [15, 29] et J.-M. Berthelot 

et al [14]. 
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CHAPITRE 04 

 

 

Modélisation par EF, résultats et commentaires 

 

 

Dans ce chapitre, l’évaluation de la distribution de contraintes, ainsi que la dégradation 

des propriétés thermomécaniques, ont été étudiées par l’Analyse Eléments Finis dans le cas 

de fissures régulièrement espacées, caractérisées par la cellule élémentaire représentée dans 

la figure 3. 15 de chapitre 03 (ce modèle schématique a été inspiré des travaux de R. Joffe et 

al. [29]). Les calculs du modèle par Eléments Finis sont effectués dans une formulation de 

contrainte plane. La simulation de l’état de contrainte 2D dans un stratifié fissuré a été 

réalisée en utilisant le code de programme ANSYS 10.0.  

4.1. Modélisation géométrique par EF 

Pour raison de symétrie du problème, un quart seulement de l’unité (Fig. 4. 1b) est 

utilisée, alors, on doit introduire les conditions de symétries suivantes : Sur les côtés ax  , 

 htz  ,
90

 et  0,ax  , 0z . Conditions de traction libres sont sur hz   et sur la 

surface de fissure ax  ,  
90

0 t,z . Un déplacement constant est appliqué suivant la 

direction x  à 0x ,  hz  ,0  (Fig. 4. 1b,c). Des éléments rectangulaires plans 2D linéaires 

et quadratiques (04 nœuds, proportionnellement), de maillage uniforme ont été utilisés (Fig. 

4. 1c). Ce dernier a été raffiné pour obtenir une meilleure approximation des champs de 

contraintes dans l’à proximité de fond de fissure et au niveau de l’interface 0°/90°. Aussi, 

pour assurer la précision des résultats 

La cellule élémentaire (le quart de l’unité) est modélisée avec un maillage 10x10 

éléments (Fig. 4. 1). La distribution de contrainte dans la cellule élémentaire est reportée sur 

la figure 4.2, dans le cas d’une investigation 2-D et pour a = 5 ( = 0.1mm
-1

).  
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Figure 4. 1 : Modèle géométrique de la cellule élémentaire : (a) - 

Fissures transversales répétées dans la couche à 90°; (b) - Conditions aux 

limites de la région modélisée et (c) -  Modélisation par éléments finis. 

  

 

 

Figure 4. 2 : Distribution de contraintes normales dans la 

cellule élémentaire pour a = 5 ( = 0.1mm
-1

).  

 

 

( ) 

( ) ( ) 

Fissure transverse 
Fissure transverse 
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4.2. État de contraintes 

Pour raisons de comparaison, l'analyse Elément Fini est utilisé pour étudier l'état de 

contrainte dans un stratifié croisé de type [0m/90n]s endommagé par des fissures 

transversal. En utilisant les mêmes hypothèses à ceux des modèles analytiques [23, 29] : 

 La surface fissurée est plane et rectangulaire, 

 les fissures couvrent toute la largeur et la longueur de pli, 

 Les fissurée sont régulièrement espacés, 

Nous nous intéressons à la répartition des contraintes dans la cellule élémentaire. Dans 

les calculs par Eléments Finis réalisés, la contrainte moyenne de 45.35 MPa est appliquée, 

suivant la direction x , à la cellule élémentaire (Fig. 4. 1c). La température est prise égale à 

24.85 °C dans les mêmes conditions d’essai de [29]. On suppose que l'interface 0°/90° entre 

les couches est une liaison parfaite. 

Les calculs dans cette étude sont effectués pour deux types de stratifiés croisés : un 

stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde (AS4-3502) [78] et un stratifié de Fibre en Verre / 

Epoxyde (GF/EP) [15, 29]. Le stratifié a les dimensions suivantes : t90 = 1mm et t0 = 0.5mm. 

Les résultats sont comparés avec le modèle analytique et les essais expérimentaux 

disponibles. Les propriétés du matériau utilisées dans cette analyse, à la température 

ambiante (24.85 °C), tirés de la littérature sont données dans le Tableau 4. 1. 

On étudie, dans le premier temps, la variation des contraintes normales longitudinale  90
xx  

dans la cellule élémentaire correspondant à chaque état d'endommagement (a = 5 ( = 

0.1mm
-1

) et a = 2.5 ( = 0.2mm
-1

)). Ce qui permet de localiser l'initiation des fissures 

transverses provoquée par cette contrainte.  

La figure 4. 3 (a) ; (b), montre la variation de la contrainte longitudinale normalisée 
 90

xx
  

au long de l'axe x pour deux valeurs de a (a étant la demi-distance entre deux fissures 

consécutives) en cas de stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde (AS4-3502). L’étude 

numérique a été comparé avec les travaux de J.-L. Rebière et al [23] (Modèle analytique basé 

sur une approche variationnelle et l’analyse par EF). Effectivement, les résultats sont tracés à 

90
tz   (à l'interface 0°/90°) qui est une région de deux couches dissemblables et puisque 

nous étudions la distribution de la contrainte longitudinale normalisée 
 90

xx
  dans la couche à 

90°, nous devons prenons en compte les valeurs pour le matériel 1 qui sont indiquées dans les 

tableaux (A3. 1) et (A3. 2) de l’Annexe (A3. 1) (valeurs Sx). L’état de contraintes calculé par 

la méthode des Eléments Finis est en bon accord avec les résultats des modèles de J.-L. 

Rebière et al [23]. 
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Properties 
Fibre en Verre / 

Epoxyde [15, 29] 

Fibre en Graphite / Epoxyde (as4-

3502) [78] 

E1, GPa 44.73 144.78 

E2, GPa 12.76 9.58 

ν12 0.297 0.31 

ν23 0.420 0.55 

G12, GPa 5.80 4.785 

G23, GPa 4.49 3.09 

α1, 1/°C
 

8.6×10
-6

 -0.72×10
-6 

α2, 1/°C
 

22.1×10
-6

 27×10
-6 

ΔT, °C -105 -147 

Tableau 4. 1 : Propriétés élastiques des stratifiés croisés. 

La contrainte longitudinale normalisée est nulle au niveau de surface de la fissure 

transverse (en raison des conditions aux limites) et prend une valeur maximale entre deux 

fissures adjacentes (c'est l'endroit théorique d’initiation d’une nouvelle fissure transverse 

[23]). En comparant la figure 4. 3a avec 3b, il a été constaté que la variation de la distribution 

de contraintes peut être exprimée par la différence de la distance entre les fissures 

transverses. En effet, lorsque la densité des fissures transverses augmente (a = 2,5 ( = 

0.2mm
-1

)), la valeur maximale de 
)(

xx

90  diminue et les courbes s'écartent loin entre eux. A cet 

état de l'endommagement, la couche à 90° ne transmet l'effort que partiellement. De plus, à 

un certain stade, la valeur de la densité des fissures transverses est proche de la valeur de 

l'état d’endommagement caractéristique (Characteristic Damage State value (CDS)), où la 

création d’une nouvelle fissure transverse est impossible. Puis, un nouveau mode 

d’endommagement peut facilement se développer : il s’agit de fissures longitudinale ou le 

délaminage. 

La figure 4. 4, illustre des résultats obtenus par l’analyse des Eléments Finis en 

comparant avec les modèles analytiques et numériques de : J. L. Rebière et al [23] pour la 

figure 4. 4(a) et J. M. Berthelot et al [32] pour la figure 4.4 (b) pour la variation de la 

contrainte longitudinale 
xx

  à travers l'épaisseur du stratifié à x = - a.  Les résultats montrent 

clairement que la surface de fissure, ce qui correspond à 0  z/h’  1, est libre de toute 

contrainte, c.-à-d., aucune charge n'est portée par le pli à 90° dans cette région dans le cas des 
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petites densité des fissures (Fig. 4.4(a)), tandis que, cette contrainte augmente 

progressivement, à l'approche de l'interface 90°/0°, en cas des grandes densité de fissure (Fig. 

4.4(b)). Aussi, et au niveau de l’interface 0°/90°, la contrainte change rapidement. L'accord 

entre les modèles est excellent. 

 

 

(a) 

 

(b) 

Figure 4. 3 : Distribution de la contrainte normale normalisée
 90

xx
  dans la 

couche à 90°  pour stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde [0°/90°]s (AS4-

3502) au long de l’axe x  : (a) a = 5, (b) a = 2.5. 

 



Chapitre 04                                                       Modélisation par EF, résultats et commentaires 

 - 78 - 

 

 

(a) 

 

(b) 

Figure 4. 4 : Variation de la contrainte longitudinale normalisée 
xx

  à travers 

l'épaisseur du stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde [0/90]s à x = - a, (a) a = 

5 et (b) a = 2,5. 

Sachant que le transfert de charge entre les deux couches se fait essentiellement par 

cisaillement à l'interface, la répartition des contraintes de cisaillement inter-laminaire 
xz

  et 

la contrainte normale inter-laminaire 
zz

  sont analysées également. 

Pli 90° 
Pli 0° 

Pli 90° 
Pli 0° 
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Avec les deux modèles présents (analytique et Eléments Finis) et la comparaison avec les 

analyses: théorique de type shear lag parabolique de J.-M. Berthelot et al [30] et par 

Eléments Finies de J.-M. Berthelot et al [14], la contrainte de cisaillement inter-laminaire 

xz
  (figure 4. 5 (a) et (b)) présente une augmentation modérée lorsqu'on approche de plan de  

la fissure, et atteint une valeur élevée dans une petite région prés au plan de la fissure, où, un 

pic plus élevé de la contrainte à une distance x/a = 0.89 du plan de  la fissure a été constaté, 

mais réduit radicalement à zéro entre deux fissures transverses consécutive pour petite 

densité de fissures (Fig. 4.5 (a)) et progressivement pour grande densité de fissures (Fig. 4.5 

(b)), puis, tombe soudainement à zéro au plan de  la fissure en x = -a. Les résultats des 

modèles, numériques et analytiques, de la contrainte de cisaillement inter-laminaire 
xz

  

obtenus sont similaires dans une certaine mesure avec une légère différence au niveau de Pic. 

En effet, la valeur maximale de la contrainte 
xz

  dans les résultats du modèle numérique 

présent est plus petite que celle dans les résultats du modèle analytique présent. Cette 

différence peut estimer par 10%. Le Pic donné par l'approche numérique est de 76% )90(0
xx , 

tandis que pour l'approche analytique est de 86% )90(0
xx .   

La figure 4. 6, présente la distribution de la contrainte normale inter-laminaire du stratifié 

de Fibre en Graphite / Epoxyde à l’interface z = t90, avec a = 5. À une distance importante du 

plan de la fissure, les valeurs de la contrainte inter-laminaire sont légèrement varies du 0.2 au 

0.1 pour le modèle semi-analytique de L. N. McCartney et al [34] et analytique présent, mais 

une variation quasi-constante pour l’analyse EF présente dans la région 0 ≤ x/a ≤ 0,7, puis 

elles augmentent tant vers la valeur maximale qui a été observée fortement au plan de la 

fissure transverse dans l’intervalle restant 0,7< x/a ≤1. Il existe une excellente corrélation 

entre les deux modèles analytiques, présent et de L. N. McCartney et al [34]. Les deux 

figures, 4.5 et 4.6, ont la même remarque que les résultats de la variation de la contrainte 

longitudinale normalisée 
 90

xx
 , figure 4.3, pour le problème de l'interface 0°/90° à z = t90. Les 

valeurs de matériel 1 ont été prend en considération (voir le tableau (A3.5) de l'annexe A3. 

1). 
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(a) 

 

(b) 

Figure 4. 5 : Distribution de la contrainte de cisaillement inter-laminaire 

xz  du stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde [0/90]s à l’interface (z = 

t90), (a) a = 5 et (b) a = 2.5. 
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Figure 4. 6 : Distribution de la contrainte normale inter-laminaire 
zz

  

du stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde [0 / 90]s à l’interface (z = 

t90), a = 5. 

4.3.  Effet de la densité de fissures 

La dégradation des propriétés thermomécanique en fonction de la densité de fissures 

transverse a été largement étudiée. Pour cela, nous analysons dans cette section l’influence de 

l'évolution des fissurations transverse sur la dégradation des constantes thermomécanique 

d'un stratifié croisé de type [0m/90n]s sollicité en traction à la température ambiante et haute 

température. Nous étudions donc, le module d’élasticité longitudinal 
ij

E , le module de 

cisaillement ou Coulomb 
ij

G , le Coefficient de Poisson 
ij

  et Coefficient de dilatation 

thermique 
x

 . Ce qui nous donne une idée globale sur le comportement mécanique du 

stratifié au cours du chargement, mécanique en traction monotone et thermique. Nous 

étudions d'abord la variation du module d’élasticité 
ij

E . Les résultats sont normés par le 

module d’élasticité longitudinal du stratifié sain calculé à partir de la théorie des plaques 

stratifiées. 

Les résultats obtenus sont présentés dans les figures 4. 7 et 4. 8 et comparés avec les 

résultats expérimentaux dans le cas de deux stratifiés différents : Fibre en Verre / Epoxyde : 

(a) [02 / 904]s , (b) [0 / 903]s et (c) [0 / 90]s (Fig. 4. 7) et Fibre en Graphite / Epoxyde : (a) 

[0/90]s ; (b) [0/902]s et (c)  [0 / 903]s (Fig. 4.8). Dans la figure 4. 7, les résultats déduits de 

l’analyse analytique shear lag parabolique et Elément Finie de Leblond, P et al [31] (Fig. 4. 

7(a)), modèle théorique de l’approche variationelle de Z.Hashin [79] (Fig. 4. 7(b)) et modèle 
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ECM de D.T.G. Katerelos et al [10] (Fig. 4. 7(c)) sont rapportés. À première vue, a 

l'initiation de l'endommagement transverse, les modèles analytique et par Elément Finis 

présentés sont en bon accord avec les résultats expérimentaux ([15] pour la figure. 4. 7(a) et 

[78] pour la figure 4. 8(c)). Entre temps, on voit qu'il ya un accord remarquable avec 

l'analyse expérimentale de Z. Hashin [79] et D.T.G. Katerelos et al [10] (Fig. 4. 7(b) et (c) 

respectivement). On obtient, cas de Fibre en Verre / Epoxyde (Fig. 4. 7), une réduction entre 

(20 50)% d’une densité de fissures de (0.7  0.8) mm
-1

 pour le modèle EF présente avec une 

bonne concordance en comparaison avec les résultats expérimentaux [15, 79], tandis que, en 

cas d'empilement [0/90]s (Fig. 4. 7 (c)), l'AEF est surestimer la diminution de module 

d'élasticité. Cette réduction dépend des rigidités respectives des couches à 0° et à 90°.     

 

(a) 
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(b) 

 

(c) 

Figure 4. 7 : Variation  du module d’élasticité longitudinal normalisé en 

fonction de la  densité de fissures transverse pour stratifié de Fibre en Verre / 

Epoxyde : (a) [02 / 904]s, (b) [0 / 903]s et (c) [0 / 90]s 

Les figures 4. 8 (a, b et c) illustrent la variation du module d’élasticité longitudinale 

normalisé (Ex/Ex0) en fonction de la densité de fissures transverse pour un stratifié de Fibre 

en Graphite / Epoxyde ((a) [0/90]s ; (b) [0/902]s et (c) [0/ 903]s). Les résultats des Eléments 

Finis sont comparés avec les données expérimentales étudiées par Groves et al [78] et les 

résultats déduits des modèles analytiques: analyse Shear-lag parabolique de cette étude, 

modèle analytique basé sur la théorie classique de stratification de T. E. Tay [44) (Figs. 4. 8 a 

et b), analyse Shear-lag progressive de Tounsi, A et al [18] et modifié de Lim, S.G et al [21] 

(Fig. 4. 8 c). Les variations du module d’élasticité longitudinale semblent une légère 

réduction lorsque la fissure matricielle transversale augmenter en comparant avec le stratifié 

de Fibre en Verre / Epoxy (Figure 4. 7). En effet, pour une densité de fissure transverse de 

(0.7  0.8) mm
-1

 et pour le même rapport d’empilement 33.0  (cas de [0/903]s), le 

module d’élasticité longitudinale réduite d'environ 10% pour stratifié de Fibre en Graphite / 

Epoxy (Fig. 4. 8c), alors que la réduction du module de stratifié de Fibre en Verre / Epoxy 

(Fig. 4. 7b) est réduite 50%.  

Il est clair que l'accord entre les modèles et les données expérimentales [78] est 

raisonnable et que la réduction du module d'Young est plus grande dans les stratifiés avec un 

petit rapport d’empilement  . Cependant, dans la figure 4. 8 c, pour une densité supérieure à 
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0.3 mm
-1

, les modèles analytiques y compris le modèle Elément Fini s’écartent de plus en 

plus des résultats expérimentaux [78], à l'exception de modèle shear lag progressive de 

Tounsi, A et al [18]. 

 

(a) 

 

(b) 
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(c) 

Figure 4. 8 : Variation  du module d’élasticité normalisé en fonction de la  densité 

de fissures transverse pour stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde: (a) [0/90]s ; (b) 

[0/902]s ; (c) [0/903]s . 

Cet écart peut être attribué à l’initiation et au développement, simultanément à la 

progression de fissures transverse, d’un nouveau processus d’endommagement (fissuration 

longitudinale et / ou délamination de l’interface) qui ne sont pas prises en compte dans notre 

analyse. Les prédictions des différentes approches, Eléments Finis et shear lag, induisent une 

erreur relative de l'ordre de 2% à 4% par rapport aux résultats expérimentaux [78] pour une 

densité de fissures de 0,42 mm
-1

. Les résultats déduits du modèle analytique basé sur la 

théorie classique de stratification de T. E. Tay [44] (Figs. 4. 8 a et b) ont été obtenir où les 

fissures transversales sont supposées droites seulement, tandis que, Groves et al [78] a 

rapporté que des fissures transversales courbes ont été observées. 

La figure 4. 9, présente la variation de module d’élasticité longitudinale en fonction de la  

contrainte appliquée pour stratifié de Fibre en Verre / Epoxyde [0/903]s. Les résultats sont 

tracées en comparant avec différents résultats prenant en compte un (FT, Fissure Transverse) 

et trois (FT+FL+DEL, Fissure Transverse + Fissure Longitudinale + Délaminage) modes 

d’endommagement étudier par J.-L. Ribière et al [24], et résultats expérimentaux de 

Highsmith [80]. La réduction de la rigidité est diminue d’environ 30% pour une contrainte 

est égale à 150 MPa dans le cas des fissures transverse (FT) [24] et AEF présente, tandis que, 

atteint 35% pour le cas de trois modes d’endommagement. Ces derniers continués la 

réduction et aboutir 45% pour une contrainte est égale à 250 MPa.  Nous pouvons remarquer 
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que lorsque la contrainte de chargement augmente, une différence entre les résultats 

expérimentaux [80] avec le modèle théorique prend en compte les trois types 

d’endommagement, d’une part, et les résultats de modèle théorique prennent en compte un 

type d’endommagement et AEF présente, d’autre part, est apparaît. 

 

Figure 4. 9 : Variation de la rigidité longitudinale en fonction de la  

contrainte appliquée pour stratifié de Fibre en Verre / Epoxyde [0/903]s.  

En comparant ces simulations, figures 4. 8c et 4. 9, aux données expérimentales [78] et 

[80] respectivement, il peut conclure que dans l'ordre d’étudier l’endommagement dans un 

stratifié croisé, il est nécessaire de tenir en compte l'influence des autres modes 

d’endommagement ensemble, tel que la fissuration longitudinale et / ou délaminage.  

La figure 4. 10, montre la variation du module de cisaillement normalisé pour stratifié de 

Fibre en Verre / Epoxyde [0/90]s (Fig. 4. 10(a)) et [0/903]s (Fig. 4. 10b) en fonction de la 

densité de fissures transverses. Les résultats déduits de l'analyse numérique sont comparés 

avec les résultats analytiques obtenus par M. Kashtalyan et al [8], D.T.G. Katerelos et al [10] 

et Z. Hashin [79]. On peut voir que ce module est réduit avec l'augmentation de la densité de 

fissures pour les deux empilements, et que la dégradation en cas d'empilement [0/903]s (70%) 

est plus prononcé que l'empilement [0/90]s (42%) pour une densité de fissures de 0.8 mm
-1

. 

Sur la figure 4.10(a), les prévisions basées sur le modèle de contrainte équivalente 

‘‘Equivalent Constraint Model (ECM)’’ d'un stratifié endommagé de M. Kashtalyan et al [8] 

semblent être en meilleur accord avec l'analyse EF présente et les prédictions théoriques du 

modèle ECM D.T.G. Katerelos et al [10] ont été estimés une dégradation moindre de 8.5% 

de ceux de EF. Tandis que, sur la figure 4. 10b, les modèles théorique de M. Kashtalyan et al 
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[8] et Z. Hashin [79] sont en bon concordance et L'analyse Eléments Finis actuelle est 

surestimer la réduction d’environ 4%.   

 

(a) 

 

(b) 

Figure 4. 10 : Variation du module de cisaillement normalisé en fonction de la 

densité de fissures transverse pour stratifié de Fibre en Verre / Epoxyde : (a) [0 / 

90]s et (b) [0/903]s. 

L'influence des fissures transversales sur la réduction du module de cisaillement 

longitudinal pour le stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde [03/903]s est mise en évidence 

sur la figure 4. 11. Les résultats EF apparaissent en bon accord avec les résultats 

expérimentaux de Tsai et Daniel [81] et l'analyse théorique de N. M. Mohammed [2] pour 
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grande densité de fissure ( 0.2 fissures / mm). Moins de cette valeur, les résultats 

expérimentaux [81] illustre des valeurs inférieure à celles qui sont dans le cas d’un stratifié 

sain (densité des fissures = 0), qui semble que le stratifié est pré-fissuré. 

 

Figure 4. 11 : Variation du module de cisaillement normalisé en fonction de la 

densité de fissures transverse pour stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde [03 / 

903]s. 

Les figures : 4. 12 {(a) [02 / 904]s ; (b) [0 / 903]s et (c) [0 / 90]s} et 4. 13 {(a) [0 / 90]s ; (b) 

[02 / 902]s} illustrent la variation du coefficient de Poisson normalisé en fonction de la densité 

de fissures transverse pour stratifié de Fibre en Verre / Epoxyde  et de Fibre en Graphite / 

Epoxyde respectivement. La figure 4. 12(a) présente la comparaison avec les prédictions de 

l'approche shear lag progressive de M. Bouazza et al [19] et des données expérimentales 

Joffe, R et al [29] et sur la figure 4. 12(b), les deux modèle analytiques (NPL-GPS 1995 et 

LRAM 1998) de L.N. McCartney et al [34] et aussi le modèle analytique proposé par 

Kashtalyan M et al [8]. On voit, sur la figure 4.12 (a), que l'accord entre les résultats 

expérimentaux et ceux prédits en utilisant les modèles analytiques est assez satisfaisante, 

tandis que les résultats numériques montrent un bon accord avec les résultats des tests. On 

remarque sur les figures 4. 12(b) et (c) un excellent agrément de notre AEF présente et 

les différents modèles analytiques de : L.N. McCartney et al [34], modèle ECM proposé 

par D.T.G. Katerelos et al [10] et M. Kashtalyan et al [8].  
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(a) 

 

(b) 
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(c) 

Figure 4. 12 : Variation du Coefficient de Poisson en fonction de la 

densité de  fissures transverses pour stratifié de Fibre en Verre / 

Epoxyde : (a) [02 / 904]s ; (b) [0 / 903]s et (c) [0 / 90]s.  

Dans la figure 4. 13, les drapages [0/90]s (Fig. 4. 13(a)) et [02/902]s (Fig. 4. 13(b)) sont 

comparée avec les résultats analytiques (approche variationnelles) de N. M. Mohammed [2] 

et de Z. Hashin [82] et les résultats expérimentaux obtenus par Han et Hahn [83] (Fig. 4. 

13(a)) et Talreja et al [84] (Fig. 4. 13(b)). Pour le drapage [0/90]s (Fig. 4. 13(a)), l'analyse 

Elément Finis et l'approche variationnelle de Hashin [82] donnent une erreur relative de -3% 

par rapport aux résultats expérimentaux [83], tandis que, l'approche variationnelle de N. M. 

Mohammed [2] engendre une erreur de -9% et pour le drapage [02/902]s (Fig. 4. 13(b)), les 

trois analyses : variationnelle de N. M. Mohammed [2] et de Hashin [82] et Elément Finis 

semblent une erreur de   -5% par rapport aux résultats expérimentaux [84]. Pour un rapport 

de empilement (confinement) donné, l'épaisseur des couches n'a pratiquement pas d'effet sur 

Ia variation du coefficient de Poisson en cas d’un stratifié de Fibre en Graphite / Epoxyde. En 

fin d'essai, il est réduit de 40% pour les empilements : [0/90]s (Fig. 4. 13(a)) et [02/902]s (Fig. 

4. 13(b)), mais pour le cas d'un stratifié de Fibre en Verre / Epoxyde, on remarque 

l'augmentation de la valeur de la dégradation lorsque le rapport d'empilement diminue. 
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(a) 

 

(b) 

Figure 4. 13 : Variation du Coefficient de Poisson en fonction de la 

densité de  fissures transverses pour stratifié de Fibre en Graphite / 

Epoxyde : (a) [0 / 90]s ; (b) [02 / 902]s.  

Il est évident à partir d’une comparaison entre la variation du module d’élasticité 

longitudinal avec les variations du module de cisaillement et du Coefficient de Poisson que le 

taux de la dégradation de ces dernières propriétés est sévère que celle du module d’élasticité 

longitudinale, ceci qui est représenté sur la figure 4. 14. Cette dernière a été tracés à partir des 

résultats de l'Analyse Elément Finis déjà trouvés sur les figures : 4. 7c, 4. 8a, 4. 10a, 4. 11, 4. 

12c et 4. 13a, pour un stratifié de type [0/90]s ( = 1 (coefficient d’empilement)), de : (a) 
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Fibre en Verre / Epoxyde et (b) Fibre en Graphite/ Epoxyde. En effet, pour une densité de 

fissures de 0.8 mm
-1

, le module d’élasticité longitudinale est réduit de 19%, tandis que, la 

réduction du module de cisaillement est de 41.5% et du Coefficient de Poisson est 41% pour 

le cas d’un stratifié de Fibre en Verre/Epoxyde et le module d’élasticité longitudinale est 

réduit de 2%, alors que, la réduction du module de cisaillement est de 46% et du Coefficient 

de Poisson est 38% pour le cas d’un stratifié de Fibre en Graphite/Epoxyde, puisque sous 

tension uni-axiale, la couche à 0° domine toujours la rigidité axiale de stratifié. Ces 

observations prouvent que le module d’élasticité longitudinal, dans la direction de la charge, 

n’est pas suffisamment pour être une mesure fiable de l’endommagement, et que le module 

de cisaillement (
ij

G ) ou le Coefficient de Poisson (
ij

 ) semble être un meilleur indicateur de 

l’endommagement [35].   

 

 

(a) 
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(b) 

Figure 4. 14 : Comparaison entre les résultats de l’AEF des taux de réduction 

des propriétés mécanique d'un stratifié de type [0/90]s ( = 1), de : (a) Fibre en 

Verre / Epoxyde et (b) Fibre en Graphite/ Epoxyde.  

Les prévisions de l'effet des fissures transversales sur la dégradation de module 

d'élasticité longitudinal et du coefficient de Poisson à haute température pour stratifiés 

composites de Fibre en Graphite / Epoxyde  de type PMC IM7 / 977-3 a été illustré aussi. 

Ces derniers ont été inspirés des travaux de A. Benzair [17]. Les propriétés de stratifié 

unidirectionnel à la température ambiante 24°C et 149°C, respectivement, sont présentés 

dans le tableau 4. 2. 

La variation du module d’élasticité longitudinal de stratifié croisé de Fibre en Graphite / 

Epoxyde  [0/90]s de type IM7/977-3 est tracée sur la figure 4. 15 en fonction de la densité des 

fissures pour deux cas de températures (T = 24°C et T = 149°C). Les résultats sont comparés 

avec l'analyse shear lag modifié, en tenant compte du concept de fonction contrainte de 

perturbation de A. Benzair et al [17]. Il peut être observé que la sensibilité de l'effet de la 

température sur la réduction du module est plus faible. 
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Properties 24°c 149°c 

E1, GPa 191 179 

E2, GPa 9.89 8.93 

ν12 0.35 0.34 

G12, GPa 7.79 6.53 

G23
*
, GPa 4.49 4.49 

Tableau 4. 2. Propriétés élastiques de composite unidirectionnel IM7/977-3 [17]. 

 

Figure 4. 15 : Évolution du module d’ Young longitudinal de stratifié croisé 

de Fibre en Graphite / Epoxyde  [0/90]s  de type IM7/977-3 par rapport à la 

densité des fissures pour deux cas de température. 

Dans la figure 4. 16, la dégradation du coefficient de Poisson effective normalisé du 

stratifié croisé de Fibre en Graphite / Epoxyde [0/90]s de type IM7/977-3 est représenté par 

rapport à la densité de fissure transverse pour deux valeurs de température. Les résultats 

présentés montrent une dégradation assez-importante de coefficient de Poisson normalisé lié 

à la température surtout lorsque la densité de la fissure prend des valeurs plus élevées. Pour 

les deux variations de figures 4. 15 et 4. 16, l’étude présentée par Eléments Finis prévoit une 

réduction assez semblable avec légèrement différence, de (1.21.5)% pour le coefficient de 

Poisson et de (0.50.8)% pour le module d’élasticité longitudinal, pour les grandes valeurs de 

la densité de fissure en comparant avec les prévisions de A. Benzair et al [17].  



Chapitre 04                                                       Modélisation par EF, résultats et commentaires 

 - 95 - 

 

Figure 4. 16 : Variation du coefficient de Poisson effective normalisé de 

stratifié croisé de Fibre en Graphite / Epoxyde  [0/90]s  de type IM7/977-3 en 

fonction de la densité des fissures pour deux cas de température. 

Les changements prédits du coefficient de dilatation thermique longitudinal 
x

  (TEC) 

par rapport à la densité de fissure transverse sont représentés sur la figure 4. 17 pour stratifié 

de Fibre en Verre / Epoxyde de type [0/904]s et figure 4. 18 pour deux type de stratifiés de 

Fibre en Graphite / Epoxyde, (a) [0/90]s et (b) [0/903]s. On voit que les fissures ont un effet 

relativement important sur le TEC du stratifié notamment pour les stratifiés avec un pli à 90° 

plus grand. En effet, nous estimons la réduction entre 34.5% (Fig. 4. 17) et 24.5% cas de 

[0/90]s et 36.4% cas de [0/903]s (Fig. 4. 18). Les courbes présentent la même forme avec une 

légère différence pour des densités plus élevées, alors que, la variation de Joffe, R et al [29] 

prend une forme linéaire. 

Sur la figure 4. 17, l’analyse EF conviennent bien avec Hashin [85], jusqu'à 0,75 mm
-1

, 

après cela, ces courbes s’éloignant progressivement les unes des autres, mais, ils présentent 

une évolution surestimation du TEC, néanmoins, le modèle shear lag de cette étude est sous-

estimer la variation du TEC. On estime l’erreur à maximale à 1.5 % pour une densité de 

1mm
-1

. Les résultats sur la figure 4. 18 illustrent un agrément excellent entre l’analyse 

Elément Finis présente et le modèle théorique de Daux Z et al [43] et l’analyse Elément Finis 

de Lim, S.G et al [21] pour des petits valeurs de la densité de fissure, mais, un écart de 4.4% 

(à  = 1mm
-1

) peut remarquer entre les résultats pour le cas des grandes valeurs de densité de 

fissure.   
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Figure 4. 17 : Variation du Coefficient de dilatation thermique longitudinal 

x
  en fonction de la densité de fissures transverse pour stratifié de Fibre en 

Verre / Epoxyde de type [0 / 904]s. 

 

(a) 
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(b) 

Figure 4. 18 : Variation du Coefficient de dilatation thermique longitudinal 
x

  

en fonction de la densité de fissures transverse pour deux type de stratifiés de 

Fibre en Graphite / Epoxyde. (a) [0/90]s et (b) [0/903]s. 

4.4.  Effet de l'épaisseur du stratifié 

L’effet du nombre n de plis à 90° et le nombre m de plis à 0° sur la dégradation du 

module d’élasticité longitudinal, ainsi que la variation de la contrainte normale 
 90

xx
 , avec 

différentes densité de fissures transverses pour stratifié de type [0m / 90n]s ont été étudiés 

dans cette section. 

La figure 4. 19 illustre les variations du module d’élasticité longitudinal en fonction de 

nombre n de plis à 90° pour deux cas densité de fissure ( = 0.1mm
-1

 et  = 0.1mm
-1

). 

L’augmentation du nombre n de plis à 90° accélère la dégradation du module d’élasticité 

longitudinale où la dégradation est plus dans le cas d'un stratifié avec un grand nombre n de 

plis à 90°. Cela est dû au fait que le stratifié avec un nombre n important de plis à 90° 

présente une large surface de fissures pour une densité de fissures transverse donnée. Il peut 

être observé que la sensibilité de l'effet de la densité de fissure transverse sur la réduction du 

module d’élasticité longitudinal est important où l’estimation de  la valeur différente de la 

dégradation entre les deux densités est de 16.5% pour AEF présente. Une variation similaire 

a été observée en comparant avec l'analyse théorique de type shear lag progressif de Kh. 

Amara et al [7] dont la valeur différente n’excéder pas 3%. 
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Figure 4. 19 : Variation  de la rigidité en fonction de nombre n de 

plis à 90° avec deux densités de fissures transverse pour stratifié de 

fibre en Verre / Epoxyde [0 / 90n]s. 

 

Figure 4. 20 : Variation  de la rigidité en fonction de nombre n de plis à 90° avec 

deux différentes nombres m de plis à 0° pour stratifié de Fibre en Graphite / 

Epoxyde [0m / 90n]s ( = 0.1 mm
-1

) 

La figure 4. 20 considéré des stratifiés à Fibre en Graphite / Epoxy de type  [0m/ 90n]s 

avec une densité de fissure  = 0,1mm
-1

 (a = 5). Les résultats sont présentés en comparant 

avec le modèle de M. Bouazza et al [19] qui ont été utilisés les paramètres de la variation de 
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la température et les caractéristiques d'humidité suivantes : (T = 22°C, C = 0,5%). On 

observe que le module d'élasticité réduit avec l'augmentation du nombre n de couches à 90° 

pour un nombre m fixe de couches à 0°, tandis que, pour un nombre n fixe de couches à 90°, 

le module d'élasticité diminue avec l’augmentation de nombre m de couches à 0°. 

Un autre résultat intéressant présenté dans la figure 4. 21 qui montre la variation de la  

contrainte longitudinale normale 
)(

xx

90  en fonction du nombre n de plis à 90°, pour stratifié 

de Fibre en Verre / Epoxyde de type [0m/90n]s avec différentes nombres m de plis à 0° et une 

densité de fissures  = 0.1 mm
-1

, en comparant avec les résultats de N. M. Mohammed [2] et 

J. L. Rebière et al [23]. On peut conclure que, pour un nombre de plis à 0° fixé, les valeurs 

les plus grandes de contraintes normales 
)(

xx

90  sont obtenues dans les stratifiés avec des 

couches à 90° épaisses, ce qui favorise l'amorçage des fissures transverses. Par contre, pour 

un nombre de plis à 90° fixé, on observe un affaiblissement des composantes 
)(

xx

90  avec 

l'augmentation de l'épaisseur de la couche à 0°. Ce qui paraît logique, puisque dans le cas 

d'une couche à 0° épaisse (m important), le stratifié est plus rigide et l'effort exercé est 

supporté par les fibres dans la couche à 0°. 

 

 

Figure 4. 21 : Variation  de la contrainte normale 
 90

xx
  en fonction du nombre 

n de plis à 90° avec différentes nombres m de plis à 0° pour stratifié de fibre en 

Verre / Epoxyde [0m / 90n]s. ( = 0.1 mm
-1

) 
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CONCLUSION GENERALE  

 

 

Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes intéressés aux stratifiés croisés de type 

[0m/90n]s, sollicités en traction uni-axiale, à différentes températures, suivant la direction des 

fibres orientées à 0°. Dans ce cas, le processus d'endommagement est caractérisé par la 

fissuration transverse dans la couche orientée à 90°. L'objectif de l'étude était de connaître le 

comportement mécanique du stratifié endommagé. Nous avons développé dans notre étude 

une modélisation numérique par éléments finis 2D, en utilisant le logiciel de modélisation par 

la méthode des éléments finis ANSYS. Ainsi, les travaux réalisés dans ce cas nous donnent 

une idée générale sur le comportement mécanique du stratifié endommagé. 

D’abord, notre étude permet de décrire la répartition du champ des contraintes dans une 

cellule élémentaire endommagée par fissuration transverse pour un état de dommages donné 

et une charge appliquée à l'aide d’une approche par éléments finis 2D pour le cas où les 

fissures travers toute la largeur de stratifié. En effet, la répartition du champ des contraintes 

est exploitée afin de prédire la dégradation des propriétés thermomécaniques provoquées par 

la multiplication des fissures transverse. A l’aide de la modélisation analytique et de l'étude 

numérique par éléments finis 2D, nous pouvons tirer les conclusions suivantes : 

 La contrainte normale longitudinale 
 90

xx
  dans la couche orientée à 90° est 

principalement responsable de l'initiation et la propagation de la fissuration 

transversale. Elle prend les valeurs maximales à mi-distance entre deux fissures 

transverses consécutives. 

 La valeur maximale de 
)(

xx

90  diminue lorsque la densité des fissures transverses 

augmente. Ce qui signifier que la variation de la distribution de contraintes peut être 

exprimée par la différence de la distance entre les fissures transverses.  

 La contrainte de cisaillement inter-laminaire xz  présente des valeur élevée dans une 

petite région prés au plan de la fissure puis réduit radicalement (pour petite densité de 

fissures) et / ou progressivement (pour grande densité de fissures) à zéro entre deux 

fissures transverses consécutive et tombe soudainement à zéro au plan de  la fissure en 

x = -a . 
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 La contrainte normale inter-laminaire 
zz

  à l’interface 0°/90° prend les valeurs 

maximales au niveau du plan de la fissure transverse. 

Dans la suite du mémoire, nous avons appliquée la méthode d'analyse par Eléments Finis 

simple pour évaluer la dégradation des propriétés thermomécaniques du stratifié croisé de 

type [0m/90n]s, dus aux fissures transversales dans les couches à 90°, durant le chargement. 

Les résultats sont comparés avec les données expérimentales existantes et des résultats 

d'analyse en utilisant une analyse de type  shear lag. Suivant des travaux réalisés dans ce 

mémoire, les principaux résultats obtenus sont les suivants : 

 La réduction du module longitudinal du stratifié est principalement provoquée par 

l'évolution de l’endommagement par fissuration transverse. 

 La réduction de la rigidité de stratifie de Fibre en Graphite / époxyde est moins que de 

stratifie de Fibre en Verre / époxyde. 

 Un nouveau processus de dommages (de fissuration longitudinale et / ou délaminage 

de l'interface) initié et développé simultanément avec la progression de la fissure 

transversale a été observée dans le cas de stratifié de Fibre en Graphite / époxyde 

[0/903]s. Ce résultat suggère qu'il est nécessaire et possible de prendre en considération 

les autres modes de dommages pour une meilleure prévision de la réduction de la 

rigidité. 

 Le taux de réduction de module d'élasticité longitudinal est diminue lorsque le 

coefficient d'empilement  (confinement) augmente. 

 Une réduction est importante (de 70%) de module de cisaillement normalisé pour le 

cas d'une petite valeur de coefficient d'empilement ( = 0.33) par rapport au taux de 

leur réduction (40%) dans le cas d'une grand valeur de coefficient d'empilement ( = 

1). 

 Un accord est assez satisfaisante a été obtenue entre les résultats expérimentaux et 

ceux prédits des modèles EF et analytiques pour le coefficient de Poisson normalisé en 

fonction de la densité de fissures transverse. 

 Nous avons mis en évidence que le taux de la dégradation de module de cisaillement 

et du coefficient de Poisson est sévère que celle du module d’élasticité longitudinale. 

Par conséquent, ce dernier, dans la direction de la charge, n’est pas suffisamment pour 

être une mesure fiable de l’endommagement, donc, le module de cisaillement et / ou le 

coefficient de Poisson semble être un meilleur indicateur de l’endommagement. 
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 L'effet de la température sur la réduction du module d’élasticité longitudinale est 

faible, cependant, le coefficient de Poisson effectif normalisé est réduit avec 

diminution de la température, en particulier à haute densité de fissure. 

 Les fissures transverses réduisent de manière significative le coefficient de dilatation 

thermique (TEC) de stratifié notamment pour les stratifiés avec un pli à 90° plus 

grand. 

 Une accélération de la dégradation du module d’élasticité longitudinale a été observée 

dans le cas d’un stratifié a un nombre plus grand de plis à 90° avec un nombre 

constant de plis extérieurs à 0°. Aussi, la densité de fissure transverse a un effet 

important sur son réduction. 

 Les stratifiés croisés [0m/90n]s avec un nombre plus grand  de plis à 0° sont plus 

rigides que les stratifiés avec un nombre moins de plis extérieurs pour le même 

nombre de plis à 90°. C'est la couche orientée à 0° qui supporte la quasi-totalité du 

chargement. 

 Il est plus facile d'engager la fissuration transversale dans les couches à 90° épaisses. 

La méthode d’analyse par Eléments Finis présente est simple, mais ses résultats montrent un 

accord raisonnable avec les résultats analytiques et les données expérimentales. Cependant, il 

est encore difficile de pouvoir dicter des lois d’évolution de l’endommagement. 

Enfin et à travers ce manuscrit, nous espérons avoir apporté un plus dans la 

compréhension du processus d'endommagement des stratifiés composites et l’influence de ce 

processus sur la modification de leurs propriétés mécaniques au cours du chargement en 

traction uni-axiale. 
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Annexe 

 

A1. ANNEXE 1 

A1.1. Du pli au stratifié 

Le code d’un stratifié est défini par ses séquences d’empilement. 

- Stratifié unidirectionnel : l’orientation des fibres est la même dans tous les plis, 

exemple : un stratifié unidirectionnel à 0°, θ = 0° dans les différents plis. 

- Stratifié à plis orientés ± θ : l’orientation des fibres est alternée d’un pli à l’autre, …/ 

θ/- θ/ θ/- θ/… avec θ ≠ 0° ou 90°. 

- Stratifié à plis croisés : l’orientation des fibres est alternée d’un pli à l’autre, 

…/0°/90°/0°/90°/… 

 

Figure A1. 1 : Types des stratifiés. 

- Stratifié symétrique : l’orientation des fibres est symétrique par rapport à ligne 

centrale du stratifié, c.à.d, pour chaque pli à angle θ au-dessus du plan médian il y a un 

pli à angle égal de l’autre côté du plan médian, θ(z) = θ(-z). 
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Figure A1. 2 : Stratifié symétrique.   

A1.2. Mise en équations de stratifié croisé : 

Un stratifié croisé est constitué de couches dont les directions principales sont orientées 

alternativement à 0° et 90° par rapport aux directions de référence du stratifié. La matrice de 

rigidité réduite des couches à 0° et 90° sont : 
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L’équation constitutive d’un stratifié croisé est donné par la forme suivante : 
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Les distorsions angulaires sont exprimées en fonction des déplacements [51] 

2323
2     ;   

1313
2     ;   

1212
2        (A1.3) 

Le 2 vient du calcul de la trace du produit de la contrainte et de la déformation. 
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  :. Tr  Produit de matrice. On a ijij  2 : distorsion ou déviation angulaire. 
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Figure A1. 3 : distorsion ou déviation angulaire.   

A1. 3. Le transfert de charge matrice / fibre 

A1.3.1. Le transfert élastique / élastique (modèle de Cox ‘‘ shear lag theory ’’ 1952).  

Cas idéalisé, la fibre et la matrice ont un comportement élastique et il y a continuité de la 

déformation à l’interface. Hypothèse non vérifiée en générale ! applicable que pour les petites 

déformations et dans le cas où il y a mode de transfert élastique. Le terme « shear lag » 

signifier littéralement « retard de cisaillement ». 

A2. ANNEXE 2  

A2. 1. Mécanismes de rupture des stratifiés composites à renforts de fibres longues [1] 

A2.1.1. Rupture intra-laminaire 

la Figure (A2.1) présente un stratifié [0/90/+45/-45]S d’un Fibre en Graphite / Epoxyde 

qui subit une traction uni-axiale. La première fissure apparaît dans les plis de 90°. Quand la 

charge augmente, plus de fissures se développent mais elles restent dans les plis de 90°. 

Lorsque la charge augmente davantage, des fissures se produisent dans les plis adjacents 

(+45°), puis elles continuent vers les interfaces +45°/-45° [1]. 

 

1221
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Figure A2. 1 : Evolution de la fissuration transverse [1]. 

A2.1.2. Origines du délaminage (bord libre) [1] 

En ce qui concerne les stratifiés composites multidirectionnelles, les contraintes inter-

laminaires se développent à cause de la discontinuité de comportement mécanique entre les 

plis individuels [47]. Par exemple, un stratifié [45/-45/-45/45] sous un chargement de traction 

simple présente une contrainte inter-laminaire au voisinage des bords de l’éprouvette qui 

devient singulière aux bords libres (Figure A2. 2) [62]. Par conséquent, ce phénomène est 

nommé « l’effet de bord libre ». L’intensité de cet effet dépend fortement de la séquence 

d’empilement des stratifiés [1]. 

 

Figure A2. 2 : Evolution des contraintes dans la largeur de 

l’éprouvette [45/-45/-45/45] [1]. 
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A2.2. Constants pour prédiction de réduction de la rigidité. 
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0

x
E  et 

2
E  (E2 = E

90
) sont le module d’élasticité des couches à 0° et 90° respectivement et 

0xy
  

est le coefficient de Poisson de stratifié sain (non endommager).  
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A2. 3. Le déplacement longitudinal à traverse de l’épaisseur 

THE FOLLOWING DEGREE OF FREEDOM RESULTS ARE IN THE 

GLOBAL COORDINATE SYSTEM 

52.a   ( = 0.2 mm
-1

) 5a  ( = 0.2 mm
-1

) 

NODE      UX NODE      UX 

188   0.0000 

204   0.0000 

205   0.0000 

206   0.0000 

207   0.0000 

208   0.0000 

1   0.0000 

36   12.136 

35   20.825 

34   30.014 

33   39.373 

32   48.941 

31   58.100 

30   65.592 

20   68.948 

118   65.592 

119   58.100 

120   48.941 

121   39.373 

122   30.014 

123   20.825 

124   12.136 

108   0.0000 

274   0.0000 

273   0.0000 

272   0.0000 

271   0.0000 

270   0.0000 

260   0.0000 

  

358   0.0000 

384   0.0000 

385   0.0000 

386   0.0000 

387   0.0000 

388   0.0000 

2   0.0000 

29   8.7048 

28   14.520 

27   20.389 

26   26.050 

25   31.547 

24   36.553 

23   40.480 

22   42.193 

218   40.480 

219   36.553 

220   31.547 

221   26.050 

222   20.389 

223   14.520 

224   8.7048 

198   0.0000 

489   0.0000 

488   0.0000 

487   0.0000 

486   0.0000 

485   0.0000 

484   0.0000 

 

Tableau A2. 1. 
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(a) 

 

(b) 

Figure A2. 3 : Variation du déplacement longitudinal à travers l’épaisseur pour deux 

valeurs du rapport géométrique de fissuration a  (densité de fissure) : 52.a   (a) et 

5a  (b). 
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A3. ANNEXE 3  

A3. 1. Variation de la contrainte longitudinale normalisée 
 90

xx
  

NODAL RESULTS ARE FOR MATERIAL   1 

THE FOLLOWING X,Y,Z VALUES ARE IN GLOBAL COORDINATES 

 

NODE    SX          SY          SZ          SXY         SYZ         SXZ 

 

30  0.12339E+06  439.61      19133.      21.287      0.0000      0.0000 

49  0.12334E+06  447.12      19126.      43.377      0.0000      0.0000 

48  0.12320E+06  469.66      19105.      90.045      0.0000      0.0000 

47  0.12295E+06  507.42      19067.      143.59      0.0000      0.0000 

46  0.12258E+06  560.48      19010.      208.23      0.0000      0.0000 

45  0.12205E+06  629.06      18929.      289.20      0.0000      0.0000 

44  0.12133E+06  712.94      18818.      393.30      0.0000      0.0000 

43  0.12034E+06  812.26      18668.      529.49      0.0000      0.0000 

42  0.11903E+06  926.65      18466.      709.96      0.0000      0.0000 

41  0.11726E+06  1057.7      18194.      950.98      0.0000      0.0000 

40  0.11488E+06  1211.7      17829.      1275.0      0.0000      0.0000 

39  0.11170E+06  1400.2      17339.      1711.7      0.0000      0.0000 

38  0.10742E+06  1682.4      16681.      2300.1      0.0000      0.0000 

37  0.10169E+06  2113.8      15800.      3088.3      0.0000      0.0000 

36   94040.      3042.9      14632.      4125.0      0.0000      0.0000 

35   83974.      4655.1      13101.      5444.5      0.0000      0.0000 

34   71024.      8750.5      11168.      7010.8      0.0000      0.0000 

33   54884.      14924.      8778.6      8726.9      0.0000      0.0000 

32   35549.      29520.      6047.3      10436.      0.0000      0.0000 

31   16260.      74809.      3881.6      9220.2      0.0000      0.0000 

22   7419.8    -0.29690E+06 -4252.6      7178.1      0.0000      0.0000 

Tableau A3. 1. 
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Figure A3. 1 : Distribution de la contrainte normalisée
 90
xx  dans la couche à 

90°  au long de l’axe x pour a = 5. 

 

NODAL RESULTS ARE FOR MATERIAL   1 

THE FOLLOWING X,Y,Z VALUES ARE IN GLOBAL COORDINATES 

 

NODE    SX          SY          SZ          SXY         SYZ         SXZ 

20  0.10523E+06  2298.0      16353.      368.60      0.0000      0.0000 

29  0.10443E+06  2329.8      16229.      753.37      0.0000      0.0000 

28  0.10195E+06  2472.6      15847.      1574.9      0.0000      0.0000 

27   97573.      2775.6      15174.      2534.9      0.0000      0.0000 

26   90967.      3585.3      14165.      3697.5      0.0000      0.0000 

25   81711.      5088.1      12758.      5108.9      0.0000      0.0000 

24   69403.      9086.1      10923.      6741.2      0.0000      0.0000 

23   53785.      15178.      8612.9      8503.2      0.0000      0.0000 

22   34892.      29747.      5949.6      10242.      0.0000      0.0000 

21   15966.      74929.      3838.2      9067.8      0.0000      0.0000 

12   7283.0    -0.29268E+06 -4196.9      7056.5      0.0000      0.0000 

Tableau A3. 2. 
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Figure A3. 2 : Distribution de la contrainte normalisée
 90
xx  dans 

la couche à 90°  au long de l’axe x pour a = 2,5. 

A3. 2. Variation de la contrainte longitudinale 
xx

  à travers l'épaisseur du stratifié à x = 

- a. 

NODAL RESULTS ARE FOR MATERIAL   1 

THE FOLLOWING X,Y,Z VALUES ARE IN GLOBAL COORDINATES 

 

NODE    SX          SY          SZ          SXY         SYZ         SXZ 

12   27100.    -0.45484E+06 -4076.0     -17707.      0.0000      0.0000 

13   30093.    -0.42375E+06 -3046.4     -34541.      0.0000      0.0000 

14   39583.    -0.34392E+06 -122.77     -67284.      0.0000      0.0000 

15   54370.    -0.24317E+06  4002.4     -99470.      0.0000      0.0000 

16   85746.    -0.13255E+06  10879.    -0.13359E+06  0.0000      0.0000 

17  0.12226E+06 -55188.      17946.    -0.17215E+06  0.0000      0.0000 

2  0.26605E+06 -36443.      40575.    -0.19287E+06  0.0000      0.0000 

Tableau A3. 3. 
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NODAL RESULTS ARE FOR MATERIAL   2 

THE FOLLOWING X,Y,Z VALUES ARE IN GLOBAL COORDINATES 

 

NODE    SX          SY          SZ          SXY         SYZ         SXZ 

2  0.40295E+07  10883.      75009.     -69026.      0.0000      0.0000 

94  0.35221E+07  16525.      66652.     -40477.      0.0000      0.0000 

93  0.32468E+07  19708.      62136.     -5623.5      0.0000      0.0000 

92  0.30672E+07  11872.      57653.      2498.2      0.0000      0.0000 

78  0.29811E+07  6493.4      55252.      4316.4      0.0000      0.0000 

Tableau A3. 4. 

 

Figure A3. 3 : Variation de la contrainte longitudinale 
xx

  à 

travers l'épaisseur du stratifié à x = - a. 

On remarque dans la figure que le changement brutal de valeur de la contrainte 

longitudinale au niveau de l’interface est varié avec deux valeurs différentes pour le nœud 

commun 2. Cela est dû aux différents matériaux de plis à 0° et à 90°. Alors, il doit être 

considéré que la contrainte moyenne est faite pour les nœuds communs de deux matériaux 

différents. Pour équilibrer cette variation, en prend la valeur moyenne entre ces deux valeurs. 
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A3. 3. Distribution de la contrainte de cisaillement inter-laminaire xz  à l’interface (z = 

t90), a = 5. 

NODAL RESULTS ARE FOR MATERIAL   1 

THE FOLLOWING X,Y,Z VALUES ARE IN GLOBAL COORDINATES 

 

NODE    SX          SY          SZ          SXY         SYZ         SXZ 

1  0.12993E+06 -5076.0      20048.      1319.0      0.0000      0.0000 

2  0.46691E+06 0.34502E+06  78649.     0.23660E+06  0.0000      0.0000 

3  0.13029E+06 -4648.1      20110.      2863.6      0.0000      0.0000 

4  0.13140E+06 -6526.8      20248.      5879.8      0.0000      0.0000 

5  0.13353E+06 -6447.8      20580.      9708.7      0.0000      0.0000 

6  0.13674E+06 -10959.      20995.      13872.      0.0000      0.0000 

7  0.14297E+06 -10727.      21965.      20974.      0.0000      0.0000 

8  0.14945E+06 -14108.      22908.      27559.      0.0000      0.0000 

9  0.17146E+06 -26804.      26088.      46413.      0.0000      0.0000 

10  0.17685E+06  28477.      27930.      57599.      0.0000      0.0000 

11  0.31461E+06-0.11823E+06  46613.     0.14391E+06  0.0000      0.0000 

Tableau A3. 5. 

 

 

Figure A3. 4 : Distribution de la contrainte de cisaillement inter-

laminaire xz  à l’interface (z = t90), a = 5. 
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A3. 4. Distribution de la contrainte inter-laminaire 
zz

  à l’interface (z = t90), a = 5  

  

Figure A3. 5. Distribution de la contrainte inter-laminaire zz  à 

l’interface (z = t90), a = 5 (voir valeurs Sz dans le Tab. A3. 5). 
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A3. 5. Propriétés de stratifié fibre en  Graphite / Epoxyde IM7 / 977-3 [86].  

 

Propriété Valeur 

Fiber Areal Weight 0.215 kg /m
2
 

Min. thickness of prepreg 1.9812e-4 m 

Resin mass fraction 0.32 

Density of resin  1309.44 kg /m
3
 

Density of fiber 1779.01 kg /m
3
 

Cp – Resin 1.256e3 J/k .K 

Cp – Fiber 7.1176e2 J/kg K 

Thermal conductivity for resin 0.1525 W/m K 

Thermal conductivity for fiber 11.8025 W/m K 

Em1 – initial 3.31934e6 Pa 

Em1 – final 3.31934e9 Pa 

12m 0.35 

23m 0.35 

1m 5.76e-5 1/C 

2m 5.76e-5 1/C 

Ef1 2.6366e11 Pa 

G12f 2.758e4 MPa 

G23f 6.894e3 MPa 

12f 0.2 

1f -9.00e-7 1/C 

2f 7.20e-6 1/C 

 

Tableau A3. 6. 

 


