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Abstract: 

Partial differential equations of fractional order are a generalization of the classic 

partial differential equations. In this thesis, we applied the method (HPMT) to solve 

partial differential equations with variable coefficients, then we extend them to the 

fractional order and to solve systems of fractional differential equations. 

To demonstrate the importance of the approximate methods, we compared the 

approximate solution using the (ADM) method with the accurate solution using the 

(TANH) analytical method in solving the (BOUSSINESQ) equation. 

These methods are effective and applicable, require less mathematical operations, 

and are much simpler and more practical than others, and this has been 

demonstrated through studied examples. 

Résumé : 

Les équations différentielles partielles d'ordre fractionnaire sont une généralisation 

des équations différentielles partielles classiques. Dans cette thèse, nous avons 

appliqué la méthode (HPMT) pour résoudre des équations aux dérivées partielles à 

coefficients variables, puis nous les étendons à l’ordre fractionnaire et pour résoudre 

des systèmes d’équations aux dérivées fractionnaires. 

Pour démontrer l'importance des méthodes approximatives, nous avons comparé la 

solution approximative en utilisant la méthode (ADM) avec la solution exacte en 

utilisant la méthode analytique (TANH) pour résoudre l'équation (BOUSSINESQ). 

Ces méthodes sont efficaces et applicables, nécessitent moins d'opérations 

mathématiques et sont beaucoup plus simples et pratiques que d'autres, et cela a 

été démontré par des exemples étudiés. 

 : ملخص

 الرسالة هذه في. الكلاسيكية الجزئية التفاضلية للمعادلات تعميمًا الكسرية الجزئية ذات الرتب التفاضلية المعادلات تعتبر
 الكسور لترتيب بتوسيعها قمنا ثم ، المتغيرة المعاملات ذات الجزئية التفاضلية المعادلات لحل) HPMT( طريقة طبقنا
 .الكسرية التفاضلية المعادلات أنظمة وحل

) مع الحل الدقيق باستخدام الطريقة ADMالطرق التقريبية قمنا بمقارنة الحل التقريبي باستخدام طريقة (بين اهمية ولن
  ).BOUSSINESQفي حل معادلة ( )TANHالتحليلية (

 ما وهذا ، غيرها من عملية وأكثر بكثير أبسط وهي ، أقل حسابية عمليات وتتطلب ، للتطبيق وقابلة فعالة الطرق هذه
 .المدروسة الأمثلة خلال من توضيحه تم

Key words:   

Caputo’s fractional derivative, Homotopy perturbation transform method, Hyperbolic-

like equation, parabolic-like equation, Laplace transform, Nonlinear fractional partial 

differential equations, Adomian polynomials, Burgers equations, Tanh method . 
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Introduction :

En mathématiques appliquées et en analyse mathématique, une dérivée fractionnaire est une déri-

vée de n’importe quel ordre arbitraire, réel ou complexe. Sa première apparition est dans une lettre

écrite à Guillaume de l’Hôpital par Gottfried Wilhelm Leibniz en 1695. Le calcul fractionnaire a

été introduit dans l’un des premiers articles de Niels Henrik Abel où tous les éléments peuvent être

trouvés : l’idée l’intégration et de différenciation d’ordre fractionnaire, la relation mutuellement

inverse entre eux, la compréhension que la différenciation et l’intégration d’ordre fractionnaire

peuvent être considérée comme la même opération généralisée, et même la notation unifiée pour la

différenciation et l’intégration d’un ordre réel arbitraire. Indépendamment, les fondations du sujet

ont été posées par Liouville dans un article de 1832. Autodidact Oliver Heaviside a introduit l’utili-

sation pratique des opérateurs différentiels fractionnaires dans l’analyse des lignes de transmission

électrique vers 1890. La théorie et les applications du calcul fractionnaire se sont considérablement

développées au cours du 19ième et 20ième siècles, et de nombreux chercheurs ont donné des défini-

tions pour les intégrales et les dérivées fractionnaires.

Les équations de type parabolique et de type hyperbolique peuvent être utilisées pour décrire une

grande variété de phénomènes tels que le son, la chaleur, la diffusion, l’électrostatique, l’électrody-

namique, la dynamique des fluides, l’élasticité ou la mécanique quantique. Ces phénomènes phy-

siques apparemment distincts peuvent être formalisés de manière similaire en termes d’équations

de type parabolique et d’équations de type hyperbolique. Plusieurs auteurs ont résolu ces équations

en utilisant plusieurs méthodes [23, 30, 50].

La méthode de perturbation par homotopique a été proposée pour la première fois par le mathé-

maticien chinois Ji-Haun-He en 1999 et appliquée pour resoudre l’équation des oscillateurs avec

discontinuités [25]. Dans cette méthode la solution est considérée comme la somme d’une série
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infinie qui converge en général rapidement vers la solution exacte [21].

Cette méthode a été appliquée avec succès aux équations différentielles ordinaires, aux équations

aux dérivées partielles et à d’autres domaines, voir [16, 19, 21, 23, 24, 26, 29, 30, 42, 54].

La méthode (HPM) combinée avec la transformation de Laplace est introduite par Y. Khan et Q.

Wu [32]. Elle a été utilisée efficacement dans plusieurs domaines pour résoudre différents types de

problèmes. Par exemple, Cette méthode est utilisé dans [56] pour résoudre les équations de KdV et

les équations de Burgers. Cette méthode est appliquée dans [20, 41] pour résoudre des problèmes

non linéaires avec des conditions aux limites. Et en raison de son importance pour accélérer les

calculs, de nombreux chercheurs l’ont utilisé dans leurs travaux, voir [34, 40, 45].

La méthode (HPTM) est utilisée dans notre article [31], pour résoudre les équations aux dérivées

partielles à coefficients variables. Sur la base de cette méthode, nous avons présenté des solutions

exactes de certaines équations de type parabolique et hyperbolique, puis nous les étendons à l’ordre

fractionnaire. Par conséquent, cette méthode fournit une approche efficace pour résoudre les équa-

tions aux dérivées partielles à coefficients variables.

La méthode de tangente hyperbolique (tanh) sera introduite telle que présentée par Malfliet [37] et

par Wazwaz [51, 52]. Il s’est avéré que cette méthode est bien adaptée aux problèmes où les effets

de dispersion, les phénomènes de réaction-diffusion et la convection jouent un rôle important. Pour

une grande variété d’équations différentielles non linéaires ordinaires et partielles (ODE et PDE),

on peut trouver des solutions exactes [35, 38] d’une manière simple et systématique. De nombreux

auteurs ont utilisé cette méthode pour résoudre diverses équations [15, 27, 36, 55].

La méthode de décomposition Adomian (ADM) est une méthode semi-analytique pour résoudre

des équations différentielles ordinaires et partielles. La méthode a été développée par le mathéma-



6

ticien américain George Adomian [3]. L’avantage de cette méthode est qu’elle permet de résoudre

par un schéma direct le problème considéré et donne la solution sous forme d’une série infinie, qui

converge rapidement vers la solution exacte si elle existe [11].

Objectif de ce travail :

L’objectif de ce travail est de résoudre certains types d’équations comme les équations aux déri-

vées partielles à coefficients variables, puis nous les étendons à l’ordre fractionnaire, les systèmes

d’équations aux derivées partielles non lineaires d’ordre fractionnaires et l’équation de Boussinesq

en utilisant des nouvelles techniques

1. La méthode de perturbation par homotopie combinée à la transformation de Laplace (HPTM).

2. La méthode de tangente hyperbolique (tanh).

3. La méthode de décomposition d’Adomian (ADM).

Ces nouvelles techniques ont atteint un grand intérêt en mathématiques appliquées, car elles per-

mettent de déterminer les solutions d’équations différentielles ordinaires, d’équations aux dérivées

partielles linéaires et non-linéaires.

La solution, lorsqu’elle s’exprime par ces méthodes, se présente sous la forme d’une serie qui

converge rapidement.
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Plan de travail :

Cette thèse se compose de cinq chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux définitions et notions générales qu’on aura besoin dans la suite

de notre travail.

Dans le deuxième chapitre nous avons appliqué la méthode (HPTM) pour résoudre des équations

aux dérivées partielles à coefficients variables sous la forme :

 ut + f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz = 0, t > 0
u(x, y, z, 0) = f4 (x, y, z) , t = 0,

(0.0.1)

et  utt + g1 (x, y, z) uxx + g2 (x, y, z) uyy + g3 (x, y, z) uzz = 0, t > 0
u(x, y, z, 0) = g4 (x, y, z) , ut(x, y, z, 0) = g5 (x, y, z) , t = 0.

(0.0.2)

Nous avons expliqué son importance, en l’appliquant à des exemples sélectionnés.

Dans le troisième chapitre, nous avons appliqué la méthode de (HPTM) pour résoudre des équations

aux dérivées partielles avec des ordres fractionnaires sous la forme

 Dα
∗tu(x, y, z, t) + f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz = 0 t > 0

0 < α ≤ 1, u(x, y, z, 0) = f4 (x, y, z) , t = 0,
(0.0.3)

et

 Dα
∗tu(x, y, z, t) + g1 (x, y, z) uxx + g2 (x, y, z) uyy + g3 (x, y, z) uzz = 0, t > 0

1 < α ≤ 2, u(x, y, z, 0) = g4 (x, y, z) , ut(x, y, z, 0) = g5 (x, y, z) , t = 0.
(0.0.4)

Quand on prend α = 1 (α = 2) dans les équations (0.0.3) ((0.0.4)), on obtient la solution exacte des

équations (0.0.1) ((0.0.2)) successivement.

Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons à la résolution des systèmes d’équations aux

dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaires par la méthode de (HPTM).

Dans le cinquième chapitre, nous nous sommes concentrés sur le traitement des solutions précises
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et approximatives de l’équation de Boussinesq en suivant les méthodes de (Tanh) et (ADM). Nous

avons remarqué la grande convergence entre la solution approximative et la solution exacte.
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Chapitre 1

Preliminaires

1.1 Les fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons certaines fonctions dites fonctions spéciales. Ces fonctions

jouent un role trés important dans la théorie du calcul différentiel d’ordre fractionnaire. Pour plus

de details, voir [8, 39, 43, 46].

1.1.1 La fonction Gamma

Définition 1.1.1 La fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1dt, z ∈ C et Re(z) > 0. (1.1.1)

Quelques propriétés de la fonction Gamma :

1. Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞, Γ(1
2 ) =

√
π.

2. x→ Γ(x) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < x ≤ 1.

3. La fonction Gamma possède une propriété importante donnée par la relation de récurrence

suivante :

Γ(x + 1) = xΓ(x). (1.1.2)



14 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

On peut démontrer (1.1.2) par une intégration par parties

Γ(x + 1) =

∫ +∞

0
e−ttxdt = [−e−ttx]+∞

0 + x
∫ ∞

0
e−ttx−1dt = xΓ(x). (1.1.3)

4. La fonction Gamma d’Euler généralise la fonction factorielle car

Γ(n + 1) = n!, ∀n ∈ N. (1.1.4)

1.1.2 La fonction Bêta

Définition 1.1.2 La fonction Bêta est définie par l’intégrale suivante :

B(x, y) =

∫ 1

0
(1 − t)x−1ty−1dt, x, y ∈ R∗+. (1.1.5)

La relation entre la fonction Gamma et Bêta est donnée par la relation suivante :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y)

= B(y, x). (1.1.6)

1.2 Intégration Fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l’intégration d’ordre

entière. La définition de l’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville se base sur la

formule de Cauchy qui calcule n fois l’intégrale répétée d’une fonction causale t 7−→ f (t),

In f (t) =
1

(n − 1)!

∫ t

0
(t − s)n−1 f (s) ds, n ∈ N∗. (1.2.1)

1.2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La généralisation de la formule de Cauchy (1.2.1) à un ordre α réel positif, implique le remplace-

ment de la fonction factorielle par la fonction Gamma comme suit :
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Définition 1.2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α ≥ 0, pour une fonction

f continue sur [a, b) est donnée par :

Iαa f (t) =


1

Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1 f (τ) dτ, α > 0,

f (t) , α = 0,
(1.2.2)

où t ≥ 0, et Γ (α) =
∫ ∞

0
e−xtα−1dx.

Exemple 1.2.1 Calculons l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction

suivante :

f (t) = (t − a)β , β > −1. (1.2.3)

En utilisant la définition (1.2.2), on obtient :

Iαa
[
(t − a)β

]
=

1
Γ (α)

∫ t

a
(t − τ)α−1 (τ − a)β dτ. (1.2.4)

En effectuant le changement de variable τ = a + x (t − a) et en utilisant la fonction Bêta il résulte

que :

Iαa
[
(t − a)β

]
=

1
Γ (α)

∫ 1

0
(t − a − x (t − a))α−1 (x (t − a))β (t − a) dx

=
1

Γ (α)
(t − a)β+α

∫ 1

0
(1 − x)α−1 xβdx

=
1

Γ (α)
(t − a)β+α B (α, β + 1)

=
1

Γ (α)
(t − a)β+α Γ (α) Γ (β + 1)

Γ (α + β + 1)

=
Γ (β + 1)

Γ (α + β + 1)
(t − a)β+α ,



16 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

donc

Iαa
[
(t − a)β

]
=

Γ (β + 1)
Γ (α + β + 1)

(t − a)α+β . (1.2.5)

Par exemple, pour α = β = 1, on utilise la formule (1.2.5), on obtient :

I1
a [(t − a)] =

Γ (2)
Γ (3)

(t − a)2 =
1
2

(t − a)2 . (1.2.6)

Et pour α = 1
2 , on a :

I
1
2
a

[
(t − a)β

]
=

Γ (β + 1)

Γ
(
β + 1

2 + 1
) (t − a)β+ 1

2 =
Γ (β + 1)

Γ
(
β + 3

2

) (t − a)β+ 1
2 . (1.2.7)

Lemme 1.2.1 [33] Soit f : [a, b]→ R une fonction continue. Alors pour tout α > 0, β > 0 on a :

Iαa
[
Iβa

[
f (t)

]]
= Iα+β

a
[
f (t)

]
, (1.2.8)

et

Iαa
[
Iβa

[
f (t)

]]
= Iβa

[
Iαa

[
f (t)

]]
. (1.2.9)

Preuve: On démontre l’identité (1.2.8).

En effet,

Iαa
[
Iβa

[
f (t)

]]
=

1
Γ (α)

∫ x

a
(x − τ)α−1 Iβa

[
f (τ)

]
dτ

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a

[
(x − τ)α−1

∫ τ

a
(τ − t)β−1 f (t) dt

]
dτ

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a
(x − τ)α−1 dτ

∫ τ

a
(τ − t)β−1 f (t) dt

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a
f (t) dt

∫ x

t
(x − τ)α−1 (τ − t)β−1 dτ.
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En effectuant le changement de variable τ = t+ (x − t) ρ et en utilisant la fonction Bêta, on obtient :

Iαa
[
Iβa

[
f (t)

]]
=

1
Γ (α) Γ (β)

∫ x

a
f (t) dt

∫ 1

0
(x − t − (x − t) ρ)α−1 ((x − t) ρ)β−1 (x − t) dρ

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a
f (t) (x − t)α+β−1 dt

∫ 1

0
(1 − ρ)α−1 ρβ−1dρ

=
B (α, β)

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a
(x − t)α+β−1 f (t) dt

=
1

Γ (α + β)

∫ x

a
(x − t)α+β−1 f (t) dt

= Iα+β
a

[
f (t)

]
,

d’où le resultat.

Maintenant pour démontrer (1.2.9), en utilise la propriété précédente (1.2.8). Alors, on a

Iαa
[
Iβa

[
f (t)

]]
= Iα+β

a
[
f (t)

]
= Iβ+α

a
[
f (t)

]
= Iβa

[
Iαa

[
f (t)

]]
. (1.2.10)

�

Exemple 1.2.2 Si on prend f (t) = t − a et α = β = 1
2 , on trouve :

Iαa
[
Iβa

[
f (t)

]]
= Iαa

[
Iβa [(t − a)]

]
= Iαa

[
Γ (2)

Γ (β + 2)
(t − a)β+1

]
=

1
2

(t − a)2 . (1.2.11)

D’autre part, on a :

Iα+β
a

[
f (t)

]
= I1

a [(t − a)] =

∫ t

a
(τ − a) dτ =

1
2

(t − a)2 . (1.2.12)
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1.3 Dérivation Fractionnaire

La dérivée d’ordre fractionnaire est une généralisation des concepts de la dérivée d’ordre entière.

Il existe plusieurs définitions mathématiques pour la dérivation d’ordre fractionnaire. On va pré-

senter l’approche de Caputo qui est la plus utilisée.

1.3.1 Dérivée-Caputo

Définition 1.3.1 [56] La dérivée fractionnaire de f ∈ Cm
−1 au sens de Caputo est définie comme

suit :

Dα
∗ f (t) =


1

Γ(m−α)

∫ t

0
(t − τ)m−α−1 f (m)(τ)dτ, m − 1 < α < m,

dm

dtm f (t), α = m.

(1.3.1)

Selon la dérivée de Caputo, nous pouvons facilement obtenir les expressions suivantes :

Dα
∗C = 0 où C est une constante

et

Dα
∗ t
β =


Γ(β+1)

Γ(β−α+1) t
β−α, β > α − 1,

0, α = m, β ≤ α − 1.

(1.3.2)

Remarque 1.3.1 Dans cette thése, nous considérons la dérivée fractionnaire par rapport au temps

au sens de Caputo définie lorsque α ∈ R+ par

Dα
∗tu(x, t) =

∂αu(x, t)
∂tα

=


1

Γ(m−α)

∫ t

0
(t − τ)m−α−1 ∂mu(x,τ)

∂tm (τ) dτ, m − 1 < α < m,

∂mu(x,t)
∂tm , α = m.

(1.3.3)
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1.4 Transformation de Laplace

Définition 1.4.1 Soit f une fonction de t, définie pour t > 0. On définit et on note

L { f (t)} = F (s) la transformée de Laplace de f (t) comme suit :

L { f (t)} = F (s) =

∫ ∞

0
e−st f (t)dt, (1.4.1)

où s est une variable quelconque réelle ou complexe.

Exemple 1.4.1 Si f (t) = 1, ∀t > 0,

on a

L {1} = F (s) =

∫ ∞

0
e−stdt = −

1
s

[e−st]∞0

= −
1
s

[e−(x+iy)t]∞0 = −
1
s

{
lim
t→∞

e−xte−iyt − 1
}

=
1
s
,

si x > 0.

Donc on a

L {1} =
1
s

pour Re(s) > 0.

Exemple 1.4.2 Si f (t) = tn, ∀t > 0 et ∀n ∈ N,

on a

L {tn} = F (s) =

∫ ∞

0
tne−stdt,
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en utilisant l’intégration par parties on obtient :

∫ ∞

0
e−sttndt = −

1
s

[tne−st]∞0 +
n
s

∫ ∞

0
tn−1e−stdt

= 0 +
n
s
L

{
tn−1

}
pour Re(s) > 0

=
n(n − 1)

s2 L
{
tn−2

}
= · · ·

=
n!
snL {1} par récurrence sur n

=
n!

sn+1 ,

donc

L {tn} =
n!

sn+1 pour Re(s) > 0,∀n ∈ N.

Exemple 1.4.3 Si f (t) = tα ∀t > 0 et α > −1, s > 0,

on a

L {tα} =

∫ ∞

0
tαe−stdt.

En effectuant le changement de variable u = st il en résulte que

L {tα} =

∫ ∞

0
e−u(

u
s

)αd(
u
s

)

=
1

sα+1

∫ ∞

0
uαe−udu

=
Γ(α + 1)

sα+1 .

Condition suffisante d’existence de L { f (t)}

Rappelons qu’une fonction continue par morceaux sur [0,+∞) si pour chaque intervalle

0 ≤ a ≤ t ≤ b, il existe un nombre fini de points tk, k = 1, 2, . . . , n (tk−1 ≤ tk) sur lesquels f possède

des discontinuités et qui est continue sur chaque intervalle ouvert tk−1 < t < tk.



1.4 Transformation de Laplace 21

Définition 1.4.2 Une fonction est d’ordre exponentiel c s’il existe des constantes c, M > 0 et T > 0

telles que | f (t)| ≤ Mect, pour tout t > T.

Théorème 1.4.1 Si f est continue par morceaux sur [0,+∞) est d’ordre exponentiel c pour t > T

alors L { f (t)} existe pour s > c. Attention, ces conditions ne sont pas nécessaires !

Théorème 1.4.2 [44] Si

f (t) =

∞∑
n=0

antn, (1.4.2)

converge pour t ≥ 0, avec

|an| ≤
Kαn

n!
, (1.4.3)

pour tous n suffisamment grand et α > 0, K > 0, alors

L { f (t)} =

+∞∑
n=0

anL {tn} =

+∞∑
n=0

ann!
sn+1 (Re(s) > α). (1.4.4)

Théorème 1.4.3 [47] Si c1 et c2 sont des constantes quelconques et f1(t) et f2(t) sont des fonctions

dont les transformées de Laplace sont F1(s) et F2(s) respectivement, alors :

L {c1 f1(t) + c1 f1(t)} = c1L { f1(t)} + c2L { f2(t)} = c1F1(s) + c2F2(s). (1.4.5)

1.4.1 Transformée inverse de Laplace

Définition 1.4.3 Si F(s) représente la transformée de Laplace d’une fonction f , i.e.L { f (t)} = F(s)

alors f (t) la transformée de Laplace inverse de F(s) et nous notons f (t) = L−1 {F(s)}.

Transformées inverses de Laplace de quelques fonctions basiques

1. L−1
{

1
s

}
= 1

2. L−1
{

n!
sn+1

}
= tn, n ∈ N
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3. L−1
{

1
ss−a

}
= eat

4. L−1
{

α
s2+α2

}
= sin(αt)

5. L−1
{

α
s2+α2

}
= cos(αt)

6. L−1
{

α
s2−α2

}
= sinh(αt)

7. L−1
{

α
s2−α2

}
= cosh(αt)

8. L−1
{

Γ(α+1)
sα+1

}
= tα, α � −1.

Théorème 1.4.4 si c1 et c2 sont des constantes quelconques tandis que F1(s) et F2(s) sont les

transformées de laplace de f1(t) et f2(t) respectivement alors

L−1 {c1F1(s) + c1F2(s)} = c1L
−1 {F1(s)} + c2L

−1 {F2(s)} = c1 f1(t) + c2 f2(t). (1.4.6)

1.4.2 Transformée de Laplace de dérivées

Théorème 1.4.5 [44] On supposons que f (t), f
′

(t),. . . , f (n−1)(t) sont continues sur [0,∞) et d’ordre

exponentiel, tandis que f (n)(t) est continue par morceaux sur [0,∞). Alors

L
{
f (n)(t)

}
= snL { f (t)} − sn−1 f (0+) − sn−2 f

′

(0+) − . . . − f (n−1)(0+). (1.4.7)

Définition 1.4.4 [56] La transformation de Laplace, L
{
Dα
∗ f (t); s

}
de dérivée fractionnaire de

Caputo est défini par :

L
{
Dα
∗ f (t); s

}
= sαF(s) −

m−1∑
k=0

sα−k−1 f (k)(0), (1.4.8)

où m − 1 < α ≤ m,m ∈ N∗.



Chapitre 2

Applications de la méthode (HPTM) pour
les équations aux derivées partielles

2.1 Description de la méthode (HPM)

Pour illustrer le concept de base de cette méthode, nous considérons l’équation différentielle

non-linéaire suivante [5, 21] :

A(u) − f (r) = 0, r ∈ Ω, (2.1.1)

avec les conditions aux limites :

B(u,
∂u
∂n

) = 0, r ∈ Γ, (2.1.2)

où A est un opérateur différentiel général, B est un opérateur définissant les conditions aux limites,

f (r) est une fonction analytique connue, u est la fonction inconnue et Γ la frontière du domaine

Ω. D’une façon générale, l’opérateur A peut être décomposé en deux opérateurs L et N, où L est

un opérateur linéaire et N est un opérateur nonl-inéaire. Donc l’équation (2.1.1) prend la forme

suivante :

L(u) + N(u) − f (r) = 0. (2.1.3)



24
CHAPITRE 2. APPLICATIONS DE LA MÉTHODE (HPTM) POUR LES ÉQUATIONS

AUX DERIVÉES PARTIELLES

On construit une homotopie v(r, p) : Ω × [0, 1]→ R, qui satisfait :

H(v, p) = (1 − p)[L(v) − L(u0)] + p[A(v) − f (r)] = 0, r ∈ Ω, (2.1.4)

ou

H(v, p) = L(v) − L(u0) + pL(u0) + p[N(v) − f (r)] = 0, r ∈ Ω, (2.1.5)

où p ∈ [0, 1] est le paramètre d’homotopie et u0 est une approximation initiale de l’équation (2.1.1)

qui satisfait les conditions aux limites (2.1.2).

D’après les équations (2.1.4) et (2.1.5) nous avons :

H(v, 0) = L(v) − L(u0) = 0,

H(v, 1) = A(v) − f (r) = 0.

Le changement de p de zéro à l’unité transforme u0(r) en u(r). Dans la topologie, cela s’appelle l’

homotopie. Selon la méthode (HPM), nous pouvons utiliser le paramètre p comme un petit para-

mètre, et supposons que les solutions des équations (2.1.4) et (2.1.5) peuvent être écrites comme

une série de puissance de p :

v = v0 + pv1 + p2v2 + . . . =

+∞∑
i=0

pivi (2.1.6)

Pour p = 1, la solution de l’équation (2.1.1) devient :

u = v0 + v1 + v2 + . . . =

+∞∑
i=0

vi (2.1.7)

La méthode considére le terme non-linéaire Nu comme

Nu (x, t) =

+∞∑
n=0

pnHn (u) , (2.1.8)
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où Hn(u) sont des polynômes de He, qui peuvent être calculés par la formule suivante [18] :

Hn (u0, . . . , un) =
1
n!

∂n

∂pn

N  n∑
i=0

piui


p=0

, n = 0, 1, 2, 3, . . . (2.1.9)

2.1.1 Convergence de la méthode (HPM)

Pour l’étude de la convergence de la méthode (HPM), voir [4, 6, 7].

En écrivant l’équation (2.1.5) sous la forme suivante

L(v) = L(u0) + p[ f (r) − N(v) − L(u0)], (2.1.10)

et appliquant formellement l’opérateur inverse L−1 des deux côtés de l’équation (2.1.10), nous

obtenons

v = u0 + p[L−1 f (r) − L−1N(v) − u0]. (2.1.11)

Supposons que

v =

+∞∑
i=0

pivi. (2.1.12)

En remplaçant (2.1.12) dans l’équation (2.1.11) devient

+∞∑
i=0

pivi = u0 + p[L−1 f (r) − L−1N(
+∞∑
i=0

pivi) − u0]. (2.1.13)

Par identification des termes de même puissances de p, nous obtenons

p0 : v0 = u0,

p1 : v1 = L−1 f (r) − u0 − L−1(H0),

p2 : v2 = −L−1(H1),

...

pn+1 : vn+1 = −L−1(Hn),

...
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Théorème 2.1.1 (Condition de convergence suffisante). Supposons que X et Y soient deux espaces

de Banach et N : X −→ Y est une application non-linéaire de contraction, c’est-à-dire :

∀v, v∗ ∈ X, ‖N(v) − N(v∗)‖ ≤ γ ‖v − v∗‖ , 0 < γ < 1. (2.1.14)

Alors, selon le théorème du point fixe de Banach, N a un unique point fixe u, soit N(u) = u.

Supposons que la séquence générée par la méthode de perturbation homotopique puisse être écrite

Vn = N(Vn−1),Vn−1 =

n−1∑
i=0

vi, n = 1, 2, 3, . . . , (2.1.15)

et suppose que

V0 = v0 ∈ Br(u),

où

Br(u) = {u∗ ∈ X, ‖u − u∗‖ < r} ,

alors nous avons les relations suivantes

1. ‖Vn − u‖ ≤ γn ‖v0 − u‖,

2. Vn ∈ Br(u),

3. lim
n→∞

Vn = u.

Preuve

(1) Par approche inductive, pour n = 1 nous avons

‖V1 − u‖ = ‖N(V0) − N(u)‖ ≤ γ ‖v0 − u‖ . (2.1.16)

Supposons que

‖Vn−1 − u‖ ≤ γn−1 ‖v0 − u‖ ,
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comme hypothèse d’induction, alors

‖Vn − u‖ = ‖N(Vn−1) − N(u)‖ ≤ γ ‖Vn−1 − u‖ ≤ γn ‖v0 − u‖ . (2.1.17)

(2) En utilisant (1), nous avons

‖Vn − u‖ ≤ γn ‖v0 − u‖ ≤ γnr < r ⇒ Vn ∈ Br(u). (2.1.18)

(3) Par

‖Vn − u‖ ≤ γn ‖v0 − u‖ et lim
n→∞

γn = 0,

il vient lim
n→∞
‖Vn − u‖ = 0.

Donc

lim
n→∞

Vn = u.

2.2 Description de la méthode (HPTM)

Pour illustrer l’idée de base de (HPTM) [32], nous considérons l’équation différentielle non-

linéaire générale avec les conditions initiales de la forme :

 Du(x, t) + Ru(x, t) + Nu(x, t) = g(x, t),
u(x, 0) = h(x), ut(x, 0) = f (x),

(2.2.1)

où D est un opérateur différentiel linéaire de second ordre D = ∂2/∂t2, R un opérateur linéaire

d’ordre inférieur à celui de D, N est un opérateur non-linéaire et g(x, t) est le terme source.

Prenons la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.2.1) :

L {Du(x, t)} +L {Ru(x, t)} +L {Nu(x, t)} = L {g(x, t)} . (2.2.2)
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En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, t)} =
h(x)

s
+

f (x)
s2 −

1
s2L {Ru(x, t)} −

1
s2L {Nu(x, t)} +

1
s2L {g(x, t)} . (2.2.3)

En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.2.3) nous donne

u(x, t) = G(x, t) − L−1
{

1
s2L {Ru(x, t) + Nu(x, t)}

}
, (2.2.4)

où G(x, t) représente le terme découlant du terme source et des conditions initiales prescrites.

Nous appliquons maintenant la méthode (HPM). Notons par

u(x, t) =

+∞∑
n=0

pnun (x, t) , (2.2.5)

la solution cherchée.

Posons

Nu (x, t) =

+∞∑
n=0

pnHn (u) , (2.2.6)

où Hn(u) disignent les polynômes de He [17, 18], qui sont donnés par la formule suivante :

Hn (u0, . . . , un) =
1
n!

∂n

∂pn

N  n∑
i=0

piui


p=0

, n = 0, 1, 2, 3, . . . (2.2.7)

En remplaçant les équations (2.2.5), (2.2.6) dans l’équation (2.2.4), il vient

+∞∑
n=0

pnun (x, t) = G(x, t) − p

L−1

 1
s2L

R
∞∑

n=0

pnun (x, t) +

+∞∑
n=0

pnHn (u)



 , (2.2.8)

qui est la combinaison de la méthode de perturbation homotopique (HPM) et de la transformation

de Laplace par utilisation des polynômes de He (HPTM). Par identification des termes de même

puissances de p, nous obtenons les approximations suivantes
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p0 : u0(x, t) = G(x, t)

p1 : u1(x, t) = −L−1
{

1
s2L {Ru0(x, t) + H0(u)}

}
,

p2 : u2(x, t) = −L−1
{

1
s2L {Ru1(x, t) + H1(u)}

}
,

p3 : u3(x, t) = −L−1
{

1
s2L {Ru2(x, t) + H2(u)}

}
,

...

Enfin, la solution est

u(x, t) = lim
p→1

+∞∑
i=0

piui(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t) + . . . . (2.2.9)

2.3 Equation de type parabolique

Considérons l’équation de type parabolique en trois dimensions de la forme :

 ut + f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz = 0, t > 0
u(x, y, z, 0) = f4 (x, y, z) , t = 0.

(2.3.1)

Prenons la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.3.1), nous avons :

L {ut} = −L
{
f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz

}
. (2.3.2)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, z, t)} = s−1 f4 (x, y, z) − s−1L
{
f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz

}
. (2.3.3)

En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.3.3) nous donne :

u(x, y, z, t) = f4 (x, y, z) − L−1
{
s−1L

{
f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz

}}
. (2.3.4)

Par la méthode de (HPM), nous avons :

u(x, y, z, t) =

∞∑
n=0

pnun (x, y, z, t) . (2.3.5)
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En substituant Eq. (2.3.5) dans Eq. (2.3.4), nous obtenons :

+∞∑
n=0

pnun = f4 − pL−1

s−1L

 f1

+∞∑
n=0

pn(un)xx + f2

+∞∑
n=0

pn(un)yy + f3

+∞∑
n=0

pn(un)zz


 , (2.3.6)

Par identification des termes de même puissances de p, nous obtenons les approximations

suivantes :

p0 : u0(x, y, z, t) = f4 (x, y, z) ,

p1 : u1(x, y, z, t) = −L−1
{
s−1L

{
f1(u0)xx + f2(u0)yy + f3(u0)zz

}}
,

p2 : u2(x, y, z, t) = −L−1
{
s−1L

{
f1(u1)xx + f2(u1)yy + f3(u1)zz

}}
,

...

pn : un(x, y, z, t) = −L−1
{
s−1L

{
f1(un−1)xx + f2(un−1)yy + f3(un−1)zz

}}
,

où n ∈ N∗.

En procédant de la même manière, les autres composants un(x, y, z, t) , peuvent être complètement

obtenue, et la solution en série est ainsi entièrement déterminée. Enfin, nous approchons la solution

analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

u(x, y, z, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, y, z, t). (2.3.7)

2.3.1 Exemples numériques

Exemple 2.3.1 : Considérons l’équation parabolique unidimensionnelle suivante : ut(x, t) − (1
2 x2 − 1

4 )uxx = 0, t > 0
u(x, 0) = 2x2 − 1, t = 0.

(2.3.8)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.3.8) , nous avons :

L {ut(x, t)} = L

{
(
1
2

x2 −
1
4

)uxx

}
. (2.3.9)
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En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, t)} = s−1(2x2 − 1) + s−1L

{
(
1
2

x2 −
1
4

)uxx

}
. (2.3.10)

En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.3.10) nous donne :

u(x, t) = (2x2 − 1) +L−1
{

s−1L

{
(
1
2

x2 −
1
4

)uxx

}}
. (2.3.11)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = 2x2 − 1 + pL−1

s−1L

(
1
2

x2 −
1
4

)
+∞∑
n=0

pn(un)xx(x, t)


 . (2.3.12)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (2.3.12), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, t) = 2x2 − 1,

p1 : u1(x, t) = L−1
{

s−1L

{
(
1
2

x2 −
1
4

)(u0)xx

}}
,

p2 : u2(x, t) = L−1
{

s−1L

{
(
1
2

x2 −
1
4

)(u1)xx

}}
,

...

pn : un(x, t) = L−1
{

s−1L

{
(
1
2

x2 −
1
4

)(un−1)xx

}}
, (2.3.13)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (2.3.13), nous obtenons

u0(x, t) = 2x2 − 1,

u1(x, t) = (2x2 − 1)t,

u2(x, t) = (2x2 − 1)
t2

2!
,

...

un(x, t) = (2x2 − 1)
tn

n!
.
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Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, t), par série tronquée :

u(x, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, t) = (2x2 − 1)et. (2.3.14)

Exemple 2.3.2 : Considérons l’équation parabolique de seconde dimension suivante :

 ut(x, y, t) +
y2−1

2 uxx −
x2+1

2 uyy = 0, t > 0
u(x, y, 0) = y2 − 1, t = 0.

(2.3.15)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.3.15) , nous avons :

L {ut(x, y, t)} = L

{
x2 + 1

2
uyy −

y2 − 1
2

uxx

}
. (2.3.16)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, t)} = s−1(y2 − 1) + s−1L

{
x2 + 1

2
uyy −

y2 − 1
2

uxx

}
. (2.3.17)

En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.3.17), nous donne :

u(x, y, t) = y2 − 1 +L−1
{

s−1L

{
x2 + 1

2
uyy −

y2 − 1
2

uxx

}}
. (2.3.18)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = y2 − 1 + pL−1

s−1L

 x2 + 1
2

+∞∑
n=0

pn(un)yy −
y2 − 1

2

+∞∑
n=0

pn(un)xx


 . (2.3.19)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (2.3.19), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, t) = y2 − 1,

p1 : u1(x, y, t) = L−1
{

s−1L

{
x2 + 1

2
(u0)yy −

y2 − 1
2

(u0)xx

}}
,

p2 : u2(x, y, t) = L−1
{

s−1L

{
x2 + 1

2
(u1)yy −

y2 − 1
2

(u1)xx

}}
,

...
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pn : un(x, y, t) = L−1
{

s−1L

{
x2 + 1

2
(un−1)yy −

y2 − 1
2

(un−1)xx

}}
, (2.3.20)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (2.3.20), nous obtenons

u0(x, y, t) = y2 − 1,

u1(x, y, t) = (x2 + 1)t,

u2(x, y, t) = −(y2 − 1)
t2

2!
,

u3(x, y, t) = −(x2 + 1)
t3

3!
,

...

u2n(x, y, t) = (−1)n(y2 − 1)
t2n

(2n)!
,

u2n+1(x, y, t) = (−1)n(x2 + 1)
t2n+1

(2n + 1)!
.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, t), par série tronquée :

u(x, y, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, y, t) = (x2 + 1)sint + (y2 − 1)cost. (2.3.21)

Exemple 2.3.3 : Considérons l’équation parabolique de trois dimensions suivante : ut(x, y, z, t) = x2

12uxx +
y2

24uyy + z2

24uzz, t > 0
u(x, y, z, 0) = 2x3y3z3, t = 0.

(2.3.22)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.3.22), nous avons :

L {ut(x, y, z, t)} = L

{
x2

12
uxx +

y2

24
uyy +

z2

24
uzz

}
. (2.3.23)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, z, t)} = s−1(2x3y3z3) + s−1L

{
x2

12
uxx +

y2

24
uyy +

z2

24
uzz

}
. (2.3.24)

En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.3.24), nous donne :

u(x, y, z, t) = 2x3y3z3 +L−1
{

s−1L

{
x2

12
uxx +

y2

24
uyy +

z2

24
uzz

}}
. (2.3.25)
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En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = 2x3y3z3 + pL−1

s−1L

 x2

12

+∞∑
n=0

pn(un)xx +
y2

24

+∞∑
n=0

pn(un)yy +
z2

24

+∞∑
n=0

pn(un)zz


 . (2.3.26)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (2.3.26), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, z, t) = 2x3y3z3,

p1 : u1(x, y, z, t) = L−1
{

s−1L

{
x2

12
(u0)xx +

y2

24
(u0)yy +

z2

24
(u0)zz

}}
,

p2 : u2(x, y, z, t) = L−1
{

s−1L

{
x2

12
(u1)xx +

y2

24
(u1)yy +

z2

24
(u1)zz

}}
,

...

pn : un(x, y, z, t) = L−1
{

s−1L

{
x2

12
(un−1)xx +

y2

24
(un−1)yy +

z2

24
(un−1)zz

}}
, (2.3.27)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (2.3.27), nous obtenons

u0(x, y, z, t) = 2x3y3z3,

u1(x, y, z, t) = 2x3y3z3t,

u2(x, y, z, t) = 2x3y3z3 t2

2!
,

...

un(x, y, z, t) = 2x3y3z3 tn

n!
.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

u(x, y, z, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, y, z, t) = 2x3y3z3et. (2.3.28)

2.4 Equation de type hyperbolique

Considérons l’équation de type hyperbolique en trois dimensions suivante : utt + g1 (x, y, z) uxx + g2 (x, y, z) uyy + g3 (x, y, z) uzz = 0, t > 0
u(x, y, z, 0) = g4 (x, y, z) , ut(x, y, z, 0) = g5 (x, y, z) , t = 0.

(2.4.1)
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En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.4.1) , nous avons :

L {utt} = −L
{
g1 (x, y, z) uxx + g2 (x, y, z) uyy + g3 (x, y, z) uzz

}
. (2.4.2)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u} = s−1g4 + s−2g5 − s−2L
{
g1uxx + g2uyy + g3uzz

}
. (2.4.3)

En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.4.3) nous donne :

u(x, y, z, t) = g4 + tg5 − L
−1

{
s−2L

{
g1uxx + g2uyy + g3uzz

}}
. (2.4.4)

Par la méthode de (HPM), nous avons :

u(x, y, z, t) =

∞∑
n=0

pnun (x, y, z, t) , (2.4.5)

En substituant Eq. (2.4.5) dans Eq. (2.4.4), nous obtenons :

+∞∑
n=0

pnun = g4 + tg5 − pL−1

s−2L

g1

+∞∑
n=0

pn(un)xx + g2

+∞∑
n=0

pn(un)yy + g3

+∞∑
n=0

pn(un)zz


 , (2.4.6)

Par identification des termes de même puissances de p, nous obtenons les approximations

suivantes :

p0 : u0(x, y, z, t) = g4 + tg5,

p1 : u1(x, y, z, t) = −L−1
{
s−2L

{
g1(u0)xx + g2(u0)yy + g3(u0)zz

}}
,

p2 : u2(x, y, z, t) = −L−1
{
s−2L

{
g1(u1)xx + g2(u1)yy + g3(u1)zz

}}
,

...

pn : un(x, y, z, t) = −L−1
{
s−2L

{
g1(un−1)xx + g2(un−1)yy + g3(un−1)zz

}}
,

où n ∈ N∗.

En procédant de la même manière, les autres composants un(x, y, z, t) , peuvent être complètement
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obtenue, et la solution en série est ainsi entièrement déterminée. Enfin, nous approchons la solution

analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

u(x, y, z, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, y, z, t). (2.4.7)

2.4.1 Exemples numériques

Exemple 2.4.1 : Considérons l’équation unidimensionnelle de type hyperbolique suivante : utt(x, t) = x2−1
2 uxx, t > 0

u(x, 0) = x2 − 1, ut(x, 0) = 0, t = 0.
(2.4.8)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.4.8), nous avons :

L {utt(x, t)} = L

{
x2 − 1

2
uxx

}
. (2.4.9)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, t)} = s−1(x2 − 1) + s−2L

{
x2 − 1

2
uxx

}
. (2.4.10)

En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.4.10), nous donne :

u(x, t) = (x2 − 1) +L−1
{

s−2L

{
x2 − 1

2
uxx

}}
. (2.4.11)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = x2 − 1 + pL−1

s−2L

 x2 − 1
2

+∞∑
n=0

pn(un)xx(x, t)


 . (2.4.12)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (2.4.12), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, t) = x2 − 1,

p1 : u1(x, t) = L−1
{

s−2L

{
x2 − 1

2
(u0)xx

}}
,

p2 : u2(x, t) = L−1
{

s−2L

{
x2 − 1

2
(u1)xx

}}
,

...
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pn : un(x, t) = L−1
{

s−2L

{
x2 − 1

2
(un−1)xx

}}
, (2.4.13)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (2.4.13), nous obtenons

u0(x, t) = x2 − 1,

u1(x, t) = (x2 − 1)
t2

2!
,

u2(x, t) = (x2 − 1)
t4

4!
,

...

un(x, t) = (x2 − 1)
t2n

(2n)!
.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, t), par série tronquée :

u(x, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, t) = (x2 − 1)cosht. (2.4.14)

Exemple 2.4.2 : Considérons l’équation de seconde dimensions de type hyperbolique suivante : utt(x, y, t) = 1
6 x2uxx + 1

6y2uyy, t > 0
u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = x3 + y3, t = 0.

(2.4.15)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.4.15), nous avons :

L {utt(x, y, t)} = L

{
1
6

x2uxx +
1
6

y2uyy

}
. (2.4.16)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, t)} = s−2(x3 + y3) + s−2L

{
1
6

x2uxx +
1
6

y2uyy

}
. (2.4.17)

En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.4.17), nous donne :

u(x, y, t) = (x3 + y3)t +L−1
{

s−2L

{
1
6

x2uxx +
1
6

y2uyy

}}
. (2.4.18)
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En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = (x3 + y3)t + pL−1

s−2L

1
6

x2
+∞∑
n=0

pn(un)xx +
1
6

y2
+∞∑
n=0

pn(un)yy


 . (2.4.19)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (2.4.19), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, t) = (x3 + y3)t,

p1 : u1(x, y, t) = L−1
{

s−2L

{
1
6

x2(u0)xx(x, y, t) +
1
6

y2(u0)yy(x, y, t)
}}

,

p2 : u2(x, y, t) = L−1
{

s−2L

{
1
6

x2(u1)xx(x, y, t) +
1
6

y2(u1)yy(x, y, t)
}}

,

...

pn : un(x, y, t) = L−1
{

s−2L

{
1
6

x2(un−1)xx(x, y, t) +
1
6

y2(un−1)yy(x, y, t)
}}

, (2.4.20)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (2.4.20), nous obtenons

u0(x, y, t) = (x3 + y3)t,

u1(x, y, t) = (x3 + y3)
t3

3!
,

u2(x, y, t) = (x3 + y3)
t5

5!
,

...

un(x, y, t) = (x3 + y3)
t2n+1

(2n + 1)!
.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, t), par série tronquée :

u(x, y, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, y, t) = (x3 + y3)sinht. (2.4.21)

Exemple 2.4.3 : Considérons l’équation de type hyperbolique de trois dimensions suivante : utt(x, y, z, t) = −1
2 x2uxx −

1
2y2uyy −

1
2z2uzz, t > 0

u(x, y, z, 0) = 0, ut(x, y, z, 0) = x2 + 2y2 + 3z2, t = 0.
(2.4.22)
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En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (2.4.22), nous avons :

L {utt} = L

{
−

1
2

x2uxx −
1
2

y2uyy −
1
2

z2uzz

}
. (2.4.23)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, z, t)} = s−2(x2 + 2y2 + 3z2) + s−2L

{
−

1
2

x2uxx −
1
2

y2uyy −
1
2

z2uzz

}
. (2.4.24)

En appliquant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (2.4.24), nous donne :

u(x, y, z, t) = (x2 + 2y2 + 3z2)t +L−1
{

s−2L

{
−

1
2

x2uxx −
1
2

y2uyy −
1
2

z2uzz

}}
. (2.4.25)

En utilisant la méthode de perturbation d’homotopie, nous avons :
+∞∑
n=0

pnun = (x2 + 2y2 + 3z2)t + pL−1

s−2L

−1
2

x2
+∞∑
n=0

pn(un)xx −
1
2

y2
+∞∑
n=0

pn(un)yy −
1
2

z2
+∞∑
n=0

pn(un)zz


 . (2.4.26)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (2.4.26), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, z, t) = (x2 + 2y2 + 3z2)t,

p1 : u1(x, y, z, t) = L−1
{

s−2L

{
−

1
2

x2(u0)xx −
1
2

y2(u0)yy −
1
2

z2(u0)zz

}}
,

p2 : u2(x, y, z, t) = L−1
{

s−2L

{
−

1
2

x2(u1)xx −
1
2

y2(u1)yy −
1
2

z2(u1)zz

}}
,

...

pn : un(x, y, z, t) = L−1
{

s−2L

{
−

1
2

x2(un−1)xx −
1
2

y2(un−1)yy −
1
2

z2(un−1)zz

}}
, (2.4.27)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (2.4.27), nous obtenons

u0(x, y, z, t) = (x2 + 2y2 + 3z2)t,

u1(x, y, z, t) = −(x2 + 2y2 + 3z2)
t3

3!
,

u2(x, y, z, t) = (x2 + 2y2 + 3z2)
t5

5!
,

...

un(x, y, z, t) = (−1)n(x2 + 2y2 + 3z2)
t2n+1

(2n + 1)!
.
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Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

u(x, y, z, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, y, z, t) = (x2 + 2y2 + 3z2)sint. (2.4.28)



Chapitre 3

Applications de la méthode (HPTM) pour
les équations aux derivées partielles
d’ordres fractionnaires

3.1 Description de la méthode

Afin d’élucider la procédure de résolution de la méthode de perturbation d’homotopie fractionnelle

de Laplace [56], nous considérons l’équation différentielle fractionnelle non-linéaire suivante : Dα
∗tu(x, t) + R[x]u(x, t) + N[x]u(x, t) = q(x, t), t > 0

0 < α ≤ 1, u(x, 0) = h(x), t = 0,
(3.1.1)

où Dα = ∂α

∂tα , R[x] est l’opérateur linéaire en x, N[x] est l’opérateur général non-linéaire en x, et

q(x, t) sont des fonctions continues. Maintenant, la méthodologie consiste à appliquer

la transformée de Laplace d’abord des deux côtés de (3.1.1). Ainsi, nous obtenons :

L
{
Dα
∗tu(x, t)

}
+L {R[x]u(x, t) + N[x]u(x, t)} = L {q(x, t)} . (3.1.2)

Maintenant, en utilisant la propriété de différenciation de la transformée de Laplace, nous avons :

L {u(x, t)} = s−1h(x) + s−1q(x, t) − s−αL {R[x]u(x, t) + N[x]u(x, t)} . (3.1.3)
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En appliquant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.1.3), on obtient :

u(x, t) = G(x, t) − L−1 {
s−αL {R[x]u(x, t) + N[x]u(x, t)}

}
, (3.1.4)

où G(x, t), représente le terme résultant du terme source et des conditions initiales prescrites.

Maintenant, en appliquant la technique de perturbation [21, 22], nous pouvons supposer que la

solution peut être exprimée comme une série de puissance en p, comme indiqué ci-dessous :

u(x, t) =

∞∑
n=0

pnun (x, t) , (3.1.5)

où le paramètre d’homotopie, p, est considéré comme un petit paramètre p ∈ [0, 1].

Le terme non-linéaire peut être décomposé comme :

Nu(x, t) =

∞∑
n=0

pnHn (u) , (3.1.6)

où Hn(u) disignent les polynômes de He [17, 18] qui sont donnés par la formule suivante :

Hn (u0, u1, u2, . . . , un) =
1
n!

∂n

∂pn

N  +∞∑
i=0

piui


p=0

, n = 0, 1, 2, 3, . . . (3.1.7)

En substituant Eqs. (3.1.5) et (3.1.6) dans Eq. (3.1.4), on obtient :

+∞∑
n=0

pnun (x, t) = G(x, t) − p

L−1

s−αL

R
+∞∑
n=0

pnun (x, t) +

+∞∑
n=0

pnHn (u)



 , (3.1.8)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.1.8), nous obtenons les

approximations suivantes :
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p0 : u0(x, t) = G(x, t),

p1 : u1(x, t) = −L−1 {
s−αL {Ru0(x, t) + H0(u)}

}
,

p2 : u2(x, t) = −L−1 {
s−αL {Ru1(x, t) + H1(u)}

}
,

...

pn : un(x, t) = −L−1 {
s−αL {Run−1(x, t) + Hn−1(u)}

}
,

où n ∈ N∗.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, t), par série tronquée :

u(x, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, t). (3.1.9)

Les solutions en série ci-dessus convergent généralement très rapidement. Une approche classique

de convergence de ce type de série est déjà présentée par Abbaoui et Cherruault [2].

3.2 Les équations de la forme (0.0.3)

Considérons l’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients variables : Dα
∗tu(x, y, z, t) + f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz = 0, t > 0

0 < α ≤ 1, u(x, y, z, 0) = f4 (x, y, z) , t = 0.
(3.2.1)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (3.2.1), nous avons :

L
{
Dα
∗tu(x, y, z, t)

}
= −L

{
f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz

}
. (3.2.2)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, z, t)} = s−1 f4 (x, y, z) − s−αL
{
f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz

}
. (3.2.3)

En utilisant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.2.3), nous donne :

u(x, y, z, t) = f4 (x, y, z) − L−1
{
s−αL

{
f1 (x, y, z) uxx + f2 (x, y, z) uyy + f3 (x, y, z) uzz

}}
. (3.2.4)
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En utilisant maintenant la méthode (HPM). Notons par

u(x, y, z, t) =

+∞∑
n=0

pnun (x, y, z, t) , (3.2.5)

la solution cherchée. En substituant Eq. (3.2.5) dans Eq. (3.2.4), nous obtenons :

+∞∑
n=0

pnun = f4 − pL−1

s−αL

 f1

+∞∑
n=0

pn(un)xx + f2

+∞∑
n=0

pn(un)yy + f3

+∞∑
n=0

pn(un)zz


 . (3.2.6)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.2.6), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, z, t) = f4 (x, y, z) ,

...

pn : un(x, y, z, t) = −L−1
{
s−αL

{
f1(un−1)xx + f2(un−1)yy + f3(un−1)zz

}}
,

où n ∈ N∗.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

u(x, y, z, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, y, z, t). (3.2.7)

3.2.1 Exemples numériques

Exemple 3.2.1 :Considérons l’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :  Dα
∗tu(x, t) − (1

2 x2 − 1
4 )uxx = 0, t > 0

0 < α ≤ 1, u(x, 0) = 2x2 − 1, t = 0.
(3.2.8)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (3.2.8), nous avons :

L
{
Dα
∗tu(x, t)

}
= L

{
(
1
2

x2 −
1
4

)uxx

}
. (3.2.9)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, t)} = s−1(2x2 − 1) + s−αL
{

(
1
2

x2 −
1
4

)uxx

}
. (3.2.10)
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En appliquant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.2.10), nous donne :

u(x, t) = 2x2 − 1 +L−1
{

s−αL
{

(
1
2

x2 −
1
4

)uxx

}}
. (3.2.11)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = 2x2 − 1 + pL−1

s−αL

(
1
2

x2 −
1
4

)
+∞∑
n=0

pn(un)xx


 . (3.2.12)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.2.12), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, t) = 2x2 − 1,

p1 : u1(x, t) = L−1
{

s−αL
{

(
1
2

x2 −
1
4

)(u0)xx

}}
,

...

pn : un(x, t) = L−1
{

s−αL
{

(
1
2

x2 −
1
4

)(un−1)xx

}}
, (3.2.13)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (3.2.13), nous obtenons

u0(x, t) = 2x2 − 1,

u1(x, t) =
2x2 − 1
Γ(α + 1)

tα,

u2(x, t) =
2x2 − 1

Γ(2α + 1)
t2α,

u3(x, t) =
2x2 − 1

Γ(3α + 1)
t3α,

...

un(x, t) =
2x2 − 1

Γ(nα + 1)
tnα.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, t), par série tronquée :

u(x, t) =

+∞∑
n=0

2x2 − 1
Γ(nα + 1)

tnα. (3.2.14)
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Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial α = 1, sont donnés par :

u(x, t) =

+∞∑
n=0

2x2 − 1
n!

tn = (2x2 − 1)et, (3.2.15)

qui est une solution exacte de l’équation (2.3.8).
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Figure 10.1

Nous avons tracé ces surfaces en utilisant le logiciel Maple :

(a) α = 0.5 (b) α = 0.75

(c) Solution exacte

Figure 3.1 – Solution d’approximation en série de l’Eq. (3.2.8), lorsque α = 0.5, α = 0.75 avec les
onze premiers termes et la solution exacte lorsque α = 1.



48
CHAPITRE 3. APPLICATIONS DE LA MÉTHODE (HPTM) POUR LES ÉQUATIONS

AUX DERIVÉES PARTIELLES D’ORDRES FRACTIONNAIRES

Exemple 3.2.2 : Considérons l’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :  Dα
∗tu(x, y, t) +

y2−1
2 uxx −

x2+1
2 uyy = 0, t > 0

0 < α ≤ 1, u(x, y, 0) = y2 − 1, t = 0.
(3.2.16)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (3.2.16), nous avons :

L
{
Dα
∗tu(x, y, t)

}
= L

{
x2 + 1

2
uyy −

y2 − 1
2

uxx

}
. (3.2.17)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, t)} = s−1(y2 − 1) + s−αL
{

x2 + 1
2

uyy −
y2 − 1

2
uxx

}
. (3.2.18)

En utilisant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.2.18), nous donne :

u(x, y, t) = (y2 − 1) +L−1
{

s−αL
{

x2 + 1
2

uyy −
y2 − 1

2
uxx

}}
. (3.2.19)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = y2 − 1 + pL−1

s−αL

 x2 + 1
2

+∞∑
n=0

pn(un)yy −
y2 − 1

2

+∞∑
n=0

pn(un)xx


 . (3.2.20)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.2.20), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, t) = y2 − 1,

p1 : u1(x, y, t) = L−1
{

s−αL
{

x2 + 1
2

(u0)yy(x, y, t) −
y2 − 1

2
(u0)xx(x, y, t)

}}
,

...

pn : un(x, y, t) = L−1
{

s−αL
{

x2 + 1
2

(un−1)yy(x, y, t) −
y2 − 1

2
(un−1)xx(x, y, t)

}}
, (3.2.21)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (3.2.21), nous obtenons
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u0(x, y, t) = y2 − 1,

u1(x, y, t) =
x2 + 1

Γ(α + 1)
tα,

u2(x, y, t) = −
y2 − 1

Γ(2α + 1)
t2α,

u3(x, y, t) = −
x2 + 1

Γ(3α + 1)
t3α,

...

u2n(x, y, t) = (−1)n y2 − 1
Γ(2nα + 1)

t2nα,

u2n+1(x, y, t) = (−1)n x2 + 1
Γ((2n + 1)α + 1)

t(2n+1)α.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, t), par série tronquée :

u(x, y, t) = (y2 − 1)
+∞∑
n=0

(−1)n t2nα

Γ(2nα + 1)
+ (x2 + 1)

+∞∑
n=0

(−1)n t(2n+1)α

Γ((2n + 1)α + 1)
. (3.2.22)

Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial α = 1, sont donnés par :

u(x, y, t) = (x2 + 1)sint + (y2 − 1)cost, (3.2.23)

qui est une solution exacte de l’équation (2.3.15).

Exemple 3.2.3 : Considérons l’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :  Dα
t u(x, y, z, t) = x2

12uxx +
y2

24uyy + z2

24uzz, t > 0
0 < α ≤ 1, u(x, y, z, 0) = 2x3y3z3, t = 0.

(3.2.24)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (3.2.24), nous avons :

L
{
Dα

t u(x, y, z, t)
}

= L

{
x2

12
uxx +

y2

24
uyy +

z2

24
uzz

}
. (3.2.25)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, z, t)} = s−1(2x3y3z3) + s−αL
{

x2

12
uxx +

y2

24
uyy +

z2

24
uzz

}
. (3.2.26)
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En utilisant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.2.26), nous donne :

u(x, y, z, t) = 2x3y3z3 +L−1
{

s−αL
{

x2

12
uxx +

y2

24
uyy +

z2

24
uzz

}}
. (3.2.27)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = 2x3y3z3 + pL−1

s−αL

 x2

12

+∞∑
n=0

pn(un)xx +
y2

24

+∞∑
n=0

pn(un)yy +
z2

24

+∞∑
n=0

pn(un)zz


 . (3.2.28)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.2.28), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, z, t) = 2x3y3z3,

p1 : u1(x, y, z, t) = L−1
{

s−αL
{

x2

12
(u0)xx(x, y, z, t) +

y2

24
(u0)yy(x, y, z, t) +

z2

24
(u0)zz(x, y, z, t)

}}
,

p2 : u2(x, y, z, t) = L−1
{

s−αL
{

x2

12
(u1)xx(x, y, z, t) +

y2

24
(u1)yy(x, y, z, t) +

z2

24
(u1)zz(x, y, z, t)

}}
,

...

pn : un(x, y, z, t) = L−1
{

s−αL
{

x2

12
(un−1)xx(x, y, z, t) +

y2

24
(un−1)yy(x, y, z, t) +

z2

24
(un−1)zz(x, y, z, t)

}}
, (3.2.29)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (3.2.29), nous obtenons

u0(x, y, z, t) = 2x3y3z3,

u1(x, y, z, t) =
2x3y3z3

Γ(α + 1)
tα,

u2(x, y, z, t) =
2x3y3z3

Γ(2α + 1)
t2α,

u3(x, y, z, t) =
2x3y3z3

Γ(3α + 1)
t3α,

...

un(x, y, z, t) =
2x3y3z3

Γ(nα + 1)
tnα.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

u(x, y, z, t) =

+∞∑
n=0

2x3y3z3

Γ(nα + 1)
tnα. (3.2.30)
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Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial α = 1, sont donnés par :

u(x, y, z, t) =

+∞∑
n=0

2x3y3z3

n!
tn = 2x3y3z3et, (3.2.31)

qui est une solution exacte à l’équation (2.3.22).

3.3 Les équations de la forme (0.0.4)

Considérons l’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients variables :
Dα
∗tu(x, y, z, t) + g1 (x, y, z) uxx + g2 (x, y, z) uyy + g3 (x, y, z) uzz = 0, t > 0

1 < α ≤ 2, u(x, y, z, 0) = g4 (x, y, z) , ut(x, y, z, 0) = g5 (x, y, z) , t = 0.
(3.3.1)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (3.3.1), nous avons :

L
{
Dα
∗tu(x, y, z, t)

}
= −L

{
g1 (x, y, z) uxx + g2 (x, y, z) uyy + g3 (x, y, z) uzz

}
. (3.3.2)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u} = s−1g4 (x, y, z) + s−2g5 (x, y, z) − s−αL
{
g1 (x, y, z) uxx + g2 (x, y, z) uyy + g3 (x, y, z) uzz

}
. (3.3.3)

En utilisant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.3.3), nous donne :

u(x, y, z, t) = g4 (x, y, z) + tg5 (x, y, z) − L−1
{
s−αL

{
g1 (x, y, z) uxx + g2 (x, y, z) uyy + g3 (x, y, z) uzz

}}
. (3.3.4)

Appliquons maintenant la méthode (HPM). Notons par

u(x, y, z, t) =

∞∑
n=0

pnun (x, y, z, t) , (3.3.5)

la solution cherchée.

En substituant Eq. (3.3.5) dans Eq. (3.3.4), nous obtenons :

+∞∑
n=0

pnun = g4 + tg5 − pL−1

s−αL

g1

+∞∑
n=0

pn(un)xx + g2

+∞∑
n=0

pn(un)yy + g3

+∞∑
n=0

pn(un)zz


 . (3.3.6)
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Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.3.6), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, z, t) = g4 (x, y, z) + tg5 (x, y, z) ,

...

pn : un(x, y, z, t) = −L−1
{
s−αL

{
g1(un−1)xx + g2(un−1)yy + g3(un−1)zz

}}
,

où n ∈ N∗.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, z, t), par série tronquée :

u(x, y, z, t) = lim
N→+∞

N∑
n=0

un(x, y, z, t). (3.3.7)

3.3.1 Exemples numériques

Exemple 3.3.1 :Considérons l’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :  Dα
∗tu(x, t) = x2−1

2 uxx, t > 0
1 < α ≤ 2, u(x, 0) = x2 − 1, ut(x, 0) = 0, t = 0.

(3.3.8)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (3.3.8), nous avons :

L
{
Dα
∗tu(x, t)

}
= L

{
x2 − 1

2
uxx

}
. (3.3.9)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, t)} = s−1(x2 − 1) + s−αL
{

x2 − 1
2

uxx

}
. (3.3.10)

En utilisant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.3.10), nous donne :

u(x, t) = x2 − 1 +L−1
{

s−αL
{

x2 − 1
2

uxx

}}
. (3.3.11)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = x2 − 1 + pL−1

s−αL

 x2 − 1
2

+∞∑
n=0

pn(un)xx(x, t)


 . (3.3.12)
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Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.3.12), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, t) = x2 − 1,

p1 : u1(x, t) = L−1
{

s−αL
{

x2 − 1
2

(u0)xx

}}
,

...

pn : un(x, t) = L−1
{

s−αL
{

x2 − 1
2

(un−1)xx

}}
, (3.3.13)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (3.3.13), nous obtenons

u0(x, t) = x2 − 1,

u1(x, t) =
x2 − 1

Γ(α + 1)
tα,

u2(x, t) =
x2 − 1

Γ(2α + 1)
t2α,

u3(x, t) =
x2 − 1

Γ(3α + 1)
t3α,

...

un(x, t) =
x2 − 1

Γ(nα + 1)
tnα.

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, t), par série tronquée :

u(x, t) =

+∞∑
n=0

x2 − 1
Γ(nα + 1)

tnα. (3.3.14)

Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial α = 2, sont donnés par :

u(x, t) =

+∞∑
n=0

x2 − 1
(2n)!

t2n = (x2 − 1)cosht, (3.3.15)

qui est une solution exacte à l’équation (2.4.8).
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Figure 10.2

Nous avons tracé ces surfaces en utilisant le logiciel Maple :

(a) α = 1.5 (b) α = 1.75

(c) Solution exacte

Figure 3.2 – Solution d’approximation de série de Eq. (3.3.8), lorsque α = 1.5, α = 1.75 avec les
onze premiers termes et la solution exacte lorsque α = 2.
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Exemple 3.3.2 :Considérons l’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables :  Dα
∗tu(x, y, t) = 1

6 x2uxx + 1
6y2uyy, t > 0

1 < α ≤ 2, u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = x3 + y3, t = 0.
(3.3.16)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (3.3.16), nous avons :

L
{
Dα
∗tu(x, y, t)

}
= L

{
1
6

x2uxx +
1
6

y2uyy

}
. (3.3.17)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u(x, y, t)} = s−2(x3 + y3) + s−αL
{

1
6

x2uxx +
1
6

y2uyy

}
. (3.3.18)

En utilisant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.3.18), nous donne :

u(x, y, t) = (x3 + y3)t +L−1
{

s−αL
{

1
6

x2uxx +
1
6

y2uyy

}}
. (3.3.19)

En utilisant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = (x3+y3)t+pL−1

s−αL

1
6

x2
+∞∑
n=0

pn(un)xx(x, y, t) +
1
6

y2
+∞∑
n=0

pn(un)yy(x, y, t)


 . (3.3.20)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.3.20), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, t) = (x3 + y3)t,

p1 : u1(x, y, t) = L−1
{

s−αL
{

1
6

x2(u0)xx +
1
6

y2(u0)yy

}}
,

...

pn : un(x, y, t) = L−1
{

s−αL
{

1
6

x2(un−1)xx +
1
6

y2(un−1)yy

}}
, (3.3.21)

où n ∈ N∗.
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En utilisant la formule d’itération (3.3.21), nous obtenons

u0(x, y, t) = (x3 + y3)t,

u1(x, y, t) =
x3 + y3

Γ(α + 2)
t(α+1),

u2(x, y, t) =
x3 + y3

Γ(2α + 2)
t(2α+1),

u3(x, y, t) =
x3 + y3

Γ(3α + 2)
t(3α+1),

...

un(x, y, t) =
x3 + y3

Γ(nα + 2)
t(nα+1).

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, t), par série tronquée

u(x, y, t) =

+∞∑
n=0

x3 + y3

Γ(nα + 2)
t(nα+1). (3.3.22)

Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial α = 2, sont donnés par :

u(x, y, t) =

+∞∑
n=0

x3 + y3

(2n + 1)!
t(2n+1) = (x3 + y3)sinht, (3.3.23)

qui est une solution exacte à l’équation (2.4.15).

Exemple 3.3.3 :Considérons l’équation fractionnaire dans le temps suivante avec des coefficients

variables : Dα
t u(x, y, z, t) = −1

2 x2uxx(x, y, z, t) − 1
2y2uyy(x, y, z, t) − 1

2z2uzz(x, y, z, t), t > 0
1 < α ≤ 2, u(x, y, z, 0) = 0, ut(x, y, z, 0) = x2 + 2y2 + 3z2, t = 0.

(3.3.24)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de l’équation (3.3.24), nous avons :

L
{
Dα

t u(x, y, z, t)
}

= −L

{
1
2

x2uxx +
1
2

y2uyy +
1
2

z2uzz

}
. (3.3.25)

En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons

L {u} = s−2(x2 + 2y2 + 3z2) − s−αL
{

1
2

x2uxx +
1
2

y2uyy +
1
2

z2uzz

}
. (3.3.26)
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En appliquons l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (3.3.26), nous donne :

u = (x2 + 2y2 + 3z2)t − L−1
{

s−αL
{

1
2

x2uxx +
1
2

y2uyy +
1
2

z2uzz

}}
. (3.3.27)

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :

+∞∑
n=0

pnun = (x2 + 2y2 + 3z2)t − pL−1

s−αL

1
2

x2
+∞∑
n=0

pn(un)xx +
1
2

y2
+∞∑
n=0

pn(un)yy +
1
2

z2
+∞∑
n=0

pn(un)zz


 . (3.3.28)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (3.3.28), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : u0(x, y, z, t) = (x2 + 2y2 + 3z2)t,

p1 : u1(x, y, z, t) = −L−1
{

s−αL
{

1
2

x2(u0)xx +
1
2

y2(u0)yy +
1
2

z2(u0)zz

}}
,

...

pn : un(x, y, z, t) = −L−1
{

s−αL
{

1
2

x2(un−1)xx +
1
2

y2(un−1)yy +
1
2

z2(un−1)zz

}}
, (3.3.29)

où n ∈ N∗.

En utilisant la formule d’itération (3.3.29), nous obtenons

u0(x, y, z, t) = (x2 + 2y2 + 3z2)t,

u1(x, y, z, t) = −
x2 + 2y2 + 3z2

Γ(α + 2)
t(α+1),

u2(x, y, z, t) =
x2 + 2y2 + 3z2

Γ(2α + 2)
t(2α+1),

u3(x, y, z, t) = −
x2 + 2y2 + 3z2

Γ(3α + 2)
t(3α+1),

...

un(x, y, z, t) = (−1)n(
x2 + 2y2 + 3z2

Γ(nα + 2)
)t(nα+1).

Enfin, nous approchons la solution analytique u(x, y, z, t), par série tronquée

u(x, y, z, t) =

+∞∑
n=0

(−1)n(
x2 + 2y2 + 3z2

Γ(nα + 2)
)t(nα+1). (3.3.30)
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Les termes de la solution de décomposition en série, pour le cas spécial α = 2, sont donnés par :

u(x, y, z, t) =

+∞∑
n=0

(−1)n(x2 + 2y2 + 3z2)
t2n+1

(2n + 1)!
= (x2 + 2y2 + 3z2)sint, (3.3.31)

qui est une solution exacte à l’équation (2.4.22).



Chapitre 4

Applications de la méthode (HPTM) pour
les systèmes d’équations aux derivées
partielles d’ordres fractionnaires

4.1 Introduction

L’équation de Burgers est une équation aux dérivées partielles issue de la mécanique des fluides.

Elle apparaît dans divers domaines des mathématiques appliquées, comme la modélisation de la

dynamique des gaz, de l’acoustique ou du trafic routier. Elle doit son nom à Johannes Martinus

Burgers qui l’a discutée en 1948. Elle apparaît dans des travaux antérieurs de Andrew Russel

Forsyth et Harry Bateman.

4.2 Description de la méthode

Pour illustrer l’idée de base de (HPTM) [32], nous considérons le système d’équations differen-

tielles non lineaires aux derivées fractionnaires de la forme Dα
∗tu(x, t) + R1u(x, t) + N1(u, v) = h1(x, t), 0 < α ≤ 1

Dβ
∗tv(x, t) + R2v(x, t) + N2(u, v) = h2(x, t), 0 < β ≤ 1,

(4.2.1)
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dont les conditions initiales  u(x, 0) = g1(x),
v(x, 0) = g2(x),

(4.2.2)

où Dα
∗tu(x, t), Dβ

t v(x, t) sont les dérivées fractionnaires caputo des fonctions u(x, t), v(x, t), respecti-

vement, R1, R2 sont des opérateurs linéaires, N1 et N2 sont des opérateurs non-linéaires, et h1 et h2

sont les termes source. Prenons la transformation de Laplace des deux côtés de (4.2.1),on obtient :

 L
{
Dα
∗tu(x, t)

}
+L {R1u(x, t) + N1(u, v)} = L {h1(x, t)} , 0 < α ≤ 1

L
{
Dβ
∗tv(x, t)

}
+L {R2v(x, t) + N2(u, v)} = L {h2(x, t)} , 0 < β ≤ 1,

(4.2.3)

Maintenant, en utilisant la propriété de différenciation de la transformée de Laplace, nous avons : L {u(x, t)} = s−1g1(x) + s−αL {h1(x, t)} − s−αL {R1u(x, t) + N1(u, v)} , 0 < α ≤ 1
L {v(x, t)} = s−1g2(x) + s−βL {h2(x, t)} − s−αL {R2v(x, t) + N2(u, v)} , 0 < β ≤ 1,

(4.2.4)

En appliquant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (4.2.5), on obtient : u(x, t) = G1(x, t) − L−1 {s−αL {R1u(x, t) + N1(u, v)}} , 0 < α ≤ 1
v(x, t) = G2(x, t) − L−1

{
s−βL {R2v(x, t) + N2(u, v)}

}
, 0 < β ≤ 1,

(4.2.5)

où G1(x, t) et G2(x, t), représentent les termes résultant des termes source et des conditions initiales

prescrites. Maintenant, en appliquant la technique de perturbation classique, nous pouvons supposer

que la solution peut être exprimée comme une série de puissance en p, comme indiqué ci-dessous :

u(x, t) =

∞∑
n=0

pnun (x, t) , v(x, t) =

∞∑
n=0

pnvn (x, t) (4.2.6)

N1(u, v) =

∞∑
n=0

pnAn, N2(u, v) =

∞∑
n=0

pnBn, (4.2.7)

où An et Bn disignent les polynômes de He [18] qui sont donnés par :

An (u0, . . . , un) =
1
n!

∂n

∂pn

N1

 n∑
i=0

piui,

n∑
i=0

pivi


p=0

, n = 0, 1, 2, 3, . . . (4.2.8)
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Bn (u0, . . . , un) =
1
n!

∂n

∂pn

N2

 n∑
i=0

piui,

n∑
i=0

pivi


p=0

, n = 0, 1, 2, 3, . . . (4.2.9)

En substituant Eqs. (4.2.6) et (4.2.7) dans Eq. (4.2.5), et en utilisant (HPM) [21, 22], on obtient :
∑∞

n=0 pnun (x, t) = G1(x, t) − L−1
{
s−αL

{
R1

∑∞
n=0 pnun (x, t) +

∑∞
n=0 pnAn

}}
, 0 < α ≤ 1∑∞

n=0 pnvn (x, t) = G2(x, t) − L−1
{
s−βL

{
R2

∑∞
n=0 pnvn (x, t) +

∑∞
n=0 pnBn

}}
, 0 < β ≤ 1,

(4.2.10)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (4.2.10), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 :  u0(x, t) = G1(x, t)
v0(x, t) = G2(x, t),

(4.2.11)

...

pn :  un(x, t) = −L−1 {s−αL {R1un−1 (x, t) + An−1}} ,

vn(x, t) = −L−1
{
s−βL {R2vn−1 (x, t) + Bn−1}

}
,

(4.2.12)

où n ∈ N∗.

Enfin, les solutions approchées sont données par u(x, t) = lim
N→+∞

∑N
n=0 un(x, t),

v(x, t) = lim
N→+∞

∑N
n=0 vn(x, t),

(4.2.13)

4.3 Exemples numériques

Exemple 4.3.1 : Considérons le système des équations couplées de Burgers fractionnaires [1] : Dα
∗tu(x, t) = uxx + 2uux − (uv)x, 0 < α ≤ 1,

Dβ
∗tv(x, t) = vxx + 2vvx − (uv)x, 0 < β ≤ 1.

(4.3.1)

avec les conditions initiales suivantes  u(x, 0) = cosx,
v(x, 0) = cosx.

(4.3.2)
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Pour α = β = 1, la solution exacte de (4.3.1) est donnée par u(x, t) = e−tcosx,
v(x, t) = e−tcosx.

(4.3.3)

En prenant la transformation de Laplace des deux côtés de (4.3.1), on a : L
{
Dα
∗tu(x, t)

}
= L {uxx + 2uux − (uv)x} ,

L
{
Dβ
∗tv(x, t)

}
= L {vxx + 2vvx − (uv)x} .

(4.3.4)

Maintenant, en utilisant la propriété de différenciation de la transformée de Laplace, nous avons :

 L {u(x, t)} = s−1cosx + s−αL {uxx + 2uux − (uv)x} ,

L {v(x, t)} = s−1cosx + s−βL {vxx + 2vvx − (uv)x} .
(4.3.5)

En utilisant l’inverse de Laplace des deux côtés de l’équation (4.3.5), on obtient :

 u(x, t) = cosx +L−1 {s−αL {uxx + 2uux − (uv)x}} ,

v(x, t) = cosx +L−1
{
s−βL {vxx + 2vvx − (uv)x}

}
.

(4.3.6)

Maintenant, en appliquant la technique de perturbation classique, nous pouvons supposer que la

solution peut être exprimée comme une série de puissance en p, comme indiqué ci-dessous :

u(x, t) =

∞∑
n=0

pnun (x, t) , v(x, t) =

∞∑
n=0

pnvn (x, t) , (4.3.7)

2uux =

∞∑
n=0

pnAn, 2vvx =

∞∑
n=0

pnBn, (uv)x =

∞∑
n=0

pnCn, (4.3.8)

où An, Bn, Cn sont des polynômes de He représentant les termes non-linéaires.

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :


∑∞

n=0 pnun (x, t) = cosx + pL−1 {
s−αL

{∑∞
n=0 pn(un)xx +

∑∞
n=0 pnAn −

∑∞
n=0 pnCn

}}
,∑∞

n=0 pnvn (x, t) = cosx + pL−1
{
s−βL

{∑∞
n=0 pn(vn)xx +

∑∞
n=0 pnBn −

∑∞
n=0 pnCn

}}
.

(4.3.9)
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Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (4.3.9), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 :  u0(x, t) = cosx,
v0(x, t) = cosx,

(4.3.10)

p1 :  u1(x, t) = L−1 {s−αL {u0xx + A0 −C0}} ,

v1(x, t) = L−1
{
s−βL {v0xx + B0 −C0}

}
,

(4.3.11)

 u1(x, t) = L−1 {s−αL {−cosx + 2u0xu0 − u0v0x − u0xv0}} = −cosx tα
Γ(α+1) ,

v1(x, t) = L−1
{
s−βL {−cosx + 2v0xv0 − u0v0x − u0xv0}

}
= −cosx tβ

Γ(β+1) ,
(4.3.12)

nous continuons à obtenir

p2 :  u2(x, t) = L−1 {s−αL {u1xx + A1 −C1}} ,

v2(x, t) = L−1
{
s−βL {v1xx + B1 −C1}

}
,

(4.3.13) u2(x, t) = L−1
{
s−αL

{
tα

Γ(α+1)cosx + 2u0xu1 + 2u0u1x − (u1v0 + u0v1)x

}}
,

v2(x, t) = L−1
{
s−αL

{
tβ

Γ(β+1)cosx + 2v0xv1 + 2v0v1x − (u1v0 + u0v1)x

}}
,

(4.3.14)

 u2(x, t) = cosx
(

(1+2sinx)
Γ(2α+1) t2α − 2sinx

Γ(α+β+1) t
α+β

)
,

v2(x, t) = cosx
(

(1+2sinx)
Γ(2β+1) t2β − 2sinx

Γ(α+β+1) t
α+β

)
,

(4.3.15)

Enfin, nous approchons la solution analytique (u, v), par des séries tronquées :

 u(x, t) =
∑+∞

n=0 un(x, t) = cosx − cosx tα
Γ(α+1) + cosx

(
(1+2sinx)
Γ(2α+1) t2α − 2sinx

Γ(α+β+1) t
α+β

)
+ . . . ,

v(x, t) =
∑+∞

n=0 vn(x, t) = cosx − cosx tβ
Γ(β+1) + cosx

(
(1+2sinx)
Γ(2β+1) t2β − 2sinx

Γ(α+β+1) t
α+β

)
+ . . . ,

(4.3.16)

Lorsque α = 1 et β = 1, la solution de système (4.3.1) est u(x, t) =
∑+∞

n=0 un(x, t) = cosx(1 − t + t2
2! −

t3
3! + . . .) = e−tcosx,

v(x, t) =
∑+∞

n=0 vn(x, t) = cosx(1 − t + t2
2! −

t3
3! + . . .) = e−tcosx,

(4.3.17)

qui est une solution exacte d’un système non-linéaire donné en (4.3.3) .
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(a) UExact = VExact

Figure 4.1 – La Surface représentative de la solution exacte (4.3.17) du système (4.3.1) pour α =

β = 1 et (x, t) ∈ [−2π, 2π] × [0, 2] (à l’aide de Mathematica).

Exemple 4.3.2 : Considérons le système d’équations differentielles non lineaires aux derivées

fractionnaires : 
Dα
∗tu(x, y, t) = −u − vxwy + vywx, 0 < α ≤ 1

Dβ
∗tv(x, y, t) = v, 0 < β ≤ 1

Dγ
∗tw(x, y, t) = w − uxvy − uyvx, 0 < γ ≤ 1.

(4.3.18)

dont les conditions initiales sont données par
u(x, y, 0) = ex+y,

v(x, y, 0) = ex−y,

w(x, y, 0) = ey−x.

(4.3.19)

Pour α = β = γ = 1, la solution exacte de (4.3.18) est donnée par
u(x, t) = ex+y−t,

v(x, t) = ex−y+t,

w(x, t) = ey−x+t.

(4.3.20)

En utilisant la transformation de Laplace des deux côtés de (4.3.18), on a :
L

{
Dα
∗tu(x, y, t)

}
= L

{
−u − vxwy + vywx

}
,

L
{
Dβ
∗tv(x, y, t)

}
= L {v} ,

L
{
Dγ
∗tw(x, y, t)

}
= L

{
w − uxvy − uyvx

}
.

(4.3.21)
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En utilisant la propriété de différenciation de la transformation de Laplace, nous avons
L {u(x, y, t)} = s−1ex+y + s−αL

{
−u − vxwy + vywx

}
,

L {v(x, y, t)} = s−1ex−y + s−βL {v} ,
L {w(x, y, t)} = s−1ey−x + s−γL

{
w − uxvy − uyvx

}
.

(4.3.22)

En utilisant l’inverse de Laplace des deux côtés de (4.3.22), on obtient :


u(x, y, t) = ex+y +L−1

{
s−αL

{
−u − vxwy + vywx

}}
,

v(x, y, t) = ex−y +L−1
{
s−βL {v}

}
,

w(x, y, t) = ey−x +L−1
{
s−γL

{
w − uxvy − uyvx

}}
.

(4.3.23)

Maintenant, en appliquant la technique de perturbation classique, nous pouvons supposer que la

solution peut être exprimée comme une série de puissance en p, comme indiqué ci-dessous :

u(x, y, t) =

∞∑
n=0

pnun (x, y, t) , v(x, y, t) =

∞∑
n=0

pnvn (x, y, t) , w(x, y, t) =

∞∑
n=0

pnwn (x, y, t) (4.3.24)

vxwy =

∞∑
n=0

pnAn, vywx =

∞∑
n=0

pnBn, uxvy =

∞∑
n=0

pnCn, uyvx =

∞∑
n=0

pnDn (4.3.25)

où An, Bn, Cn, Dn sont des polynômes de He représentant les termes non-linéaires.

En appliquant la méthode de perturbation d’homotopie précitée, nous avons :


∑∞

n=0 pnun (x, y, t) = ex+y + pL−1
{
s−αL

{
−

∑∞
n=0 pnun (x, y, t) −

∑∞
n=0 pnAn +

∑∞
n=0 pnBn

}}
,∑∞

n=0 pnvn (x, y, t) = ex−y + pL−1
{
s−βL

{∑∞
n=0 pnvn (x, y, t)

}}
,∑∞

n=0 pnwn (x, y, t) = ey−x + pL−1
{
s−γL

{∑∞
n=0 pnwn (x, y, t) −

∑∞
n=0 pnCn −

∑∞
n=0 pnDn

}}
.

(4.3.26)

Par identification des termes de même puissances de p de l’équation (4.3.26), nous obtenons les

approximations suivantes :

p0 : 
u0(x, y, t) = ex+y,

v0(x, y, t) = ex−y,

v0(x, y, t) = ey−x.

(4.3.27)
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p1 : 
u1(x, y, t) = L−1 {s−αL {−u0 − A0 + B0}} ,

v1(x, y, t) = L−1
{
s−βL {v0}

}
,

w1(x, y, t) = L−1 {s−γL {w0 −C0 − D0}} .

(4.3.28)


u1(x, y, t) = L−1

{
s−αL

{
−ex+y − v0xw0y + v0yw0x

}}
= −ex+y tα

Γ(α+1) ,

v1(x, y, t) = L−1
{
s−βL {ex−y}

}
= ex−y tβ

Γ(β+1) ,

w1(x, y, t) = L−1
{
s−γL

{
ey−x − u0xv0y − u0yv0x

}}
= ey−x tγ

Γ(γ+1) .

(4.3.29)

on obtient de plus

p2 : 
u2(x, y, t) = L−1 {s−αL {−u1 − A1 + B1}} ,

v2(x, y, t) = L−1
{
s−βL {v1}

}
,

w2(x, y, t) = L−1 {s−γL {w1 −C1 − D1}} .

(4.3.30)


u2(x, y, t) = L−1

{
s−αL

{
ex+y tα

Γ(α+1) − v0xw1y − v1xw0y + v0yw1x + v1yw0x
}}

= ex+y t2α
Γ(2α+1) ,

v2(x, y, t) = L−1
{
s−βL

{
ex−y tβ

Γ(β+1)

}}
= ex−y t2β

Γ(2β+1) ,

w2(x, y, t) = L−1
{
s−γL

{
ey−x tγ

Γ(γ+1) − u1xv0y − u0xv1y − v0xu1y − v1xu0y
}}

= ey−x t2γ
Γ(2γ+1) ,

(4.3.31)

nous continuons à obtenir

pn : 
un(x, y, t) = (−1)nex+y tnα

Γ(nα+1) ,

vn(x, y, t) = ex−y tnβ
Γ(nβ+1) ,

wn(x, y, t) = ey−x tnγ
Γ(nγ+1) ,

(4.3.32)

où n ∈ N∗.

Enfin, nous approchons la solution analytique (u, v,w), par des séries tronquées :
u(x, y, t) =

∑+∞
n=0 un(x, y, t) = ex+y − ex+y tα

Γ(α+1) + ex+y t2α
Γ(2α+1) + . . . + (−1)nex+y tnα

Γ(nα+1) + . . . ,

v(x, y, t) =
∑+∞

n=0 vn(x, y, t) = ex−y + ex−y tβ
Γ(β+1) + ex−y t2β

Γ(2β+1) + . . . + ex−y tnβ
Γ(nβ+1) + . . . ,

w(x, y, t) =
∑+∞

n=0 wn(x, y, t) = ey−x + ey−x tγ
Γ(γ+1) + ey−x t2γ

Γ(2γ+1) + . . . + ey−x tnγ
Γ(nγ+1) + . . . .

(4.3.33)


u(x, y, t) =

∑+∞
n=0(−1)nex+y tnα

Γ(nα+1) ,

v(x, y, t) =
∑+∞

n=0 ex−y tnβ
Γ(nβ+1) ,

w(x, y, t) =
∑+∞

n=0 ey−x tnγ
Γ(nγ+1) .

(4.3.34)

Lorsque α = β = γ = 1, la solution du système (4.3.18) est
u(x, y, t) =

∑+∞
n=0 un(x, y, t) = ex+y

(
1 − t + t2

2! −
t3
3! + . . .

)
= ex+y−t,

v(x, y, t) =
∑+∞

n=0 vn(x, y, t) = ex−y
(
1 + t + t2

2! + t3
3! + . . .

)
= ex−y+t,

w(x, y, t) =
∑+∞

n=0 wn(x, y, t) = ey−x
(
1 + t + t2

2! + t3
3! + . . .

)
= ey−x+t,

(4.3.35)
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qui est une solution exacte d’un système non-linéaire donné en (4.3.20).



68
CHAPITRE 4. APPLICATIONS DE LA MÉTHODE (HPTM) POUR LES SYSTÈMES

D’ÉQUATIONS AUX DERIVÉES PARTIELLES D’ORDRES FRACTIONNAIRES

(a) u(x, y, 0) (b) v(x, y, 0)

(c) w(x, y, 0)

.
Figure 4.2 – Les Surfaces du la solution (4.3.35) du Syst. (4.3.20), pour t = 0 et (x, y) ∈ [−10, 10]×
[−10, 10]



Chapitre 5

L’équation de Boussinesq

5.1 Introduction

Les équations de Boussinesq en mécanique des fluides désignent un système d’équations d’ondes

obtenue par approximation des équations d’Euler pour des écoulements incompressibles irrotation-

nels à surface libre. Elles permettent de prévoir les ondes de gravité comme ondes cnoïdales, ondes

de Stokes, houle, tsunamis, solitons, etc. Ces équations ont été introduites par Joseph Boussinesq

en 1872 et sont un exemple d’équations aux dérivées partielles dispersives. Dans ce chapitre nous

étudierons l’équation de Boussinesq suivante [9, 13, 48] :

∂2u(x, t)
∂2t

−
∂4u(x, t)
∂x4 −

∂2u(x, t)
∂x2 + 3

∂2u(x, t)2

∂x2 = 0, (5.1.1)

avec u(x, t) est une fonction souvent différentiable. Cette équation a été introduite par Boussinesq

pour décrire la propagation des ondes longues en eau peu profonde sous la gravité se propageant

dans les deux sens. Il survient également dans d’autres applications physiques telles que les ondes

de réseau non-linéaires, les ondes sonores de fer dans un plasma et les vibrations dans une corde

non-linéaire. Il est utilisé dans de nombreuses applications physiques telles que la percolation de

l’eau dans le sous-sol poreux d’une couche horizontale de matériau. Cette forme particulière de



70 CHAPITRE 5. L’ÉQUATION DE BOUSSINESQ

cette équation présente un intérêt particulier car il est complètement intégrable et admet le forma-

lisme de diffusion inverse. De nombreuses méthodes bien connues, telles que la méthode de trans-

formation de diffusion inverse, le formalisme bilinéaire et la méthode de transformation Bäcklund

ont été utilisées pour traiter l’équation de Boussinesq complètement intégrable. Dans ce chapitre,

nous nous sommes concentrés sur le traitement des solutions précises et approximatives de l’équa-

tion de Boussinesq en suivant les méthodes de tangente hyperbolique (Tanh) et de décomposition

Adomian(ADM). Nous avons remarqué la grande convergence entre la solution approximative et

la solution exacte.

5.2 la méthode de tangente hyperbolique (Tanh)

5.2.1 Description de la méthode

Pour illustrer l’idée de base de la méthode de tangente hyperbolique (Tanh)[14, 49], nous considé-

rons les équations d’onde et d’évolution non-linéaires (en principe, dans une dimension) suivantes :

ut = [u, ux, uxx, ...] ou utt = [u, ux, uxx, ...]. (5.2.1)

Nous aimons savoir si les ondes progressives (ou les ondes stationnaires) sont des solutions de

(5.2.1). La première étape est le changement des variables indépendantes x et t en une variable

particulière par la définition ξ = c(x−vt). Ici, (c > 0) représente le nombre d’onde et v est la vitesse

(inconnue) de l’onde progressive. En conséquence, la quantité u(x, t) est remplacée par U(ξ), de

sorte que nous traitons des ODE plutôt que des PDE. De cette façon, les équations comme (5.2.1)

sont transformées en

− cv
dU
dξ

= [U, c
dU
dξ

, c2 d2U
dξ2 , ...] ou c2v2 d2U

dξ2 = [U, c
dU
dξ

, c2 d2U
dξ2 , ...]. (5.2.2)
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Notre objectif principal est de trouver des solutions exactes ou au moins approximatives, si possible,

pour ces ODE. Nous introduisons donc une nouvelle variable Y = tanh ξ dans l’ODE. Cette dernière

équation dépend alors uniquement de Y , car toutes les dérivées d
dξ ,

d2

dξ2 , d3

dξ3 ,. . . sont remplacés dans

(5.2.2) par :

d
dξ

= (1 − Y2)
d

dY
,

d2

dξ2 = −2Y(1 − Y2)
d

dY
+ (1 − Y2)2 d2

dY2 ,

d3

dξ3 = 2Y(1 − Y2)(3Y2 − 1)
d

dY
− 6Y(1 − Y2)2 d2

dY2 + (1 − Y2)3 d3

dY3 ,

d4

dξ4 = −8Y(1 − Y2)(3Y2 − 2)
d

dY
+ 4(1 − Y2)2(9Y2 − 2)

d2

dY2 − 12Y(1 − Y2)3 d3

dY3 + (1 − Y2)4 d4

dY4 ,

....

(5.2.3)

La ou le(s) solution(s) que nous recherchons seront écrites comme une série de puissance finie en

Y ,

u(x, t) = U(ξ) =

N∑
n=0

anYn. (5.2.4)

Pour déterminer N, nous équilibrons généralement les termes linéaires d’ordre le plus élevé dans

l’équation résultante avec les termes non linéaires d’ordre le plus élevé en utilisant le schéma sui-

vante.
U −→ N,

Un −→ nN,

U′ −→ N + 1,

U (r) −→ N + r.

Supposons que U (s) et U p(U (`))r les termes linéaires et non-linéaires d’ordre le plus élevé respecti-

vement, nous avons N + s = pN + r(N + `) ou équivalent à N = s−r`
p+r−1 . Nous collectons ensuite tous

les coefficients de puissances de Y dans l’équation résultante. Cela donnera un système d’équa-

tions algébriques impliquant les paramètres a1, a2, . . . aN . Après avoir déterminé ces paramètres,
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nous obtenons une solution analytique u(x, t).

5.2.2 La solution exacte de l’équation de Boussinesq par la méthode de Tanh

Dans cette section, nous appliquerons la méthode de Tanh pour trouver les solutions axactes de

l’équation de Boussinesq sous la forme :

∂2u(x, t)
∂t2 −

∂4u(x, t)
∂x4 −

∂2u(x, t)
∂x2 + 3

∂2u(x, t)2

∂x2 = 0. (5.2.5)

Nous considérons la transformation des ondes progressives définie par :

U(ξ) = u(x, t), ξ = c(x − vt). (5.2.6)

En utilisant Eqs. (5.2.6), ensuite (5.2.5) on déduit l’équation différentielle ordinaire suivante :

c2v2 d2U
dξ2 − c2 d2U

dξ2 + 6c2 d2U
dξ2 U(ξ) + 6c2

(
dU
dξ

)2

− c4 d4U
dξ4 = 0,

c’est-à-dire

(v2 − 1)
d2U
dξ2 + 6c2 d2U

dξ2 U(ξ) + 6c2
(
dU
dξ

)2

− c4 d4U
dξ4 = 0. (5.2.7)

Equilibrer maintenant la dérivée d’ordre le plus élevé d4U
dξ4 et le terme non-linéaire d2U

dξ2 U(ξ), on a

2N + 2 = N + 4 ou équivalent à N = 2. Donc, l’Eq. (5.2.4) se réduit à

U(ξ) = a0 + a1 tanh(ξ) + a2 tanh2(ξ), (5.2.8)

remplacer Eq. (5.2.8) dans Eq. (5.2.7) et en utilisant le logiciel Mathematica, on obtient une équa-
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tion de son côté gauche est un polynôme de tanh(ξ), (k = 0, 1, 2, ...) suivant :

− 120a2c2 tanh6(ξ) − 24a1c2 tanh5(ξ) + 240a2c2 tanh4(ξ) + 40a1c2 tanh3(ξ)

− 136a2c2 tanh2(ξ) − 16a1c2 tanh(ξ) + 16a2c2 + 60a2
2 tanh6(ξ)

+ 72a1a2 tanh5(ξ) + 18a2
1 tanh4(ξ) − 96a2

2 tanh4(ξ) + 36a0a2 tanh4(ξ)

− 6a2 tanh4(ξ) + 12a0a1 tanh3(ξ) − 2a1 tanh3(ξ) − 108a1a2 tanh3(ξ)

− 24a2
1 tanh2(ξ) + 36a2

2 tanh2(ξ) − 48a0a2 tanh2(ξ) + 8a2 tanh2(ξ)

− 12a0a1 tanh(ξ) + 2a1 tanh(ξ) + 36a1a2 tanh(ξ) + 6a2v2 tanh4(ξ)

+ 2a1v2 tanh3(ξ) − 8a2v2 tanh2(ξ) − 2a1v2 tanh(ξ) + 2a2v2 + 6a2
1 + 12a0a2 − 2a2.

(5.2.9)

En identifiant les coéfficients de ce polynôme de mêmes puissances tanh(ξ) à zéro, nous obtenons

un système d’équations algébriques de a0, a1, a2, v et c.

16a2c2 + 2a2v2 + 6a2
1 + 12a0a2 − 2a2 = 0,

− 16a1c2 − 2a1v2 − 12a0a1 + 2a1 + 36a1a2 = 0,

− 136a2c2 − 8a2v2 − 24a2
1 + 36a2

2 − 48a0a2 + 8a2 = 0,

40a1c2 + 2a1v2 + 12a0a1 − 2a1 − 108a1a2 = 0,

240a2c2 + 6a2v2 + 18a2
1 − 96a2

2 + 36a0a2 − 6a2 = 0,

72a1a2 − 24a1c2 = 0,

60a2
2 − 120a2c2 = 0,

(5.2.10)

où a2 , 0.

Les résoudre au moyen de Mathematica donne :

{
a0 →

1
6

(
−8c2 − v2 + 1

)
, a1 → 0, a2 → 2c2

}
, (5.2.11)
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substitution en Eq. (5.2.8), résulte

u(x, t) =
1
6

(
−8c2 − v2 + 1

)
+ 2c2 tanh2(c(x − tv)). (5.2.12)

5.3 Méthode de décomposition d’Adomian (ADM)

5.3.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, on considère l’équation fonctionnelle suivante

[3] :

Fu = g, (5.3.1)

où F représente un opérateur différentiel ordinaire ou partiel non-linéaire comprenant des termes

linéaires et non-linéaires et g est une fonction connue. La partie linéaire est généralement

décomposée en L + R, où L est un opérateur différentiel facilement inversible et R représente le

reste de l’opérateur linéaire. Dans ces conditions, l’équation précédente peut s’écrire sous la forme

suivante :

Lu + Ru + Nu = g, (5.3.2)

avec N un opérateur différentiel non-linéaire.

Nous pouvons écrire l’équation (5.3.2) comme suit :

Lu = g − Ru − Nu. (5.3.3)

L’application de L−1 aux deux côtés de (5.3.3) et l’utilisation de la condition initiale on obtient :

L−1(Lu) = L−1g − L−1(Ru) − L−1(Nu), (5.3.4)

où L−1 =
∫ ∫

. . .
∫

(.)(dt)n est l’inverse de l’opérateur L.

Puisque

L−1(Lu) = u − φ, (5.3.5)



5.3 Méthode de décomposition d’Adomian (ADM) 75

et φ est la constante de l’intégration.

Par conséquent, l’équation (5.3.4) devient :

u = φ + L−1g − L−1(Ru) − L−1(Nu). (5.3.6)

La méthode d’Adomian consiste à rechercher la solution sous forme d’une série :

u =

∞∑
n=0

un, (5.3.7)

puis à décomposer le terme non-linéaire Nu sous forme d’une série :

Nu =

∞∑
n=0

An. (5.3.8)

Les termes An sont appelés polynômes d’Adomian et sont obtenus grâce à la relation suivante :

An(u0, u1, . . . , un) =
1
n!

dn

dλn

[
N
( n∑

i=0

λiui

)]
λ=0
, n = 0, 1, 2 . . . , (5.3.9)

où λ est un paramètre réel introduit par convenance. Pour savoir comment calculer les polynômes

Adomian, voir [53, 17].

En substituant les équations (5.3.7) et (5.3.8) dans (5.3.6), on obtient :

∞∑
n=0

un = φ + L−1g − L−1R
∞∑

n=0

un − L−1
∞∑

n=0

An. (5.3.10)

D’où on déduit
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u0 = φ + L−1g,
u1 = −L−1Ru0 − L−1A0,

u2 = −L−1Ru1 − L−1A1,
...

un+1 = −L−1Run − L−1An.

(5.3.11)

Il est à noter que cette identification n’est pas unique mais c’est la seule qui permet de définir

explicitement les un. La relation (5.3.11) permet de calculer tous les termes de la série sans

ambiguïté car les An ne dépendent que de u0, u1, ..., un.

En pratique, il est presque impossible de calculer la somme de la série
∑∞

n=0 un (sauf pour des cas

très particulier). Aussi se contente-t-on généralement d’une solution approchée, sous la forme de

série tronquée :

u(x, t) ≈
n−1∑
i=0

ui, n ≥ 1. (5.3.12)

Remarque 5.3.1 La comparaison entre (2.1.9) et (5.3.9) a montré que les polynômes de He ne

sont que des polynômes d’Adomian et qu’ils sont calculés comme les polynômes d’Adomian, voir

[28].

5.3.2 Convergence de la méthode ADM

Cherruault [10, 11, 12] a donné la première preuve de convergence de l’ADM et il a utilisé le

théorème de point fixe.

En effet, de la relation (5.3.11) on déduit :

Théorème 5.3.1

Si
∑
n≥0

An < +∞ alors
∑
n≥0

un < +∞, (5.3.13)
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et réciproquement.

Notons d’abord que la méthode décompositionnelle appliquée à (5.3.1) se ramène à la recherche

d’une suite :

S n = u1 + u2 + u3 + ... + un,

avec S 0 = 0 et vérifiant la relation récurrente suivante :

S n+1 = N(u0 + S n), S 0 = 0, u0 = g, n = 0, 1, 2, . . . . (5.3.14)

On en déduit le résultat de convergence suivant :

Théorème 5.3.2 Si l’opérateur N est une contraction (c’est-à-dire vérifie ‖N‖ < δ < 1) alors la

suite (S n)n satisfaisant la relation de récurrence S n+1 = N(u0 + S n) avec S 0 = 0, n ≥ 0 converge

vers S solution de S = N(u0 + S ).

Démonstration.

De la relation (5.3.14), on a :

‖S n+1 − S ‖ = ‖N(u0 + S n) − N(u0 + S )‖

≤ ‖N‖ ‖S n − S ‖ ≤ δ ‖S n − S ‖

≤δn ‖S 1 − S ‖ .
D’où la convergence de la suite (S n)n vers S . Par ailleurs, on a :

∑
n≥0

An =
∑
n≥1

un,

et comme
∑

n≥1 un est convergente d’après le Théorème (5.3.1), on a alors le résultat suivant :

Corollaire 5.3.1 Si N est une contraction alors les séries des un et des An sont convergentes. De

plus,
∑

n≥0 un est la solution de l’équation :

Fu = g.
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5.3.3 La solution approximative de l’équation de Boussinesq par (ADM)

Considérons l’équation de Boussinesq

utt(x, t) − u4x(x, t) − u2x(x, t) + 3(u2)xx(x, t) = 0, (5.3.15)

avec des conditions initiales suivantes

u(x, 0) =
1

24
+

1
8

tanh2
( x
4

)
. (5.3.16)

ut(x, 0) = −
1

32
tanh

( x
4

)
sech2

( x
4

)
. (5.3.17)

Comparant (5.3.15) avec Eq. (5.3.2) nous avons g = 0, L et Ru et Nu devient :

L =
∂2

∂t2 (.), Ru = −u4x − u2x, Nu = 3(u2)xx = 6(ux)2 + 6uu2x. (5.3.18)

Nous pouvons écrire l’équation (5.3.15) comme suit :

utt(x, t) = u4x(x, t) + u2x(x, t) − 3(u2)xx(x, t). (5.3.19)

L’application de L−1 =
∫ t

0

∫ t

0
(.)(dt)2 aux deux côtés de (5.3.19) et l’utilisation des conditions ini-

tiales nous permet d’obtenir :

u(x, t) = −
1
32

t tanh
( x
4

)
sech2

( x
4

)
+

1
8

tanh2
( x
4

)
+

1
24

+ L−1(u4x + u2x)− L−1(6(ux)2)− L−1(6uu2x). (5.3.20)

La méthode d’Adomian consiste à rechercher la solution sous forme d’une série :

u =

∞∑
n=0

un, (5.3.21)

puis à décomposer le terme non-linéaire Nu sous forme d’une série :

Nu = N1u + N2u =

∞∑
n=0

An +

∞∑
n=0

Bn, (5.3.22)
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tel que

N1u = 6(ux(x, t))2 = 6(
∞∑

n=0

unx)
2 =

∞∑
n=0

An(u0, u1, u2, . . . , un), (5.3.23)

N2u = 6u(x, t)u2x(x, t) = 6
∞∑

n=0

un

∞∑
n=0

un2x =

∞∑
n=0

Bn(u0, u1, u2, . . . , un), (5.3.24)

les termes An et Bn sont appelés polynômes d’Adomian.

Ainsi, les polynômes d’Adomian An et Bn sont sous les formes

A0 = 6u2
0x
,

A1 = 12u0xu1x ,

A2 = 6
(
u2

1x
+ 2u0xu2x

)
,

A3 = 6
(
2u1xu2x + 2u0xu3x

)
,

A4 = 6
(
u2

2x
+ 2u1xu3x + 2u0xu4x

)
,

...

(5.3.25)

et
B0 = 6u0u02x,

B1 = 6
(
u1u02x + u0u12x

)
,

B2 = 6
(
u2u02x + u1u12x + u0u22x

)
,

B3 = 6
(
u3u02x + u2u12x + u1u22x + u0u32x

)
,

B4 = 6
(
u4u02x + u3u12x + u2u22x + u1u32x + u0u42x

)
,

....

(5.3.26)

En remplaçant les équations (5.3.21), (5.3.23), (5.3.24) dans l’équation (5.3.20), il vient

∞∑
n=0

un = −
1

32
t tanh

( x
4

)
sech2

( x
4

)
+

1
8

tanh2
( x
4

)
+

1
24

+ L−1

 ∞∑
n=0

(un)4x +

∞∑
n=0

(un)2x −

∞∑
n=0

An −

∞∑
n=0

Bn

 . (5.3.27)



80 CHAPITRE 5. L’ÉQUATION DE BOUSSINESQ

Grâce à la méthode (ADM), nous obtenons récursivement

u0(x, t) = −
1

32
t tanh

( x
4

)
sech2

( x
4

)
+

1
8

tanh2
( x
4

)
,

u1(x, t) = L−1
{

u04x + u02x − A0 − B0

}
,

u2(x, t) = L−1
{

u14x + u12x − A1 − B1

}
,

u3(x, t) = L−1
{

u24x + +u22x − A2 − B2

}
,

...
...

un+1(x, t) = L−1
{

un4x + un2x − An − Bn

}
.

(5.3.28)

A l’aide du logiciel Mathematica, nous obtenons :
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+
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+
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−
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(
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u2(x, t) = −
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u(x, t) ≈ u0 + u1 + u2 =
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(a) uexacte(x, t) (b) Uapprox(x, t)

.
Figure 5.1 – Les surfaces représentatives des solutions exactes (5.2.12) quand c = 1

4 et ν = 1
2 et

approximative (5.3.29) de Eq. (5.2.5), avec (x, t) ∈ [−10, 10] × [0, 4] (à l’aide de Mathematica)
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(a) uexact(x, t) et uADM(x, t)

.
Figure 5.2 – Les courbes représentatives des solutions exactes (5.2.12) quand c = 1

4 et ν = 1
2 et

approximative (5.3.29) de Eq. (5.2.5), pour t = 1 et x ∈ [−10, 10] (à l’aide de Mathematica)

Conclusion :
Notre recherche de la solution approchée de cette équation est de montrer l’importance de la mé-

thode (ADM) utilisée et son efficacité, en comparant et en observant la compatibilité de la solution

approximative avec la solution exacte, et c’est ce qu’illustre la représentation graphique des deux

solutions.
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