
 

 

N° d’ordre : 
 

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE & POPULAIRE 

 

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR & DE LA RECHERCHE 

SCIENTIFIQUE 
 

 

 

UNIVERSITE DJILLALI LIABES 

        FACULTE DES SCIENCES EXACTES 

SIDI BEL ABBES 
 
 

 

 

THESE 
DE DOCTORAT EN SCIENCES 

 

Présentée par : Nacéra  BOUIZEM  
Spécialité : Mathématiques 
Option : Systèmes dynamiques 
 

Intitulée  
 

 
 

 
 
   Soutenue le : 15/12/2020 
   Devant le jury composé de : 
 

Président: Soufiane MOKKEDEM, Pr à  l’Université  Djillali LIABES Sidi 

Bel Abbes. 

Examinateurs: Bedr’Eddine AINSEBA, Pr à l’Université de Bordeaux  

France.   

                          Sidi Mohamed BOUGUIMA, Pr  à L’Université Abou bekr  

BELKAID Tlemcen. 

                          Habib HABIB , M. C. A. à ’Université  Djillali LIABES Sidi 

Bel Abbes. 

                          Mustapha YEBDRI Pr  à L’Université Abou Bekr 

BELKAID Tlemcen. 

Directeur de thèse: Abdelkader LAKMECHE Pr à L’Université Djillali 

LIABES Sidi Bel Abbes. 
 

Année universitaire 2019 / 2020 

 

Modèles mathématiques sur le cancer 



Dedicace

A mes très chères parents que j’aime.
A ma très chère soeur Amara et son mari Nadjib Sid Ali.
A tous mes frères en particulier Boubekeur Seddik et à tous les membres de ma famille
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bout ne négligeant aucun détail.
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2.7 Définition du contrôle optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.7.1 Le principe du maximum de Pontryagin . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Introduction

La leucémie est un cancer du sang et de la moelle osseuse, il est caractérisé par une pro-
lifération excessive des globules blancs. La modélisation mathématique de l’hématopöıèse
a reçu une attention considérable au cours des dernières années, les modèles considérés
dans cette thèse sont inspirés des travaux de [1]-[3] et [24]. Le premier modèle mathématique
a été proposé par Mackey [54] en 1978. Dans le travail de Adimy et al [1] en 2005, les
auteurs ont fait l’analyse d’un modèle mathématique de la production des cellules san-
guines dans la moelle osseuse, c’est un système qui décrit l’évolution de la population
cellulaire. En construisant une fonction de Lyapunov ils ont montré que l’équilibre trivial
est globalement asymptotiquement stable, si c’est le seul équilibre. Ils ont prouvé aussi
que l’équilibre non trivial peut devenir instable via une bifurcation de Hopf, ensuite ils ont
illustré les résultats par des simulations numériques. Nous mentionnons aussi le travail de
D. Dingli et Michor [24] qui ont considéré que l’homéostasie dépend seulement du nombre
total des cellules souches hématopöıétiques et pas d’information sur la coexistence des
cellules normales et d’autre chercheurs comme B. Ainseba et C. Benosman [2] qui ont
présenté un modèle mathématique dont ils ont défini l’état d’équilibre blast, non patho-
logique et chronique, aussi ils ont étudié la stabilité asymptotique locale et la stabilité
globale des états d’équilibre avec des simulations numériques qui montrent la dynamique
des cellules normales et leucémiques.

Nous présentons dans cette thèse les effets de la thérapie comme un problème de contrôle
optimal pour minimiser le coût du traitement et le nombre des cellules cancéreuses, c’est
pour cela que nous nous intéressons au problème de contrôle de B. Ainseba et C. Be-
nosman [3] qui considère la dynamique de la leucémie myélöıde chronique décrite par un
modèle de quatre équations différentielles ordinaires, ils ont analysé la dynamique globale
des cellules souches hématopöıétiques, différenciées normales et cancéreuses en utilisant
le principe de Bendixon-Dulac après ils ont introduit les effets du traitement.
Tandis que Horst Bencke [8] a présenté plusieurs modèles du contrôle optimal sur les
épidémies SIR.

D’autre part, dans le livre de Urszula Ledzewicz [72], elle a appliqué les outils et les
méthodes du contrôle optimal pour analyser plusieurs modèles qui décrivent la dyna-
mique de la population des cellules cancéreuses sous différentes thérapie anticancéreuses.
Parmi les travaux concernant les modèles mathématiques de la leucémie myélöıde chro-
nique, nous citons [1]-[3], [12], [16], [18], [20]-[22], [24]-[27], [32], [34], [37], [42], [50], [51],
[57], [58], [62], [67],[70], [71], [78], [81], [82] et [85].

Dans cette thèse, nous considérons quelques modèles de la leucémie myélöıde chronique
défini par des équations différentielles ordinaires ou à retard.
Dans le premier chapitre, nous donnons une idée générale sur les différents types des cel-
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lules souches, nous définissons l’hématopöıèse et ses compartiments, les étapes du cycle
cellulaire ainsi que les cellules sanguines, nous précisons comment se produit la leucémie
myélöıde chronique (LMC) et nous mentionnons quelques médicaments de cette maladie.
Dans le deuxième chapitre, nous indiquons les définitions, les propositions, les corollaires
et les théorèmes utiles pour la suite de cette thèse.
Dans le troisième chapitre, nous proposons le modèle mathématique, sur la maladie de la
leucémie suivant 

x′0 = nΦ(x0 + y0 + z0)x0 − d0x0

x′1 = rx0 − (d− d2)x1

y′0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)y0 − g0y0

y′1 = qy0 −
(
g − g2 + h2(u)

)
y1

z′0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)z0 − g0rz0

z′1 = qz0 −
(
dr − d2r + h2r(u)

)
z1

(1)

où les variables sont
x0, y0 et z0 : nombre des cellules souches normales, cancéreuses et cancéreuses résistantes
respectivement,
x1, y1 et z1 : nombre des cellules différenciées normales, cancéreuses et cancéreuses résistantes
respectivement.
Nous faisons l’étude de la stabilité des états d’équilibre du modèle (1) en fonction des
paramètres.
Dans le quatrième chapitre, nous étudions le modèle suivant

x′0 = nΦ(x0 + y0 + z0)x0 − d0x0

x′1 = rx0 − (d− d2)x1

y′0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)y0 − g0y0

y′1 = qy0 −
(
g − g2 + u

)
y1

z′0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)z0 − g0rz0

z′1 = qz0 −
(
dr − d2r + u

)
z1.

(2)

Nous démontrons l’existence et l’unicité du contrôle optimal en utilisant le théorème du
point fixe de Banach et nous cherchons les conditions pour avoir un contrôle singulier.
Dans le dernier chapitre, notre modèle est inspiré du travail de [37]. Plus exactement,
nous considérons un modèle mathématique avec retard donné par

ẋ = −β0x− β3(β1 + β2 + 1− β1 − β2) 1
1+c1(x+y)

x

+2β3(1− β1 − β2) 1
1+c1(xτ+yτ )

e−β0τxτ + β3β1
1

1+c1(xτ+yτ )
e−β0τxτ ,

ẏ = −γ0y − γ3(γ1 + γ2 + 1− γ1 − γ2) 1
1+c2(x+αy)

y

+2γ3(1− γ1 − γ2) 1
1+c2(xτ+αyτ )

e−γ0τyτ + γ3γ1
1

1+c2(xτ+αyτ )
e−γ0τyτ ,

(3)

où les variables sont
x (y resp.) : la densité des cellules souches normales (leucémiques resp.),
τ : période de la division du cycle cellulaire.
Nous étudions l’existence et la stabilité des équilibres suivant les paramètres du modèle
(3).



Chapitre 1

Partie biologique

En 1845 deux médecins l’anglais John Hughes Benett et l’allemand Rudolf Virchow
décrivent une maladie (augmentation de la rate, du fois et des globules blancs ).
Le docteur John Hughes Benett pensait que l’origine de cette maladie était infectieuse
alors que le docteur Rudolf Virchow a remarqué que le problème se situait au niveau de
la moelle osseuse et proposa le nom de la leucémie (leucose en grec qui signifie blanc).

En 1960 deux chercheurs américains Peter Nowell et David Ingerford de l’université de
Philadelphie publient dans la prestigieuse revue Science la découverte de la moelle d’un
patient atteint de la leucémie myélöıde chronique d’un petit chromosome anormal, c’est la
première fois qu’une anomalie chromosomique est associée à une maladie du sang. A cette
époque les techniques de coloration des chromosomes sont moins performantes qu’aujour-
d’hui et le marquage en bandes des chromosomes n’existait pas, ce chromosome n’étant
pas identifié les deux chercheurs le nomme chromosome de Philadelphie.
En 1970 on met au point les techniques de bandes performantes.

En 1973 à chicago, le docteur Jannett Rowley montre grâce aux nouvelles techniques de
coloration que ce chromosome de Philadelphie n’est pas tout seul, il résulte d’un échange
de matériel chromosomique, entre un chromosome 9 et un chromosome 22.
Au début des années 80 les gènes impliqués dans cette translocation sont identifiés, sur le
chromosome 9 le gène s’appelle Abelson (ABL) et sur le chromosome 22 le gène s’appelle
(BCR).

Dans la la leucémie myélöıde chronique l’échange du matériel chromosomique entre le
chromosome 9 et 22 conduit au rapprochement et à la fusion des gènes ABL et BCR qui
a l’état normal sont séparés et la vont se retrouver rapproché et du fait de ce rappro-
chement, la protéine kinase ABL va s’emballer et capter de plus en plus de phosphate
sans arrêt, elle va les mettre dans sa poche et elle va venir activer les autres protéines
d’une façon débridée beaucoup trop par rapport à la normal, d’où la leucémie myélöıde
chronique. Pour empêcher cet emballement et essayer de traiter les patients, en 1998 un
premier médicament a été mis au point, c’est un anti-tyrosine kinase qui va agir de façon
précise au niveau de la protéine Abelson, en venant se nicher dans la poche destinée au
groupement de phosphate et empêcher ainsi la fixation du groupement de phosphate.

Ce médicament a révolutionné le traitement de la leucémie myélöıde chronique, et de-
puis d’autres inhibiteurs de la tyrosine kinase sont apparus sur le marché en particulier
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en 2006 et en 2007.
Maintenant nous allons donné une idée générale sur les cellules souches.
Une cellule souche est une cellule indifférenciée qui possède la capacité d’auto-renouvellement,
elles proviennent majoritairement de l’embryon.

L’auto-renouvellement des cellules souches se fait par division cellulaire après laquelle
une cellule fille reste une cellule souche alors que l’autre est soit également une cellule
souche (division symétrique) soit une cellule différenciée (division asymétrique). (voir Fi-
gure 1.1).

Figure 1.1 – Autorenouvellement et différenciation [87]

1.0.1 Différents types de cellules souches

On distingue plusieurs types de cellules souches selon leurs capacité de différenciation :
(voir Figure 1.2 et 1.3)
a) Les cellules souches totipotentes
Ovule fécondée ou cellules issues des premières division de cet œuf jusqu’au quatrième
jour. Ces cellules sont les seules à permettre le développement d’un individu complet à
condition d’être placé in vivo pour permettre une orientation de l’embryon impossible
in-vitro.
Ces cellules peuvent être différenciées en tout type cellulaire de l’organisme qu’elles de-
vaient conduire à former (cellules épithéliales, neuronales, hépatiques).

b) Les cellules souches pluripotentes
Ce sont des cellules souches embryonnaires, elles ne peuvent à elles seules aboutir à la
création d’un individu complet, elles proviennent de la masse cellulaire interne du blas-
tocyte (au stade de 40 cellules) elles ont vocation à former tous les tissus de l’organisme
mais ne peuvent pas être seule à l’origine de l’être humain.

c) Les cellules souches multipotentes
Elles sont présentées dans l’embryon ou dans l’organisme adulte, elles sont à l’origine de
plusieurs types de cellules différenciées mais conservent leur capacité à s’autorenouveler.
Elles peuvent donner naissance à plusieurs types de cellules, elles peuvent se différencier
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en plus de 200 types de tissus (cellules nerveuses, sanguines, ...).

d) Les cellules souches unipotentes
Elles ne peuvent produire qu’un seul type cellulaire (tout en s’autorenouvelant) comme
la peau, le foie, et la testicule.

Figure 1.2 – Différents type des cellules souches [88]

Figure 1.3 – Ovule fécondé et segmentation des cellules souches [89]

1.0.2 Origine des cellules souches

a) Les cellules souches embryonnaires
Elles sont présentées dans l’embryon peu de temps après la fécondation jusqu’au stade de
développement dit de blastocyte où elles constituent encore la masse cellulaire interne.
Ces cellules sont à l’origine de tous les tissus de l’organisme adulte.
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b) Les cellules souches featales
Une cellule souche featale est un type de cellule souche multipotente d’origine featale.
Elles peuvent être prélevées sur des fœtus issus d’une interruption volontaire de grossesse.
Elles peuvent être orientées vers un type cellulaire particulier.

c) Les cellules souches adultes ou somatiques
Les cellules souches adultes sont des cellules indifférenciées que l’on trouve au sain des
tissus qui sont composés en majorité de cellules différenciées, ce sont des cellules multipo-
tentes. Elles sont capables de donner naissance à différentes lignées cellulaire d’un tissu
donné, elles sont la base de renouvellement naturel d’un tissu et de sa réparation à la suite
d’une lésion. Elles ont été identifiées dans la plupart des organes : la peau, l’intestin, l’os,
le cerveau, la moelle osseuse, le foie, le cœur, le pan-créa.

Dans un tissu normal on trouve un équilibre entre le maintien du nombre des cellules
souches par auto-renouvellement et l’entrée en différenciation, il s’agit alors d’une homéostasie
(l’homéostasie est la maintenance de l’ensemble des paramètres physico-chimiques de l’or-
ganisme qui doivent rester relativement constants comme la glycémie, la température, le
taux de sel dans le sang).

Les cellules souches adultes sont dénommées selon leur tissu d’origine (cellules souches
mésenchymateuses de la moelle osseuse, cellules souches hématopöıétiques, cellules souches
endothéliales, cellules souches dermiques, cellules souches épidermiques). Mais la moelle
osseuse contient plusieurs types de cellules souches principalement les cellules souches
hématopöıétiques (C.S.H) donnant naissance aux différentes lignages des cellules san-
guines. D’autre part, les cellules souches hématopöıétiques permettent à elles seules de
recréer toutes les cellules sanguines.

d) Les cellules souches amniotiques
Elles sont considérées comme représentant d’un intermédiaire entre les cellules souches
embryonnaires et les cellules souches adultes, elles peuvent se différencier en un grand
nombre de lignées cellulaires. Ces cellules ont un énorme potentiel de multiplication et
elles ne représentent que 1 à 2 % du liquide amniotique dans lequel baigne le bébé.

1.0.3 L’hématopöıèse

L’hématopöıèse est l’ensemble des phénomènes qui concourent à la fabrication et au rem-
placement continu des cellules sanguines, elles sont très différenciées.

L’hématopöıèse assure une production quantitativement très importante, chaque jour elle
produit environ 1013 cellules sanguines. Cette production est assurée par une population
de cellules de la moelle osseuse appelées cellules souches hématopöıétiques. Après la nais-
sance l’hématopöıèse normale est localisée exclusivement dans la moelle osseuse jusqu’à
l’âge 5 ans tous les os ont une activité hématopöıétique, ensuite cette activité va progres-
sivement se limiter au niveau des os courts et plats (sternum, cotes, vertèbres, os iliaques).
Trois éléments jouent un rôle important pour obtenir une hématopöıèse correcte et régulière :
le micro-environnement médullaire, certaines vitamines et oligoélément, et les facteurs de
croissance.
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a) Le micro-environnement médullaire
Le micro-environnement médullaire constitue le cadre dans lequel se développent les cel-
lules hématopöıétiques.

b) Certaines vitamines et oligoélément
Certaines vitamines et oligoélément sont indispensables à l’hématopöıèse, certaines agissent
sur l’ensemble des lignées cellulaires, c’est le cas de la vitamine B12 et de l’acide folique
qui sont nécessaire à la synthèse de l’ADN et donc à la division cellulaire, leur déficit
entrâınera des anomalies de formation dans toutes les lignées.

c) Les facteurs de croissance
Les facteurs de croissance sont nécessaire pour la survie, la différenciation, la multiplica-
tion et la maturation des cellules de l”hématopöıèse.
Les facteurs de croissance sont des glycoprotéines agissant comme des hormones hématopöıétiques.
On distingue trois types de facteurs de croissance selon leur lieu d’action au cours de
l’hématopöıèse.
1- Les facteurs de promotion
Ils augmentent le nombre des cellules souches en cycle cellulaire, ils sensibilisent les cel-
lules souches multipotentes à l’action des autres facteurs de croissance.
2- Les facteurs multipotents
Ils agissent sur les cellules souches les plus immatures après sensibilisation par les facteurs
de promotion et ils permettent la survie et la différenciation des cellules souches.
3- Les facteurs restreints
Ils agissent sur les cellules souches engagées et favorisent la multiplication cellulaire et la
maturation des précurseurs.

1.0.4 Les compartiments de l’hématopöıèse

Toutes les cellules sanguines sont produites à partir d’une même cellule indifférenciée dite
cellule souche multipotente ou cellule souche primitive. Une cellule souche multipotente
se différencie en progéniteurs, précurseurs et matures.

a) Les progéniteurs
La première différenciation d’une cellule souche multipotente après sa mise en cycle se
fait vers la lignée lymphöıde ou vers la lignée myélöıde.
La cellule souche lymphöıde possède la potentialité de différenciation vers les deux types
de lymphocytes (T et B).
La cellule souche myélöıde va poursuivre son programme de différenciation et donner nais-
sance à des progéniteurs encore plus engagés.
Les progéniteurs perdent progressivement leur capacité d’auto-renouvellement au fur et à
mesure de leur avancement dans la différenciation.

b) Les précurseurs
Les précurseurs hématopöıétiques ne sont plus des cellules souches car ils ont perdus toute
capacité d’auto-renouvellement, le compartiment des précurseurs a pour but la multipli-
cation et la maturation cellulaire. Ils sont localisés dans la moelle osseuse et un précurseur
peut donner naissance à 32 cellules filles.
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c) Les cellules matures
L’ensemble de l’hématopöıèse à lieu dans la moelle osseuse, seules les cellules terminales
matures vont passer dans le sang.

Figure 1.4 – Les compartiments de l’hématopöıèse [90]

1.0.5 Cycle cellulaire

Sous l’influence de signaux mitogènes, les cellules en phase de repos entament la phase de
prolifération dans deux principales phases.

a) L’inter-phase
Durant cette étape les chromosomes sont répliqués suivant les phases G1, S, et G2.
- La phase G1

Dans cette phase les cellules passent par le point de restriction, c’est un point de non
retour à partir duquel la cellule est irréversible engagée dans la division qui ne dépend
plus des facteurs mitogènes.
- La phase S
Au cours de cette phase, la duplication de l’ADN se réalise et chaque chromosome est
copié.
- La phase G2

C’est une phase de vérification voire de réparation de l’ADN dupliqué dans la phase S.
b) La mitose
Division indirecte de la cellule dans laquelle chaque chromosome se dédouble de sorte que
les deux cellules résultant de cette division possède en nombre égale les mêmes chromo-
somes de la cellule d’origine.
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Figure 1.5 – Cycle cellulaire [91]

1.0.6 Les cellules sanguines

a) Les globules rouges ou l’hematies
Ce sont des cellules dont le cytoplasme est riche en hémoglobine, elles assurent la circula-
tion de l’oxygène et l’évacuation du dioxyde de carbone dans l’organisme, la durée de vie
120 jours.

b) Les globules blancs ou leucocytes
Ce sont des cellules du système immunitaire, elles sont présentées dans le sang au cas
d’infection ou de réaction inflammatoire le nombre des globules augmente, on retrouve
trois principales classes de leucocytes.
- Les granulocytes : elles sont réparties en trois catégories selon leurs rôles dans la défense
de l’organisme. On distingue les neutrophiles, les basophiles et les éosinophiles.
- Les lymphocytes : ce sont des cellules qui réagissent suite à la présence des bactéries
ou des cellules cancéreuses. On retrouve les lymphocytes T, les lymphocytes B et NK
(Naturel Killers).
- Les monocytes : elles possèdent une activité de destruction et de digestion des corps
étrangers (virus, parasites et bactéries) et se multiplient en cas d’infection chronique, la
durée de vie 24 heures.
c) Les plaquettes ou thrombocytes

Les plaquettes sanguines sont des petites cellules sans noyau que l’on trouve dans le sang
comme les globules rouges et les globules blancs, elles ont un rôle primordial dans le
processus de la coagulation, elles servent à éviter tout saignement à l’intérieur du corps,
la durée de vie quelque jours.
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Figure 1.6 – Globules rouges [92]

1.0.7 La leucémie

La leucémie est un cancer de la moelle osseuse et le sang ou est caractérisée par une
prolifération (la production par multiplication) des cellules sanguines généralement les
globules blancs. Elle est subdivisée en une aigüe et chronique.

Le mot la leucémie signifie sang blanc est dérivé du même non de la maladie des glo-
bules blancs élevé, il y a deux types de leucémie : La leucémie lymphöıde (aigüe ou
chronique) et La leucémie myélöıde (aigüe ou chronique).

a) La leucémie aigüe est caractérisée par l’augmentation des cellules sanguines im-
matures, cette surpopulation rend la moelle osseuse incapable de produire des cellules
sanguines saines.

b) La leucémie chronique se distingue par l’accumulation excessive relativement ma-
ture mais toujours anormale des globules blancs, les cellules sont produites à un taux
beaucoup plus élevé que les cellules normales, ce qui entrâıne de nombreux globules blancs
anormaux dans le sang.
c) Les symptômes de leucémie
Un manque de plaquettes sanguines, la leucémie empêche le système immunitaire de
fonctionner normalement, certaines patients éprouvent d’autres symptômes comme des
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Figure 1.7 – Les globules blancs [93]

nausées, la fièvre, des frissons, des sueurs nocturnes ou sensation de fatigue, les os peuvent
être douloureux.

d) Cause de leucémie
Il n’y a aucun moyen de prévenir la maladie comme parmi des causes naturelles et ar-
tificielles ionozing radiation, virus tel que le virus T- lymphotrope humain et certains
produits chimiques.

1.0.8 La leucémie myélöıde chronique

La leucémie myélöıde chronique est une maladie caractérisée par une anomalie chromo-
somique acquise (dite chromosome Philadelphie) c’est à dire la translocation entre les
chromosomes 9 et 22 donnant naissance à un chromosome anormal appelé chromosome
Philadelphie, cette translocation génère une protéine provenant de la fusion entre les gènes
Bcr du chromosome 22 et Abl du chromosome 9, cette protéine est une tyrosine kinase
(figure 1.9).
Cette anomalie est retrouvée dans toutes les lignées hématopöıétiques et elle n’est pas
retrouvée dans les cellules non hématopöıétiques.
La tyrosine kinase est une enzyme qui peut transférer un groupe de phosphate à partir
du tri-phosphate d’adénosine à une protéine dans une cellule.
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Figure 1.8 – Les plaquettes [94]

La phospharylisation des protéines par des kinases est un mécanisme important dans les
signaux des communications dans une cellule (transduction de signal) et l’activité cellu-
laire de réglementation, tel que la division cellulaire.
La tyrosine kinase peut devenir une enzyme non réglée dans une organisation due aux
influences comme des mutations (figure 1.10-A).

Depuis quelques années, les personnes atteintes de la leucémie myélöıde chronique ont
bénéficié de meilleurs traitements. Les traitements sont prescrits dans certain ordre, ces
traitements sont dits de première, deuxième ou troisième intention.

Un patient va probablement prendre un inhibiteur de BCR-ABL, ces inhibiteurs réduisent
l’activité de BCR-ABL qui est le gène responsable de la leucémie.

1.0.9 Traitement par l’Imatinib (Glivec)

L’Imatinib est un inhibiteur compétitif de l’activité tyrosine kinase Bcr-Abl, cette dernière
donne l’ordre aux cellules de proliférer de façon anarchique et les empêche de subir
l’apoptose (mort cellulaire programmée). Il a été approuvé par l’agence européenne des
médicaments (A E M) en 2001.

L’Imatinib empêche la protéine de fonctionner correctement car il va se fixer sur le site
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Figure 1.9 – Chromosome de philadelphie [95]

de liaison du tri-phosphate d’adénosine l’empêchant de donner ces ordres de prolifération
cancéreuse, c’est un traitement ciblé à ce jour qui est maintenant utilisé en 1er intention,
il a peu d’effets secondaires et peut être prix a voie orale à domicile, avec ce médicament
plus de 90% des patients seront en mesure de vivre avec la maladie même parfois jusqu’à
cocher cinq ans. L’Imatinib reste le traitement de choix (figure 1.10-B).

L’Imatinib n’est pas indiqué chez les patients durant la grossesse ou ayant une espérance
de vie limité. Il y a aussi Dasatinib approuvé par l’AEM en 2006, et Nilotinib ap-
prouvé par l’AEM en 2007.

Depuis que l’Imatinib a été approuvé les médecins ont acquis de l’expérience sur la
meilleure manière d’utiliser ces médicaments pour le traitement des patients.
Aujourd’hui le but de traitement est de faire en sorte que les patients atteints de la
leucémie myélöıde chronique survivent et bénéficient d’une bonne qualité de vie, c’est
pour cette raison que le réseau Européen Leukemia Net (ELN) a choisi de publier une
mise à jour des recommandations thérapeutiques en 2009.

a) Transplantation des cellules souches
Si le patient est dans la phase accélérée (PA) ou la phase blastique (PB) de la mala-
die, la solution peut être consister à obtenir des cellules souches saines d’un donneur,
c’est ce que l’on appelle une transplantation allogénique des cellules souches, les nouvelles
cellules souches peuvent aider l’organisme à fabriquer suffisamment de cellules sanguines
saines (globules rouges, globules blancs et plaquettes). Si elle est couronnée de succès, une
telle transplantation peut guérir la maladie mais les transplantations comportent aussi un
risque important pour la santé et peuvent même se révéler fatales, c’est pourquoi dans la
plupart des cas la transplantation n’est pas la première option.
b) Interféron Alpha

Avant l’introduction de l’Imatinib, Interféron Alpha était le traitement médical privilégié
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si la transplantation de cellules n’était pas disponible l’Interféron Alpha provoque la mort
des cellules leucémiques administrés à haute dose en monothérapie on obtient des réponses
satisfaisantes.

Figure 1.10 – Tyrosine kinase [96]

1.0.10 La résistance à la chimiothérapie

La résistance à la chimiothérapie a été découverte récemment (voir [52]). C’est un
mécanisme dû à plusieurs raisons, parmi les quelles :
- La surexpression des protéines membranaires qui entrainent un flux cytotoxique
du milieu intracellulaire vers l’extracellulaire alors la concentration intracellulaire du
médicament réduit son efficacité.
- Le médicament ne reconnait plus sa cible ou la quantité du médicament est insuffisante.
- Les phénomènes de la réparation de l’ADN peuvent être dérégulés, et entrainent la
réduction de la cytotoxicité.
- Les mutations représentent un pourcentage assez important des causes de résistance
au traitement par exemple l’Imatinib ou Glivec mais lors de l’évolution de la maladie le
traitement perd son efficacité.
On distingue plusieurs types de résistance. Les résistances BCR-ABL (dépendantes) sont
dûes soit à une amplification du gène BCR-ABL, ou une augmentation de la concentra-
tion intracellulaire du BCR-ABL. L’évolution clonale de la maladie c’est-à-dire les ano-
malies chromosomiques additionnelles au chromosome Philadelphie met en jeu d’autres
oncogènes que BCR-ABL responsable de la maladie. Les cellules souches leucémiques
quiescentes chez les patients traités par l’Imatinib, in vitro il a été prouvé qu’il existe un
compartiment de progéniteurs primitifs quiescents qui est insensible au traitement.
Nous citons quelques références ayant trait à la modélisation de la résistance du cancer,
[10], [11], [30], [31], [33], [35], [41], [42], [44], [46], [47], [49], [52], [53] et [63]-[65].



Chapitre 2

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous regroupons quelques définitions et résultats classiques utiles pour
la suite de cette thèse.
Pour plus de détails nous pouvons consulter les références suivantes [43], [45], [72], [75],
[80], [86].

2.1 Théorème de Cauchy- Lipschitz

Théorème 1. [23] Soit I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de Rn et f : I×Ω→ Rn

une application continue, et localement lipschitzienne par rapport à la seconde variable.
Alors, si t0 ∈ I et x0 ∈ Ω sont données, le problème de Cauchy suivant admet une unique
solution maximale. {

ẋ(t) = f(t, x(t))
x(t0) = x0

(2.1)

2.2 Théorème général d’existence et unicité de solu-

tion du problème de Cauchy avec contrôle

L’évolution au cours du temps de plusieurs phénomènes en sciences appliquées ( Physique,
Chimie, Biologie, ... etc ) se modélise par des systèmes d’équations différentielles avec
condition initiale, du type suivant

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(t0) = x0 (2.2)

où

• La variable réelle t ∈ I et I ⊂ R un intervalle contenant t0.
( t représente en général le temps ).

L’état du système x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) ∈ Ω un ouvert de Rn contenant x0.

•• Le vecteur de contrôle u(t) = (u1(t), u2(t), ..., um(t)) ∈ U ⊂ Rm.

• f : Ω× U → Rn une fonction possédant une certaine régularité.
Le théorème classique de Cauchy-Lipschitz assure l’existence et l’unicité de la solution
maximale du problème de Cauchy (2.2) pourvu que f soit continue par rapport à t et x,
et localement lipschitzienne par rapport à x. Mais en pratique, généralement le contrôle
t 7→ u(t) est une fonction discontinue ( continu par morceaux par exemple), par suite le
second membre du système n’est pas continu ( par rapport à t ). En particulier, la solution
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si elle existe, elle n’est pas en général dérivable partout. Donc il faut redéfinir la notion
de solution de manière adéquate.

Notons par L1
loc(I,R) l’ensemble des fonctions réelles localement intégrable sur l’intervalle

I, on a

L1
loc(I,R+) =

{
ψ : I → R :

∫ b

a

|ψ(t)| dt <∞, ∀a, b ∈ I
}
.

Considérons l’ensemble des contrôles admissibles U définie par

U = {u : I → u(t) ∈ U mesurable} .

Supposons de plus que

1. La fonctions t 7→ f(x, u(t)) est mesurable pour chaque x ∈ Ω et u ∈ U . (H1)

2. La fonction x 7→ f(x, u0) est continue pour chaque u0 ∈ U . (H2)

Définition 1. [75] On appelle solution du problème de Cauchy (2.2), tout couple (J, ψ)
où J ⊂ I est un intervalle contenant t0 et où ψ : J → Ω est absolument continue sur J (
i.e dérivable p.p sur J ), telle que pour tout t ∈ J et pour tout u ∈ U on a

ψ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(ψ(s), u(s)) ds.

Définition 2. [75] Une solution (J, ψ) du problème de Cauchy (2.2) est dite maximale
si pour toute autre solution (J̃ , ψ̃) on a J̃ ⊂ J et ψ = ψ̃ sur J̃ .

On donne maintenant le théorème d’existence de Cauchy-Lipschitz suivant

Théorème 2. [75] On suppose que la fonction f : Ω×U → Ω vérifie les deux hypothèses
(H1) et (H2). Supposons de plus, que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) f est localement lipschitzienne par rapport à x au sens suivant

∀x ∈ Ω, ∃ρ > 0 , B(x, ρ) ⊂ Ω , ∃ g ∈ L1
loc(I,R+) : ∀t ∈ I, ∀x, y ∈ B(x, ρ) , ∀u ∈ U :

‖f(y, u(t))− f(z, u(t))‖ ≤ g(t) ‖y − z‖.

(ii) f est localement intégrable par rapport à t au sens suivant

∀x ∈ Ω , ∀u ∈ U , ∃h ∈ L1
loc(I,R+) : ‖f(x, u(t))‖ ≤ h(t)

alors, pour toute donnée initiale (t0, x0) ∈ I × Ω, il existe une unique solution maximale
(J, ψ) du problème de Cauchy (2.2).

Remarque 1. [75] Généralement J est strictement inclus dans I. Dans le cas où J = I
alors on dit que la solution (J, ψ) est globale. Un tel cas se produit si f est globalement
lipschitzienne, i.e f vérifie l’hypothèse (i) du théorème précédent en remplaçant la boule
B(x, ρ) par Rn.
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2.3 Stabilité au sens de Lyapunov

Considérons le système autonome

ẋ = f(x) (2.3)

où f : Ω ⊂ Rn → Rn, f(x) = (f1(x), f2(x), ...., fn(x)) , x = (x1, x2, ..., xn).

Définition 3. [60] Un point xe ∈ Ω est appelé point d’équilibre ( ou état d’équilibre ) du
système (2.3) si f(xe) = 0 ∈ Rn.

Nous rappelons ici la notion importante de stabilité du système (2.3). Intuitivement, la
stabilité signifie que si en perturbe légèrement l’état d’équilibre du système (2.3), alors ce
système reste proche de cet état d’équilibre.

2.3.1 Stabilités locale et globale

Définition 4. [60] On dit qu’un point d’équilibre xe du système (2.3) est localement stable
au sens de Lyapunov ( ou tout simplement stable) si pour tout choix de ε > 0 il existe au
moins un δ > 0 tel que chaque solution t 7→ ψ(t) du système (2.3) qui en t = t0 satisfait
à ‖ψ(t0)− xe‖ < δ existe pour tout t ≥ t0 et satisfait à

‖ψ(t)− xe‖ < ε , ∀ t ≥ t0.

La stabilité locale signifie que toutes les solutions qui débutent suffisamment près du point
d’équilibre xe demeurent près de xe.

Définition 5. [60] On dit qu’un point d’équilibre xe du système (2.3) est instable lorsqu’il
n’est pas stable au sens de la définition 4.

Définition 6. [60] (Stabilité asymptotique)
Le point d’équilibre xe du système ẋ = f(x) est asymptotiquement stable à condition

1. qu’il soit stable au sens de Lyapunov.

2. qu’il existe une boule de conditions initiales ‖x0‖ < r0 telles que les solutions
résultantes t 7→ ϕ(t, x0) telles que limt→+∞ ϕ(t, x0) = xe.

Définition 7. [60] On dit qu’un point d’équilibre xe du système (2.3) est asymptotique-
ment stable s’il vérifie la définition 4 et il existe r > 0 tel que si une solution t 7→ ψ(t)
satisfait à ‖ψ(t0)− xe‖ < r alors lim

t→∞
ψ(t) = xe.

La stabilité locale asymptotique signifie que toutes les solutions qui débutent suffisamment
près du point d’équilibre xe doivent non seulement rester près mais doivent finir par
s’approcher de xe lorsque t→ +∞.

Définition 8. [60] (Stabilité globale)
On dit qu’un point d’équilibre xe du système (2.3) est globalement asymptotiquement stable
s’il est stable et si

lim
t→∞

ψ(t) = xe, ∀x0 ∈ Rn

où t 7→ ψ(t) est la solution du problème de Cauchy ẋ = f(x) , x(t0) = x0.
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Considérons le système autonome (2.3), soit xe un point d’équilibre de ce système, sup-
posons aussi que f est de classe C1 au voisinage de xe. Considérons la matrice Jacobienne
de f en xe définie par

A =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . . ∂fn
∂xn


|xe

.

Le théorème suivant donne des résultats sur la stabilité locale du système (2.3) en utilisant
les valeurs propres de la matrice jacobienne A.

Théorème 3. [60]

1. Si chaque valeur propre λ de la matrice A est tel que Re(λ) < 0 , alors le point
d’équilibre xe est asymptotiquement stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre λ de A pour laquelle Re(λ) > 0, alors le point
d’équilibre xe est instable.

3. Si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles négatives, et qu’au moins
une valeur propre λ0 est telle que Re(λ0) = 0, alors il n’est pas possible de conclure
sur la stabilité du point d’équilibre xe.

2.3.2 Fonction de Lyapunov et stabilité

Définition 9. [60] Soit V : Ω→ R une fonction de classe C1 sur Ω. La dérivée temporelle
de V projetée le long du système (2.3) est définie par

V̇ (x) =
n∑
k=1

∂V

∂xk
(x) fk(x) = ∇V (x)T f(x), sachant que ẋ = f(x).

Définition 10 (fonction de Lyapunov). [60] Soit xe un point d’équilibre du système (2.3).
Soit V : W → R une fonction de classe C1 sur un voisinage W de xe. On dit que V est
une fonction de Lyapunov ( associée au système (2.3) ) si

1. V (x) 6= 0 , ∀x 6= xe, V (xe) = 0, et

2. V̇ (x) ≤ 0 , ∀x 6= xe.

Théorème 4. [60] Si la fonction de Lyapunov V existe et définie sur un voisinage d’un
point d’équilibre xe du système (2.3), alors ce point d’équilibre est stable. De plus si V̇ (x) <
0, ∀x 6= xe alors la stabilité est asymptotique. D’autre part si W = Rn et si on a

1. V̇ (x) < 0, ∀x 6= xe et

2. ‖x‖ → +∞ implique V (x)→ +∞,
alors xe est globalement asymptotiquement stable.

Théorème 5. [48] Soit G un ensemble ouvert positivement invariant dans G∗ ⊂ Rn avec
la propriété que chaque solution commence dans G est bornée et n’admet pas des points
limites positives sur la frontière de G. Si
(i) V est une fonction de Lyapunov de ẋ = f(x) sur G,
(ii) M0 = M ∩G ⊂ G, et
(iii) M0 est un compact, alors M0 est un attracteur et G ∈ (M0). Si en plus,
(iv) V est constant sur la frontière de M0, alors M0 est asymptotiquement stable.
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2.4 Diagonalisation

On rappelle ici la notion de diagonalisation d’une matrice en dimension finie.

Définition 11. [6] Soit A ∈ Cn×n et λ1, λ2, ..., λp les valeurs propres de A de multiplicités
m1, m2, ... , mp respectivement. ( m1 +m2 + ...+mp = n, p ≤ n ).
On appelle sous espace propre de A associé à la valeur propre λi l’espace Ei défini par

Ei = {v ∈ Cn : Av = λi v} = ker(A− λiI).

Définition 12. [6] On dit qu’une matrice A ∈ Cn×n est diagonalisable s’il existe une
matrice P ∈ Cn×n inversible et une matrice diagonale D ∈ Cn×n tel que D = P−1AP .

Le résultat fondamental sur la diagonalisation est le suivant

Théorème 6. [6] Pour qu’une matrice A ∈ Cn×n soit diagonalisable il faut et il suffit
que chaque sous-espace propre de A ait pour dimension l’ordre de multiplicité de la valeur
propre correspondante. i.e

A est diagonalisable ⇐⇒ dim(Ei) = mi.

De ce théorème, nous déduisons le résultat suivant

Corollaire 1. [6] Si une matrice A ∈ Cn×n possède n valeurs propres distinctes, alors A
est diagonalisable.

2.5 Théorème du point fixe de Banach

Soit (E, d) un espace métrique.

Définition 13. [86] (Application contractante)
Soit F : Ω ⊂ E→ E une application.
On dit que F est k- Lipschitzienne (k > 0) si :

∀x, y ∈ Ω : d(F (x), F (y)) 6 k d(x, y).

Si 0 6 k < 1, alors on dit que F est une application contractante, où F est une contraction,
le nombre k est appelé constante de contraction.

Théorème 7. [86] Soit (E, d) un espace métrique complet et soit Ω ⊂ E un ensemble non
vide et fermé.
Soit T : Ω→ E une application telle que : T (Ω) ⊂ Ω.
Si T est une contraction alors T admet un point fixe unique x∗ ∈ Ω, T (x∗) = x∗ i.e de
plus la suite (xn)n>0 est donnée par xn = T (xn−1), x0 ∈ Ω converge vers x∗.

Théorème 8. (de la valeur moyenne )[86] Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach.
Soit Ω ⊂ E un ensemble non vide convexe et fermé.
Soit T : Ω→ E une application de classe C1 sur Ω.
Alors : ∀u, v ∈ Ω, ‖T (u)− T (v)‖ ≤ supz∈[u,v] ‖DT (z)‖.‖u− v‖,
où [u, v] = {ω = tu+ (1− t)v, 0 ≤ t ≤ 1}.

Corollaire 2. [86] Reprenons les notations du théorème précédent. Si ‖DT (u)‖ ≤ q < 1,
alors T : Ω→ E est une contraction.
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2.6 Equations différentielles à retard

On présente dans cette section un bref rappel sur les équations différentielles à retard.
Notons par C([a, b];Rn) l’espace des fonctions continues sur l’intervalle [a, b] et à valeurs
dans Rn. Muni de la norme de la convergence uniforme, cet espace est un espace de
Banach. Considérons les nombres réels r > 0, b > a ≥ 0 et t0 ∈ R.
Soit x ∈ C([t0−r, t0+a];Rn), alors pour tout t ∈ [t0, t0+a] on définie xt ∈ C([t0−r, t0];Rn)
par

xt(s) = x(t+ s) , ∀s ∈ [−r, 0].

Définition 14. [45] Soit D est un sous ensemble non vide de R × C([−r, 0];Rn) et f :
D → Rn une fonction donnée, la relation

ẋ(t) = f(t, xt) , xt(s) = x(t+ s) ∀ s ∈ [−r, 0] (2.4)

est appelée une équation différentielle fonctionnelle à retard sur D, notée parfois EDR,
le nombre r est appelé le retard.

Théorème 9. [38] On suppose que Ω est un ensemble ouvert dans R×C([−r, 0]) où C est
l’ensemble des fonctions continues, f : Ω −→ Rn est continue, et f(t, φ) est lipschitzienne
en φ en chaque ensemble compact dans Ω : si (σ, φ) ∈ Ω, f(σ, φ) ∈ Ω alors il y a une
unique solution de l’équation

ẋ(t) = f(t, xt) par rapport à (σ, φ).

Théorème 10. [38] On suppose que Ω est un ensemble ouvert dans R × C([−r, 0]) et
f ∈ C(Ω,Rn). Si x est une solution non continuable de l’équation

ẋ(t) = f(t, xt) sur [σ − τ, b)

alors pour tout ensemble compact w dans Ω, il existe tw tel que (t, xt) /∈ w pour tw ≤ t < b.

Proposition 1. [74] Supposons que ẋ = f(t, x) ait la propriété que les solutions du
problème de valeur initiale x(t0) = x0 > 0 sont uniques et pour tout i, fi(t, x) > 0 chaque
fois que x > 0 satisfait xi = 0. Alors x(t) > 0 pour tout t > t0 pour lequel il est défini à
condition que x(t0) > 0.

2.7 Définition du contrôle optimal

Un problème de contrôle optimal se décompose en deux parties : - Déterminer une tra-
jectoire optimale joignant un ensemble initial à une cible, il faut d’abord savoir si cette
cible est atteignable, c’est le problème de contrôlabilité. Ensuite chercher parmi toutes
ces trajectoires possibles celles qui le font en coût minimal.
La théorie du contrôle optimal serve à étudier les systèmes (système paramétrée par une
fonction appelée contrôle ou bien commande) en optimisant une certaine fonctionnelle
(une application ou une fonction définie sur un certain espace fonctionnel et à valeurs
scalaire). La fonctionnelle représente par exemple une énergie. Par exemple dans cette
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thèse, on traite des problèmes de contrôle de type suivant.
On considère une équation différentielle

Ẋ = f(X, u),

avec une fonction coût J à minimiser par rapport au contrôle u, où

J(u) =

∫ T

0

L(x(t), u(t))dt.

2.7.1 Le principe du maximum de Pontryagin

Le principe du maximum du contrôle optimal donne les conditions nécessaires fondamen-
tales, pour que la trajectoire contrôlée (x, u) soit optimale. Il est développé au milieu des
années 1950 dans l’union soviétique par le groupe des mathématiciens sous la direction de
L. S. Pontryagin, comprenant V. G. Boltyanskii, R. V. Gamkrelidze, et E. F. Mishchenko,
et est connu comme le principe du maximum de Pontryagin.

Définition [72] (Hamiltonien)

L’ Hamiltonien est donné par

H : [0,∞)× R∗n × Rn × Rm −→ R
(λ0, λ, x, u) 7→ H(λ0, λ, x, u)

H(λ0, λ, x, u) = λ0L(x, u) + λf(x, u).

Théorème [72] Principe du maximum de Pontryagin (1956)

Soit (x∗, u∗) est la trajectoire contrôlée définie sur l’intervalle [0,T]. Si (x∗, u∗) est opti-
male, alors il existe une constante λ0 ≥ 0 et un covecteur λ : [0, T ] −→ R∗n, dite variable
adjointe, telle que les conditions suivantes sont satisfaites :

1- Non trivialité des multiplicateurs (λ0, λ(t)) 6= 0 pour tout t ∈ [0, T ].
2- Equation adjointe : la variable adjointe λ est une solution de l’équation différentielle
linéaire

.

λ(t) = −λ0
∂L

∂x
(x∗(t), u∗(t))− λ(t)

∂f

∂x
(x∗(t), u∗(t)),

où L est Lagrangien [72] avec L : M×U −→ R, (x, u) 7→ L(x, u), φ est le terme de pénalité
[72] avec φ : R×M −→ R, (t, x) 7→ φ(x, u), et Ψ : R×M −→ Rn+1−k, (t, x) 7→ Ψ(t, x) =
(Ψ0(t, x), ...,Ψn−k(t, x))T sont des fonctions continument différentiables, f : M × U −→
Rn, (t, x) 7→ f(x, u), telle que ẋ = f(x, u), avec M est un sous ensemble ouvert de Rn, U
est un sous ensemble de Rm et l’objectif est donné par la fonctionnelle coût suivante

J(u) =

∫ T

0

L(x(s), u(s))ds+ φ(T, x(T )).

3 - Condition minimal : presque partout dans [0, T ], nous avons

H(λ0, λ(t), x∗(t), u∗(t)) = min
v∈U

H(λ0, λ(t), x∗(t), v) = const.
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4 - Condition de transversalité : au point final de la trajectoire contrôlée le covecteur
(H + λ0

∂φ
∂t
,−λ + λ0

∂φ
∂x

) ∈ R∗(n+1) est orthogonal à N, avec N = {(t, x) ∈ R × M :
Ψ(t, x) = 0}.
C’est équivalent à l’existence du multiplicateur v ∈ R∗(n+1−k) tel que

H + λ0
∂φ

∂t
+ v

∂Ψ

∂t
= 0

et

λ = λ0
∂φ

∂x
+ v

∂Ψ

∂x
à (T, x∗(T )).

2.7.2 Définition de la fonction switching

La fonction

Φi : [0, T ] −→ R

t 7→ Φi(t) =
∂H

∂ui
(λ0, λ(t), x∗(t), u∗(t)),

est applée la fonction switching correspondante au contrôle ui.
A priori, le contrôle ui n’est pas déterminé par la condition minimale aux instants où
Φi(τ) = 0. Dans un tel cas, toutes les valeurs de contrôle satisfont trivialement à la
condition minimale et donc en principe, toutes sont des candidates pour l’optimalité
cependant, les fonctions switching sont absolument continues et si les dérivées Φ̇i(τ) ne
disparaissent pas, alors le contrôle switch à l’instant τ de ui = 0 à ui = umaxi si Φ̇i(τ)
est negative et de ui = umaxi à ui = 0 si Φ̇i(τ) est positive. Un tel τ est appelé temps de
switch bang-bang.
D’autre part, si Φi(t) devait disparaitre à l’identique sur un intervalle ouvert I, alors
bien que la propriété de minimisation en elle-même ne donne aucune information sur le
contrôle dans ce cas également toutes les dérivées de Φi(t) disparaitre et cette condition
impose de fortes limites sur les contrôles.
Les contrôles extrêmes pour lesquelles la fonction switching disparait à l’identique sur un
intervalle ouvert I sont appelés singuliers tandis que les contrôles constantes ui = 0 et
umaxi sont appelés contrôles bang-bang, les contrôles ne font que switcher entre 0 et les
valeurs du contrôle maximale sont appelées les contrôles bang-bang.

2.7.3 Condition de Legendre-Clebsh généralisée

Soit un changement extrême singulier pour le problème de contrôle optimal consistant
en une trajectoire contrôlée (x∗, u∗) avec le multiplicateur correspondant λ0 et le vecteur
adjoint λ : [0, T ]→ R∗n. Si la trajectoire contrôlée (x∗, u∗) est optimale et que le contrôle
u est singulier d’ordre k sur un intervalle ouvert I ⊂ [0, T ], alors

(−1)k
∂

∂u

d2k

dt2k
∂H

∂u
(λ0, λ(t), x∗(t), u∗(t)) ≥ 0 ∀t ∈ I,

on dit que la condition de Legendre-Clebsh de minimalité d’un contrôle singulier d’ordre
k est satisfaite si l’inégalité est vraie.
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2.7.4 Définition du contrôle singulier

Soit (N∗, u∗) une trajectoire contrôlée extrémale avec le vecteur adjoint correspondant λ.
Le changement extrême (N∗, u∗, λ) est appelé singulier sur un intervalle ouvert I ⊂ [0, T ],
si la fonction switching Φ disparait sur I. On dit que le contrôle u∗ est singulier sur I et
appelé la partie correspondante de la trajectoire contrôlée un arc singulier et la fonction
switching peut être exprimée comme

Φ(t) =
∂H

∂u
(λ(t), N∗(t), u∗(t)),

la condition Φ(t) = 0 est la condition nécessaire de premier ordre pour que l’Hamiltonien
ait un minimum à l’intérieur de l’intervalle de contrôle correspondant. Pour un problème
de contrôle optimal général éventuellement à entrées multiples des extrêmes sont appelés
singuliers respectivement non singuliers, sur un intervalle ouvert I si la condition nécessaire
de premier ordre

Φ(t) =
∂H

∂u
(λ(t), N∗(t), u∗(t)) = 0,

est satisfaite pour t ∈ I.
Les contrôles singuliers ne sont pas nécessairement minimisés mais ils peuvent aussi être
maximisés. La condition de Legendre-Clebsh est une condition nécessaire d’ordre optimal,
pour l’optimalité des contrôles singuliers permet de distinguer ces deux classes, si un
contrôle minimisant u est singulier d’ordre 1 sur un intervalle ouvert I, alors la condition
de Legendre-Clebsh indique que

∂

∂u

d2

dt2
∂H

∂u
(λ(t), N∗(t), u∗(t)) ≤ 0 ∀t ∈ I.

Définition 15. [79] (La différentielle de Frêchet)
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et f : U → F une
application de U dans F .
On dira que f est différentiable (au sens de Frêchet) au point x0 ∈ U s’il existe une
application linéaire continue noté Df(x0) ∈ L(E,F ) et une application ε : E → F telle
que pour tout h ∈ E avec (x0 + h) ∈ U, on a

f(x0 + h) = f(x0) +Df(x0)h+ ‖h‖Eε(h)

avec ‖.‖E la norme dans E.
On dira que f est différentiable sur l’ouvert U si elle est différentiable en tout point x ∈ U .
Dans ce cas l’application définie de U dans L(E,F ), qui à tout point x ∈ U associe la
différentielle de f au point x est appelée différentielle de f ou dérivée de f et notée df ,
Df ou f ′.
Si l’application x ∈ U 7→ Df(x) ∈ L(E,F ) est continue on dit que f est de classe C1sur
U ou on dit que f est continument différentiable sur U.



Chapitre 3

Analyse de la stabilité du modèle de
leucémie avec résistance

Dans ce chapitre, nous proposons un modèle mathématique décrivant la maladie de la
leucémie, plus général que celui de F. Michor [24]. Plus précisément nous considérons
un système d’équations différentielles décrivant l’évolution des cellules souches normales,
cancéreuses sensibles et cancéreuses résistantes, ainsi que les cellules différenciées nor-
males, cancéreuses sensibles et cancéreuses résistantes, avec traitement à l’aide de l’Ima-
tinib.
Nous déterminons les équilibres du système et nous étudions leurs stabilité locale et glo-
bale.
Le modèle considéré est le suivant



x′0 = nΦ(x0 + y0 + z0)x0 − d0x0

x′1 = rx0 − (d− d2)x1

y′0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)y0 − g0y0

y′1 = qy0 −
(
g − g2 + h2(u)

)
y1

z′0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)z0 − g0rz0

z′1 = qz0 −
(
dr − d2r + h2r(u)

)
z1

(3.1)

avec

Φ =
1

1 + cx(x0 + y0 + z0)
, Ψ =

1

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
,

g0r < g0,
h2, h2r : [0, umax] −→ R+

h2 ↗, h2r ↗, h2(0) = 0 = h2r(0).

29
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Les paramètres et les variables signification
x0 nombre des C.S.N,
y0 nombre des C.S.C,
z0 nombre des C.S.C.R,
x1 nombre des C.D.N,
y1 nombre des C.D.C,
z1 nombre des C.D.C.R,
n le taux de division des C.S.N,
d0 le taux de mortalité des C.S.N,
r le taux de production des C.D.N,
d le taux de mortalité des C.D.N,
d2 le taux de prolifération des C.D.N,
m le taux de division des C.S.C,
α le coefficient de compétition,
g0 le taux de mortalité des C.S.C,
q le taux de production des C.D.C,
g le taux de mortalité des C.D.C,
g2 le taux de prolifération des C.D.C,

h2(u) effet du traitement par l’Imatinib sur les C.C,
g0r le taux de mortalité des C.S.C.R,
dr le taux de mortalité des C.D.C.R,
d2r le taux de prolifération des C.D.C.R,

h2r(u) effet du traitement par l’Imatinib sur les C.C.R,
u la dose du médicament administré.

Table des paramètres et des variables

3.1 Le problème bien posé

Si les solutions du système (3.1) existent, sont positives et bornées alors le problème est
bien posé.

Théorème 11. Le modèle (3.1) admet une solution unique positive bornée, pour toutes
les conditions initiales positives : xi(0) > 0, yi(0) > 0, zi(0) > 0, pour i = 0, 1.

Preuve.

1. Comme dans le modèle (3.1) les fonctions sont localement lipschitziennes pour les
valeurs positives de xi, yi et zi, donc on a l’existence locale et l’unicité des solutions
de (3.1).

2. D’après le théorème de quazi positivité, on a
pour x0 = 0 on a ẋ0 = 0 > 0,
pour x1 = 0 on a ẋ1 = rx0 > 0,
pour y0 = 0 on a ẏ0 = 0 > 0,
pour y1 = 0 on a ẏ1 = qy0 > 0,
pour z0 = 0 on a ż0 = 0 > 0, et
pour z1 = 0 on a ż1 = qz0 > 0, par suite les solutions de (3.1) sont positives.
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3. On a

x′0 = nΦ(x0 + y0 + z0)x0 − d0x0

6 nx0 − d0x0

6 (n− d0)x0,

alors

x0(t) 6 x0(0)e(n−d0)t qui est bornée ∀t > 0,

par suite

ẋ1(t) + (d− d2)x1 6 rx0,

ainsi

x1(t) 6 x1(0)e−(d−d2)t +

∫ t

0

e−(d−d2)(t−s)rx0(s)ds qui est bornée.

De la même façon on peut démontrer que yi et zi (i = 0, 1) sont bornées pour t
borné.
Par suite on a l’existence, l’unicité, la positivité et la bornitude des solutions de
(3.1) pour tout t positive.

3.2 Etude de la stabilité des équilibres

Théorème 12. Le système (3.1) admet des points d’équilibre suivants

1. Le point trivial E0 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0
)

existe toujours.

2. Si d0 < n et d2 < d le point d’équilibre E1 =
(
x1

0 , x
1
1 , 0 , 0 , 0 , 0

)
existe.

3. Si d2 < d, g2 < g + h2(u), g0 < m et
αcyg0n

αcyg0 + cx(m− g0)
< d0 <

cyg0n

cyg0 + cx(m− g0)
le point d’équilibre E2 =

(
x2

0 , x
2
1 , y

2
0 , y

2
1 , 0 , 0

)
existe.

4. Si d2 < d, d2r < dr+h2r(u), g0r < m et
αcyg0rn

αcyg0r + cx(m− g0r)
< d0 <

cyg0rn

cyg0r + cx(m− g0r)
le point d’équilibre E3 =

(
x3

0 , x
3
1 , 0 , 0 , z3

0 , z
3
1

)
existe.

5. Si g0 < m et g2 < g+h2(u) le point d’équilibre E4 =
(

0 , 0 , y4
0 , y

4
1 , 0 , 0

)
existe.

6. Si g0r < m et d2r < dr + h2r(u) le point d’équilibre E5 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , z5
0 , z

5
1

)
existe.

Preuve. Les points d’équilibre du modèle (3.1) sont solutions du système

[nΦ(x0 + y0 + z0)− d0]x0 = 0 (3.2)

(d− d2)x1 = rx0 (3.3)

[mΨ(x0 + αy0 + αz0)− g0]y0 = 0 (3.4)

(g − g2 + h2(u)
)
y1 = qy0 (3.5)

[mΨ(x0 + αy0 + αz0)− g0r]z0 = 0 (3.6)

(dr − d2r + h2r(u)
)
z1 = qz0 (3.7)



32CHAPITRE 3. ANALYSE DE LA STABILITÉ DU MODÈLE DE LEUCÉMIE AVEC RÉSISTANCE

(3.2) implique que x0 = 0 ou nΦ(x0 + y0 + z0)− d0 = 0.
La deuxième condition peut être développée de la manière suivante

si nΦ(x0 + y0 + z0)− d0 = 0, on a d0 = nΦ(x0 + y0 + z0)

alors x0 =
1

cx

( n
d0

− 1
)
− y0 − z0.

L’équation(3.3) donne

x1 =
r

d− d2

x0,

(3.4)implique que y0 = 0 ou mΨ(x0 + αy0 + αz0)− g0 = 0.

La troisième condition peut être réduite sous la forme suivante

si mΨ(x0 + αy0 + αz0)− g0 = 0, on a g0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)

alors y0 =
1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α
− z0.

L’équation(3.5) donne

y1 =
q

g − g2 + h2(u)
y0,

(3.6)implique que z0 = 0 ou mΨ(x0 + αy0 + αz0)− g0r = 0.

La cinquième condition peut être calculer de la manière suivante

si mΨ(x0 + αy0 + αz0)− g0r = 0, on a g0r = mΨ(x0 + αy0 + αz0)

alors z0 =
1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α
− y0.

L’équation (3.7) donne

z1 =
q

dr − d2r + h2r(u)
z0.

On obtient les cas suivants.

Le premier cas

x0 = 0, y0 = 0 et z0 = 0 alors x1 = 0, y1 = 0 et z1 = 0,

par suite le point d’équilibre est

E0 =


0
0
0
0
0
0

 .

Le deuxième cas

x0 =
1

cx

( n
d0

− 1
)
− y0 − z0, y0 = 0 et z0 = 0.
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Ceci donne

x1 =
r

(d− d2)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− y0 − z0

]
, y1 = 0 et z1 = 0,

par suite le deuxième point d’équilibre est

E1 =



1

cx

( n
d0

− 1
)

r

cx(d− d2)

( n
d0

− 1
)

0
0
0
0


avec n > d0 et d > d2.

Le troisième cas
Le troisième point d’équilibre est de la forme

x0 =
1

cx

( n
d0

− 1
)
− y0 − z0, y0 =

1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α
− z0 et z0 = 0.

Ceci donne

x1 =
r

(d− d2)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− y0 − z0

]
,

y1 =
q

(g − g2 + h2(u))

[ 1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α
− z0

]
,

z1 = 0.

Mais

x0 =
1

cx

( n
d0

− 1
)
− y0 car z0 = 0.

Remplaçant la valeur y0, on trouve

x0 =
1

cx

( n
d0

− 1
)
−
[ 1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α

]
alors x0 =

1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

αcy

(m
g0

− 1
)

+
x0

α

x0 =
1

(1− α)

[ 1

cy

(m
g0

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]
,

x1 =
r

(d− d2)(1− α)

[ 1

cy

(m
g0

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]
.

Or z0 = 0 ce qui donne

y0 =
1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α
. (3.8)
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Ainsi

(3.8) implique que y0 =
1

αcy

(m
g0

− 1
)
− 1

α

[ 1

(1− α)

( 1

cy

(m
g0

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
))]

,

ce qui donne y0 =
1

(1− α)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

(m
g0

− 1
)]
,

alors y1 =
q

(g − g2 + h2(u))(1− α)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

(m
g0

− 1
)]
,

par suite le troisième point d’ équilibre est

E2 =



1

(1− α)

[ 1

cy

(m
g0

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]

r

(d− d2)(1− α)

[ 1

cy

(m
g0

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]

1

(1− α)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

(m
g0

− 1
)]

q

(g − g2 + h2(u))(1− α)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

(m
g0

− 1
)]

0
0


avec d > d2, g + h2(u) > g2, m > g0, et

α

cx

( n
d0

− 1
)
<

1

cy

(m
g0

− 1
)
<

1

cx

( n
d0

− 1
)

.

On va calculer l’inégalité précédente, on a

α

cx

( n
d0

− 1
)

<
1

cy

(m
g0

− 1
)

αcy

( n
d0

− 1
)

< cx

(m
g0

− 1
)

αcy

(n− d0

d0

)
< cx

(m− g0

g0

)
αcyg0(n− d0) < cxd0(m− g0)

αcyg0n− αcyg0d0 < cxd0(m− g0)

αcyg0n < d0[αcyg0 + cx(m− g0)]
αcyg0n

αcyg0 + cx(m− g0)
< d0,

alors

1

cy

(m
g0

− 1
)

<
1

cx

( n
d0

− 1
)

cx

(m
g0

− 1
)

< cx

( n
d0

− 1
)

cx

(m− g0

g0

)
< cx

(n− d0

d0

)
cxd0(m− g0) < cyg0(n− d0)

cxd0(m− g0) < cyg0n− cyg0d0

d0[cyg0 + cx(m− g0)] < cyg0n

d0 <
cyg0n

cyg0 + cx(m− g0)
.
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De ces deux inégalités, on obtient

αcyg0n

αcyg0 + cx(m− g0)
< d0 <

cyg0n

cyg0 + cx(m− g0)
.

Le quatrième cas

x0 =
1

cx

( n
d0

− 1
)
− y0 − z0, y0 = 0 et z0 =

1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α
− y0,

(3.3) implique que x1 =
r

d− d2

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− y0 − z0

]
,

(3.5) donne y1 = 0,

(3.7) conclut que z1 =
q

(dr − d2r + h2r(u))

[ 1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α
− y0

]
.

Or

x0 =
1

cx

( n
d0

− 1
)
− z0 car y0 = 0,

remplaçant z0 par sa valeur, on obtient

x0 =
1

cx

( n
d0

− 1
)
−
[ 1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α

]
alors x0 =

1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

αcy

( m
g0r

− 1
)

+
x0

α
,

x0 =
1

(1− α)

[ 1

cy

( m
g0r

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]
,

x1 =
r

(d− d2)(1− α)

[ 1

cy

( m
g0r

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]
,

tandis que

z0 =
1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α
− y0.

Ceci implique que

z0 =
1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α
car y0 = 0,

remplaçant x0 par sa valeur, on trouve

z0 =
1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− 1

α

[ 1

(1− α)

( 1

cy

( m
g0r

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
))]

(3.9)

donne

(3.9) déduit que z0 =
1

α

[ 1

cy

( m
g0r

− 1
)
− 1

(1− α)cy

( m
g0r

− 1
)

+
α

(1− α)cx

( n
d0

− 1
)]
,

par suite z0 =
1

(1− α)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

( m
g0r

− 1
)]
,

alors z1 =
q

(dr − d2r + h2r(u))(1− α)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

( m
g0r

− 1
)]
,
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par conséquent l’équilibre

E3 =



1

(1− α)

[ 1

cy

( m
g0r

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]
,

r

(d− d2)(1− α)

[ 1

cy

( m
g0r

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]

0
0

1

(1− α)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

( m
g0r

− 1
)]

q

(dr − d2r + h2r(u))(1− α)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

( m
g0r

− 1
)]


avec d > d2, dr + h2r(u) > d2r, m > g0r, et

α

cx

( n
d0

− 1
)
<

1

cy

( m
g0r

− 1
)
<

1

cx

( n
d0

− 1
)

.

On va calculer l’inégalité précédente, on a

α

cx

( n
d0

− 1
)

<
1

cy

( m
g0r

− 1
)

αcy

( n
d0

− 1
)

< cx

( m
g0r

− 1
)

αcy

(n− d0

d0

)
< cx

(m− g0r

g0r

)
αcyg0r(n− d0) < cxd0(m− g0r)

αcyg0rn− αcyg0rd0 < cxd0(m− g0r)

αcyg0rn < d0[αcyg0r + cx(m− g0r)]
αcyg0rn

αcyg0r + cx(m− g0r)
< d0,

alors

1

cy

( m
g0r

− 1
)

<
1

cx

( n
d0

− 1
)

cx

( m
g0r

− 1
)

< cx

( n
d0

− 1
)

cx

(m− g0r

g0r

)
< cx

(n− d0

d0

)
cxd0(m− g0r) < cyg0r(n− d0)

cxd0(m− g0r) < cyg0rn− cyg0rd0

d0[cyg0r + cx(m− g0r)] < cyg0rn

d0 <
cyg0rn

cyg0r + cx(m− g0r)
.

De ces deux inégalités, on obtient

αcyg0rn

αcyg0r + cx(m− g0r)
< d0 <

cyg0rn

cyg0r + cx(m− g0r)
.

Le cinquième cas

x0 = 0, y0 =
1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α
− z0 et z0 = 0,
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(3.3) implique que x1 = 0,

(3.5) donne y1 =
q

g − g2 + h2(u)

[ 1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α
− z0

]
,

(3.7) déduit que z1 = 0,

par suite le cinquième point d’équilibre est

E4 =



0
0

1

αcy

(m
g0

− 1
)

q

αcy(g − g2 + h2(u))

(m
g0

− 1
)

0
0


avec m > g0 et g + h2(u) > g2.

Le sixième cas

x0 = 0, y0 = 0 et z0 =
1

αcy

( m
g0r

− 1
)x0

α
− y0,

(3.3) implique que x1 = 0,

(3.5) déduit que y1 = 0,

(3.7) donne z1 =
q

dr − d2r + h2r(u)

[ 1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α
− y0

]
,

par suite le sixième point d’équilibre est

E5 =



0
0
0
0

1

αcy

( m
g0r

− 1
)

q

(dr − d2r + h2r(u))

[ 1

αcy

( m
g0r

− 1
)]


avec m > g0r et dr + h2r(u) > d2r.

3.2.1 La stabilité locale des points d’équilibre

La forme générale de la jacobienne par rapport à chaque point d’équilibre, après calcul
on obtient

JEi =


b11 0 b13 0 b15 0
b21 b22 0 0 0 0
b31 0 b33 0 b35 0
0 0 b43 b44 0 0
b51 0 b53 0 b55 0
0 0 0 0 b65 b66

 ,
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tels que

b11 = nΦ− d0 + nxi0
dΦ

dxi0
, b13 = nxi0

dΦ

dyi0
,

b15 = nxi0
dΦ

dzi0
, b21 = r, b22 = d2 − d,

b31 = myi0
dΨ
dxi0
, b33 = mΨ− g0 +myi0

dΨ

dyi0
,

b35 = myi0
dΨ

dzi0
, b43 = q, b44 = g2 − g − h2(u),

b51 = mzi0
dΨ

dxi0
, b53 = mzi0

dΨ

dyi0
,

b55 = mΨ− g0r +mzi0
dΨ

dzi0
, b65 = q, b66 = d2r − dr − h2r(u).

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
detCi,

où

Ci =


nΦ− d0 + nxi0

dΦ

dxi0
− λ nxi0

dΦ

dyi0
nxi0

dΦ

dzi0

myi0
dΨ

dxi0
mΨ− g0 +myi0

dΨ

dyi0
− λ myi0

dΨ

dzi0

mzi0
dΨ

dxi0
mzi0

dΨ

dyi0
mΨ− g0r +mzi0

dΨ

dzi0
− λ

 .

Théorème 13.

1. Le point d’équilibre E0 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0
)

est localement asymptotiquement
stable si et seulement si d2r < dr+h2r(u), g2 < g+h2(u), d2 < d, n < d0 et m < g0r.

2. Le point d’équilibre E1 =
(
x1

0 , x
1
1 , 0 , 0 , 0 , 0

)
est localement asymptotiquement

stable si et seulement si d2r < dr + h2r(u),g2 < g + h2(u), d2 < d, d0 < n

et
mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
< g0r.

3. Le point d’équilibre E2 =
(
x2

0 , x
2
1 , y

2
0 , y

2
1 , 0 , 0

)
est instable.

4. Le point d’équilibre E3 =
(
x3

0 , x
3
1 , 0 , 0 , z3

0 , z
3
1

)
est instable.

5. Le point d’équilibre E4 =
(

0 , 0 , y4
0 , y

4
1 , 0 , 0

)
est instable.

6. Le point d’équilibre E5 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , z5
0 , z

5
1

)
est localement asymptotiquement

stable si et seulement si d2r < dr + h2r(u),g2 < g + h2(u), d2 < d, g0r < m

et
nαcyg0r

αcyg0 + cx(m− g0r)
< d0.

Preuve.
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1. Pour le point d’équilibre E0, on a

JE0 =


n− d0 0 0 0 0 0

r d2 − d 0 0 0 0
0 0 m− g0 0 0 0
0 0 q g2 − g − h2(u) 0 0
0 0 0 0 m− g0r 0
0 0 0 0 q d2r − dr − h2r(u)

 .

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
detC0,

où

C0 =

 n− d0 − λ 0 0
0 m− g0 − λ 0
0 0 m− g0r − λ

 .

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
(
n− d0 − λ

)(
m− g0 − λ

)(
m− g0r − λ

)
.

Alors les valeurs propres sont λ1 = d2r − dr − h2r(u), λ2 = g2 − g − h2(u),
λ3 = d2 − d,λ4 = n− d0, λ5 = m− g0,λ6 = m− g0r.

2. Pour le point d’équilibre E1, on a

JE1 =


b11 0 b13 0 b15 0
b21 b22 0 0 0 0
0 0 b33 0 0 0
0 0 b43 b44 0 0
0 0 0 0 b55 0
0 0 0 0 b65 b66

 ,

tels que

b11 = d0

(d0

n
− 1
)
, b13 = d0

(d0

n
− 1
)
,

b15 = d0

(d0

n
− 1
)
, b21 = r, b22 = d2 − d,

b33 =
mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
− g0, b43 = q, b44 = g2 − g − h2(u),

b55 =
mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
− g0r, b65 = q, b66 = d2r − dr − h2r(u).

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
detC1,

où

C1 =


d0

( n
d0

− 1
)
− λ d0

( n
d0

− 1
)
− λ d0

( n
d0

− 1
)
− λ

0
mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
− g0 − λ 0

0 0
mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
− g0r − λ

 .
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det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
( mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
− g0 − λ

)( mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
− g0r − λ

)
(
d0

( n
d0

− 1
)
− λ
)
.

Les valeurs propres sont λ1 = d2r − dr − h2r(u), λ2 = g2 − g − h2(u), λ3 = d2 − d,

λ4 =
mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
− g0, λ5 =

mcxd0

cxd0 + cy(n− d0)
− g0r, λ6 = d0

( n
d0

− 1
)

.

3. Pour le point d’équilibre E2, on a

JE2 =


b11 0 b13 0 b15 0
r d2 − d 0 0 0 0
b13 0 b33 0 b35 0
0 0 q g2 − g − h2(u) 0 0
0 0 0 0 g0 − g0r 0
0 0 0 0 q d2r − dr − h2r(u)

 ,

tels que

b11 =
d2

0

(1− α)ncy
[αcy(

n

d0

− 1)− cx(
m

g0

− 1)],

b13 =
d2

0

(1− α)ncy
[αcy(

n

d0

− 1)− cx(
m

g0

− 1)],

b15 =
αd2

0

(1− α)n

( n
d0

− 1
)
− d2

0cx
(1− α)ncy

(m
g0

− 1
)
,

b31 =
g2

0

(1− α)mcx

[
cx

(m
g0

− 1
)
− cy

( n
d0

− 1
)]
,

b33 =
αg2

0

(1− α)mcx

[
cx

(m
g0

− 1
)
− cy

( n
d0

− 1
)]
,

b35 =
αg2

0

(1− α)mcx

[
cx

(m
g0

− 1
)
− cy

( n
d0

− 1
)]
.

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
detC2,

où

detC2 = (b55 − λ)[λ2 − (b11 + b33)λ+ b11b33 − b13b31].

On remarque que b55 est une valeur propre positive ceci implique que E2 est instable.

4. Pour le point d’équilibre E3, on a

JE3 =


b11 0 b13 0 b15 0
r d2 − d 0 0 0 0
0 0 b33 0 0 0
0 0 q g2 − g − h2(u) 0 0
b51 0 b53 0 b55 0
0 0 0 0 q d2r − dr − h2r(u)

 ,
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tels que

b11 =
d2

0

(1− α)ncy

[
αcy

( n
d0

− 1
)
− cx

( m
g0r

− 1
)]
,

b13 =
d2

0

(1− α)ncy

[
αcy

( n
d0

− 1
)
− cx

( m
g0r

− 1
)]
,

b15 =
d2

0

(1− α)ncy

[
αcy

( n
d0

− 1
)
− cx

( m
g0r

− 1
)]
,

b33 = g0r − g0,

b51 =
g2

0r

(1− α)mcx

[
cx

( m
g0r

− 1
)
− cy

( n
d0

− 1
)]
,

a53 =
αg2

0r

(1− α)mcx

[
cx

( m
g0r

− 1
)
− cy

( n
d0

− 1
)]
,

b55 =
αg2

0r

(1− α)mcx

[
cx

( m
g0r

− 1
)
− cy

( n
d0

− 1
)]
.

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
detC3,

où
detC3 = (b33 − λ)[λ2 − (b11 + b55)λ+ b11b55 − b15b51].

D’après les conditions d’existence du point d’équilibre E3, on a ∆ > 0 car b15 < 0,
b51 < 0, ce qui donne b15b51 > 0.

Maintenant, on va voir les signes des valeurs propres, on a

λ+ λ
′
= b11 + b55 < 0,

car b11 < 0 et b55 < 0 et

λ.λ
′
= b11b55 − b15b51 < 0.

Ceci prouve que l’une des valeurs propres est positive, ceci implique que E3 est in-
stable.

5. Pour le point d’équilibre E4, on a

JE4 =


b11 0 0 0 0 0
b21 b22 0 0 0 0
b31 0 b33 0 b35 0
0 0 b43 b44 0 0
0 0 0 0 b55 0
0 0 0 0 b65 b66

 ,

tels que

b11 =
nαcyg0

αcyg0 + cx(m− g0)
− d0, b21 = r, b22 = d2 − d,

b31 =
g0

α

(g0

m
− 1
)
, b33 = g0

(g0

m
− 1
)
,

b35 = g0

(g0

m
− 1
)
, b43 = q, b44 = g2 − g − h2(u),

b55 = g0 − g0r, b65 = q, b66 = d2r − dr − h2r(u).
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det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
detC4,

où

C4 =


nαcyg0

αcyg0 + cx(m− g0)
− d0 − λ 0 0

g0
α

(
g0
m
− 1
)

g0

(
g0
m
− 1
)
− λ g0

(
g0
m
− 1
)

0 0 g0 − g0r − λ

 .

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
( nαcyg0

αcyg0 + cx(m− g0)
− d0 − λ

)(
g0

(g0

m
− 1
)
− λ
)(
g0 − g0r − λ

)
.

On remarque que λ = g0 − g0r est une valeur propre positive ceci implique que E4

est instable.

6. Pour le point d’équilibre E5, on a

JE5 =


b11 0 0 0 0 0
b21 b22 0 0 0 0
0 0 b33 0 0 0
0 0 b43 b44 0 0
b51 0 b53 0 b55 0
0 0 0 0 b65 b66

 ,

tels que

b11 =
nαcyg0r

αcyg0r + cx(m− g0r)
− d0, b21 = r,

b22 = d2 − d, b33 = g0r − g0, b43 = q,

b44 = g2 − g − h2(u), b51 =
g0r

α

(g0r

m
− 1
)
,

b53 = g0r

(g0r

m
− 1
)
, b55 = g0r

(g0r

m
− 1
)
,

b65 = q, b66 = d2r − dr − h2r(u).

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
detC5,

où

C5 =


nαcyg0r

αcyg0r + cx(m− g0r)
− d0 − λ 0 0

0 g0r − g0 − λ 0
g0r
α

(
g0r
m
− 1
)

g0r

(
g0r
m
− 1
)

g0r

(
g0r
m
− 1
)
− λ

 .

det (J − λI) =
(
d2r − dr − h2r(u)− λ

)(
g2 − g − h2(u)− λ

)(
d2 − d− λ

)
( nαcyg0r

αcyg0r + cx(m− g0r)
− d0 − λ

)(
g0r − g0 − λ

)(
g0r

(g0r

m
− 1
)
− λ
)
.

Les valeurs propres sont λ1 = d2r − dr − h2r(u), λ2 = g2 − g − h2(u), λ3 = d2 − d,

λ4 = nαcyg0r
αcyg0r+cx(m−g0r) − d0, λ5 = g0r − g0, λ6 = g0r

(
g0r
m
− 1
)

.
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3.2.2 La stabilité globale des points d’équilibre

Théorème 14. 1. Le point d’équilibre E0 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0
)

est globalement
stable si et seulement si d2r < dr +h2r(u), g2 < g+h2(u), d2 < d, n < d0 et m < g0r

dans Ω0 = R6
+.

2. Le point d’équilibre E1 =
(
x1

0 , x
1
1 , 0 , 0 , 0 , 0

)
est globalement stable si et seule-

ment si d2r < dr + h2r(u), g2 < g + h2(u), d2 < d, d0 < n et m < g0r dans
Ω1 = R∗+ × R∗+ × R4.

3. Le point d’équilibre E5 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , z5
0 , z

5
1

)
est globalement stable si et seule-

ment si d2r < dr + h2r(u), g2 < g + h2(u), d2 < d, n < d0 et g0r < m < g0 dans
Ω1 = R4

+ × R∗+ × R∗.

Preuve.

1. La stabilité du point d’équilibre E0

E0 =


0
0
0
0
0
0

 .

La fonction de Lyapunov est

V0 = x0 +
(d0 − n

r

)
x1 + y0 +

(g0 −m
q

)
y1 + z0 +

(g0r −m
q

)
z1.

On verifie que la fonction V0 est positive.
On sait que

x0 > 0, x1 > 0, y0 > 0, y1 > 0, z0 > 0, z1 > 0, r > 0, q > 0.

Donc si

n < d0 i.e. d0 − n > 0,

m < g0 i.e. g0 −m > 0, et

m < g0r i.e. g0r −m > 0,

alors la fonction V0 est positive.

On vérifie que la fonction V0 = 0 pour le point d’équilibre E0 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0
)
.

On a

V0 = 0 +
(d0 − n

r

)
0 + 0 +

(g0 −m
q

)
0 + 0 +

(g0r −m
q

)
0

V0 = 0.
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On vérifie que la fonction dV0
dt
< 0.

On a

dV0

dt
= x

′

0 +
(d0 − n

r

)
x
′

1 + y
′

0 +
(g0 −m

q

)
y
′

1 + z
′

0 +
(g0r −m

q

)
z
′

1

= −
( ncx(x0 + y0 + z0)

1 + cx(x0 + y0 + z0)

)
x0 −

(d0 − n)

r
(d− d2)x1

−
( mcy(x0 + αy0 + αz0)

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)

)
y0 −

(g0 −m)

q
(g − g2 + h2(u))y1

−
( mcy(x0 + αy0 + αz0)

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)

)
z0 −

(g0r −m)

q
(dr − d2r + h2r(u))z1.

Donc si

d0 − n > 0, d− d2 > 0,

g0 −m > 0, g0r −m > 0, et

g − g2 + h2(u) > 0, dr − d2r + h2r(u) > 0,

alors on a

dV0

dt
< 0.

On montre que le point d’équilibre E0 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0
)

est la solution

unique de
dV0

dt
= 0.

dV0

dt
= 0 alors



−
[ ncx(x0 + y0 + z0)

1 + cx(x0 + y0 + z0)

]
x0 = 0,

−(d0 − n)

r
(d− d2)x1 = 0,

−
[ mcy(x0 + αy0 + αz0)

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)

]
y0 = 0,

−(g0 −m)

q
(g − g2 + h2(u))y1 = 0,

−
[ mcy(x0 + αy0 + αz0)

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)

]
z0 = 0,

−(g0r −m)

q
(dr − d2r + h2r(u))z1 = 0.

Ceci implique que



x0 = 0,
x1 = 0,
y0 = 0,
y1 = 0,
z0 = 0,
z1 = 0.
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2. La stabilité globale du point d’équilibre E1

E1 =



1

cx

( n
d0

− 1
)

r

cx(d− d2)

( n
d0

− 1
)

0
0
0
0


.

La fonction de Lyapunov est

V1 =
(
x0 − x∗0 − x∗0 ln

x0

x∗0

)
+

ncxx
∗
0

(g0 −m)(1 + cxx∗0)
y0 +

ncxx
∗
0

(g0r −m)(1 + cxx∗0)
z0

avec

m < min(g0, g0r).

On vérifie que la fonction de Lyapunov V1 est positive.

On sait que que la fonction

x0 − x∗0 − x∗0 ln
x0

x∗0

est positive, et que

y0 > 0, z0 > 0, x∗0 > 0, n > 0, cx > 0.

Donc la fonction V1 est positive.

On vérifie que V1 = 0 pour le point d’équilibre E1 =
(
x∗0 , x

∗
1 , 0 , 0 , 0 , 0

)
.

On a

V1 =
(
x∗0 − x∗0 − x∗0 ln

x∗0
x∗0

)
+

ncxx
∗
0

(g0 −m)(1 + cxx∗0)
0 +

ncxx
∗
0

(g0r −m)(1 + cxx∗0)
0

V1 = 0.
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On montre que
dV1

dt
< 0.

dV1

dt
=

(
x0 − x∗0 − x∗0 ln

x0

x∗0

)′
+

ncxx
∗
0

(g0 −m)(1 + cxx∗0)
y
′

0 +
ncxx

∗
0

(g0r −m)(1 + cxx∗0)
z
′

0

dV1

dt
= −ncxK[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)](x0 − x∗0)2 − ncxK(y0 + z0)

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]x0 −Kcy
ncxx

∗
0m

(g0 −m)
(x0 + αy0 + αz0)y0

−Kcy
ncxx

∗
0m

(g0r −m)
(x0 + αy0 + αz0)z0 − ncxx∗0Kcx(x0 + y0 + z0)y0

− ncxx
∗
0

(g0 −m)
Kcxcyg0(x0 + y0 + z0)(x0 + αy0 + αz0)y0

−ncxx∗0Kcx(x0 + y0 + z0)z0 −
ncxx

∗
0

(g0r −m)
Kcxcyg0r(x0 + y0 + z0)

(x0 + αy0 + αz0)z0,

où

K =
1

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)][1 + cx(x0 + y0 + z0)](1 + cxx∗0)
.

Si

m < g0 et m < g0r,

alors
dV1

dt
< 0.

On montre que le point d’équilibre E1 =
(
x∗0 , x

∗
1 , 0 , 0 , 0 , 0

)
est la solution

unique de
dV1

dt
= 0,

dV1

dt
= 0 alors



−ncxK[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)](x0 − x∗0)2 = 0,
−ncxK(y0 + z0)[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]x0 = 0,

−Kcy
ncxx

∗
0m

(g0 −m)
(x0 + αy0 + αz0)y0 = 0,

−Kcy
ncxx

∗
0m

(g0r −m)
(x0 + αy0 + αz0)z0 = 0,

−ncxx∗0Kcx(x0 + y0 + z0)y0 = 0,

− ncxx
∗
0

(g0 −m)
Kcxcyg0(x0 + y0 + z0)(x0 + αy0 + αz0)y0 = 0,

−ncxx∗0Kcx(x0 + y0 + z0)z0 = 0,

− ncxx
∗
0

(g0r −m)
Kcxcyg0r(x0 + y0 + z0)(x0 + αy0 + αz0)z0 = 0.

Ceci implique que



x0 = x∗0,
x1 = x∗1,
y0 = 0,
y1 = 0,
z0 = 0,
z1 = 0.
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3. La stabilité globale du point d’équilibre E5

E5 =



0
0
0
0

1

αcy

( m
g0r

− 1
)

q

(dr − d2r + h2r(u))

[ 1

αcy

( m
g0r

− 1
)]


.

La fonction de Lyapunov est

V5 =
mz∗0cy

(d0 − n)(1 + cyαz∗0)
x0 +

mcyαz
∗
0

(g0 −m)(1 + cyαz∗0)
y0 +

(
z0 − z∗0 − z∗0 ln

z0

z∗0

)
,

avec

d0 > n et g0 > m.

On vérifie que V5 est positive.

On sait que la fonction

z0 − z∗0 − z∗0 ln
z0

z∗0

est positive et que

x0 > 0, y0 > 0, z∗0 > 0, α > 0,m > 0, cy > 0.

Donc V5 est positive.

On vérifie que V5 = 0 pour le point d’équilibre E5 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , z∗0 , z
∗
1

)
.

On a

V5 =
mz∗0cy

(d0 − n)(1 + cyαz∗0)
0 +

mcyαz
∗
0

(g0 −m)(1 + cyαz∗0)
0 +

(
z∗0 − z∗0 − z∗0 ln

z∗0
z∗0

)
V5 = −z∗0 ln 1

V5 = 0.

On vérifie que
dV5

dt
< 0.
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dV5

dt
=

mz∗0cy
(d0 − n)(1 + cyαz∗0)

x
′

0 +
mcyαz

∗
0

(g0 −m)(1 + cyαz∗0)
y
′

0 +
(
z0 − z∗0 − z∗0 ln

z0

z∗0

)′
dV5

dt
= −mcyz∗0Kcy(x0 + αy0 + αz0)x0

− mcyz
∗
0

(d0 − n)
Kd0cxcy(x0 + y0 + z0)(x0 + αy0 + αz0)x0

− Kcx
(mcyz

∗
0n)

(d0 − n)
(x0 + y0 + z0)x0

− mαcyz
∗
0

(g0 −m)
Kcyg0(x0 + αy0 + αz0)[1 + cx(x0 + y0 + z0)]y0

− Kmcy(x0 + αy0)[1 + cx(x0 + y0 + z0)]z0

− Kmcyα[1 + cx(x0 + y0 + z0)](z0 − z∗0)2,

où

K =
1

[1 + cx(x0 + y0 + z0)][1 + cy(x0 + αy0 + αz0)](1 + cyαz∗0)
.

Si on choisit

n < d0 et m < g0,

alors
dV5

dt
< 0.

On montre que E5 =
(

0 , 0 , 0 , 0 , z∗0 , z
∗
1

)
est la solution unique de

dV5

dt
= 0.

dV5

dt
= 0 alors



−mcyz∗0Kcy(x0 + αy0 + αz0)x0 = 0,

− mcyz
∗
0

(d0 − n)
Kd0cxcy(x0 + y0 + z0)(x0 + αy0 + αz0)x0 = 0,

−Kcx
(mcyz

∗
0n)

(d0 − n)
(x0 + y0 + z0)x0 = 0,

− mαcyz
∗
0

(g0 −m)
Kcyg0(x0 + αy0 + αz0)[1 + cx(x0 + y0 + z0)]y0 = 0,

−Kmcy(x0 + αy0)[1 + cx(x0 + y0 + z0)]z0 = 0,
−Kmcyα[1 + cx(x0 + y0 + z0)](z0 − z∗0)2 = 0.

Ceci implique que



x0 = 0,
x1 = 0,
y0 = 0,
y1 = 0,
z0 = z∗0 ,
z1 = z∗1 .
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3.3 Cas particulier (g0 = g0r)

En plus des points Ei (i = 0, ..., 5), on obtient d’autres points d’équilibre.

Le septième cas

x0 = 0, y0 =
1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α
− z0 et z0 =

1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α
− y0,

implique que

x1 = 0 et y1 =
q

(g − g2 + h2(u))

[ 1

αcy

(m
g0

− 1
)
− x0

α
− z0

]
et

z1 =
q

(dr − d2r + h2r(u))

[ 1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− x0

α
− y0

]
.

D’où le septième point d’équilibre

E7 =



0
0

1

αcy

(m
g0

− 1
)
− z0

q

g − g2 + h2(u)

[ 1

αcy
(
m

g0

− 1)− z0

]
1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− y0

q

(dr − d2r + h2r(u))

[ 1

αcy

( m
g0r

− 1
)
− y0

]


,

avec

g0 < m, g0r < m, g2 < g + h2(u),

d2r < dr + h2r(u), z∗0 <
m− g0

αcyg0

, y∗0 <
m− g0r

αcyg0r

.

On a

y0 6= 0 i.e. g0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0),

z0 6= 0 i.e. g0r = mΨ(x0 + αy0 + αz0),

donc il y a une infinité de points d’équilibre de la forme

(
0, 0, f(z∗0), f1(z∗0), z∗0 , f2(z∗0

)
).
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Le huitième cas
Le huitième point d’équilibre est

1

1− α

[ 1

cy

(m
g0

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]

r

(d− d2)(1− α)

[ 1

cy

(m
g0

− 1
)
− α

cx

( n
d0

− 1
)]

1

1− α

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− α

cy

(m
g0

− 1
)]

+ (α− 1)z∗0

q

(1− α)(g − g2 + h(u)

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− α

cy

(m
g0

− 1
)]

z∗0

z∗0
1

dr − d2r + h2r(u)


,

avec

d > d2, g + h(u) > g2, dr + h2r(u) > d2r,
1

cy

(m
g0

− 1
)

>
α

cx

( n
d0

− 1
)

et z∗0 <
1

1− α

[ 1

cx

( n
d0

− 1
)
− 1

cy

(m
g0

− 1
)]
,

or

x0 6= 0 i.e. d0 = nΦ(x0 + y0 + z0),

y0 6= 0 i.e. g0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0),

z0 6= 0 i.e. g0r = mΨ(x0 + αy0 + αz0),

donc il y a une infinité de points d’équilibre de la forme

(x∗0, x
∗
1, f(z∗0), f1(z∗0), z∗0 , f(z∗0)).

3.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons considéré un modèle mathématique sur la leucémie myélöıde
chronique inspiré de celui de F. Michor [24], plus général que celui considéré par Ainseba
et Benosman [2], où ils n’ont pas considéré le cas de la résistance. Nous avons étudié
l’existence et la stabilité des points d’équilibre. L’équilibre trivial E0 existe toujours et il
est globalement stable si d2r < dr + h2r(u), g2 < g + h2(u), d2 < d, n < d0 et m < g0r.
Le point E1 (non-pathologique) existe, il est globalement stable si d2r < dr + h2r(u),
g2 < g + h2(u), d2 < d, d0 < n et m < g0. Les points E2 (chronique), E3 (chronique) et
E4 (blast) existent mais ils sont instables. Le point E5 (blast) existe, il est globalement
stable si d2r < dr + h2r(u), g2 < g + h2(u), d2 < d et g0r < m < g0.
Les points d’équilibre et leurs stabilité sont données dans le tableau suivant
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d0
HH

HHHHm
n

existence et stabilité des équilibres existence et stabilité des équilibres

Es
0, E

i
1, E

i
2 Ei

0, E
s
1, E

i
2

Ei
3, E

i
4, E

i
5 Ei

3, E
i
4, E

i
5

g0r

Ei
0, E

i
1, E

i
2 Ei

0, E
i
1, E

i
2

Ei
3, E

i
4, E

s
5 Ei

3, E
i
4, E

i
5

g0

Ei
0, E

i
1, E

i
2 Ei

0, E
i
1, E

i
2

Ei
3, E

i
4, E

i
5 Ei

3, E
i
4, E

i
5

Tableau avec les conditions d2r < dr + h2r(u), g2 < g + h2(u), d2 < d.

On remarque dans le tableau ci-dessus, que dans chaque carré du tableau, on peut savoir
si les points d’équilibre sont instables ou stables suivant les valeurs de n par rapport à d0,
et m par rapport aux deux valeurs g0r et g0.
Si n < d0 et m < g0r, on a la stabilité asymptotique locale de l’équilibre trivial et
l’instabilité des autres équilibres. Pour n > d0 et m < g0r, on a la stabilité asymptotique
locale de l’équilibre non-pathologique E1 et l’instabilité des autres équilibres. C’est cette
région qui nous intéresse, dans laquelle tous les équilibres sont instables, sauf l’équilibre
sans maladie, dans ce cas on peut ne pas faire un traitement médical. Pour n < d0 et
g0r < m < g0 on a la stabilité asymptotique locale de l’équilibre blast E5 et l’instabilité
des autres équilibres, c’est un cas indésirable, c’est pour ça qu’il faut faire un traitement
pour éviter les conditions de stabilité de E5. Pour le reste, ie n > d0 avec m > g0r ou
n < d0 avec m > g0, on a l’instabilité de tous les points d’équilibre. Comme les solutions
du modèle sont bornées, alors on peut prévoir une analyse de bifurcation de Hopf quand
on passe des carrés où il y a stabilité aux carrés où il n’y a pas d’équilibre stable.



Chapitre 4

Contrôle pour un modèle de
leucémie avec résistance

Dans ce chapitre, nous considérons le modèle du chapitre trois, avec un contrôle u représentant
le traitement pour réduire les cellules cancéreuses.
Le modèle est donné par

x′0 = nΦ(x0 + y0 + z0)x0 − d0x0

x′1 = rx0 − (d− d2)x1

y′0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)y0 − g0y0

y′1 = qy0 −
(
g − g2 + h2(u)

)
y1

z′0 = mΨ(x0 + αy0 + αz0)z0 − g0rz0

z′1 = qz0 −
(
dr − d2r + h2r(u)

)
z1,

(4.1)

avec
h2, h2r : [0, umax] −→ R+.

4.1 Problème du contrôle optimal

Soit J la fonction coût définie par

J =

∫ T

0

f0(x(t), u(t))dt,

où
f0 = βy1(t) + γz1(t) + εu2(t),

et H l’Hamiltonien donnée par

H = w0f0 + w1f1 + w2f2 + w3f3 + w4f4 + w5f5 + w6f6,

w0 = −1,

en appliquant le théorème du principe du maximum de Pontryaguin [72], on a

H = −f0 + w1f1 + w2f2 + w3f3 + w4f4 + w5f5 + w6f6,

w′i = −∂H
∂xi

tel que i = 1, ..., 6,

avec

x1 = x0, x2 = x1, x3 = y0,

x4 = y1, x5 = z0, x6 = z1.

52
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4.1.1 Calcul de l’adjoint

ẇ1 = −∂H
∂x0

ẇ1 =
∂

∂x0

(βy1(t) + γz1(t) + εu2(t))

−∂w1

∂x0

[
(nΦ− d0)x0

]
− w1

∂

∂x0

[ n

1 + cx(x0 + y0 + z0)
x0 − d0x0

]
−∂w2

∂x0

[
rx0 − (d− d2)x1

]
− w2

∂

∂x0

[
rx0 − (d− d2)x1

]
−∂w3

∂x0

[
(mΨ− g0)y0

]
− w3

∂

∂x0

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
y0 − g0y0

]
−∂w4

∂x0

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
− w4

∂

∂x0

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
−∂w5

∂x0

[
(mΨ− g0r)z0

]
− w5

∂

∂x0

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
z0 − g0rz0

]
−∂w6

∂x0

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
− w6

∂

∂x0

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
alors

ẇ1 = −w1

[ n(1 + cxy0 + cxz0)

(1 + cx(x0 + y0 + z0))2
− d0

]
− rw2 + w3

[ cymy0

(1 + cy(x0 + αy0 + αz0))2

]
+w5

[ cymz0

(1 + cy(x0 + αy0 + αz0))2

]
,

et

ẇ2 = −∂H
∂x1

ẇ2 =
∂

∂x1

(βy1(t) + γz1(t) + εu2(t))

−∂w1

∂x1

[
(nΦ− d0)x0

]
− w1

∂

∂x1

[ n

1 + cx(x0 + y0 + z0)
x0 − d0x0

]
−∂w2

∂x1

[
rx0 − (d− d2)x1

]
− w2

∂

∂x1

[
rx0 − (d− d2)x1

]
−∂w3

∂x1

[
(mΨ− g0)y0

]
− w3

∂

∂x1

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
y0 − g0y0

]
−∂w4

∂x1

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
− w4

∂

∂x1

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
−∂w5

∂x1

[
(mΨ− g0r)z0

]
− w5

∂

∂x1

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
z0 − g0rz0

]
−∂w6

∂x1

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
− w6

∂

∂x1

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
donc

ẇ2 = (d− d2)w2,
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et

ẇ3 = −∂H
∂y0

ẇ3 =
∂

∂y0

(βy1(t) + γz1(t) + εu2(t))

−∂w1

∂y0

[
(nΦ− d0)x0

]
− w1

∂

∂y0

[ n

1 + cx(x0 + y0 + z0)
x0 − d0x0

]
−∂w2

∂y0

[
rx0 − (d− d2)x1

]
− w2

∂

∂y0

[
rx0 − (d− d2)x1

]
−∂w3

∂y0

[
(mΨ− g0)y0

]
− w3

∂

∂y0

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
y0 − g0y0

]
−∂w4

∂y0

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
− w4

∂

∂y0

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
−∂w5

∂y0

[
(mΨ− g0r)z0

]
− w5

∂

∂y0

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
z0 − g0rz0

]
−∂w6

∂y0

[
qy0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
− w6

∂

∂y0

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
donc

ẇ3 =
cxnx0[

1 + cx(x0 + y0 + z0)
]2w1 −

[ m(1 + cyx0 + αcyz0)

(1 + cy(x0 + αy0 + αz0))2
− g0

]
w3 − qw4

+
αmcyz0

(1 + cy(x0 + αy0 + αz0))2
w5,

et

ẇ4 = −∂H
∂y1

ẇ4 =
∂

∂y1

(βy1(t))− ∂w1

∂y1

[
(nΦ− d0)x0

]
− w1

∂

∂y1

[ n

1 + cx(x0 + y0 + z0)
x0 − d0x0

]
−∂w2

∂y1

[rx0 − (d− d2)x1]− w2
∂

∂y1

[rx0 − (d− d2)x1]

−∂w3

∂y1

[
(mΨ− g0)y0

]
− w3

∂

∂y1

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
y0 − g0y0

]
−∂w4

∂y1

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
− w4

∂

∂y1

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
−∂w5

∂y1

[
(mΨ− g0r)z0

]
− w5

∂

∂y1

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
z0 − g0rz0

]
−∂w6

∂y1

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
− w6

∂

∂y1

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
=

∂

∂y1

(βy1(t)) + (g − g2 + h2(u))w4

donc
ẇ4 = β + (g − g2 + h2(u))w4,
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et

ẇ5 = −∂H
∂z0

ẇ5 =
∂

∂z0

(βy1(t) + γz1(t) + εu2(t))

−∂w1

∂z0

[
(nΦ− d0)x0

]
− w1

∂

∂z0

[ n

1 + cx(x0 + y0 + z0)
x0 − d0x0

]
−∂w2

∂z0

[
rx0 − (d− d2)x1

]
− w2

∂

∂z0

[
rx0 − (d− d2)x1

]
−∂w3

∂z0

[
(
mΨ− g0)y0

]
− w3

∂

∂z0

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
y0 − g0y0

]
−∂w4

∂z0

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
− w4

∂

∂z0

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
−∂w5

∂z0

[
(mΨ− g0r)z0

]
− w5

∂

∂z0

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
z0 − g0rz0

]
−∂w6

∂z0

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
− w6

∂

∂z0

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
alors

ẇ5 =
cxnx0

[1 + cx(x0 + y0 + z0)]2
w1 +

αcymy0[
1 + cy(x0 + αy0 + αz0)

]2w3

−w5

[ m(1 + cyx0 + αy0cy)

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]2
− g0r

]
− qw6,

et

ẇ6 = −∂H
∂z1

ẇ6 =
∂

∂z1

(βy1(t) + γz1(t) + εu2(t))

−∂w1

∂z1

[
(nΦ− d0)x0

]
− w1

∂

∂z1

[ n

1 + cx(x0 + y0 + z0)
x0 − d0x0

]
−∂w2

∂z1

[
rx0 − (d− d2)x1

]
− w2

∂

∂z1

[
rx0 − (d− d2)x1

]
−∂w3

∂z1

[
(mΨ− g0)y0

]
− w3

∂

∂z1

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
y0 − g0y0

]
−∂w4

∂z1

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
− w4

∂

∂z1

[
qy0 − (g − g2 + h2(u))y1

]
−∂w5

∂z1

[
(mΨ− g0r)z0

]
− w5

∂

∂z1

[ m

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
z0 − g0rz0

]
−∂w6

∂z1

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
− w6

∂

∂z1

[
qz0 − (dr − d2r + h2r(u))z1

]
=

∂

∂z1

(γz1(t)) + w6(dr − d2r + h2r(u))

donc
ẇ6 = γ + w6(dr − d2r + h2r(u)).
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Finalement

ẇ1 =
[
d0 −

n(1 + cxy0 + cxz0)

(1 + cx(x0 + y0 + z0))2

]
w1 − rw2 +

mcyy0[
1 + cy(x0 + αy0 + αz0)

]2w3

+
mcyz0[

1 + cy(x0 + αy0 + αz0)
]2w5

ẇ2 = (d− d2)w2

ẇ3 =
ncxx0[

1 + cx(x0 + y0 + z0)
]2w1 +

[
g0 −

m(1 + cyx0 + αcyz0)

(1 + cy(x0 + αy0 + αz0))2

]
w3 − qw4

+
αmcyz0

(1 + cy(x0 + αy0 + αz0))2
w5

ẇ4 = β + (g − g2 + h2(u))w4

ẇ5 =
ncxx0[

1 + cx(x0 + y0 + z0)
]2w1 +

αcymy0[
1 + cy(x0 + αy0 + αz0)

]2w3

−w5

[ m(1 + cyx0 + αy0cy)

(1 + cy(x0 + αy0 + αz0))2
− g0r

]
− qw6

ẇ6 = γ + (dr − d2r + h2r(u))w6.

Par conséquent, on obtient
w′ = Aw + P

i.e. 
ẇ1

ẇ2

ẇ3

ẇ4

ẇ5

ẇ6

 =


a11 a12 a13 0 a15 0
0 a22 0 0 0 0
a13 0 a33 a34 a35 0
0 0 0 a44 0 0
a51 0 a53 0 a55 a56

0 0 0 0 0 a66




w1

w2

w3

w4

w5

w6

+


0
0
0
β
0
γ

 ,

tels que

a11 = d0 −
n(1 + cxy0 + cxz0)

[1 + cx(x0 + y0 + z0)]2
, a12 = −r,

a13 =
mcyy0

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]2
, a15 =

mcyz0

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]2
,

a22 = d− d2, a31 =
ncxx0

[1 + cx(x0 + y0 + z0)]2
,

a33 = g0 −
m(1 + cyx0 + αcyz0)

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]2
, a34 = −q,

a35 =
αmcyz0

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]2
, a44 = g − g2 + h2(u),

a51 =
ncxx0

[1 + cx(x0 + y0 + z0)]2
, a53 =

αcymy0

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]2
,

a55 = g0r −
m(1 + cyx0 + αcyy0)

[1 + cy(x0 + αy0 + αz0)]2
, a56 = −q, a66 = dr − d2r + h2r(u).

Ainsi

w(t) = w(0)etA +

∫ t

0

e(t−s)AP (s)ds.
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Comme w(T ) = 0, alors w(0) = −e−TA
∫ T

0
e(T−s)AP (s)ds, d’où

w(t) = −e(t−T )A

∫ T

0

e(T−s)AP (s)ds+

∫ t

0

e(t−s)AP (s)ds.

4.1.2 Calcul du contrôle optimal

On pose h2(u) = u et h2r(u) = u.
Maintenant on applique la condition nécessaire d’optimalité est

∂H

∂u
= 0

∂(−f0 + w1f1 + w2f2 + w3f3 + w4f4 + w5f5 + w6f6)

∂u
= 0

∂(−βy1(t)− γz1(t)− εu2(t) + w1f1 + w2f2 + w3f3 + w4f4 + w5f5 + w6f6)

∂u
= 0

−2εu− y1w4 − z1w6 = 0

u =
1

2ε
(−y1w4 − z1w6).

On doit chercher l’expression de w4 et w6.

Calcul de w4

ẇ4 = β + (g − g2 + u)w4

(e−
∫ t
T (g−g2+u(s))dsw4(t))

′
= βe−

∫ t
T (g−g2+u(s))ds

w4(t)e−
∫ t
T (g−g2+u(s))ds − w4(T ) =

∫ t

T

βe−
∫ σ
T (g−g2+u(s))dsdσ

w4(t) = β

∫ t

T

e−
∫ σ
T (g−g2+u(s))dse

∫ t
T (g−g2+u(s))dsdσ

w4(t) = β

∫ t

T

e
∫ T
σ (g−g2+u(s))dse

∫ t
T (g−g2+u(s))dsdσ

w4(t) = β

∫ t

T

e
∫ t
σ(g−g2+u(s))dsdσ.
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Calcul de w6

ẇ6 = γ + (dr − d2r + u)w6

(e−
∫ t
T (dr−d2r+u(s))dsw6(t))

′
= γe−

∫ t
T (dr−d2r+u(s))ds

w6(t)e−
∫ t
T (dr−d2r+u(s))ds − w6(T ) =

∫ t

T

γe−
∫ σ
T (dr−d2r+u(s))dsdσ

w6(t) = γ

∫ t

T

e−
∫ σ
T (dr−d2r+u(s))dse

∫ t
T (dr−d2r+u(s))dsdσ

w6(t) = γ

∫ t

T

e
∫ T
σ (dr−d2r+u(s))dse

∫ t
T (dr−d2r+u(s))dsdσ

w6(t) = γ

∫ t

T

e
∫ t
σ(dr−d2r+u(s))dsdσ.

Finalement, on obtient

u =
1

2ε

(
− y1β

∫ t

T

e
∫ t
σ(g−g2+u(s))dsdσ − z1γ

∫ t

T

e
∫ t
σ(dr−d2r+u(s))dsdσ

)
.

Calcul de y1

y′1 = qy0 − (g − g2 + u(t))y1 alors y′1 + (g − g2 + u(t))y1 = qy0.

D’abord, on résoud l’équation sans second membre

y′1 + (g − g2 + u(t))y1 = 0

y′1 = −(g − g2 + u(t))y1

dy1

dt
= −(g − g2 + u(t))y1

dy1

y1

= −(g − g2 + u(t))dt

ln|y1| = e−
∫ t
0 (g−g2+u(σ))dσ + c

y1 = ke−
∫ t
0 (g−g2+u(σ))dσ.

Maintenant l’équation avec second membre

y′1 + (g − g2 + u(t))y1 = qy0

k′e−
∫ t
0 (g−g2+u(σ))dσ = qy0

k′ = qy0e
∫ t
0 (g−g2+u(σ))dσ

k = qy0

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ.

Par suite

y1 =
(
qy0

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ

)(
e−

∫ t
0 (g−g2+u(σ))dσ

)
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y1 = qy0

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))ds−

∫ t
0 (g−g2+u(s))dsdσ

y1 = qy0

∫ t

0

e
∫ σ
t (g−g2+u(s))dsdσ.

Calcul de z1

z′1 = qz0 − (dr − d2r + u(t))z1 alors z′1 + (dr − d2r + u(t))z1 = qz0.

D’abord, on résoud l’équation sans second membre

z′1 + (dr − d2r + u(t))z1 = 0

z′1 = −(dr − d2r + u(t))z1

dz1

dt
= −(dr − d2r + u(t))z1

dz1

z1

= −(dr − d2r + u(t))dt

ln|z1| = e−
∫ t
0 (dr−d2r+u(σ))dσ + c1

z1 = k1e
−
∫ t
0 (dr−d2r+u(σ))dσ.

Maintenant l’équation avec second membre

z′1 + (dr − d2r + u(t))z1 = qz0

k′1e
−
∫ t
0 (dr−d2r+u(σ))dσ = qz0

k′1 = qz0e
∫ t
0 (dr−d2r+u(σ))dσ

k1 = qz0

∫ t

0

e
∫ σ
0 (dr−d2r+u(s))dsdσ.

Par suite

z1 =
(
qz0

∫ t

0

e
∫ σ
0 (dr−d2r+u(s))dsdσ

)(
e−

∫ t
0 (dr−d2r+u(σ))dσ

)
z1 = qz0

∫ t

0

e
∫ σ
0 (dr−d2r+u(s))ds−

∫ t
0 (dr−d2r+u(s))dsdσ

z1 = qz0

∫ t

0

e
∫ σ
t (dr−d2r+u(s))dsdσ.

D’après la condition d’optimalité

u =
1

2ε
(−y1w4 − z1w6)

et les expressions de w4 et w6, données par

w4(t) = β

∫ t

T

e
∫ t
σ(g−g2+u(s))dsdσ

w6(t) = γ

∫ t

T

e
∫ t
σ(dr−d2r+u(s))dsdσ.
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On obtient

u =
1

2ε

(
− y1β

∫ t

T

e
∫ t
σ(g−g2+u(s))dsdσ − z1γ

∫ t

T

e
∫ t
σ(dr−d2r+u(s))dsdσ

)
u =

1

2ε

(
y1β

∫ T

t

e
∫ t
σ(g−g2+u(s))dsdσ + z1γ

∫ T

t

e
∫ t
σ(dr−d2r+u(s))dsdσ

)
.

On remplace aussi y1 et z1 par leurs expressions, on obtient

u(t) =
1

2ε

[(
qy0

∫ t

0

e
∫ σ
t (g−g2+u(s))dsdσ

)(
β

∫ T

t

e
∫ t
σ(g−g2+u(s))dsdσ

)
+
(
qz0

∫ t

0

e
∫ σ
t (dr−d2r+u(s))dsdσ

)(
γ

∫ T

t

e
∫ t
σ(dr−d2r+u(s))dsdσ

)]
.

Théorème 15. Pour ε >
q

2
( max
t∈[0,T ]

y0βθ1 + max
t∈[0,T ]

z0γθ2) alors l’existence et l’unicité du

contrôle optimal du système (4.1) est satisfaite.

Pour démontrer le théorème, nous utilisons le théorème du point fixe de Banach.
Preuve. La preuve détaillée du théorème (14) est donnée dans l’annexe (page 71).

4.2 Contrôle singulier pour (4.1)

Soit la fonction coût

J =

∫ T

0

f0(x(t), u(t))dt,

en appliquant le théorème du principe du maximum de pontryagin, on aura

H = w0f0 + w1f1 + w2f2 + w3f3 + w4f4 + w5f5 + w6f6, avec w0 = −1.

On pose f0 = βy1(t) + γz1(t) avec β, γ > 0, alors

ϕ =
∂H

∂u

ϕ =
∂(−βy1(t)− γz1(t))

∂u
+
∂w1

∂u
f1 + w1

∂f1

∂u
+
∂w2

∂u
f2 + w2

∂f2

∂u
+
∂w3

∂u
f3 + w3

∂f3

∂u

+
∂w4

∂u
f4 + w4

∂f4

∂u
+
∂w5

∂u
f5 + w5

∂f5

∂u
+
∂w6

∂u
f6 + w6

∂f6

∂u
= w4

∂f4

∂u
+ w6

∂f6

∂u

ϕ = w4
∂

∂u

(
qy0 −

(
g − g2 + u

)
y1

)
+ w6

∂

∂u

(
qz0 −

(
dr − d2r + u

)
z1

)
= −w4y1 − w6z1.

Donc

∂2H

∂u2
= −∂w4

∂u
y1 − w4

∂y1

∂u
− ∂w6

∂u
z1 − w6

∂z1

∂u
= 0.

On a

∂H

∂u
= 0, alors − w4y1 − w6z1 = 0, i.e. w6 =

−w4y1

z1

.
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On va chercher la formule explicite du contrôle singulier, i.e. il faut trouver les expressions
de w4 et w6.

ẇ4 = −∂H
∂y1

ẇ4 =
∂(βy1(t) + γz1(t))

∂y1

− ∂w1

∂y1

( nx0

1 + cx(x0 + y0 + z0)
− d0x0

)
−w1

∂

∂y1

( nx0

1 + cx(x0 + y0 + z0)
− d0x0

)
− ∂w2

∂y1

(
rx0 − (d− d2)x1

)
−w2

∂

∂y1

(
rx0 − (d− d2)x1

)
− ∂w3

∂y1

( my0

1 + cy(λ+ αy0 + αz0)
− g0y0

)
−w3

∂

∂y1

( my0

1 + cy(λ+ αy0 + αz0)
− g0y0

)
− ∂w4

∂y1

(
qy0 −

(
g − g2 + u

)
y1

)
−w4

∂

∂y1

(
qy0 −

(
g − g2 + u

)
y1

)
− ∂w5

∂y1

( mz0

1 + cy(λ+ αy0 + αz0)
− g0rz0

)
−w5

∂

∂y1

( mz0

1 + cy(λ+ αy0 + αz0)
− g0rz0

)
− ∂w6

∂y1

(
qz0 −

(
dr − d2r + u

)
z1

)
−w6

∂

∂y1

(
qz0 −

(
dr − d2r + u

)
z1

)
,

donc
ẇ4 = β + (g − g2 + u)w4.

Aussi

ẇ6 = −∂H
∂z1

ẇ6 =
∂(βy1(t) + γz1(t))

∂z1

− ∂w1

∂z1

( nx0

1 + cx(x0 + y0 + z0)
− d0x0

)
−w1

∂

∂z1

( nx0

1 + cx(x0 + y0 + z0)
− d0x0

)
− ∂w2

∂z1

(
rx0 − (d− d2)x1

)
−w2

∂

∂z1

(
rx0 − (d− d2)x1

)
− ∂w3

∂z1

( my0

1 + cy(λ+ αy0 + αz0)
− g0y0

)
−w3

∂

∂z1

( my0

1 + cy(λ+ αy0 + αz0)
− g0y0

)
− ∂w4

∂z1

(
qy0 −

(
g − g2 + u

)
y1

)
−w4

∂

∂z1

(
qy0 −

(
g − g2 + u

)
y1

)
− ∂w5

∂z1

( mz0

1 + cy(λ+ αy0 + αz0)
− g0rz0

)
−w5

∂

∂z1

( mz0

1 + cy(λ+ αy0 + αz0)
− g0rz0

)
− ∂w6

∂z1

(
qz0 −

(
dr − d2r + u

)
z1

)
−w6

∂

∂z1

(
qz0 −

(
dr − d2r + u

)
z1

)
,

alors
ẇ6 = γ + (dr − d2r + u)w6.

Maintenant, on calcule ϕ′(t) et ϕ′′(t), on a

ϕ(t) =
∂H

∂u
ϕ(t) = −y1w4 − z1w6
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et par suite

ϕ′(t) = −y′1w4 − y1w
′
4 − z′1w6 − z1w

′
6

= −
(
qy0 −

(
g − g2 + u

)
y1

)
w4 − y1

(
β + (g − g2 + u)w4

)
−
(
qz0 −

(
dr − d2r + u

)
z1

)
w6 − z1

(
γ + (dr − d2r + u)w6

)
ϕ′(t) = −qy0w4 +

(
g − g2 + u

)
y1w4 − y1β − (g − g2 + u)y1w4 − qz0w6

+
(
dr − d2r + u

)
z1w6 − z1γ − (dr − d2r + u)z1w6.

Donc
ϕ′(t) = −qy0w4 − y1β − qz0w6 − z1γ. (4.2)

ϕ′′(t) = −qy′0w4 − qy0w
′
4 − y′1β − qz′0w6 − qz0w

′
6 − z′1γ

= −q
(
mΨy0 − g0y0

)
w4 − qy0

(
β + (g − g2 + u)w4

)
− β

(
qy0 −

(
g − g2 + u

)
y1

)
−q
(
mΨz0 − g0rz0

)
w6 − qz0

(
γ + (dr − d2r + u)w6

)
−γ
(
qz0 −

(
dr − d2r + u

)
z1

)
.

Par conséquent

ϕ′′(t) = −q
(
mΨy0 − g0y0

)
w4 − 2qy0β − qy0(g − g2 + u)w4 + βy1

(
g − g2 + u

)
−q
(
mΨz0 − g0rz0

)
w6 − 2qz0γ − (dr − d2r + u)qz0w6 +

(
dr − d2r + u

)
γz1.

(4.3)
On sait que

ϕ(t) = 0, alors − w4y1 − w6z1 = 0, i.e. w6 =
−w4y1

z1

.

On remplace w6 dans l’équation (4.2), alors

ϕ′(t) = −qy0w4 − y1β − qz0

(−w4y1

z1

)
− z1γ

ϕ′(t) = w4

(
− qy0 + qy1

z0

z1

)
− y1β − z1γ

ϕ′(t) = 0, donc w4

(
− qy0 + qy1

z0

z1

)
= y1β + z1γ, c’est à dire

w4 =
(y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

.

On remplace w4 et w6 dans l’équation (4.3), alors

ϕ′′(t) = −q
(
mΨy0 − g0y0

)( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
− 2qy0β − qy0(g − g2 + u)( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1

(
g − g2 + u

)
− q
(
mΨz0 − g0rz0

)
[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
− 2qz0γ − (dr − d2r + u)qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+
(
dr − d2r + u

)
γz1.
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Par suite

ϕ′′(t) = −q
(
mΨy0 − g0y0

)( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
− 2qy0β − qy0(g − g2)

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
−qy0u

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1

(
g − g2

)
+ βy1u

−q
(
mΨz0 − g0rz0

)[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
− 2qz0γ

−(dr − d2r)qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
−qz0u

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+
(
dr − d2r

)
γz1 + γz1u.

Alors

ϕ′′(t) = u
{
− qy0

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1 − qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ γz1

}
−q
(
mΨy0 − g0y0

)( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
−

+βy1

(
g − g2

)
− q
(
mΨz0 − g0rz0

)[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
− 2qz0γ

−(dr − d2r)qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+
(
dr − d2r

)
γz1.

Notons η̂ = u
{
− qy0

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1 − qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ γz1

}
.

Ainsi ϕ′′(t) = 0 ce qui implique que

η̂ = +q
(
mΨy0 − g0y0

)( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ 2qy0β

+qy0(g − g2)
( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
− βy1

(
g − g2

)
+q
(
mΨz0 − g0rz0

)[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ 2qz0γ

+(dr − d2r)qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
−
(
dr − d2r

)
γz1.
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Ce qui donne

using(t) =

q
(
mΨy0 − g0y0

)( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ 2qy0β

−qy0

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1 − qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ γz1

+

qy0(g − g2)
( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
− βy1

(
g − g2

)
−qy0

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1 − qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ γz1

+

q
(
mΨz0 − g0rz0

)[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ 2qz0γ

−qy0

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1 − qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ γz1

+

(dr − d2r)qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
−qy0

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1 − qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ γz1

−
(
dr − d2r

)
γz1

−qy0

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1 − qz0

[−y1

z1

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)]
+ γz1

.

Donc

using(t) =

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)(
qy0(mΨ− g0 + g − g2)

)
− βy1

(
g − g2

)
+ 2qy0β + 2qz0γ

2βy1 + 2γz1

+

−
(
dr − d2r

)
γz1 +

(−y1(y1β + z1γ)

−qy0z1 + qz0y1

)(
qz0(mΨ− g0r + dr − d2r)

)
2βy1 + 2γz1

,

avec

β > 0, γ > 0, y1 > 0, et z1 > 0.

On a trouvé la formule explicite du contrôle singulier, maintenant on doit vérifier la

condition de Legendre Clebsh pour la minimalité du contrôle singulier, i.e.
∂

∂u

d2

dt2
∂H

∂u
≤ 0.

Theorem 2. Le système (4.1) admet un contrôle singulier non minimal.

Preuve. On a
∂H

∂u
= −y1(t)w4(t)− z1(t)w6(t).
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Ainsi

d

dt

∂H

∂u
=

d

dt

(
− y1(t)w4(t)− z1(t)w6(t)

)
= −y′1(t)w4(t)− y1(t)w′4(t)− z′1(t)w6(t)− z1(t)w′6(t)

= −
(
qy0(t)−

(
g − g2 + u

)
y1(t)

)
w4(t)− y1(t)

(
β +

(
g − g2 + u

)
w4(t)

)
−
(
qz0(t)−

(
dr − d2r + u

)
z1(t)

)
w6(t)− z1(t)

(
γ +

(
dr − d2r + u

)
w6(t)

)
.

Donc

d

dt

∂H

∂u
= −qy0(t)w4(t)− βy1(t)− qz0(t)w6(t)− γz1(t).

Alors

d2

dt2
∂H

∂u
= −q

(
y′0(t)w4(t) + y0(t)w′4(t)

)
− βy′1(t)− q

(
z′0(t)w6(t) + z0(t)w′6(t)

)
− γz′1(t).

Par conséquent

∂

∂u

d2

dt2
∂H

∂u
= −q∂y

′
0(t)

∂u
w4(t)− qy′0(t)

∂w4(t)

∂u
− q∂y0(t)

∂u
w′4(t)

−qy0(t)
∂w′4(t)

∂u
− β∂y

′
1(t)

∂u
− q∂z

′
0(t)

∂u
w6(t)

−qz′0(t)
∂w6(t)

∂u
− q∂z0(t)

∂u
w′6(t)− qz0(t)

∂w′6(t)

∂u
− γ ∂z

′
1(t)

∂u
∂

∂u

d2

dt2
∂H

∂u
= −qy0(t)w4(t) + βy1(t)− qz0(t)w6(t) + γz1(t).

On sait que

w4 =
(y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

et w6 =
−y1(y1β + z1γ)

−qy0z1 + qz0y1

.

Ainsi

∂

∂u

d2

dt2
∂H

∂u
= −qy0(t)

( (y1β + z1γ)z1

−qy0z1 + qz0y1

)
+ βy1(t)− qz0(t)

(−y1(y1β + z1γ)

−qy0z1 + qz0y1

)
+ γz1(t).

Par suite
∂

∂u

d2

dt2
∂H

∂u
= 2βy1 + 2γz1 > 0,

donc le contrôle singulier n’est pas minimal.
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4.3 Les simulations numériques

4.3.1 Les simulations numériques sans contrôle

Les valeurs des paramètres sont

n = 5× 10−3, m = 0.00041, α = 0.1, q = 700, d = 0.68,

d0 = 2× 10−3, d2 = 1, dr = 1.2, d2r = 0.4, cx = 0.75× 10−2,

cy = 0.38× 10−3, g = 2.4, g0 = 0.5, g0r = 0.21, g2 = 0.4,

u = 0, β = 0.5, γ = 0.2, ε = 0.0001, r = 1295.

Cellules souches normales Cellules différenciées normales

Cellules souches cancéreuses Cellules différenciées cancéreuses

Cellules souches résistantes Cellules différenciées résistantes
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Figure 4.1 – La condition d’optimalité

Figure 4.2 – La courbe du contrôle optimal
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4.3.2 Les simulations numériques avec contrôle

Les valeurs des paramètres sont

n = 5× 10−3, m = 0.00041, α = 0.1, q = 700, d = 0.68,

d0 = 2× 10−3, d2 = 1, dr = 1.2, d2r = 0.4, cx = 0.75× 10−2,

cy = 0.38× 10−3, g = 2.4, g0 = 0.5, g0r = 0.21, g2 = 0.4,

u = 550, β = 0.5, γ = 0.2, ε = 0.0001, r = 1295.

Cellules souches normales Cellules différenciées normales

Cellules souches cancéreuses Cellules différenciées cancéreuses

Cellules souches résistantes Cellules différenciées résistantes
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Figure 4.3 – La condition d’optimalité

Figure 4.4 – La courbe du contrôle optimal
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4.3.3 Interprétations des simulations numériques

1) Pour u = 0
On remarque que
- Le nombre des cellules souches normales diminue.
- Le nombre des cellules différenciées normales augmente.
- Le nombre des cellules souches cancéreuses diminue.
- Le nombre des cellules différenciées cancéreuses augmente.
- Le nombre des cellules souches cancéreuses résistantes diminue.
- Le nombre des cellules différenciées cancéreuses résistantes augmente.
2) Pour u > 0
On remarque que
- Le nombre des cellules souches normales diminue d’une petite quantité c’est dûe au
traitement administré.
- Le nombre des cellules différenciées normales augmente.
- Le nombre des cellules souches cancéreuses diminue.
- Le nombre des cellules différenciées cancéreuses diminue.
- Le nombre des cellules souches cancéreuses résistantes diminue.
- Le nombre des cellules différenciées cancéreuses résistantes diminue.
Aussi on voie clairement que la condition nécessaire d’optimalité tend vers 0.

4.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons considéré un modèle mathématique pour la leucémie avec
résistance. Nous avons démontré l’existence et l’unicité du contrôle optimal. Puis nous
avons démontré que le contrôle singulier n’est pas minimal. A la fin du chapitre nous
avons donné des simulations pour illustrer les résultats obtenus.

4.5 Annexe

Soit T > 0 et considérons l’espace E tel que

E = {u : [0, T ]→ R+ : u est continue par morceaux et borné}.

E est muni de la norme ‖.‖ définie par

‖u‖ = sup
t∈[0,T ]

|u(t)|.

Il est clair que si
u ∈ E ⇒ sup

t∈[0,T ]

|u(t)| < +∞.

Donc
∃M > 0 tq : ∀u ∈ E : ‖u‖ ≤M.

Considérons l’opérateur R : E → E défini par : R = R1 +R2 tel que
∀u ∈ E, ∀t ∈ [0, T ], R(u)(t) = R1(u)(t) +R2(u)(t) et

R1(u)(t) = c1(t)
(∫ t

0

e
∫ σ
t (g−g2+u(s))dsdσ

)(∫ T

t

e
∫ t
σ(g−g2+u(s))dsdσ

)
,
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et

R2(u)(t) = c2(t)
(∫ t

0

e
∫ σ
t (dr−d2r+u(s))dsdσ

)(∫ T

t

e
∫ t
σ(dr−d2r+u(s))dsdσ

)
,

avec

c1(t) =
qy0(t)β

2ε
et c2(t) =

qz0(t)γ

2ε
.

Question sous quelle condition R est une contraction ?

Cherchons une estimation de ‖DR(u)‖.
On a

‖DR(u)‖ = ‖DR1(u) +DR2(u)‖
≤ ‖DR1(u)‖+ ‖DR2(u)‖.

Comme R1 et R2 sont similaires, il suffit de trouver une estimation de ‖DR1‖ et d’en
déduire celle de ‖DR2‖.
Tout d’abord on a∫ t

0

e
∫ σ
t (g−g2+u(s))dsdσ =

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))ds−

∫ t
0 (g−g2+u(s))dsdσ

=

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dse−

∫ t
0 (g−g2+u(s))dsdσ

= e−
∫ t
0 (g−g2+u(s))ds

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ.

D’autre part ∫ T

t

e
∫ t
σ(g−g2+u(s))dsdσ = e

∫ t
0 (g−g2+u(s))ds

∫ T

t

e−
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ,

donc

R1(u)(t) = c1(t)
(∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ

)(∫ T

t

e−
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ

)
.

De la même manière on trouve que

R2(u)(t) = c2(t)
(∫ t

0

e
∫ σ
0 (dr−d2r+u(s))dsdσ

)(∫ T

t

e−
∫ σ
0 (dr−d2r+u(s))dsdσ

)
.

Maintenant cherchons l’expression de DR(u) et l’estimation de ‖DR(u)‖.
On pose

H1(u)(t) =

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ,

H2(u)(t) =

∫ T

t

e−
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ,

ainsi
R1(u) = c1(t)H1(u)H2(u),

donc
DR1(u)v = c1(t)(DH1(u)v)H2(u) + c1(t)H1(u)(DH2(u)v), ∀u, v ∈ E.
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De plus
H1 = QoN

avec Q : E → E opérateur linéaire défini par

Q(u)(t) =

∫ t

0

u(s)ds

et N : E → E opérateur non linéaire défini par

N(u)(t) = e
∫ t
0 (g−g2+u(s))ds.

Donc

Q(N)(u)(t) =

∫ t

0

N(u)(σ)dσ

=

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ

= H1(u)(t), ∀t ∈ [0, T ], ∀u ∈ E.

Ainsi

DH1(u)(v) = DQ(N(u))o(DN(u)v)

= Q(DN(u)v).

On pose

Ψ(u)(σ) =

∫ σ

0

(g − g2 + u(s))ds,

donc
N(u) = eΨ(u), Ψest affine

DN(u)v = eΨ(u)DΨ(u)v

(DΨ(u)v)(σ) =

∫ σ

0

v(s)ds, ∀u ∈ E, ∀v ∈ E,

par conséquent

DH1(u)v =

∫ t

0

(DN(u)v)(σ)dσ

=

∫ t

0

(∫ σ

0

v(s)ds
)
eΨ(u)(σ)dσ

=

∫ t

0

(∫ σ

0

v(s)ds
)
e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ.

En suite

‖DH1(u)v‖ = sup
t∈[0,T ]

|
∫ t

0

(∫ σ

0

v(s)ds
)
e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ|

≤ sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

∫ σ

0

|v(s)|ds e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ

≤ ‖v‖ sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

σ e
∫ σ
0 (g−g2)ds+

∫ σ
0 u(s))dsdσ

≤ ‖v‖ sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

σe(g−g2+M)σdσ.



4.5. ANNEXE 73

Par intégration par partie, on calcule∫ t

0

σeaσdσ avec a = g − g2 +M{
ϕ = σ
φ′ = eaσ

alors {
ϕ′ = 1

φ =
1

a
eaσ

∫ t

0

σeaσdσ =
[σ
a
eaσ
]t

0
− 1

a

∫ t

0

eaσdσ

=
t

a
eat − 1

a2
(eat − 1)

=
eat

a2
(at− 1) +

1

a2

= ξ(t).

Donc
‖DH1(u)‖ ≤ sup

t∈[0,T ]

ξ(t),

or

ξ′(t) =
eat

a
+ teat − 1

a
eat

ξ′(t) = teat > 0.

Comme ξ est croissante, alors

‖ξ‖ = sup
t∈[0,T ]

|ξ(t)|

= sup
t∈[0,T ]

ξ(t)

= ξ(T ).

Par conséquent

‖DH1(u)‖ ≤ eaT

a2
(aT − 1) +

1

a2
.

On calcule de la même manière DH2(u)v, on trouve

DH2(u)v =

∫ T

t

(
−
∫ σ

0

v(s)ds
)
e−

∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ,

donc

‖DH2(u)‖ ≤ sup
t∈[0,T ]

∫ T

t

σe−aσdσ.

Par intégration par partie, on calcule ∫ t

0

σe−aσdσ
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ϕ = σ
φ′ = e−aσ

alors {
ϕ′ = 1

φ =
−1

a
e−aσ

∫ T

t

σe−aσdσ =
[−σ
a
e−aσ

]T
t

+
1

a

∫ T

t

e−aσdσ

=
−T
a
e−aT +

t

a
e−at − 1

a2
(e−aT − e−at)

=
−e−aT

a2
(aT + 1) +

e−at

a2
(at+ 1)

= K(t).

Or

K ′(t) =
1

a
e−at − te−at − 1

a
e−at

K ′(t) = −te−at < 0.

Comme K est décroissante, alors

‖DH2(u)‖ ≤ K(0) =
1

a2
− e−aT

a2
(aT + 1).

De plus

‖H1(u)‖ = sup
t∈[0,T ]

|H1(u)(t)|

= sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

e
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ

≤ sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

e(g−g2+M)σdσ

≤ sup
t∈[0,T ]

1

a
(eat − 1)

≤ 1

a
(eaT − 1).
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D’autre part

‖H2(u)‖ = sup
t∈[0,T ]

|H2(u)(t)|

= sup
t∈[0,T ]

∫ T

t

e−
∫ σ
0 (g−g2+u(s))dsdσ

≤ sup
t∈[0,T ]

∫ T

t

e−
∫ σ
0 (g−g2)dsdσ

≤ sup
t∈[0,T ]

∫ T

t

e−(g−g2)σdσ

≤ sup
t∈[0,T ]

[−e−(g−g2)σ

g − g2

]T
t

≤ sup
t∈[0,T ]

1

g − g2

(e−(g−g2)t − e−(g−g2)T )

≤ 1

g − g2

(1− e−(g−g2)T ).

Par suite

‖DR1(u)‖ ≤ max(c1)(‖H1(u)‖‖DH2(u)‖+ ‖DH1(u)‖‖H2(u)‖)

≤ max(c1)
{1

a
(eaT − 1)

[ 1

a2
− e−aT

a2
(aT + 1)

]
+
[eaT
a2

(aT − 1) +
1

a2

][ 1

g − g2

(1− e−(g−g2)T )
]}

≤ max(c1)
{eaT
a2

[
a(1− e−aT )

( 1

a2
− e−aT

a2
(aT + 1)

)
+

1

g − g2

(aT − 1 + e−aT )(1− e−(g−g2)T )
]}

≤ max(c1)
eaT

a2

[
a

1

a2

(
1− e−aT (aT + 1)

)
+

1

g − g2

(aT )
]

≤ max(c1)
eaT

a2

[1

a

(
1− e−aT (aT + 1)

)
+

aT

g − g2

]
≤ max(c1)

eaT

a2

(1

a
− e−aT

a
(aT + 1) +

aT

g − g2

)
.

Ainsi

‖DR1(u)‖ ≤ max(c1)
eaT

a2

(1

a
− e−aT

a
(aT + 1) +

aT

g − g2

)
= max(c1)θ1,

avec

θ1 =
eaT

a2

(1

a
− e−aT

a
(aT + 1) +

aT

g − g2

)
.

Notons par

Γ1(T ) =
1

a
− e−aT

a
(aT + 1) +

aT

g − g2

,
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ce qui donne

Γ1(T ) −→ −∞ si T < 0,

Γ1(T ) = 0 si T = 0,

Γ1(T ) −→ +∞ si T > 0.

Par suite

Γ′1(T ) = ae−aTT +
aT

g − g2

> 0,

d’où
si T ∈]0,+∞[ alors Γ1(T ) > 0 implique que θ1 > 0.

De la même manière, on trouve

‖DR2(u)‖ ≤ max(c2)
ea
′T

a′2

( 1

a′
− e−a

′T

a′
(a′T + 1) +

a′T

dr − d2r

)
= max(c2)θ2,

avec

θ2 =
ea
′T

a′2

( 1

a′
− e−a

′T

a′
(a′T + 1) +

a′T

dr − d2r

)
et a′ = dr − d2r +M.

Notons par

Γ2(T ) =
1

a′
− e−a

′T

a′
(a′T + 1) +

a′T

g − g2

,

ce qui donne

Γ2(T ) < 0 si T < 0,

Γ2(T ) = 0 si T = 0,

Γ2(T ) > 0 si T > 0.

Par suite

Γ′2(T ) = a′e−a
′TT +

a′T

g − g2

> 0,

d’où
si T ∈]0,+∞[ alors Γ2(T ) > 0 implique que θ2 > 0.

Par conséquent
‖DR(u)‖ ≤ max(c1)θ1 + max(c2)θ2.

Si max(c1)θ1 + max(c2)θ2 < 1 alors R est une contraction, c’est-à-dire

qmax y0β

2ε
θ1 +

qmax z0γ

2ε
θ2 =

q

2ε
(max y0βθ1 + max z0γθ2) < 1,

ce qui implique que pour ε >
q

2
( max
t∈[0,T ]

y0(t)βθ1+ max
t∈[0,T ]

z0(t)γθ2) alors R est une contraction.

Ceci est possible car y0, z0 sont bornées, puisque les solutions du modèle (4.1) sont bornées.



Chapitre 5

Modèle de leucémie avec retard

Dans ce chapitre, nous sommes intéressés par quelques modèles mathématiques de la
leucémie chronique. La leucémie est un cancer du sang caractérisé par la production
excessive des cellules sanguines blanches, qui est due au gène anormal dans le chromosome
de Philadelphie responsable de la maladie du cancer.
Notre modèle est inspiré du le travail de [37]. Plus exactement, on considère le modèle
suivant

ẋ = −β0x− β3(β1 + β2 + 1− β1 − β2) 1
1+c1(x+y)

x

+2β3(1− β1 − β2) 1
1+c1(xτ+yτ )

e−β0τxτ + β3β1
1

1+c1(xτ+yτ )
e−β0τxτ ,

ẏ = −γ0y − γ3(γ1 + γ2 + 1− γ1 − γ2) 1
1+c2(x+αy)

y

+2γ3(1− γ1 − γ2) 1
1+c2(xτ+αyτ )

e−γ0τyτ + γ3γ1
1

1+c2(xτ+αyτ )
e−γ0τyτ ,

(5.1)

où les variables et les paramètres sont
x (y resp.) : la densité des cellules souches normales (leucémiques resp.),
β0 (γ0 resp.) : taux de mortalité des cellules souches normales (leucémiques resp.),
β1 (γ1 resp.) valeur de pourcentage de la division asymétrique pour les cellules souches
normales (leucémiques resp.),
β2 (γ2 resp.) : valeur de pourcentage de la différenciation symétrique des cellules souches
normales (leucémiques resp.),
β3 (γ3 resp.) : taux de différenciation et de la division asymétrique des cellules souches
normales (leucémiques resp.),
c1 (c2 resp.) : paramètres de compétition des cellules souches normales (leucémiques resp.),
et
τ : période de la division du cycle cellulaire.
Le terme 1 − β1 − β2 < 1 (1 − γ1 − γ2 < 1 resp.) décrit la valeur en pourcentage de
l’auto-renouvellement symétrique pour les cellules souches normales (leucémiques resp.).
On considère le système (5.1) avec les conditions initiales, x(t) = ϕ1(t), y(t) = ϕ2(t),
t ∈ [−τ, 0], x(0) = x0 et y(0) = y0.
Tout au long de ce travail, on suppose que les conditions

β0 > γ0, (5.2)

β1 < γ1, (5.3)

β2 < γ2, (5.4)

77
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β3 < γ3 (5.5)

et
c1 > c2. (5.6)

Dans ce travail, nous allons étudier le modèle (5.1) quantitativement et qualitativement.
Dans la prochaine section, nous étudions le problème bien posé, c’est-à-dire, l’existence et
l’unicité des solutions positives. Dans la troisième section, nous étudions l’existence des
équilibres puis leurs stabilité dans la quatrième section. Les conclusions sont données à la
fin de ce chapitre.

5.1 L’existence et l’unicité des solutions positives

Proposition 3. Pour la condition initiale (ϕ1, ϕ2) ∈ C([−τ, 0],R+) × C([−τ, 0],R+) le
système (5.1) admet une solution positive unique sur [0,+∞).

Preuve. Soit (ϕ1, ϕ2) ∈ C([−τ, 0],R+) × C([−τ, 0],R+). Les seconds membres de (5.1)
sont Lipschitzienne, alors de [38] (Th. 2.3 page 44) nous déduisons l’existence et l’unicité
de la solution de (5.1) pour t ∈ [0, T ) pour T > 0.
Pour avoir l’existence de la solution unique sur [0,+∞) nous devons prouver que les
solutions de (5.1) sont bornées pour tout T > 0 ([38], Th 3.1 page 45). En effet, pour
t ∈ [0, T ), on a

S(t) = x(t) + y(t)

= e−β0tx(0)− β3

∫ t

0

e−β0(t−s)

1 + c1(x(s) + y(s))
ds

+β3(2− β1 − 2β2)e−β0τ
∫ t

0

e−β0(t−s)

1 + c1(xτ (s) + yτ (s))
ds

+e−γ0ty(0)− γ3

∫ t

0

e−γ0(t−s)

1 + c2(x(s) + αy(s))
ds

+γ3(2− γ1 − 2γ2)e−γ0τ
∫ t

0

e−γ0(t−s)

1 + c2(xτ (s) + αyτ (s))
ds

≤ e−β0tx(0)− β3e
β0(τ−t)(1− (2− β1 − 2β2)e−β0τ )

∫ t−τ

−τ

eβ0θ

1 + c1(x(θ) + y(θ))
dθ

+e−γ0ty(0)− γ3e
γ0(τ−t)(1− (2− γ1 − 2γ2)e−γ0τ )

∫ t−τ

−τ

eγ0θ

1 + c2(x(θ) + αy(θ))
dθ

≤ e−β0tx(0) + β3(2− β1 − 2β2)
(1− e−β0t)e−β0τ

β0

+e−γ0ty(0) + γ3(2− γ1 − 2γ2)
(1− e−γ0t)e−γ0τ

γ0

≤ S(0) + β3(2− β1 − 2β2)
e−β0τ

β0

+ γ3(2− γ1 − 2γ2)
e−γ0τ

γ0

.

Par conséquent, (5.1) a une solution positive unique sur R+.

5.2 L’existence des états d’équilibre

Posons
β = 2− β1 − 2β2 > 0,
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γ = 2− γ1 − 2γ2 > 0,
τ1 = 1

β0
ln ββ3

β0+β3
= 1

β0
ln(β0F (0)c1

β0+β3
+ 1) = 1

β0
ln(−F

′(0)c1
β0+β3

),

τ2 = 1
γ0

ln γγ3
γ0+γ3

= 1
γ0

ln(γ0G(0)c2
γ0+γ3

+ 1) = 1
γ0

ln(−G
′(0)c2

γ0+γ3
),

τ3 = 1
(β0−γ0)

ln ββ3c2
γγ3c1

,

F (τ) = β3(βe−β0τ−1)−β0
β0c1

,

G(τ) = γ3(γe−γ0τ−1)−γ0
γ0c2

,

H1(β) = γ0(β0 + β3)
(

β3β
β0+β3

− 1
)
−

β

β0
γ0
0 (γ0+γ3)

β0
γ0

(
γ3γ
γ0+γ3

−1
)

(
(β0−γ0)(γ3γ)

β0
β0−γ0 (β3β)

−γ0
β0−γ0 +γ0(β0+β3)

) γ0
β0−γ0

,

H2(β) = γ0

(
β3β
β0+β3

)
− β0

(
1− γ0+γ3

γ3γ

)(
β3β
β0+β3

) γ0
β0 − γ0,

H3(β) =

(
β0(γ0+γ3)
β0−γ0

(γ3γ)
β0

β0−γ0 (β3β)
−γ0
β0−γ0 +

γ0(β0+β3)
β0−γ0

)β0−γ0
γ0

> 0,

H4(γ) = (β0 + β3)
(

γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 − β0(γ0+γ3)

γ0

(
γ3γ
γ0+γ3

)
+ β0γ3−γ0β3

γ0
,

H5(γ) = γ0 + β0

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0
γ0 − β0

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0−γ0
γ0 > 0,

(H1) β0 < β3, β2 <
β3−β0

2β3
, β1 < 1− β0

β3
− 2β2,

(H2) γ0 < γ3, γ2 <
γ3−γ0

2γ3
, γ1 < 1− γ0

γ3
− 2γ2,

(C0) α < G(τ)
F (τ)

,

(C1) β > β0+β3
β3

,

(C2) γ > γ0+γ3
γ3

,

(C3) γ0+γ3
γ3

< γ < β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

, β > max

(
β0γ3
γ0β3

(
γ − γ0+γ3

γ3

)
+ β0+β3

β3
,

(
γ0(β0+β3)
β3(β0−γ0)

)
γ

β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

−γ

)
,

max
(

1, β3β
γ3γ

)
< c1

c2
<

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

) ,

(C4) β0 + β3 < γ0 + γ3, γ > γ0+γ3
γ3

, max

(
γ3γ
β3
, (β0−γ0)

β0−γ0
γ0 (γ3γ)

β0
γ0

β3(β0γ3−γ0β3)
β0−γ0
γ0

)
< β < (γ3γ)

β0
γ0

β3(β0+β3)
β0−γ0
γ0

,

max

(
1, β3β

γ0+γ3

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0
γ0

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ
, H3(β)

)
,

(C5) γ > γ0+γ3
γ3

, β > max

(
β0+β3
β3

(
γγ3
γ0+γ3

)β0
γ0 , γ0+γ3

β3

(
γγ3
γ0+γ3

)β0
γ0 , β0γ3

β3γ0

(
γ − γ0+γ3

γ3

)
+ β0+β3

β3

)
,

1 < c1
c2
< min

(
β3β
γ0+γ3

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0
γ0 ,

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)

,

(C6) γ > γ0+γ3
γ3

, β > β0+β3
β3

(
γγ3
γ3+γ0

)β0
γ0 , c1

c2
> max

(
1, β3β

γ3γ
,
γ0β3

(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)

,

(C7) max
(
γ0+γ3
γ3

, β0γ3−γ0β3
γ3(β0−γ0)

)
< γ < β0(γ0+γ3)

γ3(β0−γ0)
,

max

(
β0+β3
β3

(
γγ3
γ0+γ3

)β0
γ0 , γ3γ

β3

)
< β <

γ0(β0+β3)
(β0−γ0)

γ

β3
(
β0(γ3+γ0)
γ3(β0−γ0)

−γ
) ,
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max

(
1, β3β

γ0+γ3

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0
γ0 ,

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)
< c1

c2
< β3β

γ3γ
,

(C8) γ > β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

, β > max

(
β0+β3
β3

(
γγ3
γ0+γ3

)β0
γ0 , γ3γ

β3

)
,

max

(
1, β3β

γ0+γ3

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0
γ0 ,

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)
< c1

c2
< β3β

γ3γ
,

(C9) γ0+γ3
γ3

< γ < β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

, H1(β) > 0,

β > max

(
β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 , γ3γ

β3
, γ3γ
β3

(
β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

−γ
γ0(β0+β3)
γ3(β0−γ0)

)β0−γ0
γ0

,
γ−β0γ3−γ0β3

β0γ3
γ0β3
β0γ3

, γ0(β0+β3)
β3H5(γ)

)
,

max

(
1, β3β

γ0+γ3

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0
γ0 , H3(β)

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ
,
γ0β3

(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)

,

(C10) γ > β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

, β > max

(
β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 , γ3γ

β3
,
γ−β0γ3−γ0β3

β0γ3
γ0β3
β0γ3

, γ0(β0+β3)
β3H5(γ)

)
,

H1(β) > 0, max

(
1, β3β

γ0+γ3

(
γ0+γ3
γ3γ

)β0
γ0 , H3(β)

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ
,
γ0β3

(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)

,

(C11) γ > β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

, H4(γ) > 0, H1(β) > 0, H2(β) > 0,

β0γ3
γ0β3

(
γ − γ0+γ3

γ3

)
+ β0+β3

β3
< β < β0+β3

β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

max

(
1, β0+β3

γ3γ

(
β3β
β0+β3

) γ0
β0 , H3(β)

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ
,

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

γ0+γ3
γ3

(
γ3γ
γ0+γ3

−1
)
)

,

(C12) γ0+γ3
γ3

< γ < β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

, H4(γ) > 0, H1(β) > 0, H2(β) > 0,

max

(
β0γ3
γ0β3

(
γ − γ0+γ3

γ3

)
+ β0+β3

β3
, γ3γ
β3

(
β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

−γ
γ0(β0+β3)
γ3(β0−γ0)

)β0−γ0
γ0

)
< β < β0+β3

β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

max

(
1, β0+β3

γ3γ

(
β3β
β0+β3

) γ0
β0 , H3(β)

)
< c1

c2
< min

(
β3β
γ3γ
,
γ0β3

(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)

,

(C13) γ0 + γ3 < β0 + β3, γ > γ0+γ3
γ3

, 1 < c1
c2
< min

(
β0+β3
γ3γ

(
β3β
β0+β3

) γ0
β0 ,

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)

,

max

(
β0+β3
β3

(
γ3γ
β0+β3

)β0
γ0 ,

γ− γ0+γ3
γ3

γ0β3
β0γ3

+ β0+β3
β3

)
< β < β0+β3

β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

(C14) γ > γ0+γ3
γ3

, β0+β3
β3

< β < β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

c1
c2
> max

(
1, β3β

γ3γ
,
γ0β3

(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)

,

(C15) γ > max

(
β0(γ0+γ3)
γ3(β0−γ0)

, (γ0+γ3)
β0

β0−γ0

γ3(β0+β3)
γ0

β0−γ0

)
, max

(
β0+β3
β3

, γ3γ
β3

)
< β < β0+β3

β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

max

(
1, β0+β3

γ3γ

(
β3β
β0+β3

) γ0
β0 ,

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)
< c1

c2
< β3β

γ3γ
,
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(C16) (γ0+γ3)
(β0+β3)

<
(

β0
β0−γ0

)β0−γ0
γ0 ,

(
γ0+γ3
γ3

, (γ0+γ3)
β0

β0−γ0

γ3(β0+β3)
γ0

β0−γ0
, β0γ3−γ0β3
γ3(β0−γ0)

)
< γ < β0(γ0+γ3)

γ3(β0−γ0)
,

max
(
β0+β3
β3

, γ3γ
β3

)
< β < min

(
β0+β3
β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 , γ0(β0+β3)

β0β3
(
γ0+γ3
γ3γ

−β0−γ0
β0

)
)

,

max

(
1, β0+β3

γ3γ

(
β3β
β0+β3

) γ0
β0 ,

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)
< c1

c2
< β3β

γ3γ
,

(C17) β0 + β3 > γ0 + γ3, γ0+γ3
γ3

< γ, β0+β3
β3

max

(
1,
(

γ3γ
β0+β3

)β0
γ0

)
< β < β0+β3

β3

(
γ3γ
γ0+γ3

)β0
γ0 ,

H2(β) < 0, max

(
1,

γ0β3
(
β−β0+β3

β3

)
β0γ3

(
γ− γ0+γ3

γ3

)
)
< c1

c2
< β0+β3

γ3γ

(
β3β
β0+β3

) γ0
β0 .

Théorème 16. Supposons que les conditions (5.2)-(5.6) sont satisfaites. Alors le système
(5.1) admet les équilibres suivants

1. L’équilibre trivial E0 = (0, 0) existe toujours.

2. L’équilibre non pathologique E1 = (F (τ), 0) existe quand F (τ) > 0.

3. L’équilibre blast E2 = (0, G(τ)) existe quand G(τ) > 0.

4. L’équilibre chronique E3 = (G(τ)−αF (τ)
1−α , F (τ)−G(τ)

1−α ) existe quand 0 < αF (τ) < G(τ) <
F (τ).

Remarque 4.

1. La condition (H1) est équivalente à (C1).

2. La condition (H2) est équivalente à (C2).

Lemme 1.

1. Si (H1) est satisfaite alors l’inégalité F (τ) > 0 est équivalente à τ < τ1.

2. Si (H2) est satisfaite alors l’inégalité G(τ) > 0 est équivalente à τ < τ2.

Théorème 17. Supposons que les conditions (5.2)-(5.6) sont satisfaites. Alors on a

1. Si (H1) est satisfaite, alors pour tout τ < τ1 le système (5.1) a un équilibre non
pathologique E1 = (F (τ), 0).

2. Si (H2) est satisfaite, alors pour tout τ < τ2 le système (5.1) a un équilibre blast
E2 = (0, G(τ)).

Lemme 2.

1. Si l’une des conditions suivantes (C3), (C4) ou (C5) est satisfaite alors pour tout
τ < min(τ1, τ2) = τ2 on a 0 < G(τ) < F (τ).

2. Si l’une des conditions suivantes (C6), (C7) ou (C8) est satisfaite alors il existe
0 < τ∗ < min(τ1, τ2) = τ2 tel que pour tout τ∗ < τ < τ2 on a 0 < G(τ) < F (τ) et
pour tout τ < τ∗ on a 0 < F (τ) < G(τ).

3. Si l’une des conditions suivantes (C9) ou (C10) est satisfaite alors il existe 0 <
τ∗∗ < τ3 < τ∗ < min(τ1, τ2) = τ2 tel que pour tout τ < τ∗∗ ou τ∗ < τ < τ2 on a
0 < G(τ) < F (τ) et pour tout τ∗∗ < τ < τ∗ on a 0 < F (τ) < G(τ).

4. Si l’une des conditions suivantes (C11), (C12) ou (C13) est satisfaite alors il
existe 0 < τ∗∗ < min(τ1, τ2) = τ1 tel que pour tout τ < τ∗∗ on a 0 < G(τ) < F (τ) et
pour tout τ∗∗ < τ < τ1 on a 0 < F (τ) < G(τ).
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5. Si l’une des conditions suivantes (C14), (C15), (C16) ou (C17) est satisfaite
alors pour tout τ < min(τ1, τ2) = τ1 on a 0 < F (τ) < G(τ).

Théorème 18. Supposons que les conditions (5.2)-(5.6) et (C0) sont satisfaites. Alors
on a

1. Si l’une des conditions suivantes (C3), (C4) ou (C5) est satisfaite, alors pour tout

τ < τ2 le système (5.1) a un équilibre chronique E3 = (G(τ)−αF (τ)
1−α , F (τ)−G(τ)

1−α ).

2. Si l’une des conditions suivantes (C6), (C7) ou (C8) est satisfaite alors il existe
0 < τ∗ < τ2 tel que pour tout τ∗ < τ < τ2 le système (5.1) a un équilibre chronique

E3 = (G(τ)−αF (τ)
1−α , F (τ)−G(τ)

1−α ).

3. Si l’une des conditions suivantes (C9) ou (C10) est satisfaite alors il existe 0 <
τ∗∗ < τ3 < τ∗ < τ2 tel que pour tout τ < τ∗∗ ou τ∗ < τ < τ2 le système (5.1) a un

équilibre chronique E3 = (G(τ)−αF (τ)
1−α , F (τ)−G(τ)

1−α ).

4. Si l’une des conditions suivantes (C11), (C12) ou (C13) est satisfaite alors il
existe 0 < τ∗∗ < τ1 tel que pour tout τ < τ∗∗ le système (5.1) a un équilibre chronique

E3 = (G(τ)−αF (τ)
1−α , F (τ)−G(τ)

1−α ).

5.3 Stabilité des équilibres

Pour analyser la stabilité des états d’équilibre nous considérons la linéarisation du système
(5.1). Pour le point Ei = (ηi, ζi), i = 0, 3, nous obtenons la linéarisation

ẋ = −β0x− β3
1

1+c1(ηi+ζi)
x+ β3

c1
[1+c1(ηi+ζi)]2

ηix+ β3
c1

[1+c1(ηi+ζi)]2
ηiy

+β3β
1

1+c1(ηi+ζi)
e−β0τxτ − β3β

c1
[1+c1(ηi+ζi)]2

e−β0τηixτ
−β3β

c1
[1+c1(ηi+ζi)]2

e−β0τηiyτ ,

ẏ = γ3
c2

[1+c2(ηi+αζi)]2
ζix− γ0y − γ3

1
1+c2(ηi+αζi)

y + γ3
αc2

[1+c2(ηi+αζi)]2
ζiy

−γ3γ
c2

[1+c2(ηi+αζi)]2
e−γ0τζixτ

+γ3γ
1

1+c2(ηi+αζi)
e−γ0τyτ − γ3γ

αc2
[1+c2(ηi+αζi)]2

e−γ0τζiyτ .

L’équation caractéristique est donnée par

∆i(λ, τ) = det(λI −Mi − e−λτNi) = 0, (5.7)

où

Mi =

(
−β0 − β3

1
1+c1(ηi+ζi)

+ β3
c1

[1+c1(ηi+ζi)]2
ηi β3

c1
[1+c1(ηi+ζi)]2

ηi
γ3

c2
[1+c2(ηi+αζi)]2

ζi −γ0 − γ3
1

1+c2(ηi+αζi)
+ γ3

αc2
[1+c2(ηi+αζi)]2

ζi

)

et

Ni =

(
β3β

1+c1(ηi+ζi)
e−β0τ ( 1+c1ζi

1+c1(ηi+ζi)
) − β3βc1

[1+c1(ηi+ζi)]2
e−β0τηi

− γ3γc2
[1+c2(ηi+αζi)]2

e−γ0τζi
γ3γ

1+c2(ηi+αζi)
e−γ0τ ( 1+c2ηi

1+c2(ηi+αζi)
)

)
.

5.3.1 Stabilité de E0

Au point E0 on a

−M0 =

(
β0 + β3 0

0 γ0 + γ3

)
,
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−e−λτN0 =

(
−β3βe

−β0τe−λτ 0
0 −γ3γe

−γ0τe−λτ

)
et l’équation caractéristique (5.7) est équivalente à

(λ+ A1(τ)−B1(τ)e−λτ )(λ+ A2(τ)−B2(τ)e−λτ ) = 0,

où 
A1(τ) = β0 + β3,
B1(τ) = β3βe

−β0τ ,
A2(τ) = γ0 + γ3,
B2(τ) = γ3γe

−γ0τ .

Notre but est d’examiner les solutions de l’équation

λ+ A(τ)−B(τ)e−λτ = 0. (5.8)

Proposition 5. ([85])

1. Si A(τ)−B(τ) > 0, alors toutes les solutions λ ∈ C de (5.8) satisfont Re(λ) < 0.

2. Si A(τ)−B(τ) < 0, alors (5.8) admet une solution réelle λ0 > 0.

Remarque 6. Si A(τ)−B(τ) = 0, alors on a un cas critique.

Théorème 19.

1. Si τ > max (τ1, τ2), alors l’équilibre trivial E0 est localement asymptotiquement
stable.

2. Si τ < max (τ1, τ2), alors l’équilibre trivial E0 est instable.

Preuve. On a
A1(τ)−B1(τ) = β0 + β3 − β3βe

−β0τ

et
A2(τ)−B2(τ) = γ0 + γ3 − γ3γe

−γ0τ .

Alors A1(τ)−B1(τ) > 0 (resp. A2(τ)−B2(τ) > 0) si et seulement si τ > τ1 = 1
β0

ln
(

β3β
β0+β3

)
(resp. τ > τ2 = 1

γ0
ln
(

γ3γ
γ0+γ3

)
).

Par conséquent, l’équilibre trivial E0 est localement asymptotiquement stable pour τ >
max (τ1, τ2) et instable pour τ < max (τ1, τ2).

5.3.2 Stabilité de E1

Au point E1 on a

−M1 =

(
β0 + β3

1
1+c1η1

− β3
c1

(1+c1η1)2
η1 −β3

c1
(1+c1η1)2

η1

0 γ0 + γ3
1

1+c2η1

)
,

−e−λτN1 =

(
− β3β

(1+c1η1)2
e−β0τe−λτ β3βc1

(1+c1η1)2
e−β0τη1e

−λτ

0 − γ3γ
1+c2η1

e−γ0τe−λτ

)
et l’équation caractéristique (5.7) est équivalente à

(λ+ A1(τ)−B1(τ)e−λτ )(λ+ A2(τ)−B2(τ)e−λτ ) = 0,
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où 

A1(τ) = β0 +
β2

0

β3(βe−β0τ − 1)2
,

B1(τ) =
β2

0βe
−β0τ

β3(βe−β0τ − 1)2
,

A2(τ) = γ0 +
γ3β0c1

(β3(βe−β0τ − 1)− β0)c2 + β0c1

,

B2(τ) =
γ3γβ0c1e

−γ0τ

(β3(βe−β0τ − 1)− β0)c2 + β0c1

.

Théorème 20.

1. Si F (τ) > G(τ), alors l’équilibre non pathologique E1 est localement asymptotique-
ment stable.

2. Si F (τ) < G(τ), alors l’équilibre non pathologique E1 est instable.

Preuve. De

A1(τ)−B1(τ) = β0 +
β2

0 − β2
0βe

−β0τ

β3(βe−β0τ − 1)2

= β0

(
β3(βe−β0τ − 1)− β0

β3(βe−β0τ − 1)

)

= β0

(
c1F (τ)

c1F (τ) + 1

)
> 0,

et

A2(τ)−B2(τ) = γ0 +
β0c1γ3 − β0c1γ3γe

−γ0τ

(β3(βe−β0τ − 1)− β0)c2 + β0c1

= γ0 −
β0c1γ3(γe−γ0τ − 1)

β0c1c2F (τ) + β0c1

= γ0 −
γ0(c2G(τ) + 1)

c2F (τ) + 1

= γ0c2

(
F (τ)−G(τ)

c2F (τ) + 1

)
.

Alors A2(τ)−B2(τ) > 0 si et seulement si F (τ) > G(τ).
Par conséquent, l’équilibre non pathologique E1 est localement asymptotiquement stable
pour F (τ) > G(τ) et instable pour F (τ) < G(τ).

5.3.3 Stabilité de E2

Au point E2 on a

−M2 =

(
β0 + β3

1
1+c1ζ2

0

−γ3
c2

(1+c2αζ2)2
ζ2 γ0 + γ3

1
1+c2αζ2

− γ3
αc2

(1+c2αζ2)2
ζ2

)
,
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−e−λτN2 =

(
− β3β

1+c1ζ2
e−β0τe−λτ 0

γ3γc2
(1+c2αζ2)2

e−γ0τζ2e
−λτ − γ3γ

(1+c2αζ2)2
e−γ0τe−λτ

)
et l’équation caractéristique (5.7) est équivalente à

(λ+ A1(τ)−B1(τ)e−λτ )(λ+ A2(τ)−B2(τ)e−λτ ) = 0,

où 

A1(τ) = β0 +
αc2γ0β3

(γ3(γe−γ0τ − 1)− γ0)c1 + αγ0c2

,

B1(τ) =
αc2γ0β3βe

−β0τ

(γ3(γe−γ0τ − 1)− γ0)c1 + αγ0c2

,

A2(τ) = γ0 +
γ2

0

γ3(γe−γ0τ − 1)2
,

B2(τ) =
γ2

0γe
−γ0τ

γ3(γe−γ0τ − 1)2
.

Théorème 21.

1. Si αF (τ) < G(τ), alors l’équilibre blast E2 est Localement asymptotiquement stable.

2. Si αF (τ) > G(τ), alors l’équilibre blast E2 est instable.

Preuve. De

A2(τ)−B2(τ) = γ0 +
γ2

0 − γ2
0γe

−γ0τ

γ3(γe−γ0τ − 1)2

= γ0

(
γ3(γe−γ0τ − 1)− γ0

γ3(γe−γ0τ − 1)

)

= γ0

(
c2G(τ)

c2G(τ) + 1

)
> 0,

et

A1(τ)−B1(τ) = β0 +
αc2γ0β3 − αc2γ0β3βe

−β0τ

(γ3(γe−γ0τ − 1)− γ0)c1 + αc2γ0

= β0 −
αc2γ0β3(βe−β0τ − 1)

c2γ0c1G(τ) + αc2γ0

= β0 −
αβ0(c1F (τ) + 1)

c1G(τ) + α

= β0c1

(
G(τ)− αF (τ)

c1G(τ) + α

)
,

alors A1(τ)−B1(τ) > 0 si et seulement si αF (τ) < G(τ).
C’est-à-dire, l’équilibre blast E2 est localement asymptotiquement stable pour αF (τ) <
G(τ) et instable pour αF (τ) > G(τ).
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5.3.4 L’instabilité de E3

Au point E3 on a

−M3 =

(
β0 + β3

1
1+c1(η3+ζ3)

− β3
c1

(1+c1(η3+ζ3))2
η3 −β3

c1
(1+c1(η3+ζ3))2

η3

−γ3
c2

(1+c2(η3+αζ3))2
ζ3 γ0 + γ3

1
1+c2(η3+αζ3)

− γ3
αc2

(1+c2(η3+αζ3))2
ζ3

)
,

−e−λτN3 =

(
− β3β

1+c1(η3+ζ3)
e−β0τ ( 1+c1ζ3

1+c1(η3+ζ3)
)e−λτ β3βc1

(1+c1(η3+ζ3))2
e−β0τη3e

−λτ

γ3γc2
(1+c2(η3+αζ3))2

e−γ0τζ3e
−λτ − γ3γ

1+c2(η3+αζ3)
e−γ0τ ( 1+c2η3

1+c2(η3+αζ3)
)e−λτ

)
et l’équation caractéristique (5.7) est équivalente à

∆3(λ, τ) = λ2 + A1(τ)λ+ A2(τ) + [−A3(τ)λ− A4(τ)] e−λτ + A5(τ)e−2λτ = 0, (5.9)

où

A1(τ) = β0 +
β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2
+ γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2
,

A2(τ) =

(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)

−
(

β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
,

A3(τ) =

(
γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ +

(
β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
βe−β0τ ,

A4(τ) =

(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
(1 + c1ζ3)

(
β3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
βe−β0τ

−
(

γ3c1c2η3ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)(
β3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
βe−β0τ

+

(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
(1 + c2η3)

(
γ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ

−
(

β3c1c2η3ζ3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ ,

A5(τ) =

(
β3(1 + c2η3 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
βe−β0τγe−γ0τ .

Théorème 22. Supposons que l’une des conditions du théorème 18 est satisfaite, alors
l’équilibre chronique E3 est instable.

Preuve. Pour montrer l’instabilité de l’équilibre chronique E3, nous examinons les solu-
tions de l’équation (5.9) pour λ ∈ R+, on a
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∆3(0, τ) = A2(τ) + A5(τ)− A4(τ)

=

(
β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
βe−β0τ

+

(
β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ

−
(

β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)

−
(

β3c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
βe−β0τγe−γ0τ

−
(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
γe−γ0τ

−
(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)(
β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)
βe−β0τ

+

(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)

+

(
β3(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ3(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

)
βe−β0τγe−γ0τ

= −
β3c1η3

(
βe−β0τ − 1

)
(1 + c1(η3 + ζ3))2

γ3c2ζ3 (γe−γ0τ − 1)

(1 + c2(η3 + αζ3))2

+

(
β0 +

β3(1 + c1ζ3)(1− βe−β0τ )
(1 + c1(η3 + ζ3))2

)(
γ0 +

γ3(1 + c2η3)(1− γe−γ0τ )
(1 + c2(η3 + αζ3))2

)

= − β0c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))

γ0c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))

+

(
β0 −

β0(1 + c1ζ3)

(1 + c1(η3 + ζ3))

)(
γ0 −

γ0(1 + c2η3)

(1 + c2(η3 + αζ3))

)

= − β0c1η3

(1 + c1(η3 + ζ3))

γ0c2ζ3

(1 + c2(η3 + αζ3))
(1− α) < 0.

Aussi, lim
λ→∞

∆3(λ, τ) = +∞. Donc, il existe λ∗ > 0 tel que ∆3(λ∗, τ) = 0.

Pour résumer on a

conditions τ > 0

(C1) et (C2) ES
0

Table 5.1 – Dans ce cas, τ1 < 0 et τ2 < 0.
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Conditions τ < τ1 τ > τ1

(C1) et EI
0 ES

0

(C2) ES
1

Table 5.2 – Dans ce cas, τ2 < 0 < τ1.

Conditions τ < τ2 τ > τ2

(C1) et EI
0 ES

0

(C2) ES
2

Table 5.3 – Dans ce cas, τ1 < 0 < τ2.

Conditions τ < τ2 τ2 < τ < τ1 τ > τ1

(C0), (C1), (C2) EI
0 EI

0 ES
0

et au moins (Ci) ES
1 ES

1

3 ≤ i ≤ 5 est satisfaite EI
2

Table 5.4 – Dans ce cas, 0 < τ2 < τ1 et G(τ) < αF (τ) < F (τ) pour tout τ < τ1.

Conditions τ∗ < τ < τ2 τ2 < τ < τ1 τ > τ1

(C0), (C1), (C2) EI
0 EI

0 ES
0

et au moins (Ci) ES
1 ES

1

6 ≤ i ≤ 8 est satisfaite EI
2

Table 5.5 – Dans ce cas, 0 < τ2 < τ1 et G(τ) < αF (τ) < F (τ) pour tout τ∗ < τ < τ1.

Conditions τ < τ∗∗ τ∗ < τ < τ2 τ2 < τ < τ1 τ > τ1

(C0), (C1), (C2) EI
0 EI

0 EI
0 ES

0

et au moins (Ci) ES
1 ES

1 ES
1

9 ≤ i ≤ 10 est satisfaite EI
2 EI

2

Table 5.6 – Dans ce cas, 0 < τ2 < τ1 et G(τ) < αF (τ) < F (τ) pour tout τ < τ∗∗ où
τ∗ < τ < τ1.

Conditions τ < τ∗∗
(C0), (C1), (C2) EI

0

et au moins (Ci) ES
1

11 ≤ i ≤ 13 est satisfaite EI
2

Table 5.7 – Dans ce cas, 0 < τ1 < τ2 et G(τ) < αF (τ) < F (τ) pour tout τ < τ∗∗ < τ1.
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Conditions τ < τ2 τ2 < τ < τ1 τ > τ1

(C0), (C1), (C2) EI
0 EI

0 ES
0

et au moins (Ci) ES
1 ES

1

3 ≤ i ≤ 5 est satisfaite ES
2

EI
3

Table 5.8 – Dans ce cas, 0 < τ2 < τ1 et αF (τ) < G(τ) < F (τ) pour toutl τ < τ2.

Conditions τ < τ∗ τ∗ < τ < τ2 τ2 < τ < τ1 τ > τ1

(C0), (C1), (C2) EI
0 EI

0 EI
0 ES

0

et au moins (Ci) ES
1 ES

1 ES
1

6 ≤ i ≤ 8 est satisfaite ES
2 ES

2

EI
3

Table 5.9 – Dans ce cas, 0 < τ2 < τ1 et αF (τ) < G(τ) < F (τ) pour tout τ∗ < τ < τ2.

Conditions τ < τ∗∗ τ∗∗ < τ < τ∗ τ∗ < τ < τ2 τ2 < τ < τ1 τ > τ1

(C0), (C1), (C2) EI
0 EI

0 EI
0 EI

0 ES
0

et au moins (Ci) ES
1 EI

1 ES
1 ES

1

9 ≤ i ≤ 10 est satisfaite ES
2 ES

2 ES
2

EI
3 EI

3

Table 5.10 – Dans ce cas, 0 < τ2 < τ1 et αF (τ) < G(τ) < F (τ) pour tout τ < τ∗∗ où
τ∗ < τ < τ2.

Conditions τ < τ∗∗ τ∗∗ < τ < τ1 τ1 < τ < τ2 τ > τ2

(C0), (C1), (C2) EI
0 EI

0 EI
0 ES

0

et au moins (Ci) ES
1 EI

1

11 ≤ i ≤ 13 est satisfaite ES
2 ES

2 ES
2

EI
3

Table 5.11 – Dans ce cas, 0 < τ1 < τ2 et αF (τ) < G(τ) < F (τ) pour tout τ < τ∗∗ < τ1.

Conditions τ < τ1 τ1 < τ < τ2 τ > τ2

(C0), (C1), (C2) EI
0 EI

0 ES
0

et au moins (Ci) EI
1

14 ≤ i ≤ 17 est satisfaite ES
2 ES

2

Table 5.12 – Dans ce cas, 0 < τ1 < τ2 et αF (τ) < F (τ) < G(τ) pour tout τ < τ1.

Maintenant, nous étudions la stabilité globale de l’équilibre trivial E0.

Théorème 23. Si τ > max (τ1, τ2), alors l’équilibre trivial E0 est globalement asymptoti-
quement stable dans C = C([−τ, 0],R2

+), l’espace de Banach des fonctions continues sont
définies de [−τ, 0] vers R2

+.
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Preuve. La preuve se base sur la construction des fonctions Lyapunov globale.
Nous considérons la fonction de Lyapunov

V0 =
1

β0 + β3

x+

∫ t

t−τ

1

1 + c1(x(s) + y(s))
x(s)ds+

1

γ0 + γ3

y+

∫ t

t−τ

1

1 + c2(x(s) + αy(s))
y(s)ds.

Nous voyons facilement que V0 ≥ 0 et V0 = 0 si et seulement si x = y = 0. En calculant
la dérivée par rapport au temps de V0 le long des solutions positives du modèle (5.1),
satisfait

V̇0 = 1
β0+β3

(
−β0x− β3

1+c1(x+y)
x+ β3βe−β0τ

1+c1(xτ+yτ )
xτ

)
+ 1

1+c1(x+y)
x− 1

1+c1(xτ+yτ )
xτ

+ 1
γ0+γ3

(
−γ0y − γ3

1+c2(x+αy)
y + γ3γe−γ0τ

1+c2(xτ+αyτ )
yτ

)
+ 1

1+c2(x+αy)
y − 1

1+c2(xτ+αyτ )
yτ

= − β0
β0+β3

x+
(

1− β3
β0+β3

)
1

1+c1(x+y)
x+

(
β3βe−β0τ

β0+β3
− 1
)

1
1+c1(xτ+yτ )

xτ

− γ0
γ0+γ3

y +
(

1− γ3
γ0+γ3

)
1

1+c2(x+αy)
y +

(
γ3γe−γ0τ

γ0+γ3
− 1
)

1
1+c2(xτ+αyτ )

yτ

= − β0
β0+β3

c1(x+y)
1+c1(x+y)

x+
(
β3βe−β0τ

β0+β3
− 1
)

1
1+c1(xτ+yτ )

xτ

− γ0
γ0+γ3

c2(x+αy)
1+c2(x+αy)

y +
(
γ3γe−γ0τ

γ0+γ3
− 1
)

1
1+c2(xτ+αyτ )

yτ .

Il suit de β3βe−β0τ

β0+β3
< 1 (i.e. τ > τ1) et γ3γe−γ0τ

γ0+γ3
< 1 (i.e. τ > τ2) où V̇0 ≤ 0 pour tout x,

y et V̇0 = 0, quand x = y = 0, par conséquent le théorème de LaSalle [48] implique la
convergence des solutions vers l’équilibre, pour toute valeur initiale dans C([−τ, 0],R2

+).
Ceci montre que l’équilibre trivial E0 est globalement asymptotiquement stable dans
C([−τ, 0],R2

+) pour τ > max (τ1, τ2).

5.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons considéré un modèle mathématique sur la leucémie chro-
nique inspiré de celui de Halanay et al. [37]. Nous avons étudié l’existence et la stabi-
lité des équilibres. L’équilibre trivial E0 existe toujours et il est globalement asymptoti-
quement stable quand les autres équilibres (non pathologique E1, blast E2 et chronique
E3) n’existent pas. Dans ce cas la maladie disparait avec le temps. Les équilibres non-
pathologique (resp. Blast) existent si τ < τ1 (resp. τ < τ2), et la stabilité de chaqu’un
dépend des valeurs de F (τ) et G(τ), i.e. des valeurs des paramètres βi, γi et τ . Si le
cycle cellulaire τ est assez grand (τ > max(τ1, τ2)) alors il n’y a que E0 et il est globa-
lement asymptotiquement stable, i.e. il n’y a pas de maladie. Si le cycle cellulaire τ est
assez petit (τ < min(τ1, τ2)) alors l’équilibre de la maladie E2 existe et peut être stable,
ce qui signifie l’installation de la maladie. Quand l’équilibre chronique existe, l’équilibre
non-pathologique E1 et l’équilibre blast E2 sont tous les deux stables, dans ce cas les
conditions sur les tailles des densités des cellules saines et des cellules malades doivent
être dans le bassin d’attraction de l’équilibre non-pathologique E1 pour éviter la maladie.



6. Perspectives

Dans cette thèse, nous avons considéré quelques modèles mathématiques décrivant l’évolution
des cellules normales, cancéreuses et cancéreuses résistantes dans le cas de la maladie de
la leucémie, avec un traitement médical dans certains cas.
Nous avons déterminé les points d’équilibre et leurs stabilité suivant les valeurs des pa-
ramètres du modèle considéré, dans le chapitre 3 pour le cas sans retard, et le chapitre 5,
pour le cas avec retard.
Nous avons considéré aussi le cas de contrôle optimal, en particulier le cas singulier, dans
le chapitre 4. Nous avons donné des simulations numériques, pour illustrer les résultats
obtenus.
Les problèmes considérés dans cette thèse, nous inspire pour continuer, dans le futur, des
projets de recherche sur certains thèmes, comme par exemple :
- Le cas des modèles avec équations aux dérivées partielles sur la leucémie, avec contrôle.
- Le cas des modèles avec impulsions.
- Le cas des modèles avec retard.
- L’application des modèles considérés dans cette thèse à d’autre phénomènes naturels
d’actualité.
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mia : Imatinib versus interferon verus allogeneic transplant, curr, Opin Oncol., 16 :
(2) (2004) 95-99.
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 ملخص : 

، سرطانية و سرطانية مقاومة ضية تصف تطور فئة من خلايا عاديةفي هذه الأطروحة نعتبر نماذج ريا

تأسيس ظروف الاستقرار المحلي و نقوم بتحديد نقاط التوازن والعلاج المسمى إيماتينب. تحت تأثير

ذلك ندرس التحكم من خلال إيجاد صيغته الصريحة ثم ندرس نموذج يحتوي  بعد الشامل لهذه النقاط.

 على عامل تأخر.

العادية، التحكم الامثل، المعادلات التفاضلية  ،علاج إيماتينب نموذج لوكيميا المزمنة، : الكلمات المفتاحية

 الإستقرار الشامل.المعادلات التفاضلية بالتأخر، وجود حالات التوازن، الإستقرار المحلي، 

 

Résumé : 

Dans cette thèse, on considère des modèles mathématiques décrivant l’évolution d’une population 

de cellules contenant les cellules normales, cancéreuses susceptibles et cancéreuses résistantes sous 

le traitement par l’Imatinib. Dans la première partie, on détermine les points d’équilibre et on établit 

les conditions de leur stabilité locale et globale. Dans la deuxième partie, on étudie le contrôle en 

trouvant la formule explicite. Dans la dernière partie, on étudie un modèle de leucémie avec des 

termes contenant du retard.  

Mots clés : Modèle de leucémie chronique, Traitement par l’Imatinib, Contrôle optimale, Equations 

différentielles ordinaires, Equations différentielles à retard, Existence des équilibres, Stabilité locale, 

Stabilité globale. 

 

Summary : 

In this thesis, we consider mathematical models describing the evolution of a population of cells 

containing normal, susceptible cancerous and resistant cancerous cells under Imatinib treatment. We 

determine the equilibrium points and conditions of their local and global stability. We study the 

optimal control by finding its explicit formula. Finally, we study a model of leukemia with delay. 

Key words : Chronic leukemia model, Imatinib treatment, Optimal control, Ordinary differentielle 

equations, Delay differentielles equations, Equilibrium stats existence, Local stability, Global stability.  
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