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Abstract 

 

The objective of the present work is the analysis of the free vibration of FGM plates simply 

supported in a thermal environment with material properties which depend on temperature. 

 

The developed theory is a hyperbolic shear deformation theory with consideration of normal 

strain (the stretching effect), and presents a parabolic variation of transverse shear stresses 

depending on the thickness. Moreover, this theory ensures the nullity of the shear stress on the 

free edges of the plate, without introducing a correction factor. Unlike other theories, the 

number of unknowns in the proposed theory is only five, while six and more in other high 

order shear strain theories. The new approach has a new displacement field which introduces 

indeterminate variables. The uniform, linear, non-linear and sinusoidal thermal conditions are 

imposed on the  top and bottom surfaces of the FGM plate which is simply supported. The 

equations of motion are determined from the Hamilton principle. Navier type analytical 

solutions are used for the analysis of free vibration of simply supported plates. 

 

The validity of the present theory is verified by comparing the results obtained by this theory 

with those available in the literature. The effects of normal strain, thermal load, side-to- 

thickness ratio and volume fraction index on free vibration responses of functionally graded 

plates are investigated. It can be concluded that the present theory is not only accurate but also 

simple to predict the natural frequencies of functionally graded plates taking into account the 

effect of stretching in a thermal environment. 
 

Keywords: Functionally graded (FG) plates; vibration; new plate theory; shear and normal 

deformation, analytical modeling, thermal environment. 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

Résumé  

 

L’objectif du présent travail est l’analyse de la vibration libre des plaques FGM simplement 

appuyées dans un environnement thermique ayant des propriétés matérielles qui dépendent de 

la température. 

La théorie développée est une théorie de déformation de cisaillement hyperbolique  avec la 

prise en compte de la déformation normale (l’effet stretching), et présente une variation 

parabolique des contraintes de cisaillement transversales suivant l’épaisseur. De plus, cette 

théorie assure la nullité de la contrainte de cisaillement sur les bords libre de la plaque, sans 

introduire de facteur de correction. Contrairement aux autres théories, le nombre d’inconnues 

dans la théorie proposée est seulement cinq, tandis que  six et plus dans les autres théories de 

déformation de cisaillement d’ordre élevé. La nouvelle approche a un nouveau champ de 

déplacement qui introduit des variables indéterminées. Les conditions thermiques uniforme, 

linéaire, non linéaire et sinusoïdale sont imposées  aux surfaces supérieures et inferieures de la 

plaque FGM qui est simplement appuyée. Les équations de mouvement sont déterminées à 

partir du principe d’Hamilton. Les solutions analytiques de type Navier sont utilisés pour 

l’analyse de la vibration libre des plaques simplement appuyée. 

La validité de la présente théorie est vérifiée en comparant les résultats obtenus par cette 

théorie à ceux disponibles dans la littérature. Les effets de la déformation normale, la charge 

thermique, le rapport longueur-épaisseur (L/h) et l’indice de puissance de la fraction 

volumique (p) sur les réponses aux vibrations libres des plaques fonctionnellement graduées 

sont étudiés.  On peut conclure que la théorie actuelle est non seulement précise mais aussi 

simple pour prédire les fréquences naturelles des plaques fonctionnellement graduées avec la 

prise en compte de l’effet d’étirement dans un environnement thermique.  

 

 

Mots-clés: plaques (FGM); vibration; nouvelle théorie des plaques; cisaillement et déformation 

normale, modélisation analytique, environnement thermique 

 

 

 



 

 
 

 ملخص

 

 یةدما خصائص ذات  في بیئة حراریة ا المدعومةللصفائح المتدرجة وظیفی ھذا العمل،ھو تحلیل الاھتزاز الحر الھدف من

 .  ارةلحرا على تعتمد

 و )تأثیر التمدد(ي مظالنا لتشوها تأثیر بعین الاعتبارذ الأخ مع لقطعيا لقصا هتشوالنظریة التي تم تطویرھا ھي نظریة 

إجھاد القص على  نعداماھذه النظریة  تحقق ذلك، إلى بالإضافة .للسمك وفقاًات  القص العرضي دللإجھا مكافئًا صفًاو تعطي

 .دون إدخال عامل تصحیح للصفیحة،الحواف الحرة 

النموذج الجدید یعتمد على حقل إزاحة والذي یدخل بدوره . تستخدم ھذه النظریة خمسة مجاھیل، مقارنة بالنظریات الأخرى

 الأسطح على مطبقة الجیبیة و الخطیة غیر ،الخطیة ،ةنتظمالم الحراریة الظروففرض  یتم .متغیرات متكاملة غیر محددة

   .صفیحةلل والسفلیة العلویة

  . بتطبیق مبدأ ھامیلتون نحصل على معادلات الحركة وكذلك على الحلول التحلیلیة من نوع نافییھ للصفائح المدعومة

 لتشوها تأثیرات تمت دراسة . .النظریات الأخرى بنتائج علیھا تحصلالم النتائج بمقارنة النظریة ھذه صحة من التحقق تم

الطول على السمك على استجابات الاھتزازات  ، نسبة ومؤشر قدرة القوة للجزء الحجميالحراریة ،   الحمولة، العادي

 .الحرة للصفائح المتدرجة وظیفیاً

التمدد في للتنبؤ بالترددات الطبیعیة للصفائح المتدرجة وظیفیاً مع تأثیر رحة دقیقة وبسیطة تنستخلص أن النظریة المق 

  .البیئات الحراریة

 

 

 ؛ النظریة الجدیدة للصفائح، القص والتشوه العادي، البیئة الحراریة؛ اھتزاز)FG(صفیحة : الكلمات الرئیسیة
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Introduction générale 

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont une nouvelle classe de composites de 

plus en plus utilisés dans de nombreux domaines de l’ingénierie, en particulier dans les 

applications à haute température telles que les structures de chargement thermomécaniques, 

les aéronefs, les engins spatiaux, les revêtements plasmatiques pour les réacteurs à fusion et 

autres structures techniques dans un environnement à haute température (Li et al., 2008; Kar 

et Panda, 2015; Taleb et al., 2018; Tu et al., 2019), les inconvénients des matériaux 

composites conventionnels sont éliminés avec l’arrivée des FGM tels que les problèmes 

d’interface et la répartition des contraintes (Taleb et al. 2018). Ceci peut être obtenu en variant 

progressivement la fraction volumique des matériaux constituants, leurs propriétés matérielles 

montrent un changement lisse et continu d’une surface à l’autre. Typiquement la FGM est 

faite de céramique et de métal, le constituant céramique fournit la résistance à haute 

température en raison de sa faible conductivité thermique, tandis que le constituant métallique 

ductile empêche la rupture en raison de sa ténacité, ils sont donc capables de résister à un fort 

gradient de température tout en préservant l’intégrité structurale (Tu et al., 2019; Huang et 

Shen, 2004). Les matériaux à gradient fonctionnel ont été conçus pour la première fois 

comme matériaux de barrière thermique pour les réacteurs de fusion et les structures 

aérospatiales où existent des températures extrêmement élevées et un fort gradient thermique 

(Ebrahimi, 2013). Ainsi, la réponse thermique de ces structures a reçu une attention 

considérable. Aujourd’hui, les matériaux fonctionnellement gradués sont employés dans de 

larges applications d’ingénierie, y compris le nucléaire, le génie mécanique et le génie civil. Il 

est donc extrêmement important d’examiner leurs réponses sous différents types de charges 

en utilisant des modèles précis de structures (plaques, poutres et coquille).Par la suite, de 

nombreuses études sur l’analyse des comportements de flexion, de vibration, 

thermomécaniques et de flambage des éléments structuraux fonctionnellement gradués ont été 

réalisées ces dernières années par de nombreux chercheurs (Ebrahimi et Jafari, 2016; Kar et 

Panda, 2014; Kolahchi et al., 2015; Darilmaz et al., 2015; Darilmaz, 2015; Bousahla et al., 

2016; Pandey et Pradyumna,  2015; Khalili et  Mohammadi, 2012; Yaghoobi et Yaghoobi,  

2013; Alibeigloo et Alizadeh,  2015; Fazzolari, 2016; Mehar et Panda, 2018; Lashkari et 

Rahmani,  2016; Van Long et al.,  2016; Akbaş,  2017; Adhikari et Singh, 2019; Tornabene, 

2009; Neves et al., 2019; Carrera et al., 2011; El Meiche et al., 2011;Zenkour et Sobhy  

2010; Zarga et al.,  2019; Karami et al., 2019), et une vaste gamme de théories des plaques a 

été développée pour fournir plus correctement leurs réponses mécaniques.  
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La but de ce travail est l’utilisation des théories de déformation de cisaillement d’ordre 

supérieur récemment développés par Tounsi et ses collègues (Karami et al., 2018ab; Zaoui et 

al., 2019; Zarga et al., 2019; Boutaleb et al., 2019; Boukhlif et al., 2019; Abualnour et al., 

2019; Boulefrakh et al. 2019; Addou et al., 2019; Chaabane et al., 2019; Medani et al., 

2019; Mahmoudi et al., 2019) en incluant l’effet d’étirement pour étudier l’analyse des 

vibrations libres des plaques graduées dans l’environnement thermique. Il convient de noter 

que l’effet d’étirement de l’épaisseur est ignoré dans ces nouvelles théories de plaque à quatre 

variables et le déplacement transversal est considéré comme constant dans la direction de 

l’épaisseur, comme dans les théories de plaque mince de type Kirchhoff-Love. Cela semble 

tout à fait insuffisant puisque les plaques FGM sont caractérisées par une forte variation des 

propriétés des matériaux dans le sens de l’épaisseur. La caractéristique la plus intéressante de 

cette théorie est qu’elle tient compte d’une variation hyperbolique des contraintes 

transversales de cisaillement à travers l’épaisseur et satisfait aux conditions limites de traction 

zéro sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque sans utiliser de facteur de correction 

de cisaillement. Il convient de noter que la fonction hyperbolique a été utilisée pour la 

première fois par (Nguyen, 2015) et (Taleb et al., 2018). En utilisant la théorie proposée, 

l’analyse des vibrations libre des plaques FGM dans un environnement thermique est 

étudiée. Quatre types de conditions environnementales, à savoir la charge thermique 

uniforme, linéaire, non linéaire et sinusoïdale, sont imposées à la surface supérieure et 

inférieure pour les plaques FGM simplement supportées. Les propriétés des matériaux sont 

supposées être dépendantes de la température, et varient continuellement avec l’épaisseur 

selon une loi de distribution de puissance en termes de lois de puissance de volume des 

constituants. Dans cette étude, on obtient des solutions d’analyse des vibrations pour les 

plaques à gradation fonctionnelle et on vérifie l’exactitude en comparant les résultats obtenus 

avec ceux rapportés dans la littérature. Les influences de certains paramètres, y compris 

l’indice de gradient, la géométrie de la plaque, le nombre de mode et la charge thermique sur 

les caractéristiques de vibration des plaques FGM sont présentées. On peut conclure que les 

théories actuelles sont non seulement précises, mais aussi simples pour prédire les réponses 

aux vibrations libres des plaques FGM dépendantes de la température. 

Pour atteindre notre objectif, ce travail de thèse s’articule autour de quatre chapitres. 

Après une introduction générale sur le thème des matériaux à gradient fonctionnel ainsi que la 

thématique développée dans le cadre de cette thèse est présentée. Le premier chapitre présente 

les matériaux à gradient de propriétés, leurs propriétés, l’histoire de leur développement, leurs 
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méthodes de fabrication, leurs classifications ainsi que leurs domaines d’application et enfin 

les lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM. Le deuxième 

chapitre passera en revue les différents types de théories des plaques. 

Le troisième chapitre expose une nouvelle théorie de déformation de cisaillement qui inclut 

des intégrales à variables indéterminées et contient seulement cinq inconnues avec l’effet 

d’étirement pour l’analyse des vibrations libres des plaques graduées dans l’environnement 

thermique. Le quatrième et le dernier chapitre est consacré à la validation des modèles 

proposés à travers les résultats connus de la littérature.   

 Il sera consacré à la présentation des résultats obtenus par l’étude de l’influence du 

chargement thermique sur le comportement vibratoire des plaques FGM tout en étudiant  

l’effet de la géométrie de la plaque, l’indice matériel et les composantes des matériaux. Le 

manuscrit sera finalisé par une conclusion générale sur le travail réalisé et les principaux 

résultats obtenus, ainsi que des propositions sur diverses perspectives sur l'étude de plusieurs 

problèmes liés à la flexion, aux vibrations et au comportement dynamique des macros / 

nanostructures composites isotropes, classiques et avancées. 



 

   
 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

CHAPITRE I 

GENERALITES SUR LES MATERIAUX A GRADIENT DE 

PROPRIETES 
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I.1. Introduction 

De nombreuses applications telles que l'aérospatiale, l'automobile, la production d'électricité, 

la microélectronique, la structure et la bio-ingénierie exigent des propriétés qui ne sont pas 

disponibles dans les matériaux d'ingénierie conventionnels (Gupta B, 2017), (Edwin A et al., 

2017). Ces applications nécessitent des propriétés mutuellement exclusives pour avoir une 

résistance aux contraintes thermo-mécaniques ainsi qu'une stabilité chimique. La nécessité de 

répartir les propriétés se retrouve dans une variété de produits courants qui doivent avoir de 

multiples fonctions, comme les engrenages, qui doivent être suffisamment solides à l'intérieur 

pour résister à la fracture, mais doivent également être durs à l'extérieur pour éviter l'usure   

(J. N. Reddy, 2000). 

Les matériaux composites sont la forme la plus avancée de matériaux qui sont fabriqués à 

partir de deux ou plusieurs constituants avec des propriétés physiques et chimiques 

significativement différentes des matériaux individuels. L'hétérogénéité, l'anisotropie, la 

symétrie et la hiérarchie sont les principales caractéristiques de ces  matériaux qui suscitent un 

intérêt particulier pour diverses applications. Cependant, ils sont soumis à une transition 

abrupte des propriétés à l'interface qui peut entraîner une défaillance des composants dans des 

conditions de travail extrêmes. Cet inconvénient des composites conventionnels est éliminé 

par une forme modifiée de composites appelés matériaux à gradient fonctionnel (FGM). Ces 

matériaux remplacent une interface nette par une interface en dégradé qui se traduit par une 

transition en douceur des propriétés d'un matériau à l'autre.  

Les matériaux à gradation fonctionnelle (FGM) constituent une nouvelle classe émergente de 

matériaux avancés, très attrayants pour une large gamme d'applications d'ingénierie car ils 

permettent la conception de différentes performances fonctionnelles au sein d'une pièce. Ce 

concept a suscité l'intérêt de la communauté scientifique, ce qui a donné lieu à plusieurs 

recherches et applications technologiques. Cependant, les technologies utilisées pour la 

fabrication des matériaux fonctionnellement gradués sont très coûteuses et longues, limitant 

l'utilisation de ces matériaux à des applications d'ingénierie très sélectives. 

I.2. Concept des matériaux composites avancés 

Les FGM sont des matériaux hétérogènes présentant une variation spatiale contrôlée de leurs 

caractéristiques chimiques et / ou structurelles dans au moins une direction. Le gradient de 

propriété dans le matériau est provoqué par une dépendance de position de la composition 

chimique, de la microstructure ou de l'ordre atomique.  
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Les FGM sont une combinaison entre deux matériaux aux propriétés structurales et 

fonctionnelles différentes avec un changement graduel et continu de leur composition 

structurale et de la distribution des porosités entre ces matériaux. 

Ils sont généralement constitués d’un mélange de céramique et de métal, avec une variation 

sur une surface riche en céramique et une autre riche en métal dont un changement attendu 

des fractions volumiques entre les deux surfaces de ces deux matériaux (J. N. Reddy, 2000). 

Le tableau I-1 présente les propriétés mécaniques de ces deux composants  

Tableau I.1: une comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.              

[Houari, 2011] 

. La face à haute température 

 
Céramique 

- Bonne résistance thermique ; 
- Bonne résistance à l’oxydation ; 
- Faible conductivité thermique. 

Continuité du matériau d’un point à l’autre 

« couches intermédiaires » 
Céramique-métal 

-Élimination des problèmes de l'interface ; 
-Relaxer les contraintes thermiques. 

La face à basse température 

 
 

Métal 

- Bonne résistance mécanique ; 
- Conductivité thermique élevée, 
- Très bonne ténacité. 

 

C’est en 1972,  que la structure à gradation fonctionnelle Materials (FGM) a été  proposée 

pour les composites et les matériaux polymères (Bohidar et al., 2014) imitant ainsi la 

structure et le comportement des matériaux naturels tels que les os, les dents (Bakar et al., 

2018) et des arbres de bambou (Sato et al., 2017) etc.  

C’est en 1984, au japon que le concept de FGM  a été appliqué pour la première fois lors de 

la conception d’une navette spatiale (Kokanee, 2017). L'objectif était la fabrication d’un 

corps à partir d'un matériau présentant une résistance thermique et des propriétés mécaniques 

améliorées avec une  modification progressivement des compositions pour une résistance à 

écart important de température de 1000 ° C. La figure I.1 illustre l'évolution historique des 

métaux purs aux métaux classés de manière fonctionnelle. 

 

 

Figure I.1 : Développement matériel vers les FGM [Mahamood et al, 2012] 
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Les FGM introduisent des moyens pour contrôler la réponse des matériaux à la déformation, à 

la charge dynamique ainsi qu'à la corrosion et à l'usure (Maimunnisa et al., 2018), etc. En 

outre, ils donnent la possibilité de profiter des avantages de différents systèmes de matériaux, 

par exemple la céramique et les métaux (Petit et al., 2018). Les FGM peuvent également 

fournir une barrière thermique et peuvent être utilisés comme une résistance élevée aux 

rayures et un revêtement à contrainte résiduelle réduite (Saleh et al., 2019). De même, les 

FGM peuvent être utilisés comme interface de liaison à haute résistance pour connecter deux 

matériaux incompatibles (Udupa et al., 2014).  

La figure I.2 illustre la variation possible des propriétés dans les composites conventionnels 

par rapport aux FGM. Une seule FGM peut être obtenue par un seul composant / phase 

dispersé qui n'est pas uniformément réparti dans la matrice par rapport aux composites 

conventionnels, tandis que plus d'un constituant / phase dans le cas d'une double FGM. Le 

gradient continu est obtenu dans tous les cas, en fonction de la densité de distribution du 

changement entre les constituants / phases utilisées et la matrice. 

 

 

 

 

Figure I.2 : la variation possible des propriétés dans les composites conventionnels par 

rapport aux FGM. [Bohidar SK et al., 2014] 

I.3 Historique sur l’évolution des matériaux composites avancés 

C’est par un groupe de scientifiques  dans la région de Sendaï au Japon au milieu des années 

80  qu’a été élaboré le terme FGM (functionally graded matériels), comme un moyen de 

préparer les matériaux de barrière thermique (Yamanoushi et al., 1990), (Koizumi, 1993). 
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L’objectif recherché était le développement des matériaux à haute performance et à  

résistance élevée à la chaleur en utilisant la technologie de gradient à propriété qui a été 

poursuivi. Cette nouvelle classe de matériaux est utilisée dans divers domaines à savoir : 

barrières thermiques sous forme d’enduit pour les moteurs en céramique, à gaz, couches 

minces d’optiques, (Nguyen et al., 2007). En 1987, un projet de recherche a été lancé par  les 

japonais  qui traitent le développement de Matériaux à Gradient de propriétés avec l'étude de 

la relaxation des contraintes thermiques. L'intérêt de ce projet est le développement des 

matériaux présentant une résistance à  haute température dans les domaines de l’aérospatial. 

Des laboratoires nationaux de recherches dont 17 d’entre eux, plusieurs universités ainsi que 

des entreprises ont été engagées dans ce projet (Koizumi, 1997).  

L’intérêt était le développement d’une architecture fondamentale des FGM ainsi que leurs 

applications. Pour la conception de ces matériaux, il est indispensable de prendre en 

considération les caractéristiques suivantes : 

 - Pour  la couche superficielle du matériau : une endurance thermique ainsi  qu’une résistance 

à l'oxydation à haute température; 

 -Raideur du matériau côté à basse température;  

-Relâchement effectif de la contrainte thermique le long du matériau (Abdizadeh, 1997).  

L’intérêt dans le développement des cette nouvelle classe de matériaux « FGM » est d’obtenir 

des matériaux répondant à la fois à des propriétés des céramiques (côté haute température) et 

des métaux (côté basse température).  

Dans la première phase (1987-1989),  Des chercheurs ont réussi la fabrication de pièces à titre 

expérimental avec des dimensions de (1-10 mm d'épaisseur et 30 mm de diamètre) qui ont la 

capacité de résister à des températures maximales de surfaces de 2000K et à un gradient de 

température de 1000K.   

Dans la seconde phase (1990-1991), l’objectif était la fabrication avec des tailles plus grandes 

ainsi que des formes plus complexes par rapport à celles réalisées dans la première phase. 

Durant les années 90, le cercle d'applications des FGM s'est élargi pour les matériaux de 

structure fonctionnant à haute température en allant vers les domaines de la biomécaniques, 

l’optique, et bien d’autres (Okamura, 1991). 
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I.4 Processus de fabrication des FGM 

Un grand nombre de techniques et de voies de fabrication bien connues sont largement 

utilisées pour la production de FGM, comme le résume la figure I.3. Celles-ci vont des 

techniques anciennes et simples aux techniques avancées et complexes et couvrent divers 

principes physiques et chimiques.  

Les techniques de production de FGM incluent la coulée centrifuge, la métallurgie des 

poudres, la pulvérisation au plasma, le dépôt chimique et physique en phase vapeur (CVD / 

PVD), les méthodes de laminage et d'infiltration, en plus de la famille de la fabrication en 

forme libre solide (SFF) ou de la fabrication additive (AM) avec ses sous-catégories. 

De nos jours, divers types de matériaux peuvent être utilisés dans les processus AM, y 

compris le matériau métallique dans LENS et DMD, le matériau polymère dans FDM et SLA 

et le matériau biologique dans l'impression jet d'encre et la micro extrusion.                         

(Liu ZY et al, 2018).  

De nombreuses publications qui se concentrent sur la description des détails des différentes 

méthodes de production et discutent des différents aspects techniques, avantages, limites, 

applications et tendances à la recherche se trouvent dans la littérature                                                          

(Gupta A, Talha M, 2015), (Akinlabi R, Mahamood E , 2017), (Tan C et al., 2017), 

(Mahamood RM, Akinlabi ET, 2015), (Watanabe Y, Sato H, 2011), (Miyamoto Y, 

1999), (Miyamoto Y, 1996) ,( Sobczak J, Drenchev L, 2009), (Gasik M, 2010), (Kieback et 

al., 2003).  

Il est clair que la plupart des travaux de recherche se sont concentrés sur la caractérisation 

mécanique expérimentale (en particulier la traction et la dureté) (Jayakumar et al.,  2018), la 

prédiction du taux d'usure (EL-Galy et al., 2018) ou l'évaluation des propriétés thermiques 

(Guo-qin et al., 2009).  

Très peu de groupes de recherche envisagent la simulation numérique des FGM. Cela peut 

être dû au haut degré de complexité lié à la modélisation des différents constituants et de leurs 

propriétés, à la modélisation des interfaces et au changement progressif de structure.  
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I.5 Classification des FGM 

 

 

 

 

 

 

Métallurgie des poudres [Popoola P et al., 2016] 
 Méthodes de coulée centrifuge [Watanabe Y et al., 2011 ; 

Tripathy A et al., 2018] 
 

Formation par projection de plasma [Malandrino G, 2009] 
 

Dépôt chimique en phase vapeur [Ansari A et al., 2010] 
 

 Fabrication solide de forme libre [Chen F et al., 2019] 

: Mise en forme du filet par laser basée sur le dépôt de poudre 

[Leu MC et al., 2012] 

 Laser sélectif frittage / fusion [Leu MC et al., 2012] 

 Dépôt physique de vapeur [Seol Y et al., 2012] 
 

Figure I.3 : Techniques de traitement couramment utilisées pour la production de FGM 
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I.5. Classification des FGM 

Au fil du temps, et en raison du développement des d'applications et des technologies pour 

produire des FGM à différentes échelles, différentes classifications sont apparues. Nous nous 

contenterons de citer trois critères de classifications, à savoir : la structure, le type  et le 

domaine d'application des FGM (Saleh et al., 2019), (Parihar et al., 2016).  

I.5.1 Selon la structure des FGM 

Les FGM peuvent généralement être classés en deux groupes principaux: matériau gradué 

continu et discontinu comme le montre la figure I.4 (Makwana et al.,  2014). Dans le premier 

groupe, aucune zone claire ou ligne de coupe de séparation ne peut être observée à l'intérieur 

du matériau pour distinguer les propriétés de chaque zone. Dans le deuxième groupe, les 

ingrédients du matériau changent selon une gradation par étape discontinue qui est connue 

sous le nom de FGM en couches ou discrètes. Continus et discrets peuvent en outre être 

classés en trois types: gradient de composition (Figure. I.4  c, f), gradient d'orientation   

(Figure I.4  d, g), gradient de fraction (Figure. I.4  e, h). Un autre sous-groupe peut être obtenu 

en considérant le changement de taille  (par exemple, grossissement de la taille des grains ou 

granulométrie différente) (Chen et al.,  2019). 

 

Figure I.4: Matériaux fonctionnellement classés avec différentes formes de gradient [Chen et 

al. 2019].a FGM discrètes / discontinues avec interface. b FGM en continu sans 

interface. c, f Gradient de composition. d, g Gradient d'orientation. e , h Gradient de fraction 
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I.5.2. Selon le type de gradient FGM 

Les FGM peuvent généralement être classés en trois groupes différents de gradient: 

composition, microstructure et porosité comme le montre la figure I.5                       

(Mahmoud et al., 2017). Le type de composition du gradient de FGM dépend de la 

composition du matériau, qui varie d'une substance à l'autre, conduisant à différentes phases 

avec des structures chimiques différentes. Ces différentes phases de production dépendent de 

la quantité synthétique et des conditions dans lesquelles les matériaux renforcés sont produits 

(Popoola et al., 2016). Au cours du processus de solidification, le type de microstructure du 

gradient FGM peut être obtenu de sorte que la surface du matériau s'éteigne. Dans ce type, le 

noyau du même matériau peut refroidir lentement, contribuant à générer différentes 

microstructures de la surface à l'intérieur du matériau (Popovich et al., 2016),                  

(Zhang  et al., 2018). Avec les changements de localisation spatiale dans le matériau en vrac, 

le type de porosité du gradient de FGM dans le matériau change (Mota et al., 2019). Les 

tailles de particules de poudre peuvent être mesurées en faisant varier les tailles de particules 

de pores utilisées pendant la gradation à différentes positions dans le matériau en vrac 

(Gabbrielli et al., 2008). 

 

Figure I.5: Exemple typique de trois types différents de gradient de FGM                    
[Popoola et al. 2016] 

 

I.5.3.Selon la nature du processus de gradation des FGM 

Une autre classification du processus de gradation divise la production des FGM en un 

traitement constructif et de transport (Siddhartha AP, 2009). La première catégorie suppose 

une construction couche par couche commençant par une distribution opposée dans laquelle 

les gradients consécutifs sont exactement construits (Ngo et al., 2018). Alors que dans la 
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deuxième catégorie, les gradients à l'intérieur des structures dépendent de la physique de la 

méthode de transport (par exemple, écoulement de fluide, diffusion ou conduction thermique) 

(Wang K, 2012), (Kaushal  et al., 2017). L'avantage des méthodes constructives est la 

possibilité de fabriquer un nombre illimité de dégradés. Les progrès de la fabrication additive 

au cours des deux dernières décennies ont prouvé que les processus de gradation constructive 

sont technologiquement et économiquement réalisables, en particulier pour les prototypes et 

la production en petites séries (Figure I.6), même avec des constituants qui ne sont pas 

entièrement compatibles ou de nature homogène (Pai et al., 2009). Les techniques de 

fabrication additive (AM) offrent des avantages supplémentaires sous forme de précision et de 

répétitivité pour reproduire les gradients et les propriétés conçus (Wei et al., 2019). 

 

 

 
 

Figure I.6: Classification des FGM selon la méthode de gradation [Pai et al. 2009] 
 

I.6. le domaine d'application 

Dans la figure I.7, sont illustrés les différents domaines d’application des FGM. Au début, ils 

étaient élaborés pour les structures aéronautiques et les réacteurs à fusion (Hirai, 1999) et 

(Uemura, 2003) du fait de leur capacité à résister à des contraintes thermiques abusives. Au fil 

du temps, leur utilisation  a été élargie dans une multitude de domaines, du fait qu’ils assurent 

d’énormes performances sous des conditions très dures. Du fait de sa résistance à la fatigue 

thermique et sa duré de vie, la céramique est utilisée fréquemment  comme barrière thermique 

pour les moteurs, les turbines à gaz, et en optiques (Nguyen, 2007), des sondes              
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(Müller, 2003), des déclencheurs (Qiu et al., 2003), des armures metal/ceramic (Liu, 2003), 

des détecteurs photoélectriques (Paszkiewicz, 2008) et des implants dentaires (Watari et al., 

2004). Aujourd’hui, les matériaux produits sont plus légers, plus performants avec une 

résistance et une durabilité exceptionnelle, leur application s’est élargie dans de nombreux 

domaines à savoir : le domaine du Génie civil et des travaux publics, l’énergie nucléaire, 

l’électronique, l’optique. (HOUARI, 2011). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.7: Les principaux domaines d’application des FGM  

Domaines d’utilisation 

des FGM 

 

Aérospatial  

Composants de moteur-fusée 

Corps des avions spatiaux 

Ingénierie 

Outils de coupe 

Éléments de moteur 

Chimique 

L'échangeur de chaleur 

Tube de chaleur  
Récipient de réaction 

L’énergie nucléaire 

Composants des 

réacteurs nucléaires 

Pastilles de combustible 

Électronique 

Semi-conducteur à bande 

graduée 

Capteurs 

Conversion d'énergie 

Générateur thermoélectrique 

Convertisseur thermoïonique 

Pile à combustible 

Optiques  

Fibres optiques 

Lentilles  

Matières biologiques 

Implants 

Peau artificielle 

Produits 

Matériaux de 
constructions 

Corps de voiture 

Verres de fenêtre 

Génie Civil et Travaux 

Publics 

Centrales nucléaires 

Les grands vitrages dans les 

zones chaudes  

Les chaussées rigides  

Les chaussées souples 

Les tunnels 
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I.7. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques 

FGM  

Les matériaux à gradation fonctionnelle (FGM) constituent une nouvelle classe émergente de 

matériaux avancés, très attrayants pour une large gamme d'applications d'ingénierie car ils 

permettent la conception de différentes performances fonctionnelles au sein d'une pièce. Ils  

sont des matériaux hétérogènes présentant une variation spatiale contrôlée de leurs 

caractéristiques chimiques et / ou structurelles dans au moins une direction. Le gradient de 

propriété dans le matériau est provoqué par une dépendance de position de la composition 

chimique, de la microstructure ou de l'ordre atomique. Les FGM se distinguent des matériaux 

composites conventionnels par ce changement continu des caractéristiques. Afin d’analyser 

les fractions de volume, différentes fonctions de : puissance, exponentielle, sigmoïde sont 

utilisées par la majorité des chercheurs. 

Une bonne adhérence entre les particules  à l’intérieur comme à l’extérieur empêchera l’usure 

et la rupture  de la plaque 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x  et y  sont les coordonnées qui représentent le plan de la plaque, alors que l’axe z 

perpendiculaire à  la surface moyenne de la plaque et dans la direction de l’épaisseur. 

Figure I.8 : Géométrie d’une plaque en FGM. 
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Les surfaces supérieure et inférieure ont des propriétés matérielles différentes à savoir le 

module de Young et le coefficient de Poisson qui sont déterminés en fonction des demandes 

d’exécution. Ils sont en continuelle variation dans le sens de l’épaisseur (l’axe z) soit: 

)(),( zzEE   . 

La variation du module de Young se fait en fonction de la loi de puissance (P-FGM) ou de  la 

fonction sigmoïde (S-FGM) ou avec la fonction exponentielle (E-FGM). 

 

I.7.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM : 

La fraction volumique de la classe P-FGM se soumet à la fonction de la loi de puissance qui 

suit. 

k

h

hz
zV 







 


2/
)(  

 

Où k  est un paramètre matériel  et h est l’épaisseur de la plaque. Les propriétés matérielles 

d’une plaque P-FGM ne peuvent être déterminées par la loi des mélanges (G. Bao et al. 

1995) que si  la fraction volumique locale )(zv   ne soit définie:                                             

                                                   

                                                    )()( zVEEEzE mcm                                    

 

Où E1 et E2 sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure )/( 2hz  et 

de la surface supérieure )/( 2hz  de la plaque FGM, la figure I.9 illustre la variation du 

moule de Young dans la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM, on constate le changement 

rapide de la fraction volumique près de la surface inférieure pour 1k , contre une  

augmentation rapide près de la surface supérieure pour 1k . 

 

 

(I.1) 

(I.2) 
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I.7.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM  

En ajoutant à une plaque composite multicouche une plaque P-FGM d’une simple fonction de 

la loi de puissance, les concentrations des contraintes apparaissent sur l’interface où le 

matériau est continu mais change rapidement (G. Bao et al., 1995). De ce fait, Chung et chi 

(Chi . Shyang-ho., Chung Yen-Ling, 2003) ont utilisé deux fonctions de la loi de puissance 

pour définir la fraction de volume de la plaque FGM afin d’assurer une bonne distribution des 

contraintes parmi toutes les interfaces. Les deux fonctions de la loi de puissance sont 

présentée par : 

k

h

zh
zV 







 


2

2

2

1
1

/

/
)(  Pour 02  zh /  

k

h

zh
zV 







 


2

2

2

1
12

/

/
)( Pour 20 /hz   

En appliquant la loi des mélanges, le calcul du module de Young de la plaque S-FGM peut 

être calculé par : 

                             2111 1 EzVEzVzE )]([)()(   Pour 02  zh /                              (I.4.a) 

                            2212 1 EzVEzVzE )]([)()(   Pour 20 /hz                               (I.4.b) 

Figure I.9 Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM. 
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La figure I.10 représente la variation de la fraction volumique des équations (I.4.a) et (I.4.b) et 

qui montre les distributions sigmoïdes dans une plaque FGM dont le nom  est                

(Plaque S-FGM) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.7.3. Les propriétés matérielles de la poutre E-FGM : 

La fonction exponentielle est utilisée par la majorité des chercheurs afin de décrire les 

propriétés matérielles des matériaux FGM, et qui s’écrit sous la forme, (F. Delale., F. 

Erdogan, 1983): 

 

                                                     )/()( 2
2

hzBeEzE                                                            

Avec  
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Figure I.10: Variation de la fraction volumique dans une plaque  S-FGM.  
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La figure I.11 présente la variation du module de Young à travers l’épaisseur de la plaque     

E-FGM  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.8.  Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux à gradient de propriétés « FGM », l’histoire 

de leur évolution, leurs principales méthodes de fabrication, leur classification et leurs 

domaines d’application ainsi que les lois  régissantes la variation des propriétés matérielles 

des plaques FGM.  

Une multitude de structures dans des domaines différents peuvent être  crées et exploitées 

avec le changement progressif dans les propriétés des matériaux à gradients de propriétés à 

savoir les structures spéciales et de génie civil. 

Figure I.11 : Variation du module de Young dans une plaque  E-FGM. 
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Chapitre II  

 Rappel sur les théories des plaques 
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II.1. Introduction : 

La résolution des problèmes liés aux comportements statiques et dynamiques des 

structures des plaques FGM ou des poutres nécessite le choix de la bonne théorie ainsi que la 

méthode à appliquer.  

En 1888, Love utilisa les hypothèses de Gustav Kirchhoff, qui sont  inspirées des hypothèses 

d’Euler-Bernoulli afin de créer une théorie des plaques minces (également appelée théorie 

classique ou théorie de Kirchhoff-Love. Sur la base des travaux de (Rayleigh, 1877), 

(Timoshenko, 1921), (Reissner, 1945) et (Uflyand, 1948), Mindlin a renforcé la théorie des 

plaques semi-épaisses (théorie des déformations du premier ordre). Une amélioration des 

hypothèses des théories classiques et du premier ordre est apparue plus tard, avec  des théories 

d’ordre supérieur  lorsque l’épaisseur de la plaque devient importante. Il ne faut pas oublier 

qu’il y a aussi la théorie basée sur l’élasticité tridimensionnelle (théorie 3-D) qui ne fait 

aucune hypothèse restrictive sur les déplacements de la plaque. 

Ce chapitre présentera des modèles sur les théories des plaques développées dans la 

littérature afin que la variation du champ de déplacement à travers l'épaisseur des plaques soit 

améliorée. 

II.2. Les modèles analytiques des plaques FGM : 

II.2.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT) : 

On parle d’une plaque mince Lorsque la flèche  générée par les déformations de cisaillement 

reste négligeable par rapport à la flèche générée par la courbure de la plaque. La part de 

cisaillement dans la flèche est directement reliée à l’élancement dans le cas d’une plaque 

homogène isotrope. ( hL ).  

En se basant sur les hypothèses de Love-Kirchhoff, la théorie classique des plaques 

minces (CPT) qui définie qu’une droite normale au plan moyen de la plaque reste 

perpendiculaire après déformation comme illustré sur la figure II.1, ce qui revient à négliger 

les effets de déformation en cisaillement transverse.  

On peut se référer à ce modèle de plaque à Timoshenko et Woinowsky-Krieger 

(Timoshenko, 1959), (Reddy, 1997), (Reddy, 1999). 
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Le champ de déplacement basé sur les hypothèses ci-dessus, est donné par : 

),(),,(

),(),,(
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w
zyxvzyxv

x

w
zyxuzyxu













  

Avec ( 0u , 0v , 0w ) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan 

moyen de la plaque ( 0z  ). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.1 : Représentation de la plaque de Love Kirchhoff [Reddy, 1997]. 

Etant donné que l’effet de cisaillement transverse n’est pas pris en considération dans ce 

modèle, donc les résultats obtenus sont imprécis pour les plaques épaisses. 

 

II.2.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) : 

Contrairement à la théorie précédente, la théorie de déformation en cisaillement du 

premier ordre tient  compte de l’effet de cisaillement transverse, dans ce cas les contraintes et 

les déformations sont constantes à travers l’épaisseur de la plaque, donc un facteur de 

correction est indispensable. Les études établis par (Reissner, 1945), (Mindlin, 1951)  sur la 

théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) ont abouti au modèle de 

plaque de Reissner-Mindlin. Ainsi  qu’au modèle de Timoshenko et Woinowsky-Krieger      

(Timoshenko, 1959), (Reddy, 1997), (Reddy, 1999).    

 

(II.1.a) 

(II.1.b) 

(II.1.c) 
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La théorie du premier ordre repose sur le champ de déplacement suivant : 

),(),,(

),(),(),(),,(
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Avec : ( 0u , 0v , 0w ) et ( yx  , ) sont les déplacements en membrane et les 

rotations autour des axes x et y, respectivement.  

En remplaçant x et y dans le champ de déplacement définis dans l’expression ci-

dessus, ce qui permettra de reprendre la théorie classique des plaques décrite dans la dernière 

section 
x

w
x




 0 ;  

y

w
y




 0 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Des théories de déformation en cisaillement d’ordre élevé ont été développées,  afin 

d’éviter l’introduction d’un facteur de correction.  

II.2.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)  

La  théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution non linéaire  des champs dans 

l’épaisseur contrairement à la théorie CPT et la théorie FSDT avec les accords de la 

distribution linéaire du déplacement dans l'épaisseur. De ce fait, les effets de la déformation 

transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale transversale sont pris en 

considération. Par contre les facteurs de correction ne sont pas exigés. On peut consulter sur 

de tels modèles  (Hildebrand, 1949), (Naghdi, 1957), (Reissner, 1975), (Reddy, 1984),  et 

Figure II.2 Représentation de la plaque de Reissner-Mindlin [Reddy, 1997]. 

(II.2.a) 

(II.2.b) 

(II.2.c) 

 



Chapitre II                                                                                 Rappel Sur Les Théories Des Plaques 

41 
 

(Kant, 2002). Nous présenterons ici quatre modèles de plaque utilisées  pour analyser le 

comportement des matériaux à gradient de propriétés. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.3: Représentation de la plaque d’ordre élevé [Reddy, 1997]. 

Le champ de déplacement s’écrit comme  suit: 
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Où :  

( 0u , 0v , 0w ) sont les déplacements en membrane,  

( yx  , ) les rotations autour des axes x  et y ,  

)(z  est une fonction de cisaillement transverse caractérisant les  théories 

correspondantes.  

En effet, dans la théorie  classique des plaques (CPT) les déplacements sont obtenus en 

prenant 0z  )( , tandis que dans  la théorie de premier ordre (FSDT) ils  sont obtenus par

zz  )( . 

Les déplacements de la théorie de déformation de cisaillement de troisième ordre dans 

l’approche de Reddy (TSDT) (Reddy, 1997), (Reddy, 1999) :  

(II.3.a) 

(II.3.b) 

(II.3.c) 
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)()( 2

2
z

h3

4
1zz     

 Le champ de déplacement membranaire est cubique dans le modèle de Reddy. Ce qui 

donne une bonne approximation des contraintes de cisaillement transverse en comparaison 

avec la solution d’élasticité tridimensionnelle.  

Sur les surfaces libres, les conditions aux limites  sont satisfaisantes et les contraintes de 

cisaillement transverse suivent une distribution parabolique dans l’épaisseur. 

(Touratier, 1991) a proposé le modèle sinus (SSDT) qui n’a pas de fonction polynomiale ce 

qui le rend différent des autres modèles d’ordre supérieur. Pour modéliser la répartition des 

contraintes de cisaillement dans l’épaisseur une fonction trigonométrique sinusoïdale est 

introduite. La fonction de cisaillement transverse est comme suit : 








 




h

zh
z sin)(  

Avec le modèle sinus les contraintes de cisaillement transverse obtenues ont une forme 

cosinusoidale dans l’épaisseur de la poutre. Ce modèle présente une meilleure précision  en le 

comparant avec la solution exacte de la théorie de Reddy. 

Karama et al ont développé un modèle exponentiel de la théorie de déformation de 

cisaillement d’ordre élevé (The exponential shear deformation plate theory ESDPT).  

on obtient :  

 2hz2zez /)(   Et 0z   

(Ait Atmane, 2010) a développé un modèle hyperbolique de la théorie de déformation 

de cisaillement d’ordre élevé (The hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) on 

obtient: 
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(II.4) 

(II.5) 

(II.6) 

(II.7) 
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II.3. Aperçu sur les différents modèles de la théorie d’ordre élevé : 

Afin d’atteindre leur objectif qui est de dépasser les limites des théories du premier 

ordre, plusieurs auteurs ont proposé à travers leurs travaux de recherches des modèles d’ordre 

élevé qui se distinguent dans la littérature par l’expression de la fonction de cisaillement ψ(z). 

Ils sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement à travers 

l’épaisseur, et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale dans 

la configuration déformée (Figure II.3) (Whitney, 1973) ; (Nelson, 1974) ; (Lo, 1977); 

(Touratier, 1991). Nous citons en particulier : 

-Pour  d’Ambartsumyan (Ambartsumyan, 1969) avec ; 

ψ(z) =
�

�
(

��

�
−

��

�
) 

- Pour Reissner (Reissner, 1945) avec ;  

  

ψ(z) =
5

4
z �1 −

4z�

3h�
� 

 

- Pour Levinson, Murthy (Murthy, 1981) et Reddy Avec ; 

 

ψ(z) = �(1 −
4��

3ℎ�
) 

 

Sur les surfaces libres, les conditions aux limites  sont satisfaisantes et les contraintes de 

cisaillement transverse suivent une distribution parabolique dans l’épaisseur. Les résultats 

obtenus par le modèle de Reddy sont très proches des deux modèles d’ordre élevé proposés 

par (Kan, 2002). 

Le modèle (sinus) qu’a proposé Touratier n’utilise pas de fonction polynomiale ce qui 

le rend différent des autres modèles d’ordre élevé. La modélisation de la répartition des 

contraintes de cisaillement à travers l’épaisseur est effectué après l’introduction de la fonction 

(II.8) 

(II.10) 

(II.9) 
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trigonométrique sinusoïdale (Touratier, 1991) .La fonction de cisaillement transverse s’écrit 

comme suit: 

 

 

 

Avec le modèle sinus ont obtient les contraintes de cisaillement transverse qui 

prennent une forme cosinusoidale dans l’épaisseur de la plaque. Ce modèle présente une 

meilleure  précision (Reddy ,1984). En se référant aux travaux de Touratier, la construction 

d’un élément fini triangulaire à six nœuds est réalisé pour les structures multicouches 

géométriquement non linéaires  (Polit, 1997) et (Dau, 2006). 

 

(Afaq et al., 2003) ont dernièrement proposé un modèle exponentiel dont la 

cinématique est plus importante. La fonction de distribution de cisaillement transverse est 

comme suit : 

 2hz2zez /)(   

 

Le développement en puissance pair et impair de la variable z pour la fonction 

exponentielle, est différent de celui de la fonction (sinus) de (Touratier, 1991) qui ne permet 

qu’un développement en puissance impair. 

Les contraintes de cisaillement Inter-laminaire et les contraintes d’interface, 

demeurent discontinues, même si les modèles d’ordre élevé assurent une continuité de 

déplacement et de déformation à l’interface. Donc, les structures multicouches avec des 

propriétés différentes des interfaces seront plus difficiles a analyser. (Duong, 2008). 

Le tableau suivant regroupe les différentes fonctions de cisaillement avec une comparaison 

sur les différents modèles. 
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Tableau II.1 : Différentes fonctions de cisaillement utilisées dans les théories des plaques                      

isotropes et FGM [BOUKHARI Ahmed 2015] 

Théorie Intitulé 

 

Fonction de cisaillement 

�(�) 

 

Distribution de 

γ
��

et  

γ
��

 suivant z 

 

 

Coefficient 

de correction 

de 

cisaillement 

Domaine de validité 

CPT.Kirchoff 

[Kirchoff, 1850a] et 

[Kirchoff, 1850b] 

Théorie classique 

des plaques 

 

0 

 

………………. 

 

………… 

 

Plaques minces 

 

FSDT Midlin               

[Midlin, 1951] 

Théorie de 

déformation des 

plaques du 1er 

ordre 

 

Z 

 

constante 

 

Requis 

 

Plaques minces et 

moyennement 

épaisses 

Ambartsumian 

[Ambartsumian, 

1958] 

Théorie d’ordre 

supérieur 

 

 

�

2
(
ℎ�

4
−

��

3
) 

 

Linéaire Non Requis 

Plaques minces et 

moyennement 

épaisses 

Reissner [Reissner, 

1975] 

Théorie d’ordre 

supérieur 

 

5

4
�(1 −

4��

3ℎ�
) 

 

Paraboliques 

 

Non Requis 

 

Plaques minces et 

épaisses 

TSDPT, Touratier 

[Touratier, 1991] 

Théorie de 

déformation 

trigonométrique 

des plaques 

 

ℎ

�
sin �

��

ℎ
� 

 

Paraboliques 

 

Non Requis 

 

Plaques minces et 

épaisses 

ESDPT Karama et 

al. [Karama, 2003] 

Théorie de 

déformation 

exponentielle  des 

plaques 

����(�
�� )�

 

 

 

Paraboliques 

 

Non Requis 

 

Plaques minces et 

épaisses 

PSDPT, Levinson 

[Levinson,  1980], 

Reddy[ Reddy, 

1984] 

Théorie de 

déformation 

parabolique des 

plaques 

�(1 −
4��

3ℎ�
) 

 

 

Paraboliques 

 

Non Requis 

 

Plaques minces et 

épaisses 

Aydogdu 

[Aydogdu, 2003] 

Théorie de 

déformation 

exponentielle  des 

plaques 
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�(�
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�� (α)   , α ≻ 0 

 

 

Paraboliques 
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Plaques minces et 

épaisses 
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Elmeiche, Tounsi et 

al [Elmeiche, 2011] 

Théorie raffinée 

des plaques 

�
ℎ
�

� sin �
ℎ�
�

� �

cosh �
�
2 − 1�

 Paraboliques Non Requis 

 

Plaques minces et 

épaisses 

Aite atmane et al 

[Aite atmane, 2010] 

Théorie raffinée 

des plaques 
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Paraboliques Non Requis 

 

Plaques minces et 

épaisses 

Shimpi [Shimpi, 

2002] 

Théorie raffinée 

des plaques 
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] Paraboliques Non Requis 
Plaques minces et 
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II.4 L’influence de la déformation normale (effet de stretching)  

Dans les différentes théories d'ordre élevé qui comprennent les contraintes normales 

transversales, les termes d'ordre supérieur sont introduits dans les hypothèses cinématiques 

pour les deux composantes de déplacement. Nombreux modèles HSDT ont été proposés ces 

dernières années pour l'étude des structures FGM. Parmi Ces modèles, il existe ceux qui 

prennent en considération l’influence de la déformation normale (ou l’effet de stretching) 

dans la direction de l’épaisseur. En introduisant l'effet de la déformation normale dans un 

modèle, le déplacement transversal est supposé dépendant des coordonnées d'épaisseur 

satisfaisant ainsi les prescriptions de (Koiter, 1959), c'est-à-dire 0z . L'effet de la 

déformation normale (ou l’effet de stretching) dans la direction de l’épaisseur sur la réponse 

mécanique des structures FGM est récemment démontrée par Bousahla et al              

(Bousahla, 2014), Fekrar et al (Fekrar, 2014), Belabed et al (Belabed, 2014), Hebali et al 

(Hebali, 2014), Bessaim et al (Bessaim, 2013) , Saidi et al (Saidi, 2013), Houari et al     

(Houari, 2013), Hamidi et al. (Hamidi, 2015), Bourada et al. (Bourada, 2015), Larbi Chaht et 

al. (Larbi Chaht, 2015), (Benbakhti, 2016). Abualnour et al. (Abualnour, 2018),  et donc,  le 

champ de déplacement s’écrit comme suit: 
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Avec :  

z : C’est la déformation normale (ou l’effet de stretching) dans la direction de l’épaisseur.   

 

II.5 Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons présenté un aperçu général sur les différentes théories des 

plaques  ainsi que les modèles analytiques des plaques FGM à savoir la théorie classique des 

plaques (CPT), la théorie de déformation  en cisaillement du premier ordre (FSDT) et  la 

théorie  de  déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT). Nous avons aussi présenté une 

synthèse sur les différents modèles de la théorie d’ordre élevé et les travaux des auteurs sur 

les modèles qui prennent en considération l’influence de la déformation normale (ou l’effet de 

stretching) dans la direction de l’épaisseur.les différentes théories d'ordre élevé qui  prennent 

en considération les contraintes normales transversales sur la réponse mécanique des 

structures FGM. 
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III.1 Introduction 

Beaucoup de théories ont étaient développées afin de résoudre des problèmes liées aux 

déplacements et  déformations des différents types de structures en s’appuyant sur le calcul 

approché des grandeurs généralisées sur la base du  système d’équations   d’équilibre, de 

compatibilité, de conditions aux limites sur les abords de la structure, et au final complété par 

une loi de comportement reliant les contraintes et les déformations généralisées. 

Nous exposons dans ce chapitre une nouvelle théorie de plaque de déformation de 

cisaillement hyperbolique, avec la prise en compte de  l’effet d’étirement pour l’analyse de la 

vibration libre des plaques fonctionnellement graduées simplement supportées dans les 

environnements thermiques. La théorie tient compte de la distribution parabolique des 

contraintes transversales de cisaillement et satisfait aux conditions limites de traction nulle sur 

les surfaces de la plaque sans utiliser de facteur de correction de cisaillement. Cette théorie 

n’a que cinq inconnues  par rapport  aux autres théories de cisaillement et de déformation 

normale.  

III.2 Formulation théorique de la présente théorie  

Considérons une plaque rectangulaire fonctionnellement graduée simplement supportée de 

longueur a , largeur bet d’épaisseur huniforme dans la configuration de référence sans 

contrainte. Le système de coordonnées pour les plaques FGM est illustré dans la Figure III. 1. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.1 : La Géométrie d'une plaque à gradient fonctionnel dans le système de 

coordonnées cartésiennes rectangulaires. 
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III.2.1 Propriétés des matériaux 

La plaque FGM est constituée d’un matériau élastique et isotrope à graduation fonctionnelle 

dont les propriétés de matériau varient en douceur uniquement dans la direction de l'épaisseur. 

Les propriétés efficaces du matériau de la plaque FGM tels que le module de Young  zE , la 

conductivité thermique  zk , la dilatation thermique  z et la densité de masse  z  basés sur 

la règle du mélange, et qui sont exprimées comme (Bourada et al.,2019; Berghouti et 

al,.2019): 

 
k

mcmeff
h

z
PPPzP 










2

1
)(

 

Pour prédire plus précisément le comportement des FGM à haute température, il est 

nécessaire de tenir compte de la dépendance de la température des propriétés du matériau. 

L'équation non linéaire des propriétés des matériaux thermo-élastiques en fonction de la 

température )(KT  peut être exprimée comme suit (Shahrjerdi et al., 2011; Attia et al., 2015): 

 3
3

2
21

1
10 1)( TPTPTPTPPzP  
  

Où )(zP désigne la propriété matérielle et   zTTT  0  indique la température de 

l’environnement;  KT 3000   est la température ambiante ; 1P , 0P , 1P , 2P et 3P sont les 

coefficients des propriétés des matériaux dépendant de la température propres aux matériaux 

constitutifs visibles dans le tableau des propriétés des matériaux (Tableau V.1) pour FGM

 4V-6Al-TiZrO2 , et  SUS304NSi 43 et  zT est l'augmentation de température uniquement 

dans le sens de l'épaisseur, tandis que la conductivité thermique k est indépendante de la 

température. 

 

III.2.2 Théorie d’ordre élevé hyperboliques incluant un effet d'étirement. 

Contrairement aux autres théories de cisaillement et de déformation normale, le nombre 

d’inconnues dans la présente théorie est seulement de cinq. La théorie tient compte de la 

distribution parabolique des contraintes transversales de cisaillement et satisfait aux 

conditions limites de traction nulle sur les surfaces de la plaque sans utiliser de facteur de 

correction de cisaillement.  

 

(III.1) 

(III.2) 
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III.2.2.1 Hypothèses de la présente théorie 

(i) Les déplacements sont très petits par rapport à l’épaisseur h de la plaque et par 

conséquent, les déformations considérées sont infinitésimales.  

(ii) Les composantes des déplacements u et v dans les directions (x) et (y)  

u  = �0 +�b +�s 

v  = �0 +�b +�� 

Tels que : 0u  et 0v représentent les déplacements en membrane, ils sont donnés  

par :  

),,(0 tyxu et ),,(0 tyxv respectivement.  

ub et vb, sont les composantes de la flèche similaires aux déplacements donnés par 

la théorie classique des plaques, elles sont données par :  

x

w
z


 0 et 
y

w
z


 0  

�set ���ont les composantes de cisaillement, elles sont données par : 

dxtyxzfk  ),,()(1  et dytyxzfk  ),,()(2   respectivement. 

(iii) Le déplacement transversal ),,,( tzyxw est composé de deux termes :��(x, y, t)et

),,()( tyxzg z qui représentent la partie de la flèche de la plaque, tel que la dérivée de 

cette composante est égale numériquement à la rotation de la section transversale et la 

contrainte transversale de cisaillement à travers l’épaisseur respectivement. 

III.2.2.2 Cinématique et équations constitutives 

Les relations constitutives linéaires pour les FGM élastiques et isotropes, peuvent s'écrire: 
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Où  xyxzyzzyx  ,,,,,   et   xyxzyzzyx  ,,,,, sont des composantes de contrainte et de 

déformation, respectivement. 

Le calcul des constantes élastiques ijQ  dépend de z  dans l'hypothèse considérée. En utilisant 

les propriétés du matériau définies dans l'équation. (III.1), les coefficients de rigidité, ijQ , 

peuvent être exprimés comme : 

(III.3) 
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Notez que pour la théorie de la déformation de cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) qui 

néglige l'étirement de l'épaisseur 0z , les coefficients ijQ devrait être: 
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22211
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Sur la base de la théorie de la plaque épaisse et en incluant l'effet de la contrainte normale 

transversale (effet d'étirement de l'épaisseur), les hypothèses de base pour le champ de 

déplacement de la plaque peuvent être décrites comme 

),,()(),,(),,,(
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Les coefficients 1k  et 2k dépendent de la géométrie et la théorie proposée dans la présente 

étude a une fonction hyperbolique sous la forme (Taleb et al.,2018; Nguyen, 2015): 

13

63
sinh)( 1

h
z

h

z
zf 








 

 

On peut observer que la cinématique de l'équation. (III.6) utilise seulement cinq inconnues
 

( 0u , 0v , 0w ,   et z ). Les expressions de déplacement de contraintes, basées sur cette 

formulation, sont données comme suit : 

(III.4a) 

(III.4b) 

(III.4c) 

(III.5a) 

(III.5b) 

(III.6) 

(III.7) 
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On peut observer à partir de l'équation (III.8) que les déformations transversales de 

cisaillement ( xz , yz ) sont égales à zéro aux surfaces supérieure ( 2/hz  ) et inférieure          

( 2/hz  ) de la plaque. Un coefficient de correction de cisaillement n'est donc pas 

nécessaire. 

Les intégrales utilisées dans les équations ci-dessus doivent être résolues par une procédure de 

type Navier et peuvent être exprimées comme suit (Taleb et al., 2018): 

yx
Adx

y 
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Bdy






 ' 

 

Où les coefficients 'A et 'B sont considérés en fonction du type de solution utilisée, dans ce cas 

via la méthode Navier. Par conséquent 'A , 'B , 1k  et 2k  sont exprimés comme suit: 

2

1
'


A , 2

1
'


B  , 2

1 k  , 2
2 k  

 

(III.8) 

(III.9a) 

(III.9b) 

(III.9c) 

(III.10) 

(III.11) 
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Où 

  et  sont définis dans l'équation (III.34). 

III.2.2.3 Équations  gouvernantes 

Les équations du mouvement pour la vibration libre des plaques fonctionnellement graduées 

peuvent être dérivées du principe de Hamilton 

 

  0
2

1

 dtUK

t

t

  

Où : 

t est le temps, 1t et 2t sont les temps initial et de fin, respectivement, K est la variation de 

l’énergie cinétique et U est la variation de l’énergie de contrainte totale. L’énergie de 

déformation totale du faisceau peut être représentée par : 

Td UUU   

Où : 

dU  est l’énergie de déformation due aux contraintes mécaniques et TU est l’énergie de 

déformation provoquée par les contraintes initiales dues à l’élévation de température. 

L’énergie de  déformation dU  et TU  sont donnés par (Li et al., 2008; Kim, 2005; Shahrjerdi et 

al., 2011) 

  
V

xzxzyzyzxyxyzzyyxxd dzdAU         

 

 dVddU
V

T
y

T
xT   2211

2

1


 

Où : 

ijd ,  2,1, ji est la relation non linéaire déformation-déplacement (Shahrjerdi et al., 2011).  

(III.12) 

(III.13) 

(III.14) 

(III.15) 
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En substituant 
ijd en équation (III.15) l'équation suivante est obtenue :  
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Dans l’équation (III.16), les contraintes thermiques T
x et T

y  sont données par (Attia et al., 

2015; Daikh, 2019), 

 

     zTTzQQT
x  ,1211   et      zTTzQQT

y  ,2221 
 

 

L’énergie cinétique de la plaque s’exprime comme suit: 
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En substituant les équations (III.13) et (III.18), dans l’équation (III.12) et intégrant par parties, 

les équations du mouvement en termes de composantes de déplacement de la plaque FGM 

sont obtenues comme suit: 
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(III.16) 

(III.17) 

(III.18) 

(III.19 a) 

(III.19 b) 

(III.19 c) 
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Où : 

ijd , 
ijld et 

ijlmd  sont les opérateurs différentiels suivants :
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Et les composantes de rigidité sont calculées comme 
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Les inerties sont également définies comme : 

(III.19 d) 

(III.19 e) 

(III.20) 

(III.21) 

(III.22) 

(III.23) 

(III.25) 

(III.24) 
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III.3. Champs de température  

Dans cette étude, quatre cas de distribution de température unidimensionnelle à travers 

l'épaisseur sont considérés, avec  zTT   

III.3.1. Température uniforme : 

Dans le cas de température uniforme, le champ utilisé est donné comme suit : 

   zTTzT  0  

Où : 

 zT  indique le changement de température et KT 3000  est la température ambiante. 

III.3.2. Température linéaire : 

Pour une plaque fonctionnellement graduée, en supposant des températures bT  et tT sont 

imposées en bas et en haut de la plaque, le champ de température sous élévation linéaire de la 

température le long de l'épaisseur peut être obtenu comme suit: 
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III.3.3. Température non linéaire : 

L'élévation de la température non linéaire à travers l'épaisseur de la plaque est déterminée en 

résolvant l'équation de conduction thermique unidimensionnelle. L'équation 

unidimensionnelle de conduction de chaleur en régime permanent dans la direction z est 

donnée par : 

    









dz

dT
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dz

d
zT

 

avec la condition aux limites   tThT 2  et   02 TThT b  . Ici, un état sans stress est supposé 

existé à KT 3000  . Le coefficient de conductivité thermique  zk est supposé ici obéir à la 

relation de puissance en équation (III.1). La solution analytique à l’équation (III.17) est : 

(III.26a) 

(III.26b) 

(III.27) 

(III.28) 

(III.29) 
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Dans le cas de la plaque FGM en loi de puissance, la solution de l’équation (III.17) peut 

également être exprimée au moyen d'une série polynomiale (Shahrjerdi et al., 2011 ; Attia et 

al., 2015) 
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Où, bttb kkk  ,avec tk  et bk sont la conductivité thermique des faces supérieure et inférieure 

de la plaque, respectivement. 

III.3.4. Température sinusoïdale : 

Le champ de température sous une évolution sinusoïdale à travers l’épaisseur est donné 

comme  [Shahrjerdi,  2011; Bouazza,  2009]: 
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III.4. Solution analytique pour une plaque en FGM simplement appuyée: 

Dans ce travail, nous nous intéressons aux solutions exactes de l’équation (III.19) pour une 

nano-plaque simplement appuyée. À l'aide de la procédure de solution de Navier, les 

expressions suivantes de déplacements ( 0 u , 0v , 0w ,  , et z ) sont prises: 

(III.30) 

(III.31) 

(III.32) 

(III.33) 
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Où : 

1i , 

⍵ est la fréquence naturelle et (Umn , Vmn , Wmn , Xmn , Zmn) les coefficients de déplacement 

maximum inconnus.  

En substituant les équations (III-34) dans l'équation (III-19), les solutions analytiques peuvent 

être déterminées par 
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Où  

aij et Mij sont donnés en annexe. 

 

III.5. Conclusion 

Ce chapitre nous a permis de prendre connaissance de la présente théorie. Cette théorie de 

plaque d’ordre supérieur de déformation de cisaillement a une forte similitude avec la théorie 

classique des plaques dans de nombreux aspects, et n'exige pas de facteur de correction de 

cisaillement, et donne une description parabolique de la contrainte de cisaillement à travers 

l’épaisseur tout en remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords 

libres. 

(III.34) 

(III.35) 

(III.36) 
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Nous avons proposé une solution générale du comportement vibratoire des plaques FGM en 

utilisant une théorie hyperbolique d’ordre élevé avec la prise en compte de  l’effet 

d’étirement. Cette théorie n’a que cinq inconnues, ce qui est avantageux par rapport aux 

autres théories de cisaillement et de déformation normale. Dans le chapitre qui suit, nous 

présenterons les résultats qui permettent d’apprécier clairement l’apport de cette théorie en les 

comparants aux  résultats des autres théories d’ordre élevé. 

 



CHAPITRE IV : ANALYSE DE LA VIBRATION LIBRE DES STRUCTURES EPAISSES 

EN MATERIAUX COMPOSITES AVANCEES DANS DES ENVIRONNEMENTS 

THERMIQUES 
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IV.1. Introduction 

Le choix du matériau pour la conception d’une nouvelle structure est très important, car il doit 

offrir plusieurs avantages et posséder des caractéristiques spécifiques élevées (bons rapports 

rigidité-poids et résistance-poids, faible coût d'entretien, excellente durabilité et bien d’autres 

qualités).  

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont une nouvelle classe de composites de 

plus en plus utilisés dans de nombreux domaines de l’ingénierie, en particulier dans les 

applications à haute température telles que les structures de chargement thermomécaniques, 

les aéronefs, les engins spatiaux,  les revêtements plasmatiques pour les réacteurs à fusion et 

autres structures techniques dans un environnement à haute température (Li et al., 2008; Kar 

et Panda, 2015; Taleb et al., 2018; Tu et al., 2019), les avantages  offerts par les matériaux à 

graduation fonctionnelle par rapport aux matériaux composites conventionnels c’est 

l’élimination des problèmes d’interface et la diminution de la répartition des contraintes  

(Taleb et al., 2018). L’utilisation des FGM semble être  plus efficace pour la réalisation  

durable des structures.  

Dans ce chapitre, nous présenterons les résultats numériques de l’analyse de la vibration libre 

des plaques fonctionnellement graduées simplement supportées dans  des environnements 

thermiques, en utilisant une nouvelle théorie de plaque de déformation de cisaillement 

hyperbolique, y compris l’effet d’étirement. Dans cette théorie on n’utilise que  cinq 

inconnues par rapport aux autres théories Ce modèle a un nouveau champ de déplacement qui 

introduit des variables intégrales indéterminées. Les propriétés du matériau des plaques à 

graduation fonctionnelle sont supposées dépendantes de la température et varient 

progressivement dans le sens de l'épaisseur  selon un modèle de la loi de puissance. 

IV.2. Résultats du comportement thermique et mécanique des plaques en 

FGM 

Une association de deux matériaux, sont utilisés dans l’analyse du comportement thermique et 

mécanique des plaques FGM. Le  4V-6Al-TiZrO2 et le  SUS304NSi 43 . La description des 

propriétés est présentée au tableau (IV.1). 
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Tableau IV. 1: les coefficients des propriétés matérielles dépendant de la température pour 

 4V-6Al-TiZrO2 et  SUS304NSi 43  

Matériel Propriétés 0P  1P 1P  2P  3P  

43 NSi  (GPa)E  348.43 0 -3.070 × 10-4 2.160 × 10-7 -8.946×10-11 

)(K-1  5.8723 × 10-6 0 9.095 × 10-6 0 0 

)mKg( 3  2370 0 0 0 0 
  0.24 0 0 0 0 
k  9.19 0 0 0 0 

SUS304 

 

(GPa)E  201.04 0 3.079 × 10-4 -6.534 × 10-7 0 

)(K-1  12.330 × 10-6 0 8.086 × 10-4 0 0 

)mKg( 3  8166 0 0 0 0 
  0.3262 0 -2.002 × 10-4 3.797 × 10-7 0 
k  12.04 0 0 0 0 

2ZrO  (GPa)E  244.27 × 10+9 0 -1.371 × 10-3 1.214 × 10-6 -3.681 × 10-10 

)(K-1  12.766 × 10-6 0 -1.491 × 10-3 1.006 × 10-5 -6.788 × 10-11 

)mKg( 3  3000 0 0 0 0 
  0.3330 0 0 0 0 
k  1.80 0 0 0 0 

4V-6Al-Ti
 

(GPa)E  122.56 × 10+9 0 -4.586 × 10-4 0 0 

)(K-1  7.75788 × 10-6 0 6.638 × 10-4 -3.147×10-6 0 

)mKg( 3  4429 0 0 0 0 
  0.2888 0 1.108 × 10-4 0 0 
k  7.82 0 0 0 0 

 

Selon la littérature ci-dessus, la distribution de la température a une influence significative sur 

le comportement de la plaque FGM. Les propriétés thermiques et mécaniques des FGM 

soumises à une température de fonctionnement élevée ont été affectées de manière importante 

par la variation de température. Par exemple, le module de Young de l'acier inoxydable, du 

nickel et de la zircone est réduit de 37%, 21%, 34% et 31%, respectivement, lorsque la 

température augmente par rapport à la température ambiante (Yang et Shen 2003). La réponse 

structurelle réelle de la plaque à gradation fonctionnelle requise pour tenir compte de la 

dépendance à la température des propriétés du matériau et de la distribution de la température 

à travers l'épaisseur de la plaque. 

La variation du module Young dans les plaques FGM à travers l’épaisseur en température 

ambiante, conditions thermiques uniformes, linéaires, non linéaires et sinusoïdales est 

présentée dans les figures IV.1 à IV.5. La température ambiante  KT 3000  est définie pour 

toutes les conditions thermiques. L’augmentation de la température en température linéaire est

 KTT tb 600 , les conditions thermiques non linéaires sont  KTb 0 et  KTt 600 et les 



Chapitre IV          Résultats et Discussions 

64 
 

conditions thermiques sinusoïdales sont  KTb 300 et  KTt 300  . 

Les figures IV.1 et IV.2 montrent que la variation du module de Young élastique des plaques 

fonctionnellement graduées sur la température ambiante et la variation linéaire de la 

température avec l’indice de fraction volumique.  
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Figure IV.1 : Variation du module élastique en fonction de z/h d’une plaque FGM dans un 

champ thermique uniforme pour différentes valeurs de l’indice matériel p 
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Figure IV.2 : Variation du module élastique en fonction de z/h d’une plaque FGM dans un 

champ thermique linéaire pour différentes valeurs de l’indice matériel p 
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Il ressort des figures ci-dessus que le module de Young est similaire pour les conditions de 

température ambiante et de température uniforme, mais les graphiques passent à des valeurs 

plus petites avec l’augmentation uniforme de la température. Il est clair que le module de 

Young diminue avec l’augmentation de l’indice de la loi de puissance. 
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Figure IV.3 : Variation du module élastique en fonction de z /h d’une plaque FGM dans un 

champ thermique non linéaire pour différentes valeurs de l’indice matériel p 
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Figure IV.4 : Variation du module élastique en fonction de z /h d’une plaque FG dans un 

champ thermique sinusoïdal pour différentes valeurs de l’indice matériel p 
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Figure IV.5 : Variation du module élastique en fonction de z /h d’une plaque FGM dans des 

champs thermiques : uniforme, linéaire, non linéaire et sinusoïdal pour différentes valeurs de 

température. 

On peut observer dans les figures IV.3 et IV.4 que la variation du module de Young dans les 

charges thermiques non linéaires et sinusoïdales est complètement différent dans les cas de 

température ambiante et linéaire. Le module de Young diminue pour les valeurs comprises     

( 101  p ) et augmente pour les valeurs ( 10p ). 

On peut donc conclure que le type des conditions environnementales a un effet considérable 

sur le module de Young.  Une étude comparative sur le module de Young est effectuée dans 

des  conditions thermiques uniformes, linéaires, non linéaires et sinusoïdales ce qui est illustré 

sur  la figure IV.5. 

 

IV.3. validation des résultats 

Dans cette partie, la précision de la théorie de la plaque hyperbolique raffinée présentée avec 

effet d’étirement ( 0z )  n’ayant que cinq inconnues pour la vibration libre desplaques FGM  

dépendantes seulement de la température sont démontrées, en comparant la solution actuelle 

avec celles d’autres résultats disponibles dans la littérature des théories de déformation de 

cisaillement d’ordre supérieur celles de (Taleb et al., 2018), (Huang et Shen,  2004) et 

(Shahrjerdi et al,. 2011) sans effet d’étirement et avec plus d’inconnues                           

(Huang et Shen, 2004; Shahrjerdi et al., 2011). En outre, les influences de divers paramètres 
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tels que le paramètre de l’indice de puissance p , la déformation par cisaillement, la 

distribution de la température sur la réponse aux vibrations de la plaque fonctionnellement 

graduée ont été étudiées. Le paramètre de fréquence non dimensionnel est pris en 

considération (Huang et Shen, 2004; Shahrjerdi et al., 2011). Deux types de FGM sont 

envisagés :  4V-6Al-TiZrO2 et  SUS304NSi 43 . La description des propriétés des matériaux 

utilisés dans l’analyse est présentée au tableau IV.1. 

IV.3.1. Résultats des plaques FGM  4V-6Al-TiZrO2  

Dans le tableau IV.2, une comparaison des premiers paramètres de fréquence naturelle non 

dimensionnelle est réalisée pour une plaque FGM  4V-6Al-TiZrO2 dans les environnements 

thermiques. La plaque FGM est faite d’alliage de titane  4V-6Al-Ti  sur sa surface inférieure 

et d’oxyde de zirconium  2ZrO  sur sa surface supérieure.  

La  géométrie prise pour la plaque FGM est : mh 0025.0 , mba 2.0 . La valeur du 

coefficient de Poisson  est supposée identique pour la céramique et le métal 3.0 . 

La validation du modèle de plaque hyperbolique raffiné proposé avec   effet   d’étirement       

( 0z ) est effectuée en comparant les résultats obtenus avec ceux calculés par la théorie des 

plaques de déformation hyperbolique obtenue par (Taleb et al., 2018), la théorie des plaques 

de déformation par cisaillement du deuxième ordre (SSDT) développée par               

(Shahrjerdi et al., 2011) et la théorie des plaques de déformation par cisaillement d’ordre 

supérieur (HSDT) développée par (Huang et Shen, 2004). 
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Tableau IV.2 : Les paramètres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque 

FGM  4V-6Al-TiZrO 2  simplement appuyée dans un environnement thermique 

 

Comme le montre clairement le tableau IV.2, les résultats de la théorie des plaques de 

déformation par cisaillement hyperbolique obtenus par (Taleb et al., 2018), la théorie des 

plaques (SSDT) développée par (Shahrjerdi et al., 2011) et la théorie des plaques (HSDT) 

développée par (Huang et Shen, 2004) sont en bon accord avec les résultats actuels de la 

théorie des plaques hyperboliques raffinée avec effet d’étirement ( 0z  ) et ceci pour toutes 

les valeurs de l’indice de la loi de puissance p  , soit pour le cas de plaques FGM dépendantes 

de la température et indépendantes de la température. 

En outre, les résultats obtenus révèlent que les fréquences fondamentales non dimensionnelles 

de la plaque FGM diminuent avec l’augmentation de l’indice de puissance p  et que  la hausse 

de température diminue les fréquences fondamentales non dimensionnelles. L’inclusion de 

Les fréquences Naturelles 

 

(K)300Tb   

(K)300Tt   
(K)400Tt   (K)600Tt   

Température- 

dépendant 

Température- 

indépendant 

Température- 

dépendant 

Température- 

indépendant 

2ZrO  

SSDT(a) 0z   8.333 7.614 7.892 5.469 6.924 

TSDT (b) 0z   8.273 7.886 8.122 6.685 7.686 

RSDT(c) 0z   8.288 7.818 8.070 6.547 7.613 

Present 0z   8.478 7.919 8.189 6.305 7.578 

5.0p  

SSDT(a) 0z   7.156 6.651 6.844 5.255 6.175 

TSDT (b) 0z   7.139 6.876 7.154 6.123 6.776 

RSDT(c) 0z   7.120 6.791 6.968 5.941 6.656 

Present 0z   7.288 6.896 7.088 5.832 6.672 

1p  

SSDT(a) 0z   6.700 6.281 6.446 5.167 5.904 

TSDT (b) 0z   6.657 6.435 6.592 5.819 6.362 

RSDT(c) 0z   6.665 6.383 6.537 5.675 6.275 

Present 0z   6.825 6.491 6.658 5.608 6.309 

2p  

SSDT(a) 0z   6.333 5.992 6.131 5.139 5.711 

TSDT (b) 0z   6.286 6.101 6.238 5.612 6.056 

RSDT(c) 0z   6.294 6.055 6.189 5.476 5.974 

Present 0z   6.445 6.163 6.308 5.449 6.023 

4V-6Al-Ti  

SSDT(a) 0z   5.439 5.103 5.333 4.836 5.115 

TSDT (b) 0z   5.400 5.322 5.389 5.118 5.284 

RSDT(c) 0z   5.410 5.290 5.357 5.097 5.250 

Present 0z   5.533 5.398 5.463 5.188 5.321 
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l’effet d’étirement d’épaisseur ( 0z  ) rend les plaques FGM plus rigides, et donc, conduit à 

augmenter légèrement la fréquence naturelle. 

IV.3.2. Résultats des plaques FGM  SUS304NSi 43 . 

Le tableau IV. 3 présente les fréquences fondamentales non dimensionnelles d’une plaque 

FGM de type  SUS304NSi 43  pour différentes valeurs d'indice de puissance p . Pour ces 

matériaux, le coefficient de Poisson est 28.0 . Les résultats obtenus par la présente théorie 

sont comparées à ceux publiés par (Taleb et al., 2018), (Shahrjerdi et al., 2011) et (Huang et 

Shen, 2004) de la théorie des plaques hyperboliques raffinée. 
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Tableau IV.3 : Les paramètres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque 

FGM  SUS304NSi 43  simplement appuyée dans un environnement thermique 

Les fréquences Naturelles 

 

(K)300Tb   

(K)300Tt   
(K)400Tt   (K)600Tt   

Température- 

dépendant 

Température- 

indépendant 

Température- 

dépendant 

Température- 

indépendant 

43NSi  

SSDT(a) 0z   12.506 12.175 12.248 11.461 11.716 

TSDT (b) 0z   12.495 13.397 12.382 11.984 12.213 

RSDT(c) 0z   12.519 12.319 12.389 11.899 12.126 

Present 0z   12.749 12.513 12.586 12.012 12.254 

5.0p  

SSDT(a) 0z   8.652 8.361 8.405 7.708 7.887 

TSDT (b) 0z   8.675 8.615 8.641 8.269 8.425 

RSDT(c) 0z   8.617 8.461 8.507 8.127 8.281 

Present 0z   8.782 8.596 8.643 8.190 8.358 

1p  

SSDT(a) 0z   7.584 7.306 7.342 6.674 6.834 

TSDT (b) 0z   7.555 7.474 7.514 7.171 7.305 

RSDT(c) 0z   7.551 7.406 7.444 7.090 7.225 

Present 0z   7.698 7.523 7.563 7.137 7.286 

2p  

SSDT(a) 0z   6.811 6.545 6.575 5.929 6.077 

TSDT (b) 0z   6.777 6.693 6.728 6.398 6.523 

RSDT(c) 0z   6.777 6.638 6.670 6.330 6.454 

Present 0z   6.906 6.738 6.773 6.362 6.499 

SUS304 
SSDT(a) 0z   5.410    5.161 5.178 4.526 4.682 

TSDT (b) 0z   5.405 5.311 5.335 4.971 5.104 

RSDT(c) 0z   5.415 5.278 5.300 4.929 5.061 

 Present 0z   5.515 5.346 5.369 4.922 5.066 

 

On peut voir que les valeurs de fréquence fondamentales calculées à partir du modèle actuel 

sont en bon accord avec celles rapportées par (Taleb et al., 2018), (Shahrjerdi et al., 2011) et 

(Huang et Shen, 2004). En outre, l’inclusion de l’effet d’étirement d’épaisseur ( 0z ) rend 

les plaques FGM plus rigides, et donc, conduit à une augmentation de la fréquence naturelle. 

IV.3.3. Résultats des plaques FGM  4V-6Al-TiZrO2 pour différents modes de vibration 

Le tableau IV.4 présente la fréquence fondamentale non-dimensionnelle pour une plaque 

FGM  4V-6Al-TiZrO2  pour différents modes de vibration. Pour les modes  nm, , les 

nombres entiers m etn désignent le nombre de demi-ondes dans les directions x et y , 

respectivement. Les résultats obtenus sont comparés aux résultats de (Taleb et al., 2018), la 

(SSDT) de (Shahrjerdi et al., 2011) et (HSDT) de (Huang et Shen, 2004).  
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Tableau IV.4 : Paramètre de fréquence non dimensionnel de la plaque FGM simplement 

supportée  4V-6Al-TiZrO2  dans les environnements thermiques (p = 2) 

(a) [Shahrjerdi et al. 2011](b) [Huang et Shen (2004)(c) Taleb et al. (2018) 

 

On constate que la théorie actuelle de la plaque hyperbolique raffinée avec effet   d’étirement 

( 0z ) est en bon accord avec les résultats précédemment publiés (Taleb et al. 2018; 

Shahrjerdi et al. 2011, Huang et Shen 2004) et ceci pour différents modes de forme 

considérée. 

 

Les fréquences 

Naturelles  

 

(K)300Tb   

(K)300Tt   

(K)400Tt   (K)600Tt   

Température- 

dépendant 

Température- 

indépendant 

Température- 

Dépendant 

Température- 

indépendant 

(1,1) 

SSDT(a) 0z   6.333 5.992 6.132 5.139 5.711 

TSDT (b) 0z   6.286 6.101 6.238 5.612 6.056 

RSDT(c) 0z   6.294 6.055 6.189 5.476 5.974 

Present 0z   8.478 6.163 6.308 5.449 6.023 

(1,2) 

SSDT(a) 0z   14.896 14.383 14.684 13.260 14.253 

TSDT (b) 0z   14.625 14.372 14.655 13.611 14.474 

RSDT(c) 0z   14.699 14.301 14.588 13.453 14.363 

Present 0z   15.073 14.622 14.927 13.633 14.633 

(2,2) 

SSDT(a) 0z   22.608 21.942 22.386 20.557 21.935 

TSDT (b) 0z   21.978 21.653 22.078 20.652 21.896 

RSDT(c) 0z   22.197 21.663 22.082 20.581 21.849 

Present 0z   22.784 22.190 22.633 20.958 22.330 

(1,3) 

SSDT(a) 0z   27.392 26.630 27.163 25.077 26.700 

TSDT (b) 0z   26.454 26.113 26.605 24.961 26.435 

RSDT(c) 0z   26.811 26.190 26.689 24.954 26.446 

Present 0z   27.534 26.850 27.377 25.453 27.059 

(2,3) 
SSDT(a) 0z   34.106 33.211 33.867 31.425 33.384 

TSDT (b) 0z   32.659 32.239 32.840 30.904 32.664 

RSDT(c) 0z   33.271 32.540 33.148 31.118 32.904 

 Present 0z   34.192 33.393 34.034 31.803 33.715 
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IV.3.4. Comparaison des résultats des plaques FGM  SUS304NSi 43  

Afin de vérifier la précision de la théorie actuelle pour la grande valeur de l’indice de fraction 

volumique p  et les différentes valeurs des charges thermiques, une plaque FGM est 

maintenant examinée. Les fréquences non dimensionnelles pour les plaques FGM prédites par 

(Shahrjerdi et al., 2011) en utilisant la théorie de la déformation par cisaillement du second 

ordre (SSDT), et la théorie actuelle sont présentées dans le tableau IV.5. 

Tableau IV.5 : Fréquence naturelle non-dimensionnelle de la plaque FGM  SUS304NSi 43

dépendante de la température  pour différents index de fraction de volume p dans les 

environnements thermiques, Mode (1, 1) 

Charge thermique 

T0 = 300 (K), b = a = 0.2, h = 0.025 

(K)300Tb   

(K)300Tt   

(K)300Tb   

(K)400Tt   

(K)300Tb   

(K)600Tt   

43NSi  
SSDT(a) 0z   12.506 12.175 11.461 

RSDT(b) 0z   12.519 12.319 11.899 

Present 0z   12.749 12.513 12.012 

5.0p  
SSDT(a) 0z   8.652 8.361 7.708 

RSDT(b) 0z   8.617 8.461 8.127 

Present 0z   8.782 8.596 8.190 

10p  
SSDT(a) 0z   5.907 5.645 5.031 

RSDT(b) 0z   5.868 5.731 5.412 

Present 0z   5.975 5.809 5.419 

20p  
SSDT(a) 0z   5.711 5.450 4.825 

RSDT(b) 0z   5.676 5.540 5.210 

Present 0z   5.781 5.613 5.212 

40p  
SSDT(a) 0z   5.591 5.329 4.694 

RSDT(b) 0z   5.558 5.420 5.083 

Present 0z   5.660 5.492 5.082 

SUS304 
SSDT(a) 0z   5.410 5.161 4.526 

RSDT(b) 0z   5.415 5.278 4.929 

Present 0z   5.515 5.346 4.922 

 

Il y a une concordance entre les résultats prévus par (SSDT) de (Shahrjerdi et al., 2011), 

(Taleb et al., 2018) et la théorie actuelle. Il convient de noter que la présente théorie contient 

cinq inconnues avec effet d’étirement ( 0z  ) contre sept dans le cas de (SSDT) de 

(Shahrjerdi et al., 2011). Donc on peut conclure que la présente théorie est non seulement 

précise, mais aussi efficace et simple dans la prévision des réponses aux vibrations libres des 

plaques FGM dans l’environnement thermique. 



Chapitre IV          Résultats et Discussions 

73 
 

IV.3.5.Résultats numériques de la présente étude 

Le tableau IV.6 affiche les valeurs des fréquences non dimensionnelles dans la plaque FGM

 4V-6Al-TiZrO2 pour différentes charges thermiques. Le paramètre de fréquence naturelle 

non dimensionnelle est défini comme suit :     bb Eha 22 1   , où  bE  et b  sont à  

 KT 3000   (Shahrjerdiet al., 2011). Pour voir l’effet de l’indice de puissance p sur les 

fréquences, les mêmes valeurs de charge thermique et le mode de forme sont considérés. 

Tableau IV.6 : Paramètre de fréquence naturelle non dimensionnelle de la plaque FGM

 4V-6Al-TiZrO2  simplement appuyée dans les environnements thermiques et pour 

différents modes de vibration 

 Les fréquences 

Naturelles 

 

(K)300Tb   

 

(K)300Tt   

(K)400Tt   (K)600Tt   

Température- 

dépendant 

Température- 

indépendant 

Température- 

dépendant 

Température- 

Indépendant 

2ZrO  

(1,1) 8.478 6.163 6.308 5.449 6.023 
(1,2) 19.862 18.999 19.558 16.945 18.935 
(2,2) 30.065 28.930 29.749 26.432 29.106 
(1,3) 36.361 35.050 36.031 32.244 35.363 
(2,3) 45.195 43.653 44.860 40.473 44.182 

5.0p  

 

(1,1) 7.288 6.896 7.088 5.832 6.672 
(1,2) 17.091 16.481 16.881 15.080 16.454 
(2,2) 25.890 25.090 25.673 23.373 25.234 
(1,3) 31.325 30.403 31.099 28.470 30.641 
(2,3) 38.957 37.878 38.728 35.686 38.266 

1p  

 

(1,1) 6.825 6.491 6.658 5.608 6.309 
(1,2) 15.994 15.469 15.818 14.284 15.459 
(2,2) 24.215 23.526 24.032 22.065 23.663 
(1,3) 29.289 28.495 29.098 26.847 28.713 
(2,3) 36.410 35.483 36.218 33.612 35.830 

2p  

(1,1) 6.445 6.163 6.308 5.449 6.023 
(1,2) 15.073 14.622 14.927 13.633 14.633 
(2,2) 22.784 22.190 22.633 20.958 22.330 
(1,3) 27.534 26.850 27.377 25.453 27.059 
(2,3) 34.192 33.393 34.034 31.803 33.715 

4V-6Al-Ti  

(1,1) 5.533 5.398 5.463 5.188 5.321 
(1,2) 12.963 12.724 12.890 12.303 12.741 
(2,2) 19.623 19.292 19.546 18.682 19.392 
(1,3) 23.732 23.343 23.652 22.616 23.491 
(2,3) 29.498 29.030 29.417 28.140 29.253 
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Les fréquences deviennent plus importantes lorsque le module de Young augmente du métal 

pur à la céramique pure. Par ailleurs, elles diminuent en augmentant la différence de 

température entre les surfaces supérieure et inférieure pour la même valeur de l’indice de la 

loi de puissance et le mode de forme qui représentent les effets des charges thermiques.  

Les fréquences sont plus faibles pour les plaques FGM dépendantes de la température, que 

celles qui sont indépendantes de la température, ce qui prouve la précision et l’efficacité des 

propriétés des matériaux dépendantes de la température. 

La variation des quatre premières fréquences en fonction des champs de température 

uniformes, linéaires, non linéaires et sinusoïdaux dans une plaque FGM simplement appuyée 

est représentée sur les Figures IV.6- IV.9. 

Le paramètre de fréquence naturelle non dimensionnel est défini comme :

  00
22 DIb           où hI 0  et  23

0 112  EhD et il est noté que  ,   et E sont 

choisis pour être les valeurs de  4V-6Al-TiZrO2 évalués à une température ambiante. 

300 350 400 450 500 550 600 650 7000

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

 

 

F
ré

q
u

e
n
ce

 n
o

n
 d

im
e

n
si

o
n

n
e

lle

évolution uniforme de la température (K)

mode 1

mode 2

mode 3

mode 4

 

Figure IV.6: les quatre premières fréquences non dimensionnelles en fonction d’un champ de 

température uniforme d’une plaque FGM  4V-6Al-TiZrO2  simplement appuyée avec            

(a / h = 10, a = 0.2, p = 1). 
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Figure IV.7: les quatre premières fréquences non dimensionnelles en fonction d’un champ de 

température linéaire d’une plaque FGM  4V-6Al-TiZrO2  simplement appuyée avec              

(a / h = 10, a = 0.2, p = 1). 
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Figure IV.8: les quatre premières fréquences non dimensionnelles en fonction d’un champ de 

température non linéaire d’une plaque FGM  4V-6Al-TiZrO2  simplement appuyée avec     

(a / h = 10, a = 0.2, p = 1). 
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Figure IV.9: Les quatre premières fréquences non dimensionnelles en fonction d’un champ 

de température sinusoïdale d’une plaque FGM  4V-6Al-TiZrO2  simplement appuyée avec 

(a / h = 10, a = 0.2, p = 1). 

Comme prévu, les fréquences sont réduites avec l’augmentation de la température et ceci est 

dû à la diminution du module de Young avec la hausse des températures. On peut constater 

que la pente décroissante des fréquences dans les modes inférieurs est plus faible que dans les 

modes supérieurs. À la même température, nous constatons que la différence entre deux 

modes inférieurs consécutifs est plus grande que dans deux modes supérieurs consécutifs. 

IV.4.Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté et interprété les résultats numériques de la nouvelle 

théorie qui est une théorie de plaque de déformation de cisaillement hyperbolique, avec la 

prise en compte de  l’effet d’étirement pour l’analyse de la vibration libre des plaques 

fonctionnellement graduées simplement supportées dans les environnements thermiques et 

développé pour les plaques FGM dépendantes de la température et soumises à des champs de 

température uniformes, linéaires, non linéaires et sinusoïdaux. 

La théorie proposée satisfait la contrainte de cisaillement transversale libre aux surfaces 

supérieure et inférieure de la plaque, et tient compte de l’effet d’étirement dans le sens de 

l’épaisseur, en utilisant que cinq inconnues,  ainsi les résultats numériques obtenus montrent 

une bonne concordance avec les résultats disponible dans la littérature. 
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De ce fait, on peut en conclure que les théories proposée sont précises et simples pour 

résoudre le problème de la vibration libre des plaques FGM ayant des propriétés matérielles 

dépendantes de la température. 
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Conclusion générale 

 

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont des matériaux multifonctionnels, qui 

contiennent une variation spatiale de composition et / ou de microstructure dans le but 

spécifique de contrôler les variations des propriétés thermiques, structurelles ou 

fonctionnelles. Ces matériaux ont attiré une grande attention des chercheurs au cours de la 

dernière décennie en raison de leurs propriétés graduées à chaque point et dans diverses 

dimensions. 

Beaucoup de travaux de recherches ont été réalisés dans ce domaine. Des travaux similaire à 

notre étude ont été effectués, nous citerons ceux,  de (ATTIA, 2014) qui a présenter plusieurs 

théories raffinées à quatre variables pour analyser la vibration libre des plaques 

fonctionnellement graduées avec des propriétés matérielles dépendantes de la température, En 

décomposant le déplacement transversal en une composante de  flexion et une composante de 

cisaillement. Ces théories considèrent des distributions parabolique, sinusoïdale, hyperbolique 

et exponentielle des déformations de cisaillement à travers l’épaisseur. (TALEB et al ; 2019) 

quand à eux, ont développés une nouvelle théorie de déformation de cisaillement 

hyperbolique pour l'analyse de vibration libre des plaques fonctionnellement graduées 

simplement appuyées dans un environnement thermique ayant des propriétés matérielles qui 

dépendent de la température. La théorie contient seulement quatre inconnues.  

La nouveauté de notre travail est le développement d’une nouvelle théorie de la plaque de 

déformation par cisaillement hyperbolique, avec la prise en compte de l'effet d'étirement. 

La nouvelle théorie proposé, est mise en œuvre dans cette étude, pour l’analyse de la vibration 

libre des plaques FGM simplement supportées dans un environnement thermique et 

développée pour les plaques FGM dépendantes de la température soumises à des couches 

uniformes, linéaires, non linéaires et champs de température sinusoïdaux. La théorie proposée 

satisfait la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les surfaces supérieure et 

inférieure de la plaque, et prend en compte l'effet d'étirement dans le sens de l'épaisseur, ainsi 

les résultats numériques montrent la concordance avec les travaux disponibles dans la 

littérature. Les propriétés des matériaux des plaques FGM sont supposées dépendre de la 

température et classées à travers l'épaisseur selon une distribution de loi de puissance en 

termes de fractions volumiques des constituants. En envisageant de simplifier davantage les 
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hypothèses de la théorie existante de la déformation de cisaillement d'ordre supérieur, avec 

l'incorporation d'un terme intégral indéterminé, la présente théorie n'a que cinq inconnues, ce 

qui est encore moins que les autres théories de la déformation de cisaillement, avec la prise en 

compte de l'effet d'étirement, et donc de faire de ce modèle simple et efficace une utilisation 

appropriée. L'équation de mouvement de la structure vibrante obtenue via le principe 

classique d’Hamilton et résolue en utilisant les solutions de Navier. Les principaux points 

obtenus par la présente étude: 

(1) Un excellent accord est observé lors de la comparaison du présent travail avec la théorie 

existante de déformation par cisaillement.  

(2) La fréquence diminue à mesure que le changement de température augmente dans tous les 

types de champs de température. 

 (3) La nouvelle théorie actuelle des plaques de déformation par cisaillement hyperbolique est 

non seulement précise mais aussi simple pour prédire l'analyse des vibrations des plaques 

FGM en environnement thermique. 

 (4) L'inclusion de l'effet d'étirement de l'épaisseur ( 0z ) rend les plaques FGM plus rigides 

et, par conséquent, conduit à une augmentation de la fréquence naturelle. 

(5) L'effet d'étirement de l'épaisseur joue un rôle important dans les plaques FGM épaisses et  

moins épaisses et doit être pris en compte dans la modélisation.  

Enfin, la formulation se prête particulièrement bien à l'étude de plusieurs problèmes liés à la 

flexion, aux vibrations et au comportement dynamique des macros / nanostructures 

composites isotropes, classiques et avancées (Youzera et al.,2017; Draiche et al.,2019; 

Karami et al.,2019abcd; Khiloun et al.,2019). 
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Les coefficients de rigidité et d'inertie ( ija
,
 ijM ) apparus dans l'équation directrice (III.21) 

sont les suivants: 
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