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de nous avoir supporté malgré sa surcharge pédagogique et scientifique.

Je remercie Pr : Abbes Benaissa Professeur à l’université Djillali Liabes de Sidi Bel
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1.2.2 Les inégalités de Hölder. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Introduction

En 1920 G. H. Hardy a établi et prouvé une inégalité portant son nom. Cette inégalité est
appliquée dans différents domaines de mathématiques telles que les équations aux dérivées
partielles, les espaces fonctionnels et autres. Elle a connu plusieurs génèralisations et elle
continue d’attirer l’attention des mathématiciens dans la recherche des inégalités et leurs ap-
plications.

Dans cette thèse on commence par établir et prouver quelques inégalités intégrales :
inégalités inverses de Minkowski et celles du type de Hardy. Ensuite on aborde quelques
opérateurs de type Hardy et autres où sont obtenus plusieurs resultats.

La thése comprend quatre chapitres, une conclusion et une bibliographie.

Dans le premier chapitre, on donne un aperçu sur les inégalités classiques de Young,
Hölder, Minkowski et celles de Hardy.

Au deuxième chapitre on étudie les inégalités inverses de Minkowski et celles de Hardy
relatives aux fonctions monotones. La première partie de ce chapitre, a fait l’objet d’une pu-
blication internationle [3]. Ensuite les résultats de cette première partie sont généralisés et
font l’objet d’un travail déja soumis ( voir [5]).

Le troisième chapitre est consacré à l’étude des opérateurs de type de Hardy, où on
considére quelques nouveaux types d’inégalités intégrales classiques de Hardy en incluant
plusieurs paramètres et en utilisant de nouveaux opérateurs pondérés S1 et S2.( Publication
parue voir [4]).

Dans le quatriéme chapitre est considéré un certain opérateur ( génèral ) où sont établies
et prouvées des inégalités intégrales pondérées pour des fonctions monotones non-négatives
avec les paramètres p et q [24]. Ces inégalités intégrales sont étendues aux différents cas de
figures des paramètres p et q et en particulier le cas des paramétres négatifs. Ce capitre a fait
l’objet d’un travail soumis ( voir [6]).

A la fin de manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie assez détaillée.
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Chapitre 1

Généralités et inégalités classiques.

1.1 Généralités
Notations :.

1)e est le sous ensemble de Ω de mesure nulle.
2)p.p veut dire presque partout.
3) |Ω| désigne la mesure de Lebesgue de l’ensemble Ω.
4) On définit le support d’une fonction continue f par

supp f = {x ∈ Rn, f (x) 6= 0}.

5)C(Rn) est L’ensemble des fonctions continues sur Rn .
6) On dit que f ∈C0(Rn) si f est continue sur Rn, et à support compact.

Lemme 1.1.1. (Lemme de Fatou) Soient ∀k ∈ N, les fonctions fk non-négatives et mesu-
rables sur un ensemble mesurable Ω ⊂ Rn et presque partout sur Ω existe la limite finie ou
infinie lim

k→∞
fk(x) = f (x). Alors

∫
Ω

f (x)dx≤ lim
k→∞

∫
Ω

fk(x)dx, (1.1)

et ∫
Ω

f (x)dx≤ sup
k∈N

∫
Ω

fk(x)dx. (1.2)

Preuve Voir [25], [12].

Remarque 1.1.1. Si lim
k→∞

fk(x) = +∞ sur Ω, |Ω|> 0, on pose
∫

Ω
f (x)dx =+∞.
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Théorème 1.1.1. (Convergence monotone) Soient ∀k ∈ N, fk des fonctions non-négatives
et mesurables sur un ensemble Ω mesurable, Ω⊆ Rn, de plus fk(x)≤ fk+1(x) p.p. Alors

lim
k→∞

∫
Ω

fk(x)dx =
∫

Ω

lim
k→∞

fk(x)dx. (1.3)

Preuve Voir [25], [12].

Théorème 1.1.2. (Convergence dominée) Soient ∀k ∈ N, fk des fonctions mesurables sur
un ensemble Ω mesurable, Ω ⊆ Rn et p.p. existe sur Ω la limite finie lim

k→∞
fk(x). S’il existe

une fonction G(x) intégrable et non-négative, telle que p.p. sur Ω∣∣ fk(x)
∣∣≤ G(x), (1.4)

alors ∀k ∈ N les fonctions fk et la fonction lim
k→∞

fk(x) = f (x) sont intégrables sur Ω et

lim
k→∞

∫
Ω

fk(x)dx =
∫

Ω

f (x)dx. (1.5)

Preuve Voir [25], [12].

Remarque 1.1.2. La plus petite possible fonction dans (1.4) est la fonction G définie comme
suit :

G(x) = sup
n∈N
| fn(x)|, ∀x ∈ E.

Théorème 1.1.3. (Théorème de Fubuni)
Soit E un ensemble mesurable de Rn (E ⊂ Rn) et F ⊂ Rm (un ensemble mesurable) et la
fonction f (x,y) intégrable sur E×F. Alors pour presque tous les x∈ E f (x,y) est intégrable
sur F, pour presque tous les y ∈ F f (x,y) est intégrable sur E et :∫

E×F
f (x,y)dxdy =

∫
E

(∫
F

f (x,y)dy
)

dx =
∫

F

(∫
E

f (x,y)dx
)

dy. (1.6)

Preuve Voir [25], [12].

Conséquence 1.1. Si f (x,y) est mesurable sur E×F et est finie l’une des intégrales :∫
E

(∫
F

∣∣ f (x,y)∣∣dy
)

dx ,
∫

F

(∫
E

∣∣ f (x,y)∣∣dx
)

dy ,

alors toutes les intégrales de (1.6) existent et de plus cette dernière est vérifiée.
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Remarque 1.1.3. Si f n’est pas intégrable sur E×F, alors les intégrales itérées peuvent ne
pas exister ou exister et être différentes.

Dans ce qui suit on définit l’espace de Lebesgue (espace de fonctions).

Définition 1.1.1. Soit Ω ⊂ Rn, un ensemble mesurable avec 0 < p < ∞ et soit f : Ω→ C.
On dit que f ∈ Lp(Ω) si

(1) f est mesurable sur Ω.

(2)
∥∥ f
∥∥

Lp(Ω)
=
(∫ ∣∣ f ∣∣pdx

)1/p
< ∞.

Définition 1.1.2. Soient Ω⊂ Rn un ensemble mesurable, f : Ω→ C

sup
x∈Ω

vrai f (x) = inf
e⊂Ω

sup
x∈Ω/e

f (x); (1.7)

inf
x∈Ω

vrai f (x) = sup
e⊂Ω

inf
x∈Ω/e

f (x). (1.8)

Définition 1.1.3. Soient Ω⊂Rn, mesurable et soit f : Ω→C,
∣∣Ω∣∣> 0. On dit que f ∈ L∞(Ω)

si f est mesurable et ∥∥ f
∥∥

L∞(Ω)
= sup

x∈Ω

vrai
∣∣ f (x)∣∣< ∞. (1.9)

Remarque 1.1.4. On pose
∥∥ f
∥∥

L∞(Ω)
= 0 pour

∣∣Ω∣∣= 0.

Théorème 1.1.4. (Théorème de Riesz) Soit Ω⊂ Rn, un ensemble mesurable et f une fonc-
tion mesurable sur Ω, alors

lim
p→∞

∥∥ f
∥∥

Lp(Ω)
=
∥∥ f
∥∥

L∞(Ω)
. (1.10)

Preuve Voir [1], [11].
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1.2 Les inégalités classiques
Dans cette section, on considére les Inégalités classiques de Young, Hölder et celle de

Minkowski.

1.2.1 Les inégalités de Young
pour tout a,b > 0 et 1

p +
1
p′ = 1, on a

pour p≥ 1 : ab≤ ap

p
+

bp′

p′
(1.11)

pour 0 < p < 1 : ab≥ ap

p
+

bp′

p′
(1.12)

pour p < 0 : ab≥ ap

p
+

bp′

p′
(1.13)

Preuve
Dans ce qui suit, on prouve (1.13). [7]
Les trois inégalités précédentes sont ramenées à

ap−1

bp
+

bp′−1

ap′
≥ 1 ou

ap−1

bp
+

bp′−1

ap′
≤ 1,

et par le changement de variable t =
ap−1

b
, on a b =

ap−1

t
,

bp′−1

a.p′
=

a(p−1)(p′−1)

t(p′−1).a.p′
=

1
t(p′−1).p′

=
t−(p′−1)

p′
.

On obtient

f (t) =
ap−1

bp
+

bp′−1

ap′
=

t
p
+

t−(p′−1)

p′
, t > 0,

Alors pour tout t > 0, on a

f ′(t) =
1
p
− p′−1

p′
t−p′ =

1
p
(1− t−p′).

Pour p < 0 et 0 < p′ < 1, on a

f ′(t)> 0⇐⇒ t−p′ > 1⇐⇒ t < 1. ( f ↗ sur (0,1])

f ′(t)< 0⇐⇒ 0 < t < 1. ( f ↘ sur [1,∞)),
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d’où
∀ t ∈ (0,∞) : f (t)≤ 1,

donc

pour p < 0 :
ap−1

bp
+

bp′−1

ap′
≤ 1⇐⇒ a.b≥ ap

p
+

bp′

p′
. 2

1.2.2 Les inégalités de Hölder.
Les inégalités suivantes dits de Hölder sont bien connues.

Soient E une partie mesurable de IRn , f ∈ Lp(E) , g ∈ Lp′(E) et 1
p +

1
p′ = 1, alors

pour p > 1 :
∫

E
| f (t).g(t)|dt ≤

(∫
E

f p(t)dt
) 1

p
(∫

E
gp′(t)dt

) 1
p′
. (1.14)

pour 0 < p < 1 :
∫

E
| f (t).g(t)|dt ≥

(∫
E

f p(t)dt
) 1

p
(∫

E
gp′(t)dt

) 1
p′
. (1.15)

pour p < 0 :
∫

E
| f (t).g(t)|dt ≥

(∫
E

f p(t)dt
) 1

p
(∫

E
gp′(t)dt

) 1
p′
. (1.16)

1.2.3 Inégalités de Minkowski.
Théorème 1.2.1. Soient Ω ∈ IRn un ensemble mesurable, 1≤ p≤ ∞ et f ,g ∈ Lp(Ω), alors

‖ f +g‖Lp(Ω) ≤ ‖ f‖Lp(Ω)+‖g‖Lp(Ω). (1.17)

Démonstration. Voir [11].

Corollaire 1.2.1. Soient m ∈ IN, et fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ {1,2, ...,m}, 1≤ p≤ ∞, alors

‖
m

∑
k=1

fk‖Lp(Ω) ≤
m

∑
k=1
‖ fk‖Lp(Ω). (1.18)

Corollaire 1.2.2. Soient fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ IN tel que
∞

∑
k=1
‖ fk‖Lp(Ω) < ∞ et 1≤ p≤∞,

alors

‖
∞

∑
k=1

fk‖Lp(Ω) ≤
∞

∑
k=1
‖ fk‖Lp(Ω). (1.19)
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Les inégalités integrales de Minkowski.

Soit f une fonction mesurable à valeurs réelles définie sur (a,b)× (c,d)−→ R.
Si 1≤ p≤ ∞

‖
∫ d

c
f (x,y)dy‖Lp,x(a,b) ≤

∫ d

c
‖ f (x,y)‖Lp,x(a,b)dy. (1.20)

Si 0 < p < 1

‖
∫ d

c
f (x,y)dy‖Lp,x(a,b) ≥

∫ d

c
‖ f (x,y)‖Lp,x(a,b)dy. (1.21)

Dans [39], on a établi et prouvé l’inégalité intégrale de Minkowski pour p < 0.

Théorème 1.2.2. Soient p < 0, −∞ < a < b < +∞ et−∞ < c < d < +∞. Supposons que
f soit mesurable et de signe constant sur (a,b)× (c,d) et f (x,y) ∈ Lp((a,b)) pour presque
tout y ∈ (c,d). Alors

‖
∫ d

c
f (x,y)dy‖Lp,x(a,b) ≥

∫ d

c
‖ f (x,y)‖Lp,x(a,b)dy. (1.22)

si le membre gauche est fini.

Preuve : on a ∣∣∣∣∫ d

c
f (x,y)dy

∣∣∣∣≤ ∫ d

c
| f (x,y)|dy

donc on obtient : ∣∣∣∣∫ d

c
f (x,y)dy

∣∣∣∣p ≥ (∫ d

c
| f (x,y)|dy

)p

, pour p < 0.

∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
f (x,y)dy

∣∣∣∣p dx ≥
∫ b

a

(∫ d

c
| f (x,y)|dy

)p

dx

=
∫ b

a

[(∫ d

c
| f (x, t)|dt

)p−1

.

(∫ d

c
| f (x,y)|dy

)]
dx

=
∫ b

a

[∫ d

c

(∫ d

c
| f (x, t)|dt

)p−1

| f (x,y)|dy

]
dx

=
∫ d

c

{∫ b

a

(∫ d

c
| f (x, t)|dt

)p−1

| f (x,y)|dx

}
︸ ︷︷ ︸

R1

dy,
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en vertu de l’inégalité de Hölder sur R1 on obtient :

R1 =
∫ b

a

(∫ d

c
| f (x, t)|dt

)p−1

| f (x,y)|dx

≥

(∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
| f (x, t)|dt

∣∣∣∣p′(p−1)

dx

) 1
p′ (∫ b

a
| f (x,y)|pdx

) 1
p

=

(∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
| f (x, t)|dt

∣∣∣∣p dx
) 1

p′
(∫ b

a
| f (x,y)|pdx

) 1
p

= R2,

donc ∫ d

c
R1dy≥

∫ d

c
R2dy

d’où∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
f (x,y)dy

∣∣∣∣p dx ≥
∫ d

c
R1dy

≥
∫ d

c
R2dy

=
∫ d

c

(∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
| f (x, t)|dt

∣∣∣∣p dx
) 1

p′
(∫ b

a
| f (x,y)|pdx

) 1
p

dy

=

(∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
| f (x, t)|dt

∣∣∣∣p dx
) 1

p′ ∫ d

c

(∫ b

a
| f (x,y)|pdx

) 1
p

dy,

alors(∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
f (x,y)dy

∣∣∣∣p dx
)(∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
| f (x, t)|dt

∣∣∣∣p dx
)− 1

p′

≥
∫ d

c

(∫ b

a
| f (x,y)|pdx

) 1
p

dy

on a pour toute fonction f mesurable :∣∣∣∣∫ d

c
f (x,y)dy

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ d

c
| f (x,y)|dy

∣∣∣∣ .
par conséquent [∫ b

a

∣∣∣∣∫ d

c
f (x,y)dy

∣∣∣∣p dx
] 1

p

≥
∫ d

c

(∫ b

a
| f (x,y)|pdx

) 1
p

dy.

‖
∫ d

c
f (x,y)dy‖Lp,x(a,b) ≥

∫ d

c
‖ f (x,y)‖Lp,x(a,b)dy. ♦
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1.3 Notions sur les inégalités de Hardy
Dans cette section, nous présentons quelques inégalités classiques de Hardy.

1.3.1 Inégalités classiques de Hardy
En 1920 G.H.Hardy énonça et prouva l’inégalité intégrale suivante

Théorème 1.3.1. Soient p > 1, f une fonction non négative et mesurable sur l’intervalle
(0,∞), F une fonction définie par :

F(x) =
∫ x

0
f (t)dt, x > 0,

alors ∫
∞

0

(
F(x)

x

)p

dx <
(

p
p−1

)p ∫ ∞

0
( f (x))p dx, (1.23)

avec f 6= 0. La constante
(

p
p−1

)p

est optimale (la plus petite possible).

Théorème 1.3.2. Soient p > 1, f une fonction non négative et mesurable sur l’intervalle
(0,∞), F une fonction définie par :

F(x) =
∫

∞

x
f (t)dt, x > 0,

alors ∫
∞

0
F p(x)dx < pp

∫
∞

0
(x f (x))p dx, (1.24)

avec f 6= 0 . La constante pp est optimale.

Le théorème suivant généralise l’inégalité intégrale de Hardy classique en introduisant
des pondérations de puissance xα .

Théorème 1.3.3. Soient f une fonction positive, p > 1 et α < p−1, alors∫
∞

0

(
1
x

∫ x

0
f (t)dt

)p

xα dx≤
(

p
p−α−1

)p ∫ ∞

0
( f (x))p xα dx. (1.25)

Actuellement les developpements de (1.23) et (1.25) ont abouti à des inégalités dites
inégalités de type de Hardy.
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Théorème 1.3.4. Soient p > 1, α 6= 1, 0 <
∫

∞

0
t−α (t f (t))p dt < ∞ et F une fonction définie

par :

F(x) =
∫ x

0
f (t)dt, (α > 1); F(x) =

∫
∞

x
f (t)dt, (α < 1),

alors ∫
∞

0
x−αF p(x)dx≤

(
p

|α−1|

)p ∫ ∞

0
t−α (t f (t))p dt. (1.26)

L’inégalité classique de Hardy pour les quasi-normes est exprimée à l’aide du théorème
suivant .

Théorème 1.3.5. Soient 0 < p < 1, α 6= 1, 0 <
∫

∞

0
t−α (t f (t))p dt < ∞ et F une fonction

définie par :

F(x) =
∫ x

0
f (t)dt, (α > 1); F(x) =

∫
∞

x
f (t)dt, (α < 1),

alors ∫
∞

0
x−αF p(x)dx >

(
p

|α−1|

)p ∫ ∞

0
t−α (t f (t))p dt. (1.27)

Soit f une fonction à une seule variable définie sur (0,∞).
Considérons les deux opérateurs H1 et H2 définis de la manière suivante :

(H1 f )(x) =
1
x

∫ x

0
f (y)dy ∀x > 0,

( la valeur moyenne de f sur l’intervalle (0,x) )

et
(H2 f )(x) =

1
x

∫
∞

x
f (y)dy ∀x > 0.

Théorème 1.3.6. Soient 1≤ p≤ ∞,
1
p
+

1
p′

= 1, α un nombre réel ,

f une fonction non négative et mesurable sur l’intervale (0,∞).
Si α < 1

p′ , alors

‖xα(H1 f )(x)‖Lp(0;∞)
≤
(

1
p′
−α

)−1

‖xα f (x)‖Lp(0;∞)
, (1.28)

et si α> 1
p′ , alors

‖xα(H2 f )(x)‖Lp(0;∞)
≤
(

α− 1
p′

)−1

‖xα f (x)‖Lp(0;∞)
. (1.29)
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Remarque 1.3.1.
(

1
p′ −α

)−1
et
(

α− 1
p′

)−1
sont les constantes optimales dans (1.28) et

(1.29).

Cas particulier : si α = 0 dans (1.28), on aura

‖(H1 f )(x)‖Lp(0;∞)
≤ p′‖ f (x)‖Lp(0;∞)

, (1.30)

on retrouve (1.23) où l’inégalité est stricte.

Remarque 1.3.2. Soient X et Y deux espaces semi-normés, l’opérateur A est défini de X vers
Y , On rappelle qu’un opérateur A est dit borné s’il éxiste un nombre réel M > 0 tel que ,

∀ f ∈ X : ‖A f‖Y ≤M‖ f‖X , (1.31)

( en particulier si ‖ f‖X = 0 , alors ‖A f‖Y = 0 ).

On désigne par
M? = inf

M∈µ
µ

( µ l’ensemble de tous les nombres M pour lesquels (1.31) est vérifiée).
De (1.31) on obtient

∀ f ∈ X : ‖A f‖Y ≤M?‖ f‖X , (1.32)

le nombre M? est appelé semi-norme de l’opérateur A . On note

‖A‖X→Y = M?.

( si Y est un espace normé, alors M? est une norme ).
On conclut que la semi-norme (norme) de l’opérateur A est la constante optimale ( la plus
petite possible ) dans (1.31).
Si l’opérateur A satisfait à la condition suivante :
pour f ∈ X telle que ‖ f‖X 6= 0 et ‖A f‖Y 6= 0 , alors linégalité (1.31) est équivalente à

∀ f ∈ X : ‖ f‖X 6= 0,
‖A f‖Y
‖ f‖X

≤M? (1.33)

c’est à dire M? est la borne supériere de l’ensemble{
‖A f‖Y
‖ f‖X

: f ∈ X ,‖ f‖X 6= 0
}
.
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Donc, en vertu de la définition de la borne supériere (sup ∗) on aura

‖A‖X→Y = sup
f∈X ,‖ f‖X 6=0

‖A f‖Y
‖ f‖X

. (1.34)

Considérons pour 1 ≤ p ≤ ∞, α ∈ IR l’espace Lp,α(0,∞) est l’éspace de toutes les fonctions
mesurables sur (0,∞) pour lesquelles, xα f (x) ∈ Lp(0;∞) et

‖ f‖Lp,α(0,∞)
= ‖xα f (x)‖Lp(0,∞)

< ∞. (1.35)

Alors conpte tenu de ceci, on peut reformuler la première partie du théorème (1.3.6) comme
suit :
si α < 1

p′ , alors

‖H1‖‖Lp,α(0,∞)→Lp,α(0,∞)
≤
(

1
p′
−α

)−1

, (1.36)

du fait que la constante est optimale , on peut écrire

‖H1‖Lp,α(0,∞)→Lp,α(0,∞)
=

(
1
p′
−α

)−1

, (1.37)

où 1
p +

1
p′ = 1.

De même pour la deuxième partie du théorème (1.3.6) par rapport à l’opérateur H2, on a
Si α > 1

p′

‖H2‖Lp,α(0,∞)→Lp,α(0,∞)
=

(
α− 1

p′

)−1

, (1.38)

où 1
p +

1
p′ = 1.

Théorème 1.3.7. Pour 1≤ p≤∞,
1
p
+

1
p′

= 1, α un nombre réel, f une fonction non négative

et mesurable sur l’intervalle (0,∞), il n’existe pas de A > 0 telles que les inégalités suivantes
soient vérifiées :
si α ≥ 1

p′

‖xα(H1 f )(x)‖Lp(0;∞)
≤ A‖xα f (x)‖Lp(0;∞)

(1.39)

et si α ≤ 1
p′

‖xα(H2 f )(x)‖Lp(0;∞)
≤ A‖xα f (x)‖Lp(0;∞)

. (1.40)

∗. Si A est un opérateur linéaire, alors

‖A‖X→Y = sup
f∈X ,‖ f‖X 6=0

‖A f‖Y
‖ f‖X

= sup
f∈X ,‖ f‖X=1

‖A f‖Y .
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Définition 1.3.1. Soient 1 ≤ p ≤ ∞, α ∈ IR, l’espace LP,α(0,∞) est l’espace de toutes les
fonctions mesurables sur (0,∞) telles que :

‖ f‖LP,α(0,∞)
< ∞.

Soit 0 < a < b < ∞, on pose

(H3 f )(x) =
1
x

∫ bx

ax
f (y)dy,∀x > 0.

Théorème 1.3.8. Soient 1≤ p≤∞, 0< a< b<∞, f une fonction non négative et mesurable
sur l’intervalle (0;∞). Alors l’opérateur H3 en tant qu’opérateur agissant de Lp,α(0,∞) dans
Lp,α(0,∞), est borné.

Preuve : On pose

J = ‖xα(H3 f )(x)‖Lp(0,∞)
= ‖

∫ bx

ax
xα−1 f (y)dy‖Lp(0,∞)

.

On fait un changement de variable z = y/x pour pouvoir appliquer l’inégalité intégrale de
Minkowski, d’où

J = ‖
∫ b

a
xα f (xz)dz‖Lp(0,∞)

.

La fonction xα f (xz) est mesurable sur (0,∞)× (a,b), alors en vertu de l’inégalité intégrale
de Minkowski on obtient

J ≤
∫ b

a
‖xα f (xz)‖Lp(0,∞)

dz =
∫ b

a
‖tα f (t)‖Lp(0,∞)

.z−α− 1
p dz,

aprés avoir effectue le changement de variable t = xz. Alors∫ b

a
‖tα f (t)‖Lp(0,∞)

.z−α− 1
p dz =C(α,p)‖tα f (t)‖Lp(0,∞)

,

où

C(α,p) =
∫ b

a
z−α− 1

p dz =
1

1
p′
−α

b

1
p′
−α

−a

1
p′
−α

 si α 6= 1
p′

et
C(α,p) = ln(

b
a
) si α =

1
p′
,

avec
1
p
+

1
p′

= 1.

En conclusion
‖xα(H3 f )(x)‖Lp(0,∞)

≤C(α,p)‖xα f (x)‖Lp(0,∞)
. (1.41)
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Analogues discrets

Définition 1.3.2. Soient 0 < p < ∞, a = {ak}k∈IN,ak ∈ C.
On dit que a ∈ `p si

‖a‖`p =

(
∞

∑
k=1
|ak|p

)1/p

< ∞,

et pour p = ∞, si
‖a‖`∞

= sup
k∈IN
|ak|< ∞.

( c’est à dire a est une suite bornée. )

Lemme 1.3.1. Pour tout nombre réel α , il éxiste des constantes C1, C2 telles que ; pour toute
fonction f non négative et monotone définie sur (0,∞), l’inégalité suivante est vérifiée

C1

k=+∞

∑
k=−∞

2k(α+1) f (2k)≤
∫

∞

0
xα f (x)dx≤C2

k=+∞

∑
k=−∞

2k(α+1) f (2k).

Preuve :
1 : Si f décroissante.
a) α ≥ 0.
On a : ∫

∞

0
xα f (x)dx =

k=+∞

∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k
xα f (x)dx

≤
k=+∞

∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k
2(k+1)α f (2k)dx.

Alors ∫
∞

0
xα f (x)dx ≤

k=+∞

∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k
2(k+1)α f (2k)dx

=
k=+∞

∑
k=−∞

2(k+1)α2k f (2k)

= 2α
k=+∞

∑
k=−∞

2k(α+1) f (2k).

D’autre part comme f est décroissante , alors∫
∞

0
xα f (x)dx≥

k=+∞

∑
k=−∞

2kα+k f (2k+1).
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On fait le changement de variable m = k+1, alors on obtient

k=+∞

∑
k=−∞

2kα+k f (2k+1) = 2−α−1
k=+∞

∑
k=−∞

2k(α+1) f (2k)

et on déduit que C1 = 2−α−1 et C2 = 2α .
b) α < 0 ∫

∞

0
xα f (x)dx =

k=+∞

∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k
xα f (x)dx ≤

k=+∞

∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k
xα f (2k)dx

≤
k=+∞

∑
k=−∞

2k(α+1) f (2k).

D’autre part

∫
∞

0
xα f (x)dx≥

k=+∞

∑
k=−∞

∫ 2k+1

2k
xα f (2k+1)dx≥

k=+∞

∑
k=−∞

2(k+1)α+k f (2k+1),

en faisant le même changement de variable, m = k+1, on obtient

2−1
k=+∞

∑
k=−∞

2k(α+1) f (2k)≤
∫

∞

0
xα f (x)dx≤

k=+∞

∑
k=−∞

2k(α+1) f (2k),

où C1 = 2−1 et C2 = 1.
2 : Si f croissante.
D’une manière analogue à 1 on prouve l’inégalité en question où C1 = 2α et C2 = 2−α−1.

Les inégalités de Hardy dans les cas discrets

Les analogues discrets de (1.28) et (1.29).
Pour a = {ak}k=∞

k=−∞, ak ∈ C on pose :

‖a‖`p = ‖{ak}‖`p :=

(
k=∞

∑
k=−∞

|ak|p
)1/p

;1≤ p≤ ∞

et on démontre qu’il existe c = c(p,β ) > 0, d = d(p,β ) > 0, telles que :

‖{2kβ
`=k

∑
`=−∞

b`}‖`p ≤ c‖{2kβ b`}‖`p,β < 0, (1.42)
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‖{2kβ
`=∞

∑
`=k

b`}‖`p ≤ d‖{2kβ b`}‖`p,β > 0. (1.43)

On montre que les inégalités (1.42) et (1.43) découlent de (1.28) et (1.29) et donc sont leurs
analogues discrets.
Supposons que ∀` ∈ Z b` ≥ 0, si (1.42) et (1.43) sont valables pour |b`| alors elles le sont
pour b` quel que soit son signe car |∑

`

b`| ≤∑
`

|b`|.

Pour obtenir l’inégalité (1.42) on pose

α := β +
1
p′
, f (x) :=

k=∞

∑
k=−∞

bk2−k
χ(2k−1,2k)(x),

où χ(2k−1,2k)(x) est la fonction caracréristique. Alors

‖xα f (x)‖Lp(0,∞)
=

(
k=∞

∑
k=−∞

bp
k 2−kp

∫ 2k

2k−1
xα p dx

)1/p

= c1

(
k=∞

∑
k=−∞

bp
k 2β pk

)1/p

= c1‖
(

2βk.bk

)
‖`p,

où c1 dépend seulement de β et p.

Ensuite (H1 f )(x) = x−1F(x), où F(x) :=
∫ x

0
f (y)dy ≥ 0, fonction non décroissante. Par

conséquent en vertu du lemme précédent, on a :

‖{2βkF(2k)}‖`p ≤ c2

(∫
∞

0
xβ p−pF(x)p dx

)1/p

= c2‖xβ (H1 f )(x)‖Lp(0,∞)
,

où c2 dépend seulement de β et p.
Comme

F(2k) =
∫ 2k

0
f (y)dy =

k

∑
`=−∞

b`2−`
∫ 2`

2`−1
dy =

1
2

k

∑
`=−∞

b`

et par conséquent

‖{2kβ

`=k

∑
`=−∞

b`}‖`p = 2‖{2kβ F(2k)}‖`p

≤ 2c2‖xβ (H1 f )(x)‖Lp(0,∞)
.

Donc (1.42) est déduite de (1.28).
D’une manière analogue on peut déduire (1.43) de (1.29).
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1.3.2 Inégalité intégrale de Hardy pour (0 < p < 1).
Pour les quasi-normes dans Lp (0 < p < 1) les inégalités (1.28) et (1.29) ne sont plus

valables pour les fonctions non négatives seulement mesurables. Pour obtenir l’analogue
de (1.28) et (1.29) on peut considérer la classe des fonctions monotones. C’est ce qui est
exprimé dans le théorème suivant :

Théorème 1.3.9. Soit 0 < p < 1,
1. Si − 1

p < α < 1− 1
p , alors pout toute fonctions f non-négative non-croissante sur (0,∞),

on a

‖xα(H1 f )(x)‖Lp(0,∞) ≤
(

1− 1
p
−α

)− 1
p‖xα f (x)‖Lp(0,∞). (1.44)

2. Si α > 1− 1
p , alors pout toute fonctions f non-négative non-croissante sur (0,∞), on a

‖xα(H2 f )(x)‖Lp(0,∞) ≤
(

pB(p,α p+1− p)
) 1

p‖xα f (x)‖Lp(0,∞), (1.45)

où B(u,v) =
∫ 1

0 xu−1(1− x)v−1dx est la fonction Beta.

1.3.3 Inégalité intégrale de Hardy (p < 0).
Les enoncés des théorèmes suivants et leurs preuves ont fait l’objet de la publication de

Bicheng Yang [43], [9]. Si p > 1 et 0 <
∫

∞

0
t−r (t f (t))p dt < ∞

on a l’inégalité suivante∫
∞

0
x−rF p(x)dx <

(
p
|r−1

)p ∫ ∞

0
t−r (t f (t))p dt, (1.46)

où la constante
(

p
|r−1|

)p

est optimale.

Dans ce qui suit, on considère une nouvelle inégalité intégrale du type de Hardy pour p < 0
avec une constante optimale.

Théorème 1.3.10. Si p < 0, r 6= 1, f (t)≥ 0 et 0 <
∫

∞

0
t−r (t f (t))p dt < ∞ , F une fonction

définie par :

F(x) =
∫ x

0
f (t)dt, (r < 1); F(x) =

∫
∞

x
f (t)dt, (r > 1),

alors, on a ∫
∞

0
x−rF p(x)dx <

(
−p
|r−1|

)p ∫ ∞

0
t−r (t f (t))p dt; (1.47)

où le facteur
(
−p
|r−1|

)p

est la constante optimale.
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Dans ce qui suit on démontre (1.47) pour l’opérateur F(x) =
∫ x

0
f (t)dt, (r < 1). On

aura besoin de l’inégalité suivante où 1
p +

1
q = 1 ;(∫

E
u(t)v(t)dt

)p

≤
(∫

E
up(t)dt

)(∫
E

vq(t)dt
)p−1

, (1.48)

qui découle directement de l’inégalités de Hölder (1.16).
L’égalité est valable si et seulement s’il existe des constantes c et d non négatives, telles
qu’elles ne sont pas toutes nulles à la fois (c+d 6= 0) et

cup(t) = d vq(t), p.p,sur E. (?)

Ensuite on applique les lemmes suivants.

Lemme 1.3.2. Si p < 0, r < 1, f (t)≥ 0 et 0 <
∫

∞

0
t−r (t f (t))p dt < ∞ , alors

∫
∞

0
x−r
(∫ x

0
f (t)dt

)p

dx <
(

p
r−1

)p ∫ ∞

0
t−r (t f (t))p dt, (1.49)

où le facteur
(

p
r−1

)p

est la constante optimale. En particulier,

(i) pour r = 0 , on a ∫
∞

0

(∫ x

0
f (t)dt

)p

dx < (−p)p
∫

∞

0
(t f (t))p dt; (1.50)

(ii) pour r = p, on a

∫
∞

0


∫ x

0
f (t)dt

x


p

dx <
(

p
p−1

)p ∫ ∞

0
f p(t)dt; (1.51)

(iii) pour r = 1+ p , on a

∫
∞

0
x−1


∫ x

0
f (t)dt

x


p

dx <
∫

∞

0
t−1 f p(t)dt (1.52)

où les constantes dans les inégalités (1.50), (1.51) et (1.52) sont optimales.
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Preuve du lemme : En vertu de (1.48), on obtient(∫ x

0
f (t)dt

)p

=

(∫ x

0

(
t

1+p−r
pq f (t)

)(
t−

1+p−r
pq

)
dt
)p

≤
∫ x

0
t

1+p−r
q f p(t)dt

(∫ x

0
t−

1+p−r
p dt

)p−1

=

(
p

r−1

)p−1

x
1−r

p +r−1
∫ x

0
t

1+p−r
q f p(t)dt,

alors (∫ x

0
f (t)dt

)p

≤
(

p
r−1

)p−1

x
1−r

p +r−1
∫ x

0
t

1+p−r
q f p(t)dt. (1.53)

Si l’inégalité (1.53) n’est pas stricte, dans ce cas on suppose qu’il y’a égalité et d’après (?)
pour

u(t) = t
1+p−r

pq f (t) et v(t) = t−
1+p−r

pq ,

on a
c t

1+p−r
q f p(t) = d t−

1+p−r
p , p.p,sur(0,∞).

Par conséquent pour c 6= 0, on a

t−r (t f (t))p =
d
c

t−1, p.p,sur(0,∞),

d’où
∫

∞

0
t−r (t f (t))p dt, est divergente ce qui contredit le fait que

0 <
∫

∞

0
t−r (t f (t))p dt < ∞. Ainsi d’aprés (1.53), on a

∫
∞

0
x−r
(∫ x

0
f (t)dt

)p

dx <

(
p

r−1

)p−1 ∫ ∞

0
x

1−r
p −1

∫ x

0
t

1+p−r
q f p(t)dt dx

=

(
p

r−1

)p−1 ∫ ∞

0

∫ x

0
x

1−r
p −1t

1+p−r
q f p(t)dt dx

=

(
p

r−1

)p−1 ∫ ∞

0

(∫
∞

t
x

1−r
p −1 dx

)
t

1+p−r
q f p(t)dt

=

(
p

r−1

)p−1 ∫ ∞

0

(
p

r−1
t

1−r
p

)
t

1+p−r
q f p(t)dt

=

(
p

r−1

)p ∫ ∞

0
t−r (t f (t))p dt.
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Pour 0 < ε < 1− r, fε(t) est définie par :

fε(t) = t
r−1+ε

p −1, pour t ∈ (0,1] ; fε(t) = 0, pour t ∈ (1,∞),

d’où ∫
∞

0
x−r
(∫ x

0
fε(t)dt

)p

dx =
1
ε

(
p

r−1+ ε

)p

,

et ∫
∞

0
t−r (t fε(t))

p dt =
1
ε
.

S’il existe r < 1, telle que la constante
(

p
r−1

)p

dans (1.49) n’est pas optimale, alors, il

existe une constante K, avec K <

(
p

r−1

)p

telle que (1.49) reste valable si l’on remplace(
p

r−1

)p

par K.

En particulier, on a ∫
∞

0
x−r
(∫ x

0
fε(t)dt

)p

dx < K
∫

∞

0
t−r (t fε(t))

p dt,

et puis
1
ε

(
p

r−1+ ε

)p

< K
1
ε
,

il s’ensuit que
(

p
r−1

)p

≤ K, quand ε −→ 0. A partir de cette contradiction on déduit que(
p

r−1

)p

est la constante optimale dans (1.49).

Ici on prouve (1.47) pour l’operateur F(x) =
∫

∞

x
f (t)dt, (r > 1).

Lemme 1.3.3. Si p < 0, r > 1, f (t)≥ 0 et 0 <
∫

∞

0
t−r (t f (t))p dt < ∞ , alors

∫
∞

0
x−r
(∫

∞

x
f (t)dt

)p

dx <
(

p
1− r

)p ∫ ∞

0
t−r (t f (t))p dt, (1.54)

où la constante
(

p
1− r

)p

est optimale. En particulier ,

(i) pour r = 2, on a∫
∞

0
x−2
(∫

∞

x
f (t)dt

)p

dx < (−p)p
∫

∞

0
t p−2 f p(t)dt, (1.55)
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(ii) pour r = 1− p , on a∫
∞

0
xp−1

(∫
∞

x
f (t)dt

)p

dx <
∫

∞

0
t2p−1 f p(t)dt, (1.56)

où les constantes dans les inégalités (1.55) et (1.56) sont optimales.

Preuve du lemme : En vertu de (1.48), on obtient(∫
∞

x
f (t)dt

)p

=

(∫
∞

x

(
t

1+p−r
pq f (t)

)(
t−

1+p−r
pq

)
dt
)p

≤
∫

∞

x
t

1+p−r
q f p(t)dt

(∫
∞

x
t−

1+p−r
p dt

)p−1

=

(
p

1− r

)p−1

x
1−r

p +r−1
∫

∞

x
t

1+p−r
q f p(t)dt.

(∫
∞

x
f (t)dt

)p

≤
(

p
1− r

)p−1

x
1−r

p +r−1
∫

∞

x
t

1+p−r
q f p(t)dt. (1.57)

D’une maniére analogue au Lemme précedent on montre que l’inégalité est stricte.

Puisque 0 <
∫

∞

0
t−r (t f (t))p dt < ∞, ainsi d’aprés (1.57), on a

∫
∞

0
x−r
(∫

∞

x
f (t)dt

)p

dx <

(
p

1− r

)p−1 ∫ ∞

0
x

1−r
p −1

∫
∞

x
t

1+p−r
q f p(t)dt dx

=

(
p

1− r

)p−1 ∫ ∞

0

(∫ t

0
x

1−r
p −1 dx

)
t

1+p−r
q f p(t)dt

=

(
p

1− r

)p ∫ ∞

0
t−r (t f (t))p dt,

on obtient (1.54).
Pour 0 < ε < r−1, fε(t) définie par

fε(t) = t
r−1−ε

p −1, pour t ∈ [1,∞) ; fε(t) = 0, pour t ∈ (0,1),

on trouve que ∫
∞

0
x−r
(∫

∞

x
fε(t)dt

)p

dx =
1
ε

(
p

1− r+ ε

)p

,

et ∫
∞

0
t−r (t fε(t))

p dt =
1
ε
.
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S’il existe r > 1, telle que la constante
(

p
1− r

)p

dans (1.54) n’est pas optimale, alors, il

existe une constante K, avec K <

(
p

1− r

)p

pour que (1.54) reste valable si l’on remplace(
p

1− r

)p

par K.

En particulier , on a∫
∞

0
x−r
(∫

∞

x
fε(t)dt

)p

dx < K
∫

∞

0
t−r (t fε(t))

p dt,

et puis
1
ε

(
p

1− r+ ε

)p

< K
1
ε

il s’ensuit que
(

p
1− r

)p

≤K, quand ε −→ 0, donc on déduit que
(

p
1− r

)p

est la constante

optimale dans (1.54).

Preuve du theoreme 1.3.10
D’aprés les inégalités (1.49) et (1.54) on déduit (1.47).

Remarque 1.3.3. Si on remplace f p(t) par f (t) et p par 1
r dans (1.51), on aura

∫
∞

0


∫ x

0
f r(t)dt

x


1
r

dx <
(

1
1− r

) 1
r ∫ ∞

0
f (t)dt. (1.58)

On considére les opérateurs H1 et H2 définis par :

(H1 f )(x) =
1
x

∫ x

0
f (t)dt et (H2 f )(x) =

1
x

∫
∞

x
f (t)dt.

Dans ce qui suit on étudie l’analogue de (1.49) et (1.54), en opérant le changement du pa-
ramètre r par α + p.

Théorème 1.3.11. Soient p < 0, α 6= 1− p, f (t)≥ 0 et 0 <
∫

∞

0
t−α ( f (t))p dt < ∞ , alors

(i) si α < 1− p ∫
∞

0
x−α(H1 f )p(x)dx <

(
p

α + p−1

)p ∫ ∞

0
t−α ( f (t))p dt, (1.59)

25



où
(

p
α + p−1

)p

est optimale.

(ii) Si α > 1− p∫
∞

0
x−α(H2 f )p(x)dx <

(
−p

α + p−1

)p ∫ ∞

0
t−α ( f (t))p dt; (1.60)

où
(

−p
α + p−1

)p

est optimale.

Preuve
Pour montrer que

(
p

α + p−1

)p

est optimale dans (1.59), on suppose qu’il éxiste une

constante A > 0 tell que∫
∞

0
x−α

(
1
x

∫ x

0
f (t)dt

)p

dx < A
∫

∞

0
t−α ( f (t))p dt,

i.e ∫
∞

0
x−α

(
1
x

∫ x

0
f (t)dt

)p

dx∫
∞

0
t−α ( f (t))p dt

< A, (1.61)

pour cela, on considère la fonction fξ , 0 < ξ <−α− p+1 définie par{
fξ (t) = t(α+p−1+ξ )/p−1, si t ∈ (0,1]
fξ (t) = 0 , si t ∈ (1,∞),

on a ∫
∞

0
x−α−p

(∫ x

0
fξ (t)dt

)p

dx =
∫ 1

0
x−α−p

[
x(α+p−1+ξ )/p

(α + p−1+ξ )/p

]p

dx

=

(
p

α + p−1+ξ

)p ∫ 1

0
x−α−p+α+p−1+ξ dx

=

(
p

α + p−1+ξ

)p 1
ξ
,

donc ∫
∞

0
x−α−p

(∫ x

0
fξ (t)dt

)p

dx =
(

p
α + p−1+ξ

)p 1
ξ
. (1.62)
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D’autre part, on a ∫
∞

0
t−α

(
fξ (t)

)p dt =
∫ 1

0
t−α

[
t(α+p−1+ξ )/p−1

]p
dt

=
∫ 1

0
t−α−p+α+p−1+ξ dt

=
1
ξ
,

alors ∫
∞

0
t−α

(
fξ (t)

)p dt =
1
ξ
. (1.63)

De (1.61), (1.62) et (1.63), on obtient
(

p
α + p−1+ξ

)p

< A, quand ξ −→ 0 on déduit(
p

α + p−1

)p

< A, d’où
(

p
α + p−1

)p

est la constante optimale dans (1.59).

Dans l’inégalité (1.60), si
(

p
α + p−1

)p

n’est pas optimale, alors il éxiste une constante

B > 0 telle que ∫
∞

0
x−α

(
1
x

∫
∞

x
f (t)dt

)p

dx < B
∫

∞

0
t−α ( f (t))p dt,

i.e ∫
∞

0
x−α

(
1
x

∫
∞

x
f (t)dt

)p

dx∫
∞

0
t−α ( f (t))p dt

< B. (1.64)

Pour 0 < ξ < α + p−1, on définit la fonction fξ par :{
fξ (t) = t(α+p−1−ξ )/p−1 , si t ∈ [1,∞)
fξ (t) = 0 , si t ∈ (0,1),

on a ∫
∞

0
x−α−p

(∫
∞

x
fξ (t)dt

)p

dx =
∫

∞

1
x−α−p

[
x(α+p−1−ξ )/p

−(α + p−1−ξ )/p

]p

dx

=

(
−p

α + p−1−ξ

)p ∫ ∞

1
x−α−p+α+p−1−ξ dx

=

(
−p

α + p−1−ξ

)p 1
ξ
,
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donc ∫
∞

0
x−α−p

(∫
∞

x
fξ (t)dt

)p

dx =
(

−p
α + p−1−ξ

)p 1
ξ
, (1.65)

et ∫
∞

0
t−α

(
fξ (t)

)p dt =
∫

∞

1
t−α

[
t(α+p−1−ξ )/p−1

]p
dt

=
∫

∞

1
t−α−p+α+p−1−ξ dt

=
1
ξ
,

et ∫
∞

0
t−α

(
fξ (t)

)p dt =
1
ξ
, (1.66)

alors de (1.64), (1.65) et (1.66) on a
(

−p
α + p−1−ξ

)p

< B, quand ξ −→ 0, on obtient(
−p

α + p−1

)p

< B.

On conclut que
(

−p
α + p−1

)p

est la constante optimale dans (1.60).
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Chapitre 2

Inégalités inverses de Minkowski et
inégalités integrales de Hardy.

Le présent chapitre concerne les inégalités inverses de Minkowski et celles de Hardy
( dans le cas où les fonctions sont monotones ). Ce chapitre a fait l’objet d’une publication
internationle parue [3] et une autre soumise [5].

2.1 Sur les inégalités inverses de Minkowski et les inégalités
intégrales de Hardy.

En 2012, Sulaiman [40] a prouvé des inégalités intégrales dites inégalités inverses de
Minkowski et celles de Hardy. En 2013, Banyat Sroysang obtient une généralisation de
l’inégalité inverse de Minkowski [42] et des inégalités intégrales de Hardy [41]. Dans cette
partie deux résultats sont obtenus, le premier est une amélioration de l’inégalité inverse de
Minkowski et le second est une généralisation de l’inégalité intégrale de Hardy.

2.1.1 Introduction
L’inégalité de Minkowski :

soit p≥ 1, si

0 <
∫ b

a
f p(x)dx < ∞ et 0 <

∫ b

a
gp(x)dx < ∞,

alors (∫ b

a
( f (x)+g(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)dx

) 1
p

.
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En 2012, Sulaiman a presenté :

(i) L’inégalité de Minkowski [40](theoreme 1.5)
Soient les fonctions f ,g > 0, si p≥ 1 et

1 < m≤ f (x)
g(x)

≤M pour tout x ∈ [a,b],

alors

M+1
M−1

(∫ b

a
( f (x)−g(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)dx

) 1
p

≤ m+1
m−1

(∫ b

a
( f (x)−g(x))pdx

) 1
p

.

(2.1)

(ii) Inégalité intégrale de Hardy [40](theoreme 3.1)

Soit la fonction f non-négative mesurable sur [a,b]⊆ (0,+∞), F(x) =
∫ x

a
f (t)dt. Alors si

1)- p≥ 1,

p
∫ b

a

(
F(x)

x

)p

dx≤ (b−a)p
∫ b

a

(
f (x)

x

)p

dx−
∫ b

a
(1− a

x
)p f p(x)dx. (2.2)

2)- 0 < p < 1,

p
∫ b

a

(
F(x)

x

)p

dx≥ (1− a
b
)p
∫ b

a
f (x)pdx− 1

bp

∫ b

a
(x−a)p f p(x). (2.3)

En 2013, Banyat Sroysang a établi et prouvé les inégalités suivantes :

(i)Inégalité de Minkowski [42](theoreme 2.2)
Soient f ,g > 0, si p≥ 1 et

0 < c < m≤ f (x)
g(x)

≤M, pour tout x ∈ [a,b],

alors

M+1
M− c

(∫ b

a
( f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)dx

) 1
p

+
(∫ b

a gp(x)dx
) 1

p

≤ m+1
m− c

(∫ b

a
( f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

(2.4)
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(ii) Inégalité intégrale de Hardy [41](theoreme 2.1 et theoreme 2.2)

Soit f non-négative mesurable sur [a,b]⊆ (0,+∞), F(x) =
∫ x

a
f (t)dt et q > 0. Alors si

1)- p≥ 1,

p
∫ b

a

F(x)p

xq dx≤ (b−a)p
∫ b

a

f (x)p

xq dx−
∫ b

a

(x−a)p

xq f p(x)dx. (2.5)

2)- 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F(x)p

xq dx≥ (b−a)p

bq

∫ b

a
f p(x)dx− 1

bq

∫ b

a
(x−a)p f p(x). (2.6)

2.1.2 Résultats principaux
Tout au long de ce travail(article[5]) , les fonctions f ,g sont non-négatives mesurables

sur l’intervalle (a, b) et g−1(x) =
1

g(x)
.

Inégalité de Minkowski

Soient −∞≤ a < b≤+∞, p≥ 1,

0 <
∫ b

a
f p(x)dx < ∞ et 0 <

∫ b

a
gp(x)dx < ∞.

Proposition 2.1.1. Soient 0 < c < m≤M et α > 0 , alors

M+α

α(M− c)
≤ m+α

α(m− c)
.

Preuve Comme on a
(c+α)m≤ (c+α)M,

alors
αm− cM ≤ αM− cm

(M+α)(m− c)≤ (m+α)(M− c),

et on obtient
M+α

α(M− c)
≤ m+α

α(m− c)
. 2

Théorème 2.1.1. Soient f , g > 0, p≥ 1, α > 0 et

0 < c < m≤ α f (x)
g(x)

≤M, pour tout x ∈ [a,b], (2.7)
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alors

M+α

α(M− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)dx

) 1
p

≤ m+α

α(m− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

(2.8)

Preuve D’après l’hypothèse (2.7), on a

0 <
1
c
− 1

m
≤ 1

c
− g(x)

α f (x)
≤ 1

c
− 1

M
,

cM
M− c

≤ cα f (x)
α f (x)− cg(x)

≤ cm
m− c

,

d’où
M

α(M− c)
(α f (x)− cg(x))≤ f (x)≤ m

α(m− c)
(α f (x)− cg(x)).

Par intégration, on obtient

M
α(M− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)dx

) 1
p

≤ m
α(m− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

(2.9)
D’autre part, en prenant compte de l’hypothése (2.7)on a

0 < m− c≤ α f (x)− cg(x)
g(x)

≤M− c,

d’où
α f (x)− cg(x)

M− c
≤ g(x)≤ α f (x)− cg(x)

m− c
,

et en intégrant, on déduit que

1
M− c

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
gp(x)dx

) 1
p

≤ 1
m− c

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

(2.10)

Les inégalités (2.9) et (2.10), nous conduisent à l’inégalité (2.8). 2

Remarque 2.1.1. Si on prend α = 1 dans l’inégualité (2.8), on obtient l’inégualité (2.4).
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L’inégalité de Hardy

Soit 0 < a < b <+∞.

Théorème 2.1.2. Soient f , g deux fonctions non-négatives et mesurables sur [a,b], avec

F(x) =
∫ x

a
f (t)dt.

Si g est non-décroissante, alors
(i) pour p≥ 1,

p
∫ b

a

F(x)p

g(x)
dx≤ (b−a)p

∫ b

a

f (x)p

g(x)
dx−

∫ b

a

(x−a)p

g(x)
f p(x)dx, (2.11)

(ii) pour 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F(x)p

g(x)
dx≥ (b−a)p

g(b)

∫ b

a
f p(x)dx− 1

g(b)

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx. (2.12)

Preuve (i) p≥ 1.

En appliquant l’inégalité de Hölder pour
1
p
+

1
p′

= 1, on obtient

∫ x

a
f (t)dt ≤

(∫ x

a
f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a
dt
) 1

p′

=

(∫ x

a
f p(t)dt

) 1
p

(x−a)
p−1

p ,

donc ∫ b

a

F(x)p

g(x)
dx =

∫ b

a
g−1(x)

(∫ x

a
f (t)dt

)p

dx

≤
∫ b

a
g−1(x)(x−a)p−1

(∫ x

a
f p(t)dt

)
dx

=
∫ b

a

∫ x

a
g−1(x)(x−a)p−1 f p(t)dtdx

=
∫ b

a

∫ b

t
g−1(x)(x−a)p−1 f p(t)dxdt

=
∫ b

a
f p(t)

(∫ b

t
g−1(x)(x−a)p−1dx

)
dt.
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En vertu de la non-décroissance de g sur [t,b], on a

∀x ∈ [t,b] : g−1(x)≤ g−1(t)

R1(t) =
∫ b

t
g−1(x)(x−a)p−1dx

≤
∫ b

t
g−1(t)(x−a)p−1dx

= 1
p .g
−1(t) [(b−a)p− (t−a)p] .

On déduit que∫ b

a

F(x)p

g(x)
dx≤ 1

p

[
(b−a)p

∫ b

a

f (x)p

g(x)
dx−

∫ b

a

(x−a)p

g(x)
f p(x)dx

]
.

(ii) 0 < p < 1.

En appliquant l’inégalité de Hölder pour
1
p
+

1
p′

= 1, on a

∫ x

a
f (t)dt ≥

(∫ x

a
f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a
dt
) 1

p′

=

(∫ x

a
f p(t)dt

) 1
p

(x−a)
p−1

p ,

donc ∫ b

a

F(x)p

g(x)
dx =

∫ b

a
g−1(x)

(∫ x

a
f (t)dt

)p

dx

≥
∫ b

a
g−1(x)(x−a)p−1

(∫ x

a
f p(t)dt

)
dx

=
∫ b

a
f p(t)

(∫ b

t
g−1(x)(x−a)p−1dx

)
dt,

en vertu de la non-décroissance de g sur [t,b], on obtient

∀x ∈ [t,b] : g−1(b)≤ g−1(x)
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R2(t) =
∫ b

t
g−1(x)(x−a)p−1dx

≥
∫ b

t
g−1(b)(x−a)p−1dx

= 1
p .g
−1(b) [(b−a)p− (t−a)p] .

On déduit que∫ b

a

F(x)p

g(x)
dx≥ 1

p

[
(
(b−a)p

g(b)

∫ b

a
f p(x)dx− 1

g(b)

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx

]
. 2

Remarque 2.1.2. Si on remplace g(x) par xp dans le théorème (2.1.2), on obtient (2.2) et
(2.3).
Si on remplace g(x) par xq dans le théorème (2.1.2), on obtient (2.5) et (2.6).
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2.2 les inégalités pondérées inverses de Minkowski et les
inégalités intégrales de type Hardy.

Dans cette partie, les inégalités pondérées inverses de Minkowski et des inégalités intégrales
de type Hardy sont établies et prouvées (travail soumis voir[5]).
Dans ce qui suit on considére que f et g sont des fonctions non-négatives mesurables.

2.2.1 Introduction
Dans [17] Hardy a prouvé l’inégalité suivante∫

∞

0

(
F(x)

x

)p

dx≤
(

p
p−1

)p ∫ ∞

0
f p(x)dx, (2.13)

où F(x) =
∫ x

0
f (t)dt, pour toute fonction f non-négative mesurable sur (0,∞), p > 1.(

p
p−1

)p

est la constante optimale dans (2.13) (la plus petite possible).

En outre, en 1928 Hardy [18] a prouvé une forme généralisée de (2.13).
Si f ≥ 0, p > 1, et 

F(x) =
∫ x

0
f (t)dt, m > 1,

F(x) =
∫

∞

x
f (t)dt, m < 1,

alors ∫
∞

0
x−mF p(x)dx≤

(
p

|m−1|

)p ∫ ∞

0
x−m(x f (x))pdx. (2.14)

La constante dans (2.14) est optimale.

En 2012, Sulaiman a établi et prouvé les inégalités suivantes :

(i) L’inégalité de Minkowski [40, théorème 1.1]
Soient f ,g > 0, si p≥ 1 et

1 < m≤ f (x)
g(x)

≤M pour tout x ∈ [a,b],
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alors

M+1
M−1

(∫ b

a
( f (x)−g(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)dx

) 1
p

≤ m+1
m−1

(∫ b

a
( f (x)−g(x))pdx

) 1
p

.

(2.15)

(ii) Inégalité intégrale de Hardy [40, théorème 3.1].

Soit f non-négative mesurable sur [a,b]⊆ (0,+∞), F(x) =
∫ x

a
f (t)dt, alors si

1)- p≥ 1,

p
∫ b

a

(
F(x)

x

)p

dx≤ (b−a)p
∫ b

a

(
f (x)

x

)p

dx−
∫ b

a
(1− a

x
)p f p(x)dx. (2.16)

2)- 0 < p < 1,

p
∫ b

a

(
F(x)

x

)p

dx≥ (1− a
b
)p
∫ b

a
f (x)pdx− 1

bp

∫ b

a
(x−a)p f p(x). (2.17)

En 2013, Banyat Sroysang a prouvé :

(i)Inégalité de Minkowski [42, théorème 2.2].
Soient f ,g > 0, si p≥ 1 et

0 < c < m≤ f (x)
g(x)

≤M, pour tout x ∈ [a,b],

alors

M+1
M− c

(∫ b

a
( f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)dx

) 1
p

≤ m+1
m− c

(∫ b

a
( f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

(2.18)

(ii) Inégalité intégrale de Hardy [41, théorème 2.1 et théorème 2.2].

Soit f non-négative mesurable sur [a,b]⊆ (0,+∞), F(x) =
∫ x

a
f (t)dt et q > 0. Alors si

1)- p≥ 1,

p
∫ b

a

F(x)p

xq dx≤ (b−a)p
∫ b

a

f (x)p

xq dx−
∫ b

a

(x−a)p

xq f p(x)dx. (2.19)
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2)- 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F(x)p

xq dx≥ (b−a)p

bq

∫ b

a
f p(x)dx− 1

bq

∫ b

a
(x−a)p f p(x). (2.20)

Shanhe Wu et les autres ont généralisés (2.19), (2.20).
Inégalité intégrale de Hardy[46, théorème 3.5]

Soient f , g non-négative mesurable sur [a,b] et F(x) =
∫ x

a
f (t)dt. Si g est non-décroissante,

alors si
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

F(x)p

gq(x)
dx≤ (b−a)p

∫ b

a

f (x)p

gq(x)
dx−

∫ b

a

(x−a)p

gq(x)
f p(x)dx, (2.21)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F(x)p

gq(x)
dx≥ (b−a)p

gq(b)

∫ b

a
f p(x)dx− 1

gq(b)

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx. (2.22)

B.Benaissa a etabli et prouvé : (i) Inégalité de Minkowski[3, théorème 2.1]
Supposons f ,g > 0, α > 0, si p≥ 1 et

0 < c < m≤ α f (x)
g(x)

≤M pour tout x ∈ [a,b],

alors

M+α

α(M− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)dx

) 1
p

≤ m+α

α(m− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

(2.23)

L’objectif de ce travail est de généraliser les inégalités (2.21), (2.22) et (2.23). La
généralisation de (2.23) était obtenue en utilisant la forme discrete et par l’introduction d’une
fonction de poids. Concernant les inégalitées integrales (2.21), (2.22), elles sont établies et
prouvées pour l’opérateur pondéré de Hardy et son dual.

2.2.2 Résultats principaux
Les fonctions f ,g et w sont measurables non-négatives sur [a, b].
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Inégalité pondérée de Minkowski

Soient −∞≤ a < b≤+∞ et p > 0,

0 <
∫ b

a
f p(x)w(x)dx < ∞ et 0 <

∫ b

a
gp(x)w(x)dx < ∞.

On désigne par Lp,w(a,b) l’espace pondéré de Lebesgue constitué de toutes ( les classes
d’equivalence ) les fonctions f définies sur (a,b) et 0 < p < ∞ avec des quasi-norms finies.

‖ f‖Lp,w(a,b) =

(∫ b

a
f p(x)w(x)dx

) 1
p

< ∞.

Si p = ∞,
‖ f‖L∞,w(a,b) = supessx∈(a,b) | f (x)w(x)| .

Théorème 2.2.1. Soient f , g > 0, 0 < p < ∞, α > 0, w et

0 < c < m≤ α f (x)
g(x)

≤M pour tout x ∈ [a,b], (2.24)

alors si
(I) w est non-décroissante sur (a,b),

M+α

α(M− c)
w

1
p (a)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)w(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)w(x)dx

) 1
p

≤ m+α

α(m− c)
w

1
p (b)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

(2.25)

(II) w est non-croissante sur (a,b),

M+α

α(M− c)
w

1
p (b)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)w(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)w(x)dx

) 1
p

≤ m+α

α(m− c)
w

1
p (a)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

(2.26)
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Preuve A partir de (2.24), on obtient

0 <
1
c
− 1

m
≤ 1

c
− g(x)

α f (x)
≤ 1

c
− 1

M
,

par conséquent
cM

M− c
≤ cα f (x)

α f (x)− cg(x)
≤ cm

m− c
,

donc[
M

α(M− c)
(α f (x)− cg(x))

]p

w(x)≤ f p(x)w(x)≤
[

m
α(m− c)

(α f (x)− cg(x))
]p

w(x).

En intégrant sur [a,b], on déduit que

M
α(M− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pw(x)dx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤ m
α(m− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pw(x)dx

) 1
p

.

(2.27)

(2.24) implique

0 < m− c≤ α f (x)− cg(x)
g(x)

≤M− c,

et [
α f (x)− cg(x)

M− c

]p

w(x)≤ gp(x)w(x)≤
[

α f (x)− cg(x)
m− c

]p

w(x).

Par intégration, on a

1
M− c

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pw(x)dx

) 1
p

≤
(∫ b

a
gp(x)w(x)dx

) 1
p

≤ 1
m− c

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pw(x)dx

) 1
p

.

(2.28)

En appliquant les inégalités (2.27) et (2.28), on conclut que

M+α

α(M− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pw(x)dx

) 1
p

≤
(∫ b

a
f p(x)w(x)dx

) 1
p

+

(∫ b

a
gp(x)w(x)dx

) 1
p

≤ m+α

α(m− c)

(∫ b

a
(α f (x)− cg(x))pw(x)dx

) 1
p

.

(2.29)
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Puisque la fonction de poids w est non-décroissante (respectivement non-croissante) sur
[a,b], on déduit que

pour tout x ∈ [a,b] : w
1
p (a)≤ w

1
p (x)≤ w

1
p (b),(

respectivement pour tout x ∈ [a,b] : w
1
p (b)≤ w

1
p (x)≤ w

1
p (a)

)
,

ce qui implique l’inégalité (2.25) (respectivement (2.26)). 2

Remarque 2.2.1. Pour p = ∞, les inégalités (2.25) et (2.26) prennent la forme suivante.

M+α

α(M− c)
‖(α f (x)− cg(x))‖L∞,w(a,b) ≤ ‖ f‖L∞,w(a,b)+‖g‖L∞,w(a,b)

≤ m+α

α(m− c)
‖(α f (x)− cg(x))‖L∞,w(a,b) .

(2.30)

Cette inégalité est valable presque partout.

Remarque 2.2.2. Si on prend w(x)≡ 1 et p≥ 1 dans le théorème (2.2.1), on obtient (2.23).

Corollaire 2.2.1. Soient f , g > 0, p > 0, α > 0. Si la condition (2.24) est satisfaite, alors

M+α

α(M− c)

∥∥∥∥∫ b

a
(α f (x)− cg(x))dx

∥∥∥∥
Lp,w(a,b)

≤
∥∥∥∥∫ b

a
f (x)dx

∥∥∥∥
Lp,w(a,b)

+

∥∥∥∥∫ b

a
g(x)dx

∥∥∥∥
Lp,w(a,b)

≤ m+α

α(m− c)

∥∥∥∥∫ b

a
(α f (x)− cg(x))dx

∥∥∥∥
Lp,w(a,b)

.

(2.31)

Preuve En utilisant l’inégalité (2.24), on obtient

M
α(M− c)

(α f (x)− cg(x))≤ f (x)≤ m
α(m− c)

(α f (x)− cg(x)),

donc (
M

α(M− c)

∫ b

a
(α f (t)− cg(t))dt

)p

≤
(∫ b

a
f (t)dt

)p

≤
(

m
α(m− c)

∫ b

a
(α f (t)− cg(t))dt

)p

.
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En intégrant sur [a,b], on a

M
α(M− c)

[∫ b

a

(∫ b

a
(α f (t)− cg(t))dt

)p

w(x)dx
] 1

p

≤
[∫ b

a

(∫ b

a
f (t)dt

)p

w(x)dx
] 1

p

≤ m
α(m− c)

[∫ b

a

(∫ b

a
(α f (t)− cg(t))dt

)p

w(x)dx
] 1

p

.

(2.32)
De l’hypothèse (2.24), on conclut que

α f (x)− cg(x)
M− c

≤ g(x)≤ α f (x)− cg(x)
m− c

),

par conséquent(
1

M− c

∫ b

a
(α f (t)− cg(t))dt

)p

≤
(∫ b

a
g(t)dt

)p

≤
(

1
m− c

∫ b

a
(α f (t)− cg(t))dt

)p

.

Par intégration, on obtient

1
M− c

[∫ b

a

(∫ b

a
(α f (t)− cg(t))dt

)p

w(x)dx
] 1

p

≤
[∫ b

a

(∫ b

a
g(t)dt

)p

w(x)dx
] 1

p

≤ 1
m− c

[∫ b

a

(∫ b

a
(α f (t)− cg(t))dt

)p

w(x)dx
] 1

p

.

(2.33)
Les inégalités (2.32) et (2.33) impliquent (2.31). 2

l’inégalité inverse de Minkowski sur les sommes

Soit la suite A = {ak} où ak ∈ C, k ∈ N.

Définition 2.2.1. Soit o < p < ∞. On dit que A ∈ lp(C) si

∞

∑
k=0
|ak|p < ∞.

Corollaire 2.2.2. Soient A, B ∈ lp(R+), α > 0 et p > 0. Si

0 < c < m≤ α ak

bk
≤M pour tout k ∈ N,

alors

M+α

α(M− c)

(
∞

∑
k=0

(α ak− cbk)
pdx

) 1
p

≤ ‖A‖lp +‖B‖lp ≤
m+α

α(m− c)

(
∞

∑
k=0

(α ak− cbk)
pdx

) 1
p

,

(2.34)
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où

‖A‖lp =

(
∞

∑
k=0
|ak|p

) 1
p

, ‖B‖lp =

(
∞

∑
k=0
|bk|p

) 1
p

.

Preuve Si a = 0, b = ∞ et w(x) = 1 dans le théorème (2.2.1), on obtient
M+α

α(M− c)

(∫
∞

0
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

≤
(∫

∞

0
f p(x)dx

) 1
p

+

(∫
∞

0
gp(x)dx

) 1
p

≤ m+α

α(m− c)

(∫
∞

0
(α f (x)− cg(x))pdx

) 1
p

.

Soit f (x) = ak et g(x) = bk pour tout x ∈ [k,k+1), alors∫
∞

0
f p(x)dx =

∞

∑
k=0

∫ k+1

k
ap

k dx =
∞

∑
k=0

ap
k ,

∫
∞

0
gp(x)dx =

∞

∑
k=0

∫ k+1

k
bp

k dx =
∞

∑
k=0

bp
k ,

et l’inégalité (2.34) est prouvée. 2

Inégalité intégrale du type Hardy pondérée

Soit 0 < a < b <+∞. En utilisant l’opérateur pondéré de Hardy

Fw(x) =
∫ x

a
f (t)w(t)dt, x ∈ [a,b],

on établit et on prouve les théorèmes suivants.

Théorème 2.2.2. Soient q > 0 et f , g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g est non-décroissante et w est non-croissante, alors
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

(Fw)
p(x)

gq(x)
dx≤ wp(a)

[
(b−a)p

∫ b

a

f (x)p

gq(x)
dx−

∫ b

a

(x−a)p

gq(x)
f p(x)dx

]
, (2.35)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

(Fw)
p(x)

gq(x)
dx≥ wp(b)

[
(b−a)p

gq(b)

∫ b

a
f p(x)dx− 1

gq(b)

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx

]
. (2.36)
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Preuve (i) Soit p≥ 1.
Si w est non croissante sur [a,b], en utilisant l’inégalité de Hölder , on déduit que∫ x

a
f (t)w(t)dt =

∫ x

a
f (t)w

1
p (x)w

1
p′ (x)dt

≤
(∫ x

a
f p(t)w(t)dt

) 1
p
(∫ x

a
w(t)dt

) 1
p′

≤ w
1
p (a)

(∫ x

a
f p(t)dt

) 1
p

w
1
p′ (a)

(∫ x

a
dt
) 1

p′

= w(a)
(∫ x

a
f p(t)dt

) 1
p

(x−a)
p−1

p ,

par conséquent∫ b

a

F p
w (x)

gq(x)
dx =

∫ b

a
g−q(x)

(∫ x

a
f (t)w(t)dt

)p

dx

≤
∫ b

a
g−q(x)wp(a)(x−a)p−1

(∫ x

a
f p(t)dt

)
dx

= wp(a)
∫ b

a

∫ x

a
g−q(x)(x−a)p−1 f p(t)dtdx

= wp(a)
∫ b

a
f p(t)

(∫ b

t
g−q(x)(x−a)p−1dx

)
dt,

puisque g est non-décroissante sur [t,b], on déduit

pour tout x ∈ [t,b] : g−q(x)≤ g−q(t),

d’où ∫ b

t
g−q(x)(x−a)p−1dx ≤

∫ b

t
g−q(t)(x−a)p−1dx

= 1
p .g
−q(t) [(b−a)p− (t−a)p] ,

finalement, on déduit que∫ b

a

F p
w (x)

gq(x)
dx≤ wp(a)

p

[
(b−a)p

∫ b

a

f p(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a
(x−a)p f p(x)

gq(x)
dx
]
.
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(ii) pour 0 < p < 1. Si w est non-croissante sur [a,b], par l’inégalité de Hölder, on a

∫ x

a
f (t)w(t)dt ≥

(∫ x

a
w(t) f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a
w(t)dt

) 1
p′

≥ w
1
p (x)

(∫ x

a
f p(t)dt

) 1
p

w
1
p′ (x)

(∫ x

a
dt
) 1

p′

= w(x)
(∫ x

a
f p(t)dt

) 1
p

(x−a)
p−1

p ,

alors ∫ b

a

F p
w (x)

gq(x)
dx =

∫ b

a
g−q(x)

(∫ x

a
f (t)w(t)dt

)p

dx

≥
∫ b

a
g−q(x)wp(x)(x−a)p−1

(∫ x

a
f p(t)dt

)
dx

≥ wp(b)
∫ b

a
f p(t)

(∫ b

t
g−q(x)(x−a)p−1dx

)
dt.

En utilisant l’hypothèse que la fonction g est non-décroissante sur [t,b], on obtient

pour tout x ∈ [t,b] : g−q(b)≤ g−q(x),

donc ∫ b

t
g−q(x)(x−a)p−1dx ≥

∫ b

t
g−q(b)(x−a)p−1dx

= 1
p .g
−q(b) [(b−a)p− (t−a)p] ,

d’où ∫ b

a

F p
w (x)

gq(x)
dx≥ wp(b)

p

[
(
(b−a)p

gq(b)

∫ b

a
f p(x)dx− 1

gq(b)

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx

]
.

Les preuves des théorèmes suivants sont similaires à celles du théorème (2.2.2).

Théorème 2.2.3. Soient q > 0 et f , g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g et w sont non-croissantes, alors
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

Fw(x)p

gq(x)
dx≤ wp(a)

gq(b)

[
(b−a)p

∫ b

a
f p(x)dx−

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx

]
, (2.37)
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(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

Fw(x)p

gq(x)
dx≥ wp(b)

[
(b−a)p

∫ b

a

f p(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a
(x−a)p f p(x)

gq(x)
dx
]
. (2.38)

Théorème 2.2.4. Soient q > 0 et f , g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g et w sont non-décroissantes, alors
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

Fw(x)p

gq(x)
dx≤ wp(b)

[
(b−a)p

∫ b

a

f (x)p

gq(x)
dx−

∫ b

a

(x−a)p

gq(x)
f p(x)dx

]
, (2.39)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

Fw(x)p

gq(x)
dx≥ wp(a)

gq(b)

[
(b−a)p

∫ b

a
f p(x)dx−

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx

]
. (2.40)

Théorème 2.2.5. Soient q > 0 et f , g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g est non-croissante et que w est non-décroissante, alors
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

Fw(x)p

gq(x)
dx≤ wp(b)

gq(b)

[
(b−a)p

∫ b

a
f p(x)dx−

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx

]
, (2.41)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

Fw(x)p

gq(x)
dx≥ wp(a)

[
(b−a)p

∫ b

a

f p(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a
(x−a)p f p(x)

gq(x)
dx
]
. (2.42)

Remarque 2.2.3. Si on pose w(x) ≡ 1 dans les théorèmes (2.2.2) et (2.2.4), on obtient
([Théorème 3.5] [46]).

Si on pose w(x)≡ 1 dans les théorèmes (2.2.3) et (2.2.5), on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.3. Soient q > 0 et f , g > 0 on [a,b] ⊆ (0,∞), telle que g est non-croissante ;
si
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx≤ 1
gq(b)

[
(b−a)p

∫ b

a
f p(x)dx−

∫ b

a
(x−a)p f p(x)dx

]
, (2.43)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F p(x)
gq(x)

dx≥ (b−a)p
∫ b

a

f p(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a
(x−a)p f p(x)

gq(x)
dx. (2.44)
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Remarque 2.2.4. L’inégalité (2.43) (respectivement (2.44)) est l’inverse de (3.6) (respecti-
vement (3.5)) voir [théorème 3.5] [46].

En utilisant l’opérateur dual de Hardy pondéré

F̃w(x) =
∫ b

x
f (t)w(t)dt, x ∈ [a,b],

on prouve les théorèmes suivants.

Théorème 2.2.6. Soient q > 0, f , g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g est non-décroissante et w est non-croissante, alors
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≤ wp(a)

gq(a)

[
(b−a)p

∫ b

a
f p(x)dx−

∫ b

a
(b− x)p f p(x)dx

]
, (2.45)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≥ wp(b)

[
(b−a)p

∫ b

a

f (x)p

gq(x)
dx−

∫ b

a

(b− x)p

gq(x)
f p(x)dx

]
. (2.46)

Preuve (i) Soit p≥ 1. A l’aide de l’inégalité de Hölder, on a

∫ b

x
f (t)w(t)dt ≤

(∫ b

x
f p(t)w(t)dt

) 1
p
(∫ b

x
w(t)dt

) 1
p′

≤ w
1
p (x)

(∫ b

x
f p(t)dt

) 1
p

w
1
p′ (x)

(∫ b

x
dt
) 1

p′

= w(x)
(∫ b

x
f p(t)dt

) 1
p

(b− x)
p−1

p ,

puisque la fonction g est non décroissante sur [a, t], on déduit que∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx ≤ wp(a)

∫ b

a

∫ b

x
g−q(x)(b− x)p−1 f p(t)dtdx

= wp(a)
∫ b

a
f p(t)

(∫ t

a
g−q(x)(b− x)p−1dx

)
dt

≤ wp(a)
∫ b

a
f p(t)g−q(a)

(∫ t

a
(b− x)p−1dx

)
dt,
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par conséquent on obtient∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≤ wp(a)

p

[
(b−a)p

∫ b

a

f p(x)
gq(a)

dx−
∫ b

a
(b− x)p f p(x)

gq(a)
dx
]
.

(ii) Soit 0 < p < 1. L’inégalité inverse de Hölder implique

∫ b

x
f (t)w(t)dt ≥

(∫ b

x
w(t) f p(t)dt

) 1
p
(∫ b

x
w(t)dt

) 1
p′

,

d’où ∫ b

x
f (t)w(t)dt ≥ w(b)

(∫ b

x
f p(t)dt

) 1
p

(b− x)
p−1

p .

Le reste est similaire à celui de la preuve (i). 2

Les preuves des théorèmes suivants sont similaires à celles du théorème (2.2.6).

Théorème 2.2.7. Soient q > 0, f , g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g et w sont non-croissantes, alors
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≤ wp(a)

gq(b)

[
(b−a)p

∫ b

a
f p(x)dx−

∫ b

a
(b− x)p f p(x)dx

]
, (2.47)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≥ wp(b)

[
(b−a)p

∫ b

a

f p(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a
(x−a)p f p(x)

gq(x)
dx
]
. (2.48)

Théorème 2.2.8. Soient q > 0, f , g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g et w sont non-décroissantes, alors
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≤ wp(b)

gq(a)

[
(b−a)p

∫ b

a
f p(x)dx−

∫ b

a
(b− x)p f p(x)dx

]
, (2.49)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≥ wp(a)

[
(b−a)p

∫ b

a

f (x)p

gq(x)
dx−

∫ b

a

(b− x)p

gq(x)
f p(x)dx

]
. (2.50)

48



Théorème 2.2.9. Soient q > 0, f , g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g est non-croissante et w est non-décroissante, alors
(i) p≥ 1,

p
∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≤ wp(b)

gq(b)

[
(b−a)p

∫ b

a
f p(x)dx−

∫ b

a
(b− x)p f p(x)dx

]
, (2.51)

(ii) 0 < p < 1,

p
∫ b

a

F̃ p
w (x)

gq(x)
dx≥ wp(a)

[
(b−a)p

∫ b

a

f p(x)
gq(x)

dx−
∫ b

a
(x−a)p f p(x)

gq(x)
dx
]
. (2.52)
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Chapitre 3

Sur quelques inégalités pondérées du
type de Hardy.

Dans ce chapitre, on établit quelques nouveaux types de l’inégalité intégrale classique
de Hardy (3.1) en incluant plusieurs paramètres et en utilisant des opérateurs pondérés( Ce
chapitre a fait l’objet d’une publication internationle parue [4]).
S1 := (S1)

w
g et S2 := (S2)

w
g definis par

S1(x) =
1

W (x)

∫ x

a
w(t)g( f (t))dt, S2(x) =

∫ x

a

w(t)
W (t)

g( f (t))dt,

avec
W (x) =

∫ x

0
w(t)dt, pour x ∈ (0,+∞),

où w est une fonction de poids et g est une fonction réelle continue sur (0,+∞).

3.1 Introduction
En 1928, Hardy a prouvé les inégalités suivantes [16].

Soit f une fonction non-négative mesurable sur (0,∞),
Inégalité de Hardy classique

F(x) =


∫ x

0
f (t)dt si m > 1,

∫
∞

x
f (t)dt si m < 1,

alors ∫
∞

0
x−mF p(x)dx≤

(
p

|m−1|

)p ∫ ∞

0
x−m (x f (x))p dx, si p > 1. (3.1)
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L’inégalité (3.1) peut être réécrite sous la forme suivante

F(x) =


∫ x

0
f (t)dt si α < p−1,

∫
∞

x
f (t)dt si α > p−1,

alors ∫
∞

0
xα−pF p(x)dx≤

(
p

|p−1−α|

)p ∫ ∞

0
xα f p(x)dx, si p > 1. (3.2)

Les inégalités de type de Hardy ont été étudiées par un grand nombre d’auteurs au
cours du XXe siècle. Pendant les vingt dernières années, un grand nombre d’articles a été
publié . Diverses généralisations et analogues discrets de l’inégalité de Hardy et de ses
généralisations sont connues. (Voir : [13]-[17], [19], [20], [22], [23], [26]-[31], [38], [44],
[45]). L’objectif de ce travail est d’obtenir de nouveaux types de l’inégalité intégrale clas-
sique de Hardy qui sera utile dans plusieurs applications et en particulier en analyse avec
l’utilisation des opérateurs S1, S2.

Nous adoptons la convention et les notations suivantes :

(i) On pose
0
0
= 0 .

(ii) On note par S̃1 et S̃2 le dual de S1 et S2 respectivement.

3.2 Préliminaires
Dans cette section, nous énonçons les lemmes suivants qui seront utiles dans les

démonstrations des théorèmes principaux. Le lemme suivant a étè prouvé dans [14].

Lemme 3.2.1. Soient 0 < p ≤ q < ∞ et f , w des fonctions non-négatives mesurables sur

(a,b) telles que
∫ b

a
f q(x)w(x)dx < ∞, alors

∫ b

a
f p(x)w(x)dx≤

(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q
(∫ b

a
f q(x)w(x)dx

) p
q

. (3.3)

Preuve En utilisant l’inégalité intégrale de Hölder et en utilisant le paramètre
q
p
≥ 1
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avec son conjugué
q

q− p
, on obtient

∫ b

a
f p(x)w(x)dx =

∫ b

a

(
w

q−p
q (x)

)(
f p(x)w

p
q (x)

)
dx

≤
(∫ b

a
w(x)dx

) q−p
q
(∫ b

a
f q(x)w(x)dx

) p
q

. 2

Lemme 3.2.2. soient 1 < p ≤ q < ∞ et f , g, w des fonctions non-négatives mesurables sur

(a,b) telle que W (x) =
∫ x

0
w(t)dt. Si m 6= 1, alors

∫ b

a

w(x)
W m(x)

gp( f (x))dx≤
(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q
(∫ b

a

w(x)

W
mq
p (x)

gq( f (x))dx

) p
q

. (3.4)

Preuve En utilisant le lemme 3.2.1, on a∫ b

a

w(x)
W m(x)

gp( f (x))dx =
∫ b

a

(
g( f (x))

W
m
p (x)

)p

w(x)dx

≤
(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q
(∫ b

a

(
g( f (x))

W
m
p (x)

)q

w(x)dx

) p
q

=

(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q
(∫ b

a

w(x)

W
mq
p (x)

gq( f (x))dx

) p
q

. 2

Remarque 3.2.1. En posant m = p−α dans l’inégalité (3.4), il vient

∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

gp( f (x))dx≤
(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q
(∫ b

a

w(x)

W q−αq
p (x)

gq( f (x))dx

) p
q

. (3.5)

3.3 Résultats principaux
Soit 0 < a < b <+∞. Tout au long de ce travail, on supposera que les fonctions sont

non-négatives mesurables et que les intégrales sont finies où w ∈ Lp(0,∞) est une fonction
de poids et

W (x) =
∫ x

0
w(t)dt.
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Théorème 3.3.1. Soient f , g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+∞),
1 < p≤ q < ∞ et m > 1. Si

S1(x) =
1

W (x)

∫ x

a
w(t)g( f (t))dt et λ ≥ m−1

p+m−1
,

alors ∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx≤

(
λ p

m−1

)p(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q

×

(∫ b

a

w(x)

W
mq
p (x)

gq( f (x))dx

) p
q

.

(3.6)

Preuve On a

(S1)
′(x) =

w(x)g( f (x))
W (x)

− w(x)
W (x)

S1(x),

en intégrant par parties le membre gauche de (3.6), on obtient

∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx =

[
−Sp

1(x)
(m−1)W m−1(x)

]b

a
− p

m−1

∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx

+
p

m−1

∫ b

a

w(x)g( f (x))Sp−1
1 (x)

W m(x)
dx.

Puisque m > 1 et S1(b)≥ 0, il découle

p+m−1
m−1

∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx≤ p

m−1

∫ b

a

w(x)g( f (x))Sp−1
1 (x)

W m(x)
dx.

En utilisant l’hypothèse sur λ , il s’ensuit

1
λ

∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx ≤ p+m−1

m−1

∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx

≤ p
m−1

∫ b

a

w(x)g( f (x))Sp−1
1 (x)

W m(x)
dx,

l’application de l’inégalité intégrale de Hölder pour
1
p
+

1
p′

= 1 nous donne

∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx≤ λ p

m−1

(∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx

) 1
p′

×
(∫ b

a

w(x)
W m(x)

gp( f (x))dx
) 1

p

,
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et par simplification, on obtient∫ b

a

w(x)
W m(x)

Sp
1(x)dx≤

(
λ p

m−1

)p ∫ b

a

w(x)
W m(x)

gp( f (x))dx.

On termine la preuve en appliquant l’inégalité (3.4) au membre droit de la dernière inégalité.
2

Théorème 3.3.2. Soient f , g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+∞),
1 < p≤ q < ∞ et m < 1. Si

S̃1(x) =
1

W (x)

∫ b

x
w(t)g( f (t))dt et λ ≥ 1−m

1−m− p
> 0,

alors ∫ b

a

w(x)
W m(x)

S̃1
p
(x)dx ≤

(
λ p

1−m

)p(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q

×

(∫ b

a

w(x)

W
mq
p (x)

gq( f (x))dx

) p
q

.

(3.7)

Preuve En dérivant S̃1(x), on a

(S̃1)
′(x) =−w(x)g( f (x))

W (x)
− w(x)

W (x)
S̃1(x).

En effectuant une intégration par parties au membre gauche de (3.7), il vient

∫ b

a

w(x)
W m(x)

S̃1
p
(x)dx =

[
−S̃1

p
(x)

(m−1)W m−1(x)

]b

a

+
p

1−m

∫ b

a

w(x)
W m(x)

S̃1
p
(x)dx

+
p

1−m

∫ b

a

w(x)g( f (x))S̃1
p−1

(x)
W m(x)

dx,

alors
1−m− p

1−m

∫ b

a

w(x)
W m(x)

S̃1
p
(x)dx =

p
1−m

∫ b

a

w(x)g( f (x))S̃1
p−1

(x)
W m(x)

dx,

en utilisant l’hypothèse sur λ , on déduit que

1
λ

∫ b

a

w(x)
W m(x)

S̃1
p
(x)dx≤ p

1−m

∫ b

a

w(x)g( f (x))S̃1
p−1

(x)
W m(x)

dx,
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et par l’inégalité intégrale de Hölder, on a

∫ b

a

w(x)
W m(x)

S̃1
p
(x)dx≤ λ p

1−m

(∫ b

a

w(x)
W m(x)

S̃1
p
(x)dx

) 1
p′

×
(∫ b

a

w(x)
W m(x)

gp( f (x))dx
) 1

p

,

alors ∫ b

a

w(x)
W m(x)

S̃1
p
(x)dx≤

(
λ p

1−m

)p ∫ b

a

w(x)
W m(x)

gp( f (x))dx.

En utilisant l’inégalité (3.4), on aboutit au résultat. 2

Théorème 3.3.3. Soient f , g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+∞),
p > 1 et m > 1. Si

S3(x) =
1

W (x)

∫ x

x
2

w(t)g( f (t))dt et λ ≥ m−1
p+m−1

,

alors ∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx≤

(
λ p

m−1

)p ∫ b

0

w(x)
W m(x)

|G1(x)|pdx, (3.8)

où

G1(x) = g( f (x))−
w( x

2)g( f ( x
2))

2w(x)
.

Preuve Par dérivation on obtient

(S3)
′(x) =

w(x)G1(x)
W (x)

− w(x)
W (x)

S3(x).

A l’aide d’une intégration par parties du membre gauche de (3.8), on déduit

∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx =

[
−Sp

3(x)
(m−1)W m−1(x)

]b

0
− p

m−1

∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx

+
p

m−1

∫ b

0

w(x)G1(x)S
p−1
3 (x)

W m(x)
dx.

Puisque m > 1 et S3(b)≥ 0, on a

p+m−1
m−1

∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx≤ p

m−1

∫ b

0

w(x)|G1(x)|Sp−1
3 (x)

W m(x)
dx.
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et en utilisant l’hypothèse sur λ , il vient

1
λ

∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx ≤ p+m−1

m−1

∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx

≤ p
m−1

∫ b

0

w(x)|G1(x)|Sp−1
3 (x)

W m(x)
dx,

avec l’inégalité intégrale de Hölder ,on aboutit à∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx≤ λ p

m−1

(∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx

) 1
p′

×
(∫ b

0

w(x)
W m(x)

|G1(x)|pdx
) 1

p

,

alors ∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
3(x)dx≤

(
λ p

m−1

)p ∫ b

0

w(x)
W m(x)

|G1(x)|pdx. 2

Si on pose g(x) = x, w(x) = 1 et q = p dans les théorèmes 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3, on obtient
les corollaires suivants :

Corollaire 3.3.1. Soient p > 1, m > 1, f une fonction non-négative mesurable sur (0,+∞).
Si

F1(x) =
1
x

∫ x

a
f (t)dt et λ ≥ m−1

p+m−1
,

alors ∫ b

a
x−mF p

1 (x)dx≤
(

λ p
m−1

)p ∫ b

a
x−m f p(x)dx. (3.9)

Corollaire 3.3.2. Soient p > 1, m < 1, f une fonction non-négative mesurable sur (0,+∞).
Si

F2(x) =
1
x

∫ b

x
f (t)dt et λ ≥ 1−m

1−m− p
> 0,

alors ∫ b

a
x−mF p

2 (x)dx≤
(

λ p
1−m

)p ∫ b

a
x−m f p(x)dx. (3.10)

Corollaire 3.3.3. Soient p > 1, m > 1, f une fonction non-négative mesurable sur (0,+∞).
Si

F3(x) =
1
x

∫ x

x
2

f (t)dt et λ ≥ m−1
p+m−1

,

alors ∫ b

0
x−mF p

3 (x)dx≤
(

λ p
m−1

)p ∫ b

0
x−m| f (x)− 1

2
f (

x
2
)|pdx. (3.11)
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Théorème 3.3.4. Soient f , g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+∞) et
α < p−1, 1 < p≤ q < ∞. Si

S2(x) =
∫ x

a

w(t)
W (t)

g( f (t))dt,

alors ∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

Sp
2(x)dx ≤

(
p

p−1−α

)p(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q

×

(∫ b

a

w(x)

W q−αq
p (x)

gq( f (x))dx

) p
q

.

(3.12)

Preuve On a

(S2)
′(x) =

w(x)g( f (x))
W (x)

,

en intégrant par parties le membre gauche de (3.12), on déduit

∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

Sp
2(x)dx =

[
−Sp

2(x)
(p−α−1)W p−α−1(x)

]b

a
+

p
p−α−1

×
∫ b

a

w(x)g( f (x))Sp−1
2 (x)

W p−α(x)
dx

=
−Sp

2(b)
(p−α−1)W p−α−1(b)

+
p

p−α−1

×
∫ b

a

w(x)g( f (x))Sp−1
2 (x)

W p−α(x)
dx.

Vu que p−α−1 > 0 et S2(b)≥ 0, on a

∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

Sp
2(x)dx≤ p

p−α−1

∫ b

a

w(x)g( f (x))Sp−1
2 (x)

W p−α(x)
dx,

ensuite l’inégalité intégrale de Hölder nous donne

∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

Sp
2(x)dx≤ p

p−α−1

(∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

Sp
2(x)dx

) 1
p′

×
(∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

gp( f (x))dx
) 1

p

,
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et par simplification, on obtient∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

Sp
2(x)dx≤

(
p

p−α−1

)p ∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

gp( f (x))dx.

En appliquant l’inégalité (3.5) au membre droit de la dernière inégalité, on arrive à l’inégalité
(3.12). 2

Théorème 3.3.5. Soient f , g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+∞) et
α > p−1, 1 < p≤ q < ∞. Si

S̃2(x) =
∫ b

x

w(t)
W (t)

g( f (t))dt,

alors ∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

S̃2
p
(x)dx ≤

(
p

α− p+1

)p(∫ b

a
w(x)dx

)1− p
q

×

(∫ b

a

w(x)

W q−αq
p (x)

gq( f (x))dx

) p
q

.

(3.13)

Preuve En dérivant S̃2(x), on obtient

(S̃2)
′(x) =−w(x)g( f (x))

W (x)
.

En utilisant une intégration par parties du membre gauche de (3.13), on déduit

∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

S̃2
p
(x)dx =

[
S̃2

p
(x)

(α− p+1)W p−α−1(x)

]b

a

+
p

α− p+1

×
∫ b

a

w(x)g( f (x))S̃2
p−1

(x)
W p−α(x)

dx

≤ p
α− p+1

∫ b

a

w(x)g( f (x))S̃2
p−1

(x)
W p−α(x)

dx.

L’inégalité intégrale de Hölder implique∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

S̃2
p
(x)dx≤ p

α− p+1

(∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

S̃2
p
(x)dx

) 1
p′

×
(∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

gp( f (x))dx
) 1

p

,
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en simplifiant, on obtient∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

S̃2
p
(x)dx≤

(
p

α− p+1

)p ∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

gp( f (x))dx,

et l’inégalité (3.13) découle de (3.5). 2

Théorème 3.3.6. Soient f , g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+∞) et
p > 1, α < p−1. Si

S4(x) =
∫ x

x
2

w(t)
W (t)

g( f (t))dt,

alors ∫ b

0

w(x)
W p−α(x)

Sp
4(x)dx≤

(
p

p−α−1

)p ∫ b

0

w(x)
W p−α(x)

|G2(x)|pdx, (3.14)

où

G2(x) = g( f (x))−
w( x

2)W (x)
2w(x)W ( x

2)
g( f (

x
2
)).

Preuve En dérivant S4(x), on a

(S4)
′(x) =

w(x)G2(x)
W (x)

,

et en intégrant le membre gauche de (3.14), on déduit

∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
4(x)dx =

[
−Sp

4(x)
(p−α−1)W p−α−1(x)

]b

0
+

p
p−α−1

∫ b

0

w(x)G2(x)S
p−1
4 (x)

W p−α(x)
dx

=

[
−Sp

4(b)
(p−α−1)W p−α−1(b)

]
+

p
p−α−1

∫ b

0

w(x)G2(x)S
p−1
4 (x)

W p−α(x)
dx.

Puisque p−α > 1 et S4(b)≥ 0, on a∫ b

0

w(x)
W m(x)

Sp
4(x)dx≤ p

p−α−1

∫ b

0

w(x)|G2(x)|Sp−1
4 (x)

W p−α(x)
dx.

En apliquant l’inégalité intégrale de Hölder ,on aboutit à∫ b

0

w(x)
W p−α(x)

Sp
4(x)dx≤ p

α− p+1

(∫ b

0

w(x)
W p−α(x)

Sp
4(x)dx

) 1
p′

×
(∫ b

a

w(x)
W p−α(x)

|G2(x)|pdx
) 1

p

,

et par simplification, on obtient le résultat. 2
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Remarque 3.3.1. Si on pose g( f (x)) = x f (x), w(x) = 1 et q = p dans le théorème 3.3.4, on

obtient l’inegalité (3.2) pour α < p−1 où F4(x) =
∫ x

a
f (t)dt.

Remarque 3.3.2. Si on pose g( f (x)) = x f (x), w(x) = 1 et q = p dans le théorème 3.3.5, on

obtient l’inegalité (3.2) pour α > p−1 où F5(x) =
∫ b

x
f (t)dt.

Si on pose g( f (x)) = x f (x) et w(x) = 1 dans le théorème 3.3.6, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.4. Soient p > 1, α < p− 1, f une fonction non-négative mesurable sur
(0,+∞). Si

F6(x) =
∫ x

x
2

f (t)dt,

alors ∫ b

0
xα−pF p

6 (x)dx≤
(

p
p−α−1

)p ∫ b

0
xα | f (x)− 1

2
f (

x
2
)|pdx. (3.15)

60



Chapitre 4

Inégalités integrales pondérées pour un
opérateur integral avec des fonctions
monotones.

Ce chapitre a fait l’objet d’un travail soumis [6]. Des inégalités intégrales pondérées
pour un opérateur integral sur l’ensemble des fonctions monotones non-négatives avec les
paramètres p et q sont établies dans [24]. Le but de ce travail est d’étendre les résultats aux
différents cas concernant ces paramètres, en particulier pour p et q négatifs.

4.1 Introduction
En 1993, Shanzhong Lai [24] considérait les inégalités pondérées des normes pour

des opérateurs généraux de la forme.

Sφ f (x) =
∫

∞

0
φ(x,y) f (y)dy, φ(x, .)≥ 0, φ(x, .) ∈ L1(0,∞)

sur des fonctions monotones f : R+ −→ R+.
L’opérateur de Hardy

H f (x) =
1
x

∫ x

0
f (t)dt,

la transformation de Laplace

L f (x) =
∫

∞

0
e−xt f (t)dt

et l’opérateur

S f (x) =
∫

∞

0
φ(t) f (tx)dt

sont des cas spéciaux de Sφ f .
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Nous adoptons les conventions suivantes.

(i) on met 0×∞ = 0,
∞

∞
= 0 et

0
0
= 0.

(ii) h est une fonction localement absolument continue sur (0,∞) (h est absolument continue
sur tout intervalle fini (a,b)⊂ (0,∞)), brièvement h ∈ AC.

(iii) nous utilisons la notation f ↑ ( f ↓) pour indiquer que f est non-négative et strictement
décroissante (strictement croissante) sur (0,∞).

Dans [24] est donnée une caractérisation des fonctions de poids w,v ( mesurables non
négatives ) pour lesquelles est vérifiée l’inégalité suivante

‖Sφ f‖p,w ≤C‖ f‖q,v

pour les fonctions monotones f , où C > 0 est une constante indépendante de f .

Les théorèmes suivants ont été prouvés dans [24].
Soient

Φ(x,r) =
∫ r

0
φ(x,y)dy, Φ1(x,r) =

∫
∞

r
φ(x,y)dy, (4.1)

où φ : R+×R+ −→ R+.

Théorème 4.1.1. Soit 1≤ q≤ p < ∞ et C > 0, alors l’inégalité(∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C
[∫

∞

0
(Sφ f (x))qv(x)dx

] 1
q

(4.2)

est vérifiée pour tout f ↓, si et seulement si(∫ r

0
w(x)dx

) 1
p

≤C
[∫

∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.3)

L’inégalité (4.2) est vérifiée pour tout f ↑, si et seulement si[∫
∞

r
w(x)dx

] 1
p

≤C
(∫

∞

0
Φ1(x,r)qv(x)dx

) 1
q

, ∀r > 0. (4.4)

Théorème 4.1.2. Si 0 < q≤ p≤ 1 et C > 0, alors l’inégalité(∫
∞

0
(Sφ f (x))pw(x)dx

) 1
p

≤C
[∫

∞

0
f q(x)v(x)dx

] 1
q

(4.5)
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est vérifiée pour tout f ↓, si et seulement si(∫
∞

0
Φ(x,r)pw(x)dx

) 1
p

≤C
[∫ r

0
v(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.6)

L’inégalité (4.5) est vérifiée pour tout f ↑, si et seulement si(∫
∞

0
Φ1(x,r)pw(x)dx

) 1
p

≤C
[∫

∞

r
v(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.7)

Lemme 4.1.1. (i) Pour 0 < p≤ 1, l’inégalité∫
∞

0
f p(x)xp−1dx≥ 1

p

(∫
∞

0
f (x)dx

)p

, ∀ f ↓, (4.8)

est vérifiée.
(ii) Pour p≥ 1, l’inégalité∫

∞

0
f p(x)xp−1dx≤ 1

p

(∫
∞

0
f (x)dx

)p

, ∀ f ↓, (4.9)

est vérifiée.

Lemme 4.1.2. 1. soient C1 > 0, g, f : R+ −→R+ des fonctions mesurables sur R+, h est AC
et h′ ≤ 0 presque partout sur (0,∞), h(+∞) = 0, alors

(i) Pour p≥ 1, l’inégalité∫
∞

0
f p(x)g(x)dx≤C1

[
−
∫

∞

0
f (x)h′(x)dx

]p

, ∀ f ↑, (4.10)

est vérifiée si et seulement si∫
∞

r
g(x)dx≤C1h(r)p, ∀r > 0. (4.11)

(ii) Pour 0 < p≤ 1, l’inégalité∫
∞

0
f p(x)g(x)dx≥C1

[
−
∫

∞

0
f (x)h′(x)dx

]p

, ∀ f ↑, (4.12)

est vérifiée si et seulement si∫
∞

r
g(x)dx≥C1h(r)p, ∀r > 0. (4.13)
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2. Soient C2 > 0, g, f : R+ −→ R+, des fonctions mesurables sur R+, h est AC et h′ ≥ 0
presque partout sur (0,∞), h(0+) = 0, alors

(iii) Pour p≥ 1, l’inégalité∫
∞

0
f p(x)g(x)dx≤C2

[∫
∞

0
f (x)h′(x)dx

]p

, ∀ f ↓, (4.14)

est vérifiée si et seulement si∫ r

0
g(x)dx≤C2h(r)p, ∀r > 0. (4.15)

(iv) Pour 0 < p≤ 1, l’inégalité∫
∞

0
f p(x)g(x)dx≥C2

[∫
∞

0
f (x)h′(x)dx

]p

, ∀ f ↓, (4.16)

est vérifiée si et seulement si∫ r

0
g(x)dx≥C2h(r)p, ∀r > 0. (4.17)

Dans [39], le théorème suivant a été prouvé.

Théorème 4.1.3. (i) Soient 0 < p < 1,−∞≤ a < b≤+∞ et−∞≤ c < d ≤+∞. On suppose
que f est mesurable non négative (non positive) sur (a,b)× (c,d) et f (.,y) ∈ Lp(a,b) pour
presque tout y ∈ (c,d), alors

‖
∫ d

c
f (x,y)dy‖Lp(a,b) ≥

∫ d

c
‖ f (x,y)‖Lp(a,b)dy,x ∈ (a,b), (4.18)

si le membre gauche est fini.
(ii) Soient p < 0,−∞≤ a < b≤∞ et−∞≤ c < d ≤∞. On suppose que f est mesurable non
négative (non positive) sur (a,b)× (c,d) et f (.,y) ∈ Lp(a,b) pour presque tout y ∈ (c,d),
alors

‖
∫ d

c
f (x,y)dy‖Lp(a,b) ≥

∫ d

c
‖ f (x,y)‖Lp(a,b)dy,x ∈ (a,b), (4.19)

si le membre gauche est fini.

4.2 Préliminaires
Dans cette section, on prouve quelques lemmes qui seront utilisés dans la preuve des

résultats principaux.
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Lemme 4.2.1. (i) Si 0 < p≤ 1, alors

p
∫

∞

0
f p(x)x−p−1dx≥

(∫
∞

0

1
x2 f (x)dx

)p

, ∀ f ↑ . (4.20)

(ii) Si p≥ 1, alors ∫
∞

0
f p(x)x−p−1dx≤ 1

p

(∫
∞

0

1
x2 f (x)dx

)p

, ∀ f ↑ . (4.21)

preuve C’est un cas particulier du Lemme 4.1.2, avec

g(x) = x−1−p, h(r) =
1
r
, C1 =

1
p
. 2

Remarque 4.2.1. Si on prend f (t) =
{

0, t ∈ (0,x)
1, t ∈ (x,∞)

, on obtient l’égalité dans (4.20) et

(4.21). Par conséquent, p et
1
p

sont des constantes optimales dans (4.20), (4.21) respective-

ment.

Lemme 4.2.2. Soit p < 0. Si f est non négative et décroissante sur (0,+∞), alors∫
∞

0
f p(x)xp−1dx≥ 2−p(

p
p−1

)p−1
(∫

∞

0
f (x)dx

)p

. (4.22)

Si f est non-négative et croissante sur (0,+∞), alors∫
∞

0
f p(x)x−p−1dx≥ 2−p(

p
p−1

)p−1
(∫

∞

0

1
x2 f (x)dx

)p

. (4.23)

Preuve 1) Soit f décroissante.
Du Lemme 4.1.1(i), pour 0 < q ′ ≤ 1, on déduit(∫

∞

0
f (x)dx

)q′

≤ q ′
∫

∞

0
f q′(x)xq′−1dx.

Soit p ′ = q ′−1, alors pour −1 < p ′ < 0, on trouve(∫
∞

0
f (x)dx

) p ′+1
p ′
≥ (p ′+1)

1
p ′

(∫
∞

0
f p′+1(x)xp ′dx

) 1
p ′
.

Si on pose p ′+1
p ′ = p = 1+ 1

p ′ , alors(∫
∞

0
f (x)dx

)p

≥ (
p

p−1
)p−1

(∫
∞

0
f

p
p−1 (x)x

1
p−1 dx

)p−1

.
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Soit
R =

∫
∞

0
f

p
p−1 (x)x

1
p−1 dx,

et en appliquant l’inégalité integrale de Hölder pour r = p−1
p > 1 et r′ = 1− p, on obtient

R =
∫

∞

0
(x f

p
p−1 (x))−1(x f 2(x))

p
p−1 dx

≤
(∫

∞

0
xp−1 f p(x)dx

) −1
p−1
(∫

∞

0
x f 2(x)dx

) p
p−1

,

par conséquent

Rp−1 ≥
(∫

∞

0
xp−1 f p(x)dx

)−1(∫ ∞

0
x f 2(x)dx

)p

,

donc (∫
∞

0
f (x)dx

)−p

≤ (
p

p−1
)1−p

(∫
∞

0
xp−1 f p(x)dx

)(∫
∞

0
x f 2(x)dx

)−p

. (4.24)

En utilisant le Lemme 4.1.1 (ii), pour p = 2(∫
∞

0
f (x)dx

)2

≥ 2
∫

∞

0
x f 2(x)dx,

alors (∫
∞

0
f (x)dx

)
≥ 2

(∫
∞

0
x f 2(x)dx

)(∫
∞

0
f (x)dx

)−1

,

pour p < 0 (∫
∞

0
f (x)dx

)p

≤ 2p
(∫

∞

0
x f 2(x)dx

)p(∫ ∞

0
f (x)dx

)−p

, (4.25)

et en appliquant (4.24) et (4.25) on obtient (4.22).

2) Soit f croissante, d’une maniére analogue à la preuve de (4.22), on établit (4.23) à
l’aide du Lemme 4.2.1 pour p = 2. 2

Lemme 4.2.3. Soient w∈ L1(0,∞) une fonction de poids et ϕ : (0,∞)−→ (0,∞) une fonction
strictement croissante telle que ϕ(0,∞) = (0,∞), ϕ ∈ C 1(0,+∞), alors pour tout p < 0 et
y ∈ (0,+∞) ∫

∞

0

∫
∞

ϕ(y)
w(x)dxdy =

∫
∞

0
ϕ
−1(x)w(x)dx. (4.26)

∫
∞

0
Φ(x,ϕ(y))y

1
p−1dy =−p

∫
∞

0
(ϕ−1(t))

1
p φ(x, t)dt. (4.27)
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∫
∞

0

1
y2

∫
ϕ(y)

0
w(x)dxdy =

∫
∞

0
(ϕ−1(x))−1w(x)dx. (4.28)

∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))y

− 1
p−1dy =−p

∫
∞

0
(ϕ−1(t))−

1
p φ(x, t)dt. (4.29)

Preuve.
A partir de (4.1), on déduit que pour presque tout r > 0 , Φ ′r = φ(x,r) et (Φ1)

′
r =−φ(x,r).

Du W (t) =
∫ t

0
w(x)dx,W1(t) =

∫
∞

t
w(x)dx, on a W ′(t) = w(t) et (W1)

′(t) =−w(t).

Si on pose ϕ(y) = t et en intégrant par parties, on déduit∫
∞

0

∫
∞

ϕ(y)
w(x)dxdy =

∫
∞

0

∫
∞

t
w(x)dxdϕ

−1(t)

=
∫

∞

0
W1(t)dϕ

−1(t)

= limτ→+∞,s→0+

∫
τ

s
W1(t)dϕ

−1(t)

= limτ→∞,s→0+

([
W1(t)ϕ−1(t)

]τ
s +

∫
τ

s
ϕ
−1(t)w(t)dt

)

=
∫

∞

0
ϕ
−1(t)w(t)dt,

d’où l’égalité (4.26).
La preuve de l’égalité (4.27) est similaire :∫

∞

0
Φ(x,ϕ(y))y

1
p−1dy =

∫
∞

0
Φ(x, t)(ϕ−1(t))

1
p−1dϕ

−1(t)

= limτ→∞,s→0+
[
Φ(x, t)p(ϕ−1(t))

1
p

]τ

s
− p

∫
∞

0
(ϕ−1(t))

1
p φ(x, t)dt

= −p
∫

∞

0
(ϕ−1(t))

1
p φ(x, t)dt.
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Ensuite on montre l’égalité (4.28) :∫
∞

0

1
y2

∫
ϕ(y)

0
w(x)dxdy =

∫
∞

0

1
(ϕ−1(t))2

(∫ t

0
w(x)dx

)
dϕ
−1(t)

= −
∫

∞

0
W (t)d(

1
ϕ−1(t)

)

= limτ→∞,s→0+−
[
W (t)

1
ϕ−1(t)

]τ

s
+
∫

∞

0

1
ϕ−1(t)

w(t)dt

=
∫

∞

0

1
ϕ−1(t)

w(t)dt.

La preuve de l’égalité (4.29) est similaire à celle de (4.27). 2

Lemme 4.2.4. soient w∈ L1(0,∞) une fonction de poids et ψ : (0,∞)−→ (0,∞) une fonction
strictement décroissante telle que ψ(0,∞) = (0,∞), ψ ∈ C 1(0,+∞), alors pour tout p > 0
et y ∈ (0,+∞), ∫

∞

0

∫
ψ(y)

0
w(x)dxdy =

∫
∞

0
ψ
−1(x)w(x)dx. (4.30)

∫
∞

0
Φ(x,ψ(y))y

1
p−1dy = p

∫
∞

0
(ψ−1(t))

1
p φ(x, t)dt. (4.31)

∫
∞

0

1
y2

∫
∞

ψ(y)
w(x)dxdy =

∫
∞

0
(ψ−1(x))−1w(x)dx. (4.32)

∫
∞

0
Φ1(x,ψ(y))y−

1
p−1dy = p

∫
∞

0
(ψ−1(t))−

1
p φ(x, t)dt. (4.33)

Preuve on pose ψ(y) = t et en intégrant par parties le membre gauche de (4.30), on
obtient ∫

∞

0

∫
ψ(y)

0
w(x)dxdy = −

∫
∞

0

∫ t

0
w(x)dxdψ

−1(t)

= −
∫

∞

0
W (t)dψ

−1(t)

=
∫

∞

0
ψ
−1(t)w(t)dt.
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Pour l’égalité (4.31) on a∫
∞

0
Φ(x,ψ(y))y

1
p−1dy = −

∫
∞

0
Φ(x, t)(ψ−1(t))

1
p−1dψ

−1(t)

= −
[
Φ(x, t)p(ψ−1(t))

1
p

]∞

0
+ p

∫
∞

0
(ψ−1(t))

1
p φ(x, t)dt

= p
∫

∞

0
(ψ−1(t))

1
p φ(x, t)dt.

En intégrant par parties le membre gauche de l’égalité (4.32), on déduit∫
∞

0

1
y2

∫
∞

ψ(y)
w(x)dxdy = −

∫
∞

0

1
(ψ−1(t))2

(∫
∞

t
w(x)dx

)
dψ
−1(t)

=
∫

∞

0
W1(t)d(

1
ψ−1(t)

)

= limτ→∞,s→0+

[
W1(t)

1
ψ−1(t)

]τ

s
+
∫

∞

0

1
ψ−1(t)

w(t)dt

=
∫

∞

0

1
ψ−1(t)

w(t)dt.

La preuve de l’égalité (4.33) est similaire à celle de (4.31). 2

4.3 Résultats principaux
Dans cette section, on prouve des théorèmes similaires aux théorèmes 4.1.1 et 4.1.2,

mais pour d’autres cas concernant les paramètres p et q.

Théorème 4.3.1. Soient 1≤ p , 0 < q < 1 et C3 > 0, alors l’inégalité(∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C3

[∫
∞

0
(Sφ f (x))qv(x)dx

] 1
q

(4.34)

est vérifiée pour toute fonction f ↓ si et seulement si(∫ r

0
w(x)dx

) 1
p

≤C3

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.35)

L’inégalité (4.34) est vérifiée pour toute fonction f ↑ si et seulement si(∫
∞

r
w(x)dx

) 1
p

≤C3

[∫
∞

0
Φ1(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.36)
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Preuve 1- La première équivalence entre (4.34) et (4.35).

(4.34)−→ (4.35). Il suffit de prendre f = 1(0,r).
(4.35)−→ (4.34).
Soient f ∈ C 1(0,∞) une fonction positive et strictement décroissante sur (0,∞), ψ satisfait
les hypothèses du lemme 4.2.4.
On pose r = ψ(y) dans l’inégalité (4.35), alors

∫
∞

0

(∫
ψ(y)

0
w(x)dx

) 1
p

y
1
p−1dy≤C3

∫
∞

0

[∫
∞

0
Φ(x,ψ(y))qv(x)dx

] 1
q

y
1
p−1dy. (4.37)

Soit g(y) =
∫

ψ(y)

0
w(x)dx, g ↓, 0 <

1
p
≤ 1, en appliquant l’inégalité (4.8), on déduit

∫
∞

0
g

1
p (y)y

1
p−1dy≥ p

(∫
∞

0
g(y)dy

) 1
p

.

Si on désigne par LHS et RHS respectivement le côté gauche et le côté droit de l’inégalité
(4.37), on obtient

LHS ≥ p
(∫

∞

0

(∫
ψ(y)

0
w(x)dx

)
dy
) 1

p

= p
(∫

∞

0
ψ
−1(x)w(x)dx

) 1
p

en vertu de(4.30),

et d’autre part

RHS = C3

∫
∞

0

[∫
∞

0
Φ(x,ψ(y))qv(x)dx

] 1
q

y
1
p−1dy

= C3

∫
∞

0

[∫
∞

0
Φ(x,ψ(y))qyq( 1

p−1)v(x)dx
] 1

q

dy

= C3

∫
∞

0

[∫
∞

0

(
Φ(x,ψ(y))y

1
p−1v

1
q (x)

)q
dx
] 1

q

dy

= C3

∫
∞

0
‖Φ(x,ψ(y))y

1
p−1v

1
q (x) ‖Lq,x dy,
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en utilisant l’inégalité intégrale inverse de Minkowski et l’égualité (4.31), on a

RHS ≤ C3 ‖
∫

∞

0
Φ(x,ψ(y))y

1
p−1v

1
q (x)dy ‖Lq,x

= C3

[∫
∞

0
v(x)

(∫
∞

0
Φ(x,ψ(y))y

1
p−1dy

)q

dx
] 1

q

= C3

[∫
∞

0
v(x)

(
p
∫

∞

0
(ψ−1(t))

1
p φ(x, t)dt

)q

dx
] 1

q

= C3 p
[∫

∞

0
v(x)

(∫
∞

0
(ψ−1(t))

1
p φ(x, t)dt

)q

dx
] 1

q

.

Si on pose f (t) = (ψ−1(t))
1
p , on déduit l’inégalité (4.34).

Soit f ↓, on considére une suite { fn} n ∈ N de fonctions positives fn ∈ C 1(0,∞) stricte-
ment décroissante sur (0,∞) telle que

fn(x)≤ fn+1(x)≤ f (x), n ∈ N, x ∈ (0,∞)

et
limn→+∞ fn(x) = f (x), x ∈ (0,∞), (4.38)

alors (∫
∞

0
f p
n (x)w(x)dx

) 1
p

≤ C3

(∫
∞

0
(Sφ fn)

q(x)v(x)dx
) 1

q

≤ C3

(∫
∞

0
(Sφ f )q(x)v(x)dx

) 1
q

.

(4.39)

En appliquant le théorème de la convergence monotone, on déduit(∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

= limn→+∞

(∫
∞

0
f p
n (x)w(x)dx

) 1
p

≤ C3

(∫
∞

0
(Sφ f )q(x)v(x)dx

) 1
q

.

(4.40)

2- Deuxieme équivalence entre (4.34) et (4.36).
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(4.34)−→ (4.36), il suffit de prendre f = 1(r,∞).
(4.36)−→ (4.34).
Soit r = ψ(y) et en intégrant (4.36), on conclut que∫

∞

0

(∫
∞

ψ(y)
w(x)dx

) 1
p

y−
1
p−1dy≤C3

∫
∞

0

[∫
∞

0
Φ1(x,ψ(y))qv(x)dx

] 1
q

y−
1
p−1dy, (4.41)

soit g(y) =
∫

∞

ψ(y)
w(x)dx, g ↑, 0 <

1
p
≤ 1, et par l’inégalité (4.20), on obtient

∫
∞

0
g

1
p (y)y−

1
p−1dy≥ p

(∫
∞

0

1
y2 g(y)dy

) 1
p

.

Soit LHS le membre gauche de l’inégalité (4.41), en appliquant l’inégalité (4.32), on a

LHS ≥ p
(∫

∞

0

(
1
y2

∫
∞

ψ(y)
w(x)dx

)
dy
) 1

p

= p
(∫

∞

0
(ψ−1(x))−1w(x)dx

) 1
p

,

et

RHS = C3

∫
∞

0

[∫
∞

0
Φ1(x,ψ(y))qv(x)dx

] 1
q

y−
1
p−1dy

= C3

∫
∞

0

[∫
∞

0

(
Φ1(x,ψ(y))y−

1
p−1v

1
q (x)

)q
dx
] 1

q

dy

= C3

∫
∞

0
‖Φ1(x,ψ(y))y−

1
p−1v

1
q (x) ‖Lq,x dy,

à l’aide de l’inégalité intégrale inverse de Minkowski et l’égalité (4.33), on obtient

RHS ≤ C3 ‖
∫

∞

0
Φ1(x,ψ(y))y−

1
p−1v

1
q (x)dy ‖Lq,x

= C3

[∫
∞

0
v(x)

(∫
∞

0
Φ1(x,ψ(y))y−

1
p−1dy

)q

dx
] 1

q

= C3

[∫
∞

0
v(x)

(
p
∫

∞

0
(ψ−1(t))−

1
p φ(x, t)dt

)q

dx
] 1

q

= C3 p
[∫

∞

0
v(x)

(∫
∞

0
(ψ−1(t))−

1
p φ(x, t)dt

)q

dx
] 1

q

,
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en posant f (t) = (ψ−1(t))−
1
p , on déduit (4.34).

Soit f ↑, on considére maintenant une suite { fn} n ∈ N de fonctions positives fn ∈
C 1(0,∞) strictement croissante sur (0,∞) telle que

f1(x)≥ ...≥ fn(x)≥ fn+1(x)≥ f (x), n ∈ N, x ∈ (0,∞),

où f1 est une fonction intégrable sur (0,∞) et

fn(x)≤ fn+1(x)≤ f (x), n ∈ N, x ∈ (0,∞),

alors (∫
∞

0
f p
n (x)w(x)dx

) 1
p

≤C3

(∫
∞

0
(Sφ fn)

q(x)v(x)dx
) 1

q

. (4.42)

On suppose que
gn(x) = f1(x)− fn(x),

donc {gn} est une suite croissante, on peut alors appliquer le théorème de la convergence
monotone.

limn→+∞

∫
∞

0
gn(x)dx =

∫
∞

0
limn→+∞( f1(x)− fn(x))dx

=
∫

∞

0
f1(x)dx−

∫
∞

0
limn→+∞ fn(x)dx,

(4.43)

et

limn→+∞

∫
∞

0
gn(x)dx = limn→+∞

(∫
∞

0
f1(x)dx−

∫
∞

0
fn(x)dx

)

=
∫

∞

0
f1(x)dx−

∫
∞

0
limn→+∞ fn(x)dx.

(4.44)

En appliquant (4.43) et (4.44), on déduit

limn→+∞

∫
∞

0
fn(x)dx =

∫
∞

0
limn→+∞ fn(x)dx. (4.45)

Puisque | fn(x)| ≤ f1(x), en appliquant le théorème de Lebesgue, on obtient

limn→+∞

(∫
∞

0
(Sφ fn)

q(x)v(x)dx
) 1

q

=

(∫
∞

0
(Sφ f )q(x)v(x)dx

) 1
q

. (4.46)

A l’aide (4.42), (4.45) et (4.46), on obtient(∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C3

(∫
∞

0
(Sφ f )q(x)v(x)dx

) 1
q

. 2
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Théorème 4.3.2. Soient 1≤ p, q < 0 et C4 > 0, alors l’inégalité(∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C4

[∫
∞

0
(Sφ f (x))qv(x)dx

] 1
q

(4.47)

est vérifiée pour toute fonction f ↓ si et seulement si(∫ r

0
w(x)dx

) 1
p

≤C4

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.48)

L’inégalité (4.47) est vérifiée pour toute fonction f ↑ si et seulement si(∫
∞

r
w(x)dx

) 1
p

≤C4

[∫
∞

0
Φ1(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.49)

Preuve Puisque l’inégalité intégrale inverse de Minkowski pour q < 0 est identique au
cas 0 < q < 1, la preuve du théorème 4.3.2 est similaire à la preuve du théorème 4.3.1. 2

Théorème 4.3.3. Soient 0 < p < 1 , 1≤ q et C5 > 0, alors l’inégalité(∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≥C5

[∫
∞

0
(Sφ f (x))qv(x)dx

] 1
q

(4.50)

est vérifiée pour toute fonction f ↓ si et seulement si(∫ r

0
w(x)dx

) 1
p

≥C5

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.51)

L’inégalité (4.50) est vérifiée pour toute fonction f ↑ si et seulement si(∫
∞

r
w(x)dx

) 1
p

≥C5

[∫
∞

0
Φ1(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0. (4.52)

Preuve La preuve de ce théorème est similaire à celle du théorème 4.3.1. 2

Théorème 4.3.4. Soient p < 0 , q < 0 et C6 > 0. Si(∫ r

0
w(x)dx

) 1
p

≤C6

[∫
∞

0
Φ1(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0, (4.53)

alors (∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C7

[∫
∞

0
(Sφ f (x))qv(x)dx

] 1
q

(4.54)
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est vérifiée pour toute fonction f ↑.
Si (∫

∞

r
w(x)dx

) 1
p

≤C6

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0, (4.55)

alors (4.54) est vérifiée pour toute fonction f ↓ ,
où C7 = (1− p)

1
p (

p
p−1

)C6.

Preuve (4.53)−→ (4.54)
On pose r = ϕ(y) ↑ dans l’inégalité (4.53), alors

∫
∞

0

(∫
ϕ(y)

0
w(x)dx

) 1
p

y−
1
p−1dy≤C6

∫
∞

0

[∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qv(x)dx

] 1
q

y−
1
p−1dy (4.56)

Soient g(y) =
∫

ϕ(y)

0
w(x)dx, g ↑, 1

p < 0, en appliquant l’inéqalité (4.23), on obtient

∫
∞

0
g

1
p (y)y−

1
p−1dy≥ (

1
1− p

)
1
p−1
(∫

∞

0

1
y2 g(y)dy

) 1
p

.

Soient LHS et RHS respectivement le côté gauche et le côté droit de l’inégalité (4.56), en
utilisant l’égalité (4.28), on a

LHS ≥ ( 1
1−p)

1
p−1
(∫

∞

0

(
1
y2

∫
ϕ(y)

0
w(x)dx

)
dy
) 1

p

= (
1

1− p
)

1
p−1
(∫

∞

0
(ϕ−1(x))−1w(x)dx

) 1
p

.

D’autre part

RHS = C6

∫
∞

0

[∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qv(x)dx

] 1
q

y−
1
p−1dy

= C6

∫
∞

0

[
yq(− 1

p−1)
∫

∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qv(x)dx

] 1
q

dy

= C6

∫
∞

0
‖Φ1(x,ϕ(y))y

− 1
p−1v

1
q (x) ‖Lq,x dy.
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De l’inégalité intégrale inverse de Minkowski et l’égalité (4.29), il vient

RHS ≤ C6 ‖
∫

∞

0
Φ1(x,ϕ(y))y

− 1
p−1v

1
q (x)dy ‖Lq,x

= C6

{∫
∞

0
v(x)

(∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))y

− 1
p−1dy

)q

d(x)
} 1

q

= C6

{∫
∞

0
v(x)

(
−p

∫
∞

0
(ϕ−1(t))−

1
p φ(x, t)dt

)q

dx
} 1

q

= C6(−p)
{∫

∞

0
v(x)

(∫
∞

0
(ϕ−1(t))−

1
p φ(x, t)dt

)q

d(x)
} 1

q

,

finalement en prenant f (t) = (ϕ−1(t))−
1
p et C7 = (1− p)

1
p (

p
p−1

)C6, on déduit (4.54).

La preuve de la deuxième implication est similaire à celle de la deuxième partie du théorème
4.3.1. 2

Théorème 4.3.5. Soient p < 0, 0 < q < 1 et C8 > 0. Si(∫
∞

r
w(x)dx

) 1
p

≤C8

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0, (4.57)

alors (∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C9

[∫
∞

0
(Sφ f (x))qv(x)dx

] 1
q

(4.58)

est vérifiée pour toute fonction f ↓.
Si (∫ r

0
w(x)dx

) 1
p

≤C8

[∫
∞

0
Φ1(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0, (4.59)

alors (4.58) est vérifiée pour toute fonction f ↑,
où C9 = (1− p)

1
p (

p
p−1

)C8.

Preuve La preuve du théorème 4.3.5 est similaire à celle du théorème 4.3.4. 2

Théorème 4.3.6. Soient p < 0, q≥ 1 et C10 > 0. Si(∫
∞

r
w(x)dx

) 1
p

≤C10

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0, (4.60)
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alors (∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C11

[∫
∞

0
(Sφ f (x))qv(x)dx

] 1
q

(4.61)

est vérifiée pour toute fonction f ↓ .
Si (∫ r

0
w(x)dx

) 1
p

≤C10

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0 (4.62)

alors (4.61) est vérifiée pour toute fonction f ↑,
où C11 ≥ (1− p

q )
1
p−

1
q (− p

q )
1
qC10 .

Preuve (4.60)−→ (4.61)
On pose r = ϕ(y) ↑ dans l’inégalité (4.60), alors

∫
∞

0

(∫
∞

ϕ(y)
w(x)dx

) q
p

y
q
p−1dy≤Cq

10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ(x,ϕ(y))qv(x)dx

)
y

q
p−1dy, (4.63)

soit g(y) =
∫

∞

ϕ(y)
w(x)dx, g ↓ et q

p < 0 , d’aprés l’inégalité (4.22) on obtient

∫
∞

0
g

q
p (y)y

q
p−1dy≥ (

q
q− p

)
q
p−1
(∫

∞

0
g(y)dy

) q
p

,

d’où ∫
∞

0

(∫
∞

ϕ(y)
w(x)dx

) q
p

y
q
p−1dy≥ (

q
q− p

)
q
p−1
(∫

∞

0

(∫
∞

ϕ(y)
w(x)dx

)
dy
) q

p

.

Soient LHS et RHS respectivement le côté gauche et le côté droit de l’inégalité (4.64), en
vertu de l’égalité (4.26) on déduit

LHS≥ (
q

q− p
)

q
p−1
(∫

∞

0
ϕ
−1(x)w(x)dx

) q
p

.
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D’autre part en appliquant le théorème de Fubini, nous aurons

RHS = C10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ

q(x,ϕ(y))v(x)dx
)

y
q
p−1dy

= C10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ

q(x,ϕ(y))v(x)y
q
p−1dx

)
dy

= C10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ

q(x,ϕ(y))y
q
p−1v(x)dy

)
dx

= C10

∫
∞

0

∫
∞

0
Φ(x,ϕ(y))qy

q
p−1dyv(x)dx

= C10

∫
∞

0
I(x)v(x)dx,

où
I(x)≡

∫
∞

0
Φ(x,ϕ(y))qy

q
p−1dy.

Si on fixe x > 0 avec t = ϕ(y) dans I(x) et en intégrant par parties, on a

I(x) =
∫

∞

0
Φ(x,ϕ(y))qy

q
p−1dy

=
∫

∞

0
Φ(x, t)q

ϕ
−1(t)

q
p−1dϕ

−1(t)

= −p
∫

∞

0
ϕ
−1(t)

q
p Φ(x, t)q−1

φ(x, t)dt.

Dans la suite on applique le lemme 4.1.2 (iii).
Soit

g(t) = Φ(x, t)q−1
φ(x, t), h(t) = Φ(x, t),

f (t) = ϕ
−1(t)

1
p ,↓ C2 =

1
q∫ r

0
g(t)dt =

∫ r

0
Φ(x, t)q−1

φ(x, t)dt =
1
q

Φ(x,r)q ≤C2h(r)q,

ainsi ∫
∞

0
f q(t)g(t)dt ≤C2

[∫
∞

0
f (t)h′(t)dt

]q

,

et on déduit ∫
∞

0
ϕ
−1(t)

q
p Φ(x, t)q−1

φ(x, t)dt ≤ 1
q

[∫
∞

0
ϕ
−1(t)

1
p φ(x, t)dt

]q

,
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il vient

I(x)≤− p
q

[∫
∞

0
ϕ
−1(t)

1
p φ(x, t)dt

]q

,

alors

RHS≤Cq
10−

p
q

∫
∞

0

[∫
∞

0
ϕ
−1(t)

1
p φ(x, t)dt

]q

v(x)dx,

par conséquent

q
q− p

q
p−1
(∫

∞

0
ϕ
−1(x)(x)dx

) q
p

≤Cq
10

(
− p

q

)[∫
∞

0
ϕ
−1(t)

1
p φ(x, t)dt

]q

v(x)dx,

d’où(∫
∞

0
ϕ
−1(x)w(x)dx

) q
p

≤ q
q− p

1
q−

1
pC10

(
− p

q

) 1
q
{∫

∞

0

(∫
∞

0
ϕ
−1(t)

1
p φ(x, t)dt

]q

v(x)dx
} 1

q

.

Il suffit de prendre f = (ϕ−1(t))
1
p , donc(∫

∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C10

(
1− p

q

) 1
p−

1
q
(
− p

q

) 1
q
(∫

∞

0
(Sφ f )q(x)v(x)dx

) 1
q

.

Preuve (4.62)−→ (4.61)
On pose r = ϕ(y) ↑ dans l’inégalité (4.62), alors

∫
∞

0

(∫
ϕ(y)

0
w(x)dx

) q
p

y−
q
p−1dy≤Cq

10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qv(x)dx

)
y−

q
p−1dy, (4.64)

soit g(y) =
∫

ϕ(y)

0
w(x)dx, g ↑ et q

p < 0 , d’aprés l’inégalité (4.22) on obtient

∫
∞

0
g

q
p (y)y−

q
p−1dy≥ (

q
q− p

)
q
p−1
(∫

∞

0

1
y2 g(y)dy

) q
p

d’où ∫
∞

0

(∫
ϕ(y)

0
w(x)dx

) q
p

y−
q
p−1dy≥ (

q
q− p

)
q
p−1
(∫

∞

0

1
y2

(∫
ϕ(y)

0
w(x)dx

)
dy
) q

p

Soient LHS et RHS respectivement le côté gauche et le côté droit de l’inégalité (4.64), en
vertu de l’égalité (4.28), on déduit

LHS≥ (
q

q− p
)

q
p−1
(∫

∞

0
(ϕ−1(x))−1w(x)dx

) q
p

.
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D’autre part en appliquant le théorème de Fubini, nous aurons

RHS = C10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qv(x)dx

)
y−

q
p−1dy

= C10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qv(x)y−

q
p−1dx

)
dy

= C10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qy−

q
p−1v(x)dy

)
dx

= C10

∫
∞

0

(∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qy−

q
p−1dy

)
v(x)dx

= C10

∫
∞

0
I′(x)v(x)dx,

où
I′(x)≡

∫
∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qy−

q
p−1dy.

Si on fixe x > 0 avec t = ϕ(y) dans I’(x) et en intégrant par parties, on a

I′(x) =
∫

∞

0
Φ1(x,ϕ(y))qy−

q
p−1dy

=
∫

∞

0
Φ1(x, t)q

ϕ
−1(t)−

q
p−1dϕ

−1(t)

= −p
∫

∞

0
ϕ
−1(t)−

q
p Φ1(x, t)q−1

φ(x, t)dt.

Dans la suite on applique le lemme 4.1.2 (ii).
Soit

g(t) = Φ1(x, t)q−1
φ(x, t), h(t) = Φ1(x, t),

f (t) = ϕ
−1(t)−

1
p ↑, C◦ =

1
q∫

∞

r
g(t)dt =

∫
∞

r
Φ1(x, t)q−1

φ(x, t)dt =
1
q

Φ1(x,r)q ≤C◦h(r)q

ainsi ∫
∞

0
f q(t)g(t)dt ≤C◦

[
−
∫

∞

0
f (t)h′(t)dt

]q
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et on déduit∫
∞

0
ϕ
−1(t)−

q
p Φ1(x, t)q−1

φ(x, t)dt ≤C◦

[
−
∫

∞

0
ϕ
−1(t)−

1
p (−φ(x, t))dt

]q

il vient

I′(x)≤− p
q

[∫
∞

0
ϕ
−1(t)−

1
p φ(x, t)dt

]q

alors

RHS≤− p
q

∫
∞

0

[∫
∞

0
ϕ
−1(t)−

1
p φ(x, t)dt

]q

v(x)dx,

par conséquent

(
q

q− p
)

q
p−1
(∫

∞

0

1
ϕ−1 (x)w(x)dx

) q
p

≤Cq
10(−

p
q
)
∫

∞

0

[∫
∞

0
ϕ
−1(t)−

1
p φ(x, t)dt

]q

v(x)dx

d’où(∫
∞

0

1
ϕ−1 (x)w(x)dx

) q
p

≤ (
q

q− p
)1− q

pCq
10(−

p
q
)
∫

∞

0

[∫
∞

0
ϕ
−1(t)−

1
p φ(x, t)dt

]q

v(x)dx

Il suffit de prendre f = (ϕ−1(t))−
1
p ↑, donc(∫

∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≤C10

(
1− p

q

) 1
p−

1
q
(
− p

q

) 1
q
(∫

∞

0
(Sφ f )q(x)v(x)dx

) 1
q

. 2

Théorème 4.3.7. Soient 0 < p < 1, q < 0 et C12 > 0. Si(∫
∞

r
w(x)dx

) 1
p

≥C12

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0, (4.65)

alors (∫
∞

0
f p(x)w(x)dx

) 1
p

≥C13

[∫
∞

0
(Sφ f (x))qv(x)dx

] 1
q

(4.66)

est vérifiée pour toute fonction f ↓ .
Si (∫ r

0
w(x)dx

) 1
p

≥C12

[∫
∞

0
Φ(x,r)qv(x)dx

] 1
q

, ∀r > 0 (4.67)

alors (4.66) est vérifiée pour toute fonction f ↑,
où C13 ≤ (1− p

q )
1
p−

1
q (− p

q )
1
qC12 .

Preuve La preuve du théorème 4.3.7 est similaire à celle du théorème 4.3.6. 2
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Conclusion

Des inégalités intégrales telles que les inégalités de Minkowski, de Hardy ou de type
de Hardy ont été généralisées et ceci en prenant compte de la monotonie des fonctions, les
fonctions de poids et l’introduction de plusieurs paramètres tels que ceux d’intégrabilité.
A l’issue de ces travaux et en vue de cette petite contribution dans les inégalités intégrales,
se présente la perspective d’étendre ces résultats à Rn ou bien à des sous-ensembles de Rn ,
n≥ 2. Ainsi on espère que ces nouvelles inégalités trouveront des applications.
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