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Introduction

En 1920 G. H. Hardy a établi et prouvé une inégalité portant son nom. Cette inégalité est
appliquée dans différents domaines de mathématiques telles que les équations aux dérivées
partielles, les espaces fonctionnels et autres. Elle a connu plusieurs géneralisations et elle
continue d’attirer I’attention des mathématiciens dans la recherche des inégalités et leurs ap-
plications.

Dans cette these on commence par établir et prouver quelques inégalités intégrales :
inégalités inverses de Minkowski et celles du type de Hardy. Ensuite on aborde quelques
opérateurs de type Hardy et autres o sont obtenus plusieurs resultats.

La thése comprend quatre chapitres, une conclusion et une bibliographie.

Dans le premier chapitre, on donne un apercu sur les inégalités classiques de Young,
Holder, Minkowski et celles de Hardy.

Au deuxieme chapitre on étudie les inégalités inverses de Minkowski et celles de Hardy
relatives aux fonctions monotones. La premiere partie de ce chapitre, a fait I’objet d’une pu-
blication internationle [3]. Ensuite les résultats de cette premicre partie sont généralisés et
font I’objet d’un travail déja soumis ( voir [5]).

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude des opérateurs de type de Hardy, ou on
considére quelques nouveaux types d’inégalités intégrales classiques de Hardy en incluant
plusieurs parametres et en utilisant de nouveaux opérateurs pondérés S; et S>.( Publication
parue voir [4]).

Dans le quatriéme chapitre est considéré un certain opérateur ( géneral ) ou sont établies
et prouvées des inégalités intégrales pondérées pour des fonctions monotones non-négatives
avec les parametres p et g [24]. Ces inégalités intégrales sont étendues aux différents cas de
figures des parametres p et g et en particulier le cas des paramétres négatifs. Ce capitre a fait
I’objet d’un travail soumis ( voir [6]).

A la fin de manuscrit on trouve une conclusion et une bibliographie assez détaillée.
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Chapitre 1

Généralités et inégalités classiques.

1.1 Généralités

Notations :.
1)e est le sous ensemble de 2 de mesure nulle.
2)p.p veut dire presque partout.
3) | Q2| désigne la mesure de Lebesgue de I’ensemble Q.
4) On définit le support d’une fonction continue f par

suppf ={x € R, f(x) # 0}.

5)C(R™) est L’ensemble des fonctions continues sur R” .
6) On dit que f € Co(R") si f est continue sur R”, et a support compact.

Lemme 1.1.1. (Lemme de Fatou) Soient Vk € N, les fonctions f; non-négatives et mesu-
rables sur un ensemble mesurable Q C R" et presque partout sur Q existe la limite finie ou

infinie klgn fi(x) = f(x). Alors

[ s@dx < fim [ fi(x)ax, (1.1)
et

/f(x)dxgsup Sr(x)dx. (1.2)

Q keNJQ

Preuve Voir [25], [12].

Remarque 1.1.1. Si ]}im fr(x) = oo sur Q, |Q| >0, on pose [q f(x)dx = +oo.
—»00



Théoreme 1.1.1. (Convergence monotone) Soient Vk € N, f;. des fonctions non-négatives
et mesurables sur un ensemble Q mesurable, Q CR", de plus fi(x) < fir1(x) p.p. Alors

lim /Q filx)dx = /Q lim fi(x)dx. (1.3)

k—roo

Preuve Voir [25], [12].

Théoreme 1.1.2. (Convergence dominée) Soient Yk € N, fj. des fonctions mesurables sur
un ensemble Q mesurable, Q C R" et p.p. existe sur Q la limite finie klim fi(x). S’il existe
—»00

une fonction G(x) intégrable et non-négative, telle que p.p. sur Q

[fel0)] < Glx), (1.4)
alors Yk € N les fonctions fy, et la fonction klim fi(x) = f(x) sont intégrables sur Q et
—>00
lim / fi(x)dx = / f(x)dx. (1.5)
k—o0 JQ Q

Preuve Voir [25], [12].

Remarque 1.1.2. La plus petite possible fonction dans (1.4) est la fonction G définie comme
suit :

G(x) =sup|fu(x)[, Vx€E.
neN

Théoreme 1.1.3. (Théoreme de Fubuni)

Soit E un ensemble mesurable de R" (E C R") et F C R™ (un ensemble mesurable) et la
fonction f(x,y) intégrable sur E X F. Alors pour presque tous les x € E f(x,y) est intégrable
sur F, pour presque tous lesy € F f(x,y) est intégrable sur E et :

Efo(x,y)dxdy=/E</Ff(x,y)dy>dx:/F</Ef(x,y)dx)dy' (1.6)

Preuve Voir [25], [12].

Conséquence 1.1. Si f(x,y) est mesurable sur E X F et est finie 'une des intégrales :

/E</F|f(x,)’)‘dy>dx, /F</E}f(x,y)‘dx)dy,

alors toutes les intégrales de (1.6) existent et de plus cette derniére est vérifiée.



Remarque 1.1.3. Si f n’est pas intégrable sur E X F, alors les intégrales itérées peuvent ne
pas exister ou exister et étre différentes.

Dans ce qui suit on définit I’espace de Lebesgue (espace de fonctions).

Définition 1.1.1. Soit Q C R", un ensemble mesurable avec 0 < p < oo et soit f : Q — C.
On dit que f € LP(Q) si

(1) f est mesurable sur Q2.
1/p
@) Wfllupiy = (S1717dx) " < oo

Définition 1.1.2. Soient Q C R" un ensemble mesurable, f : Q — C

supvraif(x) = inf sup f(x); (1.7)
xeQ eCQXEQ/e

inf vrai = inf . 1.8
inf vraif (x) sup n /ef(X) (1.8)

Définition 1.1.3. Soient Q C R", mesurable et soit f : Q — C, |Q} > 0. Ondit que f € L (Q)
si f est mesurable et

1120 = supvrail f2)] < - (1.9)

Remarque 1.1.4. On pose HfHL“’(Q) = 0 pour ‘Q‘ =0.

Théoreme 1.1.4. (Théoreme de Riesz) Soit Q C R", un ensemble mesurable et f une fonc-
tion mesurable sur Q, alors

tim [l £]] o ey = [/l =y (1.10)

p—reo

Preuve Voir [1], [11].



1.2 Les inégalités classiques

Dans cette section, on considére les Inégalités classiques de Young, Holder et celle de

Minkowski.

1.2.1 Les inégalités de Young

pourtouta,b>0€t%+1%:1,ona

a?  b¥
pour p>1: ab§—+—/
p p
P pP
pour 0<p<l1: abza—+—,
p p
ppr
pour p<O0: abza—-i-—,
p p
Preuve
Dans ce qui suit, on prouve (1.13). [7]
Les trois inégalités précédentes sont ramenées a
aP-1l pp-1 aP-1  pp-1
+ >1 ou + <1
bp ~ ap bp  ap
aP~! ab~!
et par le changement de variable ¢t = 5 onab= —
pr -1 gp—D('-1) 1 (=1
(l.p/ a t(P/*l),a,p/ N [(Plfl)_p/ p/
On obtient | - )
aP~"  bP— t 7\
t)= =— ) t>0,
1) bp " ap’ p+ 2
Alors pour tout ¢ > 0, on a
1 p/—l 4 _
ft)=—~ 7 =—(1-17").
p 7 p
Pour p<0et0<p' <1,ona
F)>0e=17 >1e1<1. (f / sur(0,1])

ft)<0=0<t<]l. (f N\ sur[l,0)),

(1.11)

(1.12)

(1.13)



d’ou
Vi€ (0,00):  f(t) <1,

donc

aP-l pr'-1 ab? b’
+ <l<—=ab>—+ — O
bp ap p P

pour p<0:

/

1.2.2 Les inégalités de Holder.

Les inégalités suivantes dits de Holder sont bien connues.
Soient E une partie mesurable de R", f € L,(E),g € L,y(E) et % + 1% =1, alors

1
o

pour p>1: /\f ]dt<(/f” dt)l(/E ()dt) . (1.14)

pour 0<p<1; /\f ydz></fp dt> (/g ) . (L15)
pour p<0: /|f |d;>(/fp dt) (/E ()dt) . (1.16)

1.2.3 Inégalités de Minkowski.

Théoreme 1.2.1. Soient Q € R" un ensemble mesurable, | < p < ooet f,g € L,(Q), alors

==

~|

1f+28llz,@ < [1fl,@ + gl @)- (1.17)

Démonstration. Voir [11].

Corollaire 1.2.1. Soient m € N, et fi € L,(Q) pour tout k € {1,2,...,m}, 1 < p < oo, alors
1Y fillz,@ < Y il @- (1.18)
k=1 k=1

Corollaire 1.2.2. Soient fi € L,(Q) pour tout k € IN tel que Z [ fell, @) <ooet 1 <p<eo

alors

1Y fellr,@ < Y Iz, @) (1.19)
k=1 k=1



Les inégalités integrales de Minkowski.
Soit f une fonction mesurable a valeurs réelles définie sur (a,b) x (c,d) — R.
d d
[ £yl an < [ 1Dy oy (1.20
c c
Si0<p<1
d d
| / fOy)ayle, (ap) = / £ L a(at) - (1.21)
c C
Dans [39], on a établi et prouvé I’inégalité intégrale de Minkowski pour p < 0.

Théoreme 1.2.2. Soient p <0, —0 < a < b < 4o et—oo < ¢ < d < o0, Supposons que
f soit mesurable et de signe constant sur (a,b) x (c,d) et f(x,y) € L,((a,b)) pour presque
touty € (c,d). Alors

d d
I 1) tputar = [ 1503 ey (1.22)

si le membre gauche est fini.

Preuve : on a

/ df(m)dy‘ < ! )l dy

donc on obtient :

d p d p
/Cf(xay)dy Z(/C \f(x,y)ldy) , pour p < 0.

w s ([ i) e
()
- [ o)
< UL (o)

[\

/c df (x,y)dy

’

£ (x, )] dy] dx

~1
If(x,y)!dX}d%

J/

Ry

10



en vertu de 1’inégalité de Holder sur R on obtient :

mo= [ ( /Cd\f<x,r>|dr)p_l £yl

L

> < [ [ ot pl(p_”w) (f \f(x,y>|”dx)’l’
- (1) ol pdx)’l’ () If(x,y)l”dxy] R,
o ['su= [“ra
d/}ﬁ / ] dax > / " Rudy
> /Cddey
(L1 vl a) ([ e o
= ({1 veoraf )" [ ([ ) o
dors
( A /Cdf(x,y)dypdx><ab /cdrf<x,r)rdrpdx) K - [ ( /ab|f(x,y>r"dx>'l’dy

on a pour toute fonction f mesurable :

I
Uab pdxv = /cd </ab\f(x,y)!pdx)']’dy.

d d
| 1B eyuiar = [ 170D eputamdy: O

/ ‘ |f(x,y>|dy‘-

par conséquent

/ ! ey

11



1.3 Notions sur les inégalités de Hardy

Dans cette section, nous présentons quelques inégalités classiques de Hardy.

1.3.1 Inégalités classiques de Hardy

En 1920 G.H.Hardy énonga et prouva I’'inégalité intégrale suivante

Théoreme 1.3.1. Soient p > 1, f une fonction non négative et mesurable sur l’intervalle
(0,00), F une fonction définie par :

F(x)= /Oxf(t)dt, x>0,

/0°° (chX))pdx< (%)p/om(f(x»’”dx, (1.23)

p
avec [ #0. La constante ( Ll) est optimale (la plus petite possible).
p _

alors

Théoreme 1.3.2. Soient p > 1, f une fonction non négative et mesurable sur l’intervalle
(0,00), F une fonction définie par :

F(x) :/ f)dt, x>0,
X
alors - -
/ FP(x)dx < p” / (ef (x)) dx, (1.24)
0 0
avec f #0. La constante p? est optimale.

Le théoreme suivant généralise I'inégalité intégrale de Hardy classique en introduisant
des pondérations de puissance x%.

Théoreme 1.3.3. Soient f une fonction positive, p > 1 et &« < p— 1, alors

/0°° ()l—c/oxf(t)dt>px“dx§ (#)p/ow (f(x))? x*dx. (1.25)

Actuellement les developpements de (1.23) et (1.25) ont abouti a des inégalités dites
inégalités de type de Hardy.

12



Théoréme 1.3.4. Soientp>1, a #1,0< / t~%(tf(t))? dt < = et F une fonction définie
0
par:

F(x):/oxf(t)dt, (0> 1); F(x):/:f(t)dt, (@< 1),

/waan(x)de (‘a’%”)p/;t“ (tf ()" dr. (1.26)

L’inégalité classique de Hardy pour les quasi-normes est exprimée a 1’aide du théoréme
suivant .

alors

Théoreme 1.3.5. Soient 0 < p <1, a#1,0< / t7%(tf(1))’ dt < = et F une fonction
0
définie par :

:/xf(t)dt, (a>1); F(X)Z/wf(t)dt, (a<1),
0 X

alors

/owxaF”(X)dx> ( P )p/:t“ (tf (1))’ dr. (1.27)

o —1

Soit f une fonction a une seule variable définie sur (0, o).
Considérons les deux opérateurs H; et H, définis de la maniere suivante :

H lf / f Vx>0,
(1a valeur moyenne de f sur I'intervalle (0,x) )

et

(Hof)(x / ) Vx > 0.

Théoreme 1.3.6. Soient 1 < p < oo, — + — =1, & un nombre réel ,
p P

f une fonction non négative et mesurable sur ’intervale (0,o0).
Sia< ,, alors

1 -1
) Wiy < (=) WOy (128)

et si a>§ , alors
1 71
K (E ) (), < (a - ;) I )l (1.29)

13



-1 ~1
Remarque 1.3.1. (1% — OC) et (OC — %) sont les constantes optimales dans (1.28) et
(1.29).

Cas particulier : si ¢ = 0 dans (1.28), on aura

ICHLF) )Ly < PIF GO Ly (1.30)

on retrouve (1.23) ou I’inégalité est stricte.

Remarque 1.3.2. Soient X et Y deux espaces semi-normés, I’opérateur A est défini de X vers
Y, On rappelle qu’un opérateur A est dit borné s’il éxiste un nombre réel M > 0 tel que ,

vieX: [Aflly <M|flix, (1.31)

( en particulier si || f||x =0, alors ||Af|ly =0).

On désigne par

M* = inf
e

( 1 I’ensemble de tous les nombres M pour lesquels (1.31) est vérifiée).
De (1.31) on obtient
VEeX: [Afly <M flx. (1.32)

le nombre M* est appelé semi-norme de 1’opérateur A . On note
1A][x—y =M".

(‘siY estun espace normé, alors M* est une norme ).

On conclut que la semi-norme (norme) de 1’opérateur A est la constante optimale ( la plus
petite possible ) dans (1.31).

Si I’opérateur A satisfait a la condition suivante :

pour f € X telle que ||f|lx #0et||Af]ly #0, alors linégalité (1.31) est équivalente a

ALl _
e =

c’est a dire M™* est la borne supériere de 1’ensemble

{”Af”Y
I1£1lx

VFEX | fllx #0, M (1.33)

:feXMﬂh%O}

14



Donc, en vertu de la définition de la borne supériere (sup *) on aura

AS|ly
rex flxzo 11

Al x=y = (1.34)

Considérons pour 1 < p <eo, ot € R I’espace L, (9. est I'éspace de toutes les fonctions
mesurables sur (0,0) pour lesquelles, x* f(x) € L (g.c0) €t

HfHLp,a(o,m) = Hxaf(x)HLp(oﬁw) < oo (1.35)

Alors conpte tenu de ceci, on peut reformuler la premiere partie du théoreme (1.3.6) comme
suit :

si o < , , alors
1 -1
e CEO R (136
du fait que la constante est optimale , on peut écrire
1 —1
VL oo+t = (—,—a) , (137
p
oty + =1
De méme pour la deuxieme partie du théoreme (1.3.6) par rapport a I’opérateur H,, on a
Si o> i,
1\!
1212, 0= Lp ooy = (a—?> , (1.38)
N I
ou ; + 17 =1

’ N 1 . .
Théoreme 1.3.7. Pour1 < p <oo, — 4 — =1, c un nombre réel, f une fonction non négative

et mesurable sur l'intervalle (0,e0), il n’existe pas de A > 0 telles que les inégalités suivantes
soient vérifiées :
Sl > 1%

X4 L) () 1Ly gy < Al F ()| (1.39)
et si o < 1%

e (H2f ) Ly < AN S ()L - (1.40)

*. Si A est un opérateur linéaire, alors

lasly _
rex il 1l pex =1

lAf]ly-

[Allx—y =

15



Définition 1.3.1. Soient 1 < p < oo, o0 € R, I’espace Lp (o) est U'espace de toutes les
fonctions mesurables sur (0,00) te les que :

”fHLRa(o,m) <

Soit 0 < a < b < o0, on pose

Esf) @)= [ po)dya> 0

ax

Théoreme 1.3.8. Soient 1 < p <o, 0 < a < b < o, f une fonction non négative et mesurable
sur lintervalle (0;00). Alors I’opérateur Hz en tant qu’opérateur agissant de Ly, a(0,) dans

Lp7a(07°o), est borné.

Preuve : On pose

= W Nty = [ SOy

On fait un changement de variable z = y/x pour pouvoir appliquer I’inégalité intégrale de
Minkowski, d’ou

b
I=| [ 5 del

La fonction x% f(xz) est mesurable sur (0,0) X (a,b), alors en vertu de I’inégalité intégrale
de Minkowski on obtient

b b
L A {0 PR )

aprés avoir effectue le changement de variable ¢t = xz. Alors

b ol
/a Htaf(t)Hme,w)‘Z a pdz:C(%P)”taf(t)”Lp(om

ou
1 1
b1 ——a — -
C( 1) / Z /’dZ: bp —ap Si(X;é—/
b a 1 a p
/
p
et 1
Cap)=In(=) siax= r
1 1
avec —+ — = 1.
En conclusion
X (H3 £) ()| 00y < Cloep) X F 2,0 (1.41)

16



Analogues discrets

Définition 1.3.2. Soient 0 < p < oo, a = {ar};cp-ar € C.
On dit que a € () si
o I/p
lalle, = (Z \ak\p> < oo,
k=1

all¢., = sup |ax| < .
kelN

et pour p = oo, i

( c’est a dire a est une suite bornée. )

Lemme 1.3.1. Pour tout nombre réel @, il éxiste des constantes Cy, C, telles que ; pour toute
fonction f non négative et monotone définie sur (0,00), ’inégalité suivante est vérifiée

Cl Z 2k(a+1)f(2k) S/ Xaf(X)dX S C2 Z zk(OH-l)f(zk)‘
Preuve :
1: Si f décroissante.
a)a >0.
Ona:
oo k=-4o0 2k+]
/ Xfx)yde = ) / x%f(x)dx
0 oo/ 2K
k=00 2k+l
< / ke £(2ky gy,
k*—oo 2t
Alors

k+1

“ e +°° k+1 o k
x% f(x)dx F(2Kydx
0 k_ 2k

—o0

IN

k=-+o0

— Z 2(k+1)0€2kf(2k)

k=—oc0

k=40

— 9o Z 2k(a+l)f(2k)‘

k=—oco
D’autre part comme f est décroissante , alors

oo k=-oc0
/0 x“f(x)dxz i 2ka+kf(2k+1)‘

k=—oo

17



On fait le changement de variable m = k+ 1, alors on obtient

k=-4oc0

k=400
Z 2k0€+kf(2k+l):2—06—1 i 2k(a+1)f(2k>

k=—oo k=—oo

et on déduit que C; =2"%" ! et C, = 2%.

b)a <0
) k=-4o0
/0 x f()c)dx:k:z:m/2

2k+l 2k+1

k=00
o k
kzzw/zk x*f(2%) dx

IN

k=-4o0

Z 2k(06+1)f(2k)

k=—oo

IN

D’autre part
oo k=-4o0 2k+1 k=-4o0
/ xaf(x) dx > Z / 2k+1 dx > Z 2 (k+1) 06+kf(2k+1)
en faisant le méme changement de variable, m = k+ 1, on obtient
-1 y pk(o1) £(2ky < / W f(x)dx < Y pk(ot1) £ (kY.
j— 0 j—

ot C;=2"letC,=1.
2 : Si f croissante.

D’une maniére analogue a 1 on prouve 1’inégalité en question ou C; =2% et C; =

Les inégalités de Hardy dans les cas discrets

Les analogues discrets de (1.28) et (1.29).
Pour a = {a;}\="__, a; € C on pose :

k=co 1/p
lalle, = [{ax}e, == ( Y Iakl”> ;1< p<eo
k:—oo
et on démontre qu’il existe ¢ = C(p,B) > 0,d= a’(pﬁ) > 0, telles que :
k & k
12 Y beble, < cll{2F b} e, B <O,

/A

18
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(=00
22 Y bedle, < dll{2*bi} e, B > 0. (1.43)
{=k

On montre que les inégalités (1.42) et (1.43) découlent de (1.28) et (1.29) et donc sont leurs
analogues discrets.
Supposons que V¢ € Z by > 0,si (1.42) et (1.43) sont valables pour |by| alors elles le sont
pour by quel que soit son signe car |Zbg| < Z |by|.

L L

Pour obtenir I’inégalité (1.42) on pose
1 & ok
o= ﬁ + ]7, f(x) = Z b2 X(zkfl’zk)(x),
k=—o0

Ol ) (pk-1 oty (x) est la fonction caracréristique. Alors

foo ) " I/p
o = Po— “«
Wty = | L o2 [ <
Koo 1/p
~ ( y bizﬁpk> =i <2ﬁk.bk) e,
k=—o0

ou ¢ dépend seulement de S et p.
X

Ensuite (H,f)(x) = x'F(x), ot F(x) := / f(y)dy > 0, fonction non décroissante. Par
0

conséquent en vertu du lemme précédent, on a :

- 1/p
1{2PEF (25)}le, < c2 (/0 pr—”F(X)pdx) = 2| (HL) ()00

ou ¢, dépend seulement de f3 et p.

Comme ,

k % u 0 [? 1 &
FEY= [ so)dy= Y b2 [ ay=5 ¥ b

f=—c0 (=—c0

et par conséquent

=k
122 Y bedlle, = 2({2*F(2)} ],

(=—oo

IN

262 |l3P (HLf) ()l 0.y

Donc (1.42) est déduite de (1.28).
D’une maniere analogue on peut déduire (1.43) de (1.29).
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1.3.2 Inégalité intégrale de Hardy pour (0 < p < 1).

Pour les quasi-normes dans L, (0 < p < 1) les inégalités (1.28) et (1.29) ne sont plus
valables pour les fonctions non négatives seulement mesurables. Pour obtenir 1’analogue
de (1.28) et (1.29) on peut considérer la classe des fonctions monotones. C’est ce qui est
exprimé dans le théoréme suivant :

Théoreme 1.3.9. Soit 0 < p < 1,
1. Si —[l) <a<l-— 1%, alors pout toute fonctions f non-négative non-croissante sur (0,o0),
ona

1
)Wy 00 < (1=~ ) 7 e 0y 0 (1.44)

2.85Ta>1- %, alors pout toute fonctions f non-négative non-croissante sur (0,0), on a

o (H2 Py 0 < (B0 +1- ) 60y (145)

ou B(u,v) = fol =11 —x)""'dx est la fonction Beta.

1.3.3 Inégalité intégrale de Hardy (p < 0).

Les enoncés des théoremes suivants et leurs preuves ont fait I’objet de la publication de
Bicheng Yang [43], [9].Sip>1et 0< / 7t f(r))P dt < oo
0

on a I’inégalité suivante
oo p \’
/ X TFP(x) dx < (| 1> / T F () dr, (1.46)
0 r— 0

)4
ou la constante (ﬁ) est optimale.
r —

Dans ce qui suit, on considere une nouvelle inégalité intégrale du type de Hardy pour p < 0
avec une constante optimale.

Théoreme 1.3.10. Si p <0, r#1, f(t) > 0et 0 < / t7"(tf(t))P dt < oo, F une fonction
0
définie par :

F(x):/oxf(t)dt, (r<1); F(x):/:f(t)dt, (r>1),

alors, on a

— —-Pp P —r .
/Ox Fp(x)dx<(|r—l|) /0 1" (ef(1))? dt, (1.47)

p
) est la constante optimale.

ou le facteur | ——
[r—=1i
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X
Dans ce qui suit on démontre (1.47) pour I’opérateur F(x) = / f(t)dt, (r<1).0On
0

aura besoin de 1’inégalité suivante ol Il) + % =1;

(Lutowra) < ([wwwra) ( [wwar), 145)

qui découle directement de 1’inégalités de Holder (1.16).
[’égalité est valable si et seulement s’il existe des constantes ¢ et d non négatives, telles
qu’elles ne sont pas toutes nulles a la fois (c +d # 0) et

cuP(t)=dvi(t), p.p,surE. (%)
Ensuite on applique les lemmes suivants.

Lemme 1.3.2. Sip <0, r<1, f(t) >0et0 </ 17" (tf(2))P dt < oo, alors
0

(s (t)‘”)p e (ﬁ)p/owfr (e 0))" di, (149)

p
7 ) est la constante optimale. En particulier,

ou le facteur (
r—

(@) pourr=0, ona

() X p (e
_p\? P ..
/o (/o f(t)dt) dx < (—p) /0 (¢f(2))" dt, (1.50)
(ii) pour r = p, ona
[ rwar\”
| Jo 2R Y
/0 E dx<(—p_1> /0 fP(r)dr; (1.51)
(iii) pourr=1+p, ona
X p
. f(e)dt o
/xl /0 dx</ 1 () di (1.52)
0 X 0

ou les constantes dans les inégalités (1.50), (1.51) et (1.52) sont optimales.
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Preuve du lemme : En vertu de (1.48), on obtient

(/Oxf(t)dt)l’ _ (/Ox <tl+l{:1_rf(t)> (til_‘-lﬁl_r) dt)l’
/Oxt l+§7rfp(t) gt (/Oxt_ l+§7)7r dt) p—1
B (L)pI’er_l/oxf”g’ff’(r)dr,

(/Oxf(t)dt)ps (r%)p—]xp“ 1/0 S oy de (1.53)

Si I’'inégalité (1.53) n’est pas stricte, dans ce cas on suppose qu’il y’a égalité et d’apres (%)
pour

IN

alors

I+p—r

wty=1 # f@)ervity =1,

on a
1+p—r l+p—r

ct ¢ fP(t)=dt » , p.p,sur(0,00).

Par conséquent pour ¢ # 0, on a

d
(e f(@0) =17t ppysur(0,%),
c
d’ou / t7"(¢f(¢))? dt, est divergente ce qui contredit le fait que
0

0 </ t7"(tf(1))? dt < oo. Ainsid’aprés (1.53), ona
0

/omx_r (/oxf(t>dt>p o< (rf 1)p_] /omxl;r1 /oxtl+5_rf"(t)dtdx

P 1 1+
1 —r
X “a fP(t)dtdx

1-r_4 I+p—r
dx |t a fP(t)dt

pl 1-r 1+p—r
( tl’)t e fP(r)dt

S

Il
/\ /\ /\ /\
e
"’c;
/\\
8
=
*:T




Pour 0 < € < 1—r, fe(t) est définie par :

r=1+4¢

fe() =1 7 ' pourt € (0,1]; fe(t) =0, pourt e (1,0),

/ooox_r(/oxfe(t)dt>pdx:%(ﬁ)p’

/Omtr (tFo (1)) dt = %

et

p
P 1> dans (1.49) n’est pas optimale, alors, il
r —

S’il existe r < 1, telle que la constante (

p
existe une constante K, avec K < (%) telle que (1.49) reste valable si I’on remplace

p
( P > par K.
r—1

En particulier, on a

o () s [T onior an

1 P
1 (L) kL
e\r—1+e¢ €

p
) <K, quand € — 0. A partir de cette contradiction on déduit que

et puis

il s’ensuit que
r—1

p
( p 1) est la constante optimale dans (1.49).
r _

Ici on prouve (1.47) pour I’operateur F(x) = / fo)yde, (r>1).
X

Lemme 1.33. Si p <0, r> 1, f(1) > 010 < / T (f ()P di < oo, alors
0

/O‘”xr (/xwf(t)dt)pdx< <1l_7r)p/owfr (1 (2))P dt, (1.54)

p
) est optimale. En particulier,

oul la constante

—r
(i) pourr=2, ona

/Omx2 (/xwf(t)dt)p dx < (—p)? /Oootl’pr(t)dt’ (1.55)
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(i) pourr=1—p, ona

/wal’l (/:f(t)dt)pdx< /Oootzl’lfp(t)dt, (1.56)

ou les constantes dans les inégalités (1.55) et (1.56) sont optimales.

Preuve du lemme : En vertu de (1.48), on obtient

(/xwf(t)dt)p _ (/xoo <t1+lf;rf(t)> (;‘H,f’{r) dt)p

AN
>\8
~

7
=5
=
N
S~—
QL
~
7N
><\..8
N\
T
S
Q.
-~
N—
S

e P p=1 1—r  I4p—r
(/ f(t)dt) g(lfr) xp“l/z () dr. (1.57)

D’une maniére analogue au Lemme précedent on montre que 1’inégalité est stricte.

Puisque 0 < / 1" (tf(¢))? dt < oo, ainsid’aprés (1.57), ona
0

/Ooox—r (/;f(t)dt)p dx < (11_9r>1’1 /Oooxlpr_l/:tlﬂ/“fp(t)dtdx
- (1]ir)p_l/()w (/olxlprldx)tl+grf”(t)dt

_ P\ [ p
_ (1_;») /Ot (t£() dt,
on obtient (1.54).

Pour 0 < € <r—1, fe(t) définie par

r=1—-¢

fe()=1 7 ' pourt €[1,0); fe(t) =0, pourt € (0,1),

Fr (o) et

/Ooot"(tfg(t))” dt = %

on trouve que

et
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p
S’il existe r > 1, telle que la constante 1L dans (1.54) n’est pas optimale, alors, il

p
existe une constante K, avec K < (%) pour que (1.54) reste valable si I’on remplace
r

p
( P > par K.
1—r

En particulier, on a

[ ([ moar) as<x [ enor an

1 P 1

_(L) <kl

e\l—-r+e €
p

p
il s’ensuit que IL) <K, quand € — 0, donc on déduit que (%) est la constante

et puis

optimale dans (1.54).

Preuve du theoreme 1.3.10
D’aprés les inégalités (1.49) et (1.54) on déduit (1.47).

Remarque 1.3.3. Si on remplace f?(t) par f(t) et p par % dans (1.51), on aura

/OM w rdx<( ! )i/omf(t)dt. (1.58)

1—r

On considére les opérateurs H; et H, définis par :

0= [fwd a @@= [ o

X

Dans ce qui suit on étudie 1’analogue de (1.49) et (1.54), en opérant le changement du pa-
rametre r par & + p.

Théoreme 1.3.11. Soient p < 0, o £ 1 —p, f(1) >0 et 0 < / = (F(1))P di < oo, alors
0
(i)sio<1—p

/omxa(Hlf)”(x) dx < (L)p/omt“ (f(t))" dt, (1.59)

oa+p—1
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p p
ou (—) est optimale.
oa+p—1

(i)Sioa>1—p

oo _ P oo
X Y(Hy )P (x)dx < (—p) / A (f())P dt; 1.60
| ey @as< (L) [T (1.60
ou (—) est optimale.
oa+p—1
Preuve »
Pour montrer que ﬁ est optimale dans (1.59), on suppose qu’il éxiste une
p_

constante A > 0 tell que

[ (L roa) ax<a [T an

Ooox—a <)%/Oxf(t)dl‘)p dx »
| revora

pour cela, on considere la fonction f¢, 0 < & < —o— p+ 1 définie par

i.e

: (1.61)

{‘QO):1W+P1+®WH sit e (0,1]

ff;(t):Ov Sit€(17°°)7
ona
 ap x p Pd 1 ap wlatp—1+8)/p pd
t)dt =
/o" (of“?“ > * /o (@tp—t1+&)/p| &
_ ( P )p/lx—a—p+a+p—l+§dx
atp—1+&/) Jo
_ (#)”l
o+p—1+&) &’
donc

oo Cap X p p 71
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D’autre part, on a

o eso1iem1]” gy

/Ota(fg(t))pdt =

S—

1
(mo-pratp—1+E gy

I
S—

1
- &
alors .
| e (fe(e))? di = . (1.63)
0 3
De (1.61), (1.62) et (1.63), on obtient (ﬁ)p < A, quand & — 0 on déduit

p p
_r <A,dou _r est la constante optimale dans (1.59).
a+p—1 a+p—1

P
oa+p—1

/wao‘ <%/xwf(t)dt>pdx<B/owt“ (f(1))" dt,

/Ooox—a (%/xwf(t)dt>p dx
| ey a )

Pour 0 < £ < ot + p — 1, on définit la fonction Je par:

fe(t) = tl@tP=1=0)/p=1 it € [1,00)
fé(t):07 SilG(O,l),
xloatp—1-8)/p

0 0o v p
/0 x %P </X fg(t)dt>pdx = /1 x %r —(Ot—l—p—l—é)/p] dx
- (OC —{—p——pl -¢& )p/loox_a_P+a+p_]_é dx

- (a+p_f1—é>p%’

27

Dans I’'inégalité (1.60), si < n’est pas optimale, alors il éxiste une constante

B > 0 telle que

i.e

B. (1.64)

on a




donc

/wa‘“‘p (/;fg(t)dt)pdx: (ﬁ_]z—g)p%’ (1.65)

et
/ O (fe0) dr = | [t(“+1"1‘5)/”‘1]pdt
0 1
_ /oot—a—p+a+p—1—§ dt
1
_ 1
é 9
et - |
| () ar = 5. (1.66)
0 §
alors de (1.64), (1.65) et (1.66) on a (—) < B, quand £ — 0, on obtient
a+p—1-E&

_ p
(352) <&
a+p—1

B

On conclut que
oa+p-—1

p
) est la constante optimale dans (1.60).
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Chapitre 2

Inégalités inverses de Minkowski et
inégalités integrales de Hardy.

Le présent chapitre concerne les inégalités inverses de Minkowski et celles de Hardy
( dans le cas ou les fonctions sont monotones ). Ce chapitre a fait I’objet d’une publication
internationle parue [3] et une autre soumise [5].

2.1 Sur les inégalités inverses de Minkowski et les inégalités
intégrales de Hardy.

En 2012, Sulaiman [40] a prouvé des inégalités intégrales dites inégalités inverses de
Minkowski et celles de Hardy. En 2013, Banyat Sroysang obtient une généralisation de
I’inégalité inverse de Minkowski [42] et des inégalités intégrales de Hardy [41]. Dans cette
partie deux résultats sont obtenus, le premier est une amélioration de I’inégalité inverse de
Minkowski et le second est une généralisation de 1’inégalité intégrale de Hardy.

2.1.1 Introduction

L’inégalité de Minkowski :
soit p > 1, si

b b
0< / fP(x)dx <eo et 0< / 8P (x)dx < oo,
a a

(/“b(f(X) +g(x))pdx) % = (/abf ”(x)dx> % + (/b gl’(x)dx) %

29
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En 2012, Sulaiman a presenté :

(i) L’inégalité de Minkowski [40](theoreme 1.5)
Soient les fonctions f,g > 0,si p > 1 et

f()

l<m<—=<M pourtoutx € [a,b],
g(x)

alors

%(/ab(f(x)_g(x))pdxy = (/abf’”(x)de*(/azbgf’(x)dx);

1 (2.1)
([ v - strar)’

m—1

(ii) Inégalité intégrale de Hardy [40](theoreme 3.1)
X
Soit la fonction f non-négative mesurable sur [a,b] C (0,4o0), F(x) = / f(t)dt. Alors si
a

D-p>1,
p/ab <@)pdx§ (b—a)P/ab (@)pdx—/ab(l—;)l?fp(x)dx. (2.2)

2)-0<p<l,

b F(x) p a b 1 b
— _ Z\P Py — _ A\P£P
p/a ( X ) dx = (1-7) /af(X) dx b,,/a (x—a)? fP(x). (2.3)
En 2013, Banyat Sroysang a établi et prouvé les inégalités suivantes :

(i)Inégalité de Minkowski [42](theoreme 2.2)
Soient f,g > 0,sip>1et

)

O0<c<m<=—=<M, pourtoutx€ |a,b],
8(x)

alors

<=

NES
+
[e—
PR
s\
s
=
Na)
|
o
o
=
=
=
N———
A

([ ) " (1 r00a)
([ - catoyra)

m-—c¢

(2.4)

IA
=
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(ii) Inégalité intégrale de Hardy [4|](theoreme 2.1 et theoreme 2.2)
X
Soit f non-négative mesurable sur [a,b] C (0,4o0), F(x) = / f(t)dt et g > 0. Alors si
a
D-p=>1,

b b b —_q\P
r PO e < (b ay / TP e / C= D e, 2.5)
2)_0<p<19
b F(x)P b—a)? b 1 rb

2.1.2 Résultats principaux

Tout au long de ce travail(article[5]) , les fonctions f, g sont non-négatives mesurables

sur I'intervalle (a, b) et g~ ! (x) = —.

8(x)
Inégalité de Minkowski
Soient —co <a < b < 4oo,p>1,
b b
0</ fP(x)dx < oo et 0</ 8P (x)dx < oo.
a a

Proposition 2.1.1. Soient0 <c<m <M et >0, alors

M+ m—+ o
oa(M—c) ~ a(m—c)’

Preuve Comme on a
(c+o)m < (c+a)M,

alors
om—cM < oM —cm

(M +a)(m—c) < (m+a)M—c),

et on obtient

M+ o < m—+a

. O
a(M—c) ~ a(m—c)
Théoreme 2.1.1. Soient f, >0, p>1, ¢ >0et
o
O<c<m< ]E())C) <M, pourtout x € [a,b], (2.7)
g(x
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cM o ca f(x) cm

d’ou " ’
m(af(X> —cg(x)) < flx) < ————

Par intégration, on obtient

%( /ab((xf(x)—cg(x))pdx)p < (abfp(x)dx>

ﬁ (/ab(“f (x) Cg<x))”dx) "
(2.9)

_
<=

IN

D’autre part, en prenant compte de I’hypothése (2.7)on a

of(x) —cg(x)

O<m—c<
g(x)

SM_Ca

d’ou

et en intégrant, on déduit que

Ml_c (/ab(aﬂx) —cg(x))”dx); < (/abgp(x)dx) ’

1

m-—=c¢

(/ab(af(x) - Cg(x))”dx) ; (2.10)

<

Les inégalités (2.9) et (2.10), nous conduisent a I'inégalité (2.8). O

Remarque 2.1.1. Si on prend oo = 1 dans l'inégualité (2.8), on obtient ’inégualité (2.4).
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L’inégalité de Hardy

Soit 0 < a < b < +oo,

Théoreme 2.1.2. Soient f, g deux fonctions non-négatives et mesurables sur [a,b), avec

Si g est non-décroissante, alors
(i) pour p 2> 1,

[ s omar [ A [N

g(x) g(x)

(ii) pour 0 < p < 1,

VEWP  (b—a)? [* L g
P/a dez <) /pr(x)dx—@/a (x—a)?P fP(x)dx.

Preuve (1) p > 1.
1 1
En appliquant I'inégalit¢ de Holder pour — + — = I, on obtient
p p

[roa < ( /:f"a)dr)’l’( [a)
- (/:ff’<r>dr)’ly<x_a>";,
[ = [t ([ soa) @
< [ ([ rwa)a
= [ [ @y
B / / )(r— a7 (1) dxar
= [0 </g O apla) .
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En vertu de la non-décroissance de g sur [t,b], on a

Vxe[t,b]:g ' (x) <g (1)
)

[
Ri(t) = /tb (x)(x —a)P ldx
[e

g '(x)
g (1) (x—a)" 'dx

IN

= L 0)lb—a)—(—a)).

On déduit que

(ii)0 < p < 1.

En appliquant I'inégalité de Holder pour 1_19 + z% —1,0na
[roa = ([ xfp<r>dr)’]’ (/ xdr)’l'
_ (/:f”(t)dt>;(x—a)ppl,
/abz((’;))pdx - /g x (/ dt) dx
> [etwe-ar ([ o)
— /fP (/g x)(x— apldx)d

en vertu de la non-décroissance de g sur [¢,b], on obtient

donc

wxelrb]:g7 (b)) <g7'(v)
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b

Ro(t) = [ ¢ '(x)(x—a)’ ldx

—~

b
g ' (b)(x—a)’dx

\Y
—

Le b)[(b—a) — (1 —a)?).

On déduit que
b F(x)p 1 [ (b—a)? b 1 P
———dx > — /fpxdx——/ x—a)’fP(x)dx|. O
[ s 25 |Gy L 7m0t g | m )
Remarque 2.1.2. Si on remplace g(x) par xP dans le théoréme (2.1.2), on obtient (2.2) et
(2.3).

Si on remplace g(x) par x? dans le théoréme (2.1.2), on obtient (2.5) et (2.6).
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2.2 les inégalités pondérées inverses de Minkowski et les
inégalités intégrales de type Hardy.

Dans cette partie, les inégalités pondérées inverses de Minkowski et des inégalités intégrales
de type Hardy sont établies et prouvées (travail soumis voir[5]).
Dans ce qui suit on considére que f et g sont des fonctions non-négatives mesurables.

2.2.1 Introduction

Dans [17] Hardy a prouvé I’inégalité suivante

/Ow (Fix))pdxg(p%l>p/owfp(x)dx7 (2.13)

X
ou F(x) = / f(t)dt, pour toute fonction f non-négative mesurable sur (0,00), p > 1.
0

p
(Ll est la constante optimale dans (2.13) (la plus petite possible).
p p—

En outre, en 1928 Hardy [ 18] a prouvé une forme généralisée de (2.13).
Sif>0,p>1,et

alors

/Ommep(x)dxg( p )p/o‘”xm@f(x))l?dx. (2.14)

jm —1
La constante dans (2.14) est optimale.

En 2012, Sulaiman a établi et prouvé les inégalités suivantes :

(i) L’inégalité de Minkowski [40, théoreme 1.1]
Soient f,g >0,sip>1et

~

(x

x)

l<m< <M pourtout x € [a,b],

o
—~~
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alors

24 (Lon-sra) < ([ risa)'(from)

([ - stwyra)’

(ii) Inégalité intégrale de Hardy [40, théoreme 3. 1]
Soit f non-négative mesurable sur [a,b] C (0, 4-o0), / f(t)dt, alors si
D-p=>1,

p/ab <F)(Cx)>pdx§ (b—a)p/ab (@)pdx—/ab(l—z)l’fp(x)dx. (2.16)

2)-0<p<1,

En 2013, Banyat Sroysang a prouvé :

—

(2.15)

(i)Inégalité de Minkowski [42, théoreme 2.2].
Soient f,g>0,sip>1et
O0<c<m<—=<M, pourtoutx € |a,b)],

alors

v ([ —cg(x))ﬁdx)’l’ < ([ rew) g (/ bgﬂ(x)dx);

< [ rw-estoras)

m-—=c¢ a

(2.18)

(ii) Inégalité intégrale de Hardy [4 1, théoréme 2.1 et théoréme 2.2].
X
Soit f non-négative mesurable sur [a,b] C (0,4o0), F(x) = / f(t)dt et g > 0. Alors si
a
D-p=>1,

p/ab Fi);)pdxé (b—a)P/ab%dx—/ab OO o 3. (2.19)

x4
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2)-0<p<l,

”/abF() x> b o /f” dx—i/b(x—a)"f"(x)- (2.20)

x4 b4

Shanhe Wu et les autres ont généralisés (2.19), (2.20).
Inégalité intégrale de Hardy[46, théoreme 3.5]

Soient f, g non-négative mesurable sur [a,b] et F(x / t)dt. Si g est non-décroissante,
alors si
Hp=1,
b F(x\P
p/‘ @>dx§(b—aﬁ / x)dx, (2.21)
a g1(x) a
mo<p<l,

b F(x)P (b—a)? [P 1 b
Pl g g [, W g [ e e

B.Benaissa a etabli et prouvé : (i) Inégalité de Minkowski[ 3, théoreme 2.1]
Supposons f,g >0, a >0,si p>1et

o.f(x)

O<c<m<
g(x)

<M pourtout x € [a,b],

alors

s ([ltart -cetrar)” < ([ ra) L (/ bgf’(x)dxf

([ st - sty

o(m—c

|—

1
p
(2.23)
L’objectif de ce travail est de généraliser les inégalités (2.21), (2.22) et (2.23). La
généralisation de (2.23) était obtenue en utilisant la forme discrete et par I’introduction d’une

fonction de poids. Concernant les inégalitées integrales (2.21), (2.22), elles sont établies et
prouvées pour I’opérateur pondéré de Hardy et son dual.

2.2.2 Résultats principaux

Les fonctions f, g et w sont measurables non-négatives sur [a, b].
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Inégalité pondérée de Minkowski

Soient —co < a < b < 4ooetp >0,

0< /abfp(x)w(x)dx <o et 0< /abgp(x)w(x)dx < oo,

On désigne par L, ,,(a,b) I’espace pondéré de Lebesgue constitué de toutes ( les classes
d’equivalence ) les fonctions f définies sur (a,b) et 0 < p < o avec des quasi-norms finies.

1
b iz
1y = ([ £ 0w03) " <o
Sl p g oo,
”f”Lw,W(a,b) = SUP €SSxe(a,b) |f(x)w(x)] :
Théoreme 2.2.1. Soient f,g>0,0<p <o, @ >0, wet

o f(x)
g(x)

O<c<m< <M pourtout x € [a,b],

alors si
(I) w est non-décroissante sur (a,b),

%w;(a) (/ab(af(x) —cg(x))pdx) ’

( /a ’ fP(x)w(x)dx> % + ( /a ’ gP(x)w(x)dx) %

IN

m+o 1

_5@j5ww(4%ww—@mvmy

(II) w est non-croissante sur (a,b),

it o) ([ (@) - cetoyrar)

( /a ’ fP(x)w(x)dx> % + ( /a ’ gP(x)w(x)dx> %

IN

m+o 1

_5@;5wwwéﬂﬁw—@wvmy
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Preuve A partir de (2.24), on obtient

1

1
0<-———<~——
c

1

c m
par conséquent

cM < cof(x) __cm |

M—c™ af(x)—cglx) ~ m—c

donc

IN

(@ —ce(e)] Wi < ot < [ o (@) —ceto)| v,

M—c) C

En intégrant sur [a, b, on déduit que

a(ﬂiy_ c) (/ab<af(x) — cg(X))pW(x)dx) }J < (/abfl’(x)w(x)dX) %
; </ab(af(x) - Cg(x))”W(x)dx> "

B Ot(m—c)

(2.27)

(2.24) implique

o< Y —cglx)
O<m—c< e

M—c w(x) < gP(x)w(x)

Par intégration, on a

VAN
L ——
K
\
—
=
|
9}
oQ
—
)
N—
| S|
<
N~—

ML_C (/ab(af(x) _Cg(x))pW(X)dx) = (/abgp(x)w(x)dx);)

p

’ (2.28)
(/a (af(x)_cg(x))pW(x)dx) ,

<
m-—c¢

En appliquant les inégalités (2.27) et (2.28), on conclut que

1
p

M+ o

a(M—c) (/ab(af(x) — cg(x))pw(x)dx>

< (/abfp(x)w(x)dx>

([ () - et

OC(m— c)

+ ( /a b 8" (X)W(X)dX) ’ (2.29)

<=
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Puisque la fonction de poids w est non-décroissante (respectivement non-croissante) sur
[a, D], on déduit que

pour tout x € [a,b] : wo (a) < wo (x) < Wi (b),

1 1 1
(respectivement pour tout x € [a,b] : wr (b) <wr(x) <wr (a)) ,
ce qui implique I’'inégalité (2.25) (respectivement (2.26)). O
Remarque 2.2.1. Pour p = oo, les inégalités (2.25) et (2.26) prennent la forme suivante.

M+«

a(M—C) H(af<x> _Cg(-x))‘|[,w7w(a’b) S HfHLoo,w(%b) + HgHLoo’W(a,b)

(2.30)

m-+
e [CI RN S

Cette inégalité est valable presque partout.

Remarque 2.2.2. Si on prend w(x) = 1 et p > 1 dans le théoréme (2.2.1), on obtient (2.23).

Corollaire 2.2.1. Soient f,g >0, p >0, a > 0. Si la condition (2.24) est satisfaite, alors

M b
a<M+_ac) /a(af(x)—cg(x))dx "
b b .

< d + 2.31

[ swas - | st - @31
b
_a’?%_ac) /a(af(x)—cg(x))dx . b).
Preuve En utilisant I’inégalité (2.24), on obtient
ST () —es(e) < 1) < (@ () —cs(),
donc
M b p b p
<a(M— )/a (af(t)—cg(t))dt) < (/a f(t)dt>
p

IA
N
8

SE
|

aJ

a\

AW‘

Q

Py

|

a

X

=
N———

41



En intégrant sur [a, b], on a

o L ([ t@ro—cear) winas] :
< o[ ([ t@r) - ctpar) wioa

[ / ’ ( / ’ f(t)dz>pw(x)dx] %

R VAN

(2.32)
De I’hypothese (2.24), on conclut que
af(o) —esls) _ o @flo) —esls),
M—c =8 = m—c ’
par conséquent
1 b I3 b P b p
(3= [ ar—camar) < ([(stwar) < (-1 [“tero - cewyar)

Par intégration, on obtient

a= [ ([ ero-csonn) woa)

m 1_ p Mb (/ab(af(t) — Cg(t))dt)pw(x)dx

Les inégalités (2.32) et (2.33) impliquent (2.31). O

= I/\
|
h
VS
Q\é‘

oQ
=
QL
-~
N———
=
=
)
=
=
| I

IN

(2.33)

I’inégalité inverse de Minkowski sur les sommes
Soit la suite A = {a;} ou a, € C, k€ N.

Définition 2.2.1. Soit 0 < p < eo. On dit que A € 1,(C) si

Y lal” < oo
k=0
Corollaire 2.2.2. Soient A,B € [,(R"), oo >0et p>0. Si
o
O<c<m< b—ak <M pourtoutk € N,

k

alors

M+o . ’ m—+o =

e —cb)Pdx | <Al +|IBl;, < 2 TE b )Pd

a(M—c) (kgb(aak cby) x) < [lAlls, + IBll:, < w(n—0) (I;)(aak chy)Pdx | |
(2.34)
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ou

1 1

oo P o p

1A, = (Z |ak|p> , 1Bl = (Z |bk|p> :
k=0 k=0

Preuve Sia =0, b = et w(x) = 1 dans le théoréme (2.2.1), on obtient

st ([t —cg(x))f’dx)’]’ < ([ rea) . (f wgﬂ(x)dx)’]’

< 28 [Care - estyras)”

Soit f(x) = a et g(x) = by pour tout x € [k,k+ 1), alors

= g k+1 g
/ fP(x)dx = Z / aidx = Z afz,
0 k=0"k k=0

| &= Y [ blar=Y o},
0 =0k k=0
et 'inégalité (2.34) est prouvée. O

Inégalité intégrale du type Hardy pondérée

Soit 0 < a < b < +oo. En utilisant I’opérateur pondéré de Hardy

Fu(x) = / " row(n)dt, x € [ab),

on établit et on prouve les théoremes suivants.

Théoreme 2.2.2. Soient g > 0 et f, g des fonctions positives définies sur [a,D).
Si g est non-décroissante et w est non-croissante, alors

()p=1,
G N P L (G L LA CET D LN
P/a g4(x) dx < wP( )l(b )P ) g‘i(x)d /a 0 fP(x)d }7 (2.35)
(ii)0< p <1,
b (Fy)P(x) (b—a)? [P 1 b
P/a gq(x)—dewl’(b){ 2(b) /a fp(x)dx—gq(b)/a (X—a)pf”(x)dx} (2.36)
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Preuve (i) Soit p > 1.
Si w est non croissante sur [a, b, en utilisant 1’inégalité de Holder , on déduit que

X 1 L/

/axf(t)w(t)dt — [ FOwr ()W (X)dt

par conséquent

/ab va(x)dx _ /abgq(x)< :f(t)w(t)dt)pdx

g9(x)

VAN
:\
S
oQ
<
—
Na)
<
iS)

Q
N—
=
S

S

7N
a
=

~

S
<
S—

QU

-~

~

IS8

=

= wia [ 170 ( / bg-%x)(x—a)P-]dx) d,

puisque g est non-décroissante sur ¢, b], on déduit
pourtout x € [t,b]: g 4 (x) < g (1),

d’ou

b b
/tg_q(x)(x—a)p_ldx < /tg_q(t)(x—a)p_]dx

finalement, on déduit que

PRI W@ [ PP )
[ ema=", [(b A e Aot
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(ii) pour 0 < p < 1. Si w est non-croissante sur [a, b, par I'inégalité de Holder, on a

[romar = ([ xw(r)fﬂ(z)dr)’l’ ([ woar) ’
> it xfﬂ(r)dr)’l’wpl%x) ([ ) ’

1

= ot ([ 7r0ar) -7

[+ [ )
/abgq(x)wl’(x) (x—a)l’—l (/axfp(t)dt) dx
= /fp </g (x— a”ldx)dt

En utilisant I’hypothése que la fonction g est non-décroissante sur [¢,b], on obtient

alors

v

pour tout x € [t,b] : g7 9(b) < g 4(x),

donc
b

/bg_q(x)(x—a)p_ldx > g_q(b)(x—a)p_ldx

—

= 58710 [(b-a) —(1-a)],

/abgf((;))dxz wP (b { /f” )/ab(x—a)pfp(x)dx}'

Les preuves des théoremes suivants sont similaires a celles du théoreme (2.2.2).

d’ou

Théoreme 2.2.3. Soient g > O et f, g des fonctions positives définies sur [a,b].
Si g et w sont non-croissantes, alors

(i)p=>1,

p/ab };Z(&))pdx < :5((;1; [(b—a)p /abfp(x)dx— /ab(x—a)pfp(x)dx] , (2.37)
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(i) 0< p <1,

" Ful)? bL(x) X — bx—a f_(x) X
p / <100 dx > wP (b) [(b—a)l’ i / ( )qu(x)d}. (2.38)

Théoreme 2.2.4. Soient g > 0 et f, g des fonctions positives définies sur [a,b).
Si g et w sont non-décroissantes, alors

()p=1,
wa(x)p bf(x)l’ b(x_a>p
P/a () dx < wP(b) {(b—a)l’/a Ty dx—/a 0 fp(x)dx] 7 (2.39)
(i) 0 < p <1,
b Fy(x)P wP(a) b b
’”/a g(0) = i) [“’—@” | - / <x—a>pfp<x>dx] .40

Théoreme 2.2.5. Soient g > 0 et f, g des fonctions positives définies sur [a, D).
Si g est non-croissante et que w est non-décroissante, alors

()p=1,
b Fy(x)? wP (D) b b
p/a gq(x> dx < g‘l(b) |:(b—a)p/a fp(x)dx—/a (x_a)[?fp(x)dx:|’ (2.41)
(i) 0< p <1,
wa wh(a —a bL(x)x_ bx—af—(x)x
p/a gq(x)d > wh( ){(b iy gq(x)d /a( )qu<x)d]. (2.42)

Remarque 2.2.3. Si on pose w(x) = 1 dans les théorémes (2.2.2) et (2.2.4), on obtient
([Théoréme 3.5] [46]).

Si on pose w(x) = 1 dans les théorémes (2.2.3) et (2.2.5), on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.3. Soient g > 0et f,g > 0 on [a,b] C (0,0), telle que g est non-croissante ;
si

()p=1,
b FP(x) 1 b b
i / 100 ™ = 1) {Uﬂ—a)” / FP()dx~ / <x—a>f’f”<x>dx] : (243)
(i) 0< p <1,
b FP(x) b fP(x) b £P(x)
P/a 2i(x) dx > (b—a)l’/a 100 dx—/a (x—a)pgq(x) dx. (2.44)
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Remarque 2.2.4. L’inégalité (2.43) (respectivement (2.44)) est I’inverse de (3.6) (respecti-
vement (3.5)) voir [théoreme 3.5] [46].

En utilisant I’opérateur dual de Hardy pondéré

= /xbf(t)w(t)dt, x € [a,b],

on prouve les théoremes suivants.

Théoreme 2.2.6. Soient g > 0, f, g des fonctions positives définies sur [a,b.
Si g est non-décroissante et w est non-croissante, alors

(i)p=>1,
bﬁvf(x) wP (a) b b
p/a gq(x) dx < gq(a) |:(b—a)p/a fp<x)dx—/a (b_x)l’fp(x)dx:|’ (2.45)
(i)0<p<l,
bﬁvg(x) bf(x)I’ b(b )
P/a 29(x) dx > wP(b) {(b—a)l’ ; gq—(x)dx_/a ey fP(x)d ] (2.46)

Preuve (i) Soit p > 1. A I’aide de I'inégalité de Holder, on a

[ rowiar < xbf”(t)W(t)dty ([ wioar)”

[\
<
=
=
N—
VR
=
ol
~
]
S
N—
QL
-~
~
<=
<
N |-
—~
Na3
N\
N
>
I
~
~~
N

puisque la fonction g est non décroissante sur [a,¢], on déduit que

[ s oo e orrom
= /fp (/g )(b— xpldx)d
< wia) [ 0g @ ( / ’<b—x>P1dx) d,
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par conséquent on obtient

/b ﬁf(x)dxS wP(a) [(b_a)p bfp(X)dx—/b(b—X)pfp(X)dx}~

a gi(a) g7(a)

(i1) Soit 0 < p < 1. L’inégalité inverse de Holder implique

[ (o) (o)’

P p—1

/xbf(t)w(t)dt > w(b) (/xbfp(;)dt) (b—x)7 .

Le reste est similaire a celui de la preuve (i). O

g4(x) p

d’ou

Les preuves des théoremes suivants sont similaires a celles du théoreme (2.2.6).

Théoreme 2.2.7. Soient g > 0, f, g des fonctions positives définies sur [a,b.
Si g et w sont non-croissantes, alors

()p=1,
bEP(x)  wP(a) b b
P[] < gy |0 [ e [0l
(i) 0< p <1,
PE ) ORI 6
p/a g9(x) dx > wP(b) {(b—a)p ; gq—(x)dx_/a (X—Cl)pgq—(x)dx} .

Théoreme 2.2.8. Soient g > 0, f, g des fonctions positives définies sur [a, D).
Si g et w sont non-décroissantes, alors

(i)p=>1,
b FP (x) wP (b) b b
b / 2100 "= ila) [(b —a) / fP(x)dx— / (b—X)”f”(X)dX},
(i) 0<p<1,
" EY() PEEP P (=)
P/a 21() dx > wP(a) {(b—a)p ; g‘l—(x)dx_/a gq—(x)fp(x)dx}'
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Théoreme 2.2.9. Soient g > 0, f, g des fonctions positives définies sur [a,b).
Si g est non-croissante et w est non-décroissante, alors

(i)p=>1,
b FY(x) wP (D) b b
u / g100) = ga(b) {(b —a)f / P )dx — / (b—x>”f"(x)dx} , 2.51)
(ii)0< p <1,
*E ) ) [ a7
p /a 100 dx > wP(a) {(b —a)? /a () dx— /a (x—a)? s dx] . (2.52)
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Chapitre 3

Sur quelques inégalités pondérées du
type de Hardy.

Dans ce chapitre, on établit quelques nouveaux types de I’inégalité intégrale classique
de Hardy (3.1) en incluant plusieurs parametres et en utilisant des opérateurs pondérés( Ce
chapitre a fait I’objet d’une publication internationle parue [4]).

S1:=(81)g et S := (S2), definis par

1 (¢

[ wwstrana, s = [ et

S0 =5 :

avec .
W (x) :/ w(t)dt, pourx € (0,400),
0

ou w est une fonction de poids et g est une fonction réelle continue sur (0, 4-oo).

3.1 Introduction

En 1928, Hardy a prouvé les inégalités suivantes [16].
Soit f une fonction non-négative mesurable sur (0,c),
Inégalité de Hardy classique

/Oxf(t)dt sio m>1,
F(x) = .
/ fHdt si m<1,

alors

oo p (o]
/ x’"FP(x)dxg(L> / XM f(x))Pdx, sip> 1. 3.1)
0 0

jm— 1]
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L’inégalité (3.1) peut étre réécrite sous la forme suivante

&/fwm sio a<p—1,
0

F(x) =
/)ﬂﬂm si.o a>p—1,
alors )
/ x*TPFP (x)dx < (L) / x*fP(x)dx, sip>1. (3.2)
0 lp=1-al) Jo

Les inégalités de type de Hardy ont été étudiées par un grand nombre d’auteurs au
cours du XXe siecle. Pendant les vingt dernieres années, un grand nombre d’articles a été
publié . Diverses généralisations et analogues discrets de I'inégalit¢ de Hardy et de ses
généralisations sont connues. (Voir : [13]-[17], [19], [20], [22], [23], [26]-[31], [38], [44],
[45]). L’objectif de ce travail est d’obtenir de nouveaux types de I'inégalité intégrale clas-
sique de Hardy qui sera utile dans plusieurs applications et en particulier en analyse avec
I’utilisation des opérateurs Sy, S5.

Nous adoptons la convention et les notations suivantes :
) 0
(1) On pose 0 =0.

(i1) On note par §1 et 52 le dual de S et S, respectivement.

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous énoncons les lemmes suivants qui seront utiles dans les
démonstrations des théoréemes principaux. Le lemme suivant a ét¢ prouvé dans [14].

Lemme 3.2.1. Soient 0 < p < g < oo et f,w des fonctions non-négatives mesurables sur

b
(a,b) telles que / F2(x)w(x)dx < oo, alors
a

/a bfp(x)w(x)dx < ( / bW(x)dx> T ( / ’ fq(x)w(x)dx) g : (3.3)

Preuve En utilisant I’inégalité intégrale de Holder et en utilisant le parametre 4 >1
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avec son conjugué , on obtient

q=p

/abfl’(x)w(x)dx _ /ab (w q (x)> (fp(x)wﬂx)> dx

4
q

< < /abw(x)dx)qqp< /ab fq(x)w(x)dx) o

Lemme 3.2.2. soient 1 < p < g <ooet f, g, w des fonctions non-négatives mesurables sur
X

(a,D) telle que W (x) :/ w(t)dt. Sim# 1, alors
0

/ab WV/VHE)(C))C) gl (f(x))dx < (/abw(x)dx)

Preuve En utilisant le lemme 3.2.1, on a

[ o rnas = | (‘jéf((? )pw<x>dx
< (/abw(x)dx) T (/ab (‘g;‘(lj;((xj)))qw(x)dx> '
_ (/abw(x)dx) o (/ab an;(qx(l)gq(f(x))dx> Z. O

Remarque 3.2.1. En posant m = p — & dans [’inégalité (3.4), il vient

/ab W,V,V_(—;C)(X)g”(f (x))dx < ( / bw(x)dx)

3.3 Résultats principaux

RIS

1-2

Yo,
[ S renar) . G
¢ W)

1-2

e, y
/a F(f()dx | . (35)

Wi (x)

Soit 0 < a < b < +oo. Tout au long de ce travail, on supposera que les fonctions sont
non-négatives mesurables et que les intégrales sont finies ou w € L,(0,0) est une fonction
de poids et



Théoreme 3.3.1. Soient f, g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+oo),

I<p<g<oo etm>1.8i

1
W (x)

m—1
p+m—1’

/ab uvaf'g)(ci) ST (x)dx < (%)p ( /a”w(x> dx) -

b () ‘
( / W,,;q(x)g%f(x))dx) .

e ]

en intégrant par parties le membre gauche de (3.6), on obtient

[ mgystwas= [, —zfgv(m)l } 23 [ g St

_1/ Sp L )dx'

Puisque m > 1 et S;(b) > 0, il découle

Sl(x) =

[ wostrands e >

alors

Preuve On a

—1 S” :
pxm / Xdr < — / ) 4.
W’" —1
En utilisant l’hypothese sur A, 11 s’ensuit
S (x p +m—1 w(x) P(
l/ W’" Sil / Wm(x) Sl dx
Sf’ !
1 / ) 4.

1
I’application de 1’inégalité intégrale de Holder pour — + — = 1 nous donne
P

1

Wm))csf (/ e Sff )‘“
< [ g (7)) g

(3.6)



et par simplification, on obtient

/ab V;Vng)(:)c)Sf(X)dxg (m/l_pl)P/ab ‘;Vngj(c))c)gp(f(x))dx'

On termine la preuve en appliquant I’inégalité (3.4) au membre droit de la derniere inégalité.
O

Théoreme 3.3.2. Soient f, g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+oo),
I<p<g<oetm<l1.8i

1—m

~ 1 b
$i09= 37 / G

/ab V;V”E)(C))C)ﬁp(x)dx < <1/1__Pm>”</abw(x)dx)1_g

alors

(3.7)

Preuve En dérivant S (x), on a

wx)g(f(x)  wl) &
W(x) W(x)

(51 () = -

En effectuant une intégration par parties au membre gauche de (3.7), il vient

b w(x) +p _ -5 (x)
L Wy ST W= [( — W T(x ] l—m/ W (x Sl x)dx
PP w@e(FE)S” ()
+1—m/a wm(x) ax,

L—m—p [ w(x) < o w(fE)S” ()
L ‘le@Sf@Mx_l_m/ 0 dx,

en utilisant I’hypothése sur A, on déduit que
w(x) “%)
X
S p / 1 dx,
/1/ wn(x) ! = 1—m *

54

alors




et par I’inégalité intégrale de Holder, on a

Wm)(?c 81" (x)dx < 1_ (/ab anx) ﬁp(x)dx);/
<( [ pkertrana) g

X)dx < ( ) W) £(x))dx.

wm (x

alors

Wm

En utilisant I’ 1negahte (3. 4) on aboutit au résultat.

Théoreme 3.3.3. Soient f, g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,4o0),
p>1etm>1.8i

S3(x) = W}x) ﬁc Og(f())dr et A > pTT_l—l’
alors
b w(x) Ap \? (7 w(x)
/0 Wm(x)Sé’)(x)dxS (m—l) /0 Wm(x)\Gl(x)]pdx,
1) = (1) - DL

Preuve Par dérivation on obtient

(529 = A~ 530,

A I’aide d’une intégration par parties du membre gauche de (3.8), on déduit

Wm))csg - {( —;fgt/(m)l }0 —1/Wm S5 (x)dx

P [PwER)GI(x)S] ()
+m— 1/0 I;/m(x; dx.

Puisque m > 1 et S3(b) >0, 0n a

1 )G ( S”l
p+m /Wm)Sg _1/ |1 ()dx.

x
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et en utilisant l’hypothése sur A, il vient

p+m—1
/1/ W (x g dx / wm(x Sg
)G ( Sf’1
P [PHIGIS ),
m—1
avec I’inégalité intégrale de Holder ,on aboutit a
)Sp S (x)dx
W (x) 3()dx < —1 Wm S
1
p
—|G Pd
(/o Wm<x>' )

/Wm S (x)dx <( )/Wm Gi(x0)Pdx. O

Si on pose g(x) = x, w( ) =1 et g = p dans les théorémes 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3, on obtient
les corollaires suivants :

1
o

alors

Corollaire 3.3.1. Soient p > 1, m > 1, f une fonction non-négative mesurable sur (0,+oo).
Si

I [x —1
Fi(x)=- fHdt et A>———
@)= [ foa oz T
alors
b Ap \? rb
/ x "FL (x)dx < (—) / x " fP(x)dx. (3.9)
a m—1 a
Corollaire 3.3.2. Soient p > 1, m < 1, f une fonction non-négative mesurable sur (0,+oo).
Si
1 b 1—
:—/ f(t)dt et /lz—m>0,
X Jx 1l—m—p
alors
b Ap \? rb
/ x "EP (x)dx < (—) / x " fP(x)dx. (3.10)
a 1—m a
Corollaire 3.3.3. Soient p > 1, m > 1, f une fonction non-négative mesurable sur (0,+oo).
Si
! / ’ f(ydt et A > m—1
= — é _—
xJx p+m—1
alors ) A -
_ p _ 1 x
/O X MEP(x)dx < (m) /O ) = ()l 3.11)
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Théoreme 3.3.4. Soient f, g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+oo) et
a<p—11<p<g<oeSi

= g W—(t)g(f(f))dly

alors

(3.12)

Preuve On a

(52 = L,

en intégrant par parties le membre gauche de (3.12), on déduit

_SP(x b
[ e = [gaiwrer), 5

Vuque p—o—1>0 et S2(b) >0,0na

x))85 ! (x)
P
/WM Sl < a_l/ WM) dx,

ensuite 1’inégalité intégrale de Holder nous donne

/ab th_(—%sg(xwx - # </b %55 (x)dx) ’

([ e iena)”




et par simplification, on obtient

b yw(x Porb w(x
[ stwan< (L) [ e oas

En appliquant I’'inégalité (3.5) au membre droit de la derniere inégalité, on arrive a I’'inégalité
(3.12). O

Théoreme 3.3.5. Soient f, g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+o0) et
a>p—1,1<p<g<o Si

bw
— [ s,

b w(x) a
X(/a W—%gq(f(x»dx) .

Preuve En dérivant S, (x), on obtient

alors

(3.13)

(82)'(x) = _%'

En utilisant une intégration par parties du membre gauche de (3.13), on déduit

~ b
_ S, (x) P
/ WP Wr=a(x) T)dx = [(oc—p+1)WP—°“1(x)L+oc—p+1

Pw()g(£())S" (x)
X /a Wra(y) dx

-1
/ S2 () dx.
Ot p+1 WP %(x)

L’inégalité intégrale de Holder implique

lb%@@dm a—LW(/ab%Q’(x)dx);

([ )
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en simplifiant, on obtient

bowx) o p Pt owx)
— 9 dx < | —— — L _oF d
/a Wpfa(x) 2 ()C) X = (a_p_|_ 1) g Wp,a(x)g (f(X)) X,
et I’'inégalité (3.13) découle de (3.5). O

Théoreme 3.3.6. Soient f, g, w des fonctions non-négatives mesurables sur (0,+oo) et
p>lL,a<p—1.8i

¥ w(t)
 W(*
alors . ) - ®
W) ¢p P W)
/0 Wpfa(x)s4(x)dx < (p—a— ]) /0 Wpr—a(x )’Gz( x)|Pdx, (3.14)
W
— EMAY VAN X
Preuve En dérivant S4(x), on a
1y Wx)Ga(x)
(S4) (X) - W(.X) )
et en intégrant le membre gauche de (3.14), on déduit
W) g = | S} (x) ‘ S” 1( )
W’" (x) S4  l(p—a—1wrel(x) |, p Oc—l/ Wl’ o( dx
_ —S4(b) ] Sp 1( )
= | pma—wraip)] o oc—l/ WP o dx.
Puisque p—a > 1 et S4(b) > 0,0na
b w) 1)|Ga () s” 1( )
0 Wm(x)S4(x) = p— (x—l/ Wp—o( dx.

En apliquant I'inégalité intégrale de Holder ,on aboutit a

/Ob W#;C)()C)Sg(x)dx < OC—Lp—Fl (/Ob W;V—;;C)(X)Si(x)dx)

x (/ab‘wf"_(—;‘)wcz(x)ypdx)}’,

et par simplification, on obtient le résultat. a
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Remarque 3.3.1. Si on pose g(f(x)) =xf(x), w(x) =1 et ¢ = p dans le théoréme 3.3.4, on
X
obtient I’inegalité (3.2) pour o0 < p—1 ot Fy(x) = / f(t)dt.

a

Remarque 3.3.2. Si on pose g(f(x)) =xf(x), w(x) =1 et ¢ = p dans le théoréme 3.3.5, on
b
obtient I’inegalité (3.2) pour & > p—1 on F5(x) = / f(t)dr.

X

Sion pose g(f(x)) =xf(x) et w(x) = 1 dans le théoréme 3.3.6, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.4. Soient p > 1, ¢ < p — 1, f une fonction non-négative mesurable sur
(0,4-o00). Si

Fo() = [ flaya,

alors

b Prb 1
[ sy < (#) [l - 3£ (3.15)
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Chapitre 4

Inégalités integrales pondérées pour un
opérateur integral avec des fonctions
monotones.

Ce chapitre a fait I’objet d’un travail soumis [6]. Des inégalités intégrales pondérées
pour un opérateur integral sur I’ensemble des fonctions monotones non-négatives avec les
parametres p et g sont établies dans [24]. Le but de ce travail est d’étendre les résultats aux
différents cas concernant ces parametres, en particulier pour p et g négatifs.

4.1 Introduction

En 1993, Shanzhong Lai [24] considérait les inégalités pondérées des normes pour
des opérateurs généraux de la forme.

Sof ()= [ OeSO)dn 9= 0. G(x.) €Li(0.)

sur des fonctions monotones f: R, — R .

L’ opérateur de Hardy
1 X
Hf) = [ 0,

X

la transformation de Laplace
L) = [ e fleyar
0
et I’opérateur

SF(0) = [ o) (ex)a

sont des cas spéciaux de Sy f.
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Nous adoptons les conventions suivantes.

o 0
(1) on met 0 X o0 = 0, —:Oet6:O.

(ii) & est une fonction localement absolument continue sur (0, o) (h est absolument continue

sur tout intervalle fini (a,b) C (0,)), brievement 4 € AC.

(iii) nous utilisons la notation f 1 (f ) pour indiquer que f est non-négative et strictement

décroissante (strictement croissante) sur (0,0).

Dans [24] est donnée une caractérisation des fonctions de poids w,v ( mesurables non

négatives ) pour lesquelles est vérifiée I’'inégalité suivante

1S9 f1lpw < Cll fll g

pour les fonctions monotones f, ou C > 0 est une constante indépendante de f.

Les théoremes suivants ont été prouvés dans [24].
Soient

[}

)= [ o(a)dr @) = [ o)y

r

Oﬁ¢:R+XR+ —>R+.

Théoreme 4.1.1. Soit 1 < g < p <o et C >0, alors I’inégalité

1 1

( /Ow f”(x)w(x)dx) <c [ /O (S f(x))qv(x)dx} '

est vérifiée pour tout f |, si et seulement si

( /OrW(x)dx) : <C { /O " a(x, r)qv(x)dx] ; W0

L’inégalité (4.2) est vérifiée pour tout f 1, si et seulement si

{/rmW(x)dx] % <C (/Om P (x, r)qv(x)dx> é V>0

Théoreme 4.1.2. Si0 < g<p<1letC >0, alors I'inégalité
1
q

( /0°°<s¢f<x>>pw<x>dx)’l” <c[ [ rmeoa]
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est vérifiée pour tout f |, si et seulement si

(/()oo@(x, r)pw(x)dx)[]’ <C [/Orv(x)dx} ; . Vr>0.

L’inégalité (4.5) est vérifiée pour tout f 1, si et seulement si

( /O "o, (x,r)”w(x)dx) % <c [ / °°V<x>dx1 5  Wrso.

Lemme 4.1.1. (i) Pour 0 < p <1, l’'inégalité

00 ) pfl 1 ) P
[ e dxz;( | f<x>dx) CvrL

est vérifiée.
(ii) Pour p > 1, l’inégalité

* P p—1 1 ~ i
IS dxgl—9< | f<x>dx) vl

est vérifiée.

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

Lemme 4.1.2. ]. soient C; >0, g, f : R, — R, des fonctions mesurables sur R, h est AC

et W' <0 presque partout sur (0,00), h(4o0) =0, alors
(i) Pour p > 1, I’inégalité

p

[ rwewaxs |- [T rwnwar| v,
est vérifiée si et seulement si
/rwg(x)dx < C1h(r)?, Vr > 0.
(ii) Pour 0 < p <1, l’inégalité
| rwstar=cy [— / wf(x)h%x)dx} o
est vérifiée si et seulement si

[ swaxzcinr, >0
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2. Soient C; >0, g, f : R, — R, des fonctions mesurables sur R, h est AC et ' > 0
presque partout sur (0,00), h(07) =0, alors
(iii) Pour p > 1, l’inégalité

o oo p
[ s < [Crwnwad v, @14
est vérifiée si et seulement si
/rg(x)dx < Gh(r)?, Vr > 0. (4.15)
0

(iv) Pour 0 < p <1, l’inégalité

{es] (>} p
| rwsear=cy [ / f(X)h'(X)dX] VL (4.16)
est vérifiée si et seulement si
/Org(x)dx > Coh(r)?, Vr> 0. 4.17)

Dans [39], le théoreme suivant a été prouvé.

Théoreme 4.1.3. (i) Soient0 < p <1, —o<a<b < +ooet —o < ¢ < d < +oo. On suppose
que f est mesurable non négative (non positive) sur (a,b) x (c,d) et f(.,y) € Ly(a,b) pour
presque tout y € (c,d), alors

d d
[ £l an > [ 1703 Iy adyo € (@) @18

si le membre gauche est fini.

(ii) Soient p <0, —co < a < b <o et —oo < ¢ < d < oo, On suppose que f est mesurable non
négative (non positive) sur (a,b) x (c,d) et f(.,y) € L,(a,b) pour presque tout y € (c,d),
alors

d d
| [ 1l = [ 1)y € (a.b), (4.19)

si le membre gauche est fini.

4.2 Préliminaires

Dans cette section, on prouve quelques lemmes qui seront utilisés dans la preuve des
résultats principaux.
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Lemme 4.2.1. (i) Si 0< p <1, alors

oo o] 1 p
P / fP@)x P dx > ( / —zf(x)dX) , VfT. (4.20)
0 0 X
(ii) Si p > 1, alors
) . N 1 S| p
/ fP)x P dx < — / Sf(x)dx) , YfT. (4.21)
0 p 0o X
preuve C’est un cas particulier du Lemme 4.1.2, avec
1 1
g0 =x"" b= G=
Remarque 4.2.1. Si on prend f(t) = { (1)’ ;: (()(C)’:)) , on obtient I’égalité dans (4.20) et

(4.21). Par conséquent, p et — sont des constantes optimales dans (4.20), (4.21) respective-
4

ment.

Lemme 4.2.2. Soit p < 0. Si f est non négative et décroissante sur (0,+o0), alors

oo o0 p
/ PP e > 27—yt ( / f(x)dx) . (4.22)
0 p—1 0
Si f est non-négative et croissante sur (0,~+eo), alors
/ TP ox e > 2P (P / "1 rax) (4.23)
0 - p—1 0 x2

Preuve 1) Soit f décroissante.
Du Lemme 4.1.1(i), pour 0 < ¢’ < 1, on déduit

(/Ooof(x)dx> ’ < q//owfq/ (x)xq/_ldx.

Soit p’ =g’ —1, alors pour —1 < p’ < 0, on trouve

(/mf(x)dx) s (1) (/“fp’+1(x)xp'dx) "
0 0
p+l

i —p= 1
Si on pose 7 —p—l—f—p,,alors




Soit

* 1
R:/ fP T (x)xrTdx,
0

et en appliquant I’inégalité integrale de Holder pour r = ’%1 > 1etr =1— p, on obtient

R = [ Gr100) (a2 0) 7 d

—1 P

(/Ow _]f”(x)dx) " (/Oooxfz(x)dx) "

IA
=
R

par conséquent

donc

(/:ﬂx)dx) R (1%)1” (/Omxplf”(x)dx> (/Omxfz(x)dx) " (4.24)

En utilisant le Lemme 4.1.1 (i1), pour p =2

(/:f(x)dx>2 > 2/O°°xf2(x)dx
") 22 ([ Txpwan) ([ reoa)
) ) )
(/wa(x)dx>p§2p (/ Af2(x > (/ £0) ) , (4.25)

et en appliquant (4.24) et (4.25) on obtient (4.22).

alors

pour p < 0

2) Soit f croissante, d’une maniére analogue a la preuve de (4.22), on établit (4.23) a
I’aide du Lemme 4.2.1 pour p =2. O

Lemme 4.2.3. Soient w € L1 (0, 0) une fonction de poids et @ : (0,00) — (0, ) une fonction
strictement croissante telle que @(0,00) = (0,00), ¢ € €1(0,+o0), alors pour tout p < 0 et

y € (0,400)
/ / x)dxdy = / o~ (X)w(x)dx. (4.26)

| ooy tay=—p [ (o7 )P ox.nar @27)
0 0
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/0 / *)dxdy = /OM<‘P1(X>)1W(X)dx. (4.28)

| @i oy dy=—p [ (07 1) P ot nar 429
0 0

Preuve.
A partir de (4.1), on déduit que pour presque tout r > 0, D). = ¢(x,r) et (1)) = —(x,r).

Du W(1) = /0 w(x)dx, Wi (1) = /t T w(x)dx, ona W (1) = w(t) et (W1)' (1) = —w(7).

Si on pose ¢(y) =1 et en intégrant par parties, on déduit

[ sy = [ [ wtoasag o

= [ wde 0
= limeisor [ W0 0)
= tim e (0001 [0 0wt

N
= /oo QD_I
0
d’ou I’égalité (4.26).
La preuve de I’égalité (4.27) est similaire :

| oot lay = [ e 1) de !0
0 0
= lime ey 0 [q><x,r>p<<p*1<r>>%]
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Ensuite on montre 1’égalité (4.28) :

/0 / x)dxdy = /Ooom (/Otw(x)dx) do (1)

11" 1
S {W(t) 1 + / w(t)dr
0

< 1
= /0 (pT(t)w(t)dt

La preuve de 1’égalité (4.29) est similaire a celle de (4.27). O

Lemme 4.2.4. soient w € L;(0,0) une fonction de poids et y : (0,00) — (0, 0) une fonction
strictement décroissante telle que y(0,) = (0,00), W € €1(0,+o0), alors pour tout p >0

et y € (0,4c0),
/ / x)dxdy = / v () w(x)dx. (4.30)

| e ay=p [ (w0 o). @31)
0 0

/ o1 / x)dxdy = /0 oo(l;/_l(x))_lw(x)dx. (4.32)

| @i vy av=p [ (v o) Poenr. 433)
0 0

Preuve on pose y(y) =1 et en intégrant par parties le membre gauche de (4.30), on

obtient
/ / x)dxdy = / / x)dxdy (1)

= [ woav o)
- [
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Pour I’égalité (4.31) on a

1

| oo ay = = [ @) a0
0 0
= —[ewnpv 1] +e [ o) o

- /O“(l,,—l@));(;,(x,t)dt.

En intégrant par parties le membre gauche de I’égalité (4.32), on déduit

/()“)%/l;y)w(x)dxdy = —/OOo —(l//—ll(t))z (/fw(x)dx) dy (1)

_ /0 “Wi()d(

y (1)

_ | e |
= lim; e y0t {Wl(t) — } + /o w(t)dt

© 1
= /() II/T(I)W(t)dt

La preuve de 1’égalité (4.33) est similaire a celle de (4.31). O

4.3 Résultats principaux

Dans cette section, on prouve des théoremes similaires aux théoremes 4.1.1 et 4.1.2,
mais pour d’autres cas concernant les parametres p et g.

Théoreme 4.3.1. Soient 1 < p,0< g < 1etCs >0, alors I'inégalité

( /0 wfp(x)W(x)dx) P <G { /0 M(Sq) f(x))qv(x)dx] ! (4.34)

est vérifiée pour toute fonction f | si et seulement si

( /OrW(x)dx> : <G { /O "o, r)qv(x)dx] é , Vr>0. (4.35)

L’inégalité (4.34) est vérifiée pour toute fonction f 71 si et seulement si
1 1
< / w(x)dx) e { / @ (x, r)qv(x)dx} "ovr>o. (4.36)
r 0
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Preuve 1- La premiere équivalence entre (4.34) et (4.35).

(4.34) — (4.35). 11 suffit de prendre f =1 ;).

(4.35) — (4.34).

Soient f € €'(0,) une fonction positive et strictement décroissante sur (0,o0), y satisfait
les hypotheses du lemme 4.2.4.

On pose r = y(y) dans I’inégalité (4.35), alors

[ 1) b1 w [ o @1
/0 < /O w(x)dx> yr ldy <G /0 { /0 CID(x,y/(y))qv(x)dx} yrldy.  (4.37)

v(y) 1
Soit g(y) = /0 w(x)dx, g |, 0< » < 1, en appliquant I’inégalité (4.8), on déduit

/Ooogll’(y)yfl’ldy > p (/Owg(y)dy> : -

Si on désigne par LHS et RHS respectivement le coté gauche et le c6té droit de 1’inégalité
(4.37), on obtient

s = p( [ ([ wionae)as)

_ p( / ”wl(x)w(x)dx)’l’ en vertu de (4.30),

et d’autre part

yr o dy

RHS — G /OM /Ooo@(x,l//(y))qv(x)dx]

1

- of [t w<y>>9yq<i—”v<x>dx} " dy

1

= o 7| [ (evont i) as]

o 1_41 1
- G /0 | (e, W)y v (x) [|n, . d,
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en utilisant I’inégalité intégrale inverse de Minkowski et I’égualité (4.31), on a

b 1_4 1
RHS < G| /0 O(x, y(y))yr v (x)dy |,

- a|[Hw ([ e w<y>>yé—1dy)qu] %
- a|[w(p w(w—1<r>>i¢<x,r>dz)qu]’l’

— | [T (] °°<w1<r>>é¢<x,r>dr)qu] :

Si on pose f(t) = (W*I(t))%, on déduit ’inégalité (4.34).

Soit f |, on considére une suite {f,} n € N de fonctions positives f, € €1(0,00) stricte-
ment décroissante sur (0,0) telle que

fn(x) < fn—i—l(x) < f(x)7 ne N? X € (07°°)

et
limp—syoo fa(X) = f(x), x € (0,00), (4.38)

(/Oooff(X)W(x)dxy < G (/Om(Sqifn)q(x)v(x)dx)‘l’

alors

(4.39)
1
< & [ surrtnta)
0
En appliquant le théoréme de la convergence monotone, on déduit
1 1
o P R 14
(/ fp(x)w(x)dx) = limy— oo (/ f,{’(x)w(x)a’x)
0 0
(4.40)

< G ( /0 " (Ss f)q(x)v(x)dx) ’

2- Deuxieme équivalence entre (4.34) et (4.36).
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(4.34) — (4.36), il suffit de prendre f = 1(...).
(4.36) — (4.34).
Soit r = y(y) et en intégrant (4.36), on conclut que

oo oo % _%_1 il I e g é —%—l
/0 (/W(y)w(X)dx> y dy§C3/O [/0 D (x,y(y)) v(x)dx] y dy, (4.41)

(o)

1
soit g(y) = / w(x)dx, g T, 0 < — < 1, et par Iinégalité (4.20), on obtient
P

v(y)
® 1 _1_ <1 ,
/ gr(y)y » dy>p / —=8)dy ) .
0 0y
Soit LHS le membre gauche de I’'inégalité (4.41), en appliquant I’'inégalité (4.32), on a

s = p([7 (e o))

— ([T vwa)

1

RHS = (3 /oo /oocbl(x, w(y))qv(x)dx]qy_;_ldy
o [Jo

et

= o [T [ (@bwon + i) ]y

o0 1 41
- G /0 1 G, w(y))y 7 i () [l d,

a I’aide de I’inégalité intégrale inverse de Minkowski et 1’égalité (4.33), on obtient

RHS < G| /Omdh(x,w(y))y_']’_lvé(@dyHLW
e [ v ( I w<y>>yildy)qu} %
- o [T (] °°<w-1<r>>‘?>¢<x,t>dr)qu:

- csp{ | @ ( / °°<1,,1<t>>—;¢<x,t>dt)qu: ,
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en posant f(¢) = (y~! (t))fé, on déduit (4.34).

Soit f 1, on considére maintenant une suite {f,} n € N de fonctions positives f, €
%€1(0,00) strictement croissante sur (0, o) telle que

S1(x) = o> fu(x) = fas1(x) = f(x), neN, x€(0,0),
ou fi est une fonction intégrable sur (0,c0) et
Ja(x) < fas1(x) < f(x), n €N, x € (0,00),

alors

( / fP(x) dx) <G < /O " (Ss fn)q(x)v(x)dx>q. (4.42)

gn(x) = fl(x) _fn(x)7
donc {g,} est une suite croissante, on peut alors appliquer le théoréme de la convergence
monotone.

On suppose que

limy— 4o /Ooogn(x)dx = /0oo limp—s oo (f1(x) — fn(x))dx

(4.43)
= / fi (x)dx—/ limy_s oo fn(x)dx
0 0
et - - -
limn_>+°o/0 gn(X)dx = limy_ie (/0 fi (x)dx—/o fn (x)dx)
(4.44)
= / fi (x)dx—/ limy—s 4o fn(x)dx
0 0
En appliquant (4.43) et (4.44), on déduit
lim, s 1o /000 Jfn(x)dx = /Ooolimn%jmfn(x)dx. (4.45)

Puisque |f,(x)| < fi(x), en appliquant le théoréme de Lebesgue, on obtient

e | °°<s¢fn>q<x>v<x>dx); = ([[senropea). @

A Taide (4.42), (4.45) et (4.46), on obtient

(/ (%) dx> <G ( /0°°<S¢f)q(x)v(x)dx)q. o
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Théoreme 4.3.2. Soient 1 < p, g <0 et C4 > 0, alors l'inégalité

1

< /0 wfp(x)W(x)dx) "<a [ /0 w(s¢, f(x))qv(x)dx} ! (4.47)

est vérifiée pour toute fonction f | si et seulement si

( /Orw<x)dx) <6 [ | ot r)qv(x)dx] " w0 (4.48)

L’inégalité (4.47) est vérifiée pour toute fonction f 1 si et seulement si

( /r wW(X)dX) : <G4 { /0 w<1>1(x, r)qv(x)dx] ; . Yr>0. (4.49)

Preuve Puisque I'inégalité intégrale inverse de Minkowski pour g < 0 est identique au
cas 0 < g < 1, la preuve du théoréme 4.3.2 est similaire a la preuve du théoreme 4.3.1. O

Théoreme 4.3.3. Soient 0 < p <1, 1< g et Cs >0, alors I'inégalité

1

1
( / 7 (x)w(x)dx) e [ / (So f(x))qv(x)dx} ‘ (4.50)
0 0
est vérifiée pour toute fonction f | si et seulement si
1 1
r P b q
(/ w(x)dx) > Cs {/ D(x, r)qv(x)dx] , Vr>0. 4.51)
0 0
L’inégalité (4.50) est vérifiée pour toute fonction f 71 si et seulement si

< /r MW(X)dX) : > Cs { /0 o (x, r)qv(x)dx} % , Vr>o. (4.52)

Preuve La preuve de ce théoreme est similaire a celle du théoreme 4.3.1. O

Théoreme 4.3.4. Soient p <0, g <0etCg > 0. Si

(/rw(x)dx> ’ <Cs [/md)l(x,r)qv(x)dx] ‘ , Vr>0, (4.53)
0 0

alors ,

</wap(x)W(x)dx)’l’ <G UOOO(S(pf(x))qv(x)dx} C (4.54)
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est vérifiée pour toute fonction f 1.
Si

( /r MW(X)dX> : <Cs { /O oocb(x, r)qv(x)dx} é . Vr>0, (4.55)

alors (4.54) est vérifiée pour toute fonction f | ,
1. p
1 C7=(1— Ce.
oir C7 = ( P)”(p_l) 6

Preuve (4.53) — (4.54)
On pose r = ¢(y) T dans I’inégalité (4.53), alors

© [ ro(y) 5 oo [ poo i
/ (/0 w(x)dx) Y| UO q>1<x,<p<y>>qv<x>dx} vy (4.56)

o(y)
Soient g(y) = / w(x)dx, gT, [l) < 0, en appliquant I’inéqalité (4.23), on obtient
0

[Terom s taz b ( %g@)dy)f‘a

l—p

Soient LHS et RHS respectivement le coté gauche et le coté droit de I’inégalité (4.56), en
utilisant 1’égalité (4.28), on a

LHS > () (/Ow(yiz/o<p<y)w<x)dx)dy>é

D’autre part

1

RHS = C6/ / @1(x,(p(y))qv(x)dx}qy_ll’_ldy
o [Jo

1

= G [ [Tt o
o | 0 ’

b _1_ 41
~ G /0 | @1 (x, 0(9))y 7 vi (x) |1, dy.
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De I’inégalité intégrale inverse de Minkowski et 1’égalité (4.29), il vient

*® _1_ 41
RHS < Cq| /O @y (x, 0(y))y 7 vi(x)dy ||L,.

G { | @ ( / °°<1>1<x,<p<y>>y—i‘1dy)qd<x>}q
_ c6{ [ (—p / °°<<p-1<r>>z‘7¢<x,r>dt)qu}‘l'
— Co(—p) { | @ ( / °°<<p1<r>>—%¢<x,r>dr)qd<x>}é

14

finalement en prenant f(r) = ((p’l(t))_% et C; = (1 —P)%(

La preuve de la deuxieme implication est similaire a celle de la deuxieme partie
43.1. O

Théoreme 4.3.5. Soient p <0,0<g<1etCg>0.Si

( / ww(x)dx> <6 [ JA " a(x, r)qv(x)dx] " s

1 1

alors

(/wap(x)W(x)dx) " < G U:(quf(x»qv(x)dx} 7

est vérifiée pour toute fonction f |.
Si

( /Orw(x)dxy <Gy { / mcbl(x,r)qv(x)dx] "o,

alors (4.58) est vérifiée pour toute fonction f 1,
1P
1 Co=(1—p)r Cs.
oit Co=(1—-p) (p—l) 8

Preuve La preuve du théoréeme 4.3.5 est similaire a celle du théoreme 4.3.4.

Théoreme 4.3.6. Soient p <0, ¢ > 1 et Cyo > 0. Si

(/rwW(x)dx) ’ <Cio Vomcb(x, r)qv(x)dx} " owr>o,
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I )Cg, on déduit (4.54).

du théoréme

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)



alors 1

( / FP(x dx> <cy { /0 " (Ss f(x))qv(x)a’x} ! 4.61)
est vérifiée pour toute fonction f | .
Si
(/rw(x)dx> ’ <Cj {/MCI)(X, r)qv(x)dx} ! , Vr>0 (4.62)
0 0

alors (4.61) est vérifiée pour toute fonction f T,
1_1 1
onCp > (1— s)ﬁ_a(—g)aclo.

Preuve (4.60) — (4.61)
On pose r = ¢(y) T dans I’inégalité (4.60), alors

o oo % %_1 a [ e q %_1
/() (/(P(y)w(X)dx) y dy S C10/0 </() <I>(x,go(y)) v(x)dx) y dy, (4.63)

soit g(y) = / w(x)dx, g | et % < 0, d’aprés I'inégalité (4.22) on obtient
¢()

/Owgq( )y dy > (qu)f’_1 (/Omg(y)dy)z,

d’ou

/Ow (/;y) W(x)dx) Zy Fldy> (qi p>7’_1 (/om (/;y)w(x)dx) dy>Z

Soient LHS et RHS respectivement le coté gauche et le coté droit de 1’inégalité (4.64), en

vertu de I’égalité (4.26) on déduit
9
0 P
)p_l (/ (p_l(x)w(x)dx) )
0
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D’autre part en appliquant le théoreme de Fubini, nous aurons

RHS = clo/ow (/quDQ(x,(p(y))v(x)dx) yrLdy

- cof ( [ o <p<y>>v<x>y21dx) dy
= o ( [ e «p(y))yilvoc)dy) dx

= Clo/ow/owcb(x,<P(y))qyf’_ldyV(X)dx

= Cu [ Hvar,

= [ @0y ay

Si on fixe x > 0 avec ¢ = ¢(y) dans I(x) et en intégrant par parties, on a

I(x) = /0“d><x,<p<y>>qy?1dy
= /Cbxt O ()

= —p/ o (1) Pd)xt)q Lo (x,1)dt.

Dans la suite on applique le lemme 4.1.2 (iii).

Soit
gt) =@(x,)1 " o(x,1),  h(r) =D(x,1),
=970 G
/O g(t)di = /0 "D, 1)0 0 (x, 1)t = é@(x, P9 < Coh(r)9,

/ fi(t)g(t)dt < G [/wa(t)h’(t)dtr,

et on déduit
o —1 q -1 1 0 -1 1 q
[ o 0t o< | "o 0 otenar]
0 q |Jo
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il vient

<—— U o xt)dt]q,

RHS < C{,— —/ {/ 0 o(x t)dtrv(x)dx,

alors

par conséquent

( / ¢! dx) < (——) [ / o (1) 9 (x t)dtrv(x)dx,
d’ou
</ Qo dx) ' < ﬁ‘l’_}'cw (—g) % {/Ow ( Om (p_l(t);q)(x,t)dtrv(x)dx}q.

1l suffit de prendre f = (¢! (t))%, donc

(/ (%) dx) <Cio <1 - g) & (—2)5 </O°°(s¢f)q(x)v(x)dx> ]

Preuve (4.62) — (4.61)
On pose r = ¢(y) T dans I’inégalité (4.62), alors

o0 ?(y) ’ q_ 0 « —4_
/O < /0 w(x)dx) v+ lay<cl, /O ( /0 <I>1(x,<p(y>>%(x>dx)y ldy,  (4.64)

o(y)
soit g(y) = /0 w(x)dx, g T et ]% < 0, d’aprés I’inégalité (4.22) on obtient

[ ebon vz ([T e )dy)z

A (/Oww(x)dx)zyﬁldy > () (/omylz (/Owww(x)dx) dy);z

Soient LHS et RHS respectivement le coté gauche et le coté droit de I’inégalité (4.64), en
vertu de I’égalité (4.28), on déduit

d’ou

<

LHS > (4 )b ( | °°<<p1<x>>1w<x>dx>

q—p
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D’autre part en appliquant le théoreme de Fubini, nous aurons

RHS = Clo/ooo (/Ooocbl(x,(p(y))qv(x)dx> y_%_ldy

= ( / °°q>1<x,<p(y>>qv(x>yzux) dy
- cof ( / °°q>1<x,<p<y>>qy—2—lv<x>dy) dx
= ( / °°q>1<x,<p<y>>qy—z—1dy> o(x)dx
— Cu /O”r(x)v(x)dx

1= [ ooy

Si on fixe x > 0 avec ¢ = ¢(y) dans I’(x) et en intégrant par parties, on a

I'(x) = /qu)l(xafp(y))qyzldy
a /owq’l(x,t)qq)_l(t)P do~' (1)

= _p/ ¢! pCI>1 (x,0)47 L (x,1)dt.

Dans la suite on applique le lemme 4.1.2 (ii).

Soit
g(t):¢l(x=t>q_]¢(xvt)7 h(t):q)1<x7t)v
R P _1
f(t) - (P (t) Ta Co q
o0 o0 4 1
/ e(t)di = / &, (5,0)7 9 (x, 1)t = ~ Dy (x,r)4 < Coh(r)"
r r q
ainsi

/f" dt<C[ /f (K (1 )dt]
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et on déduit

1

/ ¢! p(l>1xt)q o (x, t)dt<C{ / 0! "(—(P(X,t))dt]q

<——[/ o3 P(pxt)dtr

RHS < -7 [ / ORI t)dtrv(x)dx,

il vient

alors

([ ) <et-2) 7] [Tt 0 P otwnar] v

(%)w%@)w(x)dx)g < (%)lgc?o(—g)/ow :/000 ¢_1(t)*%¢(x,t)dt— qv(x)dx

Il suffit de prendre f = ((p’l(t))fé 1, donc

( /O wf”(x)w(x)dx);’ < Cio (1 - g) = (—g) ‘ ( /O " (S f)q(x)v(x)dx) "o

Théoreme 4.3.7. Soient0 < p<1,g<0etCip > 0. Si

(/Mw(x)dx) ’ >Cop {/OMCID()C, r)qv(x)dxl ! , Yr>0, (4.65)
alors 1

( / F2(x dx> > C1s { /0 " (Ss f(x))qv(x)dx} ' (4.66)
est vérifiée pour toute fonction f | .
Si

(/Orw(x)dx) ’ >Cop [/OoodD(x, r)qv(x)dxl ! , Yr>0 (4.67)

alors (4.66) est vérifiée pour toute fonction f 1,

o Ci3 < (1-L)» 4(——);C12

Preuve La preuve du théoreme 4.3.7 est similaire a celle du théoréeme 4.3.6. O
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Conclusion

Des inégalités intégrales telles que les inégalités de Minkowski, de Hardy ou de type
de Hardy ont été généralisées et ceci en prenant compte de la monotonie des fonctions, les
fonctions de poids et I’introduction de plusieurs parametres tels que ceux d’intégrabilité.

A T’issue de ces travaux et en vue de cette petite contribution dans les inégalités intégrales,
se présente la perspective d’étendre ces résultats a R” ou bien a des sous-ensembles de R" ,
n > 2. Ainsi on espere que ces nouvelles inégalités trouveront des applications.
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