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Abstract

Functionally graded materials (FGM) are a new kind of composite materials which have
agradual and continuous variation of the volume fraction of each component through the
thickness direction, leading to changes of global behavior of the structural element they
represent.

The thermodynamic behavior of functionally graded (FG) sandwich plates resting on
Winkler/Pasternak/Kerr foundationsand with various boundary conditions is studied in this work
by using a refined 2D plate theory. The displacement field of the present theory contains
undetermined integral forms and involves only four unknowns. The plate is considered to be
subject to a time harmonic sinusoidal temperature field across its.

Another theory is used to study the effect of porosity on the thermal buckling of FG plates
on elastic foundation. The theory takes into account the stretching effect due to its quasi three-
dimensional nature. Moreover, the model satisfied exactly stress boundary conditions on the top
and the bottom of the plate. The proposed quasi 3D theory contains only four unknowns.
Different porosity distributions are considered. The thermal loads are assumed to be uniform,
linear and non-linear temperature rises through the thickness direction.

To check the validity of the present theories, the obtained results are compared with the
available data in the literature. Parametric study is performed to show the influences of different
parameters liketime parameter, foundation parameters,porosity distributions on the response of
FG plate through several illustrations.

Keywords: FGM; thermodynamic; thermal buckling; quasi 3D theory ; elastic foundation.



Résumé

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont un nouveau type de matériaux
composites qui représentent une variation graduelle et continue de la fraction volumique de
chaque composant dans le sens de I'épaisseur, entrainant des changements du comportement
global de I'élément structurel qu'ils représentent.

Le comportement thermodynamique des plaques sandwich FG reposant sur des
fondations Winkler / Pasternak / Kerr et avec diverses conditions aux limites est etudié dans ce
travail en utilisant une théorie raffinée des plaques 2D. Le champ de déplacement de la présente
théorie contient des formes intégrales indéterminées et n'implique que quatre inconnues. La
plaque est considérée comme soumise a un champ de température sinusoidal harmonique dans
le temps sur son épaisseur.

Une autre théorie est utilisée pour étudier I'effet de la porosité sur le flambement
thermique des plaques FG sur les fondations élastiques. La théorie prend en compte I'effet
d'étirement de | ’épaisseur di a sa nature quasi tridimensionnelle. De plus, le modéle satisfaisait
exactement aux conditions aux limites de contraintes en haut et en bas de la plaque. La théorie
quasi 3D proposée ne contient que quatre inconnues. Différentes distributions de porosité sont
considérées. Les charges thermiques sont supposées uniformes, la température linéaire et non
linéaire augmente dans la direction de I'épaisseur.

Pour vérifier la validité des théories utilisées, les résultats obtenus sont comparés aux données
disponibles dans la littérature. Une étude paramétrique est réalisée pour montrer les influences
de différents parameétres comme le parametre de temps, les parametres de fondation, les

distributions de porosité sur la réponse des plaques FG a travers plusieurs illustrations.

Mots-clés: matériau fonctionnellement gradué; thermodynamique; flambage thermique; théorie

quasi 3D; fondation élastique.
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Introduction générale

Les structures et les matériaux intelligents ont retenu récemment l'attention des
chercheurs en raison de leurs énormes potentiels d'application. Les matériaux fonctionnellement
gradués (ou a gradient de propriétés FGM) font partie de ces matériaux. Les matériaux FG ont
été largement utilisés dans plusieurs domaines, avec un accent sur les applications d'ingénierie
thermique telles que les structures de barriére thermique soumises a de forts gradients
thermiques.

En outre, les structures sandwich ont fait lI'objet d'une plus grande attention et sont
aujourd'hui largement utilisées dans divers types d'ingénierie critique tels que l'aérospatiale, le
génie civil, la mécanique et la marine. Cela est di a ses excellents avantages par rapport a la
structure solide monolithique. Généralement, les structures sandwich traditionnelles sont
composées de trois couches avec deux feuilles de face collées a I'ame. L'exposition de ces
structures a un champ a haute température provoque une délamination et des contraintes
résiduelles. L'apparition des matériaux FGM, qui sont des matériaux présentant une variation
continue des propriétés des matériaux d'une surface a l'autre, a permet de surmonter ces
inconveénients.

L'étude des plaques fonctionnellement graduées a commence par l'analyse des plaques
minces a l'aide de la théorie des plaques classiques (CPT). En utilisant cette théorie,
Zenkour(2005) et Zenkour et Alghamdi(2010) ont analysé le comportement de flexion des
plaques sandwich FG. La CPT peut étre appliquée avec succes pour analyser les problemes de
plagues minces, mais dans le cas ou l'effet de la déformation par cisaillement ne peut étre
négligé, différentes stratégies sont nécessaires pour analyser des configurations de plaques plus
générales (Vescovini et al. 2010).

Zhao et al. (2009) ont étudié le comportement au flambement des plaques FG sous
charges mécanique et thermique en utilisant une formulation basée sur la théorie des plagues de
déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT).Comme la FSDT viole les conditions
d'équilibre sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque, un facteur de correction de
cisaillement est nécessaire pour compenser l'erreur due a une hypothese de déformation de
cisaillement constante dans I'épaisseur (Huu-Tai et Dong-Ho 2011). Par conséquent, la FSDT est
limitée par le facteur de correction de cisaillement qui est difficile a estimer pour les matériaux
composites. Pour surmonter cet handicap, différentes théories de déformation de cisaillement
d'ordre supérieur (HSDT) ont été développées et proposées par les chercheurs.

La théorie de la déformation par cisaillement du troisieme ordre (TSDT) ne nécessite pas
de facteur de correction de cisaillement et satisfaite & des contraintes de cisaillement

transversales nulles sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque a suscité un intérét de
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recherche considérable (Baferani et al. 2011, Akbarzadeh et al. 2011, Shariat et Eslami 2007,
Bodaghi et Saidi 2010, Thai HT et Kim 2013).

En utilisant la théorie des plaques de déformation par cisaillement du troisieme ordre
TSDPT, Cong et al. (2017) ont étudié la réponse dynamique non linéaire des plaques FG
rigidifiées dans un milieu thermique soumises a des charges mécaniques et thermiques en tenant
compte des propriétés des matériaux dépendantes de la température. De plus, Duc et al. (2016)
ont étudié la stabilité thermique des plaques FG rigidifiées de maniére excentrique en utilisant la
méme théorie. Bachir Bouiadjra et al. (2013) ont étudié le comportement non linéaire des
plaques FG sous des charges thermiques en utilisant une théorie efficace de déformation par
cisaillement sinusoidal. Abazid et al. (2018) ont présenté une théorie prenant en compte a la fois
les effets de cisaillement et de déformation normale pour étudier la flexion statique de différents
types de plaques sandwich FG reposant sur des fondations Pasternak en milieu hygrothermique.
Bousahla et al. (2016) ont utilisé une théorie des plaques raffinée a quatre variables pour
l'analyse du flambement thermique des plaques FG soumises a différentes variations de
température dans la direction de I'épaisseur.

Les porosités survenant & I'intérieur de la structure du matériau au cours de la production
ont un effet important sur les comportements mécaniques des structures non homogenes. Ait
Atmane et al. (2017) ont utilis¢ une théorie des poutres quasi 3D pour analyser les
caractéristiques de flexion, de flambement et de vibration libre des poutres FG poreuses sur des
fondations élastiques. En utilisant le HSDT, Cong et al. (2018) ont présenté une étude sur le
comportement au flambement et au post-flambement des plaques FG avec des porosités reposant
sur des fondations élastiques et soumises a des charges mécaniques, thermiques et
thermomeécaniques.Gupta et Talha (2018) ont étudié la réponse en flexion et aux vibrations des
plagues FG poreuses avec une théorie de déformation normale et de cisaillement d'ordre
supérieur non polynomial.

Les travaux de recherche mentionnés portent sur le comportement a la flexion, aux
vibrations et au flambage d'une plaque soumise a une charge thermique et/ou mécanique.Selon la
littérature et a notre connaissance, les études réalisées sur la plague sandwich FG sur fondation
élastique soumise a des sollicitations thermodynamiques sont tres limitées. Nous ne trouvons que
les travaux de Sobhy et Zenkour (2015) qui traitent ce probléme mais en utilisant une théorie de
déformation par cisaillement d'ordre élevé a cing variables, ou la plaque sandwich était
considérée comme simplement supportée et reposant sur la fondation élastique Pasternak.

En outre, on trouve peu de travaux qui traitent la température critique de flambement
thermique des plaques FG poreuses avec les théories d’ordre supérieure en prenant compte

I’effet de 1’étirement de 1’épaisseur.
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A cet effet, nous nous intéressons dans ce travail a 1’étude de comportement
thermodynamique des plagues sandwich reposant sur des fondations élastiques de types
Winkler/Pasternak/Kerr sous diverses conditions d’appuis. De plus, nous allons étudier le
flambement thermique des plaques avec différents modéles de porosités en utilisant une théorie
raffinée d’ordre supérieure en tentant compte 1’effet de 1’étirement de 1’épaisseur avec seulement
quatre variables.

Afin de bien structurer le présent travail, la présente thése a été organisée comme suit :

Tout d’abord on présente dans le premier chapitre un apercu général sur les matériaux
fonctionnellement gradués en représentant leurs avantages par rapport les matériaux composites
classiques. L’évaluation des propriétés matérielles suivant les différentes lois de mélange, les
modeles micromécaniques, ’effet de la température et la présence de la porosité ont été
également discutés.

Le deuxiéme chapitre est consacreé a la présentation des différents champs agissant sur les
plaques d’une mani¢re générale. Les champs des déplacements ont été présentés suivant les
théories des plaques et leurs évolutions dans 1’analyse des plaques en matériaux
fonctionnellement gradués. Les différentes formes de déformations et de contraintes avec les
relations qu’elles liées sont aussi présentés suivants les travaux de la littérature.

Le troisieme chapitre représente les comportements statique, dynamique, thermique et
thermodynamique des plaques FG. Les différentes fondations élastiques de types
Winkler/Pasternak/Kerr ont été aussi décrits.

Le quatriéme chapitre consiste en 1’étude de la réponse thermodynamique des plaques
sandwich FG reposant sur des fondations élastiques de types Winkler / Pestarnak / Kerr sous
diverses conditions aux limites.

Dans le cinquieme chapitre, nous avons étudié I'effet de la porosité sur le flambement
thermique des plaques FG sur des fondations élastiques. La théorie prend en compte l'effet
d'étirement d0 a sa nature quasi tridimensionnelle. Les charges thermiques sont supposées
uniformes, linéaire et non linéaire dans la direction de I'épaisseur.

Pour vérifier la validité des théories utilisées dans 1’analyse thermodynamique des plaques
sandwich FG et le flambement thermiques quasi-3D des plaques poreuses FG, le sixiéme
chapitre représente des comparaisons des résultats obtenus aux données disponibles dans la
littérature. Des études paramétriques sont réalisées pour montrer les effets des différents facteurs

sur les comportements étudiés.

On acheve ce travail par une conclusion générale qui résume les résultats obtenus lors la
préparation de cette thése. Des perspectives et recommandations pour des travaux futurs ont été

présentées.
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Chapitre | : Généralisées sur les FGM

I.1. Matériaux composites ordinaires

Un matériau composite peut se définir comme étant I'assemblage de deux matériaux de
natures différentes, se complétant et permettant d'aboutir a un matériau dont lI'ensemble des
performances est supérieur a celui des composants pris séparément.

Dans un matériau composite ordinaire, il existe une interface distincte entre les matériaux
ce qui résulte un changement soudain de propriétés a l'interface (figure 1.1). La constitution
anisotrope des structures composites stratifiées est souvent entrainée des concentrations de
contraintes entre les matériaux et les discontinuités géomeétriques ce qui conduit a des
dommages, de fissurations et de séparation des liaisons adhésives (figure 1.2). La présence de
I’interface entre deux matériaux implique la variation de la distribution de propriétés telles que le
coefficient de dilatation thermique, la conductivité thermique et la résistance thermique (figure
1.4). La différence entre les coefficients de dilatation thermique a l'interface provoque une
contrainte thermique interne a des températures élevées, conduisant parfois a la destruction des

interfaces.

Matériau 1

Interface

Matériau 2

Figure 1.1 : Matériau composite ordinaire

. _ A _

X Ex / Ox

Figure 1.2 : Variation des déformations et contraintes suivant l’épaisseur dans un matériau stratifié
(Elishakoff, 2016)
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1.2. Matériaux composites avancés fonctionnellement gradués FGM

Un matériau avancé peut étre défini comme tout nouveau matériau ou matériau
significativement amélioré qui permet d’obtenir un avantage marqué du point de vue de la
performance physique ou fonctionnelle, comparativement aux matériaux conventionnels
couramment utilisés et auxquels ils se substituent.

Le matériau fonctionnellement gradué (FGM) est un matériau composite avancé avec
I'interface, qui existe dans les matériaux composites traditionnellement, remplacé par un
changement progressif de la propriété (figure 1.3). L'idée des matériaux fonctionnellement
graduées (appelés aussi matériaux a gradient de propriété) a été lancée au début des années 80 au
Japon, ou ce concept matériel a été proposé pour la premiere fois. Le concept de ce type de
matériau composite a été propose, afin de réduire les contraintes thermiques dans les matériaux
composites stratifiés conventionnels développés pour les moteurs-fusées réutilisables (Mahmood
et Akinlabi, 2017). Comme le montre la figure 1.4, un FGM réduit la contrainte thermique de

prés de 30% et peut empécher la destruction de l'interface (Shinohara, 2013).

(b)

Figure 1.3 : Matériaux FGM, a- vue microscopique b- Microstructure (Elishakoff, 2016)
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Résistivité thermique

Conductivité thermique

Coefficient de
dilatation thermique

Contrainte thermique

O Cérami ool I 11 ool I I 1
eramique ool I 11 ool lol I I
, el I 11/ ool lol 1ol I
@ Métal el I 11 @l Jol lol I I
ool I 11 oleololel | 1e]
ool I 11/ ool lol I I
OO0 e ool Jol le I
Matérian composite FGM
ordinaire

Figure 1.4 : Structures et propriétés des matériaux composites ordinaires et FGM (Shinohara, 2013).

1.3.Evaluation des propriétés effectives des matériaux fonctionnellement gradués
1.3.1.Distribution des fractions volumiques

Généralement, les matériaux FGM sont fabriques par deux phases de matériaux aux
propriétés différentes (le plus souvent le métal et la céramique). On peut déterminer les
propriétés matérielles sur la base de la distribution des fractions volumiques de différents
matériaux. Etant donné que la fraction volumique de chaque phase varie progressivement dans le
sens de la gradation, les propriétés effectives des FGM changent le long de cette direction. Dans
la littérature, il y a trois fonctions courantes pour décrire les fractions de volume (loi de

puissance, loi exponentielle et loi sigmoide).
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1.3.1.1. Loi exponentielle E-FGMs

Selon la loi exponentielle, les paramétres matériels de FGM peuvent étre donnés a travers

I’épaisseur comme suite (Chi et Chung 2006) :

P(Z)IA eB(z+h/2)
Avec
1 (P

et B=—In| |
h (R

A=P

1

P, et P, sont les propriétés des surfaces inférieure et supérieure respectivement.

05 —0—

04 o

0,1 -

0.0 -

(z/h)

0.1 4 u
0.2 -4
03 o

044 @

0,5 'q T T T T T T
70 120 170 220 270 320 370

Module de Young E(z)

Figure 1.5 : Variation du module d’Young suivant la loi exponentielle

1.3.1.2. Loi de puissance P-FGMs

La fraction volumique du P-FGM obéit a une fonction de loi de puissance :

p
V(Z):{z+h/2\

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Ou p est le parameétre du matériau et h est I'épaisseur de la plaque. Une fois la fraction volumique

locale V(z) définie, les propriétés matérielles d'un P-FGM peuvent étre déterminées par la régle

du mélange (Bao et Wang 1995, Chi et Chung 2006) :

P(z)=P +V(2)(P,-PR)

(1.4)
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Figure 1.6 : Variation de la fraction volumique suivant la loi de puissance

1.3.1.3. Loi sigmoide S-FGM

Afin de réduire l'effet de la concentration descontraintes, Chung et Chi(2001) ont
introduit un nouveau type de loi appelé loi sigmoide. La loi sigmoide est utilisée la combinaison
de deux fonctions de loi de puissance differentes pour décrire la fraction volumique des
matériaux constitutifs. Ces deux fonctions de loi de puissance sont les suivantes (Chi et Chung,
2006) :

1(h/2-2)"
Vi(2)=1-— ——— pour 0<z<h/2
2 h/2
(1.5)
1(h/2+2)"
V,(2)=—| ————— pour -h/2<z<0
2 h/2
En utilisant la regle de mélange, le module de Young du S-FGM peut étre calculé par :
P(z)=V,(2)(P,-P)+P pour 0<z<h/2
(1.6)
P(2)=V,(z)(P, - P)+P pour -h/2<z<0
0.5 ——
0.3 I;I/ o /_v"'/ 4
J [/ //'
0,2 do v "
i f ) ~
0,1 4 t;D /v” +
I/
% 0.0 7 / PE——
T 014 i ,V}/ c::'u O—p=0.2
] - /] p=0.5
02—_ + ) v/ of_m v—p=1
034 v J o p=2
4 e - ’ / + p:5
-0.4 1 P4 = o d =10
0,5 "'."// — T T T T T T T
0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0

Fraction volumique

Figure 1.7 : Variation de la fraction volumique suivant la loi sigmoide
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1.3.2. Modéles micromécaniques des FGM
Plusieurs modéles micromécaniques des FGM ont été rapportés parGasik(1994,1998),
Zuiker(1995), Reiter et Dvorak (1997, 1998), Yin et al. (2004), Bachir Bouiadjra et al. (2018),
Mahmoudi et al. (2018). Ces modelesmicromécaniques sont examinés pour obtenir les propriétés
matérielles effectives des FGMavec les différentes distributions de lafraction volumique dans
I'épaisseur de la plaque. Bachir Bouiadjra et al. (2018), Mahmoudi et al. (2018) ont étudié la
réponse des plaques FG en utilisant cinqg modeles micromécaniques (Voigt, Reuss, LRVE,
Tamura et Mori-Tanaka).Les expressions mathématiques des modéles micromécaniques sont
comme suite :
e Modéle de Voigt
E(z)=EV(2)+E, (1-V(2)) (1.7)

e Modeéle de Reuss
_ EcEm
CE,\V(2)+E, (1-V(2))

(1.8)

E(2)

e Modele de Tamura

(1_V(Z))(q_Ec)Em +V(Z)(q_Em)Ec (|9)

E(z) =
(1-V(z))(a-E,)+V(z)(a-E,)E,

Le paramétre q représente le transfert de contrainte/déformation suivant 1I’expression suivante

g=-2"% (1.10)

£ - &,

Si les élements constitutifs se déforment de maniéere identique dans la direction de
chargement, le paramétre q tend vers I’infini (q=o). Dans ce cas, le modele de Tamura se réduit
a l'estimation de Voigt. Tandis que, si les éléments constitutifs subissent le méme niveau de
contrainte (g= 0), on aura le modeéle de Voigt.

e Modele par représentation local des éléments de volume (LRVE)

V) ) 1

(
E(2)=E, |1+ ———1|; FE=—— 1.11
z L+FE’3‘;(Z)J 1_E% ( )

e Modeéle de Mori-Tanaka

V() ) (1.12)
1+(1-V(2))(E./E, -1)(1+ u)/(3—30)J

E(z)=E, +(Ec—Em){

Bachir Bouiadjra et al. (2018), Mahmoudi et al. (2018) ont noté que quel que soit le
modele micromécanique utilisé la densité de masse effective p est obtenue par la régle de

melange suivante :

(1.13)
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p(2)=pN(2)+p, (1-V(2))
Les estimations du module de Young d’un matériau fonctionnellement gradué, en
utilisant les différentes modéles micromécaniques sont représentées en fonction de la fraction
volumique des constituants sur la Figure 1.8. On peut remarquer que les approximations de Voigt

et de Reuss représentent les bornes supérieure et inférieure pour l'estimation du module de

Young.
x10"
] /};;
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®  Reuss o
Tamura e o

3.0 4 v LRVE /
& | Mori-Tanaka P .
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2 25 A py
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= | o
% ,,-".J ~ o
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Figure 1.8 : Variation du module de Young avec différents modéles micromécaniques. (Mahmoudi 2018)

1.3.3. Propriétés dépendantes de la température

Les structures en FGM sont les plus couramment utilisées dans un environnement a haute
température. Celle-ci provoque des changements importants dans les propriétés mécaniques des
matériaux constitutifs. Il est essentiel de prendre en compte cette dépendance a la température
pour une prédiction précise de la réponse mécanique. Les différentes propriétes materielles tels
que le module de Young, le coefficient de Poisson, le coefficient de dilatation thermique sont
supposés dépendre de la température et peuvent étre exprimés en fonction non linéaire de la
température. Wang et Shen (2013), Sobhy (2015), Attia et al. (2018) ont utilisé la fonction
suivante :

P
P:PO[—1+1+ P1T+P2T2+P3T3J (1.14)
T

Ou
T : champ de la température

Po, P-1, P1, P2 et P3: les coefficients de propriétés des matériaux dépendant de la température.
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Reddy et Chen (1998) ont représenté plusieurs matériaux dont leurs propriétés varient en
fonction de la valeur de la température. On représente les propriétés des deux matériaux
largement utilisés dans les FGM (céramique et métal) suivant la température. Les coefficients
dépendant de la température du module de Young E, de la dilatation thermique o et de la
conductivité thermique K sont rapportés par Sobhy (2015) comme le montre le tableau I.1. Selon
Wang et Shen (2013), la densité est peu affectée par le changement de la température et est
supposeée étre fonction de z uniquement.

Tableau 1.1 : Coefficients dépendants de la température pour la céramique et le métal (Sobhy, 2015)

Matériau P Pq P4 P, P, Ps
Céramique  E (Gpa) 24427 0  -1371x10"  1.214x10"™  -3.681x 10"
a(10°%K) 12766 0 -1.491 x 10° 10.06 -6.778 x 10°

K (W/mK) 1.7 0 0 0 0

Métal E(Gpa) 12256 0  -4.586x10™ 0 0

o (10°K) 75788 0 -6.638 x 10° -3.147 0

K (W/mK) 1 0 0 0 0

1.3.4. Propriétés des FGM avec porosité

En raison de la production des porosités dans la microstructure FGM pendant la
fabrication, il est nécessaire de prendre en compte ’effet de cette imperfection matérielle sur le
comportement des structures. A cet effet, la présence des pores fait 1’objet de plusieurs
développements récents pour répondre aux performances structurelles souhaitées en adaptant la
densite locale de la structure.

Wattanasakulpong et Ungbhakorn (2014) ont analysé la vibration linéaires et non
linéaires des poutres élastiques poreuses FG. Chen et al. (2015) ont analysé le flambement
élastique et la flexion statique des poutres poreuses FG selon la théorie de Timoshenko. Le
module d'élasticité et la densité des composites poreux sont supposes étre graduées suivant
I'épaisseur selon deux modéles différents de distribution (figurel.9).1l a été conclu que
I’augmentation du coefficient de porosité conduit a la diminution des charges critiques de
flambement, 1’augmentation de la déflexion maximale, la réduction de la fréquence et la
distribution de contrainte normale a travers I'épaisseur sera non linéaire.

Gupta et Talha (2017) ont traité la réponse en flexion et aux vibrations des plaques
poreuses FG avec théorie de cisaillement d'ordre supérieur non polynomial. Les propriétés
effectives des matériaux en chaque point sont déterminées par deux modeéles micromécaniques
(Voigt et Mori-Tanaka). Ils ont conclu que la présence de la porosité dans une plaque FG conduit
a augmenter la deflexion dans toutes les conditions aux limites considérées. En outre,la

fréquence augmente a mesure que la fraction volumique de porosité augmente.
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Shahsavari et al. (2018) ont présenté une théorie hyperbolique quasi-3D dans I'analyse
des vibrations libres de plaques poreuses FG reposant sur des fondations élastiques en
considérant trois modéles différents de distributions de porosité (figurel.10). D’aprés cette étude,
les porosités avec leurs modéles de distribuions dans le matériau FG ont un effet de rigidité /
ramollissement de la fréquence de vibration des plaques FG. La fraction volumique des porosités
joue un réle dominant sur la fréquence de vibration des plaques FG. Dans le cas d'une fondation
élastique a faible rigidité, la plaque poreuse FG avec le modele régulier de distribution présente
des faibles fréquences naturelles. Par contre, la fréquence sera forte dans le cas d’une fondation

élastiques a forte rigidité.

El
p(2) E(2)
- S
P E,
Py E,
p(2) E(z)
1 -

Distribution de porosité 2
Figure 1.9 : Modeles de distribution de la porosité dans une poutre FG (Chen et al. 2015)

porosité porosité

porosité

O o ©® o ¢ ® g © e o ©
a) imperfect I (régulier) b) imperfect II (non régulier)

¢) imperfect ITI (logarithmique-non régulier)

Figure 1.10 : Modeéle de porosité d’une plaque poreuse FG (Shahsavari et al. 2018)

Pagel?



Chapitre | : Généralisées sur les FGM

Il est bien clair que la porosité a I’intérieur des matériaux FG a un effet important et
parfois inverse selon le modéle de distribution des pores et la rigidité de la fondation élastique.
Le module d’élasticité d’un matériau poreux FG peut s’évaluer par les expressions suivantes :

e Distribution réguliere et linéaire de porosité (Mouaici et al. (2016), Wattanasakulpong

and Chaikittiratana (2015), Shahsavari et al. (2018))

E(z):(EC—Em)V(z)+Em—%(EC+Em) (1.15)

Distribution non réguliere de porosité (Wattanasakulpong and Chaikittiratana (2015), Shahsavari
etal. (2018)=

22|
h)
Distribution logarithmique-non-régulier de porosité (Gupta and Talha (2018), Shahsavari et al.
(2018))

E(z):(ECEm)V(z)+Em%(EC+Em){1 (1.16)

2|z|
h

E(z)=(E.-E,)V (z) —log [1+%j(EC + Em){l j+ E, (1.17)

Ou : aReprésente la fraction volumique de porosite.

On peut schématiser graphiquement les différents modeles de la porosité. Les figuresl.11
et .12 montrent la variation du module de I’¢lasticité et le coefficient de la dilatation thermique
suivant ’épaisseur avec les différentes distributions de la porosité. Celles-ci ont été utilisées dans
I’analyse du flambement thermique des plaque FG reposant sur la fondation ¢lastique
Winkler/Pasternak avec une théorie de déformation quasi-3D (Mekerbi et al. 2019). Les résultats

sont détaillés dans le chapitre V.
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015 71 |(-E-—distribution homogeéne (Shahsavari etal.2018 )
{ |-@—distribution non-homogéne (Shahsavari et al. 2018 )
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Figure .11 : Variation du module d’élasticité avec les distributions de la porosité (p=1)
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Figure 1.12 : Variation du coefficient de la dilatation thermique avec les distributions de la porosité
(p=1)
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Chapitre Il : Etat de contraintes et déformations des plaques en FGM

I1.1. Géneralités

Selon Ventsel (2013), Les plaques minces sont initialement des éléments structurels plats
délimités par deux plans paralléles, appelés faces, et une surface cylindrique, appelée bord ou
limite. Les générateurs de la surface cylindrique sont perpendiculaires aux faces planes. La
distance entre les faces planes s'appelle I'épaisseur h de la plaque. L’épaisseur de la plaque est
faible par rapport aux autres dimensions caractérisant les faces (longueur, largeur, diameétre,
etc.). Géométriquement, les plaques sont délimitées par des limites droites ou courbes. Les
charges statiques ou dynamiques portées par les plaques sont principalement perpendiculaires
aux faces des plaques.On peut aussi citer la définition simple de Reddy (2007) qui a considéré
une plaque comme un élément structurel avec des dimensions de forme plane qui sont grandes
par rapport a son épaisseur. La plagque est soumise a des charges qui provoquent une déformation
en flexion en plus de I'étirement.

La réponse des plaques sous différentes sollicitations permet de définir trois champs :
déplacements, déformations et contraintes. Les différentes théories des plaques proposent des
champs des déplacements selon des hypothéses adoptées. On peut définir les déformations a
partir les déplacements qui sont liés entre eux par des formes linéaires et non linéaires. Les
contraintes peuvent étre aussi déterminées a partir les déformations suivant des lois de
comportement se basant sur des modeles bidimensionnelle et tridimensionnelle. Dans ce qui suit,
nous allons présenter les champs des déplacements proposéees par les différentes théories des
plaques. Les dérivations des déformations linéaires et non linéaires sont aussi rapportées. De

plus, les champs des contraintes et leurs relations avec les déformations sont discutés.

11.2. Champ des déplacements dans une plague
11.2.1. Théorie classique des plaques (CPT)

Selon Reddy (2007), la théorie des plaques de Kirchhoff ou théorie des plaques classique
(CPT) est une extension de la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli. Les hypothéses
fondamentales de la théorie linéaire, élastique et a faible déflection pour la flexion des plaques
minces sont énoncées par Ventsel et al (2001) comme suit :
1. Le matériau de la plaque est élastique, homogéne et isotrope.
2. La plaque est initialement plate.
3. La deflexion du plan median est petite par rapport a I'épaisseur de la plaque. La pente de la
surface déviée est donc tres faible et le carré de la pente est une quantité négligeable par rapport

a l'unité.
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Chapitre Il : Etat de contraintes et déformations des plaques en FGM

4. Les sections droites, normales au plan médian avant la flexion, restent droites et normales a la
surface meédiane pendant la déformation, et la longueur de ces éléments n'est pas modifiée. En
conséquence, on peut négliger le cisaillement.

5. La contrainte normale g,au plan médian est faible par rapport aux autres composantes de la
contrainte et peut étre négligée dans les relations contrainte-déformation.

6. Etant donné que les déplacements d'une plaque sont faibles, on suppose que la surface
médiane reste non sollicitée apres la flexion.

Beaucoup de ces hypotheses, connues sous le nom d’hypothéses de Kirchhoff, sont
analogues a celles associées a la simple théorie de la flexion des poutres. Ces hypotheses
entrainent la réduction d'un probléme de plaque de trois dimensions & un probleme de deux
dimensions.

Pour formuler le probléme de la flexion d’une plaque mince (figure II.1), on considére
une partie d'une plaque d'épaisseur h dans laquelle le plan de coordonnées (X, y), correspond au
plan médian ou a la surface médiane, est non déformé. La face supérieure de la plaque est
soumise a une distribution de charge normale q (X, y) tandis qu'au bord, une distribution de force

de cisaillement Q et une distribution de moment de flexion M.

Bounding e
curve I’ /
7
7
s
y
s
I
e

q(x.y)

Region R

< Q| 1 I -

Figure 11.1: Partie d 'une plaque (Clive et al. 2013)
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View along
vy direction

Figure 11.2: Déformée de la ligne normale (Clive et al., 2013)

D’aprées Clive et al. (2013) et vue a la faible épaisseur de plaque, On peut supposer que le
déplacement vertical uz d’un point quelconque de coordonnées (x1, X2, X3) est identique a celui

situé au plan moyen de la plaque.

Us (X, Xy X3) =W(X,y) (11.1)

Ou w est le déplacement vertical de la surface médiane.
Le déplacement vertical paralleéle du plan moyen se produit sous I’effet de I’étirement (Stretching
effect) et de la flexion (Bending) dues aux chargements sur les bords de la plaque. Les

déplacements en plan correspondent au I’effet d’étirement notés par (u,)_et (u,) donnés comme

ce suit ;

U (X, Xy, Xs)} :[U(X:Y)]S
s (11.2)
1

— — 1 1

Uy (X, X5, Xa)J :[V(X,Y)]s

Sous I’effet de la flexion, la section plane perpendiculaire au plan moyen de la plaque (la ligne
ab dans la figure 11.2) se déplace verticalement et se tourne comme un élément rigide pour

prendre la forme (a’b’). Les déplacements en plan correspondent au I’effet de la flexion notés par

(u,), €t (u,), donnés comme ce suit :

' . . x )1 _ o ow(xy)
L 1 1’ 2! 3 Jb aX ~
I 1 aw(uy) (113)
LUZ(Xl X, X3)J =- oy

b
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En conclusion, le champ de déplacement qui représente les déplacements d’un point peut s’écrire

comme suit (Clive, 2013 et Reddy, 2007) :

ow(X,y)
u =u,(x,y)-z———
oX

Z@W(x,y) (1.4)

u, =v.(x,y) -
oy

ug =w(x,y)

On peut constater que cette théorie est trés simple et contient seulement trois inconnus.
Cela facilite et accélére le processus de calcul. Cependant, I’effet de la déformation en
cisaillement transverse est négligé. A cet effet, les résultats obtenus par cette théorie ne
représentent pas le comportement réel des plaques notamment celles épaisses. En revanche, di a
la simplicité et la rapidité de la théorie classique des plaques on peut I’utiliser dans I’analyse des
problémes complexes qui nécessitent un calcul lourd. A titre d’exemple, on cite le travail de
Thang et al. (2016). Ces derniers, ont analysé 1’effet de 1’épaisseur variable sur le flambement et
post-flambement des plaques imparfaite. Dans ce cas, la théorie classique rend le probléme plus
ou moins simple en comparaissant avec d’autres théories avancées. En outre, Thai et Kim (2015)
ont cité que la CPT est largement utilisé pour prédire les réponses non linéaires et post-
flambement des plaques minces FG. Amiri Rad et al. (2014) ont étudié par les éléments finis le
flambement de plaques FG sous des charges de tension uni-axiales et bi-axiales et contenant une
fissure en utilisant la théorie classique des plaques (CPT).En utilisant la méme théorie, Ma et
Wang (2003) ont étudié le comportement de flexion non linéaire axisymétrique et de post-
flambage thermique d'une plaque circulaire a gradation fonctionnelle avec des conditions aux
limites simples et encastrées. La plaque a été soumise a des charges mécaniques, thermiques et
combinés thermo-mécanique.

Tous les effets de la température, des imperfections géométriques initiales et de la non-
linéarité géométrique peuvent étre facilement inclus dans le modéle CPT car il est le plus simple
parmi les modéles connus. Bien que la CPT ignore les effets de cisaillement et de déformation
normale, elle peut fournir des prédictions pour les plaques minces ou les effets du cisaillement et
des déformations normales sont insignifiants.

11.2.1. Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)

Nous avons discuté dans la section précédente la théorie classique des plaques. Celle-ci
est élaborée premierement pour analyser les plagues minces ou les déformations transversales
sont négligées. Le domaine de la construction impose dans plusieurs cas 1’utilisation des plaques
plus ou moins épaisses. L’analyse des plaques €paisses conduit & mettre des reégles basées sur des

hypotheses non compatibles avec ceux de la théorie classique.
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Selon Ressiner (1945), deux hypotheses ont été émises pour la théorie des plaques
épaisses. Il a adopté que la variation de déplacement le long de I'épaisseur de la plague est
linéaire. En outre, il a supposé que la ligne verticale a I'axe neutre de la plaque changerait
pendant la flexion de la plaque (Shwetha et al. 2018).

Huang (1989) a noté que Reissner a proposé que les rotations des lignes perpendiculaires
a la surface moyenne de la plaque dans les plans xz et yz peuvent étre introduites comme
variables indépendantes dans la théorie de la plague. Mindlin (1951) a simplifié I'nypothese de
Reissner selon laquelle les normales a la surface médiane de la plaque avant déformation restent

droites mais pas nécessairement normales a la plaque apres la déformation (figure 11.3).

Figure 11.3: hypothéses de la section transversale de la théorie de Mindlin-Reissner (Reddy 2007)

Selon les hypotheses de Mindlin-Reissner, Huang (1989), Reddy(2007), Wang et al.

(2000) ont écrit le champ de déplacement comme ce suit :

U = Uy (X, y) - 24, (x, ¥)
U, = vy (X, ¥) - 26, (X, y) (11.5)

U, = Wo(xv y)

Comme dans CPT, (uo, Vo, Wp) désignent les déplacements d'un point sur le plan z = 0 et

¢, etg, sont les rotations de la normale transversale autour des axes y et X, respectivement

ou ov

b= (11.6)
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Il faut noter que les déformations de cisaillement transversales sont représentées comme
constantes suivant 1’épaisseur et, par conséquence, les contraintes de cisaillement transversales
seront aussi constantes. Cela contredit le fait bien connu que les contraintes de cisaillement
transversales sont paraboliques a travers 1'épaisseur de la plaque (Wang et al. 2000). L’écart
entre I'état de contrainte réel et I'état de contrainte constant prédit par la théorie du premier ordre
est souvent corrigé dans le calcul des résultantes de la force de cisaillement transverse (Qy, Qy)
en multipliant avec un parametre Ks, appelé coefficient de correction de cisaillement (Reddy,

2007, Huu-Tai et Dong-Ho, 2011):
GXZ
{Gyz }dz (11.7)

La théorie des plagues de déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT) a été
largement utilisée dans 1’analyse des plaques fonctionnellement graduées. En utilisant une
formulation basée sur cette théorie, Zhao et al. (2009) ont étudié le comportement au flambement
des plaques FG sous charges mécanique et thermique. Aussi, sur la base du FSDT, Saidi et
Hasani Baferani (2010) ont présenté une solution analytique pour le flambement thermique des
plaques annulaires FG avec des bords radiaux simplement supportés. En utilisant la FSDT et la
méthode des éléments finis, Abolghasemi et al. (2014) ont étudié le flambement des plaques FG
avec une decoupe elliptique sous des charges combinées thermiques et mécaniques.

Rappelons que la FSDT n’assure pas les conditions d'équilibre sur les surfaces supérieure
et inférieure de la plagque, un facteur de correction de cisaillement est nécessaire pour corriger
l'erreur due a une hypothese de deformation de cisaillement constante dans I'épaisseur. Ce
facteur de correction de cisaillement est difficile a estimer pour les matériaux composites. A cet
effet, diverses théories de déformation de cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) ont été
développées et proposées par les chercheurs.

I1.2.3. Théorie des plaques d’ordre supérieur (HSDT)

Comme il est noté par Ghugal et Shimpi (2002), les limites des théories CPT et FSDT ont
forcé le développement de théories de déformation de cisaillement d'ordre supérieur et
équivalentes pour éviter l'utilisation de facteurs de correction et pour obtenir la variation réaliste
des déformations et des contraintes a travers I'épaisseur de la plaque.

D’apres Thai et Kim (2015), la TSDT (Third Shear Deformation Theory) développée par
Reddy (1984) pour les plaques composites laminées tient compte de l'effet de déformation de
cisaillement transverse et satisfait les conditions aux limites de traction nulle sur les surfaces
supérieure et inférieure d'une plaque. Dans ce cas, le facteur de correction de cisaillement n'est

pas nécessaire.
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La théorie des plaques du troisieme ordre est également basée sur les mémes hypothéses
des théories des plaques classiques et du premier ordre, sauf que I'nypothese sur la rectitude et la
normalité dela ligne normale transversale aprés déformation. Cette ligne est variée avec
I’augmentation des déplacements (u, v, w) comme fonction cubique suivant la coordonnée de
I’épaisseur (Reddy, 2007). La figure I1.4 montre la cinématique de déformation de la normale
transversale sur le bord y = 0 dans les théories des plaques classiques, de premier ordre et de

troisiéme ordre.

undeformed
ng,gﬁ
lz x,u
[

CPT

FSDT

TSDT

(1o, wo)

Figure 11.4: Déformation de la ligne normale transversale selon les théories CPT, FSDT et TSDT (Reddy,
2007)

Le champ du déplacement selon les hypothéses de la TSDT peut s’écrire comme ce suit :

473 ( ow,

u(x,y,z,t) =u,(x,y,t)+z¢ (x,y,t) —3?L¢X +6_XJ
(11.8)
47°( ow, )
v(x,y,z,t):vo(x,y,t)+z¢y(x,y,t)——2L¢y+ J
3h oy
wW(X,y,z,t) =w,(x,Yy,t)
¢, etg, représente la pente de la normale transversale a z=0.
d d
bo=—| . 4 -— (11.9)
0z |,_, 0z|,_,
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Il est évident que le champ de déplacement dans 1’équation (I1.8) montre que la ligne droite
perpendiculaire au plan médian avant la déformation devienne une courbe cubique apres la
déformation de la plague (figure 11.5). En outre, ce champ de déplacement satisfait les conditions
aux limites des contraintes nulles aux faces inferieure et supérieure de la plaque.

Les avantages de cette théorie (pas de facteur de correction de cisaillement et les
conditions aux faces sup et inf sont satisfaites) ont suscité un intérét de recherche considérable
(Baferani et al. 2011, Akbarzadeh et al. 2011, Shariat et Eslami 2007, Bodaghi et Saidi 2010,
Thai HT et Kim 2013).En utilisant la théorie des plaques de déformation par cisaillement du
troisieme ordre de Reddy, Cong et al. (2017) ont étudié la réponse dynamique non linéaire des
plagues FGM dans un milieu thermique soumises a des charges mecaniques et thermiques en
tenant compte des propriétés des matériaux dépendant de la température. De plus, Duc et al.
(2016) ont étudié la stabilité thermique des plaques FGM de rigidité excentrique en utilisant la
méme théorie.

Pour le but de simplifier la théorie TSDT de Reddy et réduire le nombre des inconnus,
Senthilnathan et al. (1987) ont mis les hypotheses suivantes :

1- w=wp+ws, ou w est le déplacement transversal du plan médian de la plaque, wy, et ws sont
leur composant dd a la flexion et le cisaillement, respectivement.

o 0 .
2- 4 = AL/ #, = Wy ¢, et ¢, sont les rotations de la normale transversale autour des
oy

ox

axes y et x, respectivement
En appliquant ces hypothéses sur le champ de déplacement de Reddy (équation 11.8), le nombre

des inconnus sera réduit et le nouveau champ s’écrit :

3
ow, 477 ow,
U=uy,-z2——-—

ox  3h% ax
\ (11.10)
ow, 417 ow,
V=Vy—Z—————
oy 3h° oy
W=Ww, +W,
On peut écrire ce champ de déplacement sous une forme générale suivante :
ow, s
Uu=u,-z——+ f(z2)
ox ox (11.11)
ow, ow,
v=v,-z—+ f(2)
oy oy

W= W, + W,
Ou : f(z) représente la distribution des déformations de cisaillement suivant 1’épaisseur. Dans la

littérature, plusieurs formes ont été attribuées pour cette fonction (tableau 11.1).
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Ce champ de déplacement est largement utilisé dans 1’analyse des plaques FG. Le
comportement statique, dynamique et thermique ont été analysé sous diverses conditions avec et
sans fondations élastiques. On cite a titre d’exemple les travaux de Benachour et al. (2010),
Abdelaziz et al. (2011), Ameur et al. (2011), Douadji et al. (2012), Ait Atmane et al. (2013),
Meziane et al. (2014), Zidi et al. (2014), Bouhadra et al. (2015).

En outre, autres hypothéses simplificatrices sont faites a ’HSDT conventionnelle de sorte
que le nombre d'inconnues est réduit. Un champ de déplacement conventionnel du HSDT
satisfaisant les conditions de contraintes de cisaillement transversales (et donc de déformations)

nulles aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque, est donné par :

oW,
u (x,y,z,t)=ug(x,y,t)- za—+ f(z)d, (X, y,t)
X

v (X, y,z,t) =Vo(X,y,t)- Zaaﬂ—i— f(z)¢y(x, y, 1) (11.12)

y
w(x,y,z,t)=wg(x,y,t)

u,,Vv,, W, ete, sont les cing déplacements inconnus dans le plan médian de la plaque.
En considérant que ¢, = klje(x,y)dx et ¢, = kzje(x,y)dy , Le champ de déplacements

mentionnés ci-dessus peuvent s'écrire comme suit :

u (x,y,Z,t)=Uo(X,y’t)—Z%*'ﬂf(z)!@dx (11.13)

oW,
V(X Y, 2,8) = Vo (X, Y, 1) — 2 — 4 K, f (Z)Jedx
oy

W(X,y,2,t)=wy(X,y,t)

Ou u,,v,,w, et & sont les quatre déplacements inconnus dans le plan médian de la plaque. Les

0'Yo?
constantes ki et ko dépendent de la géométrie. Les intégrales utilisées sont indéterminées et

doivent étre résolues par le type de solution adoptée, et peuvent étre exprimées comme suit

ow, 00
u (x,y,z,t)=ug(x,y, z,t)—z——+k A" f(2)—
ox oXx

owy 00 (11.14)
vV (X, y,2,t)=ve(x,y,z,t)—z——+k,B ' f(z)—
oy oy

wW(Xx,y,z,t)=wy(x,y,t)

1 1
Et k,=4% k,=u°, A =B
u
. mrz nrz
Ou:l=—,pu=—,
a b
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En utilisant ce nouveau champ de déplacement contenant des termes d’intégrale
indétermine, Chikh et al. (2017) ont étudié le flambement thermique des plaques stratifiées a
couches croisées. Menasria et al. (2017) ont analysé la réponse de flambement thermique d'une
plague sandwich a gradation fonctionnelle (FG). Sekkal et al. (2017) ont utilisé la méme théorie
pour étudier le flambement et vibration libre de la plaque sandwich FG. Mahmoudi et al. (2018)
ont étudié l'influence des modeles micromécaniques sur la vibration libre d'une plaque FG
simplement supportée reposant sur une fondation élastique. Bachiri et al. (2018) ont utilisé ce
champ de déplacement pour analyser la réponse thermodynamique des plaques FG reposées sur

des fondations élastiques.

Tableau 11.1: Fonctions de forme de déformation de cisaillement. (Cukanovi’c et al., 2018)

Théorie Fonction de cisaillement f(z)
CPT(Kirchhoff 1850) 0
FSDT(Mindlin ,1951) y
Ambartsumian (1958) 2(h? 22)
204 3
5z 1 47%)
Reissner(1961) TL _WJ
Stein(1986) h  (z2)
—Sin L—J
Vi h
Shlmpl (2002) hrl(z\ 5(2\31
4lh) 3ln
aln) el
Karama et al. (2003) s -2/
Akavci (2010) z2sech(z2/h?) — zsech(x / 4)[L (x / 2) tanh(z / 4)]
Akavci (2010 ) (37 /2)htanh(z / h) — (37 1 2)zsec h?(L/ 2)
Mechab et al. (2014) zcos(1/2) hsin(z/ h)

—-1+cos(1/2) - —-1+cos(1/2)

z {cosh (%J —1.388}

Cukanovi'c et al. (2018)
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I1.2.4. Théorie des plaques d’ordre supérieur avec I’effet d’étirement
Afin d'approximer le probléme d'élasticité tridimensionnelle a un probléeme de plaque
bidimensionnel, Kant et Manjunath (1988) ont proposé que les composantes de déplacement u
x,v,2),v(x,y, z) et w (X, y, z) en tout point dans l'espace de la plaque sont étendus dans une
série de Taylor en termes de coordonnées d'épaisseur. La solution d'élasticité indique que la
contrainte de cisaillement transverse varie paraboliquement a travers I'épaisseur de la plaque.
Cela nécessite l'utilisation d'un champ de déplacement dans lequel les déplacements dans le plan
sont étendus en tant que fonctions cubiques de la coordonnée d'épaisseur. De plus, la
déformation normale transversale peut varier de fagcon non linéaire a travers I'épaisseur de la
plaque. Le champ de déplacement qui satisfait aux criteres ci-dessus peut étre supposé sous la
forme:
u(x,y, z)=u,(x,y)+26,(x,y) + zzu;(x, y)+ 239:(x, y)
V(X,Y,2) =vo(x,y) + 260, (X, y) + 2%, (x, y) + 236;(x, y) (11.15)
W(X,Y,2)=W,(X,y)+20,(x,y)+ zzwg(x, y) + 239;(x, y)
Le champ du déplacement proposé par Kant et Manjunath (1988) contient douze variables.
L’analyse de tel probléme avec ce nombre énorme d’inconnus est longue et complexe.
Bachir Bouiadjra et al. (2018) ont rapporté que l'une des hypothéses clés du FSDT et du
HSDT est que le déplacement transversal a travers I'epaisseur de la plaque est constant. Cela
conduit a négliger I'étirement de I'épaisseur. Cependant, cette hypothese est inadéquate pour les
plagues FGM épaisses. Pour remédier a ce probléme et afin de prendre en compte les effets des
déformations dues a I'étirement, des théories appelées quasi-3D sont apparues. Ces théories sont
des HSDT dans lesquelles le deplacement transversal est exprimé comme une variation d'ordre
élevé a travers I'épaisseur de la plaque, et par conséquent, I'effet d'étirement de I'épaisseur est
capturé (Huu-Tai et al. 2014).
Sur la base de la formulation généralisée de Mantari et Soares (2012), un champ de
déplacement avec variation hyperbolique de toutes les composantes de déplacements a été

présenté par Huu-Tai et al. (2013). Le champ de déplacement avec six inconnus s’écrit :

ow
u (x,y,z,t)=ug(x,y,t)- 26_+ f(z),(x,y,t)
X

v <x,y.z,t>=vo(x,y,t>—z2ﬂ+ ()6, (6 .1) (11.16)
y

W(x,y, z,t)=wg(x,y,t)+ f'(2)d,(x,y,t)
En divisant le déplacement transversal w en deux composantes de flexion et cisaillement (c'est-a-

dire w = wj, + Ws) et en faisant d'autres hypothéses données par ¢x = ows / 0x et ¢y = Ows / Oy, le
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champ de déplacement de 1’équation (II.16) peut étre réécrit sous une forme plus simple avec

cing inconnus :

ow,, OW,
u (X7yizlt):u0(xiyit)_z + f(Z)
OX OX
ow, ow, (11.17)
V(X y,z,t)=vo(x,y,t)—z—+ f(2) - -
oy oy

W(X,y,z,t)=wp(x,y,t) +wg(x,y,t)+g(z)¢,(x,y,1)
Ou: g(2)=1-f(z)

Belabed et al. (2014) et Hebali et al. (2014) ont utilisé ce champ de déplacement pour
analyser la flexion et la vibration libre des plaques FG. Les travaux effectués montrent que ce
champ de déplacement est efficace et donne des résultats précis en comparaison d’autres théories
de mémes sens.

Pour I’objectif de simplifier la formulation et réduire le nombre d’inconnus, plusieurs
propositions ont été introduites sur ce champ de deplacement. Zenkour (2013) et Mantari et
Soares (2014) ont utilisé des champs de déplacement avec seulement quatre inconnus. Bachir
Bouiudjra (2018) a utilisé une nouvelle théorie de déformation par cisaillement quasi-3D avec
seulement quatre inconnues avec la prise en compte de ’effet d'étirement d'épaisseur. Le nombre
d'inconnues de la théorie n'est que de quatre, ce qui est inférieur aux autres théories du
cisaillement et de la déformation normale ou nous trouvons cing, six ou plusieurs variables. Le
champ peut écrire comme suit :

oW

oW,
u (x,y,z,t)=ug(x,y,t)—z——+ f(2)
OX X

ow, (11.18)
oy

ow,
v (levzat):vo(xryit)_za_+ f(Z)
y

W(X,y,z,t)=wy(x,y,t)+g(z)wg(x,y,t)

Il est évident que cette théorie tient compte a la fois la déformation par cisaillement et 1’effet
d'étirement de I'épaisseur. En outre, les conditions aux limites des contraintes tangentielles nulles
sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque sont assurées sans utiliser un facteur de
correction. Les résultats obtenus montrent que ce champ déplacement est efficace et précis en

comparaison avec les travaux de la littérature.
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11.3. Déformations dans une plaque FG

La déformation est la variation des dimensions d'un corps sous l'action d'un chargement
externe ou d'une variation de température. On fait souvent I’hypothése des petites perturbations
pour laquelle le solide s’écarte peu de sa configuration de référence. Dans ce cas, Les
déplacements et les déformations restent petits et liées entre eux linéairement. En revanche, le
cas dans lequel on considére des grandes perturbations, les déformations et les déplacements
seront non-linéaires.
11.3.1. Déformations linéaires
On distingue deux types de déformations :

Déformation normale ¢,, £, ete,: représente la variation des longueurs (élongation)
Déformation de cisaillement y,,, v,,etyy,(0U y;; = yj; ): variation des angles (distorsion).

Les déformations normales donnees par :

ov (11.19)

Ou : u, v et w sont les déplacements suivant les axes X, y et z, respectivement.

La relation de déformation par cisaillement et les déformations axiales peut étre obtenue a partir
de la figure (I1.5). Si un élément infinitésimal de longueur dx et de largeur dy subit des
déformations de cisaillement dues aux contraintes de cisaillement dans le plan et aux moments

de torsion, alors d'apres la figure (11.5)

sina~ax ———— (11.20)

ou (11.21)
o=
oy
De méme principe
ov
—dx ov
Sinﬂz,b’zax—z— (11.22)

ou
1+—|dx ox
OX

Alors, la déformation tangentielle est la somme des deux angles de cisaillement(a + ). De

méme analogie par rapport les autres axes on obtient :
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ou ov
Vg =+ —
Yay ox
oV ow
Vyp="T"+_
oz oy
ou ow
Yo =t
87 ox
Su
B, dx+ax dx
l—dx
v
.]L_
dy
oV
2-d
dy+ay y
S~
1
A
Ju
u+==dy
B
y

Figure 11.5: Déformation tangentielle (Jawad 1994)

11.3.2. Déformations non-linéaires

(11.23)

Les déformations axiales sont déterminées en se basant sur la formulation représentée par
Timoshenko et Gere (1963) et Cazenave (2010). Ils ont considéré un trongon AB de longueur dx

infiniment petit et déeformable dans le plan (figure 11.6-a). Les variations suivant x et z sont

Z—udx , le rapport po est assimilable dans ce cas & un taux de variation
X X
Z—de , le rapport Z—W est correspond a la tangente d’un angle.
X X
: L "~ ax A
. _ - ] y x
edx—| 1w
o 4 . i
. -
gy ~— P <Jag-§%
B T ox 7 N
u <X:I o ,547 %{}cix
u+ a—dx
X . g& I‘
z @

Figure 11.6: Déformations non linéaires :

(b)

: a- axial, b- tangentielle (Timoshenko et Gere, 1963)
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La longueur finale du trongon A;B; obtenu aprés déformation sera donc égale a :

2

AlBlz\/[dx—u+u+Z—ide2+{2—de}
de +2a dx’ +L J Lawjz 2
ou (ou (_W\
_dx\/lﬂaxw o) "Lax) (11.24)

(10 ou (ou ow
zdel+—L2—+[—] +[—]
2 oX oX ox

( ( N

| ou | ow ||
~dX+La—X+—L[6—X] +[0—Xj JJ

Donc, les déformations par rapport a x et y peuvent s’écrire :

ou 1(8w\2
£, =—+—| —

ox 2\ ox

ov 1(aw]2 (11.25)
g,=—+—| —

oy OX

Pour déterminer les déformations tangentielles dues au déplacement w, on présente la
démarche de Timoshenko et Gere (1963). Ceux derniers ont considéré deux éléments linéaires et
infiniment petits OA et OB suivant les directions x et y, respectivement (figure 11.6-b). Sous
I’effet du déplacement w, les éléments OA et OB prennent les positions O1A; et O;B;. Dans ce

cas, la déformation tangentielle se définie comme étant la différence entre I’angle A;O;B; et

I’angle g . Pour déterminer cette différence, I’angle droit B,O1A; a été considéré. La rotation de

cet angle, apres fixation O;A;, avec petit angle dw/dy jusqu’a que les plans B,0;A; et B;01A;
seront coincidés et le point B, prend la position C. le déplacement B,C est égale (dw/dy)dy , il
est incliné par rapport le vertical B,B; avec petit angle dw/dx. A partir le plan B,CB;, on peut
voir que CB; est égale a (dw/dx)(dw/dy)dy. La déformation tangentielle correspond au
déplacement w est représentée par 1’angle CO1B; qui est égale a (dw/dx)(dw/0dy). Celle-ci est

ajouté aux déformations tangentielles due aux déplacement u et v pour obtenir :
Vg =+ —+—— (11.26)

La forme non linéaire des déformations mentionnée dans les équations (11.25) et (11.26) a été
utilisée dans le cadre de I’analyse du flambement mécanique et thermique des plaques FG.

Bachir Bouidjra et al. (2012), Tebboun et al. (2015) et Li et al. (2018) ont utilisé le champ de
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déplacement de quatre variables avec la décomposition de la déflection en deux composantes

(W= W,+Ws). lIs ont utilisé les déformations non linéaires suivantes :

o Ou, 1(ow, ow,)

g, =—+—| —+
OX ZLBX 8xJ
J

(11.27)

o Vo [(ow, ow \[ow, ow, )
= +
oy ox L OX 6xJ oy oy

Neves et al. (2013) ont utilisé le champ de déplacement d’ordre supérieur quasi 3D. Le champ

des déplacements et les déformations ,, &, ety,, sont donnés par :

u(x,y,z) =ug(x,y)+zu (X, y)+z°u,(x,y)

V(X,¥,2) =ve(x,y)+ 2v, (X, ¥) + 27V, (X, y) (11.28)
W(X,y,2) =Wy(X,y)+ 2w, (X, y)+ 22 W, (X, y)
v 1fow)
T2
&y T AN (11.29)
oy ZL oy J

ou ov ow, ow,
+ —
oy OX ox oy

Van do et Lee (2018) ont étudié le flambement thermique des plagues FG avec un champ de

déplacement quasi 3D a quatre variables

0 0
u (x,y,z,t):uo(x,y,t)—zﬂ+(f(z)—z) Ws
0X oxX

v (x,y,z,t):vo(x,y,t)—zaﬂ+(f(z)—z)aWS (11.30)
oy oy

w(X,y,2,t)=wy (X, y,t) +(9(z) +1)wg(x,y,t)

Les déformations non linéaires sont données par :

S

o Oug 1(6W + ow

)
OX J
20 (9V0 1 (8Wb + oW, J (11.31)

au, %+(awh+aws\(awh+aws\
oy OX OoX oy
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11.4. Contraintes dans une plaque FG
On consideére un cube infinitesimal a partir du corps rigide soumis a des sollicitations
externes (figure 11.7). 1l y a deux types de contraintes agissant sur ce cube sont :
e Contraintes normales : ox , oy et o,
e Contraintes de cisaillement : vy , 7xz, Ty,(0U 7;; = T}; )
Les indices servent a définir une contrainte : le premier indique I'axe qui est perpendiculaire a la
contrainte et le second, I'axe qui est parallele a la contrainte. Par exemple : 1y, veut dire que la
contrainte est perpendiculaire a I'axe x et paralléle a I'axe y.
Dans le cas des plaques FG, la majorité des études antérieures considerent I’hypothese de
I’état de contraintes planes (Benachour et al. 2010, Abdelaziz et al. 2011, Ameur et al. 2011,
Douadji et al. 2012, Ait Atmane et al. 2013, Meziane et al. 2014, Zidi et al. 2014, Bouhadra et al.
2015, Mahmoudi et al. 2017, Bachiri et al. 2018...etc). Par conséquence, la contrainte suivant
I’épaisseur o, n’est pas considérée. En revanche, la considération de I’effet d’étirement de
I’épaisseur a imposé I’hypothese de la déformation suivant 1’épaisseur non nulle €, # 0. Dans ce
cas, la contrainte suivant 1’épaisseur o, est considérée non nulle 6, # 0 (Mantari et Soares, 2012,
Zenkour, 2013, Mantari et Soares, 2014, Belabed et al. 2014, Hebali et al. 2014, Bachir
Bouiadjra et al. 2018).

dz

|

|

|

|

|

|

|

[

I

|
| }l_ Lo O

e -
/
/
dy /"
/ Tzx
// X
/
7 Uz

dx

Figure 11.7: Etat de contrainte dans un solide

I1.5. Relation entre les contraintes et les déformations
11.5.1. Modéle bi-dimensionnelle (2D)

L’hypothése des contraintes planes est utilisée pour modéliser des corps élastiques plans
et minces (plaques) charges dans leur plan. Dans ce cas, les déformations suivant z est non

considérée (e, = 0).
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|(Gx\\| [Q; @, O 0 0 1|(8x\|
IJVI inz Qp 0 0 0 I|EV|
| Txy |=i 0 0 Qu O 0 H Vxy I (1.32)
e, 0 0 0 Qs 0 ly,l
Lfsz o o o o QGBJL“ZJ
Les coefficients d’¢élasticité Q, sont définis comme
Q11=0Q2, = iZ)z
1-v
Qqp =v(2)Qq1, (11.33)
E(z)
Qa4 = Q55 = Qg = 210

11.5.2. Modéle tridimensionnelle (3D)

Les relations élastiques contrainte-déformation dépendent de I'hypothese de déformation
suivant 1’épaisseur que nous considérons. Si €, # 0, c'est-a-dire que I'étirement de I'épaisseur est
considéré, le modele 3D est utilisé (Neves et al. 2013, Redddy et al. 2014, Belabed et al. 2014,
Hebali et al. 2014, Akavci et al. 2015, Bachir Bouidjra et al. 2018). Dans le cas des matériaux a

gradation fonctionnelle, les équations constitutives peuvent s’écrire :

(Ux\‘ I—Qll Qi Qi3 0 0 0 —I(gx\‘
IJV } |Q12 Qz2 Qa3 0 0 0 |I €y }
97| Qs Qs Qs 0 0 0 e (I (11.34)
Iryz} |0 0 0 Qp O o|iyyz}
| Txz | {0 0 0 0 Qss OI|7XZ‘
foyJ |_ 0 0 0 0 0 QGGJL?’ny
Ou Qjj sont les coefficients d’¢élasticité donnés par :
o —0.. . LVE@
Qi1 = Q22 = Qa3 = (1+v)(1-2v)
vE(z)
= = S e Sl A Il
Qq2 = Qi3 = Qo3 Lov)(l-2v) ( (11.35)
Qs =0 =0 :ﬂ
44 55 66 2(1+V)
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Chapitre 111 : Comportement des plaques FG sur fondations élastiques

I11.1. Introduction

L’analyse du comportement des plaques vise a déterminer les déplacements, les
déformations et les contraintes sous diverses sollicitations. On peut étudier la réponse des
plaques dans plusieurs situations telles que la flexion, vibration libre et la dynamique. Ceux-
derniers peuvent se combiner avec des charges mécaniques, thermiques et humides ce qui résulte
des réponses thermomécaniques, hygro-thermomécaniques si la charge appliquée est statique.
Dans le cas d’une charge dynamique, on peut également voir des réponses thermodynamiques ou
thermo-hygro-dynamiques. En outre, les efforts de compression posent le probléeme du
flambement. A cet effet, les chercheurs ont analysé le flambement mécanique ou thermique des
plaques. La présence des fondations élastiques sous les plaques a été aussi représentée dans ce
domaine. On peut modeler n’importe quel probléme mathématiquement c-a-d représenter le
probleme & étudier par des équations mathématiques. Dans ce chapitre, on présente la
formulation théorique du comportement des plaques FG sur des fondations élastiques.

I11.2. Principe des travaux virtuels

Lorsqu'une force agit sur un point matériel et se déplace a travers un déplacement, le
travail effectué par la force est défini par la projection de la force dans la direction du
déplacement multipliée par I'amplitude du déplacement.
Dans le cas d’un déplacement virtuel du, le travail effectué par une force F sur un corps Q se

déplacant suivant duest appelé travail virtuelet donné par :

SW :IF.5u dv (111.1)
Q

Lorsqu'un corps déformable en état d’équilibre est soumis a des déplacements virtuels, le
travail est effectué par des forces appliquees de l'extérieur et des forces développées de
I'intérieur. Le travail virtuel effectué par des forces extérieures qui produisent des déplacements
virtuels respectifs est appelé travail virtuel externe noté dWe. Le travail virtuel effectué par les
forces internes qui produisent des déplacements virtuels est appelé travail virtuel interne noté
OW,.

Le travail virtuel externe effectué suivant des déplacements virtuels du dans un corps
solide Q soumis aux forces volumique F par unité de volume dv et aux forces de surface T par

unité de surface ds est donné par :

( )
5WE:—UFi.5ui dv + jTi.éui dSJ (111.2)

Q S
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Le travail virtuel interne da au déplacement virtuel du peut se calculer pour un élément
matériel infinitésimal de volume dv du corps subit de petites déformations virtuelles axiales et

tangentielles. Celles-ci peuvent s’écrire en fonction des déplacements virtuels comme se suit :

osu, 65Uj
+

oy OX

(111.3)

oy =

On représente les travaux virtuels de la contrainte axiale o, et tangentielle -, (figure 111.1)

(o,dydz)(ds,dx) = o ¢, dxdydz

(111.4)
(r,,dxdz)(6y,,dy) = 7,67, dxdydz
Yy =
‘ T\'.\'
LR M P | o
T (G
Rl P b s .
dz
et AX
z z
y o
1y u, &Tldx

[T, | — X ot dx —
X x

Figure 111.1: Travail virtuel de la contrainte normale ox et de cisaillement tyy.

Par généralisation sur les autres travaux virtuels pour toutes les composantes de contraintes et
déplacements associés, on peut écrire le travail virtuel total interne appelé aussi énergie de

déformation virtuelle sU par I’intégration suivant le volume comme suit :

oW, =6U = I(O‘x5€x +0,0e,+ 0,06, +7,07,, +7,07,, + ryzé')/yz)dxdydz (1.5)

Q

Pour le cas d’équilibre, la somme des travaux virtuels internes et externes est nulle. La somme

des équations (111.2) et (111.5) égale a zéro nous donne :

I(O'xégx +0o,0¢, +0,06,+1,0y, +7,07,, + ryzé'j/yz)dxdydz
Q

: \ (111.6)
~| [F.ou, dV + [T.6u ds|=0
\2 s )
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La deuxieme partie du travail virtuel des efforts extérieurs, relative aux efforts
volumiques a distance, est géneralement négligée. Ceux-ci restent généralement trés faibles
devant les forces surfaciques (Notta-Cuvier, 2011). Alors, 1’équation (111.6) peut se simplifier

comme suit :

J'(axégx +o0 06, +0,06,+7, 0y, +7,,07,+ ryzéyﬂ)dxdydz

Q

(111.7)
~[T,.6u; ds=0

On note que I’équation (III1.7) est valable dans 1’analyse statique des structures comme
les plaques et les poutres FG. Dans I’analyse dynamique, le principe de Hamilton est considéré
comme une généralisation du principe des travaux virtuels. Le principe de Hamilton, est basé sur
I'nypothese qu'un systéme dynamique est caractérisé par deux fonctions énergétiques : une
énergie cinétique K et une énergie potentielle W. Le principe de Hamilton peut étre exprimé

comme

0=[(6U +6U, - 6K )dt (111.8)

o —)

Ou:
6Uest la variation de 1’énergie de déformation ; 0Uf est la variation de 1’énergie potentielle des

forces surfaciques ; K est la variation de 1’énergie cinétique.

SU = j(axagx +0,08, + 0,06, + 7,0y, + 7,07, +7,0r, )dxdydz

Q

sUp =—[T.ou, ds (111.9)
S

SK = Ip(z)(dﬁd + VSV + WSW)dV
\Y

111.3. Comportement statique et dynamique des plaques

L'étude sur les plaques fonctionnellement graduées a commencé par I'analyse des plaques
minces a l'aide de la théorie des plaques classiques (CPT). En utilisant cette théorie, Zenkour
(2005) a analysé le comportement de flexion des plaques sandwich FG. La CPT peut étre
appliguée avec succes pour analyser les probléemes des plaques minces. Dans le cas ou I'effet de
la déformation par cisaillement ne peut étre négligé, différentes stratégies sont nécessaires pour
analyser des configurations plus générales des plaques. Plusieurs travaux ont été effectués pour
analyser les comportements statique et dynamique des plaques en utilisant des théories d’ordre

supérieurs (Benachour et al. 2011, Talha et Singh 2010, Daouadji 2012, Hebali et al. 2014,
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Meziane et al. 2014, Mabhi et al.2015...ctc). Dans 1’analyse dynamique, le principe de Hamilton

est utilisé pour dériver des équations de mouvement données sous la forme matricielle suivante :

([K]—a)z[M]){A}:{F} (111.10)
Ou : K : la matrice de rigidité, M : la matrice de masse, A : vecteur de déplacements, F : vecteur
de charges, w : la fréguence.

La taille et les éléments des matrice K et M sont déponds du champ de déplacement et le nombre

d’inconnus qu’il comporte. On peut faire I’analyse statique seulement en posant w = 0.

111.4. Comportement des plagues sous chargement thermique

Durant leurs durées de vie, les structures peuvent soumises a des variations de
température. Celles-ci peuvent engendrées des modifications sur la rigidité et les caractéristiques
a la rupture du matériau. En outre, la variation de la température produit une dilatation thermique
(extension ou contraction) du matériau.
111.4.1. Dilatation thermique

Les phénomeénes de dilatation thermique peuvent étre décrits en écrivant les déformations
en un point (x, y, z) et a I’instant t sous la forme suivante (Berthelot ,2013) :

& = AT (X, Y,2,1) (111.12)

Ou o sont les coefficients de dilatation thermique et AT est la variation de température a partir
d’une température de référence pour laquelle les déformations thermiques sont considérées
comme étant égales a zéro.

Dans le cas des plaques FG, la relation contrainte/deformation en tenant compte les

déformations engendrées par la variation de la température a été décrite comme suit :

(Ux\‘ [Q1 Qi Q3 0 0 0 T(SX_QAT\‘
|y | }le Qaz Qa3 O 0 0 I\ gy —aAT |
i MQ” B Qe 000 ng_am} (111.12)
Iryz} } 0 0 0 Q4 0 o0 H Yyz }
| 7xz | | 0 0 0 0 Qs5 0 |‘ Yxz ‘
) Lo 0 0 0 0 Qull sy |

Saidi et al. (2013), Mahmoudi et al. (2017) et Van Do et Lee (2018) ont utilisée des
champs de déplacement quasi 3D en prennent I’effet de 1’étirement de 1’épaisseur en
considération pour analyser le comportement thermo mécanique et le flambement thermique des
plaques. Les relations contraintes/déformations ont été prises comme il est mentionné dans
I’équation (II1.12) qui représente le modele 3D. En revanche, ils ont utilisé les coefficients
d’¢lasticités réduits du modele 2D (équation 11.33). Ca peut s’expliquer par I’effet significatif de

la température sur les matériaux dans le plan contrairement suivant 1’épaisseur.
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111.4.2. Chargement thermo mécanique
Dans le cadre de 1’étude de comportement thermo mécaniques des plaques FG, Tounsi et
al. (2013), Houari et al. (2013) et Mahmoudi et al. (2017) ont énoncé la variation du champ de

température a travers I'épaisseur comme suit

f(z)

T(x,y,z)=T1(x,y)+§T2(x,y>+ T,(6Y) (111.13)

Ou Ty, T, et T3 sont des charges thermiques. Dans la résolution des problemes
thermomécaniques, les charges thermiques peuvent s’écrire sous la forme d'une série
trigonométrique suivante :

t

Tl 1
T, b =4t, psin(Ax)sin(uy) (111.14)

)l

Ou ty, toet tzsont des constantes.
A partir le champ de température définit par 1’équation (II1.13), deux types de température a

travers 1’épaisseur peuvent étre considérés.
Distribution linéaire (T3=0) : T(X,y,2)=T(x,y)+ ﬁTZ(X, y)

f(z)

Distribution Non linéaire (T3 #0): T(x.y.z) =T,(x.y) + ﬁTz(x, y)+ —22T (x,y)

Wang et Shen (2013), Sobhy (2015), Attia et al. (2018) et Daikh (2019) ont étudié des
plaques FG avec propriétés dépendantes de la température. L'analyse thermique est effectuée en
résolvant une simple équation de transfert de chaleur en régime permanent a travers I'épaisseur
de la plaque. L'équation de la température a travers I'épaisseur est la suivante :

_iLK(Z)d_Tj:O (111.15)
dz dz

La solution de I'équation de la distribution thermique ci-dessus, au moyen de séries
polynomiales, est

0(z2)

T(2)=T, +(T,-T,) " (111.16)
Ou :
@(Z):’—(22+h\_(Kc_Km)(22+h\p+l+(KC_Km):(22+h\2p+1
|\ 2h J (p+1)Kmk 2h J (2p+1)KmL 2h J
_(KC_Km)3[22+hj3p+l+(Kc_Km)4[2z+hj4p+l (1.17)
(3p+1)K, L 2h (4p+1)K: L 2h
_(Kc—Km)S(th\“’”T'
(5P+1)K:]L 2h |
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_(KC_Km)+(KC_Km)2 (KC_Km)3 (KC_Km)4 (Kc_Km)5 (|||18)

+
(p+1)K, (2p+1)K2 (3p+1)KS (4p+1)K, (5p+1)K;

Pour une plaque a matériau isotrope (p=0), I’équation peut se simplifier comme suit :

T(z)_TmMT{Z”“] (111.19)
2h

111.4.3. Chargement thermodynamique

La majorité des travaux de recherche portent sur le comportement a la flexion, aux
vibrations et au flambage d'une plaque soumise a une charge thermique et / ou mécanique. Les
études réalisées sur la plaque FG soumise a des sollicitations thermodynamiques sont tres
limitées. Néanmoins, on trouve les travaux de Zenkour et Sobhy (2013) qui ont utilisé une
théorie d’ordre supérieure a cinq variables pour étudier le comportement des plaques FG
reposées sur des fondations élastiques et soumises aux sollicitations thermodynamique. Dans la
méme ligne, et pour le but de réduire le nombre des variables, Bachiri et al. (2018) ont utilisé le
champ de déplacement contenant des termes d’intégrale indéterminé avec seulement quatre
variables. Sobhy et Zenkour(2015) ont traité le comportement thermodynamique des plaques
sandwich FG en utilisant une théorie de déformation par cisaillement d'ordre élevé a cing
variables, ou la plague sandwich était considérée comme supportée et reposant sur la fondation
élastique Pasternak. Mekerbi et al. (2019) ont étudié le comportement thermodynamique des
plaques sandwich FG avec une théorie d’ordre supérieure de quatre variables sous diverses
conditions aux limites. Dans cette analyse, les modéles de fondations élastiques

Winkler/Pasternak/Kerr ont été utilisés.

Dans les travaux mentionnés ci-dessus, la variation de température est supposée se
produire dans la direction de I'épaisseur selon une forme de loi exponentielle. La variation du

champ de température a travers 1’épaisseur est supposée comme suit :

T(x,y,2,t) = ()T (x, y,1), (111.20)

Sachant que :

n

/Li\ (T+)
f(z)=T e h'2) y=InL—J=In(Tr) , 0<p<w (11.21)
-
T(x,y,t) =t sin(Ax)sin(xy)e' (111.22)
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Avec:

t : est un parameétre arbitraire de température.

T+ : Température de la surface supérieure de la plague FGM.
T~ : Température de la surface inférieure de la plaque FGM.

n . Exposant de la température, (n =0 présente la température de la surface supérieure, n = la
température de la surface inférieure)
111.4.4. Température critique de flambement

Pour examiner le comportement de flambement thermique des plaques FG, des variations
de temperature uniformes, linéaires et non linéaires a travers I'épaisseur sont considérées par
Zenkour (2010), Tebboune et al. (2015) et VVan do (2018).
Pour la variation uniforme, la température est uniformément élevée de la température initiale T; a
la valeur finale T dans laquelle la plaque se déforme. Dans ce cas la température critique de
flambement se définie comme suit :

AT =TT, (111.23)

Dans le cas de changement de température linéaires et non linéaires, la variation de température

a travers I'épaisseur est donnée par :
z 1Y
T@=AT| -+ ] +Tn (111.24)

Dans de chapitre V, nous allons présenter le développement théorique du flambement thermique
des plagues FG avec une théorie raffinée en tenant compte 1’effet de 1’étirement de 1’épaisseur.
Différentes distributions de la porosité et variations de températures suivant I’épaisseur ont été

considérées (Mekerbi et al. 2019).

111.5. Réponses des plaques sur fondations élastiques

De nombreux problémes d'une importance pratique considérable peuvent étre liés a la
solution des plaques reposant sur une fondation élastique. On note par exemple, les chaussées en
béton armé des autoroutes et des pistes d'aéroport, les dalles de fondation des batiments. La
réponse des plaques FG reposant sur des fondations élastiques a été aussi adressée par nombreux
chercheurs. La principale difficulté de ce type de probleme réside dans la bonne description de la
fondation élastique. De ce fait, il existe de nombreuses hypotheses et des modeles pour simuler

les fondations élastiques.
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111.5.1. Model de Winkler

La représentation la plus simple d'une fondation élastique continue a été fournie par
Winkler (1876). Le sol support a été modelé comme de ressorts linéaires indépendants et
étroitement espacés. Sous un chargement uniformément répartie, le déplacement est supposé

constant sous la partie chargée et nul hors cette zone (figure 111.2).

(p
)

Figure I11.2: Modéle de Winkler

La réaction de la fondation f. et la déflexion de la surface de fondation sont paralléles a
I'axe z et liées entre elles par la relation suivante :
fo =kw (111.25)
Ou k est le module de la fondation.
Contrairement a I’hypothe¢se des déplacements nuls hors la surface chargée, il a été
observé que, pour la plupart des matériaux, les déplacements de la surface de la fondation sont
indiqués sur la figure 111.3 (Kerr 1964). Ceci, montre la limitation du modele de Winkler pour

simuler la réaction de la fondation sur la structure qu’elle supporte.
(o)

(b)

77 > 4
Figure 111.3: Déplacement de la surface de la fondation

111.5.2. Model de Pasternak

Pour simuler 1I’observation de la forme parabolique des déplacements, Pasternak suppose
l'existence d’une liaison de cisaillement entre les éléments de ressort. Cela peut étre accompli en
connectant les extrémités des ressorts a une poutre ou une plaque constituée d'éléments
horizontaux incompressibles, comme le montre la figure 111.4, qui se déforme uniquement par

cisaillement transversal.
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couche de
cisaillement
P
T T
P ——

Figure 111.4: Modéle de Pasternak

Kerr (1964) a expliqué la dérivation de la relation entre le chargement et la déflection
suivant I’hypothése de Pasternak. Il a été supposé 1'équilibre vertical d'un élément de "couche de
cisaillement" limitée par les surfaces x, X + dx, y ety + dy, comme le montre la figure 111.5-a. En

supposant ce matériau de fondation est homogene et isotrope dans le plan x,y, donc Gx= G,=G.

G G ow

T = 7 = B —

TR ox (111.26)
ow

Tyz Gy}/yz G E

ow
x = J‘szdz =G 6_
0 X (111.27)
1
Ny:jryzdz—ea—w
oy
0
L’équation d’équilibre du cube représenté dans la figure I11.5-b donné par :
oN
N Ty pog, =0 (111.28)
OX oy

En substituant 1’équation (111.27) dans 1’équation (I11.28) et en tenant compte que gs=kw, on
obtient :

f,=kw-GV°w (111.29)
(a) (b)
X  x+dx x+dx
_ _-+—6-—6‘: dx X
LR T

# {1
! ™z ( ow
z ox

Figure 111.5: Equilibre de la couche de cisaillement
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111.5.3. Modéle de Kerr
Le modeéle de la fondation Kerr est un modéle élastique a trois parametres qui se compose
d'une couche de cisaillement indépendante des couches supérieure et inférieure modélisées par
des ressorts distribués (figure 111.6). Pour la dérivation de la relationentre la déflection et la
réaction de la fondation, Kerr (1964,1965,1967) a considéré la déflexion de la plaque w
composée de deux parties
W(X, y) =W, (X, y) + W, (X,y) (111.30)
Ou : w; est la déflection due a la contraction ou a I'extension de la couche supérieure du ressort
et w, est la déflection due au reste de la fondation. Selon la figure 111.6 et les équations (111.25) et
(111.29)
p(X, y) = k,w, (111.31)
Et

p(x,y) = kw, —k Vw, (111.32)

couche de
cisaillement

p

e

1 bllllllll.
(b)

Figure 111.6: Modéle de Kerr

Ou ky est la constante de ressort de la couche de ressort superieure, k; est la constante de ressort
de la couche de ressort inférieure et k;, est la constante de la couche de cisaillement. On note que

les parameétres K, ki et kpsont déterminés a partir les propriétés de sol de fondation.

En introduisant le rapport (LI_LPV?} dans 1’équation (II1.31) puis en ajoutant le résultat a
(ke kg )

I’équation (I11.32). En considérant I’équation (II1.30), on obtient la relation entre la réaction et la

déflection de la fondation comme suit :
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=~

K,
k

u

p——pVZp:klw—kpvzw (111.33)

k

u

(
| 1+
\

Ne——

Cette équation différentielle a été résolue et interprétée par Kerr (1965, 1967) et Kneifati (1985).
Dans le cadre de 1’étude des plaque FG, Shahsavari et al. (2017) et Daikh et al. (2018) ont utilisé

une formule simple de la réaction de la fondation élastique avec trois parametres comme suit :

([ kk, [ kk, ),
f, =] [w—| |V w

Tk k) Lk +k, )

(111.34)

111.5.4. Fondations variables

Les modeles discutés précédemment considerent les fondations élastiques a modules
constants. Cependant, quelques études sur les structures reposant sur des fondations élastiques
variables ont été effectuées. Zhow (1993) a étudié la vibration des poutres sur la fondation de
Winkler a module variable.Pradhan et Murmu(2009) ont analysé le comportement
thermomeécanique et la vibration des poutres FG et des poutres sandwich FG. Les poutres FG
sont considérées comme reposant sur la fondationvariable de Winkler et la fondation élastique a
deux parameétres.Sobhy (2013) et Attia et al. (2018) ont étudié la réponse thermoélastique de
plaques FG avecpropriétés dépendant de la température et reposées sur des fondations élastiques
variables. Le paramétres de Winkler prend des distributions linéaire, parabolique et sinusoidale

sous formes adimensionnelles comme ce suit :

|[1+g’1 lineaire
3 I ) 2
k. h
K, (x) == {1+§(£\ Parabolique (111.34)
| la)
| X
|1+§sin(;r—] sinusoidal
L a

¢ :estun paramétre varié
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Chapitre 1V : comportement thermodynamique des plaques sandwich FG sur fondation Winkler/Pasternak/Kerr

IV.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étendre la théorie présentée par Meksi et al. (2018) basée sur
un champ de déplacement contenant des termes d’intégrales indéterminés avec seulement quatre
variables. Cette cinématique a été utilisée dans ’analyse de la flexion et le flambement des plaques
sandwich FG (Meksi et al. 2018), le flambement des plaques isotrope et orthotrope (Bourada et
al.2016), I’analyse de comportement mécanique et flambement thermique des plaques FG sur des
fondations élastiques, la vibration libre et le flambement des plaques sandwich FG (Sekkat et al.
2017), I’influence des mod¢les micromécaniques sur la vibration libre des plaques FG simplement
appuyees (Mahmoudi et al. 2018). Bachiri et al. (2018) ont utilisé cette théorie dans 1’analyse
thermodynamique des plaques FG fondées sur des fondations élastiques Winkler/Pasternak.

Les travaux de recherche mentionnés ci-dessus portent sur le comportement a la flexion, aux
vibrations et au flambage des plaques sandwich soumises a une charge thermique et/ou mécanique.
En outre, les plagues étudiées sont simplement appuyees et reposant sur des fondations élastiques
de type Winkler/Pasternak. Selon la littérature et a notre connaissance, les études réalisées sur la
plaque sandwich FG sur fondation élastique soumise & des sollicitations thermodynamiques sont
tres limitées. On ne trouve que les travaux de Sobhy et Zenkour (2015) qui traitent ce probléme
mais en utilisant une théorie de deformation par cisaillement d'ordre élevé a cinq variables, ou la
plague sandwich était considérée comme simplement supportée et reposant sur une fondation
élastique Pasternak.

L’objectif de ce chapitre est étudié la réponse thermodynamique d'une plaque sandwich FG
reposant sur une fondation élastique Winkler / Pasternak / Kerr. A cet effet, une plaque sandwich
FG reposant sur différentes fondations élastiques et soumise a un champ de température sinusoidale
harmonique dépendant du temps sera analysée. Différents types des plaques sandwich FG sont
considérées avec différentes conditions aux limites. Les caractéristiques mecaniques de la plaque
sandwich sont supposées varier dans I'épaisseur selon une simple distribution de loi de puissance.

Sur la base de cette théorie, les équations du mouvement seront dérivées selon le principe
de Hamilton. La précision de la présente étude est vérifiée en comparant les résultats actuels avec

ceux disponibles dans la littérature.
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IV.2. Description de la plaque sandwich :
La géométrie et les dimensions d’une plaque sandwich rectangulaire reposant sur des

fondations élastiques composée de trois couches microscopiquement hétérogénes sont représentées

sur la figure 1V.1.
Les coordonnées cartésiennes rectangulaires (x, y, z) sont utilisées pour décrire les

deformations infinitésimales de la plaque FG occupant la région[o,a]x[0,b]x[~h/2,h /2] dans la
configuration de référence non sollicitée.
Les faces supérieure et inférieure de la plaque sont az = i% et les bords de la plaque

sandwich sont paralleles aux axes x et y.
Les ordonnées verticales de la base, des deux interfaces et du haut sont désignées

hy=-h/2, h, h,, h,=h/2 respectivement.

171

(a) ’

- b .
.J —_—
/ h: — f
Face sup FGM a ¥ -1'
| [
Noyau homogeéne / M —
Face inf FGM
couche de cisaillement {
couche de Winkler & .

(b) .

I —

i —1t
] ]
n_l

ae

Face sup FGM ﬂ/
Noyau homogéne \ /
‘ﬁ'\..

Face inf FGM

Ceramic

o

Ressort haut _ * '_,‘

O ot bas iataiiiﬁi’iﬁﬁmsz-‘

Figure 1V.1: Géométrie de la plaque sandwich FG reposant sur une fondation élastique.
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Le volume et la surface supérieure, sont indiqués respectivement par V et A, soumissent a
une charge transversale q(x,y).

Pour la simplicité, le rapport de I'épaisseur de chaque couche de bas en haut est indiqué par
la combinaison de trois nombres, c'est-a-dire (1-0-1), (2-1-2) et ainsi de suite. Les propriétés
effectives des matériaux, comme le module de Young E, le coefficient de Poisson o et le
coefficient de dilatation thermique a peuvent étre exprimées par la regle du mélange suivante :

P (2)=P, + (P, - P V" (IV.1)
Les indices m et ¢ se référent au métal et a la céramique.
Ou: V™ (n=1:2;3) désigne la fonction de fraction volumique de la couche n ; p est l'indice de
fraction volumique (0 < p < 4+), qui indique le profil de la variation du matériau a travers

I'épaisseur. Cependant que la couche centrale est supposée entierement en céramique (hardcore).

(1+22)Y
Vv, = h,<z<h
1+2h,
Vv, =1 h <z<h, (v.2)
(1-22 \p h <z<h
- , <z<
3 k1—2h2) 2 1

IV.3. Cinématique

Le champ de déplacement conventionnel du HSDT satisfaisant aux conditions de contraintes
de cisaillement transversales (et donc de déformations) nulles aux surfaces supeérieure et inférieure
de la plaque, est donné par :

ow
u (x,y,z,t)=ug(x,y,t)- 26_+ f(2)¢,(x,y,1)
X

V(XY z,t) = v (X, y.1) - Zaaﬂ+ f(2)g,(x,y.t) (1V.3)
y

W(X,y,z,t)=wy(x,y,t)

u,.V,, W, etp sont les cing déplacements inconnus dans le plan médian de la plaque.

0r-o’
En considérant que ¢, = klje(x, y)dxet ¢ = kzje(x, y)dy, Le champ de déplacements mentionnés

ci-dessus peuvent s'écrire comme suit :
oW,
u (x,y,z,t):uo(x,y,t)—za—+klf(z)J‘9dx
X
ow
v (x,y,z,t):vo(x,y,t)—z—0+ k2f(z)J‘0dx (1V.4)
oy

W(X,y,z,t)=wy(x,y,t)
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Ou u,,v,,w, et ¢ sont les quatre déplacements inconnus dans le plan médian de la plaque. Les

constantes k; et k, dépendent de la géométrie. Les intégrales utilisées sont indéterminées et doivent

étre résolues par le type de solution adoptée, et peuvent étre exprimées comme suit

oW, 06
u (x,y,z,t)=ug(x,y, z,t)-z—=+ kA" f(2)—
ox ox

V.
v (x,y,z,t):vo(x,y,z,t)—z%+k28'f(z)% (V-9
oy oy
W(x,y,z,t)=wg(x,y,t)
1
Etk, =27 k,=x° A =—i2, B'=-—,
A
N mrz nz
Ou: 21=—, u=—,
a # b
La fonction de forme f(z) est donnée comme suit :
3 1) 3 z
f(z):—”zsechz(—\——”htanh(—\ (1V.6)
2 ) 2 )

Les expressions de déformation linéaire dérivées a partir le modele de déplacement peuvent étre

obtenues comme suit

fg] [‘92] (ks] [k;:’1 y j}/sl
X yz yz
J|gy Hgg |HJ| . - f(Z)| k;|L ;{VXZ}ZQ(Z)MJ (V)
S 2 B U B ) ’
Ou
|[ au() ]| |[ 82w0 ]|
(£0) } ;X } ey L
ol_; Yo o | ) 20w,
J{gi JL—4| o |F J{:ZJLJ o |L (1V.8)
T I0u0+_6v0I Xy I o%w }
Ny 00w,
Loy ox] | oxay |
( 2% ]
| kA | (o0
(k] | x| 1 kB 2L
2 Yy2 df
JkiLJ k,B f L jy =J o L ()=ﬁ (1V.9)
[kxsyJ || % I [}/XZJ |k1A'%|
(kAT KB )| [ o )
l oxoy

Page 47



Chapitre 1V : comportement thermodynamique des plaques sandwich FG sur fondation Winkler/Pasternak/Kerr

1V.4. Relations constitutives

Les relations constitutives linéaires sont

(ax\'(n) |FQ11 Q, O 0 0 1|(“>|fex—a(z)("’ﬂ|
i oy i |Q12 Q,, © 0 0 | I €y a(z)™MT i
| Ty | =| 0 0 Q4 0 O } |y (1V.10)
eyl 0 0 0 Qs 0 I . I
Lfsz o 0o 0 0 Q] L - J

OU(oy,0,,7, 7y, 7,) € (6,6, 7,,7,,7,) SOnt les composantes de contrainte et de

déformation, respectivement. «(z)est le coefficient de dilatation thermique, et T est la distribution

de la charge de la température. Les constantes élastiques Q ; sont définies comme suit :

E(n)(Z)
1—(1/(")(2))2

le(n) _ V(n)(Z)Qll(n)’

Q™ = Q™ =
(IV.11)

(n)
E 7 (2)
Q44(n) = Q55(n) = Qee(n) = (n) '
2(1+v (z))

IV.5. Equations de mouvement
Le principe de Hamilton est utilisé pour dériver les équations du mouvement. Le principe

peut étre énoncé sous forme analytique suivante :

T

ozj(au +6U_ - 5K)dt (1IV.12)
0

Ou su est la variation de I'énergie de déformation ; sk est la variation de I'énergie cinétique ; et

sU . est la variation de I'énergie de déformation de la fondation.
La variation de I'énergie de déformation de la plaque est indiquée comme :
sU = J J(ax S, + 0y 88y + Ty Oy + Tog sz + Tyy 57y, )dAdZ (IV.13)
A

En remplagant les équations (1V.7) et (IV.11) dans I'équation (IVV.13) et en intégrant a

travers I'épaisseur de la plaque, I'équation (IV.13) peut étre réécrite comme

[ osu, ,d°8w, , 0750 asv, 5w,
5U=J‘4Nx -M, —+K,A'M | —+N, -M/ >
al OX OX OX oy oy
CKBM 2’50 N (05, N 95V, | - o*sw, (1V.14)
2 oy’ XYL oy ox Y oxay
0’56 . 050 056 |

1 Xz

+kA'S, —+k,B'S] ——dA
Xoy OX oy |

Page 48



Chapitre 1V : comportement thermodynamique des plaques sandwich FG sur fondation Winkler/Pasternak/Kerr

Les résultantes des contraintes N, M et S sont définies par

(N, N, N J 1 l
h, n
JM; M; M:yL Zjh (0,0 ry)() z dz
s s s =1 "t
M: meomg ()]
5 o
(5.8 =2 [ (ror,)"g(2)dz
n=1 1

(IV.15)

En utilisant I'équation (IV.10) dans I'équation (IV.15), les résultantes des contraintes de la plaque

FG peuvent étre reliées aux déformations totales par

N) TAa B B lfe] [N
M :iB D Dsikb +JM"TL S =A%y
s s s s s ‘ ST|
M) |B° D° H HkJ RS
Ou
t b b b b s s s s )¢
R VI TN VER S R YRRV ERVES
t T T T t T t
NT={NJNJLOF M =M My o) M =M ML)
0 0 0 b b b b t s s s s t
SZ{EX’Ey’yxy} .k :{kX’ky’kxy} k :{kX’ky’kxy}
I— All A12 o —I I_ Bll 12 0 ~{ I_ Dll DlZ 0 —I
A:|A12 A, O | B:|Blz 2 O K D:|D12 2 O |
lo o A, lo B, | lo 0o D
I—Blsl BISZ 0 —I I7D1sl Dlsz 0 —I I—Hfl Hlsz 0 —}
s s s
B :|BISZ stz 0 | D :|D152 zsz 0 K H :|H152 HZSZ 0 |
o o 8y [0 o b Lo HE
s st t < |—A:4 |
S_{sz’syz} Y {yyz’}/xz} ’ A :| s |
L Ass |
(
( A w Dy Bi DL HJ | s, | 1
JAlz » D, B, D HISZLZZIhnQu(n)(l,z,zz,f(Z),Zf(Z),fZ(Z))J| v (2)
s s s n=1 - n
Ass Bss Bss Bes D HesJ {1 0" (2)
Et: (A22'D22'stz H252):(A11'D1115151’D151'H151)
3 M E™(
Z) 2
A=A =Y [ —— 1)) dz
oo Z I 21+ 0" )(z))[ ]

(1V.16)

(IV.17-a)

(IV.17-b)

]
|
|Ldz (IV.17-c)
J

(IV.17-d)
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Les résultantes de contrainte et de moment, N = N;,MfT = M;’T,MjT =M jT dues a la charge

thermique sont définies par

J(NXTW! . e J 1 l
M’ Z:I )1 a™()T{ z ldz (1V.18)
[Mbw i, Y {f(nJ

La variation du champ de température a travers I'épaisseur est donnée par :

T(X,Y,2,1) =;(z)'lt(x, y, 1) (1v.19)

Ou: ';(z):T e['?ZJ, y:In[;j:In(Tr), 0<n<w

'F(x,y,t):'Esin(/ix)sin(yy)ei‘”' (1V.20)

Ou t est un paramétre arbitraire et T "etT ~ sont les températures supérieure et inférieure, et » est

I'exposant de la température. Notez que 7 = 0 représente la température de la surface supérieure de
la plaque tandis que » = « représente la température de la surface inférieure.

La variation de I'énergie cinétique est exprimée par :

5K =j(u5u+\)5\)+w(sW)p(z)dAdz (Iv.21)
( . . . . 1
| |, 00 Wo OWo _ - - 00Wo OWo _ - ||
Io[u05u0+v0§vo+wo§wo]—l Uo + O Uo+ Vo + S Vo
| oX oX oy oy |
| |
T - , , T |
| 056 00 050 00 | |
+ 0 + 0o ot 0 + —oVo
|+, kA u k,A'u duo+k,B'v k,B' Sv |
e J L ox ox oy oy L (1V.22)
| {awOaﬁwO 2 Wo 85W0—I |r ,00 050 ,00 8501 |
| +1, K, (kA)? —=——+(k,B) —— |
| L oX  OX oy oy oX  Ox oy oy J |
| |
T 0 Wo 956 20 85 Wo dWo 850 00 05w, | |
| _ |
J2|k +kA— +k,B" +k,B'— |
{ ox ox  ox oy oy oy oy J J

La convention point-exposant indique la différenciation par rapport le temps t ; p(z) est la densité

de masse ; et (lo, 11, J1, I, J2, K2) sont des inerties de masse définies par :

(1,,1,,3,,3,,K, )_Zj p(n)(z)(l,z, f(2),2° 2f (2), f(2)" )dz (1V.23)
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La variation de I'énergie de déformation de la fondation est exprimee par :

SU. =j f.owdA (1V.24)
A

Ou f, est la densité de la force de réaction de la fondation. Pour le modele de fondation Pasternak

Pasternak 2
f =k,w-k Vw (1Vv.25)

e

Si la fondation est modelisée selon le model lineaire de Winkler, le coefficient k dans I'équation

(IV.25) est nul.

La fondation du modéle Kerr est un modele ¢€lastique a trois parameétres composés d’une
couche de cisaillement (avec rigidité) indépendante des couches supérieure (avec rigidité) et
inférieure (avec rigidité) (modélisée par des ressorts distribués). La réaction distribuée du modele de

fondation Kerr est définie comme suit (Shahsavari et al. 2018):

( kK, \W ([ k.k, }VZW (1V.26)

¢ Lk,+ku _Lk,+ku

f Kerr

.88
Ou:V =—+—

ox" oy
Par substitution des expressions sU,sU _ et sk des equations (1V.14), (1V.22) et (1V.24)
dans I'equation (1V.12) et intégrant par parties et collectant les coefficients de su,,sv,,swet so ,

les équations de mouvement de la plaque sont obtenues comme suite :

COON, N, Bw 00
Su,: —+ =l,uo—1, +kA'—
OX oy OX OX
ON ON, - a\){, aé
3V, Ly o Vo | —>+ kB —
oy OX oy oy
oMt a'My a'M, ( kk, kk, ),
OW: T +2 + —+| kK, + w, —| k, + Vw,
oX oxoy oy k, +k, k, +k, (1V.27)
: (atjo a\'/'o\| (azv'vo azwo\| 000 ,azé\|
=l,wo+ 1, + -1, —t— 1+, KA'—+k,B'—
L@x 8yJ L X oy J L X oy
M ¢ °M ; o°M ; 0s* as,
50 —kA'—=—(kA'+k,B") = —k,B'——=+ k,A'—% + k,B'—=
' 1 2 1 2 2 2 1 2
OX oxoy oy OX oy
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En remplacant I'équation (I1VV.17) dans I'équation (1V.27), les équations du mouvement

peuvent étre exprimées en termes de déplacements (u,,v,, w, &) comme suit :

A ou, A o°u, (A + A )azv0 5 o*w, (B + 2B )a3w0
+ + + - - +
1 axz 66 ayz 2 66 axay 11 aX3 12 66 axayz
kA'Bsaag k B'B: o8 (k,A'+ k,B"B: 00 N,
+ + + + —_—
1 11 X3 2 12 axﬁyz 1 2 66 6x6y2 ox
© Bwe Y.
=l Uo— |, ——+ k,A"J, —
OoX oX
A d’u, A a%v, (A + A )82u0 5 o*w, (B.. + 2B )83w0
+ + + - - + —_—
22 ayz 66 8X2 2 66 axay 22 ayg 12 66 axzay
k,A'B: 00 k,B'B’ 00 (k,A'+ k,B)BS 0’0, N,
+ —+ —+ + —+
1 12 8x26y 2 22 6y3 1 2 66 6x26y 0y
- AW 00
= 1,vo- I, +k,B'J, —
oy oy
o%u ( d%u %, ) o%v o'w o'w o'w
Bll 30 + (B].Z + 2866) 02 + 2 ° + Bzz 30 - D11 40 - 2(D12 + 2D66) 5 02 — M 40
OX oxoy ox oy oy Ox X°0 oy
00 00 o' o'MY  a*m "™
+k1A'Dfl—4+(k1A'+ k,B") (D), + 2Dg;) — +k,B'D,, —+ =+ 2*
oX ox oy oy OX oy
LY ) (k L
+| wt |W0_| p+ | Wy
\ k, + ku) L k, + ku)
o us ave | | 9°wo 27w | S |kA,azé kBazé} (1V.28)
= 0= - + —t
° | ax oy L ox? oy L Yoaxt T ay?
A Ll (k,B'B: + (kK A+ k,B)B:) o',
- —_ + +
1 11 aXS 2 12 1 2 66 8X6y2
. L% R
—(k,A"'Bj, + (k, A"+ k,B")B) ————k,B'B,, —
X oy oy
. 0tw, ' o o 0w,
+k,A'D;, o + (k,A'+k,B )<D12+2D66)ax26y2
4 2 s' 2 s’
8Dy I A d My g2 M,
oy OX oy
2,0 L , 2 . o'
(A HL ~[2K,A,B H,, + (A k,B) H66:|8X26y2
4 2 2
2 s N2 A 2 s
_(sz ) sz 4 +(k1A) A55 +(sz ) A44 2
-- ) : 5]
dUo OV o’wo 0°w 0% 0 0% 0
= ==l L = = kL (A e (kB )
ox oy L ox dy J L ox oy
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Chapitre 1V : comportement thermodynamique des plaques sandwich FG sur fondation Winkler/Pasternak/Kerr

conditions aux limites peut étre construite. Pour résoudre les équations gouvernantes basees sur la

théorie proposée, une solution générale pour différentes conditions aux limites est utilisée. Le

champ de déplacement peut étre suppose :

Ou u

et i =+/-1. Les fonctions X, (x) ety (x)sont suggéreées ici pour satisfaire les conditions aux

limites géométriques et représenter des formes approximatives de la surface déviée de la plaque.

Ces fonctions, pour les différents cas de conditions aux limites, sont répertoriées dans le tableau

\Y,

mn?

mn !

U
[Ug(x,¥)]

mn m

|W(x y)\
Lox.y) |

oX (x)

u. e
vy (%, y)L JV « ()av ) 'L
| |
{ J

iot

n

W, X, (X)Y, (y)e'“‘

mn m

B X ()Y, ()"

nzx

IV.1 en notant que 4 = M7 et p==

a

Tableau IV.1: Les fonctions X (x)etY, (x) (Ait Amar et al. 2014)

(1V.29)

La solution exacte de I'équation (IV.28) pour la plaque sandwich FGM dans diverses

W, et ¢ sont des parametres arbitraires a determiner, o est la frequence naturelle

Conditions aux limites

Les fonctions X ety

ax=0,a ay=0.b X . (%) Y, (%)
SSSS X, (0)=X"(0)=0 Y (0)=Y" (0)=0

X (a)=X"(a)=0 Y (b)=Y' (b)=0 SiN(4X) sin(uy)
CSSS X, (0)=X!(0)=0 Y, (0)=Y/" (0)=0

X (a)=X" (a)=0 Y (b)=Y" (by=0 Sin(Ax)[cos(Ax)-1]  sin(uy)
CSCS x_(0)=x’(0)=0 Y. (0)=Y ' (0)=0

X (a)=X" (a)=0 Y (b)=Y" (by=0 Sin(Ax)[cos(ix)-1]  sin(uy)[cos(uy)-1]
CCSS x_(0)=X/(0)=0 Y (0)=Y"(0)=0

X (@)=X'(a)=0 Y.(b)=Y” (b)=0 Sin°(2X) sin(uy)
CCCC x, (0)=Xx!(0)=0 Y, (0)=Y/  (0)=0

X (@)= X'(a)=0 Y (b)=Y’' (by=0 Sin*(ix) sin”(uy)
FFCC  x;(0)= X, (0)=0 Y,(0)=Y,/ (0)=0

X"(b)= X" (b)=0 Y (b)=Y' (by=0 o8 (Ax)[sin*(2x)+1] sin”(uy)
FFSS X[ (0)=X, (0)=0 Y,(0)=Y, (0)=0

X"(b)= X" (b)=0 Y (b)=Y" (b)y=0 €08 (AX)[sin®(2x)+1] sin(uy)

Remarque : ()’ Indique la dérivée par rapport aux coordonnées correspondantes.

Page 53



Chapitre 1V : comportement thermodynamique des plaques sandwich FG sur fondation Winkler/Pasternak/Kerr

Dans la quelle :
a, = Aha,, + Agagla,
a, = (A12 + Ass)aa
2
a, =-B,a, - (B].Z + 2866)“8 —o’l

[21

176

a, = kA'B a, + [sz 'B,, + (k,A'+ k,B") Bge]as + o’k A Ja,

21 = (A12 + Aes)alo

2
a22 - A22a4 + A66a10 +o IOaZ

a

2
Ay = _Bzza4 _(BIZ + 2866)0‘10 —o'la

172

a,, =[kA'B), + (k,A+ k,B")B |a,, + k,B'Bj,a, + »’k,B ') a,

2
a31 = Blla13 + (BIZ + 2866)a11 o Ilag

2
a;, = Bya, + (Blz + ZBGG)all +o'la,

(
a,=-D.a,. D a, —2(D,+2D ~| k —
33 11%13 22%s (D, +2Dgq ) ary, L + K+ k. Jal (1V.31)

( kk, ) )
JrLkp + - kuJ(ag +ta,)to [Ioal— , (e, +a3)]

a,, = k,A'Da,, + k,B'D,,a, + (k,A'+ k,B ')(sz + 2D;6)a11 +0°d,(kA'a, +k,B'a,)

a, = -k,A'Bja,, —[k,B'B), + (kA+ k,B') B, |a,, + 0’k A'Ja,

117713

2275

a,, =~ K,A'B), + (k,A'+ k,B")Bg, |, — k,B'B,ay + ©’k,B "I,
a,, = kA'Dja, +Kk,B'Dya + (kA'+Kk,B') (D), + 2D )a, +0°J,(kA'a, +k,B'a,)

117713 2275

2 S |2 S ' 1 S 1 |2 S
Ay :_(klAl) H11a13_(sz) H22a5_|:2klA sz H12+(k1A+sz) H ]au

66

N 2 s " 2 s N N
(A Agay + (K,B) A, - 0K, [ (KA) @, + (k,B) a, |
IR L t ;
Les composantes du vecteur de force généralisé {F} = {F,,F,,F,,F,} sontdonnées par :
F,=—Ata,

F, = —A ta, (1v.32)

F, = BT'E(ag +a,)

-
F,=-C't(a, +a,)

z 1
+

h (m 7 '
E () a™(2)T e [h 2] (1,2, f (2)}dz

n=t "t U(n)(z) -1
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Avec

XY, XY, X Ynjx;vndxdy

(a,.a, all,als):II[XmYn’, X, Xy ,xn’;”Ynjmendxdy
00

Les paramétres non dimensionnels utilises sont

10D _ [ (a i
—Re —,—,t || pour les plaques: SSSS, CCCC et CCSS

EIMEY |
| a L 2 2 J |
10D [ (3a b ] |
| —Re|w| —,—,t||pour les plaques: CSSS |

- J a L 4 2 J L

w = (1Vv.33)
|120D _ [ (3a 3b ] |
| Re|w| —,—,t | | pour les plaques: CSCS |
| a L 4 4 J |
l10D _ [ b )] |

—Re a,—,t || pour les plagues: FFCC et FFSS
R )
_ 10°h* _[ (ab 1
< = —Re|o,| ==, 2.t ||,
a L 2 2 J
_  107°n? _ 10°h
Y= Re[7,(0,0,2,t)], 7, = Rerru[o, ,z,tjw,
a a L J (1Vv.34)
K,a* K,a* K,a* K.a’ K,a*
kW_ = |kp: ;ku: > lksz . |k| = 1
D D D D D
h’E,
D
12(1-0?)
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CHAPITRE Y

DES PLAQUES POREUSES FG



Chapitre V: Flambement thermique des plaques poreuses FG

V.1. Introduction

Dans ce chapitre, notre objectif est d'étendre le travail de Bachir Bouiadjra et al. (2018)
pour étudier l'effet de la porosité sur la stabilité thermique des plaques FG sur des fondations
élastiques. A cet effet, le champ de déplacement est exprimé dans la méme maniére décrite par
Bachir Bouiadjra et al. (2018). La présente théorie prend en compte I'effet d'étirement di a sa
nature quasi tridimensionnelle. De plus, le modele satisfaisait exactement aux conditions aux
limites de contraintes en haut et en bas de la plaque. La solution quasi 3D proposée ne contient
que quatre inconnues. Différentes distributions de porosité sont considérées. Les charges
thermiques sont supposées étre sous forme de variation de température uniforme, linéaire et non
linéaire a travers I'épaisseur. Pour vérifier la validité de la theorie quasi 3D actuelle, les résultats
obtenus sont comparés aux données disponibles dans la littérature. Une étude paramétrique est
réalisée pour montrer I’influence des distributions de porosité et des charges thermiques sur le

flambement de la plaque FG.

V.2. Propriétés effectives des matériaux de la plaque poreuse FG

Considérons une plaque poreuse rectangulaire FG d’épaisseur uniforme h, longueur a et
largeur b comme indiqué sur la figure V.1. La plaque repose sur une fondation élastique de type
Winkler-Pasternak. Les caractéristiques mécaniques de la plaque poreuse sont supposées varier
selon une loi bien définie en fonction de la répartition de la porosité. Dans ce qui suit, cing

distributions de la porosité dans le sens de I'épaisseur sont considérées.

e Distribution de porosité 1 (Mouaici et al. 2016, Wattanasakulpong and Chaikittiratana
(2015))

E(z):(EC—Em)V(z)+Em—%(Ec+Em) (V.1)

e Distribution de porosité 2 (Wattanasakulpong and Chaikittiratana 2015)

E(z):(EC—Em)V(z)+Em—%(EC+Em)(1—2r|lz|j (V.2)
e Distribution de porosité 3(Gupta and Talha (2018))
E(z)=(E,—E,)V (2) —Iog[1+;j(Ec+Em)Ll—TJ+Em (V.3)

a Représente la fraction volumique de porosité(« <1) . « = 0 Indique la plaque FG parfaite.

e Distribution de porosité 4 (Chen et al. (2015))
E(z)= El[l—e0 cos(ﬂg’)]
G(z)=G,[1-e,cos(7x¢)] (V.4)
p(z)= pl[l—em cos(ﬂg’)]
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e Distribution de porosité 5 (Chen et al. (2015))

E(z):El[lfeocos( < +

VIR

)
)

p(Z):pl[l—em cos[%;’+%]

IR

G(z):Gl[lfeocos[

NN

<+ (V.5)

IR

SRR o S [y ——|

Ou¢ = z / h, le coefficient de porositée, =1-E,/E, =1-G, /G, (0<e,<1),

Les valeurs minimale et maximale du module de Young Ey et E; sont liées aux valeurs minimale

et maximale du module de cisaillement Gg et G; par :

G, = E, /[2+v)] (i=0,1) (V.6)
Le coefficient de porosité pour la densité est défini par :

e, =1-p,/p, (0<e, <1) (V.7)

p, et p, sont respectivement les valeurs minimal et le maximal de la densité.

La relation entre la densité et le module de Young pour une forme de métal a cellules ouvertes
est donnée par Gibson et Ashby (1982) et Choi et Lakes (1995) comme suit

2
E _(r
El

Ne————

L o (V.8)

Cette derniére équation peut étre utilisée pour trouver la relation entre ey et e, comme se suit :
e, =1-1-¢, (V.9

V (z) est la fraction volumique et on suppose qu'elle suite une loi de puissance simple comme
mentionnée par Bourada et al. (2018), Attia et al. (2018), Bousahla et al. (2016), Achouri et al.
(2019)

v(z):(3+3jp (V.10)

Ou p est l'indice de la loi de puissance. On note que, lorsque p = 0, on obtient une plaque

entierement homogene en céramique. Alors que, si p=«, on obtient une plague entiérement

métallique. En, et E; sont le module d"Young du métal et de la céramique, respectivement.
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L~

0
a ’ . A

Plaque FGM P "_..’ Al Porosite

N L B

couche de cisaillement e T c .

'-. f‘ Al . o -

- T s 0

couche de Winkler ” f 3 s F

a & [}

Figure V.2: Systéme de coordonnées et géométrie des plaques poreuses rectangulaires FG sur fondation
élastique

V.3. Cinématique
Le champ de déplacement satisfaisant aux conditions de contraintes de cisaillement transversales
(et donc de déformations) disparaissant a (x, y, = h / 2) sur les surfaces externe (supérieure) et
interne (inférieure) de la plaque, est donné comme suit :

oWy, OWg

Yz t)=ug-—z—+ f
u(xyz)uozax+(z)ax
V.11
v (x,y,z,t):vo—zaﬂJrf(z)aWS ( )
oy oy

w(x,y,z,t)=wy + g(z2)w
Avec

( 2
f@)=-2]1-2 | | g@- 12 (V.12)
L 3h2J 5 01

OUu,(x,y), vo(x,y), w,(x,y), et w,(x,y)sont les quatre fonctions de déplacements inconnus du

plan moyen de la plaque.

Les relations cinématiques peuvent étre obtenues comme suit

o (2] ) (]
R
I P I 7y |

. =g ‘(z)g? (V.13)
{y} s
"x 72 ) 7 )
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ou
|[ du, 1| |[ _azwb ]| |( a’w, 1|
2 2
(&) | 1 oy by ]
) | ov | " J o°w L " J o°w L
J‘C"SL:< — F’ JkyL: - gb ' J’HL: 25
1% T e A 1 O B P B B
S T D A P P R P P
T vy | % ovay
L oy X | xoy oxoy (V.14)
[owg |
[ri] _|or |
yo | _ _
Lof Jew | T o
tax J
V.4. Equations constitutives
Les relations constitutives linéaires sont
‘(UX \| I—Qll Qo Qi 0 0 0 —ng 7atT\|
} Ty I |Q12 Qz2 Qa3 0 0 0 |i gy —ad I
‘ o, |= I Q13 Q23 Q33 0 0 0 I| &, —atT | (V15)
}TyZI | 0 0 0 Q4 0 0 |I Y2 I
| 7xz | I 0 0 0 0 Qss 0 I| Y xz |
foyj |_ 0 0 0 0 0 QGGJL 7 xy )

OU (oy,0,,0,, 70,7, 7)€ (e, 8,, 6,, 7y, 7y, 7, ) SONt les composantes de
contrainte et de déformation, respectivement. «, est le coefficient de dilatation thermique, et T

est la distribution de la charge de température. En utilisant les propriétés du matériau définies ci-

dessus, les coefficients de rigidité, Q, peuvent étre exprimés comme sulit :

E(2)
Qi1 =Qp =Q33 = )

1—1/2
E(z)
Q12 =Q13 = Q23 = i’ o (V.16)
l-v
E(z)
2(1+v)’

Q44 =Qs5 = Qg6 =
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V.5. Equations de mouvement

Considérant le principe de travaux virtuels, les expressions suivantes peuvent étre obtenues

IQI(O‘X 86y +0y 86y +0, 06, +Tyy OYyy +Ty; OFyg + 7y, 5}/yz)dQ dz +JQ foowdQ =0 (V.17)

Ou Q est la surface supérieure.

Et fe est la densité de la force de réaction de la fondation. Pour le modéle de fondation

Pasternak, elle peut étre énoncée comme suit :

f, =k, (w, + g(2)w,) -k, V*(w, +g(z)w,) (V.18)

En Substituant les équations (V.13) et (V.18) dans (V.17) et intégrant a travers I'épaisseur de la

plaque, on peut obtenir

I{Nlagf + My Sk, +Pon, + Npdel + Mook, + Pyory +Rydes +Qu6y5, + Kydyy, +Qsdry,
) (V.19)

0 0 2
+Kg8y0, + Ngdymy + Mgk, + Psdr, +[kw (W + g (2)W, )~k V2 (W, + g (2)W, )}m}dn -0

Les résultantes des contraintes N, M, P, Q et R sont définies par

h/2
(N;,M;,P,)= J' oi(Lz, f(2))dz,  (i=12,6)

-h/2
h/2

(KiQi) = _f Gi(f'(Z),g(Z))dz, (i=4,5)
-h/2
h/2

| == J. ci9'(z)dz, (i=3)

-h/2

(V.20)

Les équations d'équilibre gouvernantes peuvent étre dérivées a partir I'équation. (V.19) en
intégrant les gradients de déplacement par parties et en mettant les termes multipliés par les
coefficients du0, 6v0, dwp, dws & z€ro. On peut ainsi obtenir les équations d'équilibre associées a
la théorie actuelle de la déeformation par cisaillement
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oN, N
B S N
OX oy
oNg oN
26,772 _ g
ox oy (V.21)
2 2 2
o°M °Mg  *M, -
L2 4 Z4N- fe =0
ax? oxoy ay?
o’p a*p, _9°Py 0Q, 0K, Qs oKq -
- - -2 + + + + -Ry+9(z)N-g(z)f, =0
ax? ay? oxoy oy oy oX ox
Avec
2 2 2
T FNX 0" (w, + 9()w,) 2N, 0" (wy +9(2)w,) 9w, + g()w,) | (V.22)
L ox? Y X0y ’ oy’

Les équations de stabilité pour les plagues FG peuvent étre obtenues au moyen du critére
d'équilibre adjacent. Supposons que I'état d'équilibre de la plaque sous charges thermiques est

défini en termes de composants de déplacementug., v, w_ et w) . Les composants de déplacement

d'un état voisin a I'équilibre stable se différent par uj, vy, wy et w. par rapport & la position

d'équilibre. Ainsi, les déplacements totaux d'un état voisin sont

(V.23)

_ .0 1 _.,0 1 _ 0 1 _ 0 1
Ug =Ug +Ug, Vg =Vg +Vp, Wp =W +Wp, Wg =Wg + W

En conséquence, les résultantes des contraintes sont divisées en deux termes représentant
1'équilibre stable et I'état voisin. Les résultantes de contrainte d’exposant 1 sont des fonctions
linéaires avec les déplacements d’exposant 1.Compte tenu de tous ceux mentionnés ci-dessus et

en utilisant des équations (V.21) et (V.23), les équations de stabilité deviennent

1 1
ON oN
T e
OX oy

=0

ox oy (V-24)

2,,1 23,1 24,1

0°M 0°M 0°M —
L2 6+ ZyNt-f

ox? oxoy oy?

1
e

=0

2.1 1 1 1 1
0° P, 0 oK 0 oK —

2 6+ Q4+ 4+ QS+ 5—R§+g(z)Nl—g(z)fel=0
ox

x® oy’ axey oy @y ox

Avec

— [ o +g(z)w! % (w, + g(z)w! % (w! + g(z)wh) |

NN (w, @3()5)+2ny (w, g()s)+N3 (w, 92()5) (V.25)

ox oxoy oy
Lestermes N7, N{ et NJ sont les résultantes de la force de pré-flambement obtenus par
h/2 E T
NS:NS:—I “t(i)idz, ND, =0 (V.26)
-v

-h/2
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En utilisant 1’équation (V.15) dans (V.20), les contraintes résultantes de la plaque peuvent étre

liées aux déformations totales par :

N = Ayed + Bk, +Cynj + Fyey —NJ (i=1,2,6)
M} =Bje) +Gyk; +Hynj + Kjey ~M{, (i=12,6)
Pl =C, el +H k. +Lin, +0;e0,—P' (i=1,2,6)
17 17 1] ] (V27)
Qi =Qij7j+Pij?/jv (i=4,5)
Ki=Qyr) +5;7°, (i = 4,5)
Ri = Fyjed + Kk + Oy +Ujjer —R{ (i=3)
Ou
h/2
(A Bij. Cij. Dyj Eyj Fij ) = .[ Qj (1,z,f(z), g(z),f'(z),g'(z))dz
-h/2
h/2
(GIJ‘HIj’KII]’LIJ): I Qij(ZZ,Zf (Z),Zg'(z), fz(Z))dZ
~h/2 (V.28)
h/2
(04 Py Qij Sy ) = j Qi ( ()9 (@), 9%(2).9()f (2), 1%(2) )z
-h/2
h/2
Uij = I Qij(g‘z(z))dz
-h/2
Les contraintes et moments résultants, N/ =N, , M] =M, , R = P) et Ry dus a la charge
thermique, sont définis par
)
JMJL Zslhf N N L PN (V.29)
= Vv)a ’ "
Bl = 1_,2 t | f(z)|
| | '
LRs | s’

V.6. Solution du probleme
Pour la solution analytique des équations. (V.24), la méthode Navier est utilisée dans des
conditions aux limites spécifiées. Les fonctions de déplacement sont sélectionnées par la série de

Fourier suivante

{ué(x, y)]| ‘(U1 cos(ozx)sin(ﬂy)]|
J vé (x,y) L _ i i jvl sin(a x) cos(8y) (V.30)
[wy G| oy oo | Wy sin(@x)sin(BY) |
|[wi(x,y)J| ‘[W sin(a x) sm(,By)J|

Ou u',vi w!etw? sont des parametres arbitraires a déterminer et a=mmn/a, f=mn/b.
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En remplacant I’équation (V.30) dans (V.24), on obtient :

s o, (V.31)

t . T S z
Ou {A} = {ul,vl,w,},wsl} et [K] est la matrice de rigidité symétrique donnée par :

|rall a2 A3 a141|
[K]= | 812 822 @3 84| (V.32)
I 813 dp3 a3z Ay I

[314 324 334 844

Avec

2 2
app = a A+ B Agg
a1, = af (A + Agg)
3 2
a3 = ~1(a’Byy +ap” (By, + 2Bgg))
3 2
a4 =a Cyy+af”(Cyp +2Cqq) - aFyy
2 2
8pp = B Ay + " Agg
3 2
5‘23=—(ﬁ Boy +a ﬁ(Blz+2566)) (V.33)
3 2
a4 =+B7Cop +a”f(Cyp +2Cq5) = fFyg
a33 = +a Gy + f1Gy, + 207 % (Gyy + 2Ggg) + ky + Ky (a” + f2)+ NJa® + NJ g2
— —a*H. B M0 20282 (H.s + 2H 2K, 2K .+ kyg(=h/2
agg =—a Hyg = Hpy =20 (Hyp +2Hge )+ a " Kyg + 7Kg + k9 ( )
+kpg(—h/2)(a2+ﬁ2)+(Nga2+N3ﬁ2)
4 4 2.2 2/ ' 2/ ' 2 '
Qg =+a Ly + B Ly +2a" B (Lyp + 2046 ) + (Q44+P44)+“ (Q55+P55)+ﬁ (544+Q44)

2 ' 2 2 2 2 2 2 0 2 0,2
+a (855+Q55)72a O3 —2/°0p3 +Usgg +k,a(-h/2)* +k,g(-h/2)*(a® + B )+(Nxa +Ny B )

V.7. Solution de flambage thermique
Dans ce qui suit, la solution de I'équation | K | = 0 pour différents types de conditions de charge

thermique est présentée. Le changement de température ne varie que suivant I'épaisseur.

V.7.1. Flambement des plaques FG sous élévation de température uniforme
La température initiale de la plaque est supposée T;. La température est uniformément élevée

jusqu’a la valeur finale Tr dans laquelle la plaque flambe. Le changement de température est :

AT=T¢- T, (V.34)
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V.7.2. Flambement des plaques FG soumises a un changement de température graduel sur
toute I'épaisseur

Pour les plaques FG, le changement de température n'est pas uniforme dans ce cas. La
température est supposée varier en fonction d’une loi de puissance a travers 1'épaisseur comme

suit
n
T(z) = AT [E+%j 4T, (V.35)

Ou la différence de température de flambement est AT = T¢ - T T et Ty, sont la température de
la surface supérieure, qui est riche en céramique, et de la surface inférieure, qui est riche en

métal, respectivement. 1 est I'exposant de température (0 <n <).

Notez que la valeur de n égale a I'unité représente un changement de température linéaire
a travers 1'épaisseur. Alors que la valeur de n différent a I’unité représente un changement de

température non linéaire a travers I'épaisseur.

Les expressions adimensionnelles des parametres des fondations élastiques de Winkler et
Pasternak, ainsi que la différence critique de température de flambement utilisé dans la présente
analyse sont :

4 2

a
= —K,, T, =107°AT, (V.36)
D

Avec D = Eh*/[12(1-v?)]
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Chapitre VI : Résultats et discussions

VI.1. Introduction

Dans cette section nous allons présenter les résultats numériques des deux solutions
présentées aux chapitres 1V et V ainsi que leurs interprétations. Pour cela, la premiere partie de
ce chapitre sera dédiée aux résultats de la plaque sandwich FG sous sollicitations
thermodynamiques. La deuxiéme partie est consacrée aux résultats obtenus a partir de 1’étude de
flambement thermique des plagues poreuses FG. Pour chaque analyse, nous allons représenter

des études paramétriques pour voir I’effet de quelques paramétres intervenant dans le calcul.

V1.2. Comportement thermodynamique des plagues sandwich FG

L'objectif de cette partie est de vérifier la précision de la formulation représentée dans le
chapitre 1V puis de voir les effets des fondations élastiques, la charge thermodynamique et les
conditions aux limites sur le comportement mécanique des différents types de plaques sandwich
FG. Pour ce faire, certains exemples numériques sont résolus avec la présente formulation. Les
résultats obtenus sont comparés avec les données disponibles dans la littérature.

La plaque sandwich FG est composée soit par un mélange d’alliage d'aluminium (Al) et
carbure de silicium (SiC) ou alliage d'aluminium (Al) et le dioxyde de zirconium ZrO, dont les
propriétés des matériaux sont données par :

Metal (Aluminum, Al) :

E,=70x10°N /m* ©0=03; p =2707kg/m’ a =23.4x10°/C
Céramique (Zirconia, ZrOy)

E,=151x10°N/m?* ©=0.3; p, =3000kg/m’, « =10x10°/C
Céramique (Silicon carbide, SiC)

E,=427x10°N/m® v=017; p, =3100kg/m’; @ =4.3x10°/C

Plusieurs types de plaques sandwich sont présentées en fonction de I'épaisseur de la couche

centrale.
e La plaque sandwich FGM (1-0-1) : La plaque est symétrique et constituée de deux couches
FGM d'épaisseur égale, c'est-a-dire qu'il n'y a pas de couche centrale, h, =h, =0.

e La plaque sandwich FGM (1-1-1) : la plaque est symétrique et constituee de trois couches

d'épaisseur égale. Dans ce cas, nous avons h, = -h /6, h,=h/6
e La plaque sandwich FGM (2-1-2) : La plaque est symétrique ou h, = ~h /10, h, =h/10
e La plaque sandwich FGM (2-2-1) : La plaque est non symétrique ou h, = -h /10, h, =h/4

e La plaque sandwich FGM (1-2-1) : La plaque est symétrique ou h, = ~h /4, h, =h/4
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Dans cette section, les données suivantes sont utilisées (sauf en cas d’indication contraire)

p=2, 7n=2 w=2, t=3 t=2 T =20, Tr=2

Dans le premier exemple, la précision de la théorie utilisée est testée pour une plaque
sandwich FG simplement supportée de type AI-SiC / SiC / Al-SiC avec ou sans fondation
élastique. Les résultats sont comparés avec ceux obtenu par Sobhy et Zenkour (2015). Dans le
tableau V1.1, la déflexion centrale du sandwich FG de type (1-1-1) est comparée avec différentes
théories bidimensionnelles. Nos résultats sont en excellent accord avec toutes les théories sauf la
CPT ou il y a une légére différence. Cela revient au fait que cette derniére donne des résultats
inexacts pour les plaques épaisses.

Tableau VI.1: Déflection centrale d’une plague sandwich FG avec et sans fondation (a/h=10, a=b=0.5,

p=0)
Théorie kw=k,=0 kw=300, k,=0 k=300, k,=200
CPT  (Sobhy et Zenkour 2015) 1.57776 1.63760 3.26941
FDPT (Sobhy et Zenkour 2015) 1.52956 1.58751 3.16646
HDPT (Sobhy et Zenkour 2015) 1.52983 1.58780 3.16701
SDPT  (Sobhy et Zenkour 2015) 1.52993 1.58791 3.16723
Présente (Mekerbi et al.2019) 1.52988 1.58786 3.16714

Une deuxieme comparaison est présentée dans le tableau V1.2 sous forme de contraintes
axiales et de contraintes de cisaillement transversales d'une plaque sandwich FG avec ou sans
fondation élastiqgue. Comme le montre ce tableau, il existe un excellent accord entre les résultats
prédits par le présent modéle et ceux déterminés par Sobhy et Zenkour (2015).

A partir des deux comparaisons, il est clair que cette théorie est trés précise pour la détermination

de la réponse mécanique des plaques sandwich FG.

Tableau V1.2 : Contrainte axiale et contrainte tangentiel transversale d 'une plaque sandwich FG avec et
sans fondation (a/h=10, a=b=0.5, p=0)

—0y Ty

Kw=300 K,=300 Kw=300 K,=300

Théorie Kw=K,=0 K,==0  K,=200 Kw=K,=0 K,==0  K,=200

CPT (Sobhy et Zenkour 2015) 0.71414  0.71455 0.72585 - - -

FDPT (Sobhy et Zenkour 2015) 0.70286  0.70325 0.71387 0.24715  0.24741 0.25472

HDPT (Sobhy et Zenkour 2015) 0.70474  0.70512 0.71580 0.30717  0.30750 0.31666

SDPT (Sobhy et Zenkour 2015) 0.70487  0.70526 0.71594 0.31681  0.31718 0.32663

Présente (Mekerbi et al.2019) 0.70484  0.70523 0.71590 0.31414  0.31448 0.32385
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Dans le tableau V1.3, les déplacements centraux non dimensionnels de la plaque
sandwich FG reposant sur différentes fondations élastiques sous charge thermodynamique avec
diverses conditions aux limites sont indiqués.

Tableau VI.3: déflection centrale d’une plaque sandwich FG avec et sans fondation pour différentes
conditions aux limites (a/h=10, a=b=0.5, p=0)

Pasternak Kerr (k;=100)
Conditions Kw=300 Kw=300 K,=100 K,=100 K,=200 K,=200 K,=300
aux limites  K,=K,=0 K,=0 Ky=200 Ks=0 Ks=100 K=100 K=200 K=300
SSSS 1.52988 1.58786 3.16714 153925  1.75083  1.83938 2.27800 2.42631
CCcCcC 2.11071 2.20015 8.58069 212510  2.59019  2.80239 4.09534  4.64079
FFCC 1.99730 2.08379 7.44468 2.01121  2.43416  2.62558 3.76397  4.23187
CSCs 3.73693 3.89299 32.26249 3.76206  4.77686  5.26528 8.72361 10.47001
CCsS 1.80473 1.87696 4.86867 1.81638  2.13356  2.27152 3.02017  3.29779
CSSS -2.44024  -2.53687  -7.86416 -2.45583  -2.93739 -3.15142 -4.38004 -4.86327

A partir ce tableau, on peut voir que :

e Les valeurs les plus faibles du déplacement sont obtenues pour une plaque sandwich sans
fondation élastique et ce quel que soit le type des conditions aux limites utilisées.

e Généralement, la présence de la fondation Kerr genére des résultats nettement supérieurs
a ceux d'une fondation Winkler ou Pasternak

e L'augmentation des parameétres de la fondation Pasternak augmente considérablement les
valeurs du déplacement par rapport a la fondation Kerr ou l'augmentation de ses
parametres n'affecte que trés peu les déplacements.

e Pour tous les types de fondation et quelles que soient les valeurs de leurs paramétres, la
condition aux limites CSCS génere les résultats les plus élevés en termes de déplacement.

La figure V1.1 illustre la variation de la fleche w en fonction du rapport a /nh pour une
plaque sandwich FG (1-1-1) sans fondation élastique. Les déflexions sont données pour cing
conditions aux limites différentes. On remarque que la déflection non dimensionnelle de la
plaque sandwich diminue avec 1’augmentation du rapport a/h pour toutes les conditions aux
limites. De plus, les valeurs de déflexion minimales sont obtenues pour une plaque sandwich
SSSS et les valeurs maximales pour CSCS.

Pour examiner l'influence de la rigidité des fondations sur la déflexion centrale des
plagques sandwich SSSS, la variation de la déflexion centrale des plaques sandwich FG type 2—-1-

2 est illustrée dans la figure V1.2 par rapport a la rigidité des fondations élastiques.
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Figure VI.1: Variation de la déflexion en fonction du rapport a / h d’une plaque sandwich carrée FGM
(1-1-1) avec différentes conditions aux limites (sans fondation)

T ——K,=100, K =0

1007 - - - K,=100, K =20

o K =100, K =50, K =100
god ---- K,=100, K =100, K =100
70 ]
60—- ;

50

=l

40
30 4
20

10 H

6 8 10 12 14 16 18 20

Figure VI.2: Variation de la fleche en fonction du rapport a/h d 'une plaque sandwich carrée FGM
(2-1-2) reposant sur les fondations Pasternak et Kerr avec condition aux limites SSSS.
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La principale conclusion de cette figure est que I'augmentation des parametres de rigidité
de la fondation augmente la fleche centrale. On constate que la plaque sur la fondation Winkler
donne la valeur de déflexion la plus faible. Les valeurs les plus élevées sont obtenues pour une
plaque sur fondation Kerr. Il est également noté que plus que les parametres de la fondation Kerr
augmentent, les valeurs de déflexion augmentent en conséquence. De plus, on remarque que la
déflection centrale de la plaque sandwich diminue avec I’augmentation du rapport a/h pour tous
les types de fondation élastique.

Dans la figure V1.3, une plaque sandwich de type 1-1-1 reposant sur une fondation

élastique est analysée pour différentes valeurs du paramétre de température t et sous condition
d’appuis simples SSSS.

La principale remarque de cette figure est que la déflexion centrale de la plaque sandwich
diminue a mesure que le rapport a / h augmente pour les deux types de fondation élastique.

De plus, on remarque que l'augmentation du parametre de température t augmente le
déplacement et la fondation Kerr génere les résultats les plus élevés par rapport a ceux de
Pasternak.

Les figures V1.4 etVIL.5 montrent la variation de la déflexion w avec le paramétre de
fréquence » pour une plaque sandwich FG reposant sur les fondations Pasternak et Kerr,
respectivement. Différentes conditions aux limites sont utilisées. A partir de ces figures, on peut
remarquer qu'il y a une forte réduction des valeurs de déflexion pour une petite augmentation des
valeurs du parametre de fréquence o . Ensuite, a partir d'une valeur du parametre de fréquence o
égale a 3, I'amplitude de la déflection diminue de maniere moins rapide et s'approche de zéro. En
outre, comme indiqué ci-dessus, la condition aux limites CSCS donne les valeurs de déplacement

les plus élevées identiques a celles de la fondation Kerr comparativement au modéle Pasternak.
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110 4y Solid line : Pasternak foundation (K =100, K =10)
100 ] ‘.\ Dash line : Kerr foundation (K =100, K =100, K =100)
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Figure VI1.3: Variation de la déflexion en fonction du rapport a/h d’'une plaque sandwich carrée FGM
(1-1-1) sur les fondations Pasternak et Kerr avec condition aux limites SSSS pour différentes valeurs du
paramétre de température.
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Figure VI1.4: Variation de la déflexion en fonction du paramétre de fréquence d’une plaque sandwich
carrée FGM (1-1-1) reposant sur la fondation Pasternak

(p=1, 7 =2,t=5, t =2, Tr=4, a/h=10,Kw=100, Kp=10).
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Figure VI.5: Variation de la déflexion en fonction du paramétre de fréquence de la plaque sandwich
carrée FGM (1-1-1) reposant sur la fondation Kerr.
(p=1, 7 =2,t=5, t =2, Tr=4, a’lh=10, K,=K,;=K=100).

La figure V1.6 présente la variation de la contrainte axiale o en fonction du rapporta/h

d’une plaque sandwich FG de type (1-1-1) avec différentes conditions aux limites et sans
fondation élastique.

On peut remarquer que la contrainte axiale de la plaque sandwich diminue & mesure que
le rapport a / h augmente pour toutes les conditions aux limites. De plus, les valeurs de contrainte

minimales sont obtenues pour une plaque sandwich SSSS et maximales pour CSSS.

Dans la figure V1.7, nous présentons la variation de la contrainte axiale o, a travers
I'épaisseur de la plaque sandwich carrée FGM (2-1-2) reposant sur les fondations Pasternak et

Kerr pour différentes valeurs du paramétre de température t . La condition a la limite SSSS est

considérée. La remarque la plus intéressante est que le type de fondation affecte 1égérement les

contraintes axiales. L'augmentation du paramétre de température t augmente considérablement
les contraintes axiales dans la couche centrale de la plaque qui est une couche isotrope
(céramique) tandis que les couches supérieure et inférieure qui sont en FGM sont légerement

affectées.
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Figure VI.6: Variation de la contrainte axiale en fonction du rapport a/h de la plaque sandwich carrée
FGM (1-1-1) avec différentes conditions aux limites (sans fondation). (t=2).
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4 Solid line : Pasternak foundation (KW:100, Kp:lo)
0,4 - Dashed line : Kerr foundation (Ku:550, K =100, K|:550)
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Figure VI.7: Variation de la contrainte axiale a travers I'épaisseur de la plaque sandwich carrée FGM
(2-1-2) reposant sur les fondations Pasternak et Kerr avec condition aux limites SSSS pour différentes
valeurs du paramétre de température (p=3, n =1, t=4, a/h=5)
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La figure V1.8 illustre la variation de la contrainte de cisaillement transverse = , a travers
I'épaisseur de la plaque sandwich carrée FGM (2-1-2) reposant sur les fondations Pasternak et

Kerr avec condition aux limites SSSS pour différentes valeurs du paramétre de température t.
L'augmentation du parametre de température augmente considérablement la contrainte de
cisaillement transversale dans la couche centrale de la plaque. De plus, la valeur maximale se
produit a un point sur le plan médian de la plaque sandwich.

Les figures V1.9 a VI.10 presentent les modes propres d'une plaque sandwich carrée FG pour
différentes conditions aux limites. A partir de ces figures, on peut voir que la fondation élastique

Kerr donne les amplitudes les plus élevees par rapport a celles de Pasternak.

0,5
Solid line : Pasternak foundation (KW:100, Kp=10)

0,4 - Dashed line : Kerr foundation (Ku:550, KS:lOO, K|:550)

Figure V.8: Variation des contraintes transversales de cisaillement a travers l'épaisseur d'une plaque
sandwich carrée FGM (2-1-2) reposant sur les fondations Pasternak et Kerr avec condition aux limites

SSSS pour différentes valeurs du paramétre de température t (p=3, n =1, t=4, a/h=5)
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(a) (b)

Figure V1.9: Modes propres pour la fréquence naturelle (o =2) d 'une plaque sandwich carrée FGM (1-
1-1) reposant sur deux types de fondation avec condition aux limites SSSS (a/h = 10).
a) Fondation Pasternak. (b) Fondation Kerr.
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Figure VI1.10: Modes propres pour la fréquence naturelle (@ =2) d'une plaque sandwich carrée FGM (1-
1-1) reposant sur deux types de fondation avec une condition aux limites CCSS (a / h =10).
a) Fondation Pasternak. (b) Fondation Kerr.
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Figure VI.11: Modes propres pour la fréquence naturelle (» =2) d'une plaque sandwich carrée FGM (1-
1-1) reposant sur deux types de fondation avec une condition aux limites CSSS (a / h =10).
a) Fondation Pasternak. (b) Fondation Kerr
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Figure VI.12: Modes propres pour la fréquence naturelle (@ =2) d'une plaque sandwich carrée FGM (1-
1-1) reposant sur deux types de fondation avec une condition aux limites FFSS (a/h =10). a) Fondation
Pasternak. (b) Fondation Kerr.
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V1.3. Flambement thermique des plaques poreuses FG
Dans cette section, le flambement thermique d'une plaque FG poreuse reposant sur une fondation
élastique est étudié avec une solution quasi 3D.

La plaque FGM utilisée est un mélange d’aluminium et alumine avec les propriétés suivantes :

- Metal (Aluminium): €,, =70x10° N/m% v =0.3;a,, =23,40.10°° /K

- Ceramic (Alumina): E. =380x10°; N/m%v = 0.3 a, =7,410.107° / K

Premierement, des tests numériques sont effectués pour confirmer la précision du modele
proposé. Pour cela, les résultats obtenus sont comparés avec ceux de la solution 2D de Tebboun
et al. (2015) et le modéle 3D de Van do et Chin-Hyung (2018).

Les tableaux VI1.4-7 présentent une comparaison de la température critique de flambement pour
différentes charges de température et différents cas de fondation élastique.

Dans le tableau V1.4, une étude comparative est réalisée entre les résultats obtenus par la
présente solution quasi 3D et ceux rapportés par Tebboun et al. (2015) et Van do et Chin-Hyung
(2018). Les résultats sont présentés pour une plaque FG carrée parfaite(sans porosité)sous trois

cas d'augmentation de température a travers I'épaisseur.

Les résultats de la présente théorie montrent un trés bon accord avec les deux solutions
mentionnées pour la charge de température uniforme et linéaire. Dans le cas de la charge de
température non linéaire, il y a une légére différence. Ceci est di au fait que la solution du
Tebboun et al. (2015) basée sur un modéle 2D qui néglige I'effet d'étirement. Ce dernier a un
effet significatif dans le cas de plaques épaisses.

Tableau VI.4: température critique de flambement d'une plaque FG carrée sans fondation élastique (a/h
= 10) sous différentes charges thermiques (n = 3)

p theory Uniform Linear Non linear
Tebboun et al. (2015) 2D 1,6188 3,2276 6,4553
0  Vando and Chin-Hyung (2018) 3D 1,6091 3,2082 /
Present 3D (Mekerbi et al.2019) 1,6049 3,1999 6,3997
Tebboun et al. (2015) 2D 0,7585 1,4131 2,8270
1  Vando and Chin-Hyung (2018) 3D 0,7548 1,4062 /
Present 3D (Mekerbi et al.2019) 0,7529 1,4027 2,8062
Tebboun et al. (2015) 2D 0,6790 1,1601 2,0152
5  Vando and Chin-Hyung (2018) 3D 0,6743 1,1520 /
Present 3D (Mekerbi et al.2019) 0,6885 1,1765 2,0438
Tebboun et al. (2015) 2D 0,6925 1,2184 2,0972
10  Vando and Chin-Hyung (2018) 3D 0,6871 1,2088 /
Present 3D (Mekerbi et al.2019) 0,7039 1,2385 2,1319
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Une autre comparaison entre les résultats de la présente méthode et ceux de Tebboun et
al. (2015) est présentée dans le tableau VI1.5. Les résultats sont présentés pour les deux cas des

fondations élastiques Winkler et Pasternak.

On constate que les résultats sont en trés bon accord pour les deux cas de charges
thermiques uniformes et linéaires. La différence entre les résultats augmente légérement pour le
cas de charges non linéaires notamment avec la présence de fondation Pasternak. Cela est dd a la
solution quasi-3D élaborée dans la présente étude, contrairement a Tebboun et al. (2015) ou
I'effet d'étirement de I'épaisseur est néglige.

Tableau VI.5: Température critique de flambement d'une plaque FG carrée (a/ h = 10) sur une fondation
élastique sous différentes charges thermiques

kw=10 kp=0 kw=10 k=0
p  Theory Uniform  Linear Nonlinear  Uniform Linear  Non linear
0 Tebboun et al. (2015) 2D 1,6627 3,3154 6,6308 2,5290  5,0479 10,0958
Présente 3D (Mekerbi et 1,6512 3,2925 6,6585 2,5596 5,1091 10,2183
al.2019)
1 Tebboun et al. (2015) 2D 0,7994 1,4898 2,9804 1,6067  3,0040 6,0098
Present 3D (Mekerbi et al.2019) 0,7957 1,4830 2,9668 1,6315 3,0505 6,1027
5 Tebboun et al. (2015) 2D 0,7356 1,2577 2,1847 1,8547  3,1839 5,5309
Present 3D (Mekerbi et al.2019) 0,7479 1,2787 2,2213 1,8997  3,2613 5,6653
10 Tebboun et al. (2015) 2D 0,7565 1,3318 2,2924 2,0196  3,5699 6,1449

Present 3D (Mekerbi et al.2019) 0,7712 1,3578 2,3372 2,0723 3,6635 6,3059

Pour illustrer la précision de la théorie proposée pour le cas de la charge thermique non
linéaire, la température critique de flambement de la plaque FG parfaite sur une fondation
élastique avec différentes valeurs de l'indice de loi de puissance est présentée dans le tableau
VI.6. La comparaison est faite avec les résultats de Van do et Chin-Hyung (2018). On peut voir

que les résultats sont presque identiques.

Comme on peut le voir, nos résultats sont en bon accord avec ceux publiés, et on peut
conclure que la présente théorie est efficace pour la prédiction des charges critiques de

flambement thermique.
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Tableau VI.6: Température critique de flambement T, sous I’augmentation de température non linéaire
(a/h=10).

p theory n=2 7=5 »=10
Van do and Chin-Hyung (2018) 3D 4,812 9,625 17,645
0 Present 3D (Mekerbi et al.2019) 4,800 9,600 17,599
Van do and Chin-Hyung (2018) 3D 2,096 4,297 8,151
1 Present 3D (Mekerbi et al.2019) 2,091 4,287 8,130
Van do and Chin-Hyung (2018) 3D 1,584 2,829 4,964
5 Present 3D 1,618 2,889 5,070
Van do and Chin-Hyung (2018) 3D 1,663 2,862 4,734
10 Present 3D (Mekerbi et al.2019) 1,704 2,932 4,851

La figure VI1.13 montre les effets du rapport a/h sur la température critique de flambement
T d'une plaque FG poreuse sous une charge de température uniforme, linéaire et non linéaire.
Cing cas différents de distribution de porosité sont étudiés.

On observe qu'avec l'augmentation du rapport de plaque a/h, la température critique de
flambement diminue quelle que soit la répartition de la porosité et de la charge thermique. A
partir ces figures, on constate que la température critique de flambement maximale sont obtenus
avec la distribution 1 (o = 0,2) et ceux minimales avec la distribution 5. En outre, nous pouvons
remarquer qu'il n'y a pas de grande différence entre les valeurs des charges critiques obtenus par
les différentes distributions et pour les différents modes de chargement (uniforme-linéaire-non
lineaire). L'exception est faite pour les distributions 1 (. = 0,2) et 5 ou le la différence augmente

avec la variation de la charge thermique.
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Figure VI.13: Température critique de flambement Tcr en fonction du rapport d'épaisseur a/h
(a) température uniforme (b) température linéaire (c) température non-linéaire

(p=t,a=b,k, =k, =10)
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Dans la figure VI1.14, I'influence du rapport (b/a) sur la température critique de flambage
d'une plague FGM poreuse est représentée pour différentes distributions de porosité. La plaque
est soumise trois charges thermiques a travers 1’épaisseur, uniforme, linéaire et non linéaire. On
observe a partir de cette figure que la température critique de flambement diminue avec
l'augmentation du rapport (b/a) et ce quelle que soit la charge thermique et la distribution de
porosité. La méme constatation notée ci-dessus reste valable. A savoir que toutes les
distributions donnent des valeurs plus ou moins proches a I'exception de la distribution 1 (a =
0,2) et 5 ou une différence conséquente est observée.

La figure VI.15 représente l'effet de la distribution de la porosité sur la température
critique de flambement par rapport a I'indice de la loi de puissance pour une plaque FG poreuse
reposant sur la fondation Pasternak. On observe que la température critique de flambement
augmente a mesure que l'indice de loi de puissance augmente pour toutes les distributions de
porosité considérée ici.

Pour les trois figures VI1.15, on peut dire que la présence d'une fondation éelastique dont
celle de Pasternak a modifié le comportement global de la plaque. Si la plague n'était pas
supportée par une fondation ou méme supportée par une fondation élastique mais de type
Winkler, les résultats auraient été inversés. C’est-a-dire, la plaque parfaite donne les valeurs
élevées. En effet, lorsque la plaque repose sur une fondation Pasternak, la rigidité du systeme
augmente du fait de l'incorporation d'une couche de cisaillement conduisant a une augmentation
de rigidité en flexion. Ce méme cas a été observé dans les travaux de Shahsavari et al. (2018) en
particulier dans le tableau 5 ou la fréquence fondamentale des plaques imparfaites est supérieure
a celle des plaques parfaites pour le cas de la fondation Pasternak. En ce qui concerne la
différence entre les valeurs de la température critique entre les plaques imparfaites, cela peut étre

lié a la fagcon de la concentration des micro-vides dans la plaque FG.

Page 80



Chapitre VI : Résultats et discussions

—l— Perfect

2,6 Uniform temperature load —@— Porosity distribution 1 = 0,1
Porosity distribution 1 «=0,2
4 —@— Porosity distribution 2 &= 0,1
—— Porosity distribution 2 « = 0,2
2,4 —@-— Porosity distribution 3 &= 0,1
—— Porosity distribution 3 a = 0,2
4 —@— Porosity distribution 4
—@— Porosity distribution 5
2,2
Ter 207
1,8
1,6
] L4 A &
1,4 4 h :
< A 4 J— g
@ )
4 T T T T T
1 2 3 4 5
bla
. —l— Perfect
5,0 Linear temperature load —@— Porosity distribution 1 = 0,1
Porosity distribution 1 = 0,2
) —@— Porosity distribution 2 & = 0,1
—— Porosity distribution 2 = 0,2
4,5+ —@-— Porosity distribution 3 &= 0,1
—— Porosity distribution 3 &= 0,2
1 —@— Porosity distribution 4
—Q@— Porosity distribution 5
4,0 4
3,54
Ter 1
3,0 4
2,54
2,04
1'5 T T T T T T T T
1 2 3 4 5
b/a
11
-li —- Perfect
1 Non I Inear tempe ratu re Load —@— Porosity distribution 1 = 0,1
10 - Porosity distribution 1 « = 0,2
—@— Porosity distribution 2 = 0,1
4 —— Porosity distribution 2 « = 0,2
—@-— Porosity distribution 3 «=0,1
9 —— Porosity distribution 3 @ = 0,2
—@- Porosity distribution 4
1 —@— Porosity distribution 5
8 4
7 4
Ter ]
6 o o °
* 4 —
5 = °. —*
B - ’ P9
L —
4
;- \
(c) —o — o
T T T T T T T T
1 2 3 4 5
b/a
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V1.4. Conclusion

Dans le présent travail, I'analyse thermodynamique des plaques sandwich FG reposant sur
des fondations élastiques a été étudiée. La présente méthode est basée sur une théorie de
déformation de cisaillement 2D des plaques qui contient des formes intégrales indéterminées et
seulement quatre inconnues a dériver. Différents types des fondations et conditions aux limites
ont été utilisé. Les équations gouvernantes sont obtenues par le principe des travaux virtuelles et
elles sont résolues par la méthode de Navier. La précision de la présente méthode est vérifiée en
comparaison a divers résultats disponibles dans la littérature. On peut conclure que la présente
théorie est exacte et efficace pour prédire la réponse thermodynamique des plaques sandwich FG
reposant sur des fondations Winkler / Pasternak / Kerr. Une étude paramétriqgue complete est
réalisée pour évaluer les effets du rapport a/h, des conditions aux limites, des paramétres de
fondation élastique et des modes sur la réponse des plaques sandwich FG soumises a une charge
thermodynamique.

En outre, nous avons développé une nouvelle théorie raffinée de déformation de
cisaillement quasi-tridimensionnelle (3D) pour les solutions de flexion statique de la plaque
FG.Le flambement thermique de plaques poreuses FG simplement supportées sous différents
types de charges thermiques (distribution uniforme, linéaire et non linéaire a travers I'épaisseur)
et reposant sur des fondations élastiques a été analysé en utilisant une théorie de déformation par
cisaillement quasi 3D. Toutes les études de comparaison montrent que la température critique de
flambement obtenue par la solution quasi 3D proposée avec quatre inconnues est en accord
parfait avec d'autres théories de déformation par cisaillement.A partir des résultats et des
comparaisons entre différentes distributions de porosite, il a été constateé que les différentes
distributions donnent des valeurs plus ou moins proches a I'exception du modele 1 (a=02.) et 5

ou une différence est trouvée
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Conclusion générale

Les matériaux a gradation fonctionnelle FGM sont une classe de matériaux composites
avec une variation progressive et continue des fractions volumiques de chaque constituant. Ce
concept permet d’éliminer les discontinuités aux interfaces et les caractéristiques des matériaux
constitutifs sont préservées. Ce concept permet la production de matériaux légers, solides et
durables. Les poutres et les plaques avec des matériaux fonctionnellement gradués sont
largement utilisées dans de nombreuses industries d'ingénierie. Par conséquent, plusieurs
techniques de modélisation et méthodes de solution ont été proposées par de nombreux
chercheurs dans I'analyse précise des structures FG.

Le comportement thermodynamique des plaques sandwich FG reposant sur des
fondations Winkler / Pasternak / Kerr et avec diverses conditions aux limites a été étudié en
utilisant une théorie raffinée des plaques 2D. Le champ de déplacement de la présente théorie
contient des formes intégrales indéterminées et n'implique que quatre inconnues. La plaque est
considérée comme soumise a un champ de température sinusoidal harmonique temporel sur toute
son épaisseur. Trois types de fondationsdécrites par des modeles mathématiques sont étudiés.
Différentes conditions aux limites sont utilisées pour étudier le comportement thermodynamique
des plaques sandwich sur fondations élastiques.

D’autre part,le flambement thermique des plaques FG avec porosité et reposant sur des
fondations élastiques a été etudié. La formulation est basée sur la théorie quasi 3D. La présente
théorie ne contient que quatre inconnues et prend également en compte l'effet d'étirement de
I'épaisseur. Différents modeéles de distribution de porosité sont considérés. Les charges
thermiques sont supposees uniformes, linéaires et non linéaires dans la direction de I'épaisseur.

La plaque est supposee simplement supportée sur tous les bords.
A D’issu de cette étude on peut tirer les conclusions suivantes :

e Les théories utilisees sont efficaces et en accord avec la littérature. D0 aux nombres réduits
des inconnus, 1’analyse du comportement thermodynamique et le flambement thermique sera
facile méme en considérant de divers systémes d’appuis, différents types de fondations,
plusieurs formes de variations du champ de température, différents modéles de porosité

..etc.

e Les parameétres intervenants dans les calculs tels que le rapport a/h, le types et la rigidité des
fondations élastiques, la fréquence, les conditions aux limites et la variation du champ de la
température suivant 1’épaisseur ont des effets remarquables sur le comportement

thermodynamique des plaques sandwich FG.
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e Le modeéle de la distribution de la porosité a des effets compliqués sur la température critique
de flambement notamment avec les différents types des fondations élastiques et leurs
rigidités.

Rappelons que ce travail de recherches est entré dans le cadre de la contribution du
laboratoire des matériaux et hydraulique (LMH, de I'université DjilalliLyabes Sidi Belabbes)
dans le domaine des structures en matériaux fonctionnellement gradués (FGM). Sur la méme
ligne et dans le cadre du sujet abordé, de nombreuses perspectives d’approfondissement peuvent

étre envisageées :

e La variété de I’utilisation des FGM en plusieurs domaines et sous diverses sollicitations et
conditions nous permet d’étendue la recherche vers autres formes géométriques, types de
chargement électrique et hygrothermique. Les logiciels basant sur les méthodes numériques
peuvent faciliter des analyses avancées et compliqués.

e Vue le colt important de la production des matériaux FG sur la base du métal et la
céramique, il est probablement mieux d’appliquer la technologie des FGM avec des
matériaux couramment utilisés dans le domaine de génie civil. Le béton a dosages varie
progressivement et la construction des couches des chaussées ou des remblais avec des
matériaux de propriétés continus sans avoir les interfaces classiques peuvent étre un domaine

de recherche trés pratique.
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