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Notations

Notation Définition
q Exposent conjugué de p, % + é =1
o) Frontiere de €2
supp(f) Support de la fonction f
\ Différence d’ensemble
p.p Presque partout
(.,.) Produit scalaire
A= g Mesure de Lebesgue sur R
C ([a,b]) Espace des fonctions continues sur |a, b]
C* ([a, b)) Espace des fonctions de classe k dans [a, b]
L? ([a,b]) {f : [a,b] — R : f mesurable, fab |f () dt < oo} , 1<p<oo
L* ([a, b]) {f :[a,b] = R : f mesurable, 3C tel que |f ()] < C, XA p.p en [a,b]}
IRip® Norme dans I'espace X
B ([a, b)) Tribu borélienne sur [a, b].
|| Module de z
fr Partie positive de la fonction f, f = max{f,0}
f- Partie negative de la fonction f, f~ = max{—f,0}

Au, = div (|Vu|p_2 Vu) p— Laplacien de u



Introduction

La théorie d’échelle de temps a été développé en 1988 par STEFAN HILGER
[4] dans sa these de doctorat et dirigé par BERND AULDBACH afin définir ’ana-
lyse continue et discrete. Depuis quelques années, ce type de domaine a intéressé
plusieurs chercheurs. Tout d’abord, LAKSHMIKANTHAM [5] a étudié la mesure de
chaine et l'existence de la solution des équations différentielles. De plus, BOHNER
ET PETERSON [2], [3] ont étudié des équations dynamiques sur les échelles de temps.

Nous présentons dans cette these quelques des espaces fonctionnels sur les
échelles de temps, par exemples les espace de Lebesgue et les espace de Sobolev qui
sont des outils utilisés dans la méthode variationnelle et les problemes aux limites.

Les techniques de I'étude des problemes aux limites sur 1’échelle de temps uti-
lisent tres fréquemment la notion de réflexivité dans les espaces de Sobolev, ou plus
généralement la notion de l'injection et la relation entre les espaces.

Cette these est composée de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous introduisons des calcules sur les échelles de
temps. Nous présentons également des définitions concernant les fonctions différentiables
sur les échelles de temps arbitraires.

Dans le chapitre suivant nous rappelons quelques notions fondamentales de la
théorie de la mesure et I'intégration de Lebesgue. Nous introduisons tout d’abord la
notion pa mesure sur les échelles de temps bornée qui est définie dans le chapitre
5 dans [2]. Nous donnons une relation entres la mesure ua sur I'échelle de temps et
la mesure de Lebesgue pp sur R et qui permet de passer de 'intégrale sur 1’échelle

de temps a l'intégrale au sens de Lebesgue étudiées par A. CABADA, D. VIVERO



dans [1].

Au chapitre trois, nous présentons les principaux résultats concernant les
espaces de Lebesgue sur les échelles de temps que nous appellerons T. Nous nous
restreindrons dans un premier temps aux espaces notés L\ (T, R) ; avant tout cela, on
donne des résultats nécessaires, comme la topologie de cet espace. On montre qu'une
fonction dans L\ (T,R) peut étre approchée par une suite de fonctions continu sur
T. Nous verrons quelques propriétés essentielles, par exemple, leur complétude, et
leur réflexivité. Finalement une partie importante de ce chapitre est réservée aux
théoremes d’injection de Sobolev.

Dans les problemes variationnels ou les problémes aux limites, on donne souvent
des conditions au bord sur les fonctions u recherchées. Pour cela, on utilise en général
les espaces Wi’fé (T, R) qui contiennent toutes les fonctions dans ’espace de Sobolev
sur T et s’annulant sur sa frontiere. Nous donnerons les principales propriétés de ces
espaces el la généralisation de I'inégalité de Poincaré. Nous terminerons le chapitre
en définissant les espaces de Sobolev d’ordre quelconque sur T.

Le dernier chapitre est dédié aux inégalités de Hardy, Hardy-Sobolev et
Hardy—Sobolev-Maz’ya sur les échelles de temps qui sont applicable dans la résolution
des problemes aux limites.

Nous commengons par démontrer 'inégalité de Hardy PAVEL REHAK dans [29],
cette inégalité prouve que 'operateur de Hardy H est continue tel que H : L ([a, 00)p ,RT) —

L ([a, 00)p ,RT) donné par

)
(Hf)(t) := m / f(s) As, pour tout ¢ € [a,00)y . (1)

Deuxiemement, on étudie un autre type de 'inégalité de Hardy dans les espaces

Sobolev Wi’% (T,R).
b b
A () |P u? ()] 1p
[u® ()" At > C, mAt, pour tout u € W' (T, R), (2)

Ou C, est une constante positive et p € (1, +00).
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FInalement, nous généralisons 1'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ye sur les échelles

de temps qui s’énonce comme suite :

/\f }At_4/(‘f()‘)At+C /|f |”Atp,

pour tout f € Wi’% (T,R), avec C,, une constante positive et p € (2, 4+00).
Dans le dernier chapitre en étudie I’existence et 'unicité de la solution de probleme

aux limites suivant :

(mA)A<>+ h(t)u (1) = —f (), t€a,p* ()],
b) = 0.

Ou f, r et h sont des fonctions définit sur (a,b) N'T. L’application de I'inégalité de
Hardy—Sobolev-Maz’ye assure que le probleme admet une solution unique dans
Pespace de Hilbert H} , (T,R) = W73 (T, R).

Mots clés :

Echelles de temps, A- mesure, Lebesgue A-ingérable, Les espace de Lebesgue,
Les espace de Sobolev, Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ye, Probleme aux limites

linéaires.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les échelles de temps et nous présentons
également des résultats principaux sur la différentiabilité sur les échelles de temps.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter les livers de Bohner et Peterson [2],

3.

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1.1. Une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé de

l’ensemble des nombres réels R.

Définition 1.1.2. Soit T une échelle de temps. On définit l'opérateur de saut avant
o:T— T par
o(t) :=inf{s € T:s > t},

et l'opérateur de saut arriere p: T — T par
p(t) :=sup{s € T:s < t}.

Par convention, on supposera que :
inf() =supT (i.e o(t) =t si T admet un mazimum t),

sup() =1inf T (i.e p(t) =t si T admet un minimum t).



Définition 1.1.3. Soit T une échelle de temps, t € T. On dira que t est dispersé
a droite (resp. dispersé a gauche ) si o (t) >t (resp. t < p(t) ). On dira que t est
1solé sl est simultanément dispersé a droite et a gauche. De plus, sit < supT, on
dira que t est dense a droite. Si o (t) =t. Sit > infT et p(t) =t, on dira que t est
dense a gauche. Ainsi, un point t est dense, s’il est simultanément dense a droite et

dense a gauche.

Définition 1.1.4. Soit T une échelle de temps.

(1) Si T admet un mazimum M dispersé a gauche, alors on pose TF = T — {M},
sinon T* = T.

(17) Si T admet un minimum m dispersé a droite, alors on pose Ty =T — {m}, si

non T, = T.

Définition 1.1.5. Soit T une échelle de temps. On définit la fonction de granulation
p: T — [0,00) par

Définition 1.1.6. Soit f : T — R une fonction on définit la fonctions f7 : T — R
par

fo(t) :== (foo) (t) = f(a(t)), pour tout t € T.

1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps

Définition 1.2.1. Soient f : T — R une fonction et t € T*. On dira que f est
A-différentiable en t s’il existe un nombre f2(t) € R tel que pour tout ¢ > 0, il

existe un voisinage U de t ot
1f7 @) = f(s)— A (o (t) - s)| <elo(t) — s, pour tout s € U.

On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t.
Si f est A-différentiable en t pour tout t € T*, alors f* : TF — R est appelée la
A-dérivée de f sur TF.



Théoréme 1.2.1. Soient f : T — R une fonction et t € TF.

(1) Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

(13) Si f est continue en t et sit est dispersé a droite, alors f est A-différentiable

ent et
(1.1)

(1ii) Si t est dense a droite, alors f est A-différentiable en t si et seulement si
1)~ f(5)

existe et finie. Dans ce cas,
s—t t—s

§8() = i D =S (1.2)
(iv) Si f est A-différentiable en t, alors
F78) = f(t) + u() F2(0). (1.3)

Théoréme 1.2.2. Si f,g : T — R sont A-différentiables en t € T*, alors

(1) f+ g est A-différentiable en t et
(f +9)2(t) = f2(t) + g°(2).
(17) Pour tout o € R, af est A-différentiable en t et
(af)2(t) = af2(t).
(1ii) fg est A-différentiable en t et

(f9)2(t) = f2(g(t) + f7(t)g™ (1)
= f(H)g>() + fA (17 ().

(iv) Sig(t)g®(t) # 0, alors ! est A-différentiable en t et
g

(£)* ) - L2000 —1t0*) )



Définition 1.2.2. Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est continue
en tout point dense a droite de T et si sa limite a gauche existe est finie en tout
point dense a gauche de T.

On note l’ensemble des fonctions f : T — R rd-continues sur T par :
Crd = Crd (T) = CTd (T7 R) )

et l’ensemble des fonctions f: T — R A-différentiables et ses dérivées rd-continues

sur T par :

Crld = Crld (T) = ng (T7 R).
Théoreme 1.2.3. Soient f,g: T — R deux fonctions, on a alors :

(i) Si f est continue, alors f est rd-continue.
(17) L’opérateur de saut avant o est rd-continue.

(1i) Si f est rd-continue et g continue, alors gof est rd-continue.

Soit T une échelle de temps, t € T, on note par :
o"(t) =0 (" (), p"(t)=p(P" () et T = (Tknl)k, pour tout n € N.
Par convention, on supposera que :
O t)=p" ()=t et T =T.

Définition 1.2.3. Une fonction f : T — R est dite deux fois dérivable sur T*, si

sa dérivée & est différentiable sur T*, et on note la dérivée seconde de f par :
fA(Q) _ (fA)A . TkQ SR
Pour tout n € N*, on définit la dérivée d’ordre n de f sur T*" par :
A
n n—1
= ()

On notera l’ensemble des fonctions f : T — R qui sont n fois différentiables et f2"

rd-continues sur TF" par :
ri = Cra (T) = rd (T,R).
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Théoreme 1.2.4. Soit f : R — R une fonction différentiable et g : T — R une
fonction A—différentiable.
Alors f o g est A—différentiable et on :

(fog)® (1) = { [ 7 e+ g 0) dh} g (1), (15)
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Chapitre 2

L’intégrale de Lebesgue sur les

échelles de temps

Dans ce chapitre, nous définissons une théorie de la mesure et de 'intégration

pour les échelles de temps T bornées ou a := maxT et b := minT.

2.1 La mesure de Lebesgue sur les échelles de
temps

Dans cette section on rappelle quelques notions fondamentales de la mesure et
I'intégration pour définir la A-mesure et la A-intégrabilité sur ’échelle de temps

bornée.

2.1.1 Notion de mesure sur les échelles de temps

Définition 2.1.1. Soit F; une famille d’intervalles fermés a gauche et ouverts a

droite de T de la forme
[e,d)={teT:c<t<d}.

ouc,de T etc<d.
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Définition 2.1.2. On définit une mesure additive my : F; — R par
my ([e,d)) = d —c.

Une mesure extérieure m} : P (T) — R est définie par :

pour un ensemble arbitraire E C T

k=m
inf{zzjm(flk) :EC | Ag avec Ay € ]-"1} si be¢ F,

mi (E) = k=1

400 st be k.

Définition 2.1.3. Un ensemble A C T est A-mesurable si la relation
my (E) =mi (ENA)+mj(EN(T\A4)),
est vérifie pour tout ensemble £ C T.

Maintenant, on considere la famille
M(m])={ACT: Aest A— mesurable},

et la mesure pua comme étant la restriction de mj sur ’ensemble M (m7).

Nous présentons plusieurs concepts de la mesure générale et de l'intégration,

appliqués a 'espace mesurable complet avec le triplet (T, M (m7), ua). Cet espace

mesuré est utilisé pour définir la A-mesurabilité et la A-intégrabilité des fonctions

f:T—=R.

2.1.2 Les ensembles measurables sur les échelles de temps

Dans cette section, nous présentons un critere pour A-mesurabilité des ensembles

et nous montrons la relation entre A-mesure de Lebesgue et pp-mesure de Lebesgue.

Lemme 2.1.1. L’ensemble de tous les points dispersés a droit de T est dénombrable,

c’est-a-dire, il exviste I C N et {t;},.; C T tels que
R:={teT:o(t) >t} ={ti};c;-

14



Démonstration.

Soit g : [a, b] — R une fonction définit par :

t siteT,
g(t) = '
o(s) site(s,0(s)),seT.

Il est évident que la fonction g est montone sur [a, b] est continue sur ’ensemble
[a,b]\{t € T:0o(t) >t}.

Comme ’ensemble des points de discontinuités d’une fonction monotone est dénombrable,

alors ’ensemble R est dénombrable. O]

Théoréme 2.1.1. Pour tout t € T tel que t < maxT. Alors 'ensemble {t} est

A-mesurable et donné par :

pa ({t}) = o (1) = t.

Démonstration.
Soit ¢ est dispersé a droite.

Comme {t} = [t,0 (t)) € Fi, alors 'ensemble {t} est A-mesurable et on a

pa ({t}) =m([t,o (1)) = o (t) —t.

Autrement, si t est dense a droite, alors il existe une suite décroissante du point
{tr}en dans T tel que ¢, > ¢ pour tout k € N et t, — ¢, donc
{t} =) [t.1) -
keN
Comme l'intersection des ensembles A-mesurables est mesurable, alors ’ensemble
{t} est A-mesurable.

Grace a la propriété de 'additivité de la mesure pua on a

na ({t}) = kE}EOOMA ([t,tx)) = lim ¢, —t=0.

k—+o00
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Pour £ C T, nous définissons
Igp:={iel:t;e ENR},
avec I C Net {t;},., C T.

Corollaire 2.1.1. L’ensemble R est A-mesurable et pour tout £ C T on a

pa (ENR) = o(t) —ti

i€lp
Lemme 2.1.2. Par définition les mesure p* et mj on a les propriétés suivantes,

soit E C T, alors
(1) p* (E) <mi(E).

(17) Sib ¢ E et E nest pas des points dispersé a droite, alors

Lemme 2.1.3. Soit E C T telle que b ¢ E, alors

mi(E) =Y o(t:)—t;+p* (E).

i€lp

Démonstration.

Supposons que b ¢ E, par la propriété de mesure extérieure p*, on déduit
p(E) = p (EN(RU(T\R)))
= p(ENR)+p" (EN(T\R))
= " (ENT\R).
Par conséquent, b ¢ EN (T\R) et E N (T\R) n’est pas un point dispersé a droite,
par le lemme [2.1.2| nous arrivons a
u* (B) = 5" (ENT\R) = m} (ENT\R).
Par le corollaire [2.1.1| nous savons que R est A— mesurable, alors
mi(F) = mi(ENR)+mij(ENT\R)
= Y o) —ti+p (E).

i€lp
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Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure pua sur T et la

mesure de Lebesgue p sur R.

Théoreme 2.1.2. Soit A C T. Alors A est A-mesurable si et seulement si A est
mesurable pour la mesure de Lebesque. Dans ce cas, sib ¢ A, nous avons la propriété

suivante

nalA) = 3 (0(t) — 1) + u(A). (2.2)

ielg
Démonstration.
Soit A est ensemble A-mesurable, montrons que A est u—mesurable.
Supposons que b ¢ A, soit E C [a, b].
(i) Sib¢ E, on a l'égalité suivante

[a, 5] \A = (T\A) U ([a, 5] \T) .

Pa le lemme [2.1.3, nous avons que A est A- mesurable et T est Lebesgue

mesurable, alors

p(E)

IN

it (BN A) + 1 (B0 ([a,]\A)
< W (ENA)+u (BN (T\A) + ' (EN[a,b]\T)

= m(ENA) +m(ENT\A) — > (o(t;) —t) + 4 (EN[a,\T)

i€lpAT

= Wi (BN A~ Y (o) ) 4w (B0 o)
= BN+ (B [0 BT = i (B).
Par conséquent
§* (B) = (B0 A) + 5 (B0 [, \T).
(ii) Sibe E, comme j* ({b}) = 0, alors

W(E) < ' (ENA)+p" (ENa,b]\T)

A

I
< p(ENla,b))NA)+p (EN]a,b)) N [a,b]\T).
1

IN

“(ENa,b) = p (E).

17



et par conséquent,
po(E) = (ENA)+ p* (BN ([a,b]\A)).

Ce qui implique A est Lebesgue mesurable.
Supposons maintenant que b € A.
A\{b} est A-mesurable, comme la différence de deux ensembles A-mesurable, alors
A\{b} est Lebesgue mesurable.
Puisque {b} est Lebesgue mesurable on déduit que A est Lebesgue mesurable.
De la méme maniere on montre si A est Lebesgue mesurable, alors A est A- mesu-

rable.

Par le lemme [2.1.3] on déduit 'égalité ((2.2)) . O

Corollaire 2.1.2. Soit E est A-mesurable. Alors ua(F) = p(E) si et seulement si
b¢ E et E n'a pas des points dispersé a droite.

2.2 Mesurabilité et I’intégrabilité des fonctions sur
les échelles de temps

Dans cette section, nous montrons une relation entre les fonctions A—mesurables
et les fonctiond p;—mesurables de Lebesgue.
Soit une fonction f : T — R, nous avons besoin d’une fonction auxiliaire qui

prolonge fa I'intervalle [a, ], fv: [a,b] — R définie par :

f(t) _ f(t) S? teT, | (2.3)
f(ti) site (t,o(t)), pourie€ I.

Proposition 2.2.1. Soient f : T — R et f son extention sur |a,b]. Alors, f est

A—mesurable si et seulement si, fv est mesurable au sens de Lebesgue.

Démonstration.

Supposons que f est A—mesurable.

18



Soit @ € R, par définition A, = f~! ([~o00,a]) C T
J=o0a) = {telat]: (1) <a}
= {teT:f(t)<a}u {te Utio®): ft) < a}

icl

= {teT:f(t) <a} U (ti, o (t:))

i€la,
= AU | | o))
i€la,
Puisque f est A—mesurable, alors ’ensemble A, est A—mesurable et Lebesgue
mesurable. Comme 'union des ensembles mesurables est un ensemble mesurable,
alors f~! (|00, a]) est Lebesgue mesurable, par suite f est Lebesgue mesurable.
Supposons maintenant que fest Lebesgue mesurable.

Soit a € R, f~1 ([—00,]) est Lebesgue mesurable. Alors

f_l ([—O0,0[]) = f_l ([—O0,0&]) NT,

et par le Théoreme [2.1.2] on déduit que f~! ([—o0, a]) est A—mesurable.
Donc, f est A—mesurable. m

Lemme 2.2.1. Soit E C T un ensemble A—mesurable tel que b ¢ E et soit E =
E U (Uierg (ti,o(t;))). Soient g : T — R une fonction simple et A—mesurable avec
g= Z;i’f ajxa, et soit g son extention a [a,b].

Alors, g est A—intégrable sur E si et seulement si, g est intégrable au sens de

Lebesgue sur E. Dans ce cas on a :

/ g(s)As = / 3(s)ds.

E E
Démonstration.

Par définition de g, nous déduisons que g une fonction simple et
j=n
g(t) = Z QXA
j=1
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avec :4\; =A; LIJ (ti,o(t;)), pour tout j € {1,...,n}.
1€ Aj

Puisque g est A—mesurable, alors A; est A—mesurable et le Théoréme
implique que Zj est Lebesgue mesurable.

Donc g est Lebesgue A—mesurable. Comme fi7, est additive, on a, pour tout j € 1, n,

w (B0E) = mnp+m (U, o)

= pr (A NE)+ Z (ti, o(ti)),

iEIAij

D’aprés le Théoreme [2.1.2} on a

pr(ANE) + Y (t,o(t) = pa (A NE).
iEIAij
Par conséquent

j=n Jj=n
/?(S)ds = Y ajur (Aj n E) = ajua(4;NE)
=1 j=1

E

]

Lemme 2.2.2. Soient E C T un ensemble tel queb ¢ E et E = EU(Uier,(ti,o(t:)))-

Soient f: T — [0,+00) une fonction A—mesurable et f son extention a |a, b.

Alors
JECE / Fs)ds.

Démonstration.

Puisque f est A—mesurable, de la proposition , on déduit que fest Lebesgue
p—mesurable. Alors il existe une suite des fonctions simples (g, ),,cy mesurables
au sens de Lebesgue, telles que, pour tout ¢ € [a,b] on a :

(i) 0< gm(t) < gy (t) < f (), pour tout m € N.
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(i) lim_gn (1) = f (1).
m—+0o0
Pour chaque m € N, nous définions les fonctions h,, : [a,b] — R par

m(t) siteT,
o (1) = 37 (t)
gm (t;) site (t,o(t)), pourie I.

Le Théoreme de la convergence monotone implique que

/f(s)ds = ml_l)r_{loo gm(s)ds.
E

E
Maintenant, pour chaque m € N, nous definions f,,, = Ay, r.

Il est claire que les fonctions f,, tsont simple et fm = hp,.
D’aprés la proposition et le lemme nous déduisons que f,, est A—mesurable
et
/fm(s)As = /me(s)ds = /hm(s)ds. (2.4)
E E E
Par construction, (fy),,cy Vérifie les conditions du Théoreme de la convergence

monotone et on a

/f(s)As:ml_l}Eoo/fm(s)As. (2.5)
E E
D’aprés et (4.15)) nous obtenons
/f(s)As = lim hm(s)ds
B

m—+00
E
= / f(s)ds.
E

Théoréme 2.2.1. Soient E C T un ensemble A—mesurable tel que b ¢ E et E =

]

EU(Uier, (ti, o(t;))). Sotent f: T — R une fonction A—mesurable et f son extention
a la,b].
Alors, f est A—intégrable sur E si et seulement st, f est intégrable au sens de

Lebesgue sur E. Dans ce cas on a
/ f(s)As = / f(s)ds. (2.6)
E E
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Démonstration.

I1 est facile de prouver cela

Py« F-()

Comme f* et f~ sont des fonctions postives, du lemme [2.2.2] on déduit

/fi(S)As:[};(S)dS:[fi@)ds'

Par conséquent

[0 = [rreas— [ oas

E _ ?f+<s>ds?f<s>ds
- / F(s)ds

]

A partir du Théoreme nous obtenons le résultat principal de cette section,

qui nous donne une formule pour calculer Lebesgue A—intégrale.

Théoréme 2.2.2. Soient E C T un ensemble A—mesurable tel que b ¢ E et E =
E U (Ujerg(ti,o(t))). Si f : T — R une fonction A—intégrable, alors
[ e85 = [ )5+ Yo £, (2.7)
E E i€l

Démonstration.
Soit f : T — R une fonction A—intégrable sur F, d’aprés Théoreme fv une

fonction intégrable sur Eetona
/f(s)As = /f(s)ds.
E E
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Par définition de E et les propriétés classiques de 'intégrale de Lebesgue, nous avons

/ fds = [ Foas+ [ Foas

ENT EN([a,b)\T)

]

Théoreme 2.2.3. Soit [ : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Lebesgue
sur [a,b]. Alors pour tout r,t € T, avec r <'t, on a l'expression suivante :
[ twas= [r@ase Y [ G -rods ey
[r,)NT ) €lns (1, (1))
ot Ir,s = [[T,S)QT~
Démonstration.

Comme [r,s) = ([r,s) NT) U <Ui€]m (ti,o (tz))> , nous obtenons

[1@ds= [ s+ > [ reas

[r,t) [r£)NT Clrs(t, 0(t))

D’autre par on a

/ f(t)ds = p(t) f (1)
(ti,o(ti))

Ce qui acheve la démonstration. n

Définissons un deuxieme type de prolongement pour une fonction f : T — R sur
la, b]. Soit la fonction

f(t) siteT,

)= fo () = £ (&) _ | (2.9)
o p(t:) (t=t;) site(to(t)), pouricl.
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Lemme 2.2.3. Soit t € [a,b) N'T. Alors f est différentiable en t si et seulement si

f est A—différentiable en t. Dans ce cas on a
F2[6) =1 ().
Démonstration.
Soit t € [a,b) N'T. Supposons que f est differentiable en ¢.
(7) Sit est un point dispersé a droit, c’est-a dire t = ¢;, pour tout i € I, avec
I c Net R={t;},.; donnée dans (2.1)).
Puisque f est continue en ¢, alors, f est A-différentiable en t et par la définition
de f on a

Fo () = 2 (1) = L) W) )

(43) Sit est un point dense & droite, alors, par la définition de f, nous savons

PO T -F )
s—t,s€T t—s s—>t,s_e’11‘ t_— S
_ hmf (t) — f (8) _ 7’ (t)

s—t t—s

Par conséquent, f est A—différentiable en ¢ et
F2[) =1 (1)

Supposons que [ est A-différentiable en ¢, avec t € ([a,b) NT)\ (RU0c (R)).

Alors pour tout € > 0, il exsite § > 0, tel que

J) —F(s) _|f®) = F(s)

t—s _fﬁﬂ' ra— —fA@‘Sa (2.10)

pour tout s € (t —6,t+0) NT, avec t # s.
Soit s € (t — 0,t+0) N (t;, 0 (t;)), pour tout i € I, tels que t;,0 (t;) € (t —d,t +0).

En définissant

nr:mm{fw—fa»fawaﬂam»}
‘ t—t; 1 t—o(ty)
et

IO = FW) f#) = flo(t)
M.—mln{ P , t—o(t) }7
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Par suite on a

Tw-T

<M
- t—s
Par (2.10), en déduit que
f(ti_f(s) _fA(t) <e
-5

Par conséquent, f est différentiable en t et
2 =1 @),
m

Théoréme 2.2.4. Soit f : T — R une fonction A—différentiable pa-presque partout

sur TF, alors on a

/ 2 (s) As = f(t) — f(a), pour tout t € T.

[a,t)NT
Démonstration.

Soit une fonction f: T — R A—différentiable.
D’aprés le Théoreme [2.2.3 on a

| reas - /f Gdst 3 [ (B - ) ds
)

la,0)T €ty o(t,))
= / f (s)ds+
[a,t)

> / (£ (0) ~ 7 () ds
= ft)— fla)+ ) (fA (ti) pts) = (f7 () = £ (1))

lela t

= ) - fla).
]
Théoréme 2.2.5. Soient a,b € T, et f,g € C, (T;R), alors
b b
/ (g (DAL = (f9) (8) — (f) (a) — / A9 (AL, (2.11)
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Démonstration.

Soit f,g € C*, (T;R). D’apres le Théoreme en déduit que
gt () =(f9)> (1) = At g(t).

Par passage a l'intégrale de a vers b et par le Théoreme [2.2.4] on trouve la formule

@-11). O
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Chapitre 3

Propriétés topologiques de
quelques espaces fonctionnels sur

les échelles de temps

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques des espaces fonctionnels sur les

échelles de temps.

3.1 Espace des fonctions continues sur les échelles
de temps

Soit une échelle de temps T et soit a, b € T tel que a < b. On définie 'intervalle
la,b]r dans T par :
[a,blr :={teT:a<t<b}.

et par conséquent

[a, Bl == [a, p (B)]1-

L’ensemble des fonctions f : [a,b]r — R qui sont rd-continues (resp : continues)

sur [a, b]r est noté par C,q ([a,b]r) (resp : C ([a, b]r)).
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Remarque 3.1.1. Les espaces Crq ([a,b]p) et C ([a,b]y) sont des espaces de Banach

pour la norme

[flloo = sup [f(£)]-

tE[a,b]T

Par la suite, on notera C¥, ([a,b]r), 'ensemble des fonctions n fois A-différentiables
sur [a, bk telles que f2" est rd-continue sur [a,blk". Cet espace est muni de la

norme
1 e = masx {1 flloo s [1F2 e s P2 Mo}

Proposition 3.1.1. L’espace C¥, ([a,b]t) est un espace de Banach.

On désigne par C. ([a,b]t) I'espace des fonctions continues sur [a, b]r & support

compact, c’est-a-dire
C.(T,R) :={f € Cra([a,b]r) : f(t) =0, pour tout t € [a,b]r\K ou K est un compact} .

Remarque 3.1.2. L’espace C. ([a, b]r) est un espace de Banach pour la norme ||.|| .

3.2 Les espaces de Lebesgue L'\ (T,R)

Dans cette section, nous allons définir des espaces de Lebesgue L (T,R) sur
les échelles de temps et étudier quelques propriétés classiques, la généralisation du

Théoreme de Fischer-Riesz et le Théoréeme de densité.

3.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Cette section est le développement de l'article [6].

Définition 3.2.1. Soit p € R avec 1 < p < oo et soit E C T un ensemble A-

mesurable ; on pose
L% (E,R) = {f B — R; f est A — mesurable et / IfIP At < oo}
E

On note la norme sur L\ (E,R)

||f||L£(E7]R) = </E lf @7 At)p )
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Définition 3.2.2. Soit E C T un ensemble A-mesurable et soit une fonction f :
T — R A—mesurable.

On dit que f € LY (E,R) sl existe une constante C > 0 telle que
If @) <C. A.p.p. sur T.

Proposition 3.2.1. Soit 1 < p < oo et soient f : T — R et son extension
f[a,b) — R.

Alors f € L% (T,R) si et seulement si fe L% ([a, 0] ,R).

De plus on a

(3.1)

Iz mm = 7] sy

Démonstration.

Comme T = [a, ], alors par le Théoreme [2.2.1] on obtient ( 3.1). O

Théoréme 3.2.1 (Inégalité de Holder). Soit 1 < p < oo, soient f € LX (T,R) et
g € L% (T,R) tel que q est le conjugué de p. Alors f.g € Ly (T,R) et on a

”f9||L1 (TR) = ”fHLP (T,R) 19l s 4 (T,R) * (3.2)

Démonstration.
Soit 1 < p < oo, soient f € LX (T,R) et g € L% (T, R) tel que ¢ est le conjugué de

p. Il est clair que

—~ ~

f9=13

Par le Théoreme et I'inégalité de Holder pour les fonctions définie sur R, on

obtient (3.2)) . O

Théoréme 3.2.2 (Inégalité de Minkowski). Soient 1 < p < oo et f, g des fonctions

dans Uespace LY\ (T,R), alors on a

|f + gHLZ('ﬂ‘,R) < HfHLg(Tr,R) + HgHLi('H‘,R) :
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Démonstration.

Soit 1 < p < o0, soit f,g € L\ (T,R). Il est clair que

f+9=r+g. (3.3)

Par le Théoreme et I'inégalité de de Minkowski pour les fonctions définie sur
R, on obtient (3.3 . [

3.2.2 Le théoréeme de Riesz-Fischer

Théoréme 3.2.3. Soit p € [1,+00), LY (T,R) est un espace de Banach pour la

norme ||. HLZ(T,R)'

Démonstration.

Il est clair que L (T,R) est un espace normé. Pour cela il suiffit de montrer
que L7 (T,R) est un espace complet. Soit (y,),y est une suite de Cauchy dans
L% (T,R), alors pour tout € > 0, il existe ng (¢) > 0, tel que pour tout n,m > ng (g),

on a

len — emll < e.

Par (4.16]), nous obtenons que (&), oy est une suite de Cauchy dans L% ([a,b] ,R).

Comme L% est un espace de Banach, alors il existe ¢ € L% ([a,b] ,R) tel que
On — W, lorsque n — +o0.

Comme
a(ty)

b
[ B =@l ds < [1e.) = pn(IPds,  pourtout j €

tj
Et

a(t;)

/ |0n () = @m ($)["ds = 1 (t;) |on (t;) — om (t)]7, pour tout j € J.

tj
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Ce qui signifie que pour chaque j € J, (¢n (£;)),,cy est une suite de Cauchy dans R.

Alors il existe z; € R, tel que
on (t;) = x5, lorsque n — +o00.

Montrons que ¢ = x; sur (¢;,0 (t;)), pour tout j € J. On a
o(ts)

b
/ 1 () — o ()P ds < / (0n (5) — om ()P ds,  pour tout j € J.
tj a

Et
U(t])
/ |on (8) — ;[P ds = p (t;) |on (t;) — x4]", pour tout j € J,
t]
alors
©n — 1, lorsque n — +oo and x; € LX ((¢5,0 (t;)),R),
ce qui implique que

Y (t) = xy, pour tout ¢ € (t;,0 (t;)).

Soit
P (t) siteTN\R,
p(t) = . .
T sit =t;, pour tout j € J.
Donc
~ Y (t) site TR,
o (t) = _ 4 (3.4)
xj sitel[t;,o(t;)), pour tout j € J.
Par (3.4))
o =1 A.p.p sur [a,b].
Donc (¢n), ey converge ver ¢ dans L (T,R). O

Corollaire 3.2.1. L% (T,R) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

(p,0) = / @ (t) 1 (t) At.

[a,b)NT

Théoréeme 3.2.4. LY (T,R) est un espace de Banach pour la norme

1f Loy = InE{C | ()" < C. Apop. sur T}
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3.2.3 Quelques résultats de densité

Dans cette section, nous allons généraliser les densités dans les espace LP clas-
siques (cas continu) aux espaces LX (T,R) ot T est une échelle de temps.

On aura recours a l'inégalité algébrique suivante :

Lemme 3.2.1. Si1 <p<oo eta,b>0, alors
(a+b)P <2071 (aP +bP) . (3.5)

Démonstration.
Sip =1, alors est vraie. Pour p > 1, la fonction ¢ (z) := zP est convexe sur
(0, +00). Car ¢’ () = (p— 1) 2P~' > 0 pour tout x € (0, +00).

Alors pour tout A € [0,1] on a

o (hat (1= A)b) < Ap(a) + (1 - N o (B). (3.6)
Pour A = 3, on obtient I'inégalité (3.5]). ]

Soit T une echelle de temps bornée, on note pour tout 7 € I,

Soient

F =T\ U |, t],

i€l
Il Z:{T;EIZOZZ'%Q},
[2 :{ZGIO&L:tl}
Nous utilisons souvent la notation d’équi-intégrabilité et le mode de convergence en

mesure.

Définition 3.2.3. Soit p € [1,+00). Une partie H C LY (T,R) est dite équi-

intégrable si pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que

A(A) <o = sup/|f(t)|At§5.
fenJA
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Lemme 3.2.2. Une suite (f,), oy converge dans L} (T,R) si et seulement si l’en-

sembe { f, : n € N} est équi-intégrable et (f,), oy converge en mesure.
Lemme 3.2.3. Soit t un point dense a droite, alors

limo (s) —t = 0. (3.7)

s—t

Théoréme 3.2.5. Soit p € [1,4+o00], alors l’ensemble C,q(T,R) est dense dans
A (T,R).

Démonstration.
Soit ¢ € LA (T,R), alors ¢ € LX ([a,b],R). Comme C' ([a,b],R), est dense dans
L% ([a,b] ,R), alors il existe une suite (¢,),y € C' ([a,b],R), convergeant vers &

dans C! ([a,b] ,R). i.e

lim / b (£) — & (D) dt = 0, (3.8)

n—-+o0o
[a,]

Nous définissons la suite (u},), .y par :
ul =t; — = (t; — o), pour tout i € I,

alors pour tout ¢ € I;, nous avons

ul € (g, ), pour tout n € N.
Soit
A, = U [u;, ti} , pour tout n € N.
i€ly
alors

A(An):)\{U [u;,ti}}zzm—u;gb;“. (3.9)

i€l
Montrons que (Xa,%n),cy converge vers 0 dans Lf ([a,b] ,R). 11 suffit de montrer

que (X4,¥n),eny vonverge en mesure vers 0 et {x,%n : n € N} est équi-intégrable
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dans L ([a,b] ,R) .

Soit € > 0, on a

A{t € a8« [(xa,tn) O] >e}) = A({t € An: [¥n(t)] >}
< )\(An)<b2_na.

D’autre part on a (vy), .y qui converge dans L% ([a,b],R), ce qui implique que
{tn, : n € N} est équi-intégrable dans L ([a,b] ,R).

Alors il existe 6 > 0, tel que pour tout A dans o—algébre Boralienne B ([a, b)), tel
que A (A) < 4, on obtient

/ W ()Pt <e  implique / (i) (B dt < c.
A A

Donc

n—-+o0o

lim [ |, ()" dt = 0.
/

Comme les intervalles {[ul,,;]},.; sont disjoints, alors
t;
: p —
R oy QUAGIRE
i€lq u%

Par Théoreme de Rolle’s, il existe ¢, € (u!,t;), pour tout i € I;,n € N tels que
t;
[lon@rar = (=) [va (8]

> (ti—6,) [¢n (6,)]-
Donc

nﬂrfm; (t— 6 [ (6)| = 0.

D’autre part, les intervalles {(¢;, 0 (¢;))},., sont disjoints, alors

o(t;)
S [ m@-pwpra = [ waw-gora

IS 4 U (t5,0(t5))



D’aprés Théoreme de Rolle’s, il existe t7 € (t;,0 (t;)), pour tout j € J,n € N tel

que N
[ Wou® =t de =t [0 (1) = o 1)
Donc ’
nETOOZ“ ) |1 (£7) — @ ()] = 0. (3.10)

JjeJ
Soit (¢n),en une suite définie par

p

Un (t?) sit =t;, pour tout j € J,
On (t) = Yl Zt) Z ) (t—t;) + v, (1) si6;, <t<t,;, pour tout i€ I,
¢n(t) SltEfU [Oél,tz[
\ i€l;

Montrons que (¢n),,cy est rd-continue.

Il est claire que (¢;,), oy est continue en tous les point dans |J |a;, ;[
i€l;

Soit

k, = sup |, ()|, pour tout n € N.
tela,b]

Sit e FU{q; i€ I}; par (3.7), nous avons pour tout € > 0, il existe a > 0, tel que

lo(s) —t| < %, pour tout s € U, ().

Op = %inf (a,kin) .

Pour s € U5, (t), nous avons trois possibilités

Possons

Pour s € F | [, 0], alors
i€l;

[V (8) = ()] = [n () = ¥u (s)|

< kplt—s| <e.
Pour s € [0!,t;], avec i €, alors

-t < — t;
_Sk;



Donc

() = (0)]

[V () = @n ()] < [Un (8) — b ()] +

t,— i

t— 07
<kt — M 4 [— s — ¢
< halt =t [t b~

< k|t =17+ kn s =t + k|t — 7] < e.
Pour s = t;, avec j € J, alors ‘t—t”‘ < 3k , donc

[Un () — pn (s)] = W)n(t)_@bn(t?)‘

< kplt—s|<e.

Ce qu’implique que pour tout ¢t € FU{«; : 71 € I}.
limep, (8) =, (t) .
s—t

Montrons que (¢n), oy converge vers ¢ dans L} (T,R); il suffit de montre que

(¢n)nen converge vers ¢ dans LA (T,R). Par I'inégalité (3.6), nous avons

/\son ora = [ le@-e@rar [ e -p@pa

U [67t:] F U e ti]
i€l i€l
< [ la@-e@ra+ [lao-s0ra
U 6.t @b
i€l
<t [ poracer [ pora
i€l i€l
N G RER
[a,b]

Pour tout n € N, on définit B, = |J [0%,t].
i€ly
Montrons que (x5, @),y converge vers 0 dans Lf ([a, ], R).

Comme B,, C A, par (3.9) on obtient




D’autre part pour tout € > 0, on a

At € a8+ |[(x5,9) )] > e} < A(Bn) < ——

Bt
(X3, 2) O < |9 (1), pour tout n € N.

Alors {xp, : n € N} est equi-integrable dans L% ([a,b] ,R), donc

lim [ |F@)[dt=0, (3.11)

n—-+4o0o

comime

/Ison )" dt = Z/ o (D) dt,

i€l

on obtient

[ 1o L (1) — b (67
[Eora < /'”’ OO ¢ e )P

(t; — 0L)F

< 2! |¢n (t7) = ¥u (O1)I" (8 — 0,) + 27" [u (1)1 (8 — 0;,)
< 2% (7)1 (t: — 0,) + 2% [ (6) 17 (t: — 67) -

Montrons que le deuxieme terme converge vers 0

D (= 0) < D [ (O (ti—uy)

i€l iEIl
= ti) [von (&)1
el
donc
lim / lon ()P dt = 0. (3.12)
n—-+o0o
U [Giwti}
i€lq
Alors par (4.18]), (4.14)) et (3.12)) on obtient
- )P dt =
ngrfm/\% (O dt = 0. (3.13)
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Donc par (4.16]), (3.10) et (3.13]) on a

lim / lon (1) — 0 ()P AE = 0.

n——+o00
TN[a,b]
[
Corollaire 3.2.2. Soit p € |1, +00], alors L (T,R) est dense dans Ly (T,R).
Démonstration.
Soit ¢ € L (T,R), d’aprés I'inégalité de Holder on a
H‘PHUA(T,R) < (b—a)s HSO“LZ(T,R) :

avec ¢ 'exposant conjugué de p. Alors

LR (T,R) — L, (T,R),
donc
d’ou L (T,R) est dense dans L} (T,R). O

Proposition 3.2.2. C'(T,R) est dense dans Cyq (T,R) par rapport la topologie in-
duit de L (T,R), pour tout p € [1,+00[.

Démonstration.

Soit ¢ € Cyq (T, R). Pour tout ¢ € I, nous définissons r; par :
T’i:{tjitj <t1}

Soit (v},),,cy une suite définie par :

i ti— 1y :
vl = mu (t:), pour tout i € I,

alors pour tout ¢ € I, nous avons

vt € (1, t), pour tout n € N.
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Soit (£,),,cy une suite dans I'échelle de temps T définit par :
ti:inf{[ti—v;,ti[ﬂ'ﬂ‘}, pour tout n € N, ¢ € I.

Soit (¢n),cy une suite définie par :

o (t;) + P —t;) site [t t;]N'T, pour tout i € I,
on (1) =4 lim o (¢) sit=b,

t—b~

@ (1) si nom.

Soit ¢t € [ti,t;] N'T, pour tout i € I, on obtient

=t
o =M < Lot + ko (O] + | () — o (8] |2
< 2lelle + e (t) — o (t,)]
< 4ol -
Enfin nous obtenons que
lon (t) = (W) <4lell,  pour tout t € [a,b[NT.

Il est clair que ,, une suite continue et montrons que (¢, ), oy converge vers ¢ dans

L% (T,R), on a

[ et -eras = [ e - ptra

[a,b[NT U [t i
i€l

< 2. U/ At

U [t,6[NT
i€l

=4wqu{UﬁLHHT}

i€l
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D’apres le Théoreme [2.1.2], on obtient

A{U[t;,ti[m’ﬂ‘} = A{U[ mT}JrZ > oult

il i€l i€l te[tl J[NR
< 2 A+
il icl
< 2y (-t
il
ti—r; b—a
< D=2 gt S G
el el
Par conséquent on trouve
b —a

||90n <,0||Lp (T,R) — 0, lorsque n — +o0.

2
U

Lemme 3.2.4. Soit E,F,G trois espaces tels que E C F C G et (G,7) est un
espace topologiques si F' est dense dans (G,7) et E est dense dans (F,7), alors E

est dense dans (G, T).
Corollaire 3.2.3. Soit p € [1,+00], alors C (T,R) est dense dans L\ (T,R).

Démonstration.

Soit p € [1, 400, on a
C (T,R) C Cyq (T, R) C I (T, R).

Par le Théoréme [3.2.5] et la proposition on déduit que C,q (T,R) est dense
dans LX (T, R) et que C (T, R) est dense dans C,.4 (T, R) par rapport la topologie de
L% (T,R). Alors par le lemme on déduit que C (T, R) est dense dans L} (T, R).

[

Corollaire 3.2.4. Soit p € [1,+00), l’espace C.. (T,R) est dense dans L'\ (T,R).
Proposition 3.2.3. C, (T,R) est dense dans C (T,R).
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Démonstration.
Soit ¢ € C(T,R), alors ¢ € C([a,b],R). Par la densité de C*([a,b],R) dans
C ([a,b] ,R), alors il existe une suite (¢,),y € C*([a,b],R) qui converge vers ¢
dans C ([a, b] ,R) .
Soit ¢, : T — R, t — 1, (t), pour tout n € N, donc ¢ est A—différentiable sur T*,
et ¢2 est donnée par

Y, (1) sit € TF\R,

on (8) =8 4, (0 (1)) — b ()
1 (t5)

Maintenant, montrons que goﬁ est rd-continue, pour tout n € N.

sit=t; € T*, pour tout j € J.

Soit t € T* un point dense & droite ou dense & gauche et montrons que

’

limp? (s) = v, (1), pour tout n € N.

s—t
Comme v, € C' ([a,b] ,R) . Alors pour tout € > 0, il existe §; > 0, tel que

’ ’

Y, (t) =, (s)| <e, pour tout s € (t — dy,t+ 1), (3.14)

On définit ¥,, sur (t — d;,t + 07) par

’

W (s) = Un () =4, (£) (s = 1)
Par (3.14) on a

‘\If <e, pour tout s € (t — d1,t + ;)

Alors U, est une fonction e—Lipschitz sur (¢ — d1,t + d1), ¢’est-a-dire

W, () =W (1) < els—7], pour tout s,7 € (t — dy,t + 01) .
On obtient
Y () — Yn (7) = ¥n () <eg, pour tout s,7 € (t — dy,t+01), et s # T.
T—s

Par (3.7)), alors il existe do > 0, tel que
lo (s) —t| < 01, pour s € Us, (t).
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Soit § = inf (1, d2) , pour tout s € Us (t) .
On considere deux cas.

Si s est un point dense a droite, alors

U, (1) - 5 (s)] =

UL (0 =0, ()| <=
Si s est un point dense a gauche, on a o (s),s € Us, (t), alors

¢n (T) _ ¢n (3)

T—S

Wb, (1) —

< €.

U (1) = 92 ()| =

Enfin nous obtenons que ¢4 est une fonction continue aux points denses a droite et
la limite existe (fini) aux points denses a gauche dans T.

Il reste & montrer que ,, converge ves ¢ dans C' (T,R).

lon —llorry = suplen () — ¢ ()]
teT
< sup [y (t) — 9 (2)]
t€la,b]

< on = Yllegaym -
Donc (¢y,),,cy converge vers ¢ dans C (T,R). O
Corollaire 3.2.5. Soit p € [1,+o00[, alors C}; (T,R) est dense dans L% (T,R).

Démonstration.

Soit p € [1,+00[, on a C, (T, R) est dense dans C (T, R) pour |||/, donc C}, (T, R)
est dense dans C (T, R) pour H'HLZ(’H‘,R) et on a C'(T,R) est dense dans L} (T, R).
ALors par le lemme on obtient que C'(T,R) est dense dans L) (T, R). O

3.3 Espaces de Sobolev

Dans cette section, nous allons définir et donner des propriétés des espaces de

Sobolev sur les échelle de temps.
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3.3.1 Définition et propriétés de ’espace W,” (T, R)
Soit T une échelle de temps compacte. On note Ty := T\ {max T} .

Définition 3.3.1. On dira qu’une fonction u : T — R appartient a [’ensemble
WP (T, R) si et seulement siu € LR (T, R) et qu’il existe une fonction g : TF — R
telle que g € L\ (T,R) et

/u (5) ¢™ (s) As = — /g (s) @7 (s) As, pour tout ¢ € Cg,q (T,R)  (3.15)

To To

Copa(TR):={f:T—R: feCyY(T,R), f(a)=f(b)=0} (3.16)

Théoréme 3.3.1. [§]Si u € WP (T,R) et donc que ([B.15) est satisfaite pour une
fonction g € LI\ (T,R), alors il existe une unique fonction x : T — R absolument
continue a A—presque partout sur T et on a x = u et ™ = g. De plus, si g est
rd-continue sur Ty, alors il existe une unique fonction x € C, (T, R) telle que x = u

A

A—presque partout sur Tqy et que x= = g sur Ty.

Théoreme 3.3.2. L’ensemble Wi’p (T,R) est un espace de Banach avec la norme

A
Hu”Wi’p(’]l‘R) = HUHLZ(T,R) + Hu HLZ(T’“JR) . (3.17)

D’ailleurs, l'ensemble HX (T) := WP (T) est un espace de Hilbert muni de produit
scalaire donné pour tout (p,v) € HA (T) x HA (T) par

(0, ) gy emy = (@5 0) g omy + (@A>¢A)LQA(W> - (3.18)

Démonstration.

Soit (¢n),ey une suite de Chauchy dans WP (T); donc (©n)nen €t (gpﬁ)neN sont
des suites de Chauchy dans L (T) et L (']Tk) , respectivement. Par conséquent, il
existe deux fonctions ¢ € L (T) et v € LR (T*) tels que ¢, —» ¢ dans L} (T) et

@5 — 1 dans L (T*). On a
[ e 0at== [ B e
To To
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Lorsque n tend vers +o0o0 on obtient

/T P01 (A== [ ). WAL [ e Cha (T

Donc ¢ € WA (T), p® =1 et (©n)pen converge vers ¢ dans WP (T). O

3.3.2 Réflexivité et séparabilité de I’espace Wi’p (T,R)
Remarque 3.3.1. Soit §, une fonction définie sur R par

1— |$|p+1

11—z

& (x) =
Alors il existe une constante K, > 0 telle que
& ()] > K, |z|”, pour tout x € R.

D’ailleurs de la proposition suivante, on déduit la relation entre les espaces de

Sobolev sur T, WA? (T), et les espaces du Sobolev sur (a,b), W' ((a,b)).

Proposition 3.3.1. Soit p € [1,00) et o : T — R. Si @ est le prolongement de ¢

a [a,b] définit dans (22.9).
Alors ¢ € WP (T) si et seulement si G € WP ((a,b)).
De plus, il existe deuxr constantes K1, Ko > 0 dépendant seulement de b — a telles

que
Ky H@HWlm((a,b)) < ||‘P”Wi”’(11‘) < K ||¢‘|W1’P((a,b)) :

pour tout p € WP (T).

Démonstration.
Soient @, gZ?Z les prolongements de ¢ et ¢ sur [a,b] définis dans (2.9) et (2.3),
respectivement.

Du lemme 2.2.3 on a



Par conséquent

Pl < [ 12 @425 [ o+ 1ot G (- a
i€l

< [ e @)]dt+ 227 o () (s Z o™ (t)]” 1+ ()

To iel iel
= 2 [ | WP At+2(b—a))_|e* (ti)|p 1 (t:)

To iel
AP

< 2p||90||ii(1r)+2p (b—a) HSO ”LPA(’JN)

< 2max{Lb—a} [elf 10 -

Alors
o < Collelugn + 7], < 7 olwinen
D’autre part, on a
— p
Ploy = [ lo@F i+ / o (1) (¢ — )" de
el
> Ord+ Y () + 0> () (=) dt| + 3 / P dt.
’LEI 161 i
P2 (t:)#0 A(t;)=0
Ainsi, pour tout i € I tel que ¢> (¢;) # 0 on a
7 A p 1 1 p+1 p+1
(o (t) + 9% (1) (=) dt| > T > A |l ()" =1 (o ()]
ti p €1 A (£5)#0

- e elfe (S22

el

Par conséquence

Z p(t:) 1o ()7 + Z pu(t:) e (t)

i€1,p2 (t;)#0 i€1,pA (t;)=0

> /Iso (O dt + o, Y g (t) | (t:

el

1Pl (@pyy = . o (B

v

ap ||90HLP ('Jr
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avec q, = inf {1, il%}.Ce qu’implique

By = iz + |7,
1
2 i, lllyo e -
Ce qui achevé la démonstration. O

Par application du résultat précédant, nous montrons que les propriétés connues

de I'espace W' ((a, b)) restent valable pour I'espace W” (T).

Proposition 3.3.2. Si ¢ : [a,b] — R appartient a WP ((a,b)) pour p € [1,+00),
alors @r appartient a Wi’p (T) telle que et il existe une constante T' > 0 dépendant

seulement de b — a telle que

||90|THW;»P(T) < T lellwrogap) - pour tout ¢ € W ((a,b)). (3.19)

Démonstration.

Soient p € [1,400) et p € WP ((a,b)).

Alors
(o) )= —— [ (5
o) (L) = / Y (s)ds, pour i € I,
| u(ts) ),
avec R = {t;},.,;, I C N. Par suite

’

(gpm)A = p.p sur T\R.

Sip = 400, il est clair que ¢ € WP (T) et (3.19) est vérifide.

P , P U(ti)
< v (s ‘ ds + /
LZ(TI“) /T\R ( ) Z t;

||<P\|W1,p((a,b)) :

Sip € R, nous avons

| (orm)®

N

IN

D’autre part on a
1 1
HSO\THLZ@k) <(b—a)e ||90||C((a7b)) <C(b—a)s ||(10||W17P((a,b)) :
avec C' > 0, donc o1 € Wi’p (T) et (3.19) est vérifiée. ]
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Proposition 3.3.3. L’espace de Banch Wé’p (T) est réfiexif pour tout p € (1, +00)

et est séparable pour tout p € [1,400).

Démonstration.

Soientt 'opérateur et
Ay WAP(T) — W' ((a,1))
© — App =79
L’opérateur A, est linéaire et continu. Des proposition et la proposition m
on déduit que A, (W,” (T)) est un sous-espace fermé dans W' ((a, b)).

D’autre part, W1? ((a,b)) est un espace réflexif pour p € (1,+00) et est séparable
pour p € [1,+00). Alors A4, (Wi’p (T)) satisfait les mémes propriétés. ]

3.3.3 Les Théoremes de densité et d’injection

Proposition 3.3.4. Soit p € [1,00), alors il existe une constante K > 0 dépendant

seulement de b — a, tel que
lellom < K llellwiowm, — pour tout o € WAP(T), (3:20)
et par conséquent, Uinjection WxP (T) < C (T) est continue.

Démonstration.
Soit ¢ € WA (T), par la proposition|3.3.1jon a @ € W' ((a, b)), comme WP ((a,b)) <

C ((a, b)), alors il existe une constante C; > 0 tel que

HSOHC((a,b)) < Ch HSOHWLp((a,b)) g pour tout ¢ € Wi’p (T (a,b)).

Par la proposition il existe une constante K; > 0 tel que

K ||¢||W1*P((a,b)) < HSOHWXP(T)

Par suite on a

HSOHC(T) < ”@HC((a,b)) <K H@HWX"(T)'

C1

avec K = 7o Le théoreme est démontré. O]
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Proposition 3.3.5. Soit p € (1,00). Alors, Uinjection W (T) < C (T) est com-

pacte.

Démonstration.

Soit H, une boule fermée de rayon 1 dans Wi’p (T), nous savons par la proposition

que H, est un ensemble fermé dans C' (T). Donc
o) —p(s) = /[ | ©™ (1) AT, pour tout p € WA (T) et pour tout ¢, s € T.
t,s)NT
Par I'inégalité de Holder, on obtient
lo(t) —p(s)| < H@AHLQ(T,R) |t — s|é , pour tout ¢ € H,, t,s € T.

Alors H, est un ensemble équi-continu et borné. Du Théoreme d’Ascoli on déduit

que H, est relativement compact. O

Proposition 3.3.6. Soit p € [1,00). Alors, pour chaque q € [1,00), l'injection
WP (T) < L% (T) est compacte.

Démonstration.
Soient ¢ € [1,00) et H, une boule fermée de rayon 1 dans W” (T), comme I'injection
C (T) < L% (T) est continue, il reste seulement & montrer que H,, est un compacte
dans L} (T).

Soit (¢n),,cy une suite dans H,. Alors (@,),,cy st une suite bornée dans W' ((a, b)).
Par conséquent, il existe une sous suite (Enk)nkeN et ¢ € L ((a,b)) tel que (@nk)nkeN
converge vers ¢ dans L9 ((a, b)).

On définit ¢ = ¥r, donc (¢n),,cn converge vers ¢y dans LY (T) . O

Corollaire 3.3.1. Soit 1 < p < o0, on a les propriétés suivantes :
(i) L’espace WAP (T,R) est dense dans C (T,R).
(i1) L’espace WA (T,R) est dense dans Cyq (T,R) .

(i1) L’espace WA (T,R) est dense dans L} (T,R).
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Démonstration.

1l est clair que C, (T,R) ¢ Wx”(T,R) C C(T,R) et par conséquent C (T,R) =
WP (T, R).

De la méme mariniére de démonstration (i) on obtient (iz) et (ii7).

O

Proposition 3.3.7. L’espace C', (T, R) est dense dans Wr" (T,R), pour tout 1 <

p < 00

Démonstration. Soit ¢ € Wé’p (T, R), nous savons par la proposition m que p €
WP ((a,b)), comme C* ((a,b)), est dense dans WP ((a, b)). Alors il existe une suite
de fonction (1), oy converge qui vers @ dans W'? ((a,b)). Pour tout n € N, on pose
©n = Yy, par la proposition , on déduit que (¢,), € C}, (T, R) et il existe une

constant 1" > 0 tel que

H(w” a @'THWX"(T,R) = llen = ¢llwie)
< Tn = Pllwrogap) -
Ce qui montre (¢,), converge vers ¢ dans W ” (T, R). O

3.4 L’espace W&’g (T, R)

3.4.1 Définition et proprités de ’espace Wol’g (T, R)

L’espace CL, (T) est dense dans WA? (T) pour p € [1,00), cependant, pour une
échelle de temps bornée, il n’est pas vrai que I’ensemble de fonctions C’&rd (T) défini
dans est dense dans WL" (T).

Cette section est consacrée a prouver quelques propriétés de la fermeture de

0 (T) dans WA” (T).

Définition 3.4.1. Soit p € [1,00), on définit [’ensemble Wolﬁ (T) comme la fer-
meture de l'ensemble C§ 4 (T) dans WAP(T).
On note H{ 5 (T) := Wyx (T).
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Remarque 3.4.1. Les espaces W()l”g (T) et Hya (T) ont des norme induite par
||.||Wi,p(r]r) , définir dans (3.17)) et le produit scalaire induit par (., ')Hi(T)’ définir dans

(3.18)), respectivement.

Remarque 3.4.2. L’espace Wolﬁ (T) est fermé dans WxP (T). Le théoréme
et la propositions la assurent que Wol,’g (T) est un espace de Banach, séparable
et réflexif pour p > 1 et que H&,A (T) est un espace de Hilbert.

3.4.2 linégalité de Poincaré.

L’espace Wolj’g (T) est caractérisé par le résultat suivant :

Proposition 3.4.1. Soit ¢ € WP (T). Alors, ¢ € W(};g (T) si et seulement si
p(a) =@ (b) =0.

Démonstration.

Premierement, supposons que ¢ € Wol”g (T). Pour une suite (¢n),eny € Cga(T)
telle que (), oy converge vers ¢ dans WA” (T). Par I'inégalité en déduire
que () = 9 (b) = 0.

Réciproquement, supposons que ¢ (a) = ¢ (b) = 0. Nous avons la propositions
que P : [a,b] — R, définir dans (2.9), appartient & Wy ((a,b)) et ainsi, il existe une
suite (¥n),en € Cp ((a,b)) ce qui converge dans WP ((a, b)) vers @. En définissant

©n = Yy, n € N. On déduit que (wnm) € C’éﬂ,d (T) pour n € N et (v,)

neN neN

converge dans W” (T) vers . O

Comme conséquence du résultat précédant, de la propositions [3.3.1] et de la ca-

ractérisation de W, * ((a,b)) , nous obtenons la caractérisation suivante de Wolﬁ (T).

Corollaire 3.4.1. Soient p € [l,00) et ¢ : T— R. Si @ : [a,b] — R est la
prolongation de ¢ a |a,b] définit dans (2.9)) . Alors ¢ € W(}”ﬁ (T) si et seulement si
P eWy" ((ah)).

En utilisons la proposition [3.4.1] pour montré I'inégalité de Poincaré.
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Proposition 3.4.2. Soit p € [1,00), alors il existe une constente L > 0 dépendant
de b — a, tel que
1,
lellwe g < L ”SOAHLZ(W) , pour p € WyR (T), (3.21)
c’est-a-dire, dans Wy 'k (T) la norme définie pour chaque ¢ € Wyk (T) par ||g0AHLp (1)
) ’ A
est équivalent au norme H.||W01’,£(T) :

Démonstration.
Soit p € W&”z (T), par le Théoreme fondamental du calcul et la proposition m

on a l'inégalité suivante

Ol < o]+ [

[a,t)

A A
e @185 = e
pour chaque t € T. D’aprés I'inégalité de Holder on obtient (3.21). O

Remarque 3.4.3. On peut examiner que les fonctions définies pour chaque o, €
Hia (T) on a (92,0%),, (%) est un produit scalaire dans Hj » (T) et la norme
b A b

associé équivalent a la norme associés par le produit scalaire (.,.)m (T) -
A

Corollaire 3.4.2. Soit 1 < p < 00, on a les propriétés suivantes :
(i) L’espace Wolﬁ (T,R) est dense dans Cy (T, R).

(i1) L’espace Wolﬁ (T,R) est dense dans Corq (T,R).

(iii) Lespace C},,(T,R) est dense dans W, (T,R).

3.5 Les espaces Sobolev d’ordre n > 2

Soit T une échelle de temps bornée, on note dans cette section
a=minT, b =maxT et Tlgj = [a,pj (b))qr’ pour tout j € N,
Définition 3.5.1. Soit u : T — R tel que u € LY (T), alors u € WP (T) si et

seulement s’il existe des fonctions g; : T - R, 0<j <n, tels que g; € Ly <T§j> ,

/u (5) ™ (s) As = — /go (s) ¢7 (s) As, pour tout ¢ € Cj,4 (T, R)

To To
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et pour tout 1 <7< n, ona

/gj—l (s) ¢A (5) As = — /gj (5) 97 (s) As, pour tout ¢ € Cé,rd <Tk:j7R>
T’gj Tlgj

avec

Cla (T’“j,R> = {f T S R:feCl, <T’“j,R> L fl@)=f( ) = o}.

Théoreme 3.5.1. Siu € WP (T). Alors il existe une unique fonctionx € Wi~ (T)

tels que

(4

r=uA—p.p sur Ty, z° >:gj A—p.psur']l"gj, 1<j<n.

avec g; : T — R, 1 <j <n, sont donnés dans la définition m

Théoréme 3.5.2. Soit n € N et p > 1. Alors l’espace Wé’p (T,R) est un espace de
Banach pour la norme

n

<.
Il

A)

L (T R)

lelhzrrz = |
j=

[e=]

D’ailleurs, l'ensemble HY (T) := Wr* (T) est un espace de Hilbert muni de produit
scalaire donné pour tout (p,) € HR (T) x HR (T) par

n

(¢, w)Hi(T) = (SOA, wA)LzA(Tm) .

<.
Il

[e=]

<

Proposition 3.5.1. Soientp € (1,00) etn € N, n > 1. Alors, linjection W* (T) —
C" 1 (T) est compacte.
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Chapitre 4

Inégalités de Hardy sur les échelles

de temps et leur application

Plusieurs inégalités importantes (par exemple : inégalité de Holder, inégalité
de Poincaré... ) ont été d’'une grande utilité pour 1’étude de problemes de type
(elliptiques, paraboliques...) dans le cadre d’espaces fonctionnels ou la variables
dans un ensemble continu. Dans ce chapitre, nous prouvons les inégalités de Hardy

sur les échelles de temps.

4.1 Historique

Le cadre classique de 'inégalité de Hardy énoncé pour f > 0, intégrable sur

l'ouvert (0, z) telle que f? intégrable sur (0,00) avec p > 1 est

| <%/Orf(t)dt)pdx < (%)p/omfmpd% o

p
La constante Ll) est le meilleur possible. Cette inégalité a été prouvée par

Hardy en 1925 c’est la version continue.

La version discrete de I'inégalité (4.1) est donné par :



Dans [21], G. Hardy, J. E. Littlewood, et G. Polya ont développé une autre version
de I'inégalité de Hardy dans ’espace Sobolev

@ <o [1vurd W (Q 43
0 ‘x’p T > Gp Q‘ u (z)]” de, ue W, (Q), (4.3)

avec p > 1 et 2 un ouvert dans R".

Plusieurs travaux furent réalisés par la suite et bien des généralisations furent ainsi
obtenues. L'une des plus achevées avec soin par Filippas, Maz’ya et Tertikas dans
[23] constitue & notre avis, I'une des études les plus exhaustives qui soit dans ce

domaine, soit Q borné et convexe dans RY, N > 3.

/Q (\Vu ()" — %) dr < M(Q)/Q (\u(x),f_”z (m)n’:z’ we e (Q),
(4.4)

ou Cg° (£2) est 'espace des fonctions de C™ sur €2 et qui sont a support compacte
de Q et M () une constante > 0.
Dans [I8], Rupert Frank et Michael loss ont prouvé une autre inégalité appelée

inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya

(/Q (Iw (z)* - %) dw)e (/Q (|U($)|2dx)6) > Ko (/Q |u(x)|qu)3, ue C&(9Q),

(4.5)
avec ¢ > 2, K¢ une constante > 0, 6 = % (1 — 2

E) ,  un ouvert dans RY tel que
N=1ouN =2.

4.2 Inégalité de Hardy

Dans cette section, nous allons généraliser I'inégalité de Hardy (4.1) sur les
échelles de temps non bornées.

Soit T une échelle de temps tel que a € T et sup T =o0.

Définition 4.2.1. Soit f € L) ([a,00)r,RY), tel que 1 < p < oo. L'opérateur de
Hardy H est défnit par :

o(t)
(H) (1) = ——

m i f(s) As, pour tout t € [a,00)y .
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Le Théoreme suivant prouve que opérateur de Hardy H : L% ([a,00)p,RT) —

L\ ([a, 00)p ,RT) est continu.

Théoréme 4.2.1. Soit1 < p < c0. Si f € LK ([a,00)y,RT), alors Hf € LY ([a,00); ,RT).

De plus, nous avons l'inégalité suivante
00 1 o(t) p P P poo
- - < | £ p
/a a(t)—a/a f(r)dr dt_(p_l) /a f(r)Fdr,

HHfHLPA([a,OO)T,R) < Cp ||f||LZ([a,oo)ﬂ-,R) ) (4-6)

ot

avec C), < P

p—1
Démonstration.
Soit 1 < p < 0.
Montrons que I'inégalité (4.6]) est vérifiée pour toute fonction f € C}, ([a, 00)p ,RT).
On note

Ft)=(Hf) (), pour tout ¢ € [a,00)y .
Ainsi,
p(t)FA () =F°(t)— F(t),  pour toutt € [a,00)y.
D’aprés le Théoreme [[.2.4] on obtient
(FP)> (1) = pF* (1) /01 (R (F(t) = F7 () + F7 (£))"" dh
< pF2 () (F7 (). (4.7)

En utilisant (4.7)), nous obtenons

(Fy = L (P f = (PP = S (PP (- a) )

p—1

a—1

o\P p o\p—1 1o p o\p—1
= (F7) _pTl(F) F —pTl(F) (t—a)F®



En integrent de a a t,

[y as= [ EoEyte foas<

D’aprés I'inégalité de Holder (3.2)), nous avons

pile(t)(t—a)go.

C(pey P t V() f(s)As
[Ereas < 2o [yt eorea

([ o) ([eros)”
/a b (F7)"(s) As < (]%)p / o (5) As. (4.8)

Soit f € L ([a,00)y,R), comme C! ([a,o0)y,R) est dense dans L ([a,00)y,R),

IN

Alors, on a

alors il existe une suite (f,),cy € Co ([a,00)r, R), telle que (f,), oy converge vers f
dans LA ([a,00)r, R).
On note F,, = H f,, pour tout n € N. D’apres ce qui précede, pour tous n,m > 1,

on a

p
| Frtm — Fr HLP 2 ([a,00)1.R) < pTl | frtm — anLZ([avOO)TvR) :

Donc (£},),cy est de Cauchy dans L} ([a, 00)r,R), par suite (F,), o converge dans
L ([a, 00) ,R) vers une fonction notée H € LY ([a, c0)y, R).

D’autre part on a

HHHLP ([aoo ) < ”H FO-HLP ([a,oo )+ HFU‘|LP(aoo)T7R) :

Alors, on a

HHHLP ([a 00)p R) < 7}1_{20 HFnHLZ([a,oo)T,R)

IA

p .
— 1n1££10 ||fn||LZ([a,OO)T7R)

p

IA

D’apres I'inégalité de Hélder, on a pour tout ¢ € [a, 00)q,

1 o(t)
ol IRTACENICIE,
< (@0 =) 7 1fa = Flig ooy

| () = F ()]

IA

o6



Comme (f,) € N converge vers f dans L% ([a,00);,R), alors (F,), . converge
simplement vers F' sur [a, 00).

D’apres I'unicité de la limite, on a :

Donc

p
1P oy ) S T2 1 i rpm) - pour £ € L4 (002 ).

La preuve est complete. O

Exemple 4.2.1. Soit l’échelle de temps T = N. Alors o (n) =n + 1.
Soit (an),cy une suite positive tel que (ay),oy € P (N) = Ly (N), alors linégalité

(4.2) donné par :

it (£ ) <GB e

neN k=0

4.3 Inégalité de Hardy-Sobolev

Remarque 4.3.1. Soit 1 < p < oo et soit ¥ une fonction définir sur [0,1) par :
(@)=1-a)"—(p-Dx -1,

Par la croissance de la fonction ¢ sur [0,1), on déduit que
Y (z) >0, pour tout x € [0,1). (4.9)

Lemme 4.3.1. Soit 1 < p < oo et soit £ une fonction définie sur l’échelle de temps

(a,bly — R par
() = ]% (t — a)'.

Alors la fonction & est A-différentielle et
L)< —(o(t)—a)?, pour tout t € (a, p(b)]y. (4.10)
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Démonstration.

Soit t € (a, p (b)]y. Sit est un point dispersé a droite, alors

1 (o(t)— a)l_p —(t— a)l_p

R T h (@
(e -0 P2 )P -1
(p—1) x () ’
_ (@)
avec z (t) = -

Par 'inégalité (4.9), en déduit l'inégalité(4.10]).

Si t est un point dense, alors

éuA (t) _ hmf(t) B f(S)

. 1-p o 1-p
_ 1 lim (t —a) (t —a)
p— ls—t t—s
= —(t—a)”

D’ou (4.10) est vérifiée. O

Théoréeme 4.3.1. Soit 1 < p < oco. Alors il existe une constante C, > 0 dépendante

seulement p tel que linégalité
b b o p
f7 (@)
vérifié pour tout f € Wol;g ([a,bly).

Démonstration.

Soit f € Wy ([a,b]y), alors
b N b
[emum®mac=- [ e @i wra
D’autre part, pour ¢, (z) = |z|”, pour z € R. ¢, est dérivable sur R et

‘gzﬁ;) (m)‘ <plzf, pour tout z € R.

o8



En appliquent le Théoreme |1.2.4], nous avons

@0 > = |0 [ mr @+ 00 e)an
< |20 / s (1 o (O dn
< p|fAW| g @F, (4.12)
Avec
g(t) :=max(|f )], |f7(t)]), pour toutt € [a, b]; .

Par et I'inégalité de Holder, nous obtenons

B> < / & (1) [1771° ()] A

< o[ @laor | o]
< of [ewommorsy {1 ora)
< o0 { [ s {[1e aray”

ou q est 'exposent conjugué de p.

Par conséquent

/ab A At

Y]

» ab (t)|fp’A(t)Atp{/ab%At}lp
oo oral {[
o[ o ] o

o [ W L, (4.13)

"Ja lo(t) —al”

v

v

v

]

4.4 Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya

Dans cette section, nous allons généraliser 1'inégalité de Hardy-Sobolev—Maz’ya

(4.5) sur les échelles de temps.
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Soit § : [a, b); — R une fonction définir par

d(t) = bﬁ—%’

Théoréme 4.4.1 (Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz'ya ). Soit ¢ > 2. Si la fonc-

pour t € [a,b);.

tion & est décroissante sur [a,b)y, alors il existe une constante C, > 0 dépendante

seulement de q telle que l'inégalité

N L IFOP ar)
/|f |At_4/(b )At—l—C’ (/|f |At), (4.14)

verifié pour tout f € WO{X ([a,bly), avec Cy >

(¢+2)°
Démonstration.

Soit g une fonction définir par :

f@)=nt)g(t),  pour toutt € [a,bl.
Avec
n(t) =vb—t, pour tout ¢ € [a, b]y .
Alors n € C}, ([a, b]y) et

0 ()=

1 (t) +n7 (1)
En utilisant la propriété (4.15)), on obtient

pour tout ¢ € [a, p (b)]y . (4.15)

o A _rA f(t)
n (t)g (t)*f (t)+772 (t)+n(t>ng (t) (416)
Par , nous avons
n° (t) <n(t), pour tout ¢ € [a, p (b)]y .
et
o A2 A 2 f2 (1) 22 (t) f(t
(77 (t)g (t)) = |f (t)’ + (2 (1) + 71 (£) 1° (t))2 + 2 (t) +n ) n° (t)
A2 2f (¢) f(t) A
< PO e w0
2 f ()]
< 1P OF +e0e 0o -0

Ol
4(b—1t)?

(4.17)



Avec
E(t) = =202 () n° (1), pour tout t € [a, p (b)]y.
Alors & est A-différentiable pour tous les points dispersés a droite. Soit ¢ € [a, b]; tel
que t est un point dense a droite, alors ¢ est un point d’accumulation , nous avons
deux cas.
(a) Le premier cas, il existe ¢,d € [a,b]; tel que t € [c,d] C [a,b]y, alors & est
A-différentiable en t et €2 () = 0.
(b) Le deuxieme cas, il existe une suite (t),cy € RN [a,b]y, tel que, pour tout
k € N on a t; est un point isolé et t;, converge vers t lorsque k tend vers oc.
Dans ce cas, £2 (t) n’existe pas.

Le théoreme implique que

A <{t €lablp:o(t)=tett= kli_r)nootk, (th)pen C R}) = 0.

Par conséquent, &2 est A-différentiable p.p sur [a, b .

Soit t,s € [a, p (b)]; tel que t > s, nous avons

E(t)—¢€(s) = %g(t)5(8>{77(3) n(t)}

Alors £ une fonction croissante.

Par suite,
b b
/ £ > (gAL = — / g™ (8) g7 (1) At

IA
|
I
—~
~
N—
N}
>
—
~
N~——
s
—~
~
N—
>
~
|
Q\;@
o
—
~
~—
=
—
~
N—
s
>
—~
~
N—
)
>
~

VAN
|
M
—~
~
N—

Q
>
S
~
SN—
Q
—~
~
N—
>
~



Ce qui signifie que
/ £t g (8) A< 0

En utilisant la derniere inégalité et 1’ inégalité (4.17]), nous avons

/ynff (1) g™ (1)F At < / (\fA (t)|2—%> At (4.18)

a

Par le théoreme [I.2.4] on obtient 'inégalité suivante

()" < Sl @l [ o +a-ng o an
< 1ot 0lla 1

Avec g1 (t) == max (|g (¢)], g7 (t)]) , pour tout t € [a, b].

Comme la fonction 7 est décroissante, nous avons

FoT = \n<t>|q”/t(|g< W)AAS
q+2/| )|l ()1 As

+ 2
=8 /\g )11 ()1F I ()% As.

IN

IN

Par I'inégalité de Holder, on a

FOF < / o 0 / 0 ()"
< mq/(\f tf—Jéf]L))At /|1<t>|w

a a

Avec my = 1 (¢ +2)% et

fi (@) :==max (| (O], [/7(@®]),  pour toutt € [a, bl .
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Alors

b b |f(t)|2 ﬁ b q+2
Jirorae< e ([ of - 205 an) ([
4(b—1t)

Donc ,

/ VRN '

t
A1&2>—/—At+— / )7 At

TRy e e WAC)

D’ou l'inégalité est vérifié. O

4.5 Probléme aux limites linéaires

Dans [22], J. P. Garcia Azorero et 1. Peral Alonso ont étudié 'existence d’une
solution pour le probleme aux limites suivant

A
Aput = ufPtu=—f, e,
|| (4.19)

u(x)=0 x € 0N.
ou € un ouvert dans R"™ contenant le point 0, A € R, p > 2, f € L9(Q) ou q est le
conjugué de p.
Dans cette section, on s’intéresse a l'existence et l'unicité de la solution du

probleme aux limites

(ru®)> () + h () ue (t) = —f (1), t€ [a,p2(O)]y,
u(a) =u(b) =0.

(4.20)

ot f € L?([a,b]y) et r, h sont des fonction satisfaisant les hypotheses suivantes :

(H1) 7 € L™ ([a,b]y) et il exsite une constante @ > 0 tel que
r(t) > a, A-ppteiab];.
(Hz) 1l existe deux constante &, n > 0 tel que
§

h(t) < T + 7, pour tout ¢ € [a,b);,
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(Hs) v := (o +8&d) — (10&d +n) v/d > 0, avec d := b — a.
(H4) La fonction ¢ est décroissante sur [a,b) .
L’étude de 'existence et 'unicité de la solution du probleme (4.20) est étroitement
liés a I'inégalité de Hardy.
Définition 4.5.1. Une solution faible de (4.20)) est une fonction u € Hj A ([a, b))

telle que
p(b)

p(b) p(b)
/ r(t)u? (1) v™ () At—/ h(t)u(t)v? (t) At = f(t)v° (1) At.

a

Le probleme ([4.20)) est un probleme variationnel dans 'espace de Hilbert H} , ([a, b] ) -
Ce qui nous amene a utiliser le Théoreme de Lax Milgram appliqué a la forme bi-
linéaire
p(b) p(b)
o (u,v) = / r () U () v (1) At — / b (#)u” (£) 0 (1) At.

Remarque 4.5.1. Pour tout u € Hy o ([a,bly), on a les inégalités suivantes

o A
Ju HL?A([a,p(b)]T) < ““”Lg([a,b]T) +dH“ HLQA([a,p(b)]T)’ (4.21)

O OF O W OF
§/a ng/a WAH/G () At. (4.22)

Théoreme 4.5.1. Le probleme (4.20)) admet une solution unique dans Hol,A ([a,bly).

et

De plus, il existe une constante Cy > 0 indépendante u et f telle que

||uHHi([a,b]-ﬂ-) < Co ||f||L2A([a7b]']1‘) : (4.23)

Démonstration.

Il est clair que la forme bilinéaire a (u, v) est symétrique.

Soit u,v € Hj 5 (la, b)) , par I'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya (4.14)), 'inégalité
de Holder et , on a

p(b) p(b)
la (u,v) s/ r(t)\u%)w(t)mw/ R (®)] Ju (8)] [0 ()] At
< (rllo +41€ld) [ g [l 5 + Il el g 107Ny
<

¢ ”UHHZ([a,b]T) HUHHg([a,bhr) ’
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avec C' = ||r||, +4|£]d + [n] (1 4+ d). Donc la forme a (., .) est continue.
Montrons que a(.,.) est coercive. Soit u € Hj 5 ([a,b]y), par (#.22), on trouve

p(b) p(d) |0 2 p(b)
a(uu) = a/ IuA(t)fAt—é/ %At—n/ lu” (t)]> At

p(b) p(b) |,,0 2 p(b)
> o [P ar-e [T Ay [ 0P a

)
P®) PO |y (t))?
> a/a lu™ (1) At—zgd/a b1

Par 'inégalité de Hardy -Sobolev-Maz'ya (4.14]), on trouve

(b)
At — (5 + 2€d) /,, () At

p(b) p(b)
a(u,u) > (a+8§d)/ |uA(t)}2At—(10§d+n)/ lu (t)|* At

> (a+88d) [[ut}; 10€d +n) Va [u| 5

[a.p(B)]y) ( [a.p(b)]:)

2
=7 Hu|’Hi70([a,7b]T> )

Par conséquent, la forme bilinéaire a (., .) est continue et coercive. D’apres le théoreme
de Lax-Milgram, alors le probleme (.20 admet une solution unique dans Hy A ([a, b]y).

Grace a l'inégalité de Poincaré, il existe une constante L > 0 telle que

HUHHi\([a,b]T) <L HUAHLQ([a,b}T) '

Ce qui
p(b) p(b) 9
/ FOw BA = a(uu) > 7/ i (1) At
2
> 7L HUHHZ([a,b]-ﬂ-) .
Par 'inégalité de Holder et 'inégalité (4.22)), on obtient I'inégalité (4.23]). [

Le Théoreme 4.5.1| nous permet de montrer qu’il existe une unique solution

u € H} ([a,b]y) de probleme (4.20) .

Définition 4.5.2. Si la solution u du probléme ([£.20) est dans Hx ([a,b]y). On dit

que u est une solution forte.
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Proposition 4.5.1. Si la fonction r est A—différentiable presque partout et r®
LY ([a, p (b)]y) , alors le probleme ([4.20) admet une solution unique dans H3 ([a, by)
et vérifié

"uHHi([a,b]T) < HfHLQA([a,b]T) ) (4.24)

ou Cy une constante indépendante de u et f.

Démonstration.
Grace au Théoreme(4.5.1} le probleme ([4.20) admet une solution unique dans Hg A ([a, b]y).
Soit u la solution faible de ([£.20)) et soit f € LA ([a, b]y), alors

/|h \At<2§/

Par 'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya hu € L3 ([a, b]y) et

At+2 /|u )|? At.

(ruA)A = —f+hu € LA ([a,b]y) .
D’autre part on a

(TUA)A (t) — u” (1) e (t) =77 (¢) udr®? (1), pour tout t € [a, 0* (b)} (4.25)

-
Ainsi, u® € LA ([a,p (b)]g) et 72 € LX ([a, p (b)]1) , par Vinégalité de Holder usr> €

LA ([a, p (D)]y) et par [#25) on déduit que v € L2 ([a, p* (b)]5) -
D’apres 'hypothese (Hi), on a 77 (t) > «, pour tout ¢ € [a,bl. Alors ur? e
LA ([a, p? (b)]y) , ce qui signifie que la solution v € H3 ([a, by) .

Par suite on a

p*(b) 2 p*(b)
a/ ’uA(Q) (t)’ At < /

p*(b) 5
g/ |h<t)u<t)—uA<t)rA(t)—f\ At

< 5/
+|rruoo/a )\ s ars [rof s
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Par 'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya, on obtient

P (b) ) 2 p
o[ o s < @) [

a

2 2
< alullgy + 1117z

(6)

b b
|uA(t)|2At+2n2/ |u(t)|2At+/ If ()] At

avec ¢ = 82 + ||r||°.. Par I'inégalité (%:23) on obtient (d.24) . O

Définition 4.5.3. Si la solution du probleme ([4.20)) est dans C* ([a,b];). On parle

alors de la solution classique.
On déduit immédiatement la proposition ci-dessus

Proposition 4.5.2 (Régularité globale des solutions). Si la fonction r est k fois
A—différentiable presque partout et r>" € LY ([a, o (b)],ﬂ,).

Soit f € HX ([a,bly), alors le probléme (4.20) admet une solution unique dans
HY2 ([a,blg) et vérifié

lull 2 (o) < O I F g (1ap1,) (4.26)
ou C} une constante indépendante de u et f.
Grace au Théoreme d’injections Sobolev, on déduit le corollaire suivante

Corollaire 4.5.1. Si 2" € LY ([a; p" (b)],) et f € HX ([a,bly) avec k > 3, alors
la solution de probléme ([4.20) u € C?([a,b];) (u une solution classique).
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Résume

Notre travail se compose en deux parties reliées les uns aux autres. La partie I
est essentiellement consacrée a 1’étude des propriétés des espaces fonctionnels sur les
échelles de temps. La premiere partie I se départage en deux points. Dans le périmer
point on parle sur les espace de Lebesgue qui sont importent dans 1'analyse fonc-
tionnels. Dans le deuxieme point on s’intéresse a ’étude des propriétés des espaces
de Sobolev établi de la théorie des équations aux dérivées partielles et ’analyse.

Dans la partie II de la these on s’intéresse a I'inégalité de Hardy qui sont essen-

tielle a I’application dans le probleme aux limites.

Abstract

Our work consists of two parts connected to each other. Part 1 is primarily
devoted to the study of the properties of functional spaces on time scales. Part I
is in two tiebreaker points. In talking points expire on the Lebesgue spaces which
are imported into the functional analysis. In the second point we are interested
in studying the properties of Sobolev spaces established theory partial differential
equations and analysis.

In Part II of the thesis we are interested in Hardy inequalities which are essential

for the application in the boundary value problem
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