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Mr. LAKMECHE Abdlkakader Professeur, UDL de SBA Président

Mr. BENCHOHRA Mouffak Professeur, UDL de SBA Examinateur

Mr. BELMEKI Mohamed Professeur, Université de Saida Examinateur
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1.1 Calculs sur les échelles de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Notations

Notation Définition

q Exposent conjugué de p,
1

p
+

1

q
= 1

∂Ω Frontière de Ω

supp(f) Support de la fonction f

\ Différence d’ensemble

p.p Presque partout

(., .) Produit scalaire

λ = µL Mesure de Lebesgue sur R

C ([a, b]) Espace des fonctions continues sur [a, b]

Ck ([a, b]) Espace des fonctions de classe k dans [a, b]

Lp ([a, b])
{
f : [a, b]→ R : f mesurable,

∫ b
a
|f (t)|p dt <∞

}
, 1 ≤ p <∞

L∞ ([a, b]) {f : [a, b]→ R : f mesurable, ∃C tel que |f (t)| < C, λ p.p en [a, b]}

‖.‖X Norme dans l’espace X

B ([a, b]) Tribu borélienne sur [a, b] .

|x| Module de x

f+ Partie positive de la fonction f , f+ = max {f, 0}

f− Partie negative de la fonction f , f− = max {−f, 0}

∆up = div
(
|∇u|p−2∇u

)
p− Laplacien de u
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Introduction

La théorie d’échelle de temps a été développé en 1988 par Stefan Hilger

[4] dans sa thèse de doctorat et dirigé par Bernd Auldbach afin définir l’ana-

lyse continue et discrète. Depuis quelques années, ce type de domaine a intéressé

plusieurs chercheurs. Tout d’abord, Lakshmikantham [5] a étudié la mesure de

chaine et l’existence de la solution des équations différentielles. De plus, Bohner

et Peterson [2], [3] ont étudié des équations dynamiques sur les échelles de temps.

Nous présentons dans cette thèse quelques des espaces fonctionnels sur les

échelles de temps, par exemples les espace de Lebesgue et les espace de Sobolev qui

sont des outils utilisés dans la méthode variationnelle et les problèmes aux limites.

Les techniques de l’étude des problèmes aux limites sur l’échelle de temps uti-

lisent très fréquemment la notion de réflexivité dans les espaces de Sobolev, ou plus

généralement la notion de l’injection et la relation entre les espaces.

Cette thèse est composée de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous introduisons des calcules sur les échelles de

temps. Nous présentons également des définitions concernant les fonctions différentiables

sur les échelles de temps arbitraires.

Dans le chapitre suivant nous rappelons quelques notions fondamentales de la

théorie de la mesure et l’intégration de Lebesgue. Nous introduisons tout d’abord la

notion µ∆ mesure sur les échelles de temps bornée qui est définie dans le chapitre

5 dans [2]. Nous donnons une relation entres la mesure µ∆ sur l’échelle de temps et

la mesure de Lebesgue µL sur R et qui permet de passer de l’intégrale sur l’échelle

de temps à l’intégrale au sens de Lebesgue étudiées par A. Cabada, D. Vivero

5



dans [1].

Au chapitre trois, nous présentons les principaux résultats concernant les

espaces de Lebesgue sur les échelles de temps que nous appellerons T. Nous nous

restreindrons dans un premier temps aux espaces notés Lp∆ (T,R) ; avant tout cela, on

donne des résultats nécessaires, comme la topologie de cet espace. On montre qu’une

fonction dans Lp∆ (T,R) peut être approchée par une suite de fonctions continu sur

T. Nous verrons quelques propriétés essentielles, par exemple, leur complétude, et

leur réflexivité. Finalement une partie importante de ce chapitre est réservée aux

théorèmes d’injection de Sobolev.

Dans les problèmes variationnels ou les problèmes aux limites, on donne souvent

des conditions au bord sur les fonctions u recherchées. Pour cela, on utilise en général

les espaces W 1,p
∆,0 (T,R) qui contiennent toutes les fonctions dans l’espace de Sobolev

sur T et s’annulant sur sa frontière. Nous donnerons les principales propriétés de ces

espaces el la généralisation de l’inégalité de Poincaré. Nous terminerons le chapitre

en définissant les espaces de Sobolev d’ordre quelconque sur T.

Le dernier chapitre est dédié aux inégalités de Hardy, Hardy-Sobolev et

Hardy–Sobolev-Maz’ya sur les échelles de temps qui sont applicable dans la résolution

des problèmes aux limites.

Nous commençons par démontrer l’inégalité de Hardy Pavel Rehak dans [29],

cette inégalité prouve que l’operateur de HardyH est continue tel queH : Lp∆ ([a,∞)T ,R+)→

Lp∆ ([a,∞)T ,R+) donné par

(Hf) (t) :=
1

(σ (t)− a)

σ(t)∫
a

f (s) ∆s, pour tout t ∈ [a,∞)T . (1)

Deuxièmement, on étudie un autre type de l’inégalité de Hardy dans les espaces

Sobolev W 1,p
∆,0 (T,R).

b∫
a

∣∣u∆ (t)
∣∣p ∆t ≥ Cp

b∫
a

|uσ (t)|p

|σ (t)− a|p
∆t, pour tout u ∈ W 1,p

∆,0 (T,R) , (2)

Où Cp est une constante positive et p ∈ (1,+∞) .
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FInalement, nous généralisons l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ye sur les échelles

de temps qui s’énonce comme suite :

b∫
a

∣∣f∆ (t)
∣∣2 ∆t ≥ 1

4

b∫
a

|f (t)|2

(b− t)2 ∆t+ Cp

 b∫
a

|f (t)|p ∆t


2
p

,

pour tout f ∈ W 1,p
∆,0 (T,R), avec Cp une constante positive et p ∈ (2,+∞).

Dans le dernier chapitre en étudie l’existence et l’unicité de la solution de problème

aux limites suivant :
(
ru∆

)∆
(t) + h (t)uσ (t) = −f (t) , t ∈ [a, ρ2 (b)] ,

u (a) = u (b) = 0.
(3)

Où f , r et h sont des fonctions définit sur (a, b) ∩ T. L’application de l’inégalité de

Hardy–Sobolev-Maz’ye assure que le problème (2) admet une solution unique dans

l’espace de Hilbert H1
∆,0 (T,R) = W 1,2

∆,0 (T,R) .

Mots clés :

Échelles de temps, ∆- mesure, Lebesgue ∆-ingérable, Les espace de Lebesgue,

Les espace de Sobolev, Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ye, Problème aux limites

linéaires.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les échelles de temps et nous présentons

également des résultats principaux sur la différentiabilité sur les échelles de temps.

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter les livers de Bohner et Peterson [2],

[3].

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1.1. Une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé de

l’ensemble des nombres réels R.

Définition 1.1.2. Soit T une échelle de temps. On définit l’opérateur de saut avant

σ : T→ T par

σ(t) := inf{s ∈ T : s > t},

et l’opérateur de saut arrière ρ : T→ T par

ρ(t) := sup{s ∈ T : s < t}.

Par convention, on supposera que :

inf ∅ = supT (i.e σ(t) = t si T admet un maximum t),

sup ∅ = inf T (i.e ρ(t) = t si T admet un minimum t).
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Définition 1.1.3. Soit T une échelle de temps, t ∈ T. On dira que t est dispersé

à droite (resp. dispersé à gauche ) si σ (t) > t (resp. t < ρ (t) ). On dira que t est

isolé s’il est simultanément dispersé à droite et à gauche. De plus, si t < supT, on

dira que t est dense à droite. Si σ (t) = t. Si t > inf T et ρ(t) = t, on dira que t est

dense à gauche. Ainsi, un point t est dense, s’il est simultanément dense à droite et

dense à gauche.

Définition 1.1.4. Soit T une échelle de temps.

(i) Si T admet un maximum M dispersé à gauche, alors on pose Tk = T − {M},

sinon Tk = T.

(ii) Si T admet un minimum m dispersé à droite, alors on pose Tk = T − {m}, si

non Tk = T.

Définition 1.1.5. Soit T une échelle de temps. On définit la fonction de granulation

µ : T→ [0,∞) par

µ(t) := σ(t)− t.

Définition 1.1.6. Soit f : T→ R une fonction on définit la fonctions fσ : T→ R

par

fσ(t) := (foσ) (t) = f(σ(t)), pour tout t ∈ T.

1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps

Définition 1.2.1. Soient f : T → R une fonction et t ∈ Tk. On dira que f est

∆-différentiable en t s’il existe un nombre f∆(t) ∈ R tel que pour tout ε > 0, il

existe un voisinage U de t où∣∣fσ (t)− f (s)− f∆ (t) (σ (t)− s)
∣∣ ≤ ε |σ (t)− s| , pour tout s ∈ U .

On appelle f∆(t) la ∆-dérivée de f en t.

Si f est ∆-différentiable en t pour tout t ∈ Tk, alors f∆ : Tk → R est appelée la

∆-dérivée de f sur Tk.
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Théorème 1.2.1. Soient f : T→ R une fonction et t ∈ Tk.

(i) Si f est ∆-différentiable en t, alors f est continue en t.

(ii) Si f est continue en t et si t est dispersé à droite, alors f est ∆-différentiable

en t et

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ (t)
. (1.1)

(iii) Si t est dense à droite, alors f est ∆-différentiable en t si et seulement si

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
existe et finie. Dans ce cas,

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
. (1.2)

(iv) Si f est ∆-différentiable en t, alors

fσ(t) = f(t) + µ(t)f∆(t). (1.3)

Théorème 1.2.2. Si f, g : T→ R sont ∆-différentiables en t ∈ Tk, alors

(i) f + g est ∆-différentiable en t et

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

(ii) Pour tout α ∈ R, αf est ∆-différentiable en t et

(αf)∆(t) = αf∆(t).

(iii) fg est ∆-différentiable en t et

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + fσ(t)g∆(t)

= f(t)g∆(t) + f∆(t)gσ(t).

(iv) Si g(t)gσ(t) 6= 0, alors
f

g
est ∆-différentiable en t et

(
f

g

)∆

(t) =
f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)

gσ(t)g(t)
. (1.4)
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Définition 1.2.2. Une fonction f : T→ R est dite rd-continue si elle est continue

en tout point dense à droite de T et si sa limite à gauche existe est finie en tout

point dense à gauche de T.

On note l’ensemble des fonctions f : T→ R rd-continues sur T par :

Crd = Crd (T) = Crd (T,R) ,

et l’ensemble des fonctions f : T→ R ∆-différentiables et ses dérivées rd-continues

sur Tk par :

C1
rd = C1

rd (T) = C1
rd (T,R) .

Théorème 1.2.3. Soient f, g : T→ R deux fonctions, on a alors :

(i) Si f est continue, alors f est rd-continue.

(ii) L’opérateur de saut avant σ est rd-continue.

(iii) Si f est rd-continue et g continue, alors gof est rd-continue.

Soit T une échelle de temps, t ∈ T, on note par :

σn (t) = σ
(
σn−1 (t)

)
, ρn (t) = ρ

(
ρn−1 (t)

)
et Tkn =

(
Tkn−1

)k
, pour tout n ∈ N.

Par convention, on supposera que :

σ0 (t) = ρ0 (t) = t et Tk0

= T.

Définition 1.2.3. Une fonction f : T → R est dite deux fois dérivable sur Tk2
, si

sa dérivée f∆ est différentiable sur Tk2
, et on note la dérivée seconde de f par :

f∆(2)

=
(
f∆
)∆

: Tk2 → R.

Pour tout n ∈ N∗, on définit la dérivée d’ordre n de f sur Tkn par :

f∆n

=
(
f∆n−1

)∆

.

On notera l’ensemble des fonctions f : T→ R qui sont n fois différentiables et f∆n

rd-continues sur Tkn par :

Cnrd = Cnrd (T) = Cnrd (T,R) .
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Théorème 1.2.4. Soit f : R → R une fonction différentiable et g : T → R une

fonction ∆−différentiable.

Alors f ◦ g est ∆−différentiable et on :

(f ◦ g)∆ (t) =

{∫ 1

0

f
′ (
g (t) + hµ (t) g∆ (t)

)
dh

}
g∆ (t) . (1.5)
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Chapitre 2

L’intégrale de Lebesgue sur les

échelles de temps

Dans ce chapitre, nous définissons une théorie de la mesure et de l’intégration

pour les échelles de temps T bornées où a := maxT et b := minT.

2.1 La mesure de Lebesgue sur les échelles de

temps

Dans cette section on rappelle quelques notions fondamentales de la mesure et

l’intégration pour définir la ∆-mesure et la ∆-intégrabilité sur l’échelle de temps

bornée.

2.1.1 Notion de mesure sur les échelles de temps

Définition 2.1.1. Soit F1 une famille d’intervalles fermés à gauche et ouverts à

droite de T de la forme

[c, d) = {t ∈ T : c ≤ t < d}.

où c, d ∈ T et c ≤ d.

13



Définition 2.1.2. On définit une mesure additive m1 : F1 → R par

m1 ([c, d)) = d− c.

Une mesure extérieure m∗1 : P (T)→ R est définie par :

pour un ensemble arbitraire E ⊂ T

m∗1 (E) =

 inf

{∑k=n
k=1 m (Ak) : E ⊂

k=m⋃
k=1

Ak avec Ak ∈ F1

}
si b /∈ E,

+∞ si b ∈ E.

Définition 2.1.3. Un ensemble A ⊂ T est ∆-mesurable si la relation

m∗1 (E) = m∗1 (E ∩ A) +m∗1 (E ∩ (T\A)) ,

est vérifiée pour tout ensemble E ⊂ T.

Maintenant, on considère la famille

M (m∗1) = {A ⊂ T : A est ∆−mesurable} ,

et la mesure µ∆ comme étant la restriction de m∗1 sur l’ensemble M (m∗1) .

Nous présentons plusieurs concepts de la mesure générale et de l’intégration,

appliqués à l’espace mesurable complet avec le triplet (T,M (m∗1) , µ∆). Cet espace

mesuré est utilisé pour définir la ∆-mesurabilité et la ∆-intégrabilité des fonctions

f : T→ R.

2.1.2 Les ensembles measurables sur les échelles de temps

Dans cette section, nous présentons un critère pour ∆-mesurabilité des ensembles

et nous montrons la relation entre ∆-mesure de Lebesgue et µL-mesure de Lebesgue.

Lemme 2.1.1. L’ensemble de tous les points dispersés à droit de T est dénombrable,

c’est-à-dire, il existe I ⊂ N et {ti}i∈I ⊂ T tels que

R := {t ∈ T : σ (t) > t} = {ti}i∈I . (2.1)

14



Démonstration.

Soit g : [a, b]→ R une fonction définit par :

g (t) =

 t si t ∈ T,

σ (s) si t ∈ (s, σ (s)) , s ∈ T.

Il est évident que la fonction g est montone sur [a, b] est continue sur l’ensemble

[a, b] \ {t ∈ T : σ (t) > t} .

Comme l’ensemble des points de discontinuités d’une fonction monotone est dénombrable,

alors l’ensemble R est dénombrable.

Théorème 2.1.1. Pour tout t ∈ T tel que t < maxT. Alors l’ensemble {t} est

∆-mesurable et donné par :

µ∆ ({t}) = σ (t)− t.

Démonstration.

Soit t est dispersé à droite.

Comme {t} = [t, σ (t)) ∈ F1, alors l’ensemble {t} est ∆-mesurable et on a

µ∆ ({t}) = m ([t, σ (t))) = σ (t)− t.

Autrement, si t est dense à droite, alors il existe une suite décroissante du point

{tk}k∈N dans T tel que tk > t pour tout k ∈ N et tk −→ t, donc

{t} =
⋂
k∈N

[t, tk) .

Comme l’intersection des ensembles ∆-mesurables est mesurable, alors l’ensemble

{t} est ∆-mesurable.

Grace à la propriété de l’additivité de la mesure µ∆ on a

µ∆ ({t}) = lim
k−→+∞

µ∆ ([t, tk)) = lim
k−→+∞

tk − t = 0.
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Pour E ⊂ T, nous définissons

IE := {i ∈ I : ti ∈ E ∩R} ,

avec I ⊂ N et {ti}i∈I ⊂ T.

Corollaire 2.1.1. L’ensemble R est ∆-mesurable et pour tout E ⊂ T on a

µ∆ (E ∩R) =
∑
i∈IE

σ (ti)− ti.

Lemme 2.1.2. Par définition les mesure µ∗ et m∗1 on a les propriétés suivantes,

soit E ⊂ T, alors

(i) µ∗ (E) ≤ m∗1 (E) .

(ii) Si b /∈ E et E n’est pas des points dispersé à droite, alors

µ∗ (E) = m∗1 (E) .

Lemme 2.1.3. Soit E ⊂ T telle que b /∈ E, alors

m∗1 (E) =
∑
i∈IE

σ (ti)− ti + µ∗ (E) .

Démonstration.

Supposons que b /∈ E, par la propriété de mesure extérieure µ∗, on déduit

µ∗ (E) = µ∗ (E ∩ (R∪ (T\R)))

= µ∗ (E ∩R) + µ∗ (E ∩ (T\R))

= µ∗ (E ∩ T\R) .

Par conséquent, b /∈ E ∩ (T\R) et E ∩ (T\R) n’est pas un point dispersé à droite,

par le lemme 2.1.2 nous arrivons à

µ∗ (E) = µ∗ (E ∩ T\R) = m∗1 (E ∩ T\R) .

Par le corollaire 2.1.1 nous savons que R est ∆− mesurable, alors

m∗1 (E) = m∗1 (E ∩R) +m∗1 (E ∩ T\R)

=
∑
i∈IE

σ (ti)− ti + µ∗ (E) .
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Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure µ∆ sur T et la

mesure de Lebesgue µL sur R.

Théorème 2.1.2. Soit A ⊂ T. Alors A est ∆-mesurable si et seulement si A est

mesurable pour la mesure de Lebesgue. Dans ce cas, si b /∈ A, nous avons la propriété

suivante

µ∆(A) =
∑
i∈IE

(σ(ti)− ti) + µ(A). (2.2)

Démonstration.

Soit A est ensemble ∆-mesurable, montrons que A est µ−mesurable.

Supposons que b /∈ A, soit E ⊂ [a, b].

(i) Si b /∈ E, on a l’égalité suivante

[a, b] \A = (T\A) ∪ ([a, b] \T) .

Pa le lemme 2.1.3, nous avons que A est ∆- mesurable et T est Lebesgue

mesurable, alors

µ∗ (E) ≤ µ∗ (E ∩ A) + µ∗ (E ∩ ([a, b] \A))

≤ µ∗ (E ∩ A) + µ∗ (E ∩ (T\A)) + µ∗ (E ∩ [a, b] \T)

= m∗1 (E ∩ A) +m∗1 (E ∩ T\A)−
∑
i∈IE∩T

(σ (ti)− ti) + µ∗ (E ∩ [a, b] \T)

= m∗1 (E ∩ A)−
∑
i∈IE∩T

(σ (ti)− ti) + µ∗ (E ∩ [a, b] \T)

= µ∗ (E ∩ A) + µ∗ (E ∩ [a, b] \T) = µ∗ (E) .

Par conséquent

µ∗ (E) = µ∗ (E ∩ A) + µ∗ (E ∩ [a, b] \T) .

(ii) Si b ∈ E, comme µ∗ ({b}) = 0, alors

µ∗ (E) ≤ µ∗ (E ∩ A) + µ∗ (E ∩ [a, b] \T)

≤ µ∗ ((E ∩ [a, b)) ∩ A) + µ∗ ((E ∩ [a, b)) ∩ [a, b] \T) .

≤ µ∗ (E ∩ [a, b)) = µ∗ (E) .
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et par conséquent,

µ∗ (E) = µ∗ (E ∩ A) + µ∗ (E ∩ ([a, b] \A)) .

Ce qui implique A est Lebesgue mesurable.

Supposons maintenant que b ∈ A.

A\{b} est ∆-mesurable, comme la différence de deux ensembles ∆-mesurable, alors

A\{b} est Lebesgue mesurable.

Puisque {b} est Lebesgue mesurable on déduit que A est Lebesgue mesurable.

De la même manière on montre si A est Lebesgue mesurable, alors A est ∆- mesu-

rable.

Par le lemme 2.1.3, on déduit l’égalité (2.2) .

Corollaire 2.1.2. Soit E est ∆-mesurable. Alors µ∆(E) = µ(E) si et seulement si

b /∈ E et E n’a pas des points dispersé à droite.

2.2 Mesurabilité et l’intégrabilité des fonctions sur

les échelles de temps

Dans cette section, nous montrons une relation entre les fonctions ∆−mesurables

et les fonctiond µL−mesurables de Lebesgue.

Soit une fonction f : T → R, nous avons besoin d’une fonction auxiliaire qui

prolonge f̃ à l’intervalle [a, b] , f̃ : [a, b]→ R définie par :

f̃ (t) :=

 f (t) si t ∈ T,

f (ti) si t ∈ (ti, σ (ti)) , pour i ∈ I.
(2.3)

Proposition 2.2.1. Soient f : T → R et f̃ son extention sur [a, b]. Alors, f est

∆−mesurable si et seulement si, f̃ est mesurable au sens de Lebesgue.

Démonstration.

Supposons que f est ∆−mesurable.
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Soit α ∈ R, par définition Aα = f−1 ([−∞, α]) ⊂ T

f̃−1 ([−∞, α]) =
{
t ∈ [a, b] : f̃ (t) < α

}
= {t ∈ T : f (t) < α} ∪

{
t ∈
⋃
i∈I

(ti, σ (ti)) : f̃ (t) < α

}
= {t ∈ T : f (t) < α}

⋃
i∈IAα

(ti, σ (ti))

= Aα ∪

 ⋃
i∈IAα

(ti, σ (ti))

 .

Puisque f est ∆−mesurable, alors l’ensemble Aα est ∆−mesurable et Lebesgue

mesurable. Comme l’union des ensembles mesurables est un ensemble mesurable,

alors f̃−1 ([−∞, α]) est Lebesgue mesurable, par suite f̃ est Lebesgue mesurable.

Supposons maintenant que f̃ est Lebesgue mesurable.

Soit α ∈ R, f̃−1 ([−∞, α]) est Lebesgue mesurable. Alors

f−1 ([−∞, α]) = f̃−1 ([−∞, α]) ∩ T,

et par le Théorème 2.1.2, on déduit que f−1 ([−∞, α]) est ∆−mesurable.

Donc, f est ∆−mesurable.

Lemme 2.2.1. Soit E ⊂ T un ensemble ∆−mesurable tel que b /∈ E et soit Ẽ =

E ∪ (∪i∈IE(ti, σ(ti))). Soient g : T → R une fonction simple et ∆−mesurable avec

g =
∑j=n

j=1 αjχAj et soit g̃ son extention à [a, b].

Alors, g est ∆−intégrable sur E si et seulement si, g̃ est intégrable au sens de

Lebesgue sur Ẽ. Dans ce cas on a :∫
E

g(s)∆s =

∫
Ẽ

g̃(s)ds.

Démonstration.

Par définition de g, nous déduisons que g̃ une fonction simple et

g̃ (t) =

j=n∑
j=1

αjχÃj ,
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avec Ãj = Aj
⋃

i∈IAj

(ti, σ(ti)), pour tout j ∈ {1, . . . , n} .

Puisque g est ∆−mesurable, alors Aj est ∆−mesurable et le Théorème 2.1.2

implique que Ãj est Lebesgue mesurable.

Donc g est Lebesgue ∆−mesurable. Comme µL est additive, on a, pour tout j ∈ 1, n,

µL

(
Ãj ∩ Ẽ

)
= µL (Aj ∩ E) + µL

(⋃
i∈IAj∩E

(ti, σ(ti))

)
= µL (Aj ∩ E) +

∑
i∈IAj∩E

(ti, σ(ti)),

D’aprés le Théorème 2.1.2, on a

µL (Aj ∩ E) +
∑

i∈IAj∩E

(ti, σ(ti)) = µ∆ (Aj ∩ E) .

Par conséquent

∫
Ẽ

g̃(s)ds =

j=n∑
j=1

αjµL

(
Ãj ∩ Ẽ

)
=

j=n∑
j=1

αjµ∆ (Aj ∩ E)

=

∫
E

g(s)∆s.

Lemme 2.2.2. Soient E ⊂ T un ensemble tel que b /∈ E et Ẽ = E∪(∪i∈IE(ti, σ(ti))).

Soient f : T→ [0,+∞) une fonction ∆−mesurable et f̃ son extention à [a, b].

Alors ∫
E

f(s)∆s =

∫
Ẽ

f̃(s)ds.

Démonstration.

Puisque f est ∆−mesurable, de la proposition 2.2.1, on déduit que f̃ est Lebesgue

µL−mesurable. Alors il existe une suite des fonctions simples (gm)m∈N mesurables

au sens de Lebesgue, telles que, pour tout t ∈ [a, b] on a :

(i) 0 ≤ gm (t) ≤ gm+1 (t) ≤ f̃ (t), pour tout m ∈ N.
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(ii) lim
m→+∞

gm (t) = f̃ (t).

Pour chaque m ∈ N, nous définions les fonctions hm : [a, b]→ R par

hm (t) :=

 gm (t) si t ∈ T,

gm (ti) si t ∈ (ti, σ (ti)) , pour i ∈ I.

Le Théorème de la convergence monotone implique que∫
Ẽ

f̃(s)ds = lim
m→+∞

∫
Ẽ

gm(s)ds.

Maintenant, pour chaque m ∈ N, nous definions fm = hm|T.

Il est claire que les fonctions fm tsont simple et f̃m = hm.

D’aprés la proposition 2.2.1 et le lemme 2.2.1 nous déduisons que fm est ∆−mesurable

et ∫
E

fm(s)∆s =

∫
Ẽ

f̃m(s)ds =

∫
Ẽ

hm(s)ds. (2.4)

Par construction, (fm)m∈N vérifie les conditions du Théorème de la convergence

monotone et on a ∫
E

f(s)∆s = lim
m→+∞

∫
E

fm(s)∆s. (2.5)

D’aprés (2.4) et (4.15) nous obtenons∫
E

f(s)∆s = lim
m→+∞

∫
Ẽ

hm(s)ds

=

∫
Ẽ

f̃(s)ds.

Théorème 2.2.1. Soient E ⊂ T un ensemble ∆−mesurable tel que b /∈ E et Ẽ =

E∪(∪i∈IE(ti, σ(ti))). Soient f : T→ R une fonction ∆−mesurable et f̃ son extention

à [a, b].

Alors, f est ∆−intégrable sur E si et seulement si, f̃ est intégrable au sens de

Lebesgue sur Ẽ. Dans ce cas on a∫
E

f(s)∆s =

∫
Ẽ

f̃(s)ds. (2.6)
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Démonstration.

Il est facile de prouver cela

f̃+ =
(
f̃
)+

et f̃− =
(
f̃
)−

.

Comme f+ et f− sont des fonctions postives, du lemme 2.2.2, on déduit∫
E

f±(s)∆s =

∫
Ẽ

f̃±(s)ds =

∫
Ẽ

f̃±(s)ds.

Par conséquent ∫
E

f(s)∆s =

∫
E

f+(s)∆s−
∫
E

f−(s)∆s

=

∫
Ẽ

f̃+(s)ds−
∫
Ẽ

f̃−(s)ds

=

∫
Ẽ

f̃(s)ds.

À partir du Théorème 2.2.1, nous obtenons le résultat principal de cette section,

qui nous donne une formule pour calculer Lebesgue ∆−intégrale.

Théorème 2.2.2. Soient E ⊂ T un ensemble ∆−mesurable tel que b /∈ E et Ẽ =

E ∪ (∪i∈IE(ti, σ(ti))). Si f : T→ R une fonction ∆−intégrable, alors∫
E

f(s)∆s =

∫
E

f(s)ds+
∑
i∈IE

µ (ti) f (ti) . (2.7)

Démonstration.

Soit f : T → R une fonction ∆−intégrable sur E, d’aprés Théorème 2.2.1 f̃ une

fonction intégrable sur Ẽ et on a∫
E

f(s)∆s =

∫
Ẽ

f̃(s)ds.

22



Par définition de Ẽ et les propriétés classiques de l’intégrale de Lebesgue, nous avons∫
Ẽ

f̃(s)ds =

∫
Ẽ∩T

f̃(s)ds+

∫
Ẽ∩([a,b)�T)

f̃(s)ds

=

∫
E

f(s)ds+
∑
i∈IE

σ(ti)∫
ti

f̃(s)ds

=

∫
E

f(s)ds+
∑
i∈IE

σ(ti)∫
ti

f(ti)ds

=

∫
E

f(s)ds+
∑
i∈IE

µ (ti) f(ti).

Théorème 2.2.3. Soit f : [a, b] → R une fonction intégrable au sens de Lebesgue

sur [a, b]. Alors pour tout r, t ∈ T, avec r ≤ t, on a l’expression suivante :∫
[r,t)∩T

f (s) ∆s =

∫
[r,t)

f (s) ds+
∑
i∈Ir,s

∫
(ti,σ(ti))

(f (ti)− f (s)) ds, (2.8)

où Ir,s = I[r,s)∩T.

Démonstration.

Comme [r, s) = ([r, s) ∩ T) ∪
(⋃

i∈Ir,s (ti, σ (ti))
)
, nous obtenons∫

[r,t)

f (s) ds =

∫
[r,t)∩T

f (s) ds+
∑
i∈Ir,s

∫
(ti,σ(ti))

f (s) ds.

D’autre par on a ∫
(ti,σ(ti))

f (ti) ds = µ (ti) f (ti) .

Ce qui acheve la démonstration.

Définissons un deuxième type de prolongement pour une fonction f : T→ R sur

[a, b]. Soit la fonction

f (t) :=


f (t) si t ∈ T,

f (ti) +
fσ (ti)− f (ti)

µ (ti)
(t− ti) si t ∈ (ti, σ (ti)) , pour i ∈ I.

(2.9)
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Lemme 2.2.3. Soit t ∈ [a, b) ∩ T. Alors f est différentiable en t si et seulement si

f est ∆−différentiable en t. Dans ce cas on a

f∆(t) = f
′

(t).

Démonstration.

Soit t ∈ [a, b) ∩ T. Supposons que f est differentiable en t.

(i) Si t est un point dispersé à droit, c’est-à dire t = ti, pour tout i ∈ I, avec

I ⊂ N et R = {ti}i∈I donnée dans (2.1).

Puisque f est continue en t, alors, f est ∆-différentiable en t et par la définition

de f on a

f∆ (t) = f∆ (ti) =
f (σ (ti))− f (ti)

µ (ti)
= f

′

(ti) = f
′

(t) .

(ii) Si t est un point dense à droite, alors, par la définition de f , nous savons

lim
s→t,s∈T

f (t)− f (s)

t− s
= lim

s→t,s∈T

f (t)− f (s)

t− s

= lim
s→t

f (t)− f (s)

t− s
= f

′

(t) .

Par conséquent, f est ∆−différentiable en t et

f∆(t) = f
′

(t).

Supposons que f est ∆-différentiable en t, avec t ∈ ([a, b) ∩ T) \ (R∪ σ (R)).

Alors pour tout ε > 0, il exsite δ > 0, tel que∣∣∣∣f (t)− f (s)

t− s
− f∆(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f (t)− f (s)

t− s
− f∆(t)

∣∣∣∣ ≤ ε, (2.10)

pour tout s ∈ (t− δ, t+ δ) ∩ T, avec t 6= s.

Soit s ∈ (t− δ, t+ δ) ∩ (ti, σ (ti)) , pour tout i ∈ I, tels que ti, σ (ti) ∈ (t− δ, t+ δ) .

En définissant

m := min

{
f (t)− f (ti)

t− ti
,
f (t)− f (σ (ti))

t− σ (ti)

}
et

M := min

{
f (t)− f (ti)

t− ti
,
f (t)− f (σ (ti))

t− σ (ti)

}
,

24



Par suite on a

m ≤ f (t)− f (s)

t− s
≤M

Par (2.10), en déduit que ∣∣∣∣f (t)− f (s)

t− s
− f∆(t)

∣∣∣∣ ≤ ε

Par conséquent, f est différentiable en t et

f∆(t) = f
′

(t).

Théorème 2.2.4. Soit f : T→ R une fonction ∆−différentiable µ∆-presque partout

sur Tk, alors on a∫
[a,t)∩T

f∆ (s) ∆s = f(t)− f(a), pour tout t ∈ T.

Démonstration.

Soit une fonction f : T→ R ∆−différentiable.

D’aprés le Théorème 2.2.3 on a∫
[a,t)∩T

f∆ (s) ∆s =

∫
[a,t)

f∆ (s) ds+
∑
i∈Ia,t

∫
(ti,σ(ti))

(
f∆ (ti)− f∆ (s)

)
ds

=

∫
[a,t)

f
′

(s) ds+
∑
i∈Ia,t

∫
(ti,σ(ti))

(
f∆ (ti)− f

′

(s)
)
ds

= f(t)− f(a) +
∑
i∈Ia,t

(
f∆ (ti)µ (ti)− (fσ (ti)− f (ti))

)
= f(t)− f(a).

Théorème 2.2.5. Soient a, b ∈ T, et f, g ∈ C1
rd (T;R), alors

b∫
a

fσ(t)g∆(t)∆t = (fg) (b)− (fg) (a)−
b∫

a

f∆(t)g(t)∆t. (2.11)
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Démonstration.

Soit f, g ∈ C1
rd (T;R). D’après le Théorème 1.2.2 en déduit que

fσ (t) g∆ (t) = (fg)∆ (t)− f∆ (t) g (t) .

Par passage à l’intégrale de a vers b et par le Théorème 2.2.4, on trouve la formule

(2.11).
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Chapitre 3

Propriétés topologiques de

quelques espaces fonctionnels sur

les échelles de temps

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques des espaces fonctionnels sur les

échelles de temps.

3.1 Espace des fonctions continues sur les échelles

de temps

Soit une échelle de temps T et soit a, b ∈ T tel que a < b. On définie l’intervalle

[a, b]T dans T par :

[a, b]T := {t ∈ T : a ≤ t ≤ b} .

et par conséquent

[a, b]kT := [a, ρ (b)]T.

L’ensemble des fonctions f : [a, b]T → R qui sont rd-continues (resp : continues)

sur [a, b]T est noté par Crd ([a, b]T) (resp : C ([a, b]T)).
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Remarque 3.1.1. Les espaces Crd ([a, b]T) et C ([a, b]T) sont des espaces de Banach

pour la norme

‖f‖∞ = sup
t∈[a,b]T

|f (t)| .

Par la suite, on notera Ck
rd ([a, b]T), l’ensemble des fonctions n fois ∆-différentiables

sur [a, b]k
n

T telles que f∆n
est rd-continue sur [a, b]k

n

T . Cet espace est muni de la

norme

‖f‖[a,b]k
n

T
= max

{
‖f‖∞ ,

∥∥f∆
∥∥
∞ , ...,

∥∥f∆n∥∥
∞

}
.

Proposition 3.1.1. L’espace Ck
rd ([a, b]T) est un espace de Banach.

On désigne par Cc ([a, b]T) l’espace des fonctions continues sur [a, b]T à support

compact, c’est-à-dire

Cc (T,R) := {f ∈ Crd ([a, b]T) : f (t) = 0, pour tout t ∈ [a, b]T\K où K est un compact} .

Remarque 3.1.2. L’espace Cc ([a, b]T) est un espace de Banach pour la norme ‖.‖∞ .

3.2 Les espaces de Lebesgue Lp∆ (T,R)

Dans cette section, nous allons définir des espaces de Lebesgue Lp∆ (T,R) sur

les échelles de temps et étudier quelques propriétés classiques, la généralisation du

Théorème de Fischer-Riesz et le Théorème de densité.

3.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Cette section est le développement de l’article [6].

Définition 3.2.1. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞ et soit E ⊆ T un ensemble ∆-

mesurable ; on pose

Lp∆ (E,R) :=

{
f : E −→ R; f est ∆−mesurable et

∫
E

|f |p ∆t <∞
}
.

On note la norme sur Lp∆ (E,R)

‖f‖Lp∆(E,R) :=

(∫
E

|f (t)|p ∆t

) 1
p

.
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Définition 3.2.2. Soit E ⊆ T un ensemble ∆-mesurable et soit une fonction f :

T −→ R ∆−mesurable.

On dit que f ∈ L∞∆ (E,R) s’il existe une constante C > 0 telle que

|f (t)|p ≤ C. ∆.p.p. sur T.

Proposition 3.2.1. Soit 1 ≤ p ≤ ∞ et soient f : T −→ R et son extension

f̃ : [a, b] −→ R.

Alors f ∈ Lp∆ (T,R) si et seulement si f̃ ∈ Lpλ ([a, b] ,R).

De plus on a

‖f‖Lp∆(T,R) =
∥∥∥f̃∥∥∥

Lpλ([a,b],R)
. (3.1)

Démonstration.

Comme T̃ = [a, b], alors par le Théorème 2.2.1, on obtient (3.1) .

Théorème 3.2.1 (Inégalité de Hölder). Soit 1 ≤ p ≤ ∞, soient f ∈ Lp∆ (T,R) et

g ∈ Lq∆ (T,R) tel que q est le conjugué de p. Alors f.g ∈ L1
∆ (T,R) et on a

‖f.g‖L1
∆(T,R) ≤ ‖f‖Lp∆(T,R) ‖g‖Lq∆(T,R) . (3.2)

Démonstration.

Soit 1 ≤ p ≤ ∞, soient f ∈ Lp∆ (T,R) et g ∈ Lq∆ (T,R) tel que q est le conjugué de

p. Il est clair que

f̃.g = f̃ .g̃.

Par le Théorème 2.2.1 et l’inégalité de Hölder pour les fonctions définie sur R, on

obtient (3.2) .

Théorème 3.2.2 (Inégalité de Minkowski). Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et f, g des fonctions

dans l’espace Lp∆ (T,R) , alors on a

‖f + g‖Lp∆(T,R) ≤ ‖f‖Lp∆(T,R) + ‖g‖Lp∆(T,R) .
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Démonstration.

Soit 1 ≤ p ≤ ∞, soit f, g ∈ Lp∆ (T,R). Il est clair que

f̃ + g = f̃ + g̃. (3.3)

Par le Théorème 2.2.1 et l’inégalité de de Minkowski pour les fonctions définie sur

R, on obtient (3.3) .

3.2.2 Le théorème de Riesz-Fischer

Théorème 3.2.3. Soit p ∈ [1,+∞) , Lp∆ (T,R) est un espace de Banach pour la

norme ‖.‖Lp∆(T,R).

Démonstration.

Il est clair que Lp∆ (T,R) est un espace normé. Pour cela il suiffit de montrer

que Lp∆ (T,R) est un espace complet. Soit (ϕn)n∈N est une suite de Cauchy dans

Lp∆ (T,R), alors pour tout ε > 0, il existe n0 (ε) > 0, tel que pour tout n,m ≥ n0 (ε),

on a

‖ϕn − ϕm‖ < ε.

Par (4.16), nous obtenons que (ϕ̃n)n∈N est une suite de Cauchy dans Lpλ ([a, b] ,R).

Comme Lpλ est un espace de Banach, alors il existe ψ ∈ Lpλ ([a, b] ,R) tel que

ϕ̃n → ψ, lorsque n→ +∞.

Comme

σ(tj)∫
tj

|ϕ̃n (s)− ϕ̃m (s)|p ds ≤
b∫

a

|ϕn (s)− ϕm (s)|p ds, pour tout j ∈ J.

Et

σ(tj)∫
tj

|ϕ̃n (s)− ϕ̃m (s)|p ds = µ (tj) |ϕn (tj)− ϕm (tj)|p , pour tout j ∈ J.
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Ce qui signifie que pour chaque j ∈ J, (ϕn (tj))n∈N est une suite de Cauchy dans R.

Alors il existe xj ∈ R, tel que

ϕn (tj)→ xj, lorsque n→ +∞.

Montrons que ψ = xj sur (tj, σ (tj)), pour tout j ∈ J . On a

σ(tj)∫
tj

|ϕ̃n (s)− ψ (s)|p ds ≤
b∫

a

|ϕn (s)− ϕm (s)|p ds, pour tout j ∈ J.

Et
σ(tj)∫
tj

|ϕ̃n (s)− xj|p ds = µ (tj) |ϕn (tj)− xj|p , pour tout j ∈ J,

alors

ϕ̃n → ψ, lorsque n→ +∞ and xj ∈ Lpλ ((tj, σ (tj)) ,R) ,

ce qui implique que

ψ (t) = xj, pour tout t ∈ (tj, σ (tj)) .

Soit

ϕ (t) =

 ψ (t) si t ∈ T�R,

xj si t = tj, pour tout j ∈ J.
Donc

ϕ̃ (t) =

 ψ (t) si t ∈ T�R,

xj si t ∈ [tj, σ (tj)) , pour tout j ∈ J.
(3.4)

Par (3.4)

ϕ̃ = ψ λ.p.p sur [a, b] .

Donc (ϕn)n∈N converge ver ϕ dans Lp∆ (T,R) .

Corollaire 3.2.1. L2
∆ (T,R) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

(ϕ, ψ) =

∫
[a,b)∩T

ϕ (t)ψ (t) ∆t.

Théorème 3.2.4. L∞∆ (T,R) est un espace de Banach pour la norme

‖f‖L∞∆ (T,R) = inf {C : |f (t)|p ≤ C. ∆.p.p. sur T} .
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3.2.3 Quelques résultats de densité

Dans cette section, nous allons généraliser les densités dans les espace Lp clas-

siques (cas continu) aux espaces Lp∆ (T,R) où T est une échelle de temps.

On aura recours à l’inégalité algébrique suivante :

Lemme 3.2.1. Si 1 ≤ p <∞ et a, b ≥ 0, alors

(a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp) . (3.5)

Démonstration.

Si p = 1, alors (3.5) est vraie. Pour p > 1, la fonction ϕ (x) := xp est convexe sur

(0,+∞). Car ϕ
′
(x) = (p− 1)xp−1 > 0 pour tout x ∈ (0,+∞).

Alors pour tout λ ∈ [0, 1] on a

ϕ (λa+ (1− λ) b) ≤ λϕ (a) + (1− λ)ϕ (b) . (3.6)

Pour λ = 1
2
, on obtient l’inégalité (3.5) .

Soit T une èchelle de temps bornée, on note pour tout i ∈ I,

αi := inf {λi : [λi, ti] ⊆ T} .

Soient

F := T\
⋃
i∈I

[αi, ti] ,

I1 := {i ∈ I : αi 6= ti} ,

I2 := {i ∈ I : αi = ti} .

Nous utilisons souvent la notation d’équi-intégrabilité et le mode de convergence en

mesure.

Définition 3.2.3. Soit p ∈ [1,+∞). Une partie H ⊂ Lp∆ (T,R) est dite équi-

intégrable si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

∆ (A) ≤ δ =⇒ sup
f∈H

∫
A

|f (t)|∆t ≤ ε.
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Lemme 3.2.2. Une suite (fn)n∈N converge dans Lp∆ (T,R) si et seulement si l’en-

sembe {fn : n ∈ N} est équi-intégrable et (fn)n∈N converge en mesure.

Lemme 3.2.3. Soit t un point dense à droite, alors

lim
s→t

σ (s)− t = 0. (3.7)

Théorème 3.2.5. Soit p ∈ [1,+∞[, alors l’ensemble Crd (T,R) est dense dans

Lp∆ (T,R) .

Démonstration.

Soit ϕ ∈ Lp∆ (T,R), alors ϕ̃ ∈ Lpλ ([a, b] ,R). Comme C1 ([a, b] ,R), est dense dans

Lpλ ([a, b] ,R), alors il existe une suite (ψn)n∈N ∈ C1 ([a, b] ,R), convergeant vers ϕ̃

dans C1 ([a, b] ,R). i.e

lim
n→+∞

∫
[a,b[

|ψn (t)− ϕ̃ (t)|p dt = 0. (3.8)

Nous définissons la suite (uin)n∈N par :

uin = ti −
µ (ti)

(b− a) 2n
(ti − αi) , pour tout i ∈ I1,

alors pour tout i ∈ I1, nous avons

uin ∈ (αi, ti) , pour tout n ∈ N.

Soit

An =
⋃
i∈I1

[
uin, ti

]
, pour tout n ∈ N.

alors

λ (An) = λ

{⋃
i∈I1

[
uin, ti

]}
=
∑
i∈I1

ti − uin ≤
b− a

2n
. (3.9)

Montrons que (χAnψn)n∈N converge vers 0 dans Lpλ ([a, b] ,R). Il suffit de montrer

que (χAnψn)n∈N vonverge en mesure vers 0 et {χAnψn : n ∈ N} est équi-intégrable
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dans Lpλ ([a, b] ,R) .

Soit ε > 0, on a

λ ({t ∈ [a, b] : |(χAnψn) (t)| > ε}) = λ ({t ∈ An : |ψn (t)| > ε})

≤ λ (An) ≤ b− a
2n

.

D’autre part on a (ψn)n∈N qui converge dans Lpλ ([a, b] ,R), ce qui implique que

{ψn : n ∈ N} est équi-intégrable dans Lpλ ([a, b] ,R) .

Alors il existe δ > 0, tel que pour tout A dans σ−algébre Boralienne B ([a, b]), tel

que λ (A) < δ, on obtient∫
A

|ψn (t)|p dt ≤ ε implique

∫
A

|(χAnψn) (t)|p dt ≤ ε.

Donc

lim
n→+∞

∫
An

|ψn (t)|p dt = 0.

Comme les intervalles {[uin, ti]}i∈I sont disjoints, alors

lim
n→+∞

∑
i∈I1

ti∫
uin

|ψn (t)|p dt = 0.

Par Théorème de Rolle’s, il existe θin ∈ (uin, ti), pour tout i ∈ I1, n ∈ N tels que

ti∫
uin

|ψn (t)|p dt =
(
ti − uin

) ∣∣ψn (θin)∣∣
≥

(
ti − θin

) ∣∣ψn (θin)∣∣ .
Donc

lim
n→+∞

∑
i∈I1

(
ti − θin

) ∣∣ψn (θin)∣∣ = 0.

D’autre part, les intervalles {(tj, σ (tj))}j∈J sont disjoints, alors

∑
j∈J

σ(tj)∫
tj

|ψn (t)− ϕ (tj)|p dt =

∫
⋃
j∈J

(tj ,σ(tj))

|ψn (t)− ϕ̃ (t)|p dt

≤
∫

[a,b[

|ψn (t)− ϕ̃ (t)|p dt.
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D’aprés Théorème de Rolle’s, il existe tnj ∈ (tj, σ (tj)), pour tout j ∈ J, n ∈ N tel

que
σ(tj)∫
tj

|ψn (t)− ϕ (tj)|p dt = µ (tj)
∣∣ψn (tnj )− ϕ (tj)

∣∣p .
Donc

lim
n→+∞

∑
j∈J

µ (tj)
∣∣ψn (tnj )− ϕ (tj)

∣∣p = 0. (3.10)

Soit (ϕn)n∈N une suite définie par

ϕn (t) :=


ψn
(
tnj
)

si t = tj, pour tout j ∈ J,
ψn (tni )− ψn (θni )

ti − θin
(t− ti) + ψn (tni ) si θin ≤ t < ti, pour tout i ∈ Ii,

ψn (t) si t ∈ F
⋃
i∈Ii

[αi, ti[ .

Montrons que (ϕn)n∈N est rd-continue.

Il est claire que (ϕn)n∈N est continue en tous les point dans
⋃
i∈Ii

]αi, ti[.

Soit

kn = sup
t∈[a,b]

|ψn (t)| , pour tout n ∈ N.

Si t ∈ F∪{αi : i ∈ I} ; par (3.7), nous avons pour tout ε > 0, il existe α > 0, tel que

|σ (s)− t| ≤ ε

3kn
, pour tout s ∈ Uα (t) .

Possons

δn =
1

3
inf

(
α,

ε

kn

)
.

Pour s ∈ Uδn (t), nous avons trois possibilités

Pour s ∈ F
⋃
i∈Ii

[αi, θ
i
n[, alors

|ψn (t)− ϕn (s)| = |ψn (t)− ψn (s)|

≤ kn |t− s| ≤ ε.

Pour s ∈ [θin, ti] , avec i ∈, alors

|t− tni | ≤
ε

3kn
, |ti − tni | ≤

ε

3kn
, et |s− ti| ≤

ε

3kn
.
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Donc

|ψn (t)− ϕn (s)| ≤ |ψn (t)− ψn (tni )|+
∣∣∣∣ψn (tni )− ψn (θni )

ti − θin

∣∣∣∣ |s− ti|
≤ kn |t− tni |+

∣∣∣∣tni − θniti − θin

∣∣∣∣ |s− ti|
≤ kn |t− tni |+ kn |s− ti|+ kn |ti − tni | ≤ ε.

Pour s = tj, avec j ∈ J , alors
∣∣t− tnj ∣∣ ≤ ε

3kn
, donc

|ψn (t)− ϕn (s)| =
∣∣ψn (t)− ψn

(
tnj
)∣∣

≤ kn |t− s| ≤ ε.

Ce qu’implique que pour tout t ∈ F∪{αi : i ∈ I} .

lim
s→t

ϕn (s) = ψn (t) .

Montrons que (ϕn)n∈N converge vers ϕ dans Lp∆ (T,R) ; il suffit de montre que

(ϕn)n∈N converge vers ϕ dans Lpλ (T,R). Par l’inégalité (3.6), nous avons∫
T

|ϕn (t)− ϕ (t)|p dt =

∫
⋃
i∈I1

[θin,ti]

|ϕn (t)− ϕ (t)|p dt+

∫
F

⋃
i∈Ii

[αi,ti[

|ϕn (t)− ϕ (t)|p dt

≤
∫

⋃
i∈I1

[θin,ti]

|ϕn (t)− ϕ (t)|p dt+

∫
[a,b[

|ϕn (t)− ϕ̃ (t)|p dt

≤ 2p−1

∫
⋃
i∈I1

[θin,ti]

|ϕn (t)|p dt+ 2p−1

∫
⋃
i∈I1

[θin,ti]

|ϕ (t)|p dt

+

∫
[a,b[

|ϕn (t)− ϕ̃ (t)|p dt.

Pour tout n ∈ N, on définit Bn =
⋃
i∈I1

[θin, ti].

Montrons que (χBnϕ̃)n∈N converge vers 0 dans Lpλ ([a, b] ,R) .

Comme Bn ⊂ An, par (3.9) on obtient

λ (Bn) ≤ b− a
2n

.
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D’autre part pour tout ε > 0, on a

λ {t ∈ [a, b] : |(χBnϕ̃) (t)| > ε} ≤ λ (Bn) ≤ b− a
2n

.

Et

|(χBnϕ̃) (t)| ≤ |ϕ̃ (t)| , pour tout n ∈ N.

Alors {χBnϕ̃ : n ∈ N} est equi-integrable dans Lpλ ([a, b] ,R), donc

lim
n→+∞

∫
Bn

|ϕ̃ (t)|p dt = 0, (3.11)

comme ∫
Bn

|ϕn (t)|p dt =
∑
i∈I1

∫ ti

θin

|ϕn (t)|p dt,

on obtient

ti∫
θin

|ϕ̃ (t)|p dt ≤ 2p−1

ti∫
θin

|ψn (tni )− ψn (θni )|p

(ti − θin)p
(t− ti)p + |ψn (tni )|p dt

≤ 2p−1 |ψn (tni )− ψn (θni )|p
(
ti − θin

)
+ 2p−1 |ψn (tni )|p

(
ti − θin

)
≤ 22p |ψn (θni )|p

(
ti − θin

)
+ 22p |ψn (tni )|p

(
ti − θin

)
.

Montrons que le deuxième terme converge vers 0

∑
i∈I1

|ψn (tni )|p
(
ti − θin

)
≤

∑
i∈I1

|ψn (tni )|p
(
ti − uin

)
≤ b− a

2n

∑
i∈I1

µ (ti) |ψn (tni )|p ,

donc

lim
n→+∞

∫
⋃
i∈I1

[θin,ti]

|ϕn (t)|p dt = 0. (3.12)

Alors par (4.18), (4.14) et (3.12) on obtient

lim
n→+∞

∫
T

|ϕn (t)− ϕ (t)|p dt = 0. (3.13)
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Donc par (4.16), (3.10) et (3.13) on a

lim
n→+∞

∫
T∩[a,b[

|ϕn (t)− ϕ (t)|p ∆t = 0.

Corollaire 3.2.2. Soit p ∈ ]1,+∞[, alors Lp∆ (T,R) est dense dans L1
∆ (T,R) .

Démonstration.

Soit ϕ ∈ Lp∆ (T,R), d’aprés l’inégalité de Hölder on a

‖ϕ‖L1
∆(T,R) ≤ (b− a)

1
q ‖ϕ‖Lp∆(T,R) .

avec q l’exposant conjugué de p. Alors

Lp∆ (T,R) ↪→ L1
∆ (T,R) ,

donc

Crd (T,R) ⊂ Lp∆ (T,R) ⊂ L1
∆ (T,R) .

d’où Lp∆ (T,R) est dense dans L1
∆ (T,R) .

Proposition 3.2.2. C (T,R) est dense dans Crd (T,R) par rapport la topologie in-

duit de Lp∆ (T,R) , pour tout p ∈ [1,+∞[ .

Démonstration.

Soit ϕ ∈ Crd (T,R). Pour tout i ∈ I, nous définissons ri par :

ri = {tj : tj < ti} .

Soit (vin)n∈N une suite définie par :

vin =
ti − ri

(b− a) 2n
µ (ti) , pour tout i ∈ I,

alors pour tout i ∈ I, nous avons

vin ∈ (ri, ti) , pour tout n ∈ N.
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Soit (tin)n∈N une suite dans l’échelle de temps T définit par :

tin = inf
{[
ti − vin, ti

[
∩ T
}
, pour tout n ∈ N, i ∈ I.

Soit (ϕn)n∈N une suite définie par :

ϕn (t) =


ϕ (ti) +

ϕ (ti)− ϕ (tin)

ti − tin
(t− ti) si t ∈ [tin, ti] ∩ T, pour tout i ∈ I,

lim
t→b−

ϕ (t) si t = b,

ϕ (t) si nom.

Soit t ∈ [tin, ti] ∩ T, pour tout i ∈ I, on obtient

|ϕn (t)− ϕ (t)| ≤ |ϕ (ti)|+ |ϕ (t)|+
∣∣ϕ (ti)− ϕ

(
tin
)∣∣ ∣∣∣∣ t− titi − tin

∣∣∣∣
≤ 2 ‖ϕ‖∞ +

∣∣ϕ (ti)− ϕ
(
tin
)∣∣

≤ 4 ‖ϕ‖∞ .

Enfin nous obtenons que

|ϕn (t)− ϕ (t)| ≤ 4 ‖ϕ‖∞ , pour tout t ∈ [a, b[ ∩ T.

Il est clair que ϕn une suite continue et montrons que (ϕn)n∈N converge vers ϕ dans

Lp∆ (T,R) , on a

∫
[a,b[∩T

|ϕn (t)− ϕ (t)|p ∆t =

∫
⋃
i∈I

[tin,ti[

|ϕn (t)− ϕ (t)|p ∆t

≤ 4p ‖ϕ‖p∞
∫

⋃
i∈I

[tin,ti[∩T

∆t

= 4p ‖ϕ‖∞∆

{⋃
i∈I

[
tin, ti

[
∩ T

}
.
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D’après le Théorème 2.1.2, on obtient

∆

{⋃
i∈I

[
tin, ti

[
∩ T

}
= λ

{⋃
i∈I

[
tin, ti

[
∩ T

}
+
∑
i∈I

∑
t∈[tin,ti[∩R

µ (t)

≤
∑
i∈I

λ
([
tin, ti

[)
+
∑
i∈I

(
ti − tin

)
≤ 2

∑
i∈I

(
ti − tin

)
≤

∑
i∈I

vin =
∑
i∈I

ti − ri
(b− a) 2n

µ (ti) ≤
b− a
2n−1

.

Par conséquent on trouve

‖ϕn − ϕ‖pLp∆(T,R)
≤ b− a

2n−1
−→ 0, lorsque n −→ +∞.

Lemme 3.2.4. Soit E,F,G trois espaces tels que E ⊂ F ⊂ G et (G, τ) est un

espace topologiques si F est dense dans (G, τ) et E est dense dans (F, τ) , alors E

est dense dans (G, τ) .

Corollaire 3.2.3. Soit p ∈ [1,+∞[, alors C (T,R) est dense dans Lp∆ (T,R) .

Démonstration.

Soit p ∈ [1,+∞[, on a

C (T,R) ⊂ Crd (T,R) ⊂ Lp∆ (T,R) .

Par le Théorème 3.2.5 et la proposition 3.2.2 on déduit que Crd (T,R) est dense

dans Lp∆ (T,R) et que C (T,R) est dense dans Crd (T,R) par rapport la topologie de

Lp∆ (T,R). Alors par le lemme 3.2.4 on déduit que C (T,R) est dense dans Lp∆ (T,R) .

Corollaire 3.2.4. Soit p ∈ [1,+∞), l’espace Cc (T,R) est dense dans Lp∆ (T,R) .

Proposition 3.2.3. C1
rd (T,R) est dense dans C (T,R) .
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Démonstration.

Soit ϕ ∈ C (T,R) , alors ϕ ∈ C ([a, b] ,R) . Par la densité de C1 ([a, b] ,R) dans

C ([a, b] ,R) , alors il existe une suite (ψn)n∈N ∈ C1 ([a, b] ,R) qui converge vers ϕ

dans C ([a, b] ,R) .

Soit ϕn : T→ R, t→ ψn (t) , pour tout n ∈ N, donc ϕ est ∆−différentiable sur Tk,

et ϕ∆
n est donnée par

ϕ∆
n (t) =


ψ
′
n (t) si t ∈ Tk\R,

ψn (σ (tj))− ψn (tj)

µ (tj)
si t = tj ∈ Tk, pour tout j ∈ J.

Maintenant, montrons que ϕ∆
n est rd-continue, pour tout n ∈ N.

Soit t ∈ Tk un point dense à droite ou dense à gauche et montrons que

lim
s→t

ϕ∆
n (s) = ψ

′

n (t) , pour tout n ∈ N.

Comme ψn ∈ C1 ([a, b] ,R) . Alors pour tout ε > 0, il existe δ1 > 0, tel que∣∣∣ψ′n (t)− ψ′n (s)
∣∣∣ < ε, pour tout s ∈ (t− δ1, t+ δ1) , (3.14)

On définit Ψn sur (t− δ1, t+ δ1) par

Ψn (s) = ψn (s)− ψ′n (t) (s− t) .

Par (3.14) on a ∣∣∣Ψ′n (s)
∣∣∣ < ε, pour tout s ∈ (t− δ1, t+ δ1)

Alors Ψn est une fonction ε−Lipschitz sur (t− δ1, t+ δ1), c’est-à-dire

|Ψn (s)−Ψn (τ)| ≤ ε |s− τ | , pour tout s, τ ∈ (t− δ1, t+ δ1) .

On obtient∣∣∣∣ψ′n (t)− ψn (τ)− ψn (s)

τ − s

∣∣∣∣ < ε, pour tout s, τ ∈ (t− δ1, t+ δ1) , et s 6= τ.

Par (3.7), alors il existe δ2 > 0, tel que

|σ (s)− t| < δ1, pour s ∈ Uδ2 (t) .
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Soit δ = inf (δ1, δ2) , pour tout s ∈ Uδ (t) .

On considère deux cas.

Si s est un point dense à droite, alors

∣∣∣ψ′n (t)− ϕ∆
n (s)

∣∣∣ =
∣∣∣ψ′n (t)− ψ′n (s)

∣∣∣ < ε.

Si s est un point dense à gauche, on a σ (s) , s ∈ Uδ1 (t) , alors

∣∣∣ψ′n (t)− ϕ∆
n (s)

∣∣∣ =

∣∣∣∣ψ′n (t)− ψn (τ)− ψn (s)

τ − s

∣∣∣∣ < ε.

Enfin nous obtenons que ϕ∆
n est une fonction continue aux points denses à droite et

la limite existe (fini) aux points denses à gauche dans T.

Il reste à montrer que ϕn converge ves ϕ dans C (T,R) .

‖ϕn − ϕ‖C(T,R) = sup
t∈T
|ϕn (t)− ϕ (t)|

≤ sup
t∈[a,b]

|ψn (t)− ψ (t)|

≤ ‖ψn − ψ‖C([a,b],R) .

Donc (ϕn)n∈N converge vers ϕ dans C (T,R) .

Corollaire 3.2.5. Soit p ∈ [1,+∞[, alors C1
rd (T,R) est dense dans Lp∆ (T,R) .

Démonstration.

Soit p ∈ [1,+∞[ , on a C1
rd (T,R) est dense dans C (T,R) pour ‖.‖∞, donc C1

rd (T,R)

est dense dans C (T,R) pour ‖.‖Lp∆(T,R) et on a C (T,R) est dense dans Lp∆ (T,R).

ALors par le lemme 3.2.4 on obtient que C (T,R) est dense dans Lp∆ (T,R) .

3.3 Espaces de Sobolev

Dans cette section, nous allons définir et donner des propriétés des espaces de

Sobolev sur les échelle de temps.
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3.3.1 Définition et propriétés de l’espace W 1,p
∆ (T,R)

Soit T une échelle de temps compacte. On note T0 := T\ {maxT} .

Définition 3.3.1. On dira qu’une fonction u : T −→ R appartient à l’ensemble

W 1,p
∆ (T,R) si et seulement si u ∈ Lp∆ (T,R) et qu’il existe une fonction g : Tk −→ R

telle que g ∈ Lp∆ (T,R) et∫
T0

u (s)φ∆ (s) ∆s = −
∫
T0

g (s)φσ (s) ∆s, pour tout φ ∈ C1
0,rd (T,R) (3.15)

où

C1
0,rd (T,R) :=

{
f : T −→ R : f ∈ C1

rd (T,R) , f (a) = f (b) = 0
}

(3.16)

Théorème 3.3.1. [8]Si u ∈ W 1,p
∆ (T,R) et donc que (3.15) est satisfaite pour une

fonction g ∈ Lp∆ (T,R), alors il existe une unique fonction x : T −→ R absolument

continue a ∆−presque partout sur T0 et on a x = u et x∆ = g. De plus, si g est

rd-continue sur T0, alors il existe une unique fonction x ∈ C1
rd (T,R) telle que x = u

∆−presque partout sur T0 et que x∆ = g sur T0.

Théorème 3.3.2. L’ensemble W 1,p
∆ (T,R) est un espace de Banach avec la norme

‖u‖W 1,p
∆ (T,R) = ‖u‖Lp∆(T,R) +

∥∥u∆
∥∥
Lp∆(Tk,R) . (3.17)

D’ailleurs, l’ensemble H1
∆ (T) := W 1,p

∆ (T) est un espace de Hilbert muni de produit

scalaire donné pour tout (ϕ, ψ) ∈ H1
∆ (T)×H1

∆ (T) par

(ϕ, ψ)H1
∆(T) := (ϕ, ψ)L2

∆(T) +
(
ϕ∆, ψ∆

)
L2

∆(Tk) . (3.18)

Démonstration.

Soit (ϕn)n∈N une suite de Chauchy dans W 1,p
∆ (T) ; donc (ϕn)n∈N et

(
ϕ∆
n

)
n∈N sont

des suites de Chauchy dans Lp∆ (T) et Lp∆
(
Tk
)
, respectivement. Par conséquent, il

existe deux fonctions ϕ ∈ Lp∆ (T) et ψ ∈ Lp∆
(
Tk
)

tels que ϕn −→ ϕ dans Lp∆ (T) et

ϕ∆
n −→ ψ dans Lp∆

(
Tk
)
. On a∫

T0

ϕn (t) .f∆ (t) ∆t = −
∫
T0

ϕ∆
n (t) .fσ (t) ∆t, f ∈ C1

0,rd

(
Tk
)
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Lorsque n tend vers +∞ on obtient∫
T0

ϕ (t) .f∆ (t) ∆t = −
∫
T0

ψ (t) .fσ (t) ∆t, f ∈ C1
0,rd

(
Tk
)

Donc ϕ ∈ W 1,p
∆ (T), ϕ∆ = ψ et (ϕn)n∈N converge vers ϕ dans W 1,p

∆ (T) .

3.3.2 Réflexivité et séparabilité de l’espace W 1,p
∆ (T,R)

Remarque 3.3.1. Soit ξp une fonction définie sur R par

ξp (x) =
1− |x|p+1

1− x
.

Alors il existe une constante Kp > 0 telle que

|ξp (x)| ≥ Kp |x|p , pour tout x ∈ R.

D’ailleurs de la proposition suivante, on déduit la relation entre les espaces de

Sobolev sur T, W 1,p
∆ (T), et les espaces du Sobolev sur (a, b), W 1,p ((a, b)) .

Proposition 3.3.1. Soit p ∈ [1,∞) et ϕ : T −→ R. Si ϕ est le prolongement de ϕ

à [a, b] définit dans (2.9).

Alors ϕ ∈ W 1,p
∆ (T) si et seulement si ϕ ∈ W 1,p ((a, b)).

De plus, il existe deux constantes K1, K2 > 0 dépendant seulement de b − a telles

que

K1 ‖ϕ‖W 1,p((a,b)) ≤ ‖ϕ‖W 1,p
∆ (T) ≤ K2 ‖ϕ‖W 1,p((a,b)) .

pour tout ϕ ∈ W 1,p
∆ (T) .

Démonstration.

Soient ϕ, ϕ̃∆ les prolongements de ϕ et ϕ∆ sur [a, b] définis dans (2.9) et (2.3) ,

respectivement.

Du lemme 2.2.3 on a

ϕ̃∆ = ϕ
′

p.p sur [a, b] .
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Par conséquent

‖ϕ‖pLp((a,b)) ≤
∫
T0

|ϕp (t)| dt+ 2p−1
∑
i∈I

∫ σ(ti)

ti

|ϕ (ti)|p +
∣∣ϕ∆ (ti)

∣∣p (t− ti)p dt

≤
∫
T0

|ϕp (t)| dt+ 2p−1
∑
i∈I

|ϕ (ti)|p µ (ti) +
2p−1

p+ 1

∑
i∈I

∣∣ϕ∆ (ti)
∣∣p µp+1 (ti)

= 2p
∫
T0

|ϕp (t)|p ∆t+ 2p (b− a)
∑
i∈I

∣∣ϕ∆ (ti)
∣∣p µp (ti)

≤ 2p ‖ϕ‖p
Lp∆(T)

+ 2p (b− a)
∥∥ϕ∆

∥∥p
Lp∆(Tk)

≤ 2p max {1, b− a} ‖ϕ‖p
W 1,p

∆ (T)
.

Alors

‖ϕ‖W 1,p
∆ ((a,b)) ≤ Cp ‖ϕ‖Lp∆(T) +

∥∥∥ϕ′∥∥∥
Lp((a,b))

≤ 1

K1

‖ϕ‖W 1,p
∆ (T) .

D’autre part, on a

‖ϕ‖pLp((a,b)) =

∫
T0

|ϕ (t)|p dt+
∑
i∈I

∫ σ(ti)

ti

∣∣ϕ (ti) + ϕ∆ (ti) (t− ti)
∣∣p dt

≥
∫
T0

|ϕ (t)|p dt+
∑
i∈I,

ϕ∆(ti)6=0

∣∣∣∣∣
∫ σ(ti)

ti

(
ϕ (ti) + ϕ∆ (ti) (t− ti)

)p
dt

∣∣∣∣∣+
∑
i∈I,

ϕ∆(ti)=0

∫ σ(ti)

ti

|ϕ (ti)|p dt.

Ainsi, pour tout i ∈ I tel que ϕ∆ (ti) 6= 0 on a∣∣∣∣∣
∫ σ(ti)

ti

(
ϕ (ti) + ϕ∆ (ti) (t− ti)

)p
dt

∣∣∣∣∣ ≥ 1

p+ 1

∑
i∈I,ϕ∆(ti) 6=0

1

|ϕ∆ (ti)|
∣∣|ϕ (ti)|p+1 − |ϕ (σ (ti))|p+1

∣∣
=

1

p+ 1

∑
i∈I

µ (ti) |ϕp (σ (ti))|
∣∣∣∣ξp( ϕ (ti)

ϕ (σ (ti))

)∣∣∣∣ .
Par conséquence

‖ϕ‖pLp((a,b)) ≥
∫
T0

|ϕ (t)|p dt+
Kp

p+ 1

∑
i∈I,ϕ∆(ti)6=0

µ (ti) |ϕ (ti)|p +
∑

i∈I,ϕ∆(ti)=0

µ (ti) |ϕ (ti)|p

≥
∫
T0

|ϕ (t)|p dt+ αp
∑
i∈I

µ (ti) |ϕ (ti)|p

≥ αp ‖ϕ‖pLp∆(T)
,
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avec αp = inf
{

1, Kp
p+1

}
.Ce qu’implique

‖ϕ‖
W1,p((a,b))

≥ αp ‖ϕ‖Lp∆(T) +
∥∥∥ϕ′∥∥∥

Lp((a,b))

≥ 1

K2

‖ϕ‖W 1,p
∆ (T) .

Ce qui achevé la démonstration.

Par application du résultat précédant, nous montrons que les propriétés connues

de l’espace W 1,p ((a, b)) restent valable pour l’espace W 1,p
∆ (T).

Proposition 3.3.2. Si ϕ : [a, b]−→ R appartient à W 1,p ((a, b)) pour p ∈ [1,+∞) ,

alors ϕ|T appartient à W 1,p
∆ (T) telle que et il existe une constante T > 0 dépendant

seulement de b− a telle que∥∥ϕ|T∥∥W 1,p
∆ (T)

≤ T ‖ϕ‖W 1,p((a,b)) , pour tout ϕ ∈ W 1,p ((a, b)) . (3.19)

Démonstration.

Soient p ∈ [1,+∞) et ϕ ∈ W 1,p ((a, b)).

Alors (
ϕ|T
)∆

(ti) =
1

µ (ti)

∫ σ(ti)

ti

ϕ
′
(s) ds, pour i ∈ I,

avec R = {ti}i∈I , I ⊂ N. Par suite(
ϕ|T
)∆

= ϕ
′

p.p sur T\R.

Si p = +∞, il est clair que ϕ|T ∈ W 1,p
∆ (T) et (3.19) est vérifiée.

Si p ∈ R, nous avons∥∥∥(ϕ|T)∆
∥∥∥p
Lp∆(Tk)

≤
∫
T\R

∣∣∣ϕ′ (s)∣∣∣p ds+
∑
i∈I

∫ σ(ti)

ti

∣∣∣ϕ′ (s)∣∣∣p ds
≤ ‖ϕ‖W 1,p((a,b)) .

D’autre part on a∥∥ϕ|T∥∥Lp∆(Tk) ≤ (b− a)
1
q ‖ϕ‖C((a,b)) ≤ C (b− a)

1
q ‖ϕ‖W 1,p((a,b)) .

avec C > 0, donc ϕ|T ∈ W 1,p
∆ (T) et (3.19) est vérifiée.
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Proposition 3.3.3. L’espace de Banch W 1,p
∆ (T) est réflexif pour tout p ∈ (1,+∞)

et est séparable pour tout p ∈ [1,+∞) .

Démonstration.

Soientt l’opérateur et

Ap : W 1,p
∆ (T) −→ W 1,p ((a, b))

ϕ −→ Apϕ := ϕ

L’opérateur Ap est linéaire et continu. Des proposition 3.3.1 et la proposition 3.3.2

on déduit que Ap
(
W 1,p

∆ (T)
)

est un sous-espace fermé dans W 1,p ((a, b)).

D’autre part, W 1,p ((a, b)) est un espace réflexif pour p ∈ (1,+∞) et est séparable

pour p ∈ [1,+∞). Alors Ap
(
W 1,p

∆ (T)
)

satisfait les mêmes propriétés.

3.3.3 Les Théorèmes de densité et d’injection

Proposition 3.3.4. Soit p ∈ [1,∞), alors il existe une constante K > 0 dépendant

seulement de b− a, tel que

‖ϕ‖C(T) ≤ K ‖ϕ‖W 1,p
∆ (T) , pour tout ϕ ∈ W 1,p

∆ (T) , (3.20)

et par conséquent, l’injection W 1,p
∆ (T) ↪→ C (T) est continue.

Démonstration.

Soit ϕ ∈ W 1,p
∆ (T) , par la proposition 3.3.1 on a ϕ ∈ W 1,p ((a, b)), commeW 1,p ((a, b)) ↪→

C ((a, b)) , alors il existe une constante C1 > 0 tel que

‖ϕ‖C((a,b)) ≤ C1 ‖ϕ‖W 1,p((a,b)) , pour tout ϕ ∈ W 1,p
∆ (T (a, b)) .

Par la proposition 3.3.1, il existe une constante K1 > 0 tel que

K1 ‖ϕ‖W 1,p((a,b)) ≤ ‖ϕ‖W 1,p
∆ (T)

Par suite on a

‖ϕ‖C(T) ≤ ‖ϕ‖C((a,b)) ≤ K ‖ϕ‖W 1,p
∆ (T) .

avec K = C1

K1
. Le théorème est démontré.
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Proposition 3.3.5. Soit p ∈ (1,∞). Alors, l’injection W 1,p
∆ (T) ↪→ C (T) est com-

pacte.

Démonstration.

Soit Hp une boule fermée de rayon 1 dans W 1,p
∆ (T), nous savons par la proposition

3.3.4 que Hp est un ensemble fermé dans C (T) . Donc

ϕ (t)− ϕ (s) =

∫
[t,s)∩T

ϕ∆ (τ) ∆τ, pour tout ϕ ∈ W 1,p
∆ (T) et pour tout t, s ∈ T.

Par l’inégalité de Hölder, on obtient

|ϕ (t)− ϕ (s)| ≤
∥∥ϕ∆

∥∥
Lp∆(T,R)

|t− s|
1
q , pour tout ϕ ∈ Hp, t, s ∈ T.

Alors Hp est un ensemble équi-continu et borné. Du Théorème d’Ascoli on déduit

que Hp est relativement compact.

Proposition 3.3.6. Soit p ∈ [1,∞). Alors, pour chaque q ∈ [1,∞) , l’injection

W 1,p
∆ (T) ↪→ Lq∆ (T) est compacte.

Démonstration.

Soient q ∈ [1,∞) et Hp une boule fermée de rayon 1 dans W 1,p
∆ (T), comme l’injection

C (T) ↪→ Lq∆ (T) est continue, il reste seulement à montrer que Hp est un compacte

dans Lq∆ (T) .

Soit (ϕn)n∈N une suite dansHp.Alors (ϕn)n∈N est une suite bornée dansW 1,p ((a, b)).

Par conséquent, il existe une sous suite
(
ϕnk
)
nk∈N

et ψ ∈ Lq ((a, b)) tel que
(
ϕnk
)
nk∈N

converge vers ψ dans Lq ((a, b)).

On définit ϕ = ψ|T, donc (ϕn)n∈N converge vers ψ|T dans Lq∆ (T) .

Corollaire 3.3.1. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on a les propriétés suivantes :

(i) L’espace W 1,p
∆ (T,R) est dense dans C (T,R) .

(ii) L’espace W 1,p
∆ (T,R) est dense dans Crd (T,R) .

(ii) L’espace W 1,p
∆ (T,R) est dense dans Lp∆ (T,R) .
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Démonstration.

Il est clair que C1
rd (T,R) ⊂ W 1,p

∆ (T,R) ⊂ C (T,R) et par conséquent C (T,R) =

W 1,p
∆ (T,R).

De la même marinière de démonstration (i) on obtient (ii) et (iii) .

Proposition 3.3.7. L’espace C1
rd (T,R) est dense dans W 1,p

∆ (T,R), pour tout 1 ≤

p <∞

Démonstration. Soit ϕ ∈ W 1,p
∆ (T,R), nous savons par la proposition 3.3.1 que ϕ ∈

W 1,p ((a, b)), comme C1 ((a, b)), est dense dans W 1,p ((a, b)). Alors il existe une suite

de fonction (ψn)n∈N converge qui vers ϕ dans W 1,p ((a, b)). Pour tout n ∈ N, on pose

ϕn = ψn|T, par la proposition 3.3.2, on déduit que (ϕn)n ∈ C1
rd (T,R) et il existe une

constant T > 0 tel que∥∥∥(ψn − ϕ)|T

∥∥∥
W 1,p

∆ (T,R)
= ‖ϕn − ϕ‖W 1,p

∆ (T,R)

≤ T ‖ψn − ϕ‖W 1,p((a,b)) .

Ce qui montre (ϕn)n converge vers ϕ dans W 1,p
∆ (T,R) .

3.4 L’espace W 1,p
0,∆ (T,R)

3.4.1 Définition et proprités de l’espace W 1,p
0,∆ (T,R)

L’espace C1
rd (T) est dense dans W 1,p

∆ (T) pour p ∈ [1,∞), cependant, pour une

échelle de temps bornée, il n’est pas vrai que l’ensemble de fonctions C1
0,rd (T) défini

dans (3.16) est dense dans W 1,p
∆ (T).

Cette section est consacrée à prouver quelques propriétés de la fermeture de

C1
0,rd (T) dans W 1,p

∆ (T) .

Définition 3.4.1. Soit p ∈ [1,∞) , on définit l’ensemble W 1,p
0,∆ (T) comme la fer-

meture de l’ensemble C1
0,rd (T) dans W 1,p

∆ (T) .

On note H1
0,∆ (T) := W 1,2

0,∆ (T) .

49



Remarque 3.4.1. Les espaces W 1,p
0,∆ (T) et H1

0,∆ (T) ont des norme induite par

‖.‖W 1,p
∆ (T) , définir dans (3.17) et le produit scalaire induit par (., .)H1

∆(T), définir dans

(3.18), respectivement.

Remarque 3.4.2. L’espace W 1,p
0,∆ (T) est fermé dans W 1,p

∆ (T) . Le théorème 3.3.2

et la propositions la 3.3.3 assurent que W 1,p
0,∆ (T) est un espace de Banach, séparable

et réflexif pour p > 1 et que H1
0,∆ (T) est un espace de Hilbert.

3.4.2 l’inégalité de Poincaré.

L’espace W 1,p
0,∆ (T) est caractérisé par le résultat suivant :

Proposition 3.4.1. Soit ϕ ∈ W 1,p
∆ (T) . Alors, ϕ ∈ W 1,p

0,∆ (T) si et seulement si

ϕ (a) = ϕ (b) = 0.

Démonstration.

Premièrement, supposons que ϕ ∈ W 1,p
0,∆ (T). Pour une suite (ϕn)n∈N ∈ C1

0,rd (T)

telle que (ϕn)n∈N converge vers ϕ dans W 1,p
∆ (T) . Par l’inégalité (3.20) en déduire

que ϕ (a) = ϕ (b) = 0.

Réciproquement, supposons que ϕ (a) = ϕ (b) = 0. Nous avons la propositions (3.3.1)

que ϕ : [a, b]−→ R, définir dans (2.9), appartient à W 1,p
0 ((a, b)) et ainsi, il existe une

suite (ψn)n∈N ∈ C1
0 ((a, b)) ce qui converge dans W 1,p ((a, b)) vers ϕ. En définissant

ϕn := ψn|T, n ∈ N. On déduit que
(
ψn|T

)
n∈N ∈ C1

0,rd (T) pour n ∈ N et (ϕn)n∈N

converge dans W 1,p
∆ (T) vers ϕ.

Comme conséquence du résultat précédant, de la propositions 3.3.1 et de la ca-

ractérisation de W 1,p
0 ((a, b)) , nous obtenons la caractérisation suivante de W 1,p

0,∆ (T).

Corollaire 3.4.1. Soient p ∈ [1,∞) et ϕ : T −→ R. Si ϕ : [a, b]−→ R est la

prolongation de ϕ à [a, b] définit dans (2.9) . Alors ϕ ∈ W 1,p
0,∆ (T) si et seulement si

ϕ ∈ W 1,p
0 ((a, b)) .

En utilisons la proposition 3.4.1, pour montré l’inégalité de Poincaré.
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Proposition 3.4.2. Soit p ∈ [1,∞), alors il existe une constente L > 0 dépendant

de b− a, tel que

‖ϕ‖W 1,p
0,∆(T) ≤ L

∥∥ϕ∆
∥∥
Lp∆(Tk) , pour ϕ ∈ W 1,p

0,∆ (T) , (3.21)

c’est-à-dire, dans W 1,p
0,∆ (T) la norme définie pour chaque ϕ ∈ W 1,p

0,∆ (T) par
∥∥ϕ∆

∥∥
Lp∆(Tk)

est équivalent au norme ‖.‖W 1,p
0,∆(T) .

Démonstration.

Soit ϕ ∈ W 1,p
0,∆ (T), par le Théorème fondamental du calcul et la proposition 3.4.1,

on a l’inégalité suivante

|ϕ (t)| ≤ |ϕ (a)|+
∫

[a,t)∩T

∣∣ϕ∆ (s)
∣∣∆s =

∥∥ϕ∆
∥∥
L1

∆(Tk) ,

pour chaque t ∈ T. D’aprés l’inégalité de Hölder on obtient (3.21).

Remarque 3.4.3. On peut examiner que les fonctions définies pour chaque ϕ, ψ ∈

H1
0,∆ (T) on a

(
ϕ∆, ψ∆

)
L2

∆(Tk) est un produit scalaire dans H1
0,∆ (T) et la norme

associé équivalent a la norme associés par le produit scalaire (., .)H1
∆(T) .

Corollaire 3.4.2. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on a les propriétés suivantes :

(i) L’espace W 1,p
0,∆ (T,R) est dense dans C0 (T,R) .

(ii) L’espace W 1,p
0,∆ (T,R) est dense dans C0,rd (T,R) .

(iii) L’espace C1
0,rd (T,R) est dense dans W 1,p

0,∆ (T,R) .

3.5 Les espaces Sobolev d’ordre n ≥ 2

Soit T une échelle de temps bornée, on note dans cette section

a = minT, b = maxT et Tkj0 =
[
a, ρj (b)

)
T , pour tout j ∈ N.

Définition 3.5.1. Soit u : T→ R tel que u ∈ Lp∆ (T), alors u ∈ W n,p
∆ (T) si et

seulement s’il existe des fonctions gj : Tkj → R, 0 ≤ j ≤ n, tels que gj ∈ Lp∆
(
Tkj0

)
,∫

T0

u (s)φ∆ (s) ∆s = −
∫
T0

g0 (s)φσ (s) ∆s, pour tout φ ∈ C1
0,rd (T,R)
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et pour tout 1 ≤ j ≤ n, on a∫
Tkj0

gj−1 (s)φ∆ (s) ∆s = −
∫
Tkj0

gj (s)φσ (s) ∆s, pour tout φ ∈ C1
0,rd

(
Tkj ,R

)

avec

C1
0,rd

(
Tkj ,R

)
:=
{
f : Tkj −→ R : f ∈ C1

rd

(
Tkj ,R

)
, f (a) = f

(
ρj−1 (b)

)
= 0
}
.

Théorème 3.5.1. Si u ∈ W n,p
∆ (T). Alors il existe une unique fonction x ∈ W n−1,p

∆ (T)

tels que

x = u ∆− p.p sur T0, x
∆(j)

= gj ∆− p.p sur Tkj0 , 1 ≤ j ≤ n.

avec gj : Tkj → R, 1 ≤ j ≤ n, sont donnés dans la définition 3.5.1.

Théorème 3.5.2. Soit n ∈ N et p ≥ 1. Alors l’espace W 1,p
∆ (T,R) est un espace de

Banach pour la norme

‖u‖Wn,p
∆ (T,R) =

j=n∑
j=0

∥∥∥u∆(j)
∥∥∥
Lp∆(Tkj ,R)

.

D’ailleurs, l’ensemble Hn
∆ (T) := W n,2

∆ (T) est un espace de Hilbert muni de produit

scalaire donné pour tout (ϕ, ψ) ∈ Hn
∆ (T)×Hn

∆ (T) par

(ϕ, ψ)H1
∆(T) :=

j=n∑
j=0

(
ϕ∆, ψ∆

)
L2

∆(Thj) .

Proposition 3.5.1. Soient p ∈ (1,∞) et n ∈ N, n ≥ 1. Alors, l’injection W n,p
∆ (T) ↪→

Cn−1 (T) est compacte.
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Chapitre 4

Inégalités de Hardy sur les échelles

de temps et leur application

Plusieurs inégalités importantes (par exemple : inégalité de Hölder, inégalité

de Poincaré... ) ont été d’une grande utilité pour l’étude de problèmes de type

(elliptiques, paraboliques. . . ) dans le cadre d’espaces fonctionnels où la variables

dans un ensemble continu. Dans ce chapitre, nous prouvons les inégalités de Hardy

sur les échelles de temps.

4.1 Historique

Le cadre classique de l’inégalité de Hardy énoncé pour f > 0, intégrable sur

l’ouvert (0, x) telle que fp intégrable sur (0,∞) avec p > 1 est∫ ∞
0

(
1

x

∫ x

0

f (t) dt

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

f (x)p dx. (4.1)

La constante

(
p

p− 1

)p
est le meilleur possible. Cette inégalité a été prouvée par

Hardy en 1925 c’est la version continue.

La version discrète de l’inégalité (4.1) est donné par :

n=∞∑
n=0

{
1

n

k=n∑
k=0

ak

}p

≤ 1

p− 1

n=∞∑
n=0

apn. (4.2)
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Dans [21], G. Hardy, J. E. Littlewood, et G. Polya ont développé une autre version

de l’inégalité de Hardy dans l’espace Sobolev∫
Ω

|u (x)|p

|x|p
dx ≤ Cp

∫
Ω

|∇u (x)|p dx, u ∈ W 1,p
0 (Ω) , (4.3)

avec p > 1 et Ω un ouvert dans Rn.

Plusieurs travaux furent réalisés par la suite et bien des généralisations furent ainsi

obtenues. L’une des plus achevées avec soin par Filippas, Maz’ya et Tertikas dans

[23] constitue à notre avis, l’une des études les plus exhaustives qui soit dans ce

domaine, soit Ω borné et convexe dans RN , N ≥ 3.∫
Ω

(
|∇u (x)|2 − |u (x)|2

4d (x,Ωc)

)
dx ≤M (Ω)

∫
Ω

(
|u (x)|

2n

n−2 dx

)n−2
n

, u ∈ C∞0 (Ω) ,

(4.4)

où C∞0 (Ω) est l’espace des fonctions de C∞ sur Ω et qui sont à support compacte

de Ω et M (Ω) une constante > 0.

Dans [18], Rupert Frank et Michael loss ont prouvé une autre inégalité appelée

inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya(∫
Ω

(
|∇u (x)|2 − |u (x)|2

4d (x,Ωc)

)
dx

)θ (∫
Ω

(
|u (x)|2 dx

)θ) ≥ KN,θ

(∫
Ω

|u (x)|q dx
) 2

q

, u ∈ C∞0 (Ω) ,

(4.5)

avec q ≥ 2, KN,θ une constante > 0, θ = N
2

(
1− 2

q

)
, Ω un ouvert dans RN tel que

N = 1 ou N = 2.

4.2 Inégalité de Hardy

Dans cette section, nous allons généraliser l’inégalité de Hardy (4.1) sur les

échelles de temps non bornées.

Soit T une échelle de temps tel que a ∈ T et supT =∞.

Définition 4.2.1. Soit f ∈ Lp∆ ([a,∞)T ,R+), tel que 1 < p < ∞. L’opérateur de

Hardy H est défnit par :

(Hf) (t) :=
1

(σ (t)− a)

∫ σ(t)

a

f (s) ∆s, pour tout t ∈ [a,∞)T .
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Le Théorème suivant prouve que l’opérateur de Hardy H : Lp∆ ([a,∞)T ,R+) →

Lp∆ ([a,∞)T ,R+) est continu.

Théorème 4.2.1. Soit 1 < p <∞. Si f ∈ Lp∆ ([a,∞)T ,R+), alors Hf ∈ Lp∆ ([a,∞)T ,R+).

De plus, nous avons l’inégalité suivante∫ ∞
a

(
1

σ (t)− a

∫ σ(t)

a

f (τ) dτ

)p

dt ≤
(

p

p− 1

)p ∫ ∞
a

f (τ)p dτ,

où

‖Hf‖Lp∆([a,∞)T,R) ≤ Cp ‖f‖Lp∆([a,∞)T,R) , (4.6)

avec Cp ≤
p

p− 1
.

Démonstration.

Soit 1 < p <∞.

Montrons que l’inégalité (4.6) est vérifiée pour toute fonction f ∈ C1
rd ([a,∞)T ,R+) .

On note

F (t) = (Hf) (t) , pour tout t ∈ [a,∞)T .

Ainsi,

µ (t)F∆ (t) = F σ (t)− F (t) , pour tout t ∈ [a,∞)T .

D’après le Théorème 1.2.4, on obtient

(F p)∆ (t) = pF∆ (t)

∫ 1

0

(h (F (t)− F σ (t)) + F σ (t))p−1 dh

≤ pF∆ (t) (F σ (t))p−1 . (4.7)

En utilisant (4.7), nous obtenons

(F σ)p − p

p− 1
(F σ)p−1 f = (F σ)p − α

α− 1
(F σ)p−1 ((t− a)F )∆

= (F σ)p − p

p− 1
(F σ)p−1 F σ − p

p− 1
(F σ)p−1 (t− a)F∆

= − 1

p− 1
(F σ)p − p

p− 1
(F σ)α−1 (t− a)F∆

≤ − 1

p− 1
(F σ)p − 1

p− 1
(F p)∆ (t− a)

= − 1

p− 1
(F p (t− a))∆ .
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En intègrent de a à t,∫ t

a

(F σ)p (s) ∆s−
∫ t

a

p

p− 1
(F σ)p−1 (s) f (s) ∆s ≤ 1

p− 1
F p (t) (t− a) ≤ 0.

D’aprés l’inégalité de Hölder (3.2), nous avons∫ t

a

(F σ)p (s) ∆s ≤ p

p− 1

∫ t

a

(F σ)p−1 (s) f (s) ∆s

≤ p

p− 1

(∫ t

a

fp (s) ∆s

) 1
p
(∫ t

a

(F σ)p (s) ∆s

)1− 1
p

.

Alors, on a ∫ b

a

(F σ)p (s) ∆s ≤
(

p

p− 1

)p ∫ b

a

fp (s) ∆s. (4.8)

Soit f ∈ Lp∆ ([a,∞)T ,R), comme C1
c ([a,∞)T ,R) est dense dans Lp∆ ([a,∞)T ,R),

alors il existe une suite (fn)n∈N ∈ C1
c ([a,∞)T ,R), telle que (fn)n∈N converge vers f

dans Lp∆ ([a,∞)T ,R).

On note Fn = Hfn, pour tout n ∈ N. D’après ce qui précède, pour tous n,m ≥ 1,

on a

‖Fn+m − Fn‖Lp∆([a,∞)T,R) ≤
p

p− 1
‖fn+m − fn‖Lp∆([a,∞)T,R) .

Donc (Fn)n∈N est de Cauchy dans Lp∆ ([a,∞)T ,R), par suite (Fn)n∈N converge dans

Lp∆ ([a,∞)T ,R) vers une fonction notée H ∈ Lp∆ ([a,∞)T ,R).

D’autre part on a

‖H‖Lp∆([a,∞)T,R) ≤ ‖H − F
σ
n ‖Lp∆([a,∞)T,R) + ‖F σ

n ‖Lp∆([a,∞)T,R) .

Alors, on a

‖H‖Lp∆([a,∞)T,R) ≤ lim
n→∞

‖Fn‖Lp∆([a,∞)T,R)

≤ p

p− 1
lim
n→∞

‖fn‖Lp∆([a,∞)T,R)

≤ p

p− 1
‖f‖Lp∆([a,∞)T,R) .

D’après l’inégalité de Hölder, on a pour tout t ∈ [a,∞)T,

|Fn (t)− F (t)| ≤ 1

σ (t)− a

∫ σ(t)

a

|fn (τ)− f (τ)| dτ

≤ (σ (t)− a)−
1
p ‖fn − f‖Lp∆([a,∞)T,R) .
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Comme (fn) ∈ N converge vers f dans Lp∆ ([a,∞)T ,R) , alors (Fn)n∈N converge

simplement vers F sur [a,∞)T.

D’après l’unicité de la limite, on a :

H = F, ∆− p.p.

Donc

‖F‖Lp∆([a,∞)T,R) ≤
p

p− 1
‖f‖Lp∆([a,∞)T,R) , pour f ∈ Lp∆ ([a,∞)T ,R) .

La preuve est complète.

Exemple 4.2.1. Soit l’échelle de temps T = N. Alors σ (n) = n+ 1.

Soit (an)n∈N une suite positive tel que (an)n∈N ∈ lp (N) = Lp∆ (N) , alors l’inégalité

(4.2) donné par :

∑
n∈N

1

n+ 1

(
k=n+1∑
k=0

ak

)p

≤
(

p

p− 1

)p∑
n∈N

(ak)
p .

4.3 Inégalité de Hardy-Sobolev

Remarque 4.3.1. Soit 1 < p <∞ et soit ψ une fonction définir sur [0, 1) par :

ψ (x) = (1− x)1−p − (p− 1)x− 1.

Par la croissance de la fonction ψ sur [0, 1), on déduit que

ψ (x) ≥ 0, pour tout x ∈ [0, 1) . (4.9)

Lemme 4.3.1. Soit 1 < p <∞ et soit ξ une fonction définie sur l’échelle de temps

(a, b]T −→ R par

ξ (t) :=
1

p− 1
(t− a)1−p .

Alors la fonction ξ est ∆-différentielle et

ξ∆ (t) ≤ − (σ (t)− a)−p , pour tout t ∈ (a, ρ (b)]T . (4.10)
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Démonstration.

Soit t ∈ (a, ρ (b)]T. Si t est un point dispersé à droite, alors

ξ∆ (t) =
1

(p− 1)

(σ (t)− a)1−p − (t− a)1−p

µ (t)

= −(σ (t)− a)−p

(p− 1)

(1− x (t))1−p − 1

x (t)
,

avec x (t) =
µ (t)

σ (t)− a
.

Par l’inégalité (4.9), en déduit l’inégalité(4.10).

Si t est un point dense, alors

ξ∆ (t) = lim
s→t

ξ(t)− ξ(s)
t− s

=
1

p− 1
lim
s→t

(t− a)1−p − (t− a)1−p

t− s
= − (t− a)−p .

D’où (4.10) est vérifiée.

Théorème 4.3.1. Soit 1 < p <∞. Alors il existe une constante Cp > 0 dépendante

seulement p tel que l’inégalité∫ b

a

∣∣f∆ (t)
∣∣p ∆t ≥ Cp

∫ b

a

|fσ (t)|p

|σ (t)− a|p
∆t, (4.11)

vérifié pour tout f ∈ W 1,p
0,∆ ([a, b]T).

Démonstration.

Soit f ∈ W 1,p
0,∆ ([a, b]T), alors

∫ b

a

ξ (t) (|f |p)∆
(t) ∆t = −

∫ b

a

ξ∆ (t) |fσ (t)|p ∆t.

D’autre part, pour φp (x) = |x|p , pour x ∈ R. φp est dérivable sur R et

∣∣∣φ′p (x)
∣∣∣ ≤ p |x|p−1 , pour tout x ∈ R.
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En appliquent le Théorème 1.2.4, nous avons∣∣∣(φp ◦ f)∆ (t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣f∆ (t)

∫ 1

0

φ
′

p (hf (t) + (1− h) fσ (t)) dh

∣∣∣∣
≤

∣∣f∆ (t)
∣∣ ∫ 1

0

|hf (t) + (1− h) fσ (t)|p−1 dh

≤ p
∣∣f∆ (t)

∣∣ |g (t)|p−1 , (4.12)

Avec

g (t) := max (|f (t)| , |fσ (t)|) , pour toutt ∈ [a, b]T .

Par (4.12) et l’inégalité de Hölder, nous obtenons∣∣∣∣∫ b

a

ξ (t) |fp|∆ (t) ∆t

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

ξσ (t)
∣∣∣|fp|∆ (t)

∣∣∣∆t
≤ p

∫ b

a

ξσ (t) |g (t)|p−1
∣∣f∆ (t)

∣∣∆t
≤ p

{∫ b

a

ξq (σ (t)) |g (t)|p ∆t

}q {∫ b

a

∣∣f∆ (t)
∣∣p ∆t

} 1
p

≤ p (p− 1)
p

1−p

{∫ b

a

|g (t)|p

(σ (t)− a)p
∆t

}q {∫ b

a

∣∣f∆ (t)
∣∣p ∆t

} 1
p

,

où q est l’exposent conjugué de p.

Par conséquent∫ b

a

∣∣f∆ (t)
∣∣p ∆t ≥ Cp

∣∣∣∣∫ b

a

ξ (t) |fp|∆ (t) ∆t

∣∣∣∣p{∫ b

a

|g (t)|p

(σ (t)− a)p
∆t

}1−p

≥ Cp

{
−
∫ b

a

ξ∆ (t) |fσ (t)|p ∆t

}p{∫ b

a

|g (t)|p

(σ (t)− a)p
∆t

}1−p

≥ Cp

{∫ b

a

|fσ (t)|p

(σ (t)− a)p
∆t

}p{∫ b

a

|fσ (t)|p

(σ (t)− a)p
∆t

}1−p

≥ Cp

∫ b

a

|fσ (t)|p

|σ (t)− a|p
∆t. (4.13)

4.4 Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya

Dans cette section, nous allons généraliser l’inégalité de Hardy-Sobolev–Maz’ya

(4.5) sur les échelles de temps.
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Soit δ : [a, b)T → R une fonction définir par

δ (t) :=
µ (t)

b− σ (t)
, pour t ∈ [a, b)T .

Théorème 4.4.1 (Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya ). Soit q ≥ 2. Si la fonc-

tion δ est décroissante sur [a, b)T , alors il existe une constante Cq > 0 dépendante

seulement de q telle que l’inégalité

b∫
a

∣∣f∆ (t)
∣∣2 ∆t ≥ 1

4

b∫
a

|f (t)|2

(b− t)2 ∆t+ Cq

 b∫
a

|f (t)|q ∆t


2
q

, (4.14)

vérifié pour tout f ∈ W 1,q
0,∆ ([a, b]T), avec Cq ≥

4

(q + 2)2 .

Démonstration.

Soit g une fonction définir par :

f (t) = η (t) g (t) , pour tout t ∈ [a, b]T .

Avec

η (t) =
√
b− t, pour tout t ∈ [a, b]T .

Alors η ∈ C1
rd ([a, b]T) et

η∆ (t) =
−1

η (t) + ησ (t)
pour tout t ∈ [a, ρ (b)]T . (4.15)

En utilisant la propriété (4.15), on obtient

ησ (t) g∆ (t) = f∆ (t) +
f (t)

η2 (t) + η (t) ησ (t)
. (4.16)

Par (4.15), nous avons

ησ (t) ≤ η (t) , pour tout t ∈ [a, ρ (b)]T .

et(
ησ (t) g∆ (t)

)2
=

∣∣f∆ (t)
∣∣2 +

f 2 (t)

(η2 (t) + η (t) ησ (t))2 +
2f∆ (t) f (t)

η2 (t) + η (t) ησ (t)

≤
∣∣f∆ (t)

∣∣2 +
2f (t)

(η2 (t) + η (t) ησ (t))

{
f (t)

(η2 (t) + η (t) ησ (t))
+ f∆ (t)

}
− |f (t)|2

4 (b− t)2

≤
∣∣f∆ (t)

∣∣2 + ξ (t) g∆ (t) g (t)− |f (t)|2

4 (b− t)2 . (4.17)
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Avec

ξ (t) := −2η∆ (t) ησ (t) , pour tout t ∈ [a, ρ (b)]T .

Alors ξ est ∆-différentiable pour tous les points dispersés à droite. Soit t ∈ [a, b]T tel

que t est un point dense à droite, alors t est un point d’accumulation , nous avons

deux cas.

(a) Le premier cas, il existe c, d ∈ [a, b]T tel que t ∈ [c, d] ⊂ [a, b]T, alors ξ est

∆-différentiable en t et ξ∆ (t) = 0.

(b) Le deuxième cas, il existe une suite (tk)k∈N ∈ R∩ [a, b]T, tel que, pour tout

k ∈ N on a tk est un point isolé et tk converge vers t lorsque k tend vers ∞.

Dans ce cas, ξ∆ (t) n’existe pas.

Le théorème 2.1.2, implique que

µ∆

({
t ∈ [a, b]T : σ (t) = t et t = lim

k−→∞
tk, (tk)k∈N ⊂ R

})
= 0.

Par conséquent, ξ∆ est ∆-différentiable p.p sur [a, b]T .

Soit t, s ∈ [a, ρ (b)]T tel que t > s, nous avons

ξ (t)− ξ (s) =
1

2
ξ (t) ξ (s)

{
η (s)

ησ (s)
− η (t)

ησ (t)

}
=

1

2
ξ (t) ξ (s)

{√
1 +

µ (s)

b− σ (s)
−

√
1 +

µ (t)

b− σ (t)

}
.

Alors ξ une fonction croissante.

Par suite,

b∫
a

ξ (t) g∆ (t) g (t) ∆t = −
b∫

a

[ξ.g]∆ (t) gσ (t) ∆t

= −
b∫

a

ξ∆ (t) |gσ (t)|2 ∆t−
∫ b

a

ξ (t) g∆ (t) gσ (t) ∆t

≤ −
b∫

a

ξ (t) g∆ (t) g (t) ∆t−
∫ b

a

ξ (t)µ (t)
∣∣g∆ (t)

∣∣2 ∆t

≤ −
b∫

a

ξ (t) g∆ (t) g (t) ∆t.
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Ce qui signifie que
b∫

a

ξ (t) g∆ (t) g (t) ∆t ≤ 0

En utilisant la dernière inégalité et l’ inégalité (4.17), nous avons

b∫
a

∣∣ησ (t) g∆ (t)
∣∣2 ∆t ≤

b∫
a

(∣∣f∆ (t)
∣∣2 − |f (t)|2

4 (b− t)2

)
∆t. (4.18)

Par le théorème 1.2.4, on obtient l’inégalité suivante(
|g (t)|

q+2
2

)∆

≤
q+2

2

∣∣g∆ (t)
∣∣ ∫ 1

0

|hg (t) + (1− h) gσ (t)|
q
2 dh

≤
q+2

2

∣∣g∆ (t)
∣∣ |g1 (t)|

q
2 .

Avec g1 (t) := max (|g (t)| , |gσ (t)|) , pour tout t ∈ [a, b]T.

Comme la fonction η est décroissante, nous avons

|f (t)|
q+2

2 = |η (t)|
q+2

2

t∫
a

(
|g (s)|

q+2

2

)∆

∆s

≤ q + 2

2

t∫
a

|η (t)|
q+2

2

∣∣g∆ (s)
∣∣ |g1 (s)|

q
2 ∆s

≤ q + 2

2

t∫
a

∣∣g∆ (s)
∣∣ |g1 (s)|

q
2 |η (s)|

q+2
2 ∆s.

Par l’inégalité de Hölder, on a

|f (t)|q+2 ≤ mq

 b∫
a

∣∣g∆ (t)
∣∣2 η2 (t) ∆t

 b∫
a

|g1 (t)|q ηq (t) ∆t


≤ mq

b∫
a

(∣∣f∆ (t)
∣∣2 − |f (t)|2

4 (b− t)2

)
∆t

 b∫
a

|f1 (t)|q ∆t

 .

Avec mq = 1
4

(q + 2)2 et

f1 (t) := max (|f1 (t)| , |fσ1 (t)|) , pour toutt ∈ [a, b]T .
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Alors

b∫
a

|f1 (t)|q ∆t ≤ (mq)
q
q+2

 b∫
a

(∣∣f∆ (t)
∣∣2 − |f (t)|2

4 (b− t)2

)
∆t


q
q+2
 b∫

a

|f1 (t)|q ∆t


q
q+2

.

Donc
b∫

a

∣∣f∆ (t)
∣∣2 ≥ 1

4

b∫
a

|f (t)|2

(b− t)2 ∆t+
1

mq

 b∫
a

|f1 (t)|q ∆t


2
q

.

D’où l’inégalité (4.14) est vérifié.

4.5 Problème aux limites linéaires

Dans [22], J. P. Garcia Azorero et I. Peral Alonso ont étudié l’existence d’une

solution pour le problème aux limites suivant
∆pu+

λ

|x|p
|u|p−1 u = −f, x ∈ Ω,

u (x) = 0 x ∈ ∂Ω.

(4.19)

où Ω un ouvert dans Rn contenant le point 0, λ ∈ R, p ≥ 2, f ∈ Lq (Ω) où q est le

conjugué de p.

Dans cette section, on s’intéresse à l’existence et l’unicité de la solution du

problème aux limites
(
ru∆

)∆
(t) + h (t)uσ (t) = −f (t) , t ∈ [a, ρ2 (b)]T ,

u (a) = u (b) = 0.
(4.20)

où f ∈ L2 ([a, b]T) et r, h sont des fonction satisfaisant les hypothèses suivantes :

(H1) r ∈ L∞ ([a, b]T) et il exsite une constante α > 0 tel que

r (t) > α, ∆-p.p t ∈ [a, b]T .

(H2) Il existe deux constante ξ, η > 0 tel que

h (t) ≤ ξ

b− t
+ η, pour tout t ∈ [a, b)T ,
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(H3) γ := (α + 8ξd)− (10ξd+ η)
√
d > 0, avec d := b− a.

(H4) La fonction δ est décroissante sur [a, b)T .

L’étude de l’existence et l’unicité de la solution du problème (4.20) est étroitement

liés à l’inégalité de Hardy.

Définition 4.5.1. Une solution faible de (4.20) est une fonction u ∈ H1
0,∆ ([a, b]T)

telle que∫ ρ(b)

a

r (t)u∆ (t) v∆ (t) ∆t−
∫ ρ(b)

a

h (t)u (t) vσ (t) ∆t =

∫ ρ(b)

a

f (t) vσ (t) ∆t.

Le problème (4.20) est un problème variationnel dans l’espace de HilbertH1
∆,0 ([a, b]T) .

Ce qui nous amène à utiliser le Théorème de Lax Milgram appliqué à la forme bi-

linéaire

a (u, v) :=

∫ ρ(b)

a

r (t)u∆ (t) v∆ (t) ∆t−
∫ ρ(b)

a

h (t)uσ (t) vσ (t) ∆t.

Remarque 4.5.1. Pour tout u ∈ H1
∆,0 ([a, b]T), on a les inégalités suivantes

‖uσ‖L2
∆([a,ρ(b)]T)

≤ ‖u‖L2
∆([a,b]T)

+ d
∥∥u∆

∥∥
L2

∆([a,ρ(b)]T)
, (4.21)

et
1

2

∫ ρ(b)

a

|uσ (t)|2

(b− t)2 ∆t ≤
∫ ρ(b)

a

|u (t)|2

(b− t)2 ∆t+

∫ ρ(b)

a

|u (t)|2 ∆t. (4.22)

Théorème 4.5.1. Le problème (4.20) admet une solution unique dans H1
0,∆ ([a, b]T) .

De plus, il existe une constante C0 > 0 indépendante u et f telle que

‖u‖H1
∆([a,b]T)

≤ C0 ‖f‖L2
∆([a,b]T)

. (4.23)

Démonstration.

Il est clair que la forme bilinéaire a (u, v) est symétrique.

Soit u, v ∈ H1
0,∆ ([a, b]T) , par l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya (4.14), l’inégalité

de Hölder et (4.21), on a

|a (u, v)| ≤
∫ ρ(b)

a

r (t)
∣∣u∆ (t)

∣∣ ∣∣v∆ (t)
∣∣∆t+

∫ ρ(b)

a

|h (t)| |u (t)| |vσ (t)|∆t

≤ (‖r‖∞ + 4 |ξ| d)
∥∥u∆

∥∥
L2

∆

∥∥v∆
∥∥
L2

∆
+ |η| ‖u‖L2

∆
‖vσ‖L2

∆

≤ C ‖u‖H1
∆([a,b]T)

‖v‖H1
∆([a,b]T)

,
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avec C = ‖r‖∞ + 4 |ξ| d+ |η| (1 + d). Donc la forme a (., .) est continue.

Montrons que a (., .) est coercive. Soit u ∈ H1
0,∆ ([a, b]T), par (4.22), on trouve

a (u, u) ≥ α

∫ ρ(b)

a

∣∣u∆ (t)
∣∣2 ∆t− ξ

∫ ρ(b)

a

|uσ (t)|2

b− t
∆t− η

∫ ρ(b)

a

|uσ (t)|2 ∆t

≥ α

∫ ρ(b)

a

∣∣u∆ (t)
∣∣2 ∆t− ξd

∫ ρ(b)

a

|uσ (t)|2

(b− t)2 ∆t− η
∫ ρ(b)

a

|uσ (t)|2 ∆t

≥ α

∫ ρ(b)

a

∣∣u∆ (t)
∣∣2 ∆t− 2ξd

∫ ρ(b)

a

|u (t)|2

(b− t)2 ∆t− (η + 2ξd)

∫ ρ(b)

a

|uσ (t)|2 ∆t.

Par l’inégalité de Hardy -Sobolev-Maz’ya (4.14) , on trouve

a (u, u) ≥ (α + 8ξd)

∫ ρ(b)

a

∣∣u∆ (t)
∣∣2 ∆t− (10ξd+ η)

∫ ρ(b)

a

|u (t)|2 ∆t

≥ (α + 8ξd)
∥∥u∆

∥∥2

L2
∆([a,ρ(b)]T)

− (10ξd+ η)
√
d
∥∥u∆

∥∥2

L2
∆([a,ρ(b)]T)

= γ ‖u‖2
H1

∆,0([a,b]T)
.

Par conséquent, la forme bilinéaire a (., .) est continue et coercive. D’après le théorème

de Lax-Milgram, alors le problème (4.20) admet une solution unique dansH1
0,∆ ([a, b]T).

Grace à l’inégalité de Poincaré, il existe une constante L > 0 telle que

‖u‖H1
∆([a,b]T)

≤ L
∥∥u∆

∥∥
Lp∆([a,b]T)

,

Ce qui ∫ ρ(b)

a

f (t)uσ (t) ∆t = a (u, u) ≥ γ

∫ ρ(b)

a

∣∣u∆ (t)
∣∣2 ∆t

≥ γL ‖u‖2
H1

∆([a,b]T)
.

Par l’inégalité de Hölder et l’inégalité (4.22), on obtient l’inégalité (4.23).

Le Théorème 4.5.1 nous permet de montrer qu’il existe une unique solution

u ∈ H1
∆ ([a, b]T) de problème (4.20) .

Définition 4.5.2. Si la solution u du problème (4.20) est dans H2
∆ ([a, b]T). On dit

que u est une solution forte.
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Proposition 4.5.1. Si la fonction r est ∆−différentiable presque partout et r∆ ∈

L∞∆ ([a, ρ (b)]T) , alors le problème (4.20) admet une solution unique dans H2
∆ ([a, b]T)

et vérifié

‖u‖H2
∆([a,b]T)

≤ C1 ‖f‖L2
∆([a,b]T)

, (4.24)

où C1 une constante indépendante de u et f.

Démonstration.

Grace au Théorème 4.5.1, le problème (4.20) admet une solution unique dansH1
0,∆ ([a, b]T).

Soit u la solution faible de (4.20) et soit f ∈ L2
∆ ([a, b]T) , alors∫ b

a

|h (t)u (t)|2 ∆t ≤ 2ξ2

∫ b

a

|u (t)|2

(b− t)2 ∆t+ 2η2

∫ b

a

|u (t)|2 ∆t.

Par l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya hu ∈ L2
∆ ([a, b]T) et

(
ru∆

)∆
= −f + hu ∈ L2

∆ ([a, b]T) .

D’autre part on a

(
ru∆

)∆
(t)− u∆ (t) r∆ (t) = rσ (t)u∆(2)

(t) , pour tout t ∈
[
a, ρ2 (b)

]
T . (4.25)

Ainsi, u∆ ∈ L2
∆ ([a, ρ (b)]T) et r∆ ∈ L∞∆ ([a, ρ (b)]T) , par l’inégalité de Hölder u∆r∆ ∈

L2
∆ ([a, ρ (b)]T) et par (4.25) on déduit que rσu∆(2) ∈ L2

∆ ([a, ρ2 (b)]T) .

D’après l’hypothèse (H1), on a rσ (t) ≥ α, pour tout t ∈ [a, b]T . Alors u∆(2) ∈

L2
∆ ([a, ρ2 (b)]T) , ce qui signifie que la solution u ∈ H2

∆ ([a, b]T) .

Par suite on a

α

∫ ρ2(b)

a

∣∣∣u∆(2)

(t)
∣∣∣2 ∆t ≤

∫ ρ2(b)

a

∣∣∣rσ (t)u∆(2)

(t)
∣∣∣2 ∆t

≤
∫ ρ2(b)

a

∣∣h (t)u (t)− u∆ (t) r∆ (t)− f
∣∣2 ∆t

≤ 2ξ2

∫ b

a

|u (t)|2

(b− t)2 ∆t+ 2η2

∫ b

a

|u (t)|2 ∆t

+ ‖r‖2
∞

∫ ρ(b)

a

∣∣u∆ (t)
∣∣2 ∆t+

∫ b

a

|f (t)|2 ∆t.
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Par l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya, on obtient

α

∫ ρ2(b)

a

∣∣∣u∆(2)

(t)
∣∣∣2 ∆t ≤

(
8ξ2 + ‖r‖2

∞
) ∫ ρ(b)

a

∣∣u∆ (t)
∣∣2 ∆t+ 2η2

∫ b

a

|u (t)|2 ∆t+

∫ b

a

|f (t)|2 ∆t

≤ c1 ‖u‖2
H1

∆
+ ‖f‖2

L2
∆
,

avec c1 = 8ξ2 + ‖r‖2
∞. Par l’inégalité (4.23) on obtient (4.24) .

Définition 4.5.3. Si la solution du problème (4.20) est dans C2 ([a, b]T). On parle

alors de la solution classique.

On déduit immédiatement la proposition ci-dessus

Proposition 4.5.2 (Régularité globale des solutions). Si la fonction r est k fois

∆−différentiable presque partout et r∆(k) ∈ L∞∆
([
a, ρk (b)

]
T

)
.

Soit f ∈ Hk
∆ ([a, b]T) , alors le problème (4.20) admet une solution unique dans

Hk+2
∆ ([a, b]T) et vérifié

‖u‖Hk+2
∆ ([a,b]T)

≤ Ck ‖f‖Hk
∆([a,b]T)

, (4.26)

où Ck une constante indépendante de u et f.

Grâce au Théorème d’injections Sobolev, on déduit le corollaire suivante

Corollaire 4.5.1. Si r∆(k) ∈ L∞∆
([
a, ρk (b)

]
T

)
et f ∈ Hk

∆ ([a, b]T) avec k ≥ 3, alors

la solution de problème (4.20) u ∈ C2 ([a, b]T) (u une solution classique).
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Résume

Notre travail se compose en deux parties reliées les uns aux autres. La partie I

est essentiellement consacrée à l’étude des propriétés des espaces fonctionnels sur les

échelles de temps. La première partie I se départage en deux points. Dans le périmer

point on parle sur les espace de Lebesgue qui sont importent dans l’analyse fonc-

tionnels. Dans le deuxième point on s’intéresse à l’étude des propriétés des espaces

de Sobolev établi de la théorie des équations aux dérivées partielles et l’analyse.

Dans la partie II de la thèse on s’intéresse à l’inégalité de Hardy qui sont essen-

tielle à l’application dans le problème aux limites.

Abstract

Our work consists of two parts connected to each other. Part I is primarily

devoted to the study of the properties of functional spaces on time scales. Part I

is in two tiebreaker points. In talking points expire on the Lebesgue spaces which

are imported into the functional analysis. In the second point we are interested

in studying the properties of Sobolev spaces established theory partial differential

equations and analysis.

In Part II of the thesis we are interested in Hardy inequalities which are essential

for the application in the boundary value problem
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