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Introduction

L'étude des équations aux dérivées partielles de type hyperbolique, présente un sujet

important dont les premiers pas remontent à d'Alembert avec l'équation des ondes et

à Euler pour des équations des ondes décrivant l'évolution d'un �uide.

Cette thèse se propose d'étudier certaines équations aux dérivées partielles du type

hyperbolique faisant intervenir l'operateur divergentiel div(|∇xu|p−2∇xu).

L'objet principal de ce manuscrit concerne l'étude du comportement asymptotique

des solutions globales d'une équation construite à partir du p-Laplacien dé�ni par,

∆pu = div(|∇xu|p−2∇xu) avec p ≥ 2. L'aspect non linéaire d'un tel opérateur rend

l'étude technique plus di�cile que dans le cas où p = 2.

On se concentera sur des équations soumises à l'action d'un phénomène extérieur qui

peut être de nature diverse ; on peut citer l'action de gravité, le frottement, la chaleur,

etc. Ces phénomènes qui font décroitre l'énergie sont modélisés le plus souvent par

des termes dissipatifs.

On démontrera que l'énergie notée E(t) véri�e une inégalité intégrale et on déduira

sa vitesse de décroissance vers 0.
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On se penchera plus précisément sur des cas de stabilité uniforme où l'énergie E(t)

doit véri�er des estimations du type

E(t) ≤ C G(t) pour tout t ≥ 0,

et G : R+ −→ R+ est une fonction continue décroissante satisfaisant

G(t) −→ 0 quand t −→ +∞.

Rappelons ici que la dissipation découle du fait qu'on ait une fonctionnelle strictement

convexe et strictement décroissante dépendant e�ectivement du temps. La fonction-

nelle en question est souvent liée à une énergie c'est pourquoi on parle d'estimation

de l'énergie.

Notre démonstration repose essentiellement sur la méthode des multiplicateurs

et quelques inégalités intégrales introduites par Komornik [18], Haraux [14] et

Martinez [23]. L'étude fait aussi appel au concept des ensembles stables de Sattinger

[28] ainsi que quelques propriétés sur les espaces de Sobolev dans RN .

Ce manuscrit est structré en cinq chapitres :

Le premier chapitre qui présente en fait des résultats préliminaires, a pour but de

rappeler quelques dé�nitions concernant surtout les espaces de fonctions continues,

les espaces Lp, ainsi que quelques inégalités usuelles, à savoir l'inégalité de Hölder

et Young. De telles inégalités seront très utiles lors des passages aux estimations

présentes dans une grande partie de ce travail.

On avait aussi besoin de rappeler quelques propriétés des espaces de Sobolev en

dimension n. Rappelons qu'en physique l'espace de Sobolev est souvent appelé espace

d'énergie au sens où il est constitué de fonctions d'énergie �nies (c'est à dire des

normes ‖ . ‖H1(Ω)). Nous avons aussi donné un bref aperçu sur certaines inégalités

de Sobolev ainsi que les di�érentes formes que peut avoir la formule de Green qui
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présente un outil de base dans la résolution des équations aux dérivées partielles.

Le deuxième chapitre est consacré aux inégalités intégrales. On rappel d'abord

quelques inégalités intégrales classiques introduites par Komornik [18] et Haraux

[14]. Ensuite, on donne une forme plus générale à ces inégalités, c'est la forme

introduite par Martinez [23] et dont l'idée consiste à introduire des fonctions poids.

Il est important de noter que l'estimation du taux de décroissance de l'énergie repose

essentiellemnt sur ces inégalités.

Le troisième chapitre est consacré à l'étude de l'équation des ondes non linéaire de

type p-Laplacien avec une dissipation de type m-Laplacien. On considère le problème

de la forme,
utt − div(|∇xu|p−2∇xu)− a div(|∇xut|m−2∇xut) = b|u|r−2u dans Ω× [0,+∞[,

u = 0 sur Γ× [0,+∞[,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

où Ω est un domaine borné de Rn à frontière régulière Γ = ∂Ω avec a, b > 0 et

p, m, r ≥ 2 des nombres réels.

Dans un premier temps et en combinant l'idée introduite par Ye [32] ainsi que le

concept des ensembles stables de Sattinger [28], on montre l'existence d'une solution

globale pour des conditions initiales (u0, u1) ∈ W 1,p(Ω)×L2(Ω) et u0 dans l'ensemble

stable choisit. Par la suite, on détermine le comportement asymptotique de l'énergie.

Plus justement on donne une estimation de sa vitesse de décroissance vers 0.

Les inégalités intégrales introduites par Haraux [14] et Komornik [19] restent l'outil

de base nous permettant d'aboutir à de telles estimations.

Les résulats obtenus dans ce chapitre on fait l'objet d'un article paru dans Zeitschrift

für Analysis und ihre Anwendungen (voir [25]).
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Dans le quatrième quatre, on considère le problème aux limite à valeurs initiales pour

l'équation des ondes de type p-Laplacien avec une dissipation forte (de la forme ∆ut),

suivant :
(|ut|l−2ut)t − div(|∇xu|p−2∇xu)−∆ut + g(x, u) = 0 dans Ω× [0,+∞[,

u = 0 sur ∂Ω× [0,+∞[,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

Pour p, l ≥ 2, on détermine le comportement asymptotique de l'énergie, en imposant

certaine condition sur la fonction g. Les résultats obtenus étendent dans un certain

sens ceux démontrés par Chen, Yao and Shao [10].

Dans le cinquième chapitre, on considère l'équation des ondes de type p-Laplacien

avec une dissipation faible de la forme,
utt − div(|∇xu|p−2∇xu) + σ(t)(ut − div(|∇xut|m−2∇xut)) = 0 dans Ω× [0,+∞[,

u = 0 sur ∂Ω× [0,+∞[,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

où σ est une fonction positive véri�ant certaines conditions. A l'aide de nouvelles

inégalités intégrales introduite par Martinez [23] et dont la preuve repose sur la

construction d'une fonction poids liée au comportement asymptotique du terme dis-

sipatif (σ(t)(ut − div(|∇xut|m−2∇xut))) ; on aboutit à des résultats de décroissance

polynomiale et exponentielle concernant l'énergie.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette première partie, nous poserons les dé�nitions et les résultats de base qui

nous serons utiles par la suite. Nous nous somme contentés donc de donner un bref

aperçu de certaines notions de base. Pour plus de détails le lecteur est invité à consul-

ter les ouvrages [1] et [9].

1.1 Les espaces de fonctions continues et de

classe Ck

Dé�nition 1.1.1. Soit Ω ⊆ Rn. Une fonction u : Ω −→ R est dite continue si

∀x0 ∈ Ω,∀ε > 0, tel que

x ∈ E, ‖x− x0‖ < δ ⇒ |u(x)− u(x0)| < ε

où la norme de Rn est la norme euclidienne.

Dé�nition 1.1.2. Soit Ω un ouvert de R. On dé�nit :

C0(Ω) = {u : Ω −→ R| u est continue }

C0(Ω) = {u : Ω −→ R| u est continue et se prolonge continument à Ω}

Exemple 1.1.1. La fonction f : R∗+ −→ R dé�nie par f(x) = x sin( 1
x
) est continue

sur R∗+. De plus, f se prolonge continûment à Ω = R+ en posant f(0) = 0. Ainsi
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f ∈ C0(Ω)

Dé�nition 1.1.3. Sur C0(Ω), on pose l'application

‖.‖C0 : C0(Ω) −→ R

u 7−→ sup
x∈Ω
|u(x)|.

On peut alors véri�er que ‖.‖C0 ainsi dé�nie est une norme sur C0(Ω). De plus,

(C0(Ω), ‖.‖C0) est un espace de Banach.

Dé�nition 1.1.4. Soit Ω un ouvert de Rn. Une fonction u :−→ R est dite de classe

Ck sur Ω si toute ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre k existent et sont continues.

Plus formellement, u :−→ R est de classe Ck sur Ω si ∇mu ∈ C0(Ω). ∀m ∈

{0, 1, ....., k} où

∇mu =
∂mu

∂m1x1∂m2x2...∂mnxn
avec

n∑
i=1

mi = m.

On pose alors,

Ck(Ω) ={u : Ω −→ R | u est de classe Ck sur Ω}

Ck(Ω) ={u : Ω −→ R |u ∈ Ck(Ω) et toutes ses dérivées partielles jusqu' à l'ordre k

se prolonge continûment à Ω }.

Ainsi que

C∞(Ω) =
⋂
k≥0

Ck(Ω), C∞(Ω) =
⋂
k≥0

Ck(Ω)

Dé�nition 1.1.5. Sur Ck(Ω). On pose l'application

‖.‖Ck : Ck(Ω) −→ R

u 7−→ max
0≤m≤k

(
sup
x∈Ω

|∇mu(x)|

)
.

On peut alors véri�er que ‖.‖Ck ainsi dé�nie est une norme sur Ck(Ω). De plus, Ck(Ω)

muni de cette norme est un espace de Banach.
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Dé�nition 1.1.6. Soit Ω un ouvert de Rn. On dé�nit le support d'une fonction

u ∈ Ck(Ω), respectivement d'une fonction u ∈ Ck(Ω), comme étant l'ensemble,

supp u = {x ∈ Ω |u(x) 6= 0}.

Pour k > 0, on pose alors Ck
0 (Ω), respectivement Ck

0 (Ω), l'ensemble des fonctions

Ck
0 (Ω), respectivement des fonctions Ck

0 (Ω), pour lesquelles le support de u est com-

pact dans Rn.

Dé�nition 1.1.7. Soit Ω un ouvert de Rn et α ∈]0, 1]. Pour tout u ∈ C0(Ω) et pour

tout sous-ensemble compact D de Ω, on pose

[u]C0,α(D) := sup

{
|u(x)− u(y)|
‖x− y‖α

| x, y ∈ D, x 6= y

}
.

On dé�nit alors

C0,α(Ω) := {u ∈ C0(Ω) | [u]C0,α(D) est �nie, pour tout sous-ensemble compact

D ⊂ Ω }

et

[u]C0,α := sup
{

[u]C0,α(D) |D est un sous ensemble compact de Ω
}
.

Remarque 1.1.1. Ainsi, ∀u ∈ C0,α(Ω), il existe une constante C > 0 telle que

|u(x)− u(y)| ≤ C‖x− y‖α , ∀x, y ∈ Ω.

Dé�nition 1.1.8. Soit Ω un ouvert de Rn et α ∈ ] 0, 1]. On dé�nit

C0,α(Ω) := {u ∈ C0(Ω) | [u]C0,α <∞}.

On peut alors munir C0,α(Ω) de la norme ‖.‖C0,α dé�nie par

‖.‖C0,α := ‖.‖C0 + [u]C0,α , ∀u ∈ C0,α(Ω).

L'espace C0,α(Ω) muni de la norme ‖.‖C0,α est alors est un espace de Banach.
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Dé�nition 1.1.9. Soit Ω un ouvert de Rn et α ∈ ] 0, 1]. On dé�nit alors :

Ck,α(Ω) := {u ∈ Ck(Ω) | ∇ku ∈ C0,α(Ω)}.

Ck,α(Ω) := {u ∈ Ck(Ω) | [∇ku]C0,α <∞}.

Dé�nition 1.1.10. Pour tout u ∈ Ck,α(Ω). On pose

‖.‖Ck,α := ‖.‖Ck + [∇ku]C0,α .

On peut alors véri�er que ‖.‖Ck,α ainsi dé�nie est une norme et que (Ck(Ω), ‖.‖Ck,α),

est un espace de Banach.

Remarque 1.1.2. par abus de notation, on note Ck(Ω) = Ck,0(Ω) et Ck(Ω) =

Ck,0(Ω), pour k ≥ 0.

1.2 Les espaces Lp

Dé�nition 1.2.1 (Fonction mesurable).

Une fonction f : Ω −→ R est dite mesurable si pour tout α ∈ R, l'ensemble,

Eα = {x ∈ Ω | f(x) ≥ α}

est mesurable au sens de Lebesgue.

Dé�nition 1.2.2 (Fonction intégrable).

On dit qu'une fonction mesurable f : Ω −→ R est intégrable au sens de Lebesgue si,∫
Ω

|f | <∞.

Dé�nition 1.2.3 (Espace de Lebesgue).

Soit p ∈ R et 1 ≤ p <∞. On appelle l'espace de Lebesgue Lp(Ω) l'ensemble,

LP (Ω) = {: Ω −→ R| f mesurable et |f |p intégrable} .
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De plus, pour toute fonction f ∈ LP (Ω), on pose :

‖f‖Lp = ‖f‖p =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
)1

p

Si p =∞ et f : Ω −→ R mesurable, alors on dé�nit ‖ . ‖L∞ :

‖ . ‖L∞ = inf {α : |f(x)| ≤ α presque par tout } .

Dé�nition 1.2.4. Soient Ω un ouvert de Rn et 1 ≤ p ≤ ∞. On dé�nit l'espace

Lploc(Ω) par l'ensemble des f : Ω −→ R telles que f ∈ Lp(Ω
′
), pour tout Ω′ avec

Ω′ ⊆ Ω et dont la fermeture est compacte dans Rn.

Remarque 1.2.1.

1. En particulier, on a Lp(Ω) ⊆ Lploc(Ω).

2. En revanche, on a pas toujours l'égalité. En e�et, la fonction f(x) = 1
x
est

L1
loc(]0, 1[) mais f n'est pas L1(]0, 1[).

Dé�nition 1.2.5 (Espaces de fonctions à valeurs dans X).

On introduit maintenant les espaces de fonctions à valeurs dans X (Espace de Hilbert

séparable ).

Une fonction f : [0, T ) −→ X est dit étagée si elle est de la forme

f(t) =
k∑
i=1

viχEi(t)

où les vi sont des éléments de X, les Ei une partition mesurable (pour la mesure de

Lebesgue) de [0, T ] et χEi désigne la fonction caractéristique de Ei.

On dit qu'une fonction f : [0, T ) −→ X est mesurable, s'il existe une suite de fonc-

tions étagées fn telle que lim
n→+∞

‖fn − f‖X = 0 presque par tout dans [0, T ].
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Pour 1 ≤ p ≤ +∞, on appelle Lp(0, T ;X) l'espace des (classes de) fonctions mesu-

rables de [0, T ] dans X telles que

‖f‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖f(t)‖pXdx
)1/p

< +∞ pour p < +∞

‖f‖Lp(0,T ;X) = sup
t∈[0,T ]

‖f(x)‖X < +∞ pour p = +∞

L'espace Lp(0, T ;X) est un espace de Banach pour la norme dé�nie ci-dessus. il est

séparable si 1 ≤ p ≤ ∞. En fait, C([0, T ];X) est dense dans Lp(0, T ;X) pour ces

mêmes valeurs de p.

L'espace L2(0, T ;X) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f, g)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(f(t), g(t))Xdt.

Notons en�n que L∞(0, T ;X) est le dual d'un espace séparable.

1.3 Quelques inégalités usuelles

1.3.1 Inégalité de Young

Dé�nition 1.3.1. On dit que p, q ∈ [ 1,+∞[ sont deux exposants conjugués si

1

p
+

1

q
= 1 .

Il est clair que si p = 1 alors q =∞, si q = 1 alors p =∞ et sinon q = p
p−1

.

On donne ici quelques identités pratiques concernant les exposants conjugués quand

p, q > 1 :

p =
q

q − 1
⇔ p q = p+ q ⇔ q

p
= q − 1 .
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Lemme 1.3.1 (Inégalité de Young). Soient a, b > 0 et 1 < p, q < +∞ deux

exposants conjugés. Alors

a b ≤ a p

p
+
b q

q
.

1.3.2 Inégalité de Hölder

Théorème 1.3.1 ([9]). Soient Ω ⊂ Rn ainsi que deux réels p, q ∈ [ 1,+∞[ tels que

1

p
+

1

q
= 1 .

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp(Ω). Alors le produit fg ∈ L1(Ω) et on a∫
Ω

|f(x) g(x)| dx ≤
(∫

Ω

|f(x)|p dx
)1/p(∫

Ω

|g(x)|q dx
)1/q

si p, q < +∞ .

1.4 Quelques rappels sur les espaces de Sobo-

lev

Nous introduirons ici les espaces de Sobolev en dimension n. Nous mettrons en avant

des résultats importants, particulièrement délicats en dimension supérieure à un.

1.4.1 Dérivée au sens faible

Lemme 1.4.1 ([1]). Soient Ω un ouvert de Rn et u ∈ Lploc(Ω) tels que,∫
Ω

u(x)φ(x)dx = 0 pour tout φ ∈ C∞0 (Ω).

Alors u = 0 presque partout dans Ω.

Dé�nition 1.4.1. Soient Ω un ouvet de Rn et u ∈ L1
loc(Ω). On dit que la fonction

u ∈ L1
loc(Ω) est la dérivée partielle faible de u par rapport à xi si,∫

Ω

v(x)φ(x)dx = −
∫

Ω

u(x)
∂φ

∂xi
, ∀φ ∈ C∞0 (Ω).
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Par abus de notation, on écrit v =
∂u

∂xi
ou v = uxi .

Remarque 1.4.1. Rappelons quelques remarques importantes.

1. Si la dérivée faible existe, alors elle est unique. En e�et, soient v, v′ ∈ LPloc(Ω)

tels que ∀φ ∈ C∞0 (Ω),∫
Ω

v(x)φ(x)dx = −
∫

Ω

u(x)
∂φ

∂xi
(x)dx =

∫
Ω

v′(x)φ(x)dx

Alors ∫
Ω

(v(x)− v′(x))φ(x)dx = 0, ∀φ ∈ L∞0 (Ω)

et ainsi, par le Lemme 1.4.1, v = v′ presque partout.

2. Si u di�érentiable, alors sa dérivée faible est toujours égale à sa dérivée partielle

au sens useuel. En e�et, on a de la formule d'intégration par partie∫
Ω

u(x)
∂φ

∂xi
(x)dx = [u(x)φ(x)]∂Ω −

∫
Ω

u(x)
∂φ

∂xi
(x)dx = −u(x)

∂φ

∂xi
(x)φ(x)dx,

vu que φ ∈ C∞0 (Ω).

Exemple 1.4.1. La fonction u(x) = |x| dé�nie sur R n'admet pas de dérivée faible.

Ainsi, toute fonction n'est pas forcément dérivable au sens faible.

1.4.2 Espaces de Sobolev en dimension 1

L'espace W 1,p(I)

Dé�nition 1.4.2. Soit I = (a, b) un intervalle (pas forcément borné) et p ∈ R avec

1 ≤ p ≤ ∞. On dé�nit l'espace de Sobolev W 1,p(I) par :

W 1,p(I) :=

{
u ∈ Lp(I) | ∃g ∈ Lp(I) tel que

∫
I

uφ′ = −
∫
I

gφ ∀φ ∈ C∞0 (I)

}



1.4 Quelques rappels sur les espaces de Sobolev 19

On pose

H1(I) = W 1,2(I).

En utilisant le Lemme fondamental de calcul des variations qui dit :

Soit f ∈ L1
loc(I) telle que ∫

I

fφ = 0 ∀φ ∈ C∞0 (I),

alors f = 0. On peut conclure que dans la dé�nition précédente, si g existe, elle est

unique. On pose alors g = u′.

Lemme 1.4.2. On munit W 1,p(I) de la norme :

‖u‖W 1,p(I) := ‖u‖Lp(I) + ‖u′‖Lp(I) (1.1)

L'espace H1 est muni du produit scalaire

(u, v)H′ = (u, v)L2 + (u′, v′)L2

et de sa norme associée

‖u‖H1 = (‖u‖2
L2 + ‖u′‖2

L2)
1
2

Dé�nition 1.4.3. Soit 1 ≤ p < ∞, on désinge par W 1,p
0 (I) la fermeture de C∞0 (I)

dans W 1,p(I), c'est -à-dire que W 1,p
0 (I) = C∞0 (I). Si p = 2, on note W 1,p(I) = H1

0 (I).

L'espace Wm,p(I)

Dé�nition 1.4.4. Soit m > 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞. On dé�nit Wm,p(I) par

récurrence :

Wm,p(I) = {u ∈ Wm−1,p(I) ;u′ ∈ Wm−1,p(I)}.

On pose

Hm(I) = Wm,2(I).
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Une fonction u appartient à Wm,p(I) si toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre m y appar-

tiennent aussi. Plus précisément, u ∈ Wm,p(I) si et seulement s'il existe m fonctions

g1....gm ∈ Lp(I) telles que∫
uDjϕ = (−1)j

∫
gjϕ ∀ϕ ∈ C∞0 (I), ∀j = 1, 2, .....m.

où Djϕ dénote la dérivée à l'ordre j de ϕ. On peut considèrer u′ = g1, (u′)′ = g2 . . .

jusqu'à l'ordre m, que l'on note aussi Du,D2u, ....Dmu. On munit l'espace Wm,p de

la norme.

‖u‖Wm,p = ‖u‖Lp +
m∑
α=1

‖Dαu‖Lp

et Hm du produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑
α=1

(Dαu,Dαv)L2 .

Dé�nition 1.4.5. Soit un réel 1 ≤ p ≤ ∞ et un entier m ≥ 2. On dé�nit l'espace

Wm,p
0 (I) comme la fermeture de C∞0 (I). On peut ainsi écrire,

Wm,p
0 (I) = {u ∈ Wm,p(I) : u = Du = ...+Dm−1u = 0 sur ∂I}.

1.4.3 Espaces de Sobolev en dimension n

L'espace W 1,p(Ω)

Dé�nition 1.4.6. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert et 1 ≤ p ≤ ∞. On dé�nit l'espace de

Sobolev :

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω) |
∃ g1, . . . , gn ∈ Lp(Ω) tels que∫

Ω

u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω

giφ ∀φ ∈ C∞0 (Ω), ∀i = 1, . . . , n

 .

On pose

H1(Ω) = W 1,2(Ω).
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Pour u ∈ W 1,p(Ω) on note

∂u

∂xi
= gi ∀i = 1, ....., n et ∇u =

(
∂u

∂xi
, ....,

∂u

∂xn

)
= grad u. (1.2)

On munit cet espace de la norme :

‖u‖W 1,p(Ω) := ‖u‖Lp(Ω) +
n∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖Lp(Ω), (1.3)

ou parfois de la norme équivalente (si 1 ≤ p <∞),(
‖u‖pLp +

n∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖pLp

) 1
p

et l'espace H1(Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2

Remarque 1.4.2. En d'autre terme, on peut dire que W 1,p(Ω) est l'ensemble des

fonctions u : Ω→ R, u ∈ Lp(Ω) dont les dérivées partielles
∂u

∂xi
, prises au sens faible,

sont dans Lp(Ω) pour tout i = 1, ...., n.

Dé�nition 1.4.7. Soit Ω un ouvert de Rn, alors on dé�nit W 1,p
0 (Ω) comme étant la

fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p(Ω), c'est-à-dire W 1,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

W 1,p

.

Remarque 1.4.3. Si Ω est un overt borné de Rn et 1 ≤ p < ∞, alors on peut

identi�er W 1,p
0 (Ω) à l'ensemble des fonctions u ∈ W 1,p(Ω) qui sont nulles presque

partout sur le bord de Ω :

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω) | u = 0 sur ∂Ω}.

Si p =∞, alors l'assertion précédente est fausse. En revanche, la fermeture de C∞0 (Ω)

dans W 1,∞(Ω) est équivalente à C1(Ω).
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L'espace Wm,p(Ω)

On dé�nit de manière analogue à la dimension une les espaces de Sobolev d'ordre

entier quelconque. Si m > 0 est un entier, on note Wm,p(Ω) l'ensemble des fonctions

u : Ω→ R, dont les dérivés partielles prises au sens faible Dαu sont dans Lp(Ω), pour

tout multi-indice α ∈ INn véri�ant |α| ≤ m.

Dé�nition 1.4.8. Nous appelons multi-indice tout α ∈ INn, α = (α1, ...., αn). On

dé�nit

|α| :=
n∑
i=1

αi

et

Dα :=
∂|α|

∂α1x1∂α2x2...∂αnxn

Dé�nition 1.4.9. Soit m > 1 un entier et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞. On dé�nit

l'espace de Sobolev,

W m,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω) |
∀α avec |α| ≤ m, ∃ gα ∈ Lp(Ω) tels que∫

Ω

u∇α φ = (−1)|α|
∫

Ω

gα φ ∀φ ∈ C∞0 (Ω)

 ,

cet espace est munit de la norme

‖u‖W m,p(Ω) =
∑
|α|≤m

‖∇αu‖Lp(Ω)

qui lui donne une structure d'espace de Banach. On pose

H m(Ω) = Wm, 2(Ω).

1.5 Inégalités de Sobolev

Nous allons ici nous intéresser aux possibilités d'injecter W 1,p(Ω) de façon continue

ou même compacte dans des espace plus simples, tels que Lp(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Commençons tout d'abord par un lemme technique :
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Lemme 1.5.1. Soient n > 2 et f1, f2, .....fn ∈ Ln−1(Rn−1). Pour x ∈ Rn et i =

1, ....., n on pose

x̃i := (x1, x2, ......, xi−1, xi+1, ....xn) ∈ Rn−1 (1.4)

Alors la fonction

f(x) := f1(x̃1)f2(x̃2)....fn(x̃n), ∀x ∈ Rn (1.5)

est dans L1(Rn) et

‖f‖L1(Rn) ≤
n∏
i=1

‖fi‖Ln−1(Rn−1) (1.6)

Théorème 1.5.1 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg).

Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On dé�nit p∗ :=
n p

n− p
ou de façon équivalente par 1

p∗ = 1
p
− 1

n
.

Alors

W 1,p(Rn) ⊂ Lp
∗
(Rn) (1.7)

De plus, il existe une constante C = C(p, n) telle que

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn) ∀u ∈ W 1,p(Rn). (1.8)

On remarque que p∗ ∈ (p,∞).

Preuve. Commençons par p = 1. Soit u ∈ C∞0 (Rn), on a

|u(x1, x2, ...., xn)| =
∣∣∣∣∫ x1

−∞

∂u

∂x1

(t, x2, ...., xn) dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ +∞

−∞

∂u

∂x1

(t, x2, ...., xn) dt

∣∣∣∣
et de même pour tout 1 ≤ i ≤ n

|u(x)| ≤
∣∣∣∣∫ +∞

−∞

∂u

∂xi
(x1, x2, ...xi−1, t, xi+1, ..., xn)dt

∣∣∣∣ = fi(x̃i). (1.9)

Donc

|u(x)|n ≤
n∏
i=1

fi(x̃i). (1.10)
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On déduit du Lemme 1.5.1 que∫
|u(x)|

n
n−1dx ≤

n∏
i=1

‖fi‖
1

n−1

L1(Rn−1) =
n∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
n−1

L1(Rn)

. (1.11)

Par conséquent,

‖u‖
L

n
n−1 (Rn)

≤
n∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
n−1

L1(Rn)

. (1.12)

Soit t > 1. On applique (1.12) à |u|t−1u au lieu de u. On a donc :

‖u‖t
L

n
n−1 (Rn)

≤ t
n∏
i=1

∥∥∥∥|u|t−1 ∂u

∂xi

∥∥∥∥ 1
n

L1(Rn)

≤ t‖u‖t−1
Lp
∗(t−1)(R)

n∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
n

Lp(Rn)

(1.13)

Ensuite, on choisit t tel que t n
n−1

= p∗(t − 1), ce qui nous donne t = n−1
n
p∗,de plus

t > 1, car 1 ≤ p < n. On obtient �nalement

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ t
n∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
n

L1(Rn)

(1.14)

et donc

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp∗ (Rn). (1.15)

Prenons maintenant u ∈ W 1,p(Rn). Il existe une suite (un) ⊂ C∞0 (Rn) telle que

un → u dans W 1,p(Rn). De plus un → u presque par tout dans Rn.

Par (1.15), on sait que ∀n ∈ IN,

‖un‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇un‖Lp∗ (Rn).

Par le lemme de Fatou, on a �nalement que :

∫
Rn
|u(x)|p∗dx ≤ lim

n→∞
inf

∫
Rn
|un(x)|p∗dx

≤ C lim
n→∞

inf

∫
Rn
|∇un(x)|pdx

≤ C

∫
Rn
|∇u(x)|pdx.
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Ainsi,

u ∈ Lp∗(Rn) et ‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn). (1.16)

Lemme 1.5.2 (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rn. Alors il

existe une constante C dépendante de p et n telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω). (1.17)

Dans ce cas ‖∇u‖Lp(Ω) est une norme équivalente sur W 1,p
0 à la norme ‖u‖W 1,p(Ω).

Remarque 1.5.1. Nous donnerons une forme plus générale à cette inégalité, dans le

chapitre qui va suivre.

1.6 Formule de Green sur les espaces de Sobo-

lev

La formule de Green présente un outil fondamental pour la résolution des équations

di�erentielles partielles. Commençons par quelques dé�nitions préliminaires.

Dé�nition 1.6.1. Soit n un entier, on note x = (x1, ..., xn) un point (ou vecteur) de

Rn. On appelle champ de vecteurs une application v : Rn → Rn, qui à x = (x1, ..., xn)

associe v(x) = (v1(x), ..., vn(x)).

Pour un champ de vecteurs v : Rn → Rn on appelle divergence la fonction,

div v(x) =
∂v1

∂x1

(x) + · · ·+ ∂vn
∂xn

(x).

Le Laplacien d'une fonction u : Rn → R est donné par,

∆u(x) = div(∇u) =
∂2u

∂x2
1

(x) + · · ·+ ∂2u

∂x2
n

(x).
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Dé�nition 1.6.2. On appelle normale au domaine Ω un champ de vecteurs n(x)

dé�ni sur le bord ∂Ω de Ω et tel qu'en tout point x ∈ ∂Ω où le bord est régulier,

n(x) soit orthogonal au bord et unitaire (‖n(x)‖ = 1). On dé�nit alors la normale

extérieure au bord ∂Ω comme le vecteur unité n = (ni)1≤ i≤n normal en tout point au

plan tangent de Ω et pointant vers l'exterieur de Ω.

Dans Ω ⊂ Rn on note dx la mesure de lebesque de dimension n. Sur ∂Ω on note ds

la mesure de lebesgue de dimension n− 1 sur ∂Ω.

Théorème 1.6.1 (Formule de Green). Soit Ω un ouvert borné régulier de classe

C1. Si u et v sont des fonctions de H1(Ω). Alors∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
(x)dx+

∫
∂Ω

u(x)v(x)ni(x)ds (1.18)

où n = (ni)1≤i≤n est la normale unité extérieure à ∂Ω.

Corollaire 1.6.1 ([1]). Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1. L'espace H1
0 (Ω)

coïncide avec le sous-espace de H1(Ω) constitué des fonctions qui s'annulent sur le

bord ∂Ω.

On peut aussi obtenir la formule de green, pour un ordre plus élevé, et cela sur l'espace

Hm. Nous nous contenterons ici du cas m = 2.

Théorème 1.6.2 ([1]). Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C2. Si u ∈ H2(Ω)

et v ∈ H1(Ω). Alors,

∫
Ω

∆u(x)v(x)dx = −
∫

Ω

∇u(x).∇v(x)dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x)ds. (1.19)

Une autre formule qui est aussi importante, et qui est en fait une conséquence directe

de la formule de Green, c'est celle de Stokes.
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Théorème 1.6.3 (Formule de Stokes). Sous les mêmes conditions et avec φ ∈

H1(Ω). On a,∫
Ω

divσ(x)φ(x)dx = −
∫

Ω

σ(x).∇φ(x)dx+

∫
∂Ω

σ(x).n(x)φ(x)ds,

Preuve.∫
Ω

(divσ(x)φ(x) + σ(x).∇φ(x)) dx =
n∑
i=1

∫
Ω

(
∂σi
∂xi

(x)φ(x) + σi(x)
∂φ

∂xi
(x)

)
dx

=
n∑
i=1

∫
Ω

∂σiφ

∂xi
(x)dx

=
n∑
i=1

∫
∂Ω

σi(x)φ(x)ni(x)ds

=

∫
∂Ω

σ(x).n(x)φ(x)ds.



Chapitre 2

Quelques inégalités intégrales

2.1 Inégalités intégrales fondamentales

Nous allons dans cette partie de notre travail énoncer quelques résultats sur les inéga-

lités intégrales qui sont normalement l'outil de base lors des passages aux estimations

de la vitesse de décroissance de l'énergie. Par le lemme ci-après on distingue deux

types de résultats, une décroissance exponentielle expliquée par Haraux [15] et une

décroissance polynomiale donnée par Komornik [18].

Lemme 2.1.1 ([15], [18]). Soit E : R+ −→ R+ une fonction continue décroissante.

Supposons qu'il existe q ≥ 0 et γ > 0 tels que

∀t ≥ 0,

∫ +∞

t

Eq+1(τ) dτ ≤ γ−1Eq(0)E(t). (2.1)

Alors E véri�e l'estimation de décroissance suivante :

si q = 0, alors E(t) ≤ E(0) exp(1− γt),∀t ≥ 0, (2.2)

si q > 0, alors E(t) ≤ E(0)

(
1 + q

1 + γ q t

)1/q

,∀t ≥ 0. (2.3)

Preuve.

Le cas q = 0.

Dans ce cas,

∀t ≥ 0,

∫ +∞

t

E(τ) dτ ≤ γ−1E(t). (2.4)
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L'inégalité (2.2) est bien véri�ée pour t ≤ γ−1, cela découle du fait que E est décrois-

sante. Il faut donc démontrer qu'elle reste vraie pour t ≥ γ−1. Soit

h : R+ −→ R+, h(t) =

∫ +∞

t

E(τ) dτ.

h est décroissante, positive de classe C1 sur R+. De (2.4), on a

∀t ≥ 0, h′(t) + γh(t) ≤ 0.

Soit

T0 = sup{t, h(t) > 0}. (2.5)

Pour tout t < T0, on a
h′(t)

h(t)
≤ −γ,

ainsi

h(0) ≤ exp(−γt) ≤ γ−1E(0) exp(−γt), pour 0 ≤ t < T0. (2.6)

Puisque h(t) = 0 pour t ≥ T0, cette relation reste vraie pour tout t. Soit ε > 0.

Comme E est positive, décroissante, on déduit que

∀t ≥ ε, E(t) ≤ 1

ε

∫ t

t−ε
E(τ) dτ ≤ 1

ε
h(t− ε) ≤ 1

γε
E(0) exp(γε) exp(−γt).

En choisissant ε = γ−1, on aura

∀t ≥ 0, E(t) ≤ E(0) exp(1− γt).

Le cas q > 0.

Nous allons supposer par homogénéité que E(0) = 1. Soit

h : R+ −→ R+, h(t) =

∫ +∞

t

E(τ) dτ.

h est décroissante, positive de classe C1 sur R+. De (2.1), on a

∀t ≥ 0, −h′ ≥ (γ h)1+q.
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Pour donné par (2.5), on a

∀t ∈ [0, T0[,
(
h−q
)′ ≥ qγ1+q.

Par intégration on a

0 ≤ t < T0, h−q(t)− h−q(0) ≥ qγ1+q t,

ainsi

0 ≤ t < T0, h(t) ≤
(
h−q(0) + qγ1+q t

)−1/q
. (2.7)

Il faut noter que cette relation reste vraie pour tout t ≥ T0. De plus et puisque

h(0) ≤ γ−1E(0)1+q = γ−1,

on a (
h−q(0) + qγ1+q t

)−1/q ≤ γ−1(1 + γ q t)−1/q, (2.8)

Comme E est positive et décroissante, on déduit de l'estimation (2.8) que

∀S ≥ 0, E (γ−1 + (1 + q)S)
1+q ≤ 1

γ−1 + q S

∫ γ−1+(q+1)S

S

Eq+1(τ)dτ

≤ γ

1 + γ q S
h(S)

≤ γ

1 + γ q S
γ−1 (1 + γ q S)−1/q.

Donc

∀S ≥ 0, E
(
γ−1 + (q + 1)S

)
≤ 1

(1 + γ q S)1/q
.

En choisissant t = γ−1 + (q + 1)S, on obtient l'estimation (2.3).



2.2 Nouvelles inégalités intégrales 31

2.2 Nouvelles inégalités intégrales

Souvent appelées les inégalités avec poids. Ces nouvelles inégalités intégrales sont

plus générales que celles introduites précédemment et qui ne sont véri�ées que si E

est intégrable. Nous allons donc introduire de nouvelles inégalités grâce aux fonctions

poids, cela nous permettra d'estimer la vitesse de décroissance de l'énergie E vers

zéro même lorsque celle-ci est assez lente.

Lemme 2.2.1 ([23]). Soit E : R+ → R+ une fonction continue décroissante. Soit

φ : R+ → R+ une fonction strictement croissante de classe C1 telle que

φ(0) = 0 et φ(t)→ +∞ quand t→ +∞. (2.9)

Supposons qu'il existe q ≥ 0 et γ > 0 tels que∫ +∞

S

E(t)q+1φ′(t) dt ≤ γ−1E(0)qE(S), 0 ≤ S < +∞. (2.10)

Alors E véri�e l'estimation suivante :

si q > 0, alors E(t) ≤ E(0)

(
1 + q

1 + q γ φ(t)

) 1
q

, ∀t ≥ 0, (2.11)

si q = 0, alors E(t) ≤ E(0) exp(1− γ φ(t)), ∀t ≥ 0. (2.12)

Remarque 2.2.1. Il su�t de prendre φ(t) = t sur R+ pour voir que ce lemme et

bien une généralisation du Lemme 2.1.1.

Preuve. Du moment que φ dé�nit une bijection. On note par φ−1 sa fonction inverse.

Soit

f : R+ → R+, f(x) = E
(
φ−1(x)

)
.

f est décroissante et f(0) = E(0). Par un changement de variable, posons x = φ(t),
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ainsi ∫ φ(T )

φ(S)

f(x)q+1 dx =

∫ φ(T )

φ(S)

E
(
φ−1(x)

)q+1
dx =

∫ T

S

E(t)q+1φ′(t) dt

≤ γ−1E(0)qE(S)

= γ−1E(0)qf(φ(S)), 0 ≤ S < T < +∞.

Notons s = φ(S). En faisant tendre T vers l'in�ni, on déduit que

∀s ≥ 0,

∫ +∞

s

f(x)q+1 dx ≤ γ−1 E(0)qf(s).

En appliquant le Lemme 2.1.1, on aura

f(s) ≤ f(0) exp(1− γ s), ∀s ≥ 0, si q = 0

et

f(s) ≤ f(0)

(
1 + q

1 + q γ s

) 1
q

, ∀s ≥ 0, si q > 0.

Du fait que E(t) = f(φ(t)), on peut directement aboutir aux estimations (2.11) et

(2.12).

Remarque 2.2.2. Il faut noter que les inégalités intégrales considérées jusqu'à pré-

sent, concernent surtout l'estimation de la décroissance de l'énergie pour des pro-

blèmes dissipatifs (estimation de fonctions positives décroissantes).



Chapitre 3

Comportement asymptotique de la solution d’une

équation des ondes de type p-Laplacien avec une

dissipation de type m-Laplacien

3.1 Introduction

On considère l'équation des ondes non linéaire de type p-Laplacien avec une dissipa-

tion de type m-Laplacien. Le problème et de la forme,

(P1)


utt − div(|∇xu|p−2∇xu)− a div(|∇xut|m−2∇xut) = b|u|r−2u sur Ω× [0,+∞[,

u = 0 dans Γ× [0,+∞[,

u(0, x) = u0(x) , ut(0, x) = u1(x)dans Ω.

où Ω est un domaine borné de Rn à frontière régulière Γ = ∂Ω avec a, b > 0 et

p, m, r ≥ 2 des nombres réels.

Rappelons ici que les premiers résultats concernant l'existence globale pour ce type

de problème sont dûs à Nakao et Nanbu [26]. Dans ce même contexte, on peut citer

les travaux de Andrews et Ball [4] ainsi que Kawashima et Shibata [17].

Le cas m = 2 par exemple, modélise normalement quelques cas de visco-élasticité

non-linéaire (voir [3], [11] et [5]).
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Biazutti [8] a pu généraliser ces résultats en démontrant l'existence globale et

l'unicité de la solution faible et cela en passant par des arguments de monotonie et

de compacité.

Dans [29], Yang a pu démontrer que la décroissance polynomiale de l'énergie est de

la forme E(t) ≤ (1 + t)−1/(2p) pour t ≥ 0.

Messaoudi [24] a amélioré les résultats obtenus par Yang en donnant un taux de

décroissance plus précis. Il a montré d'abord que, pour p = 2, il y a décroissance

exponentielle de l'énergie de type E(t) ≤ Ce−kt, tandis que si p > 2, la décroissance

est polynomiale, telle que E(t) ≤ C(1 + t)−2/(p−2), t ≥ 0 où C et k sont deux

constantes positives.

Dans cette partie du manuscrit on se propose d'étendre les résultats obtenus par

Ye ([30] et [31]) pour une dissipation faible de type m-Laplacien. Dans un premier

temps, en combinant l'idée dans [31] et le concept des ensembles stables de sattinger

dans [28]. On montre l'existence d'une solution globale pour des conditions initiales

(u0, u1) ∈ W 1,p(Ω) × L2(Ω) et u0 dans l'ensemble stable choisit. Par la suite, on

détermine le comportement asymptotique en utilisant le type d'argument dans [7]

ainsi que les inégalités intégrales introduites par Haraux [14] et Komornik [19].

3.2 Préliminaires et résultat principal

Commençons par quelques notions importantes dont nous ferons usage le long de ce

chapitre. On dé�nit d'abord les fonctionelles :

K(u) = ‖∇u‖pp − b‖u‖rr,
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et

J(u) =
1

p
‖∇xu‖pp −

b

r
‖u‖rr

pour u ∈ W 1,p
0 (Ω),

En suite, On dé�nit l'ensemble stable H associé au problème (P1) par

H ≡ {u ∈ W 1,2
0 (Ω) , K(u) > 0} ∪ {0} .

On dé�nit aussi l'énergie totale E(t) associée à la solution du problème (P ),

E(t) =
1

2
‖ut‖2

2 +
1

p
‖∇u‖pp −

b

r
‖u‖rr =

1

2
‖ut‖2

2 + J(u),

pour u ∈ W 1,p
0 (Ω) et t ≥ 0.

On donne aussi quelques lemmes utiles pour la démonstration de notre résultat prin-

cipal,

Lemme 3.2.1 (Identité de l'énergie). Soit u(t, x) une solution du problème (P1) sur

[0,∞). Alors,

E(t) +

∫
Ω

∫ t

0

a | ∇ut(s) |m ds dx = E(0),

pour tout t ∈ [0,∞).

Remarque 3.2.1. Il est clair que l'énergie ainsi dé�nie est une fonction décroissante.

Ainsi, pour t > 0, on a
d

dt
E(t) = −a‖∇ut‖mm ≤ 0.

Lemme 3.2.2 (Inégalité de Sobolev-Poincaré). Soit r un nombre tel que 2 ≤ r <

+∞ (n = 1, 2, ..., p) ou 2 ≤ r ≤ np
n−p pour n ≥ p + 1. Alors il existe une constante

c∗ = c∗(Ω, r) telle que,

‖u‖r ≤ c∗‖∇u‖p pour u ∈ W 1,p
0 (Ω).



36
Comportement asymptotique de la solution d’une équation des ondes de type

p-Laplacien avec une dissipation de type m-Laplacien

La démonstration de notre résultat principal, plus justement le comportement asymp-

totique de l'énergie repose essentiellement sur le lemme ci-après.

Lemme 3.2.3 ([18]). Soit E : R+ → R+ une fonction décroissante satisfaisant,∫ +∞

S

E(t)β+1dt ≤ AE(S), 0 ≤ S < +∞,

où β ≥ 0 et A > 0. Alors, on a

E(t) ≤
(
A

(
1 +

1

β

)) 1
β

t
−1
β ∀t ≥ 0, si β > 0,

et

E(t) ≤ E(0) exp

(
1− t

A

)
∀t ≥ 0, si β = 0.

Ce lemme est dû à Haraux. Les détails de la démonstration sont donnés dans [14, 15],

[18, 19] et [20].

Rappelons maintenant le théorème assurant l'existence d'une solution locale du pro-

blème (P1) dont l'idée générale de la démonstration est dans [29].

Théorème 3.2.1. Soit 2 < p < r < np
n−p , n > p et 2 < p < r <∞, n ≤ p. Supposons

que 2 ≤ m ≤ p, (u0, u1) ∈ W 1,p
0 (Ω) × L2(Ω) et u0 dans l'ensemble stable H. Alors,

il existe T > 0 pour lequel le problème (P1) admet une solution locale unique u(t)

véri�ant,

u ∈ L∞
(
[0, T );W 1,p

0 (Ω)
)
,

ut ∈ L∞ ([0, T );L2(Ω)) ∩ Lm ([0, T );Lm(Ω)) .
(3.1)

Rappelons, quelques lemmes importants, avant d'énnocer le théorème expliquant

l'existence globale et le comportement asymptotique de la solution.

Dans toute la suite, on note par Tmax la durée de vie de la solution u(t) associée au

problème (P1).
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Lemme 3.2.4. Sous les mêmes suppositions du Théoreme 3.2.1, on a

r − p
rp
‖∇xu‖pp ≤ E(t), (3.2)

pour u ∈ H .

Preuve. De la dé�nition de K(u) et J(u) on a

K(u) +
r − p
rp
‖∇xu‖pp = rJ(u). (3.3)

Puisque u ∈ H , alors K(u) ≥ 0. De (3.2) on déduit que

r − p
rp
‖∇xu‖pp ≤ J(u) ≤ E(t). (3.4)

Lemme 3.2.5 ([32]). Soit u(t) une solution du problème (P1) sur [0, Tmax). Sup-

posons que 2 ≤ r ≤ np
n−p , n > p et 2 < p < r < +∞ pour n ≤ p. Si u0 ∈ H et

u1 ∈ L2(Ω) satis�sant

θ = bCr

(
rp

r − p
E(0)

)(r−p)/p

< 1, (3.5)

alors, u(t) ∈ H, pour tout t ∈ [0, Tmax).

Ainsi, nous avons le théorème suivant,

Théorème 3.2.2 ([25]). Soit u(t, x) une solution locale du problème (P1) sur

[0, Tmax) qui a pour données initiales u0 ∈ H et u1 ∈ L2(Ω). Supposons que l'énergie

initiale E(0) véri�e

bCr

(
rp

r − p
E(0)

)(r−p)/p

< 1. (3.6)

Si les hypothèses du Théorème 3.2.1 sont satisfaites et que 2 < m < np
n−p pour n > p

et 2 < m < +∞ pour n ≤ p. Alors, Tmax = +∞. De plus, la solution globale du

problème (P1) véri�e les propriétés de décroissance suivantes,
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1. Si p = m = 2, alors il existe une constante positive ω ne dépendant pas de E(0)

telle que,

E(t) ≤ E(0) exp(1− ωt) ∀t > 0.

2. Si m = 2 et p > 2, alors il existe une constante positive τ dépendant de E(0) telle

que,

E(t) ≤
(τ
t

) p
(p−2) ∀t > 0.

3. Si p ≥ m ≥ 3, alors il existe une costante positive τ dépendant de E(0) pour

laquelle

E(t) ≤
(τ
t

) 2
(m−2) ∀t > 0.

4. Si 2 < m < 3, alors il existe une costante positive τ dépendant de E(0) telle que pour m ≤ p ≤ 2
3−m , E(t) ≤

(
τ
t

) 2
(m−2) ∀t > 0,

et pour p > 2
3−m , E(t) ≤

(
τ
t

) p−m
p(m−1) ∀t > 0.

3.3 Preuve du résultat principal.

3.3.1 Existence globale

Puisque E(t) est une fonction décroissante, de (3.2), on obtient,

1

2
‖ut‖2 +

r − p
rp
‖∇u‖pp ≤

1

2
‖ut‖2 + J(u) = E(t) ≤ E(0). (3.7)

Par conséquent

‖ut‖2 + ‖∇u‖pp ≤ max

(
2,

rp

r − p

)
E(0) < +∞.

Par le principe de la continuité et l'inégalité ci-dessus on a existence globale de la

solution. Ainsi, Tmax = +∞.
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3.3.2 Comportement asymptotique de l'énergie

Passant maintenant à l'estimation de la vitesse de décroissance de l'énergie. Pour

cela, nous utilisons la méthode des multiplicateurs. Dans la suite C désigne di�érentes

constantes positives indépendantes de E(0).

Multiplions la première équation du problème (P1) par E(t)qu. Par intégration sur

Ω× [S, T ], avec 0 ≤ S ≤ T ≤ ∞, nous obtenons,

0 =

∫ T

S

∫
Ω

E(t)qu[utt − div(|∇xu|p−2∇xu)

− a div(|∇xut|m−2∇xut)− bu|u|r−2]dx dt.

(3.8)

et puisque

∫ T

S

∫
Ω

E(t)uuttdx dt =

∫
Ω

E(t)quutdx |TS −
∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|ut|2dx dt

− q
∫ T

S

∫
Ω

E(t)q−1E ′(t)uutdx dt.

On déduit que

0 =

∫ T

S

∫
Ω

E(t)q
(
|ut|2 +

2

p
|∇u|p − 2b

r
|u|r
)
dx dt

−2

∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|ut|2 dx dt+

∫
Ω

E(t)quut dx |TS

−q
∫ T

S

∫
Ω

E(t)q−1E ′(t)uut dx dt

+

(
1− 2

p

)∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|∇u|pdx dt

+

(
2b

r
− b
)∫ T

S

E(t)q
∫

Ω

ur dx dt

+a

∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|∇ut|m−2∇ut∇u dx dt.

(3.9)
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Par le Lemme 3.2.2 et les inégalités (3.2) et (3.5) nous obtenons

b

(
1− 2

r

)∫ T

S

E(t)q‖u‖rr dt

≤ b

(
1− 2

r

)∫ T

S

E(t)qCr‖∇u‖rp dt

= b

(
1− 2

r

)∫ T

S

E(t)qCr‖∇u‖r−pp ‖∇u‖pp dt

≤ b

(
1− 2

r

)∫ T

S

E(t)qCr

(
rp

r − p
E(0)

)(r−p)/p
rp

r − p
E(t)dt

= θ
(r − 2)p

r − p

∫ T

S

E(t)q+1dt,

(3.10)

et

p− 2

p

∫ T

S

E(t)(m−2)/2‖∇u‖pp dt ≤
r(p− 2)

r − p

∫ T

S

E(t)q+1dt. (3.11)

Ainsi, des inégalités (3.9), (3.10) et (3.11), nous avons

4r − p[(r − 2)θ + r + 2]

r − p

∫ T

S

E(t)q+1dt

≤ 2

∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|ut|2 dx dt−
∫

Ω

E(t)quut dx |TS

+q

∫ T

S

∫
Ω

E(t)q−1E ′(t)uut dx dt

−a
∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|∇ut|m−2∇ut∇u dx dt.

(3.12)

Ici,
4r − p[(r − 2)θ + r + 2]

r − p
> 0 pour 0 < θ < 1.

Il va falloir estimer chaque terme du côté droit de l'inégalité (3.12).

Par l'inégalité de Hölder, on a,∣∣∣∣−a∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|∇ut|m−2∇ut∇u dx dt
∣∣∣∣

≤ a

∫ T

S

E(t)q‖∇ut‖m−1
p(m−1)
p−1

‖∇u‖p dt,
(3.13)

et

‖∇ut‖m−1
p(m−1)
p−1

≤ |Ω|
p−m
pm ‖∇ut‖mm−1. (3.14)
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Pour ε1 > 0 et grâce à l'inégalité de Young, le Lemme 3.2.2, l'identité de l'énergie et

le Lemme 3.2.1, nous obtenons∣∣∣∣−a∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|∇ut|m−2∇ut∇u dx dt
∣∣∣∣

≤ a

∫ T

S

E(t)q
(

rp

r − p
E(t)

) 1
p
(
−E ′(t)
a

)m−1
m

dt

≤ 1

a1/m
C

(
rp

r − p

)m
p

εm1
1

m

∫ T

S

E(t)(q+ 1
p

)mdt

+C
1

ε
m
m−1

1

m− 1

m
E(S).

(3.15)

Par un procédé analogue, et pour ε2 > 0 on déduit que,

2

∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|ut|2 dx dt

≤ C

∫ T

S

E(t)q‖∇ut‖2
mdt

≤ C

∫ T

S

E(t)q
(
−E

′

a

) 2
m

dt

≤ Cε
m
m−2

2

m− 2

m

∫ T

S

E(t)q
m
m−2dt+ C

1

ε
m
2

2

2

m

∫ T

S

−E ′dt

≤ Cε
m
m−2

2

m− 2

m

∫ T

S

E(t)q
m
m−2dt+ C

1

ε
m
2

2

2

m
(E(S)− E(T ))

≤ Cε
m
m−2

2

m− 2

m

∫ T

S

E(t)q
m
m−2dt+ C

1

ε
m
2

2

2

m
E(S).

(3.16)

En suite, l'inégalité de Hôlder, le Lemme 3.2.1 et (3.7), donnent,∣∣∣∣q ∫ T

S

∫
Ω

E(t)q−1E ′(t)uut dx dt

∣∣∣∣
≤ q

∫ T

S

E(t)q−1|E ′(t)|
(
Cprp

r − p
r − p
rp
‖∇u‖pp +

1

2
‖ut‖2

2

)
dt

≤ −qmax

(
Cprp

r − p
, 1

)∫ T

S

E(t)qE ′(t)dt

≤ CE(S)q+1.

(3.17)

De même,∣∣∣∣∣−
∫

Ω

E(t)quut dx dt

∣∣∣∣T
S

∣∣∣∣∣ ≤ max

(
Cprp

r − p
, 1

)
E(t)q+1

∣∣∣∣T
S

≤ CE(S)q+1. (3.18)
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On distingue en tout, cinq cas liés au paramètres p et m.

• p ≥ m ≥ 3.

On pose,

q + 1 = q
m

m− 2
.

De là, q = (m− 2)/2. On prend par la suite, q + 1 + α = (q + 1/p)m, avec

α =
(m− 2)(m− 1)

2
+
m

p
− 1 > 0.

Pour ε, ε1 assez petites, on choisit ε1 = ε/E(0)α/m. Ainsi, des estimations (3.15),

(3.16), (3.17) et (3.18), l'inégalité (3.12) devient,∫ T

S

E(t)1+qdt ≤ CE(S)q+1 + C ′E(S) + C ′′E(0)
(m−2)

2
+ m−p
p(m−1)E(S)

≤
(
C ′ + CE(0)q + C ′′E(0)

(m−2)
2

+ m−p
p(m−1)

)
E(S),

où C,C
′
et C

′′
des constantes positives indépendantes de E(0). En appliquant

le Lemme 3.2.3, on obtient

E(T ) ≤
(
C
′
+ CE(0)q + C

′′
E(0)

(m−2)
2

+ m−p
p(m−1)

) 1
q

(
1 +

1

q

) 1
q

t−
1
q .

• Si 2 < m < 3 et m ≤ p ≤ 2/(3−m).

Dans ce cas, (m − 2)/2 ≥ (p −m)/(p (m − 1)). En prenant q = (m − 2)/2 et

par un procédé identique à celui du cas précédent, on pose,

α =
(m− 2)(m− 1)

2
+
m

p
− 1 ≥ 0.

Pour ε, ε1 assez petites, on choisit ε1 = ε/E(0)α/m. Des estimations, (3.15),

(3.16), (3.17) et (3.18), l'inégalité (3.12) devient,

∫ T

S

E(t)1+qdt ≤ CE(S)q+1 + C ′E(S) + C ′′E(0)
(m−2)

2
+ m−p
p(m−1)E(S)

≤
(
C ′ + CE(0)q + C ′′E(0)

(m−2)
2

+ m−p
p(m−1)

)
E(S),
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où C,C
′
et C

′′
sont des constantes positives indépendantes de E(0). Ainsi, le

Lemme 3.2.3 donne,

E(T ) ≤
(
C
′
+ CE(0)q + C

′′
E(0)

(m−2)
2

+ m−p
p(m−1)

) 1
q

(
1 +

1

q

) 1
q

t−
1
q .

• Si 2 < m < 3 et p > 2/(3−m).

Alors (m− 2)/2 < (p−m)/(p(m− 1)). On prend cette fois

q + 1 =

(
q +

1

p

)
m,

ce qui donne q = (p−m)/(p(m− 1)). On pose encore q+ 1 +α1 = qm/(m− 2)

avec

α1 =
m(3p− pm− 2)

p(m− 1)(m− 2)
> 0.

Pour ε, ε2 su�sament petites, on prend ε2 = ε/E(0)(m−2)α1/m. Ainsi, des esti-

mations (3.15), (3.16), (3.17) et (3.18), l'inégalité (3.12) s'écrit∫ T

S

E(t)1+qdt ≤ CE(S)q+1 + C ′E(S) + C ′′E(0)
m(3p−pm−2)

2p(m−1) E(S)

≤
(
C ′ + CE(0)q + C ′′E(0)

m(3p−pm−2)
2p(m−1)

)
E(S),

où C,C
′
et C

′′
des constantes positives indépendantes de E(0), De là le Lemme

3.2.3 nous amène à écrire,

E(T ) ≤
(
C
′
+ CE(0)q + C

′′
E(0)

m(3p−pm−2)
2p(m−1) E(S)

) 1
q

(
1 +

1

q

) 1
q

t−
1
q .

• m = 2 et p > 2.

Dans ce cas de l'inégalité (3.16) s'écrit

2

∫ T

S

E(t)q
∫

Ω

|ut|2dx dt ≤ C

∫ T

S

E(t)q
(
−E

′

a

)
dt ≤ C

q + 1
E(S)q+1. (3.19)

On prend

q + 1 = 2

(
q +

1

p

)
.
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Donc, q = (p − 2)/p. De même, en choisissant ε1 su�samment petite, tout en

remplaçant les estimations (3.15), (3.19), (3.17) et (3.18) dans (3.12) on obient

∫ T

S

E(t)1+qdt ≤ CE(S) + C ′E(S)q+1

≤ (C + C ′E(0)q)E(S)

où C,C
′
et C

′′
des constantes positives indépendantes de E(0), En faisant tendre

T et en appliquant le Lemme 3.2.3 on obtient,

E(T ) ≤ (C + C
′
E(0)q)

1
q

(
1 +

1

q

) 1
q

t−
1
q .

• m = p = 2.

Donc q = 0

Choisisons ε1 su�sament petit, puis en substituant les estimations (3.15), (3.16),

(3.17) et (3.18) dans (3.12) nous obtenons∫ T

S

E(t) dt ≤ C E(S),

où C est une constante positive indépendante de E (0). De même et par le

Lemme 3.2.3 on déduit que

E(t) ≤ E(0) exp

(
1− t

C

)
.

D'où la démonstration du Théorème 3.2.2.



Chapitre 4

Estimation du taux de décroissance de l’énergie

associée à une équation des ondes de type p-Laplacien

avec une forte dissipation

4.1 Introduction

On considère le problème aux limites à valeurs initiales pour l'équation des ondes de

type p-Laplacien avec une dissipation forte de la forme ∆ut :

(P2)



(
|ut|l−2ut

)
t
− div(|∇xu|p−2∇xu)−∆ut + g(x, u) = 0 in Ω× [0,+∞[,

u = 0 on ∂Ω× [0,+∞[,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

où Ω est un domaine borné de Rn à frontière régulière Γ = ∂Ω avec l, p ≥ 2 deux

nombres réels et g(x, u) ∈ C1(Ω× R).

Dans [10], Chen, Yao et Shao ont étudié le problème (P2) pour l = 2. Ils ont démon-

trés l'existence et l'unicité d'une solution globale faible en utilisant la méthode de

Faedo-Galerkin (voir [21]). Ensuite et en imposant certaines conditions sur la fonc-

tion g(x, u), il ont pu déterminer le comportement asymptotique de la solution en

donnant un taux plus au moins précis de la décroissance de l'énergie. Leurs preuve
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repose essentiellement sur l'utilisation des inégalités intégrales introduites par Marti-

nez [23].

Dans le même contexte il est important de citer le travail de Ma et Soriano [22].

Dans [30], Ye a pu généraliser la méthode introduite par Nakao dans [27]. En prenant

δ|u′|m−1u′ (δ > 0,m ≥ 1) à la place de g(x, u) et sans le terme dissipatif ∆ut, il a

démontré que le taux de décroissance de l'énergie associée au problème (P2) est de la

forme E(t) ≤ (1 + t)−
p

mp−m−1 .

On peut encore citer quelques papier dont l'estimation de la vitesse de décroissance

de l'énergie pour des équations non linéaires hyperboliques avec dissipation faisait le

principal objet d'étude, à savoir [5], [6], [29] et [31].

Dans cette partie de notre thèse on se propose de donner une estimation sur le com-

portement à l'in�ni de l'énergie associée aux solutions du problème (P2) en utilisant

l'idée introduite par Chen, Yao et Shao [10] tout en imposant une nouvelle condition

sur la fonction g(x, u). Les inégalités intégrales de Haraux [14] et Komornik [18]

forment l'outil de base de notre démonstration.

4.2 Préliminaires et résultat principal

Notons d'abord que l'existence d'une solution unique faible véri�ant

u ∈ C([0,∞);W 1,p
0 (Ω)) ∩ C1([0,∞);Ll(Ω)), (4.1)

est déjà assurée. L'idée principale de la démonstration repose sur l'utilisation de la

méthode de Faedo-Galerkin. Pour plus de détails, il est préférable de consulter [10]

et [21].

Pour u ∈ W 1,p
0 (Ω) et t ≥ 0, on dé�nie l'énergie totale associée à la solution u du
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problème (P2) par,

E(t) =
l − 1

l
‖ut‖ll +

1

p
‖∇u‖pp +

∫
Ω

G(x, u)dx, (4.2)

où G(x, u) =
∫ u

0
g(x, s)ds et g(x, u) ∈ C1(Ω× R).

Lemme 4.2.1 (Identité de l'énergie). Soit u(t, x) une solution du problème (P2) sur

[0,∞). Alors

E(t) +

∫
Ω

∫ t

0

|∇ut(s)|2 ds dx = E(0),

pour tout t ∈ [0,∞).

Remarque 4.2.1. Il est clair que l'énergie E(t) est décroissante pour t > 0. Ainsi,

d

dt
E(t) = −‖∇ut‖2

2 ≤ 0.

Lemme 4.2.2 (Inégalité de Sobolev-Poincaré). Soit r un nombre tel que 2 ≤ r <

+∞ (n = 1, 2, ..., p) ou 2 ≤ r ≤ np
n−p pour n ≥ p + 1. Alors il existe une constante

c∗ = c∗(Ω, r) telle que,

‖u‖r ≤ c∗‖∇u‖p pour u ∈ W 1,p
0 (Ω).

On énonce le thèorème donnant la propriété de décroissance de l'énergie suivant,

Théorème 4.2.1. Soient 2 < p < n, u0 ∈ W 1,p
0 , u1 ∈ Ll et g(x, u) ∈ C1(Ω× R). On

suppose que

ug(x, u) + (∇ut)2 ≥ pG(x, u) ≥ 0, inΩ ∈ R. (4.3)

Alors, il existe C0 = C(u0, u1) telle que la solution associée au problème (P2) véri�e

la propriété de décroissance suivante,

E(t) ≤ C0(1 + t)−
p
p−2 , ∀t ≥ 0.
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4.3 Preuve du résultat principal

Multiplions la première équation du problème (P2) par E(t)qu où q = (p−2)/p. Dans

la suite C désigne di�érentes constantes positives indépendantes de E(0) et on désigne

par S et T deux nombre réels tels que 0 ≤ S ≤ T ≤ ∞. Il vient après intégration sur

Ω× [S, T ] que

0 =

∫ T

S

∫
Ω

E(t)qu[(|ut|l−2ut)t − div(|∇xu|p−2∇xu)−∆ut + g(x, u)]dx dt.

On a ∫ T

S

∫
Ω

E(t)qu(|ut|l−2ut)t dx dt

=

[
E(t)q

∫
Ω

u(|ut|l−2ut)dx

]T
S

−
∫ T

S

∫
Ω

E(t)q|ut|ldx dt

− q
∫ T

S

∫
Ω

E(t)q−1E ′(t)u|ut|l−2ut dx dt,

De l'égalité de l'énergie et les deux inégalités ci-dessus, on obient

p

∫ T

S

E(t)q+1dt

=

(
p(l − 1)

l
− 1

)∫ T

S

E(t)q‖ut‖lldt−
∫ T

S

∫
Ω

E(t)q∇ut∇u dx dt

−
[
E(t)q

∫
Ω

u|ut|l−2utdx

]T
S

+ q

∫ T

S

∫
Ω

E(t)q−1E ′(t)u|ut|l−2ut dx dt

+ p

∫ T

S

E(t)q
∫

Ω

G(u)dx−
∫ T

S

E(t)q
∫

Ω

ug(u)dx.

(4.4)

Il va donc falloir estimer chaque terme du côté droit de l'inégalité (4.4) a�n d'aboutir

à une inégalité similaire à (2.1) donnée au deuxième chapitre.

De (4.2), on voit que ∫ T

S

E(t)q‖ut‖ll dt ≤ C

∫ T

S

E(t)q+1dt. (4.5)
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Par l'inégalité de Hölder, l'inégalité (4.2), le Lemme 4.2.2 et l'identité de l'énergie, on

a l'estimation,

∣∣∣∣−∫ T

S

E(t)q
∫

Ω

E(t)q∇u∇ut dx dt
∣∣∣∣

≤
∫ T

S

E(t)q‖∇u‖2‖∇ut‖2dt

≤ C

∫ T

S

E(t)q‖∇u‖p‖∇ut‖2dt

≤ C

∫ T

S

E(t)qE(t)
1
p

(
−E ′(t)

1
2

)
dt

≤ C

∫ T

S

E(t)
q+1
2 E(t)

q
2

+ 1
p
− 1

2

(
−E ′(t)

1
2

)
dt.

En utilsant l'inégalité de Young et le fait que E(t) est une fonction décroissante sur

[0,+∞), on déduit que,

∣∣∣∣−∫ T

S

E(t)q
∫

Ω

E(t)q∇u∇ut dx dt
∣∣∣∣

≤
∫ T

S

E(t)q+1 + C

∫ T

S

E(t)q+
2
p
−1(−E ′(t)) dt

≤
∫ T

S

E(t)q+1dt+ CE(S)q+
2
p .

(4.6)

En utilisant encore une fois l'inégalité de Hölder et le Lemme 4.2.1 on aura

[
E(t)q

∫
Ω

uut dx

]T
S

≤ C
[
E(t)q‖u‖2 ‖ut‖l−1

2(l−1)

]T
S

≤ C
[
E(t)q‖∇u‖p |Ω|

2−l
2l ‖ut‖l−1

l

]T
S

≤ C
[
E(t)qE(t)

1
pE(t)

l−1
l

]T
S

≤ CE(S)q+
1
p

+ l−1
l ,

(4.7)
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De même, ∣∣∣∣∫ T

S

∫
Ω

E(t)q−1E ′(t)uul−1
t dx dt

∣∣∣∣
≤
∫ T

S

|E ′(t)|E(S)q−1+ 1
p

+ l−1
l dt

≤ −
∫ T

S

E ′(t)E(S)q−1+ 1
p

+ l−1
l dt

≤ CE(S)q+
1
p

+ l−1
l ,

(4.8)

Nous avons besoin de la condition (4.3), a�n de pouvoir estimer le terme restant du

côté droit de l'inégalité (4.4). On aura donc

p

∫ T

S

E(t)q
∫

Ω

G(u)dx−
∫ T

S

E(t)q
∫

Ω

ug(u)dx

≤
∫ T

S

E(t)q‖∇ut‖2
2dt

≤
∫ T

S

E(t)q(−E ′(t))dt

≤ Eq+1(S).

(4.9)

Ainsi, des estimations (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) et (4.9), l'inégalité (4.4) s'écrit comme

suit, ∫ T

S

E(t)q+1

≤ C
(
E(S)q+

1
p

+ l−1
l + E(S)q+

2
p + E(S)q+1

)
= CE(S)

(
E(S)q+

1
p

+ l−1
l
−1 + E(S)q+

2
p
−1 + E(S)q

)
≤ CE(S)E(0)q

(
E(0)

1
p
− 1
l + E(0)

2
p
−1 + 1

)
=

1

γ
E(S)E(0)q,

(4.10)

où 1
γ

= C
(
E(0)

1
p
− 1
l + E(0)

2
p
−1 + 1

)
.

En faisant tendre T vers l'in�ni dans (4.10) et en appliquant le Lemme (2.1.1) on

obtient
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E(t) ≤ E(0)

(
1 + q

1 + qγt

)1/q

≤ CE(0)(1 + t)−p/(p−2),

d'où le résultat voulu.



Chapitre 5

Estimation du taux de décroissance de l’énergie

associée à une équation des ondes de type p-Laplacien

dissipativement faible

5.1 Introduction

On considère l'équation des ondes de type p-Laplacien avec une dissipation faible de

la forme :

(P3)


utt − div(|∇xu|p−2∇xu) + σ(t)(ut − div(|∇xut|m−2∇xut)) = 0 dans Ω× [0,+∞[,

u = 0 sur ∂Ω× [0,+∞[,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

où Ω est un domaine borné de Rn à frontière régulière Γ = ∂Ω avec p,m ≥ 2 deux

nombres réels et σ est une fonction positive véri�ant certaines conditions qu'on

précisera plus tard.

Le même problème a été étudié dans [2] et cela pour |ut|m−2ut à la place de

−div(|∇xut|m−2∇xut). L'utilisation des inégalités intégrales de Martinez [23] ainsi

qu'une partition du domaine dépendant du comportement du terme dissipatif à
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permis de démontrer que l'énergie suit une décroissance polynomiale.

Pour σ ≡ 1 et δ|u′|m−2u′ (δ > 0,m ≥ 2) au lieu de (ut − div(|∇xut|m−2∇xut)), Ye

[30] a pu démontrer que, pour t ≥ 0, le taux de décroissance de l'énergie est de la

forme E(t) ≤ (1 + t)−p/(mp−m−1) et cela en généralisant la méthode introduite par

Nakao dans [27]. Cette méthode dans [30] ne s'applique pas malheureusement pour

m > 2 et des fonctions σ plus générales.

A l'aide de nouvelles inégalité intégrales introduite par Martinez [23] dont la preuve

repose sur la construction d'une fonction poids liée au comportement asymptotique

du terme dissipatif (σ(t)(ut − div(|∇xut|m−2∇xut))) ; on aboutit à des résultats de

décroissance polynomiale et exponentielle concernant l'énergie.

5.2 Préliminaires et résultat principal

On suppose que σ : R+ → R+ est une fonction positive, décroissante, de classe C1 sur

R+, véri�ant ∫ +∞

0

σ(τ) dτ = +∞. (5.1)

On dé�nie l'énergie totale associée à la solution du problème (P3) par,

E(t) =
1

2
‖ut‖2

2 +
1

p
‖∇ut‖pp, (5.2)

pour u ∈ W 1,p
0 (Ω) et t ≥ 0.

Ainsi, on a le lemme suivant :

Lemme 5.2.1 (Identité de l'énergie). Soit u(t, x) une solution du problème (P3) sur

[0,∞). Alors,

E(t) +

∫ t

0

∫
Ω

σ(s)ut(ut − div (|∇xut|m−2∇xut))ds dt = E(0),

pour tout t ∈ [0,∞).
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De [29], on a le théorème d'existence globale suivant :

Théorème 5.2.1. Soit 2 ≤ m ≤ p et supposons que (u0, u1) ∈ W 1,p
0 (Ω) × L2(Ω).

Alors, pour tout T > 0, le problème (P3) admet une unique solution faible u(t) dans

Ω× [0, T ] véri�ant

u(t) ∈ L∞([0, T ],W 1,p
0 (Ω)) ∩W 1,∞([0, T ], L2(Ω)) ∩W 1,m([0, T ],W 1,m

0 (Ω)).

Notre résultat principal est donné par le théorème ci-après,

Théorème 5.2.2. Soit (u0, u1) ∈ W 1,p
0 × L2(Ω), p ≥ m ≥ 2 et supposons (5.1)

satisfaite. Alors l'énergie de la solution u(x, t) du problème (P3) véri�e l'estimation

suivante,

� Si p = m, alors il existe une constante positive ω telle que

E(t) ≤ C(E(0))exp

(
1− ω

∫ t

0

σ(τ) dτ

)
∀t > 0. (5.3)

� Si p > m, alors il existe une constante positive C(E(0)) qui dépend de E(0) telle

que

E(t) ≤

 C(E(0))∫ t

0

σ(τ) dτ


p(m−1)
p−m

∀t > 0. (5.4)

5.3 Preuve du résultat principal.

Nous sommes amenés à estimer la vitesse de décroissance de l'énergie associée à

la solution du problème (P3) à l'aide de la méthode des multiplicateurs. On utilise

Eqφ
′
(t)u comme multiplicateur où φ est une fonction satisfaisant les propriétés du

Lemme 2.2.1. Multiplions donc la première équation du problème (P3) par Eqφ
′
(t)u.
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Rappelons que dans tout ce qui suit C désigne di�érentes constantes positives indé-

pendantes de E(0).

Ainsi, par intégration sur Ω× [S, T ] on obtient

0 =

∫ T

S

Eqφ
′
∫

Ω

u
[
utt − div(|∇xu|p−2∇xu) + σ(t)(ut − div(|∇xut|m−2∇xut))

]
dxdt

=

[
Eqφ

′
∫

Ω

uut

]T
S

−
∫ T

S

(
qE

′
Eq−1φ

′
+ Eqφ

′′
)∫

Ω

uut dxdt

−
∫ T

S

Eqφ
′
∫

Ω

|ut|2dxdt+

∫ T

S

Eqφ
′
∫

Ω

|∇u|p dxdt

+

∫ T

S

Eqφ
′
σ(t)

∫
Ω

u
(
ut − div(|∇xut|m−2∇xut)

)
dxdt.

(5.5)

De là

p

∫ T

S

Eq+1φ
′
dt = −

[
Eqφ

′
∫

Ω

uut

]T
S

+

∫ T

S

(
qE

′
Eq−1φ

′
+ Eqφ

′′
)∫

Ω

uut dxdt

+
(p

2
+ 1
)∫ T

S

Eqφ
′
∫

Ω

|ut|2 dxdt

−
∫ T

S

Eqφ
′
σ

∫
Ω

u
(
ut − div(|∇xut|m−2∇xut)

)
dxdt.

(5.6)

On pose,

φ(t) =

∫ t

0

σ(τ) dτ.

Il est clair que φ est une fonction croissante de classe C2 sur R+ et la condition (5.1)

assure que

φ(t)→ +∞ quand t→ +∞. (5.7)

Puisque E est décroissante, φ′ est une fonction positive, bornée sur IR+ (notons par

µ sont maximum) on trouve que

−

∣∣∣∣∣
[
Eqφ

′
∫

Ω

uut dx

]T
S

∣∣∣∣∣ ≤ CµE(S)q+
1
2

+ 1
p , (5.8)
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cela découle du fait qu'on a∫
Ω

uut dx ≤ ‖u‖2‖ut‖2

≤ C‖∇u‖p‖ut‖2

≤ CE(t)
1
pE(t)

1
2 .

De même, par l'inégalité de Hölder, celle de Sobolev-Poincaré et (5.2) on a∣∣∣∣∫ T

S

(
qE

′
Eq−1φ

′
+ Eqφ

′′
)∫

Ω

uut dxdt

∣∣∣∣
≤ Cµ

∫ T

S

−E ′Eq− 1
2

+ 1
p dt+ CEq+ 1

2
+ 1
p (−φ′′) dt

≤ CµE(S)q+
1
2

+ 1
p .

(5.9)

D'autre part, on a(
1 +

p

2

)∫ T

S

Eqφ
′
∫

Ω

|ut|2 dxdt ≤
(

1 +
p

2

)∫ T

S

Eqφ
′
∫

Ω

(
|ut|2 + |∇ut|m

)
dxdt

≤
(
1 + p

2

) ∫ T

S

Eqφ
′
(
−E

′
(t)

σ(t)

)
dt

≤ CEq+1(S).

(5.10)

Il reste a estimer le terme,

−
∫ T

S

Eqφ
′
σ

∫
Ω

u
(
ut − div(|∇xut|m−2∇xut)

)
dxdt.

On a ∣∣∣∣∫ T

S

Eqφ
′
σ(t)

∫
Ω

u(ut − div(|∇xut|m−2∇xut)) dxdt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ T

S

Eqφ
′
σ(t)

∫
Ω

uut dxdt

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ T

S

Eqφ
′
σ(t)

∫
Ω

u div(|∇xut|m−2∇xut) dxdt

∣∣∣∣ .
(5.11)

Il s'ensuit que ∣∣∣∣∫ T

S

Eqφ
′
σ(t)

∫
Ω

u div(|∇xut|m−2∇xut)dxdt

∣∣∣∣
≤
∫ T

S

Eqφ
′
σ(t)

∫
Ω

|∇u| |∇ut|m−1 dxdt
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A l'aide de l'inégalité de Hölder, on obtient∣∣∣∣∫ T

S

Eqφ
′
(t)σ(t)

∫
Ω

u div(|∇xut|m−2∇xut)dxdt

∣∣∣∣
≤
∫ T

S

Eqφ
′
σ(t)‖∇u‖p‖∇ut‖m−1

p(m−1)
p−1

dt.

On a encore

‖∇ut‖m−1
p(m−1)
p−1

≤ C|Ω|
p−m
pm ‖∇ut‖m−1

m ,

et

‖∇ut‖m−1
m ≤

(
−E ′(t)
σ(t)

)m−1
m

.

Il s'ensuit que ∣∣∣∣∫ T

S

Eqφ
′
(t)σ(t)

∫
Ω

u div(|∇xut|m−2∇xut)

∣∣∣∣
≤ C

∫ T

S

Eq+ 1
pφ
′
σ(t)

(
−E ′(t)
σ(t)

)m−1
m

dt

= C

∫ T

S

Eq+ 1
pφ
′
σ(t)

1
m

(
−E ′(t)

)m−1
m

dt.

Par l'inégalité de Young, on aura

∣∣∣∣∫ T

S

Eqφ
′
(t)σ(t)

∫
Ω

u div(|∇xut|m−2∇xut)

∣∣∣∣
≤ 1

m
εm
∫ T

S

E(q+ 1
p

)m(φ
′
(t))mσ(t) dt +

m− 1

m

1

ε m
m−1

E(S)

=
1

m
εm
∫ T

S

E(q+ 1
p

)mφ
′
(t)(σ(t))m dt +

m− 1

m

1

ε m
m−1

E(S).

(5.12)

On pose

m

(
q +

1

p

)
= q + 1,

donc q = (p −m)/p(m − 1). Ainsi, des inégalités (5.8), (5.9), (5.10), (5.12) et (5.6)
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Estimation du taux de décroissance de l’énergie associée à une équation des

ondes de type p-Laplacien dissipativement faible

on obtient ∫ T

S

Eq+1φ
′
(t) dt

≤ CE(S)q+
1
2

+ 1
p + C ′E(S)q+1 + C ′′E(S)

≤

(
CE(0)q−

1
2

+ 1
p + C ′E(0)q + C ′′

E(0)q

)
E(0)qE(S),

(5.13)

où C, C ′ et C ′′ sont des canstantes positives indépendantes de E(0). Finalement, en

faisant tendre T vers l'in�ni dans (5.13) et en appliquant le Lemme 2.2.1 on obtient

E(t) ≤
(
CE(0)q−

1
2

+ 1
p + C ′E(0)q + C ′′

) 1
q

(
1 + q

q

) 1
q
∫ t

0

σ(t) dt.

Il est clair que pour p = m, l'énergie E(t) associée au problème (P3) véri�e la propriété

de décroissance (5.3).



Perspectives

Le fait d'imposer certaines conditions sur le terme dissipatif, donne de di�érents

aspects au problème posé, ainsi l'étude de l'existence globale et le comportement

asymptotique des solutions nécessitera d'autres méthodes. On compte donc orienter

notre recherche vers des cas de feedback non monotone. Plus justement une énergie

qui n'est pas forcement décroissante. Des problèmes de ce genre font actuellement

l'objet d'étude de plusieurs auteurs.

A. Guesmia ([12] , [13] ) par exemple a pu introduire de nouvelles inégalités inté-

grales, plus générales que celles de Haraux [14], Komornik [19] et Martinez [23].

Des inégalités permettant une estimation sur le comportement à l'in�ni d'une fonc-

tion positive non nécessairement décroissante. C'est donc le cas des problèmes non

dissipatifs.
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