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Résumé  

 

 
Dans ce travail, une nouvelle théorie de déformation de cisaillement incluant l'effet 

d'étirement de l’épaisseur pour la vibration libre des plaques simplement appuyée est 

présentée. La théorie tient compte de la distribution parabolique des déformations de 

cisaillement transversales et vérifie les conditions aux limites des contraintes de cisaillement 

nulles sur les surfaces de la plaque, sans utiliser le facteur de correction de cisaillement. 

L’avantage de cette théorie est que le nombre de variables dans le champ de déplacement est 

seulement cinq comparativement aux autres théories de cisaillement et de la déformation 

normale. La présente théorie a un nouveau champ de déplacement qui introduit des variables 

intégrales indéterminées. L'équation du mouvement de la structure vibratoire obtenue par le 

principe classique de Hamilton et résolue en utilisant les étapes de Navier. La validation du 

modèle théorique proposé est effectuée pour démontrer l'efficacité du modèle. On peut en 

conclure que la présente théorie est non seulement précise, mais aussi simple pour prédire les 

fréquences naturelles des plaques à gradient de propriété avec effet d'étirement de l’épaisseur. 

 

 

Mots clés : Plaques FGM; nouvelle théorie de plaque ; Vibration ; effet d'étirement de 

l’épaisseur 
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Abstract 
 

 

 
     This work presents a new shear deformation theory including the stretching effect for free 

vibration of the simply supported functionally graded plates. The theory accounts for 

parabolic distribution of the transverse shear strains and satisfies the zero traction boundary 

conditions on the surfaces of the functionally graded plate without using shear correction 

factors. This theory has only five unknowns, which is even less than the other shear and 

normal deformation theories. The present one has a new displacement field which introduces 

undetermined integral variables. The equation of motion of the vibrated structure obtained via 

the classical Hamilton’s principle and solved using Navier’s steps. The validation of the 

proposed theoretical model is performed to demonstrate the efficacy of the model. It can be 

concluded that the present theory is not only accurate but also simple in predicting the natural 

frequencies of functionally graded plates with stretching effect. 
 
Keywords: Functionally graded plates; new plate theory; vibration; stretching effect. 
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 ملخص
 

 

 

تشوه القص بما في ذلك تأثیر تمدد السمك للاھتزاز الحر للألواح لیقدم ھذه العمل نظریة جدیدة      

التوزیع المكافئ لتشوھات القص العرضي,  الاعتبارالمتدرجة وظیفیا بسیطة المسندة, النظریة تأخذ بعین 

ف الصفیحة بدون إستعمال معامل بینما تحقق الشوط على إجھادات القص العرضي والتى تنعدم على حوا

ھذه النظریة لدیھا خمسة مجاھیل فقط, وھي أقل من نظریات تشوه القص والنظریات تصحیح القص. 

یتم  النظریة الحالیة تحتوي على معادلات إزاحة جدیدة مكونة من متغیرات التكامل غیر المحدد.العادیة. 

لھیكل المھتز من خلال مبدأ ھاملتون الكلاسیكي وحلھا باستخدام خطوات الحصول على معادلة الحركة ل

)Navier .( یتم التحقق من النوذج النظري المقترح لإثبات دقة وفعالیة النموذج. یمكن الاستنتاج أن

النظریة الحالیة لیست دقیقة فحسب، بل ھي بسیطة أیضاً في التنبؤ بالترددات الطبیعیة للصفائح المتدرجة 

 .السمك یفیاً مع تأثیر تمددوظ

 

 الألواح المتدرجة وظیفیا, نظریة جدیدة لتشوه القص, الاھتزاز الحر, تمدد السمك :كلمات مفتاحیة
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Introduction générale 

 
Des structures faites des matériaux à gradient de propriétés ont été largement utilisées 

dans les diverses applications telles que les constructions, l'aérospatiale, le nucléaire, le civil 

et l'automobile. Les avantages considérables offerts par les matériaux fonctionnellement 

graduée (FGM) sur les matériaux conventionnels sont d'éliminer les problèmes d'interface des 

matériaux composites conventionnels et ainsi la répartition des contraintes devient lisse [1]. 

Par la suite, un certain nombre d'études ont été réalisées pour analyser la statique, la vibration 

et le flambement des structures fonctionnellement graduée en raison de la pertinence accrue 

des composants structurels des FGM dans la conception des structures d'ingénierie [2-10]. 

Différentes théories ont été développées pour prédire avec plus de précision leurs réponses 

mécaniques. Ces théories de plaques peuvent être classées en trois groupes, à savoir: la 

théorie classique des plaques (CPT), la théorie des plaques de déformation de cisaillement du 

premier ordre (FSDT) et la théorie des plaques d'ordre élevé (HSDT). La théorie classique des 

plaques (CPT) n'est acceptable que pour les plaques minces sans effet de déformation 

transversale. La théorie de la plaque de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT) 

surmonte ce problème en prenant en compte cet effet. Cependant, un facteur de correction de 

cisaillement pratiquement approprié est nécessaire. En appliquant une variation non linéaire 

du déplacement axial de haut ordre, la théorie HSDT prédit plus précisément que CPT et 

FSDT, et il n'est pas nécessaire d'introduire la notion de facteur de correction de cisaillement. 

Par conséquent, cette théorie a été de plus en plus utilisée pour prédire le comportement des 

plaques de matériaux composites avancés. Il est à noter que l'importance d'inclure les effets de 

déformation de cisaillement transverse vient du fait que les matériaux composites présentent 

des rapports très élevés entre les modules de Young dans le plan et les modules de 

cisaillement transverse. Par conséquent, la déformation par cisaillement est plus prononcée et 

joue un rôle important dans le comportement global de ces matériaux [11]. Le CPT néglige 

l'effet de déformation par cisaillement transverse et donne des résultats acceptables pour les 

structures mince (plaques) fonctionnellement graduée (FG) seulement [12-18]. La théorie 

FSDT définit un champ de déplacement linéaire dans le sens de l'épaisseur et donne des 
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résultats acceptables pour des plaques moyennement épaisses et minces mais nécessite un 

facteur de correction de cisaillement difficile à trouver car dépend de la géométrie, des 

propriétés matérielles et des conditions de chaque problème [19]. La théorie FSDT permet de 

modéliser des plaques relativement épaisses et leur précision dépend de la validité du facteur 

de correction utilisé. Hosseini-Hashemi et al. [20] ont étudié l'analyse des vibrations libres de 

plaques FG rectangulaires moyennement épaisses sur des fondations élastiques Winkler et 

Pasternak. Malekzadeh et Alibeygi [21] ont présenté l'analyse vibratoire libre de plaques 

quadrilatérales droites à fonctionnellement graduée (FG) dans un environnement thermique 

utilisant la méthode de quadrature différentielle (DQM) basée sur le FSDT. Panda et Katariya 

[22] ont étudié la vibration libre et le comportement de flambage des panneaux composites 

stratifiés plats et courbés en utilisant la méthode des éléments finis (FEM) et basés sur la 

théorie de la déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT). Kolahchi et al. [23] ont 

étudié la stabilité dynamique non-linéaire dépendant de la température pour une visco-plaque 

renforcée fonctionnellement graduée au CNT reposant sur une fondation élastomère 

orthotrope. Madani et al. [24] ont étudié la vibration libre d'une enveloppe cylindrique 

piézoélectrique renforcée par des nanotubes de carbone (NG) fonctionnellement graduée (FG) 

et soumise à des répartitions de température uniformes et non uniformes basées sur le FSDT 

en utilisant la méthode des cubes différentiels. Contrairement à la FSDT existante, Mantari et 

Granados [25-27] ont étudié l'analyse de flexion et de vibration libre des plaques 

fonctionnellement graduée en utilisant une nouvelle théorie de première déformation de 

cisaillement (FSDT) avec un nouveau champ de déplacement incluant des termes entiers 

indéterminés. De même, Meksi et al. [28] ont étudié la flexion et la vibration libre de plaques 

fonctionnellement graduées en utilisant une nouvelle théorie simple de plaque de déformation 

de cisaillement de premier ordre basée sur la position de surface neutre et reposant sur des 

fondations élastiques Winkler ou Pasternak. Afin d'inclure les effets de déformation de 

cisaillement, plusieurs théories de déformation de cisaillement polynomiales [29-31] et non 

polynomiales [32-36] d'ordre élevé (HSDT), qui sont basées sur une variation non linéaire à 

travers l'épaisseur des déplacements dans le plan, sont développés. Les (HSDT) satisfont les 

conditions de contrainte de cisaillement nulle sur les surfaces supérieure et inférieure des 

plaques. Un facteur de correction de cisaillement n'est donc pas requis. Les HSDT 

polynomiaux peuvent être basés sur l'expansion en série de taylor de termes d'ordre élevé. Kar 

et al. [37] ont étudié l'effet de différentes charges thermiques sur le comportement de post-

flambement thermique de panneaux de coque incurvés peu profonds à fonctionnellement 
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graduée basés sur la théorie du plan médian d'ordre élevé et les relations de déformation non 

linéaire de déformation de Green-Lagrange. Ferreira et al. [38] ont étudié la vibration libre de 

plaques fonctionnellement graduées basée sur la théorie de la plaque de Reddy en utilisant le 

schéma d'homogénéisation de Mori-Tanaka et la méthode de collocation globale avec des 

fonctions de base radiales multi-quadratiques. Kar et al. [39] ont analysé les réponses de 

flambement des panneaux de coque incurvés à fonctionnellement graduée sous charge de 

température élevée, en utilisant une théorie déformable de cisaillement d'ordre élevé et une 

méthode d'étapes par éléments finis; les modules de matériaux effectifs ont été calculés en 

utilisant le modèle micromécanique de Voigt à travers la distribution de loi de puissance avec 

et sans propriétés dépendant de la température. Baseri et al. [40] ont étudié le comportement 

de flambage de la plaque composite stratifiée intégrée dans un milieu élastique en utilisant la 

théorie des plaques de Reddy. Kar et Panda [41] ont étudié le comportement de vibration libre 

non linéaire d'un panneau sphérique à fonctionnellement graduée basé sur une théorie de 

déformation de cisaillement d'ordre élevée pour une coque peu profonde en prenant une 

cinématique non linéaire de type Green-Lagrange. Hosseini-Hashemi et al. [42] ont présenté 

une solution précise de forme fermée pour l'analyse vibratoire transversale des plaques 

rectangulaires de type Lévy basée sur la théorie de la plaque de déformation de cisaillement 

du troisième ordre. Récemment, la théorie de la déformation de cisaillement polynomiale 

d'ordre élevé (HSDT) a été utilisée dans un environnement différent pour obtenir les réponses 

structurelles des structures composites stratifiées et de plaques fonctionnellement graduée, 

voir par exemple [43-46]. Contrairement aux théories HSDT polynomiales, les HSDT raffinés 

non polynomiaux peuvent être développés en utilisant des fonctions de déformation de forme 

non polynomiales. Dans ce contexte, un grand nombre d'études ont été réalisées pour étudier 

les réponses mécaniques des plaques composites avancées en utilisant des fonctions non 

polynomiales (sinus, sinus hyperbolique, cosinus, exponentielle et tangente) pour décrire le 

gauchissement à travers l'épaisseur de la plaque et prendre en compte les effets de 

déformation transversale en cisaillement. Neves et al. [47,48] ont utilisé les fonctions non 

polynomiales sinusoïdales [47] et hyperboliques [48] pour les déplacements transversaux et 

dans le plan pour l'analyse de flexion et de vibration libre des plaques fonctionnellement 

graduées. Mantari et al. [35,49] utilise également la fonction trigonométrique non 

polynomiale dans le domaine du déplacement pour l'analyse en flexion de plaques composites 

stratifiées, sandwiches et isotropes. Mahi et al. [50] ont étudié l'analyse de flexion et de 

vibration libre de plaques composites stratifiées, sandwiches, isotropiques et 
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fonctionnellement graduée, en utilisant une nouvelle théorie de déformation par cisaillement 

hyperbolique. Neves et al. [51] ont étudié l'analyse de flambage de plaques sandwich avec des 

peaux fonctionnellement graduées, une nouvelle théorie de déformation de cisaillement sinus 

hyperbolique quasi-3D. Récemment, Mantari et Guedes Soares [52,53] ont développé des 

HSDT quasi-3D optimisés pour des plaques et des coques composites avancées en utilisant la 

théorie de déformation de cisaillement d'ordre élevé non-polynomiale. Mantari [54] a présenté 

une solution en forme fermée d'une théorie de déformation de cisaillement d'ordre élevé 

quasi-3D (HSDT) de type hybride généralisé pour l'analyse en flexion de coques à 

fonctionnellement graduées. Tounsi et ses collègues [55-58] ont développé une nouvelle 

théorie des plaques raffinée et robuste pour la vibration libre de la plaque FGM avec 

seulement quatre fonctions inconnues utilisant diverses fonctions non polynomiales. Afin 

d'introduire les effets transversaux de déformation de cisaillement et d'étirement d'épaisseur, 

les théories quasi-3D, qui sont basées sur une variation d'ordre élevé des déplacements dans le 

plan et dans le sens transversal, sont développées. En utilisant ces théories, bien que beaucoup 

de travail ait été fait pour les plaques FG [59-65]. Plus récemment, Tounsi et ses collègues 

[66-69] ont développé une nouvelle théorie de la plaque raffinée pour le comportement 

mécanique d'une plaque simplement appuyée avec seulement quatre inconnues. Ces théories 

ont un nouveau champ de déplacement qui introduit des variables intégrales indéterminées. 

Par opposition à cinq ou même plus grand nombre dans le cas d'autres théories de 

déformation de cisaillement d’ordre élevé. Cette théorie ne nécessite pas de facteur de 

correction de cisaillement, et tient compte de la distribution parabolique des déformations 

transversales de cisaillement, et vérifie les contraintes de cisaillement nulles sur les surfaces 

de la plaque sans utiliser de facteur de correction de cisaillement. Il convient de noter que 

l'effet d'étirement de l'épaisseur est ignoré dans ces nouvelles théories à quatre variables et 

que le déplacement transversal est considéré comme constant dans le sens de l'épaisseur, 

comme dans les théories en plaques minces de type Kirchhoff-Love. Cela semble tout à fait 

insuffisant car les plaques FGM sont caractérisées par une forte variation des propriétés du 

matériau dans le sens de l'épaisseur [70]. Cet article vise à améliorer la théorie des plaques 

développée par Tounsi et ses collègues [64-67] en incluant l'effet dit d'étirement. En utilisant 

la théorie proposée, les deux analyses de vibration libre des plaques FG sont étudiées. Cette 

théorie n'a que cinq inconnues, ce qui est encore moins que les autres théories Quasi-3D. La 

caractéristique la plus intéressante de cette théorie est qu'elle tient compte d'une variation 

trigonométrique des déformations transversales de cisaillement dans l'épaisseur et satisfait aux 
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conditions de limite des contraintes de cisaillement nulles sur les surfaces supérieure et 

inférieure de la plaque sans utiliser de facteurs de correction de cisaillement. Il convient de 

noter que la fonction sinusoïdale a été utilisée pour la première fois par Levy [71] et évaluée 

par Stein [72], puis largement utilisée par Touratier [32] et Zenkour [34]. Ces théories sont 

capables de représenter la section déformée dans la configuration déformée et les résultats 

obtenus à partir de ces théories montrent que cette théorie est capable de calculer les 

contraintes et les fréquences propres plus précisément que les autres théories. Dans cette 

étude, des solutions analytiques de vibration sont obtenues pour la plaque de FGM et la 

précision est vérifiée en comparant les résultats obtenus avec ceux rapportés dans la 

littérature. 

Ce travail sera donc présenté selon l’organisation qui suit : 

• Le premier chapitre présente les matériaux à gradient de propriétés« FGM », leurs 

propriétés, l’histoire de leur développement, leurs méthodes de fabrication, ainsi que 

leurs domaines d’application. Puis, nous avons cité les propriétés matérielles effectives 

d’un matériau FGM. A la fin nous avons terminé par les différentes lois possibles qui 

servent à décrire la variation des propriétés matérielles du matériau FGM. 

 

• Dans Le deuxième chapitre nous avons donné un aperçu sur la théorie des plaques 

ainsi que les modèles analytiques des plaques FGM à savoir la théorie classique des 

plaques (CPT), la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) et 

la théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT), ainsi que les 

différents modèles de fonction de cisaillement transverse. En outre, ce chapitre 

présente une revue de quelques travaux scientifiques portant sur les matériaux à 

gradient de propriétés FGM en mettant l’accent sur les travaux publiés récemment. 

Divers espèces pour les différents aspects des FGM sont exposées dans ce chapitre. 

 

• Le troisième chapitre a pour objet de présenter la nouvelle théorie trigonométrique 

quasi-3D des plaques en se basant sur le principe d’Hamilton permettant d’établir les 

équations d’équilibre et les résoudre en utilisant les étapes de Navier. Dans cette 

théorie, nous avons introduit  la déformation normale  « effect of thickness stretching»  

avec seulement cinq variables pour résoudre les problèmes de vibration libre des 

plaques. 
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• Le quatrième chapitre présente la discussion des résultats obtenus par la nouvelle 

théorie à ordre élevé dans le cas de vibration libre de la plaque en matériau à gradient 

de propriétés (FGM) et compare les résultats obtenus avec ceux rapportés dans la 

littérature. Ensuite, la validation du modèle théorique proposé est effectuée pour 

démontrer l'efficacité du modèle. 

 
• Le présent travail se termine par une conclusion générale où on souligne l’efficacité de 

la nouvelle théorie à ordre élevé. 
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Chapitre i : Généralités sur les Matériaux à 

Gradient de propriétés  
 

I.1. Introduction : 

Les matériaux composites sont la forme la plus avancée de matériaux constitués de deux 

ou plusieurs constituants ayant des propriétés physiques et chimiques significativement 

différentes des matériaux individuels. Les matériaux composites permettent des combinaisons 

distinctes donnant une surface dure et résistante à l'usure et un noyau souple conformément 

aux exigences fonctionnelles de l'application. Hétérogénéité, anisotropie, symétrie et 

hiérarchie sont les principales caractéristiques des matériaux composites qui suscitent un 

intérêt particulier pour diverses applications. Le rapport résistance / rigidité élevé, la 

résistance de la râpe à la fatigue, à l'usure et à la corrosion, une fiabilité élevée, etc.. sont les 

avantages des composites par rapport aux métaux purs ou alliés. En dépit de tous ces 

avantages, les matériaux composites sont soumis à une transition abrupte des propriétés à 

l’interface, ce qui peut entraîner une défaillance des composants (par délamination) dans des 

conditions de travail extrêmes. 

Cet inconvénient des composites conventionnels éliminés par une forme modifiée de 

composites appelés matériaux à gradient de propriétés  (FGM). Ces matériaux remplacent 

l'interface nette par l'interface de gradient, ce qui permet une transition en douceur des 

propriétés d'un matériau à un autre. Ces matériaux avancés, dotés de gradients de 

composition, de structure et de propriétés spécifiques dans la direction privilégiée, sont 

supérieurs aux matériaux homogènes composés de constituants similaires [73]. Les propriétés 

mécaniques telles que le module d’élasticité de Young, le coefficient de Poisson, le module 

d’élasticité au cisaillement, la densité du matériau et le coefficient de dilatation thermique 

varient de manière régulière et continue dans les directions préférées des FGM. Les os, les 

dents, la peau et le bambou sont quelques exemples de matériaux à gradient de fonction 

naturel. 

Le concept de matériaux à gradient de propriétés (FGM) a été développé pour la 

première fois par des chercheurs japonais en 1984. Ils ont conçu une barrière thermique à 

gradient de fonction avec une température extérieure de 2000 K et une température intérieure 

de 1000 K sur une épaisseur de 10 mm. Depuis lors, l'utilisation de matériaux à gradient 
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fonctionnel a été accrue dans divers domaines, notamment l'aérospatiale, les mines, l'énergie 

et la médecine. Les FGM présentent de nombreux avantages qui les rendent aptes à ces 

applications. Cela comprend une grande ténacité, une réduction des contraintes transversales 

dans le plan et dans l’épaisseur, une amélioration des performances des systèmes de barrières 

thermiques, etc. En raison de cette importance des FGM, de nombreux efforts ont été 

déployés pour améliorer le processus de fabrication et les propriétés des FGM. Il existe 

plusieurs méthodes de fabrication pour la fabrication de FGM, en fonction du type de FGM 

requis. Celles-ci incluent la métallurgie des poudres, le dépôt en phase vapeur, la méthode 

centrifuge et les techniques de forme libre solide. Parmi toutes ces méthodes, les techniques 

sous forme libre utilisant le laser, le plasma ou un faisceau d'électrons comme source 

d'énergie sont devenues très populaires ces dernières années [74]. 

 

I.2. Concept des matériaux à gradient de propriété FGM : 

Le matériau à gradient de propriété peut être fabriqué en faisant varier le pourcentage de 

deux ou plusieurs matériaux, ou en variant la microstructure d’un composant, de telles sortes, 

que le nouveau matériau possèdera les propriétés voulues suivant la direction désirée. C’est 

donc un composite, un hétérogène à caractéristiques inhomogènes à l’échelle macroscopique 

[75] et homogènes à l’échelle microscopique. 

 

Initialement conçus comme des boucliers thermiques pour les navettes spatiales et les 

réacteurs à fusion, les chercheurs et les concepteurs se sont intéressés à une combinaison de 

deux matériaux le métal et la céramique, l’un pour sa grande résistance à l'usure et à 

A – Matériau composite B – Matériau composite laminaire     C – Matériau à gradient de propriété 

Figure I.1 : La distribution composante des matériaux [76] 
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l'oxydation du côté basse température, et l’autre pour sa résistance thermique du côté haute 

températures. 

L’association de ces deux matériaux permet d’améliorer les propriétés mécaniques et 

thermiques des pièces, contre les agressions extérieures, en  effet, la performance de la 

céramique à température élevée est plus attractive que celle des métaux, ainsi différentes 

qualités sont requises simultanément [77]. 

Le tableau I.1. regroupe les propriétés de chaque composant [75, 78]: 

 

Tableau I.1 : Les propriétés du métal et de la céramique. 

 Position Propriétés 

 
 
 
 
 

Céramique 

 
 
 
 
 

Côté haute Température 

- Faible réactivité chimique, bonne tenue aux corrosions. 
- Haute température de fusion ou de décomposition. 
- Haute dureté. 
- Hauts modules d’élasticité. 
- Charge à la rupture élevée. 
- Coefficient de frottement bas et bonne résistance à 
l’usure et l’oxydation. 
- Fragiles, très vulnérables aux défauts de petite taille et de 
caractéristiques dispersées. 

Céramique / Métal Épaisseur intermédiaire - Réduit les contraintes résiduelles. 
- Pas de problème d’interface. 

 
 

Métal 

 
 

Côté basse Température 

- Bonne résistance mécanique. 
- Conductivité thermique élevée. 
- Très bonne ténacité. 
- Bonne résistance à l’usure et l’oxydation. 

 

Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un 

matériau FGM est illustré dans la figure I.2. Il en résulte un gradient qui déterminera les 

propriétés des FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un même matériau 

mais de microstructure différente [79]. 
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Figure I.2 : Concept des matériaux à gradient de propriétés [80]. 

 

La figure I.3. montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de protection 

thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition). Il 

montre également comment un FGM peut alléger. Ces concentrations de contraintes en 

changeant graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection thermique 

trouvée dans les barrières thermiques conventionnelles. 

 

 

 

 

 

Céramique 
 

Métal 

Résistance 
thermique 

Contraintes thermiques 

Résistance 
mécanique 
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Figure I.3 : Protection thermique des Matériaux FGM et Non FGM [80] 

 
I.3. Historique des matériaux à gradient de propriétés FGM : 

Le meilleur exemple de FGM est la peau humaine, qui procure résistance et qualités 

élastiques. Les matériaux de FGM impliquaient souvent deux constituants isométriques. Cela 

inclut les alliages de magnésium, aluminium, titane de céramique, acier, tungstène, etc. Les 

FGM ont un grand potentiel dans les applications où les conditions de fonctionnement sont 

sévères, notamment les boucliers thermiques, les tubes d'échangeurs thermiques, les implants 

biomédicaux, les volants d'inertie et les revêtements à plasma pour réacteurs de fusion. , etc. 

Différentes combinaisons des fonctions habituellement incompatibles peuvent être utilisées 

pour créer de nouveaux matériaux pour l'aérospatiale, les usines chimiques, les réacteurs 

nucléaires, etc. Par exemple, une couche discrète de matériau céramique est collée à une 

structure métallique dans un revêtement de barrière thermique classique pour les applications 

à haute température. 

La transition abrupte des propriétés des matériaux à l’interface entre des matériaux 

distincts peut être à l’origine de fortes contraintes inter laminaires et conduire à une 

déformation plastique ou à une fissuration. Ces effets néfastes peuvent être atténués par un 

nivellement spatial en douceur des constituants du matériau. Dans de tels cas, de grandes 

concentrations de céramique sont placées à des endroits corrosifs et soumis à des températures 

Barrière thermique conventionnelle 

Décollement 

Rupture 

Traction Compression 

Contraintes thermiques induites 

Barrière thermique en FGM Contraintes thermiques induites 

Compression Traction 
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élevées, tandis que de grandes concentrations de métal sont placées dans des régions où les 

propriétés mécaniques doivent être élevées. 

L'application de ces matériaux avancés a été visualisée pour la première fois lors d'un 

projet d'avion spatial en 1984 au Laboratoire national de l'aérospatiale du Japon afin d'éviter 

les pointes de contrainte aux interfaces des panneaux revêtus de la navette spatiale. 

Le concept de FGM a été appliqué avec succès dans les revêtements à barrière 

thermique où les exigences visent à améliorer la résistance thermique, à l'oxydation et à la 

corrosion. Les systèmes de matériaux de recherche importants dans la technologie de 

fabrication des FGM sont les suivants: couches de céramique de protection extérieures en 

alumine «AlR2ROR3R» et en zircone «ZrOR2R» sur des substrats à base de superalliage Ni (NiCrAlY). 

 

Figure I.4 : Système de protection thermique dans la navette spatiale 
A- La variation de température lors de la rentrée dans l’atmosphère terrestre 

B - Emplacement des différents matériaux [81]. 
 

I.4. Propriétés effectives des matériaux à gradient de propriétés : 

La fabrication des matériaux FGM est obtenue par le mélange de deux phases de 

matériaux distincts, par exemple, un mélange du métal et de céramique. Souvent, 

l'information précise de la forme et de la distribution des particules constituants des FGM ne 

peut pas être disponible. Ainsi, les propriétés effectives du matériau FGM, à savoir : (module 

d'élasticité, module de cisaillement, densité, etc…) sont évaluées seulement sur la base de la 

distribution de la fraction volumique des constituants et leur forme approximative. Plusieurs 

modèles de micromécanique ont été développés au cours des années pour déduire les 

propriétés effectives des matériaux composites macroscopiquement homogènes. Les 
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approches analytiques, la méthode des éléments finis et les modèles micromécaniques sont 

fréquemment utilisés pour la modélisation des matériaux FGM. 

Les sujets les plus importants qui traitent la modélisation des structures en FGM sont: la 

déformation élastique, les contraintes élastiques, les déformations plastiques, le fluage dû à 

des températures élevées, la propagation des fissures, etc. Les différentes approches 

analytiques de modélisation des FGM disponibles dans la littérature sont présentées comme 

suit : 

I.4.1. Estimation auto-cohérente « Self consistent estimates » : 

Cette méthode décrit ses estimations par la solution d'un problème élastique dans 

laquelle une inclusion ellipsoïdale est noyée dans une matrice possédant les propriétés 

effectives de matériau composite. Dans cette méthode, pour tenir compte de l’interaction entre 

les constituants du milieu hétérogène, on suppose que chaque inclusion de renforcement est 

noyée dans un matériau dont les propriétés effectives sont ceux du matériau composite 

homogénéisé recherché [82-84]. 

Cette méthode ne fait pas de distinction entre la matrice et les phases de renforcement et 

les mêmes modules globaux sont prédits dans un autre composite dans laquelle les rôles des 

phases sont échangés. Ceci le rend particulièrement adapté pour la détermination des modules 

effectifs dans ces régions qui ont une microstructure du squelette interconnecté comme le 

montre la Figure I.5. Il s'agit d'une méthode d'analyse rigoureuse applicable à des matériaux 

composites à deux phases isotrope. 

 

 
Figure I.5 : Matériau à deux phases avec microstructure du squelette 
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I.4.2. Modèle de Mori-Tanaka : 

Cette méthode fonctionne bien pour les composites avec des régions de la 

microstructure graduée avec une matrice continue clairement défini et une phase particulaire 

discontinue. Cette méthode suppose une petite particule sphérique noyée dans une matrice. 

La phase de matrice, est supposé être renforcée par des particules sphériques d'une phase 

particulaire. 

KR1R, GR1R et VR1R représente le module de compressibilité, le module de cisaillement et de la 

fraction volumique de la phase de matrice, respectivement, tandis que KR2R, GR2R et VR2R désignent 

le correspondant des propriétés du matériau et de la fraction volumique de la phase du renfort. 

On remarque que VR1R+VR2R=1. La masse volumique effective peut être donnée par la loi 

des mélanges (ρ = ρR1RVR1R + ρR2RVR2R) [85, 86]. 

 

I.4.3. Modèles sphères composites : 

Le modèle sphères composites a été introduite par Hashin [87]. Dans ce modèle, les 

propriétés effectives des matériaux composites isotropes ont été déterminées de façon 

analytique. Ce modèle est constitué par une gradation de taille de particules sphériques noyées 

dans une matrice continuée (figure I.6.) tels que les sphères remplissent complètement le 

volume du composite. 

 

 
Figure I.6 : Modèle sphères composite 

 

 

 



Chapitre I : Généralités Sur Les Matériaux à Gradient De Propriétés FGM  
 

  20 
 

I.4.4. Modèle d'assemblage de cylindres : 

Le modèle d'assemblage de cylindres est un modèle qui permet une détermination 

analytique des modules élastiques des composites, raisonnablement précise et exacte. Ce 

modèle est utilisé pour les composites orthotropes et nécessite à la fois que la fibre de renfort 

et la matrice soient isotropes, tandis que les éléments de volume représentatifs « VER » 

(élément qui représente le volume) est transversalement isotrope dans des plans matériels qui 

sont perpendiculaires à la direction des fibres [88]. 

 

I.5.  Méthodes de fabrication des matériaux à gradient de propriétés FGM : 

Plusieurs techniques sont disponibles pour produire des matériaux de qualité 

fonctionnelle (FGM). Peu d'entre eux sont décrits ci-dessous en détail. 

 

I.5.1. Techniques de dépôt en phase vapeur : 

Les techniques de dépôt en phase vapeur décrivent diverses méthodes de dépôt sous 

vide qui peuvent être utilisées pour produire des films minces sur les matériaux de base. 

Toutes ces techniques ne peuvent être utilisées que pour produire des FGM minces. Les 

différents types de techniques de dépôt en phase vapeur comprennent le dépôt physique en 

phase vapeur (PVD) et le dépôt chimique en phase vapeur (CVD). Celles-ci sont énergivores 

et produisent des jauges toxiques comme sous-produits [89]. Parmi les autres techniques 

basées sur le dépôt permettant de déposer des revêtements minces à gradient fonctionnel, il 

convient de citer le dépôt par faisceau d'électrons (EBD), le dépôt par faisceau d'ions (IBD) et 

la synthèse à haute température autogame (SHS) [90]. Toutes les méthodes mentionnées ci-

dessus ne sont pas économiques pour produire des FGM épais. 

 

I.5.2. Métallurgie des poudres : 

Une technique basée sur la métallurgie des poudres peut être utilisée pour produire des 

FGM de type épais à structure discontinue (par étapes). Le processus est réalisé en utilisant 

des étapes comprenant la pesée et le mélange de poudre selon la distribution spatiale 

prédéfinie selon les exigences fonctionnelles, l'empilement et le pilonnage des poudres pré 

mélangées, et enfin le frittage [91]. 
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I.5.3. Méthode centrifuge : 

La méthode centrifuge permet de produire des FGM épais à structure continue. Il utilise 

la force de gravité par rotation du moule pour produire des matériaux de calibre fonctionnel 

[92]. La différence de densité des matériaux et la rotation des moisissures produisent des 

FGM. Cette méthode présente deux inconvénients: elle ne peut produire que des FGM de 

forme cylindrique et il existe une limite quant au type de gradient qui peut être produit. 

I.5.4. Techniques de fabrication libre / fabrication additive (AM) : 

Fabrication de forme libre solide (SFF) / Fabrication additive (AM), également appelée 

impression 3D, est un processus consistant à assembler des matériaux pour créer des objets à 

partir de données de modèle 3D, généralement couche après couche, par opposition à la 

technologie de fabrication soustractive [93]. Ce procédé de fabrication sans outil permet de 

produire des pièces métalliques entièrement denses en un temps bref, avec une grande 

précision. Les procédés Metal AM peuvent être classés en deux groupes principaux, les 

technologies basées sur les technologies de fusion en poudre (PBF) et les technologies basées 

sur le dépôt d'énergie dirigé (DED). Ces deux technologies peuvent en outre être classées en 

fonction du type de source d’énergie utilisée. Dans les technologies à base de PBF, l’énergie 

thermique fusionne sélectivement les régions du lit de poudre. Le frittage / fusion sélectif au 

laser (SLS / SLM) et la fusion par faisceau d'électrons (EBM) sont les principaux processus 

représentatifs des technologies à base de PBF. Dans les technologies basées sur le DED, 

l’énergie thermique focalisée est utilisée pour fusionner les matériaux (sous forme de poudre 

ou de fil) en les faisant fondre au moment de leur dépôt. La mise au point par laser (LENS), le 

dépôt direct de métal (DMD), la fabrication sous forme de faisceau d'électrons (EBFFF) et la 

technologie AM à l'arc sont quelques-unes des technologies populaires à base de DED. 

La plupart des méthodes SFF / AM mentionnées ci-dessus sont capables de produire des 

matériaux à gradient fonctionnel (FGM) à partir de revêtements épais et de pièces épaisses 

complexes. 

Les avantages offerts par les techniques AM telles qu'une utilisation accrue des 

matériaux, une vitesse de production, une liberté de conception, une capacité de production de 

pièces compliquées et une intensité énergétique moindre suscitent un intérêt particulier dans 

la fabrication de FGM pour différentes applications. 

Les technologies AM basées sur la fusion en poudre (PBF) telles que la fusion sélective 

au laser (SLM) et la fusion par faisceau d'électrons (EBM) sont des méthodes très populaires 
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pour la production de pièces complexes en raison de leur grande précision et de leur finition 

de surface comparé aux technologies à déposition d'énergie dirigée. Cependant, les 

technologies à base de PBF sont moins flexibles que les technologies à base de DED en ce qui 

concerne la fabrication de matériaux à gradient de fonctionnalité. Cela est dû au fait que le 

gradient de matériau en faisant varier la composition chimique de la poudre n'est pas possible. 

Cependant, ces méthodes peuvent produire des FGM épais en contrôlant la porosité ou en 

introduisant différents types de structures en treillis dans les pièces à fabriquer. 

Les techniques AM basées sur le dépôt d'énergie dirigé (DED) sont les méthodes les 

plus pratiques pour produire des FGM car elles peuvent produire des FGM à partir de 

revêtements épais vers des pièces épaisses ayant un gradient continu ou discontinu. Ces 

méthodes peuvent produire des FGM avec une adhérence et des propriétés mécaniques 

supérieures à celles des technologies à lit de poudre. Le dépôt de métaux au laser (LMD) et le 

dépôt de forme libre par faisceau d'électrons (EBFFF) / la fabrication additive de faisceaux 

d'électrons (EBAM) sont des méthodes populaires basées sur les systèmes AM basés sur le 

DED qui peuvent être utilisés pour fabriquer différents types de FGM. 

 

I.5.4.1. Dépôt de métal au laser (LMD) : 

La mise au point par laser (LENS) et le dépôt direct de métaux (DMD) sont les 

principaux procédés basés sur la technologie DED qui utilise le faisceau laser comme source 

d'énergie et une matière première sous forme de poudre. Le procédé LENS a été développé à 

l'origine par les laboratoires nationaux Sandia en 1997, puis concédé sous licence à Optomec 

(États-Unis), tandis que le procédé DMD a été développé conjointement par le groupe POM et 

l'Université du Michigan [94, 95]. Dans ces processus, un faisceau laser de forte puissance est 

utilisé pour créer un pool fondu sur le matériau de base, puis le matériau en poudre est injecté 

dans le pool fondu à l'aide de buses. La poudre livrée au point du faisceau laser est absorbée 

dans le bain de fusion et crée un dépôt. Comme le montre la figure I.7, la table de travail peut 

se déplacer dans la direction x - y pour obtenir la coupe transversale souhaitée du modèle en 

tranches, puis les couches suivantes peuvent être déposées en incrémentant la tête de dépose 

dans la direction z pour compléter l’objet. Le dépôt de couches est répété jusqu'à ce que le 

composant tridimensionnel souhaité ait été formé de manière additive. La poudre de métal est 

acheminée par des buses et répartie sur la circonférence de la tête de dépôt soit par gravité, 

soit à l'aide d'un gaz vecteur inerte. 
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Figure I.7 : Processus de mise en forme de base du réseau par laser [96]. 

L'ensemble du processus est effectué sous atmosphère d'argon contrôlée, où les niveaux 

d'oxygène sont maintenus au-dessous de 10 ppm. 

 

 

La technique de déposition dirigée d'énergie (DED) de métal à base de laser (AM) est la 

technologie la plus appropriée pour produire des FGM. Tous les types de FGM, y compris les 

types continu / discontinu structuré et mince / épais, peuvent être facilement fabriqués en 

utilisant un dépôt de métal au laser (LMD). Des poudres pré-alliées peuvent être utilisées pour 

produire des FGM de type discontinu. Alors que les poudres élémentaires peuvent être livrées 

en quantités précises dans la zone de fusion en utilisant des alimentations séparées pour 

générer divers alliages et matériaux composites de manière graduelle. Avec l'adoption de cette 

technique, le nombre de FGM peut être transformé en formes complexes, car le taux de dépôt 

de poudre élémentaire peut être contrôlé pour chaque alimentateur pendant la fabrication de 

chaque couche et le produit final obtenu en quelques heures [97]. 

 

I.5.4.2. Fabrication directe par faisceau d'électrons :  

Le dépôt direct par faisceau d'électrons (EBDM) est une autre technologie basée sur le 

dépôt d'énergie dirigé (DED) qui utilise un faisceau d'électrons comme source d'énergie et une 

matière première sous forme de fil. Cette technologie a été développée par Sciaky (Chicago, 

États-Unis) et est également connue sous le nom de fabrication additive par faisceau 

d'électrons (EBAM). Ce processus permet de produire des composants de taille moyenne à 
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Figure I.8 : Fabrication additive par faisceau d'électrons par dépôt de double fil [98] 

grande, proches du réseau, à l'intérieur d'une chambre à vide directement à partir d'un modèle 

numérique. Après la fabrication, le composant nécessite des opérations de finition telles que le 

traitement thermique et l'usinage. La taille maximale du composant devant être fabriqué par 

EBAM est limitée par la taille de la chambre à vide de la machine. Des fils de soudure 

disponibles dans le commerce sont utilisés comme matériau de dépôt. Le système à faisceau 

d'électrons standard est une soudeuse Sciaky de 60 kW / 60 kV. Le faisceau d'électrons peut 

être mis au point électroniquement et la puissance de sortie est évolutive sur une très large 

plage. Cela permet d’obtenir une très large gamme de vitesses de dépôt en utilisant le même 

système. Les taux de dépôt typiques des systèmes EBAM vont de 3 à 9 kg / h, en fonction du 

matériau utilisé et de la complexité de la pièce. En outre, le système EBAM dispose d'un 

système de contrôle en boucle fermée dans lequel la taille du bain de fusion est surveillée en 

permanence et les paramètres sont ajustés pour maintenir la taille constante. Cela garantit une 

géométrie homogène des pièces, une microstructure et des propriétés mécaniques uniformes. 

 

 

 

La technologie EBAM peut également produire divers types de matériaux à calibrage 

fonctionnel (FGM) en utilisant plusieurs buses d'alimentation en fil, comme illustré à la figure 

I.8, sur un seul pistolet EB. Deux fils ou plus de différents alliages métalliques peuvent être 

contrôlés indépendamment et acheminés simultanément vers un seul bain fondu pour former 

des matériaux gradués. Les FGM de type revêtement et épais peuvent être formés de manière 

continue ou discontinue. 
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I.5.4.3. Matériaux à gradient de propriétés FGM par les technologies de dépôt à l’arc : 

Il existe une large gamme de procédés de fabrication additive à base d'arc où l'arc 

(plasma, TIG, MIG) est utilisé comme source d'énergie et le matériau utilisé sous forme de 

poudre ou de fil. L'arc à plasma transféré (PTA) et le soudage à l'arc au plasma (PAW) sont 

des procédés AM à forme libre qui utilisent l'arc au plasma comme source d'énergie et comme 

matière première sous forme de poudre et de fil, respectivement. Le dépôt de métal façonné 

(SMD) est une autre technique AM qui utilise le soudage au tungstène sous gaz inerte (TIG) 

ou au métal inerte (MIG) avec un matériau sous la forme de fils pour la fabrication de formes 

libres. Étant donné que la plupart de ces systèmes sont du type à alimentation en fil, ils sont 

également connus sous le nom de systèmes de fabrication additive assistée par fil (WAAM). 

Un grand nombre de configurations de système peut être obtenu en intégrant des 

systèmes de soudage conventionnels à des robots, des manipulateurs ou des portiques 

d’automatisation. Tous ces processus avec un blindage adéquat contre les gaz inertes ont un 

fort potentiel de production de pièces de taille moyenne à grande, de forme proche du filet, à 

un coût bien inférieur à celui des processus basés sur le laser et le faisceau d'électrons. 

Peu de systèmes AM à base de soudage ont été développés, capables de déposer des 

matériaux à gradient de propriétés. Dans ce cas, deux fils de remplissage sont commandés 

séparément et fournis à l'arc (TIG ou MIG) pour le dépôt. Plusieurs études ont été menées 

pour démontrer l'efficacité des configurations AM basées sur des arcs pour produire des 

FGM. Sajan Kapil et al [99] a fabriqué avec succès un alliage Al-Si ayant un gradient de 

conductivité thermique. Il a été fabriqué à l'aide d'une machine de fabrication en couches 

hybride (HLM) qui combine un système de dépôt à 3 axes à commande numérique par 

ordinateur et un système de dépôt par soudage à l'arc avec un gaz en métal (GMAW). S. 

Suryakumar et al. [100] ont montré deux manières différentes de fabriquer des matériaux à 

gradient de propriétés en utilisant le dépôt par soudure. Les FGM peuvent être produites en 

faisant varier les paramètres du processus ou en utilisant un double dévidoir qui peut être 

guidé et contrôlé séparément. 
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I.6. Domaines d’applications : 

I.6.1. Domaines d’applications dans divers domaines : 

Ces dernières années, l'utilisation des matériaux à gradient de propriétés (FGM) suscite 

un intérêt croissant en raison de leurs nombreux avantages par rapport aux matériaux 

composites. En raison de la variation graduelle de la composition, les propriétés des FGM 

changent de manière significative et continue d'une surface à l'autre, éliminant ainsi les 

problèmes d'interface tels que les concentrations de contraintes et la mauvaise adhérence 

[101]. L'utilisation des FGM augmente dans les secteurs de l'aérospatiale, de la défense, du 

nucléaire, du biomédical et de l'électronique. 

Les FGM sont principalement utilisées dans les applications où la combinaison de deux 

propriétés extrêmes est requise dans un seul composant, par exemple la dureté et la ténacité 

[102]. Dans le cas d'aube de turbine, des propriétés de résistance thermique et anti-oxydation 

sont requises du côté des hautes températures et la résistance mécanique et de la ténacité sont 

requises du côté des basses températures. Pour répondre à ces exigences, les aubes de turbine 

ont été utilisées pour la fabrication en utilisant des composites métal-céramique [103]. 

Cependant, la différence de propriétés entre deux matériaux créait des contraintes résiduelles 

et des problèmes d’adhérence à l’interface pouvant conduire à une défaillance. Une aube de 

turbine fabriquée à l’aide de FGM présente un changement de propriété régulier de la 

céramique au métal et diminue les problèmes d’interface [104]. La figure I.9 montre une aube 

de turbine fabriquée à l’aide de FGM, dans laquelle des propriétés telles que la conductivité 

thermique et la résistance mécanique sont progressivement dégradées d’une zone métallique à 

une zone céramique. 
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Figure I.10 : Outil de coupe de métaux conventionnel et FGM [106] 

 

    

Les applications telles que les outils de coupe et les pièces de machine nécessitent de la 

chaleur, de l’usure, des chocs mécaniques et une résistance à la corrosion. La fiabilité et le 

rapport coût / performance jouent un rôle majeur dans ces applications [102]. La figure I.10 

montre des outils de coupes composites et FGM avec une tige en métal et une pointe en 

céramique. Un outil composite subit une transition abrupte des propriétés du métal vers la 

céramique, ce qui peut entraîner des contraintes résiduelles et une défaillance de l'outil. 

Cependant, l’outil de coupe FGM dans lequel le matériau FGM utilisé entre le métal et la 

céramique augmente la résistance thermique et la durée de vie prévue de l’outil. 

 

Figure I.9 : Propriétés matérielles des aubes de turbine contenant des FGM [105] 
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Les FGM métallo-céramiques sont également utilisées dans les armures [107, 108], 

alors que la surface avant en céramique dure émousse le projectile, tandis que la surface 

arrière en métal capture les fragments et empêche la pénétration [109]. Des FGM similaires 

trouvent également des applications en tant que vannes résistant à la chaleur des moteurs à 

combustion interne [103]. Les revêtements de barrières thermiques à classification 

fonctionnelle (FTBC) utilisant diverses techniques de pulvérisation sont des méthodes 

populaires de production de telles FGM [110, 111]. 

Un autre domaine émergent pour les FGM est le secteur biomédical où un joint de 

prothèse à gradation fonctionnelle peut augmenter la force adhésive et réduire la douleur 

[112]. 

 

 

La performance de l’articulation de prothèse métallique peut être améliorée en utilisant 

un matériau à gradient de fonctionnalité présentant une biocompatibilité élevée en surface. 

Comme le montre la figure I.11, la propriété de biocompatibilité augmente et la résistance 

mécanique décroît à mesure que nous passons du métal à l'os. 

Nombre de technologies basées sur la diffusion et le dépôt sont utilisées pour améliorer 

les propriétés de surface des composants. Cependant, récemment, il a été observé que leurs 

performances peuvent être encore améliorées en combinant des processus de diffusion et de 

dépôt. La combinaison de processus de diffusion comme la nitruration, la nitro-carburation, 

etc. avec des processus de dépôt tels que le PVD, les revêtements de type CVD de type dur 

Figure I.11 : Articulation de prothèse à l'aide de FGM [113] 
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permet d'obtenir un effet de gradient fonctionnel qui améliore les propriétés [114]. Ces 

traitements sont bien connus sous le nom de traitements de surface duplex, dans lesquels les 

processus de diffusion (nitruration, boruration, etc.) sont combinés à des procédés de 

revêtement (tels que la diffusion PVD, CVD ou la diffusion thermo-réactive TRD). Les 

technologies de dépôt peuvent produire une couche dure et résistante à l'usure sur une surface 

métallique. Cependant, l'épaisseur de ce revêtement est très faible et il y a un changement 

soudain de propriétés entre le revêtement et le matériau du substrat. Cela pourrait entraîner 

une défaillance prématurée du revêtement pendant les conditions de service par délamination 

du revêtement. Le traitement de diffusion thermochimique, tel que la nitro-carburation avant 

le dépôt d'un revêtement dur, peut former une structure graduée de la surface au substrat et 

constitue une sous-surface résistante et solide pour le revêtement dur [115]. Il est également 

observé qu'une telle structure graduée peut déplacer le mécanisme de défaillance, Ainsi, le 

traitement de surface Duplex impliquant un dépôt nitro-carburant et thermo-réactif peut 

conserver les effets bénéfiques des deux traitements et en éliminer les inconvénients en 

formant une structure graduée de la surface à la base. 

Parallèlement à toutes ces applications, les FGM sont également utilisés dans les 

actionneurs piézoélectriques [116], systèmes de protection thermique à niveaux fonctionnels 

pour plans hypersoniques et supersoniques [modèles-pap et analyse-206] et systèmes de 

planchers chauffants à niveaux fonctionnels [117]. 

 
I.6.2. Domaines d’applications dans le Génie civil : 

I.6.2.1. Dans les chaussées rigides (Functionally Graded Concrete Materials for Rigid 
Pavements) : 

Les FGM peuvent être utilisés dans les chaussées rigides en béton avec une gradation 

obtenue par la variation de la fraction volumique de fibres, cette technique est visée d’être 

utilisée dans les autoroutes et les routes à très fort trafic où l’utilisation d’une chaussée souple 

en béton bitumineux est déconseillée, les dallages industrielles, les pistes des aéroports, car 

elles offrent une résistance et une durabilité élevées, le but est d’optimiser l’épaisseur de la 

chaussée afin d’avoir un matériaux rigide sur la surface de roulement et un matériau moins 

rigide sur la couche de fondation. 
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Figure I.12 : La variation de la fraction volumique des fibres dans la chaussée rigides. 

 

I.6.2.2. Dans les chaussées souples : 

Les FGM peuvent être utilisés dans les chaussées souples pour supprimer les couches 

d’accrochage entre la couche de la Grave Bitume et la couche de roulement en Béton 

Bitumineux et éviter le glissement entre les deux couches et économiser les épaisseurs des 

couches tout en obtenant un comportement optimisé et augmentant la capacité portante de la 

chaussée et par la suite sa durabilité. 

 

 

          Figure I.13 : La variation de la fraction volumique des constituants entre la couche : la couche de 

la Grave Bitume et la couche de roulement. 

 

I.6.2.3. Dans les grands vitrages des zones chaudes : 

Les vitres sont en FGM pour contrôler la température dans les zones chaudes et éviter 

les vitrages multiples. 

I.6.2.4. Dans les tunnels (functionally graded concrete segment in tunnel) : 

Les parois intérieurs des tunnels doivent être réalisées en matériau réfractaire et rigide 

dans la surface exposée et d’un matériau imperméable dans la surface en contact avec le sol et 

les roches. L’utilisation des FGM est une solution efficace. 
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I.6.2.5. Dans les joints des charpentes métalliques : 

Dans certains cas de la charpente métallique, lors de l’assemblage des éléments, on est 

obligé de réaliser des soudures entre de élément de nature différente l’un lourd et l’autre 

souple (acier/aluminium). Dans ce cas on utilise des joints ordinaires en acier. L’inconvénient 

de ce type de joint est la rupture et la durabilité. L’utilisation des joints en FGM est une 

solution optimale. 

 

I.7. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM : 

Les matériaux à gradient de propriétés « FGM » consistent en l’association de deux 

matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition 

idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre 

ces matériaux de manière à optimiser les performances de la structure qu’ils constituent. 

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures 

non uniformes avec des macro-propriétés graduées dans l’espace. Un FGM peut être définie 

par la variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la fonction de 

puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoïde pour décrire les fractions de 

volume. 

Les liaisons entre les particules doivent être assez dures à l’intérieur pour résister à la 

rupture, et également assez dures à l’extérieur pour empêcher l’usure. 

 

Figure I.14 : Géométrie d’une plaque en FGM. 
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Les  coordonnées  x  et  y   définissent  le  plan  de  la  plaque,  tandis  que  l’axe  z 

perpendiculaire à la surface moyenne de la plaque et dans la direction de l’épaisseur. 

Les propriétés matérielles, module de Young et le coefficient de Poisson, sur les 

surfaces supérieures et inférieures sont différents mais sont déterminés selon les demandes 

d'exécution. Cependant, le module de Young E et le coefficient de Poisson ν des plaques 

changent sans interruption seulement dans la direction d'épaisseur (l'axe z), E = E(z), ν= ν (z). 

Le module de Young dans le sens de l’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi 

de puissance (P-FGM) ou la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoïde (S-

FGM). 

I.7.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM : 

La fraction volumique dans les P-FGM est assurée par une fonction de loi de puissance 

sous la forme : 

                                          
k

h
hzzV 






 +

=
2/)(                                                       

Où k  est un paramètre matériels  et h est l’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction 

volumique locale )(zv   a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent 

être déterminées par la loi des mélanges : 

                                              ( ) )()( zVEEEzE mcm −+=           

Où: Em et Ec sont respectivement les modules de Young de la surface du métal (surface 

inférieure : z = -h/ 2) et de la surface du céramique supérieure : z = h/ 2) de la plaque FGM, la 

variation du module de Young dans la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est 

représentée sur la figure I.15 ci-dessous : 

(I.1) 

(I.2) 



Chapitre I : Généralités Sur Les Matériaux à Gradient De Propriétés FGM  
 

  33 
 

 

Figure I.15 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM. 
On distingue clairement que la fraction volumique change rapidement près de la surface 

inférieure pour p <1, et augmente rapidement près de la surface supérieure pour p >1. 

I.7.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM : 

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance à 

une plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur 

l’interface où le matériau est continu mais change rapidement [118]. Par conséquent, [119] 

ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux fonctions de loi de 

puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les interfaces. 

Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par :  

k

h
zhzV 
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=
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Et en utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut être calculé 

comme suit : 

2111 )](1[)()( EzVEzVzE −+=  Pour 02/ ≤≤− zh                     

(I.3.a) 

(I.4.a) 

(I.3.b) 
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2212 )](1[)()( EzVEzVzE −+=  Pour 2/0 hz ≤≤  

 La figure I.16 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (I.4.a) et 

(I.4.b) représente les distributions sigmoïdes, et cette plaque FGM est appelée (Plaque S-

FGM). 

 

 

Figure I.17 : Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM. 
 

I.7.3. Les propriétés matérielles de la poutre E-FGM : 

La fonction exponentielle est la plus utilisée pour décrire les propriétés matérielles des 

matériaux FGM. Elle s’écrit de la forme suivante : 

 
)2/(

2)( hzBeEzE +=  
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La figure I.18 ci-dessous représente la variation du module de Young à travers 

l’épaisseur de la plaque E-FGM. 

(I.5) 

 (I.4.b) 
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Figure I.18 : Variation du module de Young dans une plaque E-FGM. 

 

I.8. Conclusion : 

L’objectif de ce chapitre est de présenter et définir la notion d’un matériau à gradient 

de propriétés FGM. Dans un premier temps, nous avons présenté l’historique des matériaux à 

gradient de propriétés FGM, leurs principales méthodes de fabrication et leurs domaines 

d’application. Puis, nous avons cité les propriétés matérielles effectives d’un matériau FGM. 

A la fin nous avons terminé par les différentes lois possibles qui servent à décrire la 

variation des propriétés matérielles du matériau FGM (module de Young, masse 

volumique et coefficient de poisson) suivant l’épaisseur d’une plaque, ces lois peuvent 

être de puissances, exponentielles ou même sigmoïde. 
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Chapitre ii : revue bibliographique sur les 

matériaux fonCtionnellement gradués (fgm) 

 

II.1. Introduction : 

D’ordre général, pour modéliser le comportement d’un solide, soumis à un 

chargement quelconque, il est impératif de connaître le déplacement de chaque point de ce 

solide, dans les 3 directions de l’espace, par rapport à sa position au repos. Ces 

déplacements dépondent des propriétés physique du ou des matériaux le constituant 

(Module d’élasticité, masse, coefficient de poisson, coefficient de dilatation 

thermique,...etc.), de sa géométrie, de ces conditions aux limites, de la nature et de 

l’intensité de la charge. La science qui prédit le mouvement de chaque point d’un solide 

est la mécanique des milieux continus, cette discipline purement théorique est évolutive, il 

n’est donc pas étrange de voir des corrections, des améliorations, de nouvelles approches ou 

de nouvelles hypothèses. 

Une plaque est un solide dont l’épaisseur est plus petite par rapport aux deux 

autres dimensions. A priori, il faudrait utiliser les équations dans un espace de trois 

dimensions pour décrire ses déplacements, mais compte tenu de la géométrie particulière 

d’un tel solide, il n’est pas écarté de chercher à restreindre le problème à une équation 

dans un espace de deux dimensions, décrivant le comportement du plan moyen de la 

plaque, et permettant ainsi de réduire la taille des calculs. 

 
II.2. Historique de développement de la théorie des plaques : 

Voici dans un ordre chronologique les principaux événements marquants l’évolution 

de la théorie des plaques. 

En 1750, Leonhard Euler et Jacques Bernoulli ont été les premiers à donner une 

approche mathématique au comportement des poutres, en introduisant respectivement 

deux notions, l’indéformabilité axiale de la fibre neutre (elle se déforme en flexion sans se 

contracter ni se comprimer) et la faculté des sections droites à rester droites après 

déformation. 
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         En 1764, par analogie aux poutres, Leonhard Euler est arrivé à définir une équation 

différentielle du second ordre décrivant la vibration libre de la peau des tambours assimilée à 

une membrane élastique [120]. 

En 1787, Ernst Chladni, physicien allemand, connu pour être le fondateur de 

l'acoustique moderne, publia ses études expérimentales sur les vibrations des plaques, où 

il cherchait une méthode de mesure de la vitesse du son dans les corps solides. L’expérience 

de Ernst Chladni consistée à faire vibrer des plaques de taille, de forme et d'épaisseur 

différentes, saupoudrées de sable fin, et déposées horizontalement sur un support fixe à 

leurs centres, à l’aide d’un archet. La vibration des plaques fait migrer les grains de sable 

des zones de forte vibration aux zones de faible vibration, faisant apparaitre des figures 

correspondants aux différents modes de vibration des plaques. 

En 1811, l’Académie Française des sciences a lancé un concours pour la 

détermination d’une théorie mathématique expliquant les travaux du physicien Ernst 

Chladni, et c’est en 1816 que Sophie Germain mathématicienne et philosophe française 

obtient finalement l’équation de la déformée en ajoutant un terme à l'équation d'Euler 

tenant compte des rayons de courbure dans les deux directions perpendiculaires. 

En 1821, Henri Navier présente un mémoire sur les lois de l'équilibre et du 

mouvement des corps solides élastiques, ces derniers sont considérés comme le fondement de 

la théorie d’élasticité. 

Les travaux de Henri Navier ont été suivi par d’autres travaux tels ceux 

d’Augustin Louis Cauchy, de Siméon Denis Poisson, de Gabriel Lamé et d’Émile Clapeyron. 

Gustav Robert Kirchhoff l’un des plus grands physiciens du XIXe siècle, a réussi 

par ces travaux, à cerner le champ de validité de la solution de Navier, en calculant toutes les 

composantes du champ de déformation et de contrainte. Et il constata que la solution   

classique ne satisfaisait pas les conditions aux limites en déplacement pour une plaque 

d'étendue finie (appuyée ou encastrée), mais précisa que l'écart tend à s'annuler lorsque 

l'épaisseur relative de la plaque tend vers 0 et c’est en 1850 qu’il arriva à établir de façon 

correcte des conditions aux limites en partant du principe des déplacements virtuels et 

de l’expression du travail des contraintes de la plaque. 
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En 1888, Augustus Edward Hough Love utilise les hypothèses de Gustav 

Kirchhoff, pour fonder une théorie des plaques minces. 

C’est ainsi que les trois principales théories feront leurs apparitions dans les années qui 

suivent. 

II.3. La théorie Classique des plaques minces de Love-kirchhoff (CPT) : 

          Le modèle de Kirchhoff-Love dit de plaque mince ou théorie classique des 

plaques (Classical Plate Theory - CPT) est le plus communément utilisé [121]. Il s’appuie 

sur deux hypothèses qui permettent d’approcher ce qui se passe dans l’épaisseur d’une 

plaque élastique, homogène et isotrope. 

1- Une section droite et normale au plan moyen avant déformation, reste droite 

et normale après déformation. 

2- Le plan moyen ne subit pas de déformation dans son plan, on ne considère que le 

déplacement transversal. 

Sous ces deux hypothèses, les déformations à l'effort tranchant, le champ des 

contraintes normales au plan moyen et l’effet de l’inertie de rotation sont négligés [122]. 

Le champ de déplacement s’écrit dans un tel modèle comme suit : 
  

 

 

Avec (uR0R , vR0R , wR0R ) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la 

plaque ( z = 0). 
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Figure II.1 : Illustration de la théorie de la plaque de Kirchhoff [121] 
 

La validité de la théorie des plaques de Kirchhoff dépend du facteur de l’élancement 

de la plaque, plus il est important plus les résultats sont précises. 

II.4. La théorie des plaques épaisses : 

II.4.1. La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) : 

          Cette théorie (également appelée théorie de Mindlin) est une extension des travaux de 

Timoshenko et est considérée comme une amélioration de la théorie classique des plaques 

minces (théorie de Kirchhoff).  

          Cette amélioration consiste à rajouter la déformation en cisaillement transverse dans 

les hypothèses cinématiques. La distribution de cette déformation est supposée constante 

dans l’épaisseur. Le champ des déplacements est alors le suivant : 
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          Où (uR0R, vR0R, wR0R) et ( xφ  , yφ  ) sont les déplacements dans la surface moyenne et les 

rotations autour de l'axe y et x, respectivement, Figure II.2 Le champ de déplacement défini 

dans l'expression ci-dessus permet de reprendre la théorie des plaques classique décrite dans 

la section précédente en remplaçant ,0
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(II.2) 



Chapitre II : Revue bibliographique sur les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) 
 

 41 
 
 

          La FSDT est donc une extension de la cinématique de la CPT par une déformation de 

cisaillement transversale de la plaque dans leur hypothèse cinématique. 

          La théorie des déformations du premier ordre nécessite un facteur de correction du 

cisaillement qui est difficile à déterminer à cause de sa dépendance à la fois, de la géométrie, 

du coefficient de Poisson à travers l’épaisseur, des charges appliquées et des conditions aux 

limites. 

         Timoshenko a été le premier à avoir étudié les effets des déformations de cisaillement 

et de l’inertie de rotation dans l’analyse des poutres, c’est pourquoi le modèle de la poutre 

avec une théorie du premier ordre est aussi appelé modèle ou poutre de Timoshenko. 

 

Figure II.2: Illustration de la plaque de Reissner-Mindlin [123]. 
 

          Pour éviter l’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation en 

cisaillement d’ordre élevé ont été développées. 

II.4.2. La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) : 

          Une meilleure modélisation du comportement réel des plaques épaisses, requière une 

reproduction fidèle de champ de cisaillement transverse dans l’épaisseur de la plaque, 

plusieurs théories ont été proposées, où la distribution de champs de cisaillement transverse 

est d’une part non linéaire et d’autre part les contraintes de cisaillement xzτ  et yzτ  s’annulent 

sur les faces supérieure et inférieure de la plaque. 
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Figure II.3 : Illustration de la plaque d’ordre élevé [123]. 

En général, le champ de déplacement dans la théorie d’ordre élevée s’écrit, comme suit : 
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Avec : ( 0u , 0v , 0w ) et ( yx φφ , ) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des 

axes x  et y , respectivement ),( 00
yyxx y

w
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w
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∂
∂
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∂
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= , )(zΨ  est une fonction de 

cisaillement transverse caractérisant les  théories correspondantes. En effet, les déplacements 

de la théorie classique de plaque (CPT) est obtenue par en prenant 0)( =Ψ z , alors que la 

théorie de premier ordre (FSDT) peut être obtenue par zz =Ψ )( . 

II.4.2.1. Les différents modèles de fonction de cisaillement transverse : 

Parmi les théories les plus communément utilisées par la communauté scientifique, 

celle du Reddy où le champ de cisaillement est cubique, sur un tel modèle la distribution 

des contraintes de cisaillement dans l’épaisseur est parabolique, ainsi les conditions sur les 

surfaces libres sont satisfaite, la fonction de cisaillement dite (Three Shear Déformation 

Theory –TSDT) s’écrit dans un tel modèle comme suit [124-126] : 
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Une autre théorie plus précise que la précédente a été proposée par Touratier, où le 

champ de cisaillement n’est pas polynomial mais sinusoïdale, la fonction de cisaillement 

dite (Sinus Shear Déformation Theory –SSDT) s’écrit dans un tel modèle comme suit : 

 







=

h
zhzf π

π
sin)(  

 

Karma et al. Ont proposé une autre approche du champ de cisaillement, une 

approche exponentielle, la fonction de cisaillement dite (Exponential Shear Déformation 

Plate Theory – ESDPT) s’écrit dans un tel modèle comme suit : 
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Soldatos et al. Ont proposé une approche hyperbolique du champ de cisaillement, la 

fonction de cisaillement dite (Hyperbolic Shear Déformation Plate Theory –HSDPT) 

s’écrit dans un tel modèle comme suit : 
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Mantari et al. Ont proposé une autre approche sinusoïdale du champ de 

cisaillement, la fonction de cisaillement dite (New Sinus Shear Déformation Plate Theory 

–NSSDPT) s’écrit dans un tel modèle comme suit : 

 







+






=









h
zme

h
zzf h

zm ππ πcos
sin)(  

 

On cite aussi les théories d’ordre élevé de : 

- Ambartsumian (1958) : 
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- Parabolique de Levinson (1980) : 
-  
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- Parabolique de Reissner (1975) : 
-  

( ) 















−=

2

3
41

4
5

h
zzzf  

- Exponentielle de Aydogdu (2009): 
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- J. L. Mantari: 
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- N. Grover et al. : 
    

  

 

              Avec     3=r  

 

- Ait Atmane H. et Tounsi A. (2011) : 
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- Tahar Hassaine Daouadji et Abdeouahed Tounsi [127, 128]: 
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- Hebali et al. (2014) : 
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II.5. Travaux de recherche sur les structures en FGM : 

Un grand nombre de travaux de littérature ont été réalisés dans le domaine des analyses 

statiques, vibratoires, thermomécaniques et de flambement des structures en FGM ainsi que 

des techniques de traitement de  matériaux à gradient de propriétés (FGM) ont été exposé par 

de nombreux chercheurs. 

Pagano [129] et [130], Srinivas et Rao [131], et Srinivas et al. [132] ont développé les 

solutions exactes des plaques stratifiées simplement appuyées en utilisant la théorie de 

l'élasticité 3D. Les solutions de référence qu'ils ont fournies sont révélées très utiles pour 

évaluer la précision de diverses théories des plaques approximatives 2D par divers 

chercheurs. Leurs méthodes sont valables pour les plaques ou les coques laminées, pour 

lesquelles les propriétés du matériau sont constantes, mais elles ne sont pas applicables pour 

la recherche de solutions aux problèmes de plaque avec anisotropie continue des propriétés 

du matériau, comme avec les matériaux à gradient de propriétés (FGM). 

Reddy JN [29] a publié une théorie simple d’ordre élevé pour des plaques composites 

stratifiées simplement appuyées, qui tiendrait compte de la déformation par cisaillement 

transverse parabolique contrairement à la FSDT dans laquelle une variation constante est 

supposée. Les résultats de déflexion sont comparés à ceux de la FSDT. Les résultats étaient 

plus précis et plus proches des solutions d’élasticité tridimensionnelle. Il a ensuite étendu son 

étude aux caractéristiques de vibration et de flambement en utilisant sa nouvelle théorie dans 

son travail (1985) et a montré que celle-ci produisait des résultats plus précis par rapport à 

FSDT.  

Reddy J N [133] a présenté une formulation théorique basée sur les solutions de 

plaques rectangulaires de Navier et sur la théorie de la déformation par cisaillement du 

troisième ordre (HSDT) afin d’analyser des plaques à épaisseur fonctionnelle traversées. Un 

matériau à deux phases a été supposé isotrope, avec une distribution qui varie dans 

(II.17) 
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l’épaisseur en fonction de la loi de puissance de l’exposant. Shen [134] a présenté l’analyse 

de flexion non linéaire d’une plaque rectangulaire fonctionnellement graduée et simplement 

appuyée soumise à une charge transversale uniforme ou sinusoïdale dans des environnements 

thermiques, basant sur la théorie des plaques de déformation en cisaillement d’ordre élevé de 

Reddy.  

Sankar [135] a présenté une solution d’élasticité pour une poutre fonctionnellement 

graduées soumise à des charges transversales. Une théorie simple de la poutre de type Euler – 

Bernoulli est également développée sur la base de l’hypothèse selon laquelle les sections 

planes restent planes et normales par rapport à l’axe de la poutre.  

Chakraborty et al. [136]  ont mis au point un nouvel élément de poutre pour étudier le 

comportement thermo-élastique de structures de poutre à fonctionnellement graduée.  

Reddy [137]  a présenté des solutions pour les plaques rectangulaires fonctionnellement 

graduées basée sur la théorie de déformation en cisaillement du troisième ordre. Najafizadeh 

et Eslami [138]  ont prédit l'analyse de flambement d’une plaque FGM circulaire encastrée et 

simplement appuyée en utilisant la théorie classique des plaques (CPT).  

Zenkur [34]  a présenté la réponse statique pour une plaque rectangulaire 

fonctionnellement graduée et simplement appuyée soumise à une charge transversale 

uniforme. Bhangale et al. [139]  on étudie le comportement du flambement et aux vibrations 

d’une poutre sandwich en matériau (FGM) ayant une couche viscoélastique contrainte 

(VEL).  

Prakash T, Singha MK [140]  ont étudié l'influence de la position de la surface neutre 

sur le comportement non linéaire de la stabilité des plaques FGM asymétriques en utilisant 

les techniques FSDT et Newton-Raphson pour résoudre des équations non linéaires et ont 

découvert que le décalage de la surface neutre vers le côté riche en céramique et 

l'augmentation du décalage avec l'augmentation de l'indice de gradient, également obtenus à 

partir de la formulation actuelle basée sur la position de la surface neutre, sont 

qualitativement similaires à ceux de la formulation à base moyenne. Cependant, ils ont 

obtenu une flèche beaucoup plus haute hors du plan et sa différence par rapport aux calculs 

de surface moyenne augmentait avec l’augmentation de l’indice de gradient et la non-

linéarité.  
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Sina [141] a développé une nouvelle théorie de la poutre, différente de La théorie de 

déformation en cisaillement du premier ordre traditionnelle, et l’utilisée pour analyser la 

vibration libre de poutre fonctionnellement graduées.  

Zenkour et Alghamdi [142]  ont examiné le problème de flexion des plaques sandwiche 

fonctionnellement gradués sous l'effet des sollicitations mécaniques et thermiques sur la base 

de la théorie des plaque de déformation en cisaillement sinusoïdal.  

Kazerouni et al. [143]  ont présenté une analyse de déformation thermique des plaques 

minces fonctionnellement graduées sous deux cas de chargement thermiques, variation 

uniforme et non linéaire de la température.  

Benachour et al. [144] ont utilisé une théorie de plaque raffinée à quatre variables pour 

étudier le comportement en vibrations libres des plaques FG avec gradient arbitraire.  

Efraim E. [145]  a mis au point une formule empirique permettant de corréler les 

fréquences naturelles des plaques FGM avec celles des matériaux constitutifs, même celles 

ayant des coefficients de Poisson différents et les fréquences naturelles obtenues sont 

comparées aux résultats obtenus avec d'autres méthodes numériques pour les plaques 

annulaires FGM épaisses.  

Henni Abdelaziz [146]  a mis en œuvre une nouvelle théorie de la déformation en 

cisaillement d'ordre élevé basée sur le déplacement pour la réponse statique des plaques 

sandwich fonctionnellement graduées.  

Bachir Bouiadjra M. et al. [147] a présenté une théorie raffinée des plaques à quatre 

variables pour l’analyse du flambement des plaques FG. Birman V [113]  avait montré qu'il 

existait un fort couplage entre micromécanique et aspect de transfert de chaleur afin d'obtenir 

des résultats précis. Il a conclu qu'une fois la répartition de la température et des propriétés 

spécifiée, la réponse structurelle de la structure peut être analysée à l'aide des méthodes 

numériques si la variation de température est limitée à la direction de l'épaisseur, et par 

éléments finis ou aux méthodes de différence si une variation tridimensionnelle est supposée.  

Kennedy D et al. [148]  ont donné un modèle de plaque isotrope équivalent pour la plaque 

FGM basé sur le CLP. Cela ne vaut que pour les plaques de FGM minces où le cisaillement 

transversal est négligeable. Mantari et al. [149] ont discuté la réponse en flexion des plaques 

fonctionnellement graduées rectangulaires en utilisant une nouvelle théorie de déformation en 

cisaillement d'ordre supérieur. Une théorie des poutres de déformation en cisaillement 
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efficace basée sur la position de la surface neutre a été proposée par Ould Larbi et al [150] 

pour la flexion et la réponse des poutres FG en vibration libre. 

Houari et al. [151]  ont développé une nouvelle théorie de déformation normale et de 

cisaillement d'ordre supérieur pour l'analyse de la flexion thermo-élastique des plaques FGM 

sandwiches. La même théorie a été utilisée par Bessaim et al. [61] pour l'analyse des 

vibrations statiques et libres des plaques FGM sandwiches. Saidi et al. [152] ont utilisé la 

nouvelle théorie de déformation en cisaillement hyperbolique dans laquelle l'effet d’étirement 

(stretching) est inclue pour étudier la réponse en flexion thermomécanique des plaques FGM. 

Bachir Bouiadjra et al. [153] ont étudié le comportement de flambement thermique non 

linéaire des plaques FG en utilisant une théorie de déformation de cisaillement sinusoïdale 

efficace. Sobhy [154] a étudié la vibration et le comportement en flambement des plaques 

sandwiches en matériau à gradient exponentiel (EGM) reposant sur fondations élastiques 

dans diverses conditions aux limites. Tran LV [155] ont réalisé une analyse iso-géométrique 

des plaques de FGM à l'aide de formulations HSDT. Les analyses statiques, dynamiques et de 

flambement ont été réalisés pour des plaques rectangulaires et circulaires pour différentes 

conditions aux limites et ils ont découvert que les résultats obtenus étaient en parfait accord 

avec ceux de plusieurs autres solutions publiées. Bui et al. [156] ont décrit les réponses 

transitoires et les fréquences propres de poutre sandwich avec un noyau inhomogène de 

fonctionnellement graduées (FG).  

Ait Amar Meziane et al. [56] ont développé une théorie raffinée efficace et simple 

pour étudier les réponses au flambement et à la vibration libre des plaques sandwich 

exponentiellement graduées sous différentes conditions aux limites.  

Hebali et al. [63] ont étudié les réponses en flexion et en vibration libre des plaques FG 

à l’aide d’une nouvelle théorie de déformation de cisaillement hyperbolique quasi-3D. Nedri 

et al. [157] ont proposé une  théorie de déformation en cisaillement hyperbolique raffinée 

pour le comportement en vibration libre des plaques composites stratifiées reposant sur des 

fondations élastiques. Fekrar et al. [158] ont proposé une nouvelle théorie raffinée de cinq 

inconnus basée sur la position de la surface neutre pour l’analyse de la flexion des plaques à 

graduation exponentielle. Khalfi et al. [159] a présenté une théorie de déformation de 

cisaillement simple et raffinée pour le flambement thermique des plaques FG solaires 

reposant sur une fondation élastique. Draiche et al. [160] ont examiné la vibration libre des 

plaques composites rectangulaires avec une masse de pièce en utilisant un modèle de plaque 
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à quatre variables trigonométriques. Klouche D. et al. [161] ont présenté une théorie raffinée 

à quatre variables d’ordre « n » pour le comportement en flexion et en vibration libre des 

plaques FG. Belabed et al. [62] ont développé une théorie de déformation normale et de 

cisaillement simple et efficace d’ordre supérieur pour les plaques FG. Ait Amar Meziane et 

al. [56] ont développé une théorie de déformation en cisaillement raffinée simple et efficace 

pour l’analyses de flambement et de la vibration des plaques EGM sandwiches sur fondations 

élastiques en considérant différentes types de conditions aux limites.  

Bourada et al. [162] a présenté une nouvelle théorie raffinée des plaques à quatre 

variables pour l'analyse du flambement thermique des plaques sandwich FG. Ait Atmane et 

al. [163] ont étudié l’effet d’étirement d’épaisseur et de la porosité sur la réponse mécanique 

des poutres FGM reposant sur fondation élastique. Kennedy D et al. [164] dans son travail 

ont présenté un modèle en couches équivalent pour la plaque FGM. L’idée était de remplacer 

la plaque FGM d’origine par une plaque isotrope équivalente, simplifiant ainsi l’analyse, il a 

présenté un modèle isotrope à une couche et un modèle à deux couches basé sur le CLP en 

supposant que le coefficient de Poisson est constant et variant, et a montré que cela peut être 

étendu aux plaques composites à trois couches et à quatre couches si nous utilisons le HSDT 

qui serait nécessaire pour les plaques FGM épaisses. Bernardo G M S et al. [165] ont étudié 

le comportement structurel (analyses de vibrations statiques et libres) de plaques de FGM en 

utilisant FSDT et diverses techniques numériques et lois de gradation comme la loi de 

puissance et la loi exponentielle, et sont comparées les unes aux autres ainsi qu'avec les 

résultats de MEF publiés. Les configurations en couches et continues ont été examinées et 

soulignent le développement d'un ensemble de méthodes et de modèles différents permettant 

de sélectionner celles qui répondent le mieux aux besoins de l'étude en termes de précision, 

de robustesse ou de coût de calcul. Zenkur [166] a présenté des solutions bidimensionnelles 

pour l’analyse de la flexion des plaques sandwich en métal-céramique fonctionnellement 

graduée et simplement appuyée. Mantari et al. [167] ont étudié une analyse statique de 

poutres simples et sandwich de fonctionnellement graduées(FG) en utilisant une théorie de 

type hybride quasi-3D simple et efficace à 4 inconnues, qui inclut à la fois des effets de 

déformation en cisaillement et d’étirement d’épaisseur.  

Bennai et al. [168] a développé une nouvelle théorie hyperbolique de déformation de 

cisaillement et de déformation normale pour la vibration libre et le flambement des poutres 

sandwich FG dans diverses conditions aux limites. Ces constituants structurels tels que les 
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plaques appuyées sur une fondation élastique trouvent souvent des applications dans la 

construction nucléaire, mécanique, aéronautique, et des structures de génie civil (Houari et al, 

[151]; Bessaim et al, [169]; Hebali et al, [63]; Zidi et al, [170]; Fekrar et al, [158]; Bousahla 

et al, [171]; Ramu et Mohanty, [172]; Hamidi et al, [173]; Ait Yahia et al., [174]; Mahi et 

al., [50]). Pour décrire l'interaction entre la plaque et la fondation, plusieurs modèles de 

fondations ont été développés. Le plus simple est le modèle de Winkler ou le modèle à un 

seul paramètre (Winkler) [175] qui modélise la fondation comme une série de ressorts 

séparés sans effets de couplage entre eux. Ce modèle a été amélioré par Pasternak [176] en 

prenant en compte un ressort de cisaillement qui simule les interactions entre les ressorts 

séparés dans le modèle Winkler. Le modèle Pasternak ou le modèle à deux paramètres est 

largement utilisé pour décrire le comportement mécanique des interactions structurelles de la 

fondation et sera utilisé ici pour simuler les interactions entre la plaque et la fondation. Par 

conséquent, il est nécessaire de tenir compte des effets de la fondation élastique pour une 

meilleure compréhension de la réponse de post-flambement des structures telles que les 

plaques et les coques. 

II.5 Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu sur la théorie des plaques ainsi que les 

modèles analytiques des plaques FGM à savoir la théorie classique des plaques (CPT), la 

théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de déformation 

en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) ainsi que les différents modèles de fonction de 

cisaillement transverse qui vérifient les contraintes de cisaillement nulles sur les surfaces de 

la plaque sans utiliser de facteur de correction de cisaillement. 

De plus, nous avons passé en revue quelques travaux scientifiques portant sur les 

matériaux à gradient de propriétés FGM en mettant l’accent sur les travaux publiés 

récemment. Ces travaux montrent l’importance de l’utilisation des matériaux à gradient de 

propriété dans différents domaines. Divers espèces pour les différents aspects des FGM sont 

exposées dans ce chapitre. 

Nous concluons ainsi, à travers les différents travaux exposés dans le présent chapitre, 

que la théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) donne les meilleurs 

résultats et permet de réduire le temps de calcul.  
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Chapitre iii : analyse en vibration libre des 

plaques FGM 

 
III.1 Introduction : 

Dans notre travail, une nouvelle théorie quasi-3D avec seulement cinq variables incluant 

l'effet d'étirement de l’épaisseur, et un champ de déplacement en fonction d'une variation 

sinusoïdale est utilisée pour résoudre les problèmes de vibration libre des plaques en 

matériaux fonctionnellement graduée (FGM).  

En utilisation des termes d’intégrales au champ de déplacement, le nombre de variables 

de la théorie est réduit, ce qui permet d'économiser le temps de calcul. Sur la base du principe 

d’Hamilton, les équations de mouvement sont obtenues et résolues pour résoudre des 

problèmes de vibration libre d'une plaque simplement appuyée.  

 

III.2. Formulations théoriques : 

III.2.1. Propriétés des matériaux : 

Les propriétés des matériaux des plaques FGM (Figure III.1) sont supposées varier de 

façon continue à travers l'épaisseur. Dans ce travail, deux méthodes d'homogénéisation sont 

utilisées pour calculer le module de Young ; la première est la distribution de la loi de 

puissance, et la deuxième méthode de Mori-Tanaka le module de Young est donné comme 

[177, 174, 58] : 

 

( ) cmcm VEEEzE −+=)( ,   

 

Pour le schéma de Mori-Tanaka, le module de Young est donné comme [178, 179], 
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Où ( )P
c hzV 22 +=  est la fraction volumique de la céramique. Pour simplifier, le 

coefficient de Poisson de la plaque est supposé constant dans cette étude pour que l'effet du 

coefficient de Poisson sur la déformation soit très inférieur à celui du module de Young [180]. 

La densité effective )(zρ est déterminée en utilisant la distribution donnée par la loi des 

mélanges de Voigt comme [62] : 

( ) cmcm Vz ρρρρ −+=)(   

Où (ERmR, ρRmR) et (ERcR, ρRcR) sont les propriétés correspondantes du métal et céramique, 

respectivement, et k est l'exposant de la fraction volumique qui prend des valeurs supérieures 

ou égales à zéro. La valeur égale à zéro de k représente une plaque entièrement en céramique. 

A noter que la fraction volumique de la céramique est élevé à proximité de la surface 

supérieure de la plaque, et celui du métal est élevé à proximité de la surface inférieure. En 

outre, Eq. (III.1) indique que la surface inférieure de la plaque (z = −h/2) est entièrement 

métallique tandis que la surface supérieure de la plaque (z = +h/2) est entièrement en 

céramique. 

Considérons une plaque rectangulaire de dimensions a et b en plan et une épaisseur 

uniforme h. Le système de coordonnées cartésiennes est utilisé de telle sorte que le plan x-y 

coïncide avec le plan médian de la plaque. La plaque est composée d'un matériau à gradation 

de propriété variant dans la direction de l'épaisseur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(III.1c) 

Figure III.1 : Géométrie d’une plaque en FGM dans le système de coordonnées cartésiennes 

rectangulaires. 
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III.2.2. Cinématique et équations constitutives : 

En considérants une distribution sinusoïdale pour toutes les composantes de 

déplacement, La cinématique de la théorie quasi-3D est généralement donnée par: 
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Où zyx etwvu ϕϕϕ ,,,, 000 sont les six déplacements inconnus du plan médian de la 

plaque, et )(zf  est une fonction de forme indique la distribution des contraintes et des 

déformations de cisaillement transverse à travers l'épaisseur de la plaque. Dans ce travail, la 

fonction de forme choisie est la fonction sinusoïdale donnée par Touratier [32] comme : 

 

( ) 






=
h
z

zf
π

sin   et   
dz

zdfzg )()( =  

La fonction de cisaillement est présentée dans cette théorie pour satisfaire les 

contraintes nulles sur la surface supérieure et inférieure de la plaque. 

Avec h est l'épaisseur de la plaque. En considérant que ∫= dxyxkx ),(1 θϕ  et 

∫= dyyxky ),(2 θϕ  . 

Basées sur la théorie de la plaque épaisse et incluant l'effet de la contrainte normale 

transversale (effet d'étirement de l'épaisseur), les hypothèses de base pour le champ de 

déplacement de la plaque et la cinématique de la théorie quasi-3D proposée peuvent 

s'exprimer sous une forme simple : 

(III.2a) 

(III.2c) 

(III.2b) 

(III.3) 
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Les coefficients 1k  et 2k  dépendent de la géométrie. On peut observer que la 

cinématique dans l'équation. (III.4) utilise seulement cinq inconnues ( 0u , 0v , 0w , θ  et zϕ

).Les contraintes non nulles associées au champ de déplacement dans l'équation. (III.4) sont: 
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On peut observer à partir de l'équation. (III.5) que les contraintes de cisaillement 

transversales ( xzγ , yzγ ) sont nuls sur les surfaces supérieure ( 2/hz = ) et inférieure ( 2/hz −=

) de la plaque.  

Les intégrales utilisées dans les équations ci-dessus doivent être résolues par une 

procédure de type de Navier et peuvent être exprimées comme suit : 
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Où les coefficients 'A  et 'B sont considérés selon le type de solution utilisée, dans ce cas 

par la méthode Navier. Par conséquent, 'A , 'B , 1k et 2k  sont exprimés comme suit : 
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Où α et β  sont définis dans l'expression (III-23). 

III.2.3. Les contraintes : 

La relation contrainte-déformation pour une plaque élastique linéaire s’écrite sous la 
forme: 
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Où  ( xσ , yσ , zσ , xyτ , yzτ , xzτ ) et ( xε , yε , zε , xyγ , yzγ , yxγ )sont les composantes des 

contraintes et des déformations, respectivement. En utilisant la loi des mélanges définis dans                

l'équation. (III.10), les coefficients de rigidité ijQ , sont exprimées par : 
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Avec )(zE  et ν sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson 

d'une plaque FG. 

III.2.4. Équations d’équilibres : 

Le principe d’Hamilton est employé ici pour déduire les équations du mouvement. Le 

principe peut être exprimé analytiquement comme [181-183] : 

 

( )dtKU   0 δδ −=

 

 

Où U δ est la variation de l'énergie de déformation, K δ  est la variation de l'énergie 

cinétique.  

La variation de l'énergie de déformation est exprimée explicitement par : 
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Où A est la surface supérieure de la plaque, et les résultantes des efforts, N , M  et S

sont exprimées par : 
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La variation de l'énergie cinétique est donnée par : 
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)(zρ  est la masse volumique exprimée par l'équation. (III.3) ; et ( )32212100 ,,,,,,, KKJJIIJI  

sont des inerties de masse définis comme suit : 
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 Les équations de mouvement peuvent être déduites en remplaçant U δ et K δ  des 

équations. (III.12) et (III.14) dans l'équation. (III.11), intégrant par parties et en collectant les 

coefficients   0 uδ , 0 vδ , 0 wδ , θδ  , et z ϕδ  : 

 

(III.14) 

(III.15a) 

(III.15b) 



Chapitre III: Analyse en vibration libre des plaques FGM 

 59 
 

( )

( ) ( )

zz

s
yz

s
xz

z

s
yz

s
xz

s
xys

y
s
x

z

b
y

b
xy

b
x

yxy

xyx

KwJN
y

S
x

S

y
wBk

x
wAkJ

y
Bk

x
AkK

y
vBk

x
uAkJ

y
S

Bk
x

S
Ak

yx
M

BkAkMkMk

J
y

Bk
x

AkJwI
y
v

x
uIwI

y
M

yx
M

x
Mw

y
JBk

y
wIvI

y
N

x
N

v

x
JAk

x
wIuI

y
N

x
Nu

ϕϕδ

θθ

θδ

ϕθθδ

θδ

θδ





















300

2
0

2
'

22
0

2
'

122

22'
22

22'
12

0'
2

0'
1121

2

2121

02

2
'

22

2
'

120
2

2
00

1002

22

2

2

0

1
'

2
0

1000

1
'

1
0

1000

: 

''''   : 

2  : 

   : 

   : 

+=−
∂

∂
+

∂
∂










∂
∂

+
∂
∂

+








∂
∂

+
∂
∂

−









∂
∂

+
∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂∂

∂
+−−−

+








∂
∂

+
∂
∂

+∇−







∂
∂

+
∂
∂

+=
∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂

∂
+

∂

∂
∂
∂

+
∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

 

En substituant de l'équation. (III.5) dans l'équation. (III.9), et les résultats trouvés dans 

l'équation. (III.13),  peuvent être écrites en termes de déplacements généralisés ( 0u , 0v , 0w ,θ ,

zϕ ) comme : 
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III.2.5. Équations du mouvement en termes de déplacements : 

En remplaçant l'équation. (III.17) par l'équation. (III.16), les équations de mouvement 

de la théorie de déformation du cisaillement sinusoïdale quasi-3D de cette étude peut être 

écrite en termes de déplacements ( 0u , 0v , 0w , θ , zϕ ) comme suit: 
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ijlmd
  sont des opérateurs différentiels. 

 

       ji
ij xx

d
∂∂
∂

=
2

,  
lji

ijl xxx
d

∂∂∂
∂

=
3

,  
mlji

ijlm xxxx
d

∂∂∂∂
∂

=
4

,  
i

i x
d

∂
∂

= , ).,m,l,j,i( 21=  

 

 

III.2.6. solutions analytiques : 

Dans cette partie, une plaque rectangulaire simplement appuyée est considérée avec une 

longueur a  et une largeurb . En utilisant la procédure de la solution de Navier, les expressions 

des déplacements ( 0u , 0v , 0w ,θ , zϕ )  sont prises: 

(III.21) 

(III.20a) 

(III.20b) 

(III.20c) 

(III.20d) 

(III.20e) 
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Où 1−=i , ( mnU , mnV , mnW , mnX , mnZ )  sont les amplitudes maximales des 

déplacements, et ω  la fréquence des vibrations.  

En remplaçant l’équation. (III.22) dans les l’équation. (III.20), les solutions analytiques 

peuvent être déterminées par : 
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III.3. Conclusion : 

Dans ce chapitre, une nouvelle théorie de déformation du cisaillement quasi-3D, avec 

cinq variables incluant l'effet d'étirement de l’épaisseur, est appliquée sur les plaques en FGM 

simplement appuyée pour la résolution des problèmes de vibration libre. 

Le principal avantage de la théorie proposée par rapport aux théories existantes de 

déformation de cisaillement d’ordre élevé est que les présentes impliquent moins d’inconnus 

ainsi que l’effet d’étirement dans la plaque FG. Le taux de calcul peut donc être réduit.  

Le champ de déplacement pour la théorie actuelle est présenté même concernant le 

tenseur de déformation. Le tenseur de contraintes pour les plaques en matériau à gradient de 

propriétés est obtenu en introduisant le champ de déformation dans la loi de Hooke 

généralisée. Le principe d’Hamilton est appliqué pour obtenir les équations du mouvement 

qui sont facilement résolues en utilisant les solutions de Navier. 
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Chapitre iV : rÉSULtatS et DiSCUSSiON 

 

IV.1. Introduction 

Dans ce chapitre, la précision de la théorie de la plaque trigonométrique quasi-3D 

présentée pour la vibration libre des plaques FGM est démontrée en comparant les résultats 

numériques à celles d'autres résultats disponibles dans la littérature. En outre, les influences 

du paramètre indice de loi de puissance k, la déformation de cisaillement et l'étirement 

d'épaisseur sur les comportements vibratoires des plaques FGM sont étudiées. 

 

IV.2. Résultats de l’analyse en vibration libre des plaques FGM 

L’analyse en vibration libre des plaques FGM est conduit pour des combinaisons du 

métal et de céramique, trois types de plaque FGM sont considérés: la plaque en Al/AlR2ROR3R, la 

plaque Al/ZrOR2 Ret la plaque en (Al/ZrOR2R)P

*
P. Les propriétés des matériaux de plaques FGM 

sont données dans le Tableau IV.1. 

 

Propriétés 
Métal Céramique 

( )Al  ( )*Al  ( )32OAl  ( )2ZrO  ( )*2ZrO  
E  (GPa) 70 68.9 380 200 211 

ν  0.3 0.33 0.3 0.3 0.33 
ρ  (kg/mP

3
P) 2702 2700 3800 5700 4500 

 

IV.2.1.Résultats des plaques isotropes 

Les fréquences naturelles adimensionnelles d’une plaque isotrope sont montrées dans le 

tableau IV.2, d’après ce tableau on constate que les fréquences naturelles obtenues par la 

présente théorie pour une plaque carrée isotrope sont comparés avec ceux obtenus par les 

résultats d'élasticité en trois dimensions de Srinivas et al. [132], les résultats de Reddy et Phan 

[184] basés sur la théorie de la déformation de cisaillement d’ordre élevé et par les résultats 

de Hebali et al. [63] basé sur la théorie de déformation de cisaillement hyperbolique Quasi-

3D. La comparaison des résultats montre que la présente théorie concorde très bien avec les 

solutions d'élasticité en trois dimensions (3D) et la théorie de déformation par cisaillement 

Quasi-3D. Cependant, la troisième théorie de la déformation par cisaillement  Reddy et Phan 

Tableau IV.1 : les propriétés matérielles utilisées pour la plaque FGM 
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[185] qui négligent l'effet d'étirement d'épaisseur ( 0=zε ), elle sous-estime légèrement la 

fréquence par rapport à la présente théorie (Quasi-3D) et à la 3D. 

Tableau IV.2 : Les fréquences naturelles Gh ρωω  ˆ = d’une plaque isotrope avec 3.0=ν , 

10=ha et 1=ba  

m  n  Présent 
0≠zε  

Hebali et 
al.[63] 0≠zε  

Srinivas et al.[132] 
3D Reddy and Phan [184] 

1 1 0.0933 0.0933 0.0932 0.0931 
1 2 0.2231 0.2228 0.2226 0.2222 
2 2 0.3429 0.3422 0.3421 0.3411 
1 3 0.4182 0.4173 0.4171 0.4158 
2 3 0.5254 0.5240 0.5239 0.5221 
3 3 0.6912 0.6890 0.6889 0.6862 
2 4 0.7537 0.7512 0.7511 0.7481 
1 5 0.9305 0.9268 0.9268 0.9230 
4 4 1.0938 1.0890 1.0889 1.0847 

 

La comparaison des premières fréquences naturelles adimensionnelles des plaques 

isotropes est représentée dans le tableau IV.3, la validation de la solution du modèle de plaque 

trigonométrique quasi-3D proposée est réalisée en comparant les résultats obtenus avec ceux 

obtenus par la méthode Ritz trois dimensions développée par Liew et al. [185], les solutions 

d'élasticité trois dimensions développées par Alibeigloo [186] et la théorie de la plaque 

trigonométrique quasi-3D développée par Bessaim et al. [187]. 

On peut observer que les résultats de la méthode Ritz trois dimensions obtenus par Liew 

et al. [185] et les solutions d'élasticité trois dimensions obtenus par Alibeigloo [186] sont un 

excellent accord avec les résultats obtenus par la présente théorie de la plaque trigonométrique 

quasi-3D. Aussi, le résultat donné dans le tableau IV.3 révèle que la présente théorie donne 

des résultats identiques à ceux obtenus par la théorie sinusoïdale de la plaque trigonométrique 

Quasi-3D développée par Bessaim et al. [187]. Ceci démontre que la même précision est 

réalisable avec la présente théorie. 

On constate que plus le rapport d’élancement augmente, la fréquence naturelle 

adimensionnelle augmente. 
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Tableau IV.3 : Comparaison des  premières fréquences naturelles Dha ρπωω 22= d’une plaque isotrope 

rectangulaire, ( )( )23 112 ν−= hED , ( )5.1=ba . 
 

Théorie 
ha  

25  310  5  10  100  
3D Ritz method  
Liew et al. [185]  1.0954 1.2088 1.3209 1.4096 1.444 

Elasticity 3D  
Alibeigloo [186] 1.0940 1.2075 1.3200 1.4096 1.444 

Bessaim et al.[187] 0≠zε  1.0996 1.2122 1.3237 1.4120 1.446 
Présent 0≠zε  1.0996 1.2122 1.3237 1.4120 1.446 

 

IV.2.2. Résultats des plaques FGM carrées (Al/ZrOR2R) 

Les fréquences fondamentales non-dimensionnellesβ sont montrées dans le Tableau 

IV.4, pour différentes valeurs de rapport de l’épaisseur et l’indice de loi de puissance k. La 

vérification est réservée pour des plaques carrées minces et épaisses en FGM de type 

Al/ZrOR2R. D’après ce tableau on remarque que les résultats obtenus du présent modèle sont en 

bon accord avec les résultats obtenus avec les solutions 3D de Vel et Batra [188], les résultats 

solutions Quasi-3D obtenues par Neves et al. [47] et les solutions Quasi-3D obtenues par 

Belabed et al. [62]. 

On remarque que plus l’indice de loi de puissance k, plus la fréquence non-

dimensionnellesβ augmente. Et plus le rapport d’élancement augmente, la fréquence non-

dimensionnellesβ  diminue. 

Tableau IV.4 : Les fréquences fondamentales non-dimensionnelles mm Eh ρωβ =  en ( )2ZrOAl d’une 
plaque carrée. 

 

Méthode 
0=k  1=k  5=ha  

10=ha  10=ha  5=ha  10=ha  20=ha  2=k  3=k  5=k  

Vel and Barta [188] 3D 0.4658 0.0578 0.2192 0.0596 0.0153 0.2197 0.2211 0.2225 

Neves et al. [47] 0≠zε  / / 0.2193 0.0596 0.0153 0.2198 0.2212 0.2225 

Belabed et al. [62] 
0≠zε  0.4659 0.0578 0.2192 0.0597 0.0153 0.2201 0.2214 0.2225 

Present 0≠zε  0.4674 0.0579 0.2197 0.0598 0.0153 0.2205 0.2218 0.2229 
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IV.2.3. Résultats des plaques FGM carrées (Al/AlR2ROR3R) 

         Le tableau IV.05 présente une plaque carrée minces et épaisses en matériaux à gradient 

de propriétés de type Al/AlR2ROR3R, avec un rapport d’épaisseur varié de 5 à 20 et l’indice de loi 

de puissance k est varié entre 0 à 10 est réalisé en utilisant différentes théories de plaques.  

L'inclusion de l'effet d'étirement de l'épaisseur ( 0≠zε ) rigidifie la plaque, par 

conséquent, conduit à une augmentation de la fréquence naturelle ω  

Tableau IV.5 : Les fréquences fondamentales non-dimensionnelles mm Eh ρωω = en ( )32OAlAl d’une 
plaque carrée. 

 
ha

 
Mode 

( nm, ) 
Méthode  ( k ) 

0 0.5 1 4 10 
5 1(1,1) TSDT 

 Hosseini-Hashemi et al.[42] 0=zε  
0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1301 

Belabed et al.[62] 0≠zε  0.2121 0.1819 0.1640 0.1383 0.1306 
Present 0≠zε  0.2126 0.1829 0.1663 0.1411 0.1320 

2(1,2) TSDT 
 Hosseini-Hashemi et al.[42] 0=zε  

0.4623 0.3989 0.3607 0.2980 0.2771 

Belabed et al.[62] 0≠zε  0.4659 0.4041 0.3676 0.3047 0.2811 
Present 0≠zε  0.4674 0.4052 0.3687 0.3052 0.2817 

3(2,2) TSDT 
 Hosseini-Hashemi et al.[42] 0=zε  

0.6688 0.5803 0.5254 0.4284 0.3948 

Belabed et al.[62] 0≠zε  0.6757 0.5890 0.5362 0.4381 0.4008 
Present 0≠zε  0.6783 0.5911 0.5381 0.4389 0.4018 

10 1(1,1) TSDT 
 Hosseini-Hashemi et al.[42] 0=zε  

0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364 

Belabed et al.[62] 0≠zε  0.0578 0.0494 0.0449 0.0389 0.0368 
Present 0≠zε  0.0579 0.0495 0.0450 0.0390 0.0369 

2(1,2) TSDT 
 Hosseini-Hashemi et al.[42] 0=zε  

0.1377 0.1174 0.1059 0.0903 0.0856 

Belabed et al.[62] 0≠zε  0.1381 0.1184 0.1077 0.0923 0.0868 
Present 0≠zε  0.1383 0.1186 0.1078 0.0924 0.0868 

3(2,2) TSDT 
 Hosseini-Hashemi et al.[42] 0=zε  

0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1301 

Belabed et al.[62] 0≠zε  0.2121 0.1825 0.1659 0.1409 0.1318 
Present 0≠zε  0.2126 0.1829 0.1663 0.1411 0.1320 

20 1(1,1) TSDT 
 Hosseini-Hashemi et al.[42] 0=zε  

0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094 

Belabed et al.[62] 0≠zε  0.0148 0.0126 0.0115 0.0100 0.0095 
Present 0≠zε  0.0148 0.0126 0.0115 0.0100 0.0095 
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Les fréquences non-dimensionnelles  ω  prédites par la théorie de déformation de 

cisaillement de troisième ordre (TSDT) obtenue par Hosseini-Hashemi et al. [42], les 

solutions Quasi-3D de Belabed et al. [62], et la présente théorie sont comparées dans le 

(Tableau IV.05).Comme on peut le constater, les résultats obtenus par la présente théorie sont 

dans un excellent accord avec ceux prédits par Hosseini-Hashemi et al. [42] basé sur la 

théorie de déformation de cisaillement du troisième ordre, et Belabed et al. [62] basé sur la 

théorie de déformation de cisaillement hyperbolique Quasi-3D. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.1 : La variation de la fréquence fondamentale adimensionnelle β


en fonction de l’indice 
des lois des puissances k pour des plaques carrées en FGM type Al/Al2O3 ( 5/ =ha ). 
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Figure IV.2 : La variation de la fréquence fondamentale adimensionnelle β


en fonction de 
rapport de l’épaisseur a / h pour des plaques carrées en FGM type Al/Al2O3. 
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Les figures Figure.IV.1 et Figure.IV.2 montrent la variation de la fréquence non-

dimensionnelle β


correspondante à l’indice de la loi des puissances ket le rapport d’épaisseur 

a/h respectivement. Dans ces figures, les paramètres de la fréquence naturelle des plaques en 

FGM sont calculés utilisant la théorie de déformation de cisaillement hyperbolique Quasi-3D 

obtenues par Belabed et al. [62], (CPT, FSDT, TSDT) et la présente théorie. 

Il est remarquable que la présente théorie et la théorie de troisième ordre atteignent des 

résultats presque identiques pour toutes les valeurs de l’indice de la loi des puissances k et le 

rapport d’épaisseur ( a/h ). Puisque le modèle CPT omet les effets de déformation de 

cisaillement, par conséquent, il est visible les sous-estimations de la fréquence des plaques 

épaisses.  

En outre, on peut voir que le paramètre de fréquence fondamentale diminue à mesure 

que l'indice de loi de puissance augmente jusqu'à la stabilisation à un certain point.  

 

IV.2.4. Résultats des plaques FGM (Al/ZrOR2R)P

* 

Afin de vérifier l'exactitude de la présente théorie pour des plaques rectangulaires 

épaisses en FGM, (Al/ZrOR2R)P

*
P et une plaque carrée est maintenant examinée.  

Les fréquences naturelles fondamentales non dimensionnelles β


 pour des plaques 

rectangulaires en FGM (Al/ZrOR2R)P

* 
Pobtenues par Jha et al. [60] à l'aide de la théorie de 

déformation de cisaillement à ordre élevé et la théorie de la déformation normale 

(HOSNT12), Hebali et al. [63] basées sur la théorie de déformation de cisaillement 

hyperbolique Quasi-3D, et la présente théorie sont données dans le Tableau IV.6. Un 

excellent accord entre les résultats obtenus par HOSNT12 de Jha et al. [60], le résultat de 

Hebali et al. [63] et la théorie actuelle est observée. 

Il convient de noter que la présente théorie contient cinq inconnues, contre douze dans 

le cas de la théorie HOSNT12 (Jha et al. 2012) [60]. On peut conclure que la présente théorie 

est non seulement précise, mais aussi efficace et simple pour prédire les réponses de la 

vibration libre des plaques FGM. 
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Tableau IV.6 : Les fréquences naturelles ( ) cc Eha ρβ 2=


d’une plaque FGM rectangulaire avec                               

( 50.=ba , 10=ha ). 

La variation de la fréquence naturelle fondamentale non-dimensionnelle β


 des plaques 

rectangulaires (FGM) avec (b/a = 2) simplement appuyée en fonction de l’indice de la loi de 

puissance k pour différentes valeurs des rapports a/h est illustrée sur la figure IV.3. Basée sur 

la nouvelle présente théorie trigonométrique quasi-3D de déformation de cisaillement.  
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Hebali 
et al. 
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HOSNT
12 Jha et 
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Present 

Quasi-
3D 

Hebali et 
al. [63] 

HOSNT12 
Jha et al. 

[60] 
Present 

Quasi-
3D 

Hebali et 
al. [63] 

HOSNT12 
Jha et al. 

[60] 
Present 

Quasi-
3D 

Hebali et 
al. [63] 

HOSNT
12 Jha 
et al. 
[60] 

1(1,1) 3.7002 3.6959 3.6911 3.3906 3.3877 3.3664 3.2586 3.2550 3.2179 3.1804 3.1757 3.1291 

2(1,2) 5.8471 5.8392 5.8323 5.3620 5.3564 5.3238 5.1525 5.1460 5.0886 5.0239 5.0157 4.9434 

3(2,1) 11.9976 11.9752 11.965 11.02480 11.0079 10.946 10.5905 10.5720 10.461 10.2988 10.2776 10.137 

4(2,2) 13.9607 13.9324 13.921 12.8366 12.8149 12.745 12.3297 12.3062 12.180 11.9806 11.9543 11.794 

5(2,3) 17.1461 17.1070 17.096 15.7805 15.7500 15.668 15.1551 15.1225 14.973 14.7079 14.6726 14.481 

6(3,2) 26.1355 26.0579 26.051 24.1129 24.0503 23.941 23.1483 23.0833 22.876 22.3950 22.3285 22.059 

7(3,3) 28.9674 28.8754 28.871 26.7445 26.6697 26.554 25.6718 25.5947 25.372 24.8141 24.7361 24.446 

Figure IV.3 : La fréquence naturelle fondamentale non-dimensionnelle β


des plaques FGM 
rectangulaires ( ab 2= )  simplement appuyée en fonction de l’indice de la loi de puissance k pour 

différents rapports ha / . 
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On remarque d’après la  figure IV.3. que la fréquence adimensionnelle diminue avec 

l’augmentation de l’indice de la loi de puissance k pour différentes valeurs des rapports a/h. 

La fréquence naturelle fondamentale non-dimensionnelle β


 des plaques FGM 

rectangulaires (b=2a)  en fonction de rapport de l’épaisseur a/h  pour les différentes valeurs 

de k sont illustrés dans la figure IV.4.   

On peut le constater que le paramètre de fréquence de vibration ω  diminue avec 

l’augmentation de l'indice de la fraction volumique k. 

 

   

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La variation de la fréquence naturelle fondamentale non-dimensionnelle β


 des plaques 

FGM simplement appuyée en fonction du rapport ( b/a ) pour les différents rapports ( a/h ) 

avec k = 0.2 est illustrée sur la figure IV.5.  

On remarque d’après la figure IV.5 que la fréquence adimensionnelle β


 diminue avec 

l’augmentation du rapport ( b/a ) pour différentes valeurs des rapports ( a/h ). 

La variation de la fréquence naturelle fondamentale non-dimensionnelle β


 des plaques 

FGM simplement appuyée ( a/h = 10 ) en fonction du rapport ( b/a ) pour les 

différentesvaleurs de k  est illustrée sur la figure IV.6. 

Figure IV.4 : La fréquence naturelle fondamentale non-dimensionnelle β


des plaques FGM 
rectangulaires ( ab 2= ) en fonction de rapport de l’épaisseur a / h pour les différentes valeurs de k. 

β


 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1,8

2,0

2,2

2,4

2,6

2,8

3,0

3,2

3,4

3,6

3,8

 Ceramic
 k= 0.5
 k= 1
 k= 2
 k= 5
 Metal

a/h



Chapitre IV : Résultats Et Discussions 

72 
 

On remarque d’après la figure IV.6 que la fréquence adimensionnelle β


 diminue 

significativement avec l’augmentation des valeurs de k.  

Cette diminution est due au fait que l'augmentation de l'indice de puissance k, 

l’augmentation de la fraction volumique du métal influe automatiquement sur la rigidité de la 

plaque. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure IV.5 : La fréquence naturelle fondamentale non-dimensionnelle β


des plaques FGM    

          simplement appuyée en fonction du rapport ab / pour les différents rapports ha / avec 2.0=k  
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Figure IV.6 : La fréquence naturelle fondamentale non-dimensionnelle β


des plaques FGM 
simplement appuyée ( 10/ =ha ) en fonction du rapport ab / pour les différentes valeurs de k . 
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IV.3. Conclusions 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques de vibration libre des 

plaques en FGM simplement appuyée pour la présente théorie de déformation de cisaillement 

trigonométrique quasi-3D à cinq variables, avec la considération des influences de l’étirement 

à travers l'épaisseur. Nous avons travaillé sur trois types de plaque FGM : plaque en 

Al/AlR2ROR3R, plaque en Al/ZrOR2  Ret la plaque (Al/ZrOR2R)P

*
P. 

Ensuite, nous avons comparé ces résultats avec ceux rapportés dans la littérature, ce qui 

nous a conduits à établir que notre nouvelle théorie donne des résultats en excellent accord 

avec ceux des théories existantes.  

Nous avons ainsi constaté que l'effet d'étirement de l'épaisseur rigidifie la plaque, et par 

conséquent, conduit à une augmentation de la fréquence naturelle et Plus le rapport (a/h) 

augmente, la fréquence naturelle se stabilise à un certain point.  

En conclusion, on peut en dire que la présente théorie est non seulement précise, mais 

aussi simple pour prédire les fréquences naturelles des plaques à gradient de propriété avec 

effet d'étirement de l’épaisseur. 
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CONCLUSION GENERALE 

 

L’utilisation des matériaux composites fonctionnellement gradués apparaît comme une 

voie prometteuse dans le domaine des nouveaux matériaux composites grâce à leurs 

propriétés structurales  très  particulières. La conception et l'élaboration de ces  matériaux 

nécessitent le développement d'outils d'analyse adaptés à leurs spécificités géométriques et 

matérielles. 

Dans ce travail, une nouvelle théorie de déformation de cisaillement trigonométrique 

quasi-3D est développée pour résoudre les problèmes de vibration libre de plaques FG au 

repos, sans nécessiter d’utiliser un facteur de correction de cisaillement, elle satisfait la 

condition de la contrainte de cisaillement nulle dans les faces supérieures et inférieures de la 

plaque FGM. 

Le déplacement transversal est devisé en deux composantes à savoir : composante en 

flexion et composante due à l’effet de l’étirement de la plaque dans la direction de l’épaisseur. 

En considérant de nouvelles suppositions simplificatrices à la théorie quasi-3D, avec 

l'incorporation d'un terme intégral, la théorie présente seulement cinq inconnues, par contre 

égal à six ou plus inconnus dans les autres théories correspondantes.  

L'équation du mouvement de la structure vibratoire obtenue par le principe classique de 

Hamilton est résolue en utilisant les étapes de Navier.  

Les principaux points suivants peuvent être tirés de la présente étude: 

• La validation de l’exactitude de la présente théorie est déterminée par des 

comparaisons avec les solutions existantes des différentes théories proposées 

dans la littérature et donne un excellent accord pour tous les cas étudiés. 

• L'inclusion de l'effet d'étirement de l'épaisseur ( 0≠zε ) rigidifie la plaque, par 

conséquent, conduit à une augmentation de la fréquence naturelle. 

• L'effet d'étirement de l'épaisseur joue un rôle important dans les plaques FGM 

modérément épaisses, il doit être pris en compte dans la modélisation. 
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• Le paramètre de fréquence de vibration ω  diminue avec l’augmentation de 

l'indice de la fraction volumique k. Une chute importante de la fréquence se 

produit lorsque l'indice de la fraction volumique varie entre 0 et 10. Cette 

diminution est due au fait que l'augmentation de l'indice de puissance k, 

augmente la fraction volumique du métal qui influe automatiquement sur la 

rigidité de la plaque.  

• Plus le rapport a / h augmente, la fréquence naturelle se stabilise à un certain 

point.  

• La théorie classique des plaques CPT surestime les résultats de la fréquence 

naturelle des plaques FGM, et la différence entre la théorie classique CPT et la 

présente théorie est considérable pour une plaque épaisse. 

En conclusion, on peut dire que la présente théorie quasi-3D est non seulement précise, 

mais aussi efficace pour la prédiction de l'analyse vibratoire des plaques FGM. 

En perspective, il est prévu d’appliquer le nouveau modèle quasi-3D à cinq variables 

pour le calcul de différentes formes de structures épaisses en matériaux à gradient de 

propriétés sous la combinaison des différents types de chargement (mécanique, thermique) en 

prendre en compte des différents types d’appuis. 

Finalement, on espère que ce travail reflète la modeste contribution dans le domaine de 

recherches des matériaux composites en matériaux à gradient évalué (FGM), précisément 

leurs comportements vis à vis des conditions de  vibration. 
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