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Ce travail présente une nouvelle théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé 

qui est originale par le fait qu’elle inclue l’effet d’étirement d’épaisseur (stretching effect) et 

cela pour l'analyse statiques et la vibrations libres des plaques à gradient de propriétés. Le 

principe de Hamilton est utilisé pour obtenir les équations du mouvement. Le nombre 

d'inconnues pour la formulation proposée est de seulement quatre contrairement à d’autres 

théories d’ordre élevé proposées dans la littérature, ce qui la rend plus efficace et simple à 

prédire le comportement statique et dynamique des plaques , les résultats obtenus par 

l’analyse mathématique sont analysés et comparés à ceux de la littérature ce qui conduit à 

démontrer l’exactitude du modèle proposé. L'approche théorique actuelle de la plaque tient 

compte à la fois des déformations transversales en cisaillement et des déformations normales 

et satisfait aux conditions aux limites de contraintes de cisaillement nulles sur les surfaces de 

la plaque sans l'aide de facteur de correction de cisaillement.  

 

 

Mots-clés : Plaques à gradient fonctionnel (FG) ; flexion ; vibration ; nouvelle théorie des 

plaques ; déformation normale. 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

This work presents a new theory of high order shear deformation which is original in 

that it includes the effect of thickness stretching for static analysis and free vibration of 

gradient property plates. The Hamilton principle is used to obtain the equations of motion. 

The number of unknowns for the proposed formulation is only four, unlike other high order 

theories proposed in the literature, which makes it more effective and simple to predict the 

static and dynamic behaviour of the plates, the results obtained by the mathematical analysis 

are analyzed and compared with those of the literature, which leads to demonstrating the 

accuracy of the proposed model. The current theoretical approach to the plate takes into 

account both transverse shear deformations and normal deformations and satisfies the 

conditions at the zero shear stress limits on the plate surfaces without the use of shear 

correction factors.  

The accuracy of the proposed solutions is verified by comparison with other results found in 

the literature. 

 

Keywords : Functionally graded (FG) plates · Bending · Vibration · New plate theory · 

Normal deformation 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أنه حيث من أصلي وهو العالي الترتيب ذي القص لتشوه جديدة نظرية العمل هذا يقدم

 خاصية لألواح المجاني والاهتزاز الثابت التحليل أجل من السماكة تمدد تأثير يشمل

 المجهول عدد. الحركة معادلات على للحصول هاملتون مبدأ يستخدم. التدرج

 العالي الترتيب ذات الأخرى النظريات عكس على ، فقط أربعة هو المقترحة للصياغة

 الثابت بالسلوك التنبؤ في وبساطة فعالية أكثر يجعله مما ، الأدبيات في المقترحة

 التحليل خلال من عليها الحصول تم التي النتائج تحليل ويتم ، للوحات والديناميكي

 النموذج ةدق إثبات إلى يؤدي مما ، الأدبيات تلك مع مقارنة وتحليلها الرياضي

 القص تشوهات من كل الاعتبار في للوحة الحالي النظري النهج يأخذ. المقترح

 على الصفري القص إجهاد حدود عند الظروف وتلبية العادية والتشوهات المستعرض

القص تصحيح عوامل استخدام دون اللوحة أسطح  المقترحة الحلول دقة من التحقق يتم 

الأدبيات في لموجودةا الأخرى النتائج مع بالمقارنة  

 

 .  نظرية جديدة للوحات  . الاهتزاز. انثناء.  لوحات التدرج الوظيفي :كلمات البحث 

    تشوه طبيعي
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Introduction générale 

Les matériaux à gradient de propriété (FGM) sont une nouvelle classe de composites 

qui ont un changement continu des propriétés des matériaux d'une surface à l'autre, ce qui 

permet d'éliminer les problèmes d'interface disponibles dans les composites classiques et 

d'atténuer la distribution des contraintes.  

De nos jours, les MGF sont utilisées dans de nombreuses applications techniques dans les 

industries modernes, notamment l'aérospatiale, la mécanique, l'électronique, l'optique, la 

chimie, le biomédical, le nucléaire et le génie civil [47].  

Compte tenu de leurs avantages et motivés par ces vastes applications techniques, les 

caractéristiques statiques, de flambement et dynamiques des plaques à gradient fonctionnel 

(FG) ont fait l'objet d'une grande attention[51-52], et une vaste gamme de théories sur les 

plaques a été développée pour fournir plus correctement leurs réponses mécaniques.  

En général, ces théories des plaques peuvent être divisées en trois catégories principales, à 

savoir: la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de la déformation par cisaillement au 

premier ordre (FSDT) et la théorie des plaques d'ordre supérieur (HSDT).  

La théorie classique des plaques (CPT) ne donne de bons résultats que pour l'analyse de 

plaques minces sans effet de déformation par cisaillement transversal.  

En attendant, la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT) surmonte 

ce problème en tenant compte de cet effet, est applicable à la fois pour les tôles minces et 

modérément épaisses. Cependant, un facteur de correction de cisaillement pratiquement 

approprié est nécessaire pour corriger la distribution transversale des contraintes de 

cisaillement, ce qui est difficile à trouver car il dépend de la géométrie, des propriétés des 

matériaux et des conditions de chaque problème[47, 46].  

Pour éviter d'utiliser des facteurs de correction de cisaillement, plusieurs polynômes[52-54] et 

non polynomiaux[52, 53, 55] ont été mis au point pour obtenir des résultats plus précis et plus 

fiables, basés sur une variation non linéaire de l'épaisseur des déplacements en plan.  

De façon typique, l'analyse des plaques FG est effectuée à l'aide de la théorie de la 

déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT) ou des théories de déformation par 

cisaillement d'ordre supérieur (HSDT).  

Quelques chercheurs ont utilisé la théorie classique des plaques rectangulaires (CPT) pour 

étudier le comportement statique, de flambement et de vibration des plaques minces à 
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gradient fonctionnel (FG). Woo et al[56] ont étudié la vibration non linéaire des plaques FG 

dans des environnements thermiques avec des conditions limites arbitraires basées sur 

l'hypothèse CPT et les hypothèses de Von Karman.  

Chakraverty et Pradhan[57] ont utilisé la théorie classique des plaques pour étudier la 

vibration libre d'une plaque à gradient fonctionnel reposant sur une fondation élastique 

Winkler avec diverses conditions aux limites en utilisant la méthode de Rayleigh-Ritz. 

Feldman et Aboudi[58] ont étudié le flambement élastique d'une plaque à gradient fonctionnel 

sous des charges de compression dans le plan avec des bords simplement supportés et serrés 

en utilisant une combinaison d'approches micromécanique et structurelle et les équations 

directrices sont tirées de la théorie classique des plaques (CPT).  

Chi et al[59, 60] ont également adopté le CPT pour effectuer des analyses de flexion des 

plaques FG sous charge transversale.  

Joshi et al[61] ont utilisé la théorie classique des plaques et la théorie modifiée des contraintes 

de couple pour étudier les vibrations libres et le flambement des microplaques isotropes 

partiellement fissurées et les microplaques MGF dans un environnement thermique.  

La théorie classique des plaques ignore les effets de cisaillement transversal, fournit des 

résultats raisonnables pour des plaques relativement minces, et suffit pour calculer les 

premiers modes de vibrations[62].  

Dans le FSDT, la distribution de la contrainte transversale de cisaillement par rapport à la 

coordonnée de l'épaisseur est supposée constante.  

La théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre suppose que la contrainte de 

cisaillement transversale par rapport à la coordonnée de l'épaisseur est constante et donne des 

résultats acceptables pour les tôles épaisses et minces, mais nécessite l'utilisation de 

coefficients de correction du cisaillement. 

Le FSDT a été largement utilisé pour la modélisation de plaques fonctionnellement calibrées. 

Praveen et Reddy[63] se sont basés sur le FSDT pour étudier la réponse des plaques 

céramique-métal classées fonctionnellement en utilisant la méthode des éléments finis. 

Hosseini-Hashemi et al[39] ont également étudié l'analyse vibratoire de plaques FG 

rectangulaires modérément épaisses sur des fondations élastiques Winkler et Pasternak en 

utilisant la théorie du premier ordre de déformation en cisaillement (FSDT).  

Park et Kim[64] ont adopté la FSDT avec les hypothèses de Von Karman pour étudier le 

postbouclage et la vibration des plaques fonctionnellement graduées sous des charges 

thermiques en utilisant la méthode non linéaire par éléments finis.  
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Contrairement à la FSDT existante, Meksi et al[65] ont étudié la vibration libre et l'analyse  

statique des plaques (FG) à l'aide d'une nouvelle théorie simple de déformation par 

cisaillement de premier ordre basée sur une position de surface neutre et reposant sur des 

fondations élastiques Winkler ou Pasternak.  

Comme l'a expliqué Pai[53], la précision de la FSDT ne peut être déterminée en raison de la 

dépendance du facteur de correction du cisaillement par rapport aux propriétés des matériaux, 

à la géométrie et aux conditions aux limites de chaque problème.  

Afin d'inclure certains effets d'ordre supérieur tels que le gauchissement de la section 

transversale et les effets d'étirement de l'épaisseur, diverses théories de déformation par 

cisaillement polynomial et non polynomial d'ordre supérieur (HSDT), qui sont basées sur une 

variation non linéaire de l'épaisseur des déplacements en plan, ont été développées.  

La théorie de la déformation par cisaillement polynomial d'ordre supérieur (TSDT)[52] a été 

utilisée dans un environnement différent pour étudier les réponses des plaques et coques 

composites classées et laminées fonctionnellement, par exemple[66].  

Mehar et al[67] ont étudié les fréquences de vibration d'une structure composite polymère 

multi-parois renforcée de nanotubes de carbone, examinée numériquement par une 

cinématique générique de déformation par cisaillement d'ordre supérieur pour différentes 

géométries de panneaux.  

Sahoo et al[68] ont étudié le comportement statique et le comportement en vibration libre de 

la plaque composite verre tissé laminé/époxy et l'ont validé par des expériences ultérieures.  

La plaque composite laminée déformable par cisaillement a été modélisée mathématiquement 

à l'aide de deux théories cinématiques d'ordre supérieur différentes et de l'ensemble des 

éléments finis commerciaux (ANSYS).  

Sahoo et al[45] ont étudié le comportement en flexion non linéaire de panneaux composites 

stratifiés carbone/époxy à l'aide d'un modèle mathématique non linéaire généralisé basé sur 

deux cinématiques moyennes de déformation par cisaillement d'ordre supérieur et sur la non-

linéarité géométrique de type Green-Lagrange. 

La résistance à la flexion de la plaque composite délaminée a été analysée numériquement et 

comparée aux résultats expérimentaux par Hirwani et al[69] en utilisant deux modèles 

cinématiques d'ordre supérieur.  

Récemment, la théorie de la déformation par cisaillement polynomial d'ordre supérieur 

(HSDT) a été utilisée pour obtenir les réponses structurelles de l'enveloppe composite 

stratifiée et des structures composites de nanotubes de carbone à parois multiples et de 
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polymères polymères forcés, voir par exemple [70].  

Outre la théorie de la déformation par cisaillement polynomial d'ordre supérieur, diverses 

fonctions non polynomiales (sinusoïdale, sinusoïdale hyperbolique, cosinusienne, 

exponentielle et tangente) ont été développées comme fonctions de cisaillement pour les 

HSDT pour décrire la déformation à travers l'épaisseur de la plaque et pour prendre en compte 

la déformation transversale en cisaillement.  

Neves et al[70, 48] ont étudié l'analyse de la flexion et des vibrations libres des plaques de 

qualité fonctionnelle à l'aide des fonctions sinusoïdale[70] et hyperbolique[48] pour les 

déplacements transversaux et en plan. 

Neves et al[71] ont également étudié l'analyse du flambement linéaire des plaques sandwich 

MGF à l'aide d'une nouvelle théorie de déformation par cisaillement sinusoïdal hyperbolique 

quasi-3D.  

Récemment, une nouvelle théorie de plaque raffinée et robuste[72] a été développée pour la 

réponse en flexion, le flambement, la vibration et la propagation des ondes des plaques FG à 

support simple avec seulement quatre fonctions inconnues.  

Ces théories ont un nouveau champ de déplacement qui introduit des variables intégrales 

indéterminées.  

Plus récemment, une nouvelle théorie de déformation par cisaillement simple et novatrice[73] 

a été mise au point pour la flexion, le flambement et la réponse aux vibrations libres des 

plaques et poutres FG avec seulement trois fonctions inconnues pour les modèles de plaques 

et deux fonctions inconnues pour les modèles de poutres. Contrairement à quatre, cinq ou 

même plus dans le cas d'autres théories de déformation par cisaillement plus élevées, cette 

théorie est cohérente de façon variable, n'exige pas de facteur de correction de cisaillement et 

tient compte de la distribution parabolique des contraintes transversales de cisaillement et 

satisfait la traction nulle sur les surfaces de la plaque sans utiliser aucun facteur de correction 

par cisaillement.  

Il est à noter que l'effet d'étirement de l'épaisseur est négligé dans ces trois nouvelles théories 

sur les plaques variables et l'effet d'étirement de l'épaisseur est négligé. 

Le déplacement transversal est considéré comme constant dans la direction de l'épaisseur, 

comme dans les théories des plaques minces de type Kirchhoff-Love. 

Cela semble tout à fait inadéquat puisque les plaques MGF sont caractérisées par une forte 

variation des propriétés des matériaux dans la direction de l'épaisseur[47, 46]. L'effet 

d'étirement de l'épaisseur dans les structures à gradient fonctionnel a été souligné et discuté 
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récemment par de nombreux chercheurs[50]. 

Cet article vise à développer une nouvelle et simple théorie des plaques en incluant l'effet dit 

d'étirement.  

En utilisant la théorie proposée, les analyses de flexion et de vibration libre des tôles à 

gradient fonctionnel sont étudiées.  

Cette théorie n'a que quatre inconnues, ce qui est encore moins que les autres théories quasi-

3D avec cinq déplacements inconnus ou plus.  

La caractéristique la plus intéressante de cette théorie est qu'elle tient compte d'une variation 

hyperbolique des déformations transversales de cisaillement à travers l'épaisseur et satisfait  

aux conditions limites de traction nulle sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque 

sans utiliser de facteurs de correction du cisaillement.  

Dans cette étude, l'analyse des solutions de flexion et de vibration libre est obtenue pour les 

tôles à gradation fonctionnelle et la précision est vérifiée en comparant les résultats obtenus 

avec ceux rapportés dans la littérature. 

La thèse débute par une introduction générale, structuré ensuite autour de cinq 

chapitres et s'achève par une conclusion générale et des perspectives.  

Le premier chapitre est consacré aux généralités sur les matériaux composites et les matériaux 

à gradient de propriétés « FGM » en donnant une représentation assez large des principaux 

constituants, leurs propriétés, l’histoire de leur développement, leurs méthodes de fabrication,  

leurs domaines d’application, ainsi que les lois du mélange et les lois de comportement.  

L'objectif du deuxième chapitre est de présenter un rappel sur le comportement 

élastique du matériau.  

Dans le troisième chapitre, nous présenterons la théorie des plaques stratifiées, 

permettant de mettre leur champ de déplacement, de déformation et leur comportement, 

ensuite nous décrivons des différentes théories des plaques composites correspondantes. 

Le quatrième chapitre est consacré à présenter la nouvelle théorie hyperbolique des 

plaques en se basant sur le principe des travaux virtuels permettant d’établir les équations 

d’équilibre et les conditions aux limites de la  plaque.   

Le cinquième chapitre consiste à discuter les résultats obtenus par la nouvelle théorie à 

ordre élevé et  les comparer avec ceux rapportés dans la littérature. 

Enfin, ce travail s’achève par une conclusion générale permettant de souligner l’efficacité de 

la méthode utilisée dans les calculs des matériaux composites. 

 



 

 
6  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

CHAPITRE I 

LES MATÉRIAUX 

COMPOSITES ET LES 

MATÉRIAUX A GRADIENTS 

FONCTIONNEL 



Chapitre  I :  Les matériaux composites et les matériaux à gradients fonctionnel 
 

 
7  

 

Chapitre  I : Les matériaux composites et les matériaux à 

gradients fonctionnel 
 
I.1 Définition générale d’un matériau composite 

Un matériau composite peut être défini comme l’association d’une ou de plusieurs phases 

discontinues réparties dans une même phase continue. L’assemblage final donne un nouveau 

matériau dont on attend des propriétés supérieures à celles qu’auraient les constituants 

élémentaires pris séparément. Dans une terminologie issue du vocabulaire de la résistance des 

matériaux, les constituants de la phase discontinue sont appelés de manière générique : « 

renforts ». Le rôle essentiel des renforts est d’assurer la tenue mécanique du composite. La 

phase continue est appelée « matrice ». En premier lieu, la matrice garantit la cohésion de la 

structure et la transmission des efforts mécaniques aux renforts. Elle fournit également une 

protection à ces derniers contre diverses agressions chimiques qui pourraient provenir de 

l’environnement extérieur. 

D’un point de vue général, les matériaux qui constituent la matrice peuvent être des métaux, des 

céramiques ou des polymères. On peut utiliser des renforts de type particulaire ou fibreux.  

On distingue les fibres courtes (longueur : 0,1 mm à 1mm), longues (longueur : 1 mm à 50 mm) 

et continues (longueur supérieure à 50 mm).  

Schématiquement, les propriétés des matériaux composites dépendent : 

 Des propriétés des constituants élémentaires. 

 De la distribution géométrique des renforts ; par exemple s’ils sont constitués de fibres, de 

leur orientation. 

 Des interactions éventuelles entre les constituants : qualité de l’adhésion entre la matrice et 

les renforts. 

I.2 Classification des matériaux composites 

La classification des composites peut être effectuée selon diverses façons. Une manière 

simple consiste à les classer par les formes des renforts [1], [2]. Les composites sont donc 

divisés en quatre catégories suivantes (Fig I.1). 

 Composites à renforts de particule 

 Composites à renforts de paillettes 

 Composites à renforts de fibres 

 Composites stratifies 
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Figure I.1 : Classification des matériaux composites [2] 

Les matériaux composites peuvent également être classés par la nature de la matrice comme 

suit : 

 Composites à matrice polymérique 

 Composites à matrice métallique 

 Composites à matrice céramique 

 

I.3 Constituants des matériaux composites 

Les propriétés mécaniques des composites sont directement liées aux caractéristiques 

mécaniques de leurs constituants : la fibre, la matrice, ainsi que l’interphase. La résistance et 

la rigidité d’un composite sont assurées principalement par les fibres qui possèdent des 

caractéristiques mécaniques beaucoup plus élevées que la matrice. 

Cette dernière, quant à elle, réunit les fibres et donne la forme géométrique de la structure. La 

matrice sert également à transférer les efforts mécaniques entre les fibres et les protéger 

contre les environnements. 

L’interphase est la zone créée par l’adhérence et la réaction entre les fibres et la matrice. Elle 

possède des caractéristiques chimiques et mécaniques différentes de celles des fibres et de la 

matrice [3]. 

La disponibilité d’un grand choix de fibres et de matrices permet de réaliser des composites 

ayant diverses propriétés. Nous présenterons rapidement quelques-uns des constituants les 

plus couramment utilisés. 
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I.3.1 Les fibres 

Dans un composite fibreux, la tenue mécanique est assurée principalement par les fibres. 

Par sa nature filamenteuse, la rupture de quelques fibres a pour résultat la redistribution du 

chargement sur les autres fibres, ce qui empêche la rupture catastrophique de la structure. Les 

fibres les plus souvent rencontrées dans les composites  sont les suivantes: 

 Fibres de verre 

 Fibres de carbone 

 Fibres aramides 

 

                           a – Roving de verre 

 

                       b – Tissu de verre                                            c – Mat de verre 

Figure I.2 :  Différents types de fibres de verre (documentation Ahlstrom) 
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a) Différentes natures de renfort: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.3 : Différentes familles du renfort. 

 

b) Principales caractéristiques mécaniques des fibres de base : [4] 
 

Tableau I.1 : Propriétés mécaniques des fibres 

 

fibre 

 

densité 

σr (MPa) en 

traction 

Allongement 

à la rupture 

en % 

EL (MPa) 

Longitudinale 

Diamètre du 

filament 

élémentaire 

µm 

Verre E 2.54 3400 4.8 73000 3-30 

Verre R 2.48 4400 5.4 86000 3-30 

Aramide BM 1.45 3100 2 70000 12 

Aramide HM 1.45 3100 1 130000 12 

Kevlar - 2900 2.3 130000 1.45 

Aluminium - 1380 0.7 380000 3.9 

Carbone HT 1.78 2800 0.5 200000 8 

Carbone HM 1.80 2200 - 400000 8 

Bore 2.63 3500 0.8 400000 100-200 
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c) Architecture des renforts 

Dans une structure composite, ce sont les sollicitations mécaniques qui définissent la 

nature, l’orientation et l’architecture du renfort. Dans le cas de matériaux réalisés avec des 

fibres longues, on utilise fréquemment des tissus (satin, sergé, taffetas) ou des stratifiés obtenus à 

partir de plis unidirectionnels (UD) (figure. I.4). Pour un renfort tissé, la période spatiale 

représente le plus petit intervalle pour qu’un motif se reproduise suivant les directions de 

chaîne ou de trame (figures I.5 et I.6). 

Généralement, les mèches de base, ou torons, constituant les armatures sont fabriquées à 

partir de plusieurs centaines de filaments enrobés dans de la matrice. 

 
d) Les plis unidirectionnels 

Ce qu’on appelle plis correspond à une nappe de torons parallèles, assemblés et maintenus 

entre eux par des fils de trame légers et cousus perpendiculairement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.4 : Représentation d’un pli unidirectionnel : en zoom un toron et une fibre. 

 

e) Le taffetas 

Le taffetas correspond à une nappe de tissu où chaque toron de chaîne passe 

successivement en dessous puis au-dessus de chaque toron de trame (figure I-3). Le tissu possède de 

bonnes propriétés en terme de stabilité lors de la mise en œuvre du composite. Toutefois du fait des 

nombreux entrecroisements successifs, un embuvage important est créé. Cela correspond à 

l’ondulation des fibres qui peut réduire les propriétés mécaniques d’ensemble. 
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Figure I.5: Représentation d’un tissu taffetas. 

f) Le sergé 

Le sergé correspond à une nappe de tissu où chaque toron de chaîne passe au- dessus de 

(n=2) torons de trame et où chaque toron de trame passe au-dessus de (m=2) torons de chaîne 

(figure I-4). Cette armure offre une plus grande souplesse que le tissu taffetas en gardant une bonne 

densité de fils. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.6 : Représentation d’un tissu sergé. 

g) Le satin 

Le satin correspond à une nappe de tissu où chaque fil de chaîne passe au-dessus de (n-1) fils 

de trame et réciproquement. Sur la figure I-5 on représente un tissu satin pour « n=4 ». Ces tissus 

présentent un aspect différent sur chaque face. Ils présentent également une forte masse spécifique 

tout en restant assez souples et adaptés à la mise en forme de surfaces complexes. 
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Figure I.7 : Représentation d’un tissu satin pour n=4. 

 

I.3.2 Les matrices 

La matrice réunit les fibres par ses caractéristiques cohésive et adhésive. Elle  

maintient les fibres dans leur orientation et leur position prévues pour les charges appliquées. 

Ses autres rôles consiste à distribuer les efforts entre les fibres, fournir une résistance à la 

propagation de fissure, et fournir toutes les résistances en cisaillement du composite [1]. La 

matrice détermine en général la limite de la température d’utilisation et l’environnement de 

service du matériau. 

Il existe un grand nombre de polymères pouvant servir de matrice aux matériaux 

composites. Ceux parmi les plus utilisés sont les suivants : 

 Les résines thermodurcissables 

 Les résines thermoplastiques 
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a) Différentes natures de la matrice: 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.8 Diférentes familles de matrice. 

- Résine thermodurcissable: sont mis en forme et se polymérisent selon la forme 

souhaitée. La transformation irréversible. 

- Résine thermoplastique: mis en forme par chauffage, durcissent au cours du 

refroidissement. La transformation est réversible. 

 

Tableau I.2 : Principales propriétés des matrices Thermodurcissables et Thermoplastiques: 

 

Matrices Thermodurcissables Thermoplastiques 

Etat de base 
Liquide visqueux à 

polymériser 
Solide prêt à l'emploi 

Stockage Réduit Illimité 

Mouillabilité des renforts Aisée Difficile 

Moulage Chauffage continu Chauffage + refroidissement 

Cycle Long (polymérisation) Court 

Tenue au choc Limitée Assez bonne 

Tenue thermique Meilleure Réduite (sauf nouveau TP) 

Chutes et déchets Perdus ou utilisés en charges Recyclables 

Conditions de travail Emanations de solvants Propreté 
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b) Principales caractéristiques mécaniques des résines : 

c) Tableau I.3 Quelques caractéristiques principales de résines [22]. 

 

I.3.3 L’interphase 

L’interphase est constituée de la surface de contact (interface) fibre/matrice ainsi que de la 

région d’un volume fini prolongée dans la matrice. Elle peut être considérée comme un 

constituant du composite car elle possède des propriétés chimiques, physiques, et mécaniques 

différentes de celles de la fibre et de la matrice. L’interphase assure la liaison fibre/matrice et 

permet le transfert des contraintes de l’une à l’autre sans déplacement relatif. Cependant, 

l’hypothèse que l’interphase n’a pas d’épaisseur est souvent faite pour faciliter l’analyse 

micromécanique des composites [3]. 

 

a) Rôle de l’interphase 

La région interfaciale joue un rôle essentiel dans la définition des caractéristiques des 

composites. Il est généralement reconnu qu’elle affecte ses propriétés mécaniques ultimes [5], 

[6], [7]–[8]. En fonction de la nature du traitement de surface, l’adhésion fibre-matrice via 

l’interphase peut être grandement impactée. Ainsi une modification de l’interphase peut 

changer les propriétés mécaniques fondamentales comme : la résistance à la 

traction/compression/cisaillement,la dureté et la durabilité du composite [5], [9], [10], [11], [12] 
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Au-delà des performances statiques il a été démontré que l’interphase permet 

essentiellement d’améliorer la résistance à la fatigue [13], [11], [14]. En général, les 

phénomènes mis en jeu sont assez complexes. Les premiers travaux dans ce domaine, obtenus 

principalement pour des UD, montrent qu’il existe trois mécanismes d’endommagement 

successifs pour une sollicitation en fatigue. En premier lieu il y a formation et croissance de 

fissures. Par la suite une décohésion fibre-matrice est observée qui conduit à la rupture du 

renfort. Ainsi une interphase de bonne qualité a pour effet de retarder la décohésion fibres-

matrice améliorant ainsi les performances du matériau en fatigue [15]. Des travaux 

complémentaires ont montré que ces mécanismes d’endommagements sont liés à la ductilité de 

l’interphase [16], [17]. Dans le cas d’une faible adhésion interfaciale, les fissures de fatigue se 

localisent de façon privilégiée à l’interface. La ruine du matériau intervient par décohésion fibres-

matrice sans aucune rupture de fibres [16], [18]. Les fissures se propagent le long de 

l’interphase ainsi la rupture de la fibre est retardée et la durabilité du matériau est améliorée 

[16]. Par ailleurs dans le cas d’une forte adhésion interfaciale, une amélioration significative 

de la durabilité des matériaux est aussi observée, en particulier lorsque le composite est sollicité 

en fatigue à des niveaux de contrainte très élevés [16]. Tous ces travaux montrent que le 

challenge actuel est de relier les caractéristiques microscopiques d’interphase aux propriétés 

mécaniques sous chargement statique et en fatigue. 

 

I.4 Composite final : le stratifié 

Le  composite   stratifié   est une  structure    formée   d’une   superposition  de  « n »   plis   de 

renforts  à fibres longues qui sont liés par de la résine polymère. L’orientation des différentes 

nappes est choisie en fonction des sollicitations mécaniques que la structure doit subir. Les 

propriétés globales du composite  dépendent donc des propriétés matériaux  de chaque pli. 

Les séquences d’empilements constituant le stratifié sont codifiées par une nomenclature qui 

décrit, selon la direction de l’épaisseur, la position et l’orientation de chaque pli du composite. 

Afin de préciser leur orientation, il faut définir un repère de référence associé au stratifié. 

Ensuite on définit un repère local associé à chaque pli du stratifié. 

Pour un composite à n plis à architecture identique, la description des empilements se fait du haut 

vers le bas en écrivant les angles d’orientations couche après couche. La figure I-8 donne un 

exemple de stratifié à cinq couches pour un composite à renfort [0°/-45°/+45°/0°/-45°/0°].  
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Figure I . 9 : Partie gauche - stratifié composite [0°/-45°/+45°/0°/-45°/0°]. Partie droite - un pli 

composite. 

 

 

I.5 Considérations d’usage des matériaux composites 

Dans la conception des produits, il est essentiel d’évaluer et comparer les composites 

avec les matériaux conventionnels pour bien choisir les matériaux. Les avantages et les 

inconvénients principaux des matériaux composites sont présentés ci-dessous. 

 

I.5.1 Les avantages 

Les avantages les plus cités des matériaux composites incluent : 

a) Propriétés mécaniques adaptables 

Un stratifié composite fibreux est un empilement des plis élémentaires qui se 

comportent ensemble comme un élément structural. Un pli élémentaire est anisotrope, ou 

orthotrope dans la plupart des cas, avec la résistance et la rigidité dans la direction des fibres 

beaucoup plus élevées que dans d’autres directions. Il faut alors associer différentes 

orientations de fibres afin d’obtenir un stratifié capable de résister à diverses sollicitations. 

Un avantage principal du stratifié composite est que les plis élémentaires peuvent être orientés 

de telle façon que la résistance dans une direction donnée corresponde aux chargements 

prévus. La part de matériau dans des directions non-sollicitées est donc minimisée. 
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b) Haute résistance et haut module d’élasticité 

Les propriétés mécaniques élevées, notamment la résistance et le module des 

matériaux composites hauts performances permettent de répondre aux exigences de 

l’industrie aéronautique. D’autres industries en profitent également, par exemple la vitesse 

d’une balle de tennis est plus élevée avec des raquettes en carbone/époxy. 

 

c) Poids 

Les matériaux composites hauts performances ont une densité de l’ordre de 1,6 contre 

2,7 pour les alliages d’aluminium. Selon Airbus, ils autorisent un gain de 10 à 30 % sur les 

éléments de structure [19]. Ce gain de masse permet d’employer des moteurs moins puissants. 

Ceux-ci consomment moins et permettent de réduire la taille des réservoirs de carburant pour 

le même cahier des charges de l’avion. 

 

d) Production 

Les matériaux composites permettent de simplifier l’assemblage de la structure, ce qui 

compense partiellement leur prix élevé. La réduction du nombre de pièces par rapport aux 

matériaux conventionnels peut être substantielle. Par exemple, un tronçon de fuselage qui 

réclame typiquement mille pièces et plusieurs milliers de fixations est fabriqué en un seul 

morceau pour le Boeing 787 [19]. 

 

e) Maintenance 

Les composites ont besoin de moins d’entretien que les alliages métalliques. D’une 

part, ils ne sont pas sensibles à la corrosion. D’autre part, la tenue en fatigue est très bonne. 

Par exemple, l’intervalle entre deux révisions complètes du Boeing 787, qui utilise 

massivement des matériaux composites, est porté à douze ans au lieu de dix ans sur un 777 

[19]. 

I.5.2 Les inconvénients 

Bien que les avantages des matériaux composites soient impressionnants, ces 

matériaux ne sont pas une solution miracle pour toutes les applications. Des inconvénients ou 

des problèmes existent et peuvent empêcher leur usage. Les inconvénients les plus courants 

sont les suivants : 
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a) Coût 

Les matériaux composites hauts performances ont été développés principalement pour 

répondre aux besoins de la communauté aérospatiale où le coût élevé peut être toléré en 

échange de matériaux plus performants. Par conséquent, le transfert de la technologie des 

composites aux produits de grande consommation est lent, à quelques exceptions comme les 

équipements de sports où la performance prime également sur le coût. 

 

b) Conception et analyse 

Les matériaux composites sont souvent à la fois hétérogènes et anisotropes. Ces deux 

caractéristiques sont différentes des celles de la plupart des matériaux conventionnels. 

Elles nécessitent de nouvelles approches, généralement plus compliquées, pour la 

conception et l’analyse des structures. 

L’hétérogénéité impose l’analyse selon au moins deux points de vue. La micro mécanique 

examine l’interaction des constituants à l’échelle microscopique. La macro- mécanique 

suppose que le composite est homogène et s’intéresse aux propriétés apparentes du matériau. 

Les matériaux anisotropes nécessitent plus de propriétés mécaniques que les matériaux 

isotropes pour établir les relations contrainte-déformation (les lois de comportement). Ces 

propriétés sont déterminées selon les directions principales du pli élémentaire (directions 

parallèle et perpendiculaire à l’orientation des fibres) [20]. 

 

c) Assemblage 

Les matériaux composites sont généralement plus fragiles que les matériaux 

métalliques conventionnels. Par conséquent, la redistribution des contraintes autour des sites 

de concentration telle que le trou est moins efficace. La résistance et la rigidité d’un stratifié 

ne peuvent pas toujours être entièrement transférés par un joint. Le trou est donc souvent 

renforcé par des inserts métalliques ou par l’augmentation de l’épaisseur du stratifié dans la 

partie trouée [20]. De tels renforcements entraînent du poids supplémentaire pour la structure. 

Le problème d’assemblage est donc critique pour le succès de l’emploi des matériaux 

composites. 

 

 



Chapitre  I :  Les matériaux composites et les matériaux à gradients fonctionnel 
 

 
20  

d) Tolérance aux dommages 

Un des points faibles les plus importants des matériaux composites est la tolérance aux 

dommages. Des dommages de diverses natures peuvent se produire dans la vie d’une 

structure, par exemple l’impact, soit en service ou pendant la maintenance, est inévitable. 

En règle générale, plus un matériau est ductile, plus il est capable de tolérer l’impact car la 

ductilité fournit la capacité d’absorber de l’énergie. Par conséquent, les structures métalliques 

ont tendance de se déformer plutôt que de se fracturer sous l’impact. Le caractère fragile des 

matériaux composites ne permet pas, par contre, de subir l’impact sans avoir 

d’endommagement 

Les dommages sont souvent des fissurations internes de la matrice, indétectables sur la 

surface de la structure. Ce type de dommages diminue considérablement la résistance en 

compression de la pièce endommagée. Les dommages des fibres diminuent la résistance en 

compression ainsi qu’en traction. Les outils pour évaluer la tolérance aux dommages des 

structures sont le programme d’inspection, l’analyse de la résistance résiduelle, et l’analyse de 

la propagation des dommages [21]. 

 

 

I.6 Mise en œuvre des materiaux composites :  

Généralement le choix d'un procède de moulage se fait en fonction de certains paramètres 

à savoir: 

 Imprégnation du renfort par le système résineux. 

 Mise en forme à la géométrie de la pièce. 

Durcissement du système : 

 soit par polycondensation et réticulation pour les matrices thermodurcissables, 

 soit par simple refroidissement pour les matières thermoplastiques. 

Les procédés les plus importants sont : 

 Moulage par contact 

 Moulage par projection simultanée 

 Injection thermodurcissable BMC 

 Compression thermodurcissable SMC 

 Enroulement filamentaire (ou bobinage) 
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I.6.1 Moulage au contact : 

Le principe consiste à disposer dans un moule les renforts (sous forme de mat ou de 

tissu) imprégnés manuellement d'une matrice thermodurcissable. 

Les pièces de formes quelconques peuvent être réalisées avec une cadence très faible. 

  

Figure I.10 : Moulage par contact 

  

I.6.2 Moulage par projection simultanée : 

Le moulage est effectué par projection simultanée de fibres coupées et résine catalysée 

sur un moule. L'équipement à projeter est constitué d'une machine à couper le stratifile et d'un 

pistolet projetant la résine et les fibres coupées, l'ensemble fonctionnant par air comprimé. La 

couche de fibres imprégnées de résine est ensuite compactée et ébullée au rouleau cannelé. 

Le moulage par projection permet d'obtenir de grandes séries de pièces, avec un bas prix de 

revient. 

 

Figure I.11 : Moulage par projection simultanée 
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 I.6.3 Injection thermodurcissable BMC: (Bulk Molding Compound). 

Le moulage du compound est réalisé entre moule et contre moule chauffé à 

température entre 140 à 170°c sous une pression de 50 à 100 bars. 

 

Les avantages :  

réalisation de grandes séries, peu de finition.  

Le compound : c'est de la résine, du fibre coupé et de la charge 

 

Figure I.12 : Injection thermodurcissable BMC 

 

I.6.4 Compression thermodurcissable SMC: (Sheet Molding Compound) 

Le principe consiste à déposer des feuilles de préimprégnés dans un contre moule 

chauffé, de comprimer le matériau avec un moule chauffé, polymérisation puis éjection de la 

pièce. 

Les avantages : coût matière, propriétés mécaniques et thermiques. Les limites sont l'aspect, le 

dimensionnement des presses et la finition. 
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Figure I.13 : Compression thermodurcissable SMC 

 

I.6.5 Enroulement filamentaire (ou bobinage): 

Technologie pour les HP. Le principe consiste en un enroulement sous tension sur un 

mandrin tournant autour de son axe de fibres continues préalablement imprégnées d'un liant. 

Les avantages sont la disposition optimale des renforts, les très bonnes propriétés mécaniques, 

possibilité de réaliser des pièces de grandes dimensions avec des surfaces internes lisses. 

 

Figure I.14 : Enroulement filamentaire (ou bobinage) 

 

Il existe d'autres procédés : pultrusion, drapage en autoclave, centrifugation, stratification en 

continu, thermoformage sous vide et estampage... 
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I.7 Architecture des materiaux composites : 

I.7 .1 Monocouche: 

Les monocouches représentent l’élément de base de la structure composite. Les 

différents types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : à fibres continue, à 

fibres courtes, fibres tissus et mat. 

 

Figure I.15: Couche de composite 

 

I.7 .2 Stratifies : 

Les stratifiés sont constitués de couches successives (appelées parfois plis) de renforts 

(fils, stratifiles, mat, tissus, etc.) imprégnés de résines. 

 

Figure I.16 : Constitution d’un stratifié 
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I.7 .3 Sandwichs :  

Matériaux composés de deux semelles (ou peaux) de grande rigidité et de faible 

épaisseur enveloppant une âme (ou cœur) de forte épaisseur et faible résistance. L'ensemble 

forme une structure d'une grande légèreté. Le matériau sandwich possède une grande rigidité 

en flexion et c'est un excellent isolant thermique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.17 : Matériaux sandwiches à âmes pleines 
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I.8 Matériaux à gradients de proprieties 

I.8.1 Introduction 

Les matériaux à gradient de propriétés (FGM); un type de matériaux composites 

produit en changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction 

d’épaisseur pour obtenir un profil bien déterminé, ces type de matériaux, ont suscités 

beaucoup d’attention récemment en raison des avantages de diminuer la disparité dans 

les propriétés matérielles et de réduire les contraintes. 

 

Figure I.18 Configurations des composites et des FGM 

 
Le concept de "Matériaux à Gradient de Propriétés" a été développé dans le laboratoire 

national d’aérospatial du Japon en 1984 par M. Niino et ses collègues à Sendai. L’idée 

est de réaliser des matériaux utilisés comme barrière thermique dans les structures 

spatiales et les réacteurs à fusion [23]. 

Les FGM peuvent être utilisés pour différentes applications, telles que les enduits des 

barrières thermiques pour les moteurs en céramique, turbines à gaz, couches minces 

optiques, etc.…[24] 

Généralement, les FGM sont fabriqués à partir des matériaux isotropes tels que les 

céramiques et les métaux [25]. 

Ils sont donc des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement 

hétérogènes. Le changement continu dans la composition et donc dans la 

microstructure du matériau distingue les FGM des matériaux composites 

conventionnels [23].  

 

 



Chapitre  I :  Les matériaux composites et les matériaux à gradients fonctionnel 

 
27  

I.8.2 Conception des structures FGM 

Un matériau FGM est un type de matériaux composites classé par leur 

microstructure variable dans l’espace; conçue pour optimiser l’exécution des éléments 

de structures par la distribution de propriétés correspondantes. Les distributions de 

propriété sont trouvées dans une variété de produits communs qui doivent avoir des 

fonctions multiples (c'est-à-dire multifonctionnelles) comme les liaisons entre les 

particules ; qui doivent être assez dures a l’intérieur pour résister à la rupture ; mais 

doivent également être assez dures sur l’extérieur pour empêcher l’usure. 

La (Fig I.19) montre une micrographie par microscope électronique à balayage de la 

section transversale d’une billette en FGM (Al2O3-SUS304). 

Dans un matériau à gradient fonctionnel, les différentes phases micro-structurelles ont 

des fonctions différentes, et le matériau à gradient fonctionnel global atteint le statut 

multi structural par gradation de leurs propriétés. En variant progressivement la fraction 

volumique des constituants du matériau, leurs propriétés matérielles présentent un 

passage lisse et continu d’une surface à une autre, éliminant ainsi les problèmes 

d'interface et l'atténuation des concentrations de contraintes. Cela est dû au fait que le 

constituant céramique du matériau à gradient fonctionnel est capable de résister à des 

environnements de haute température en raison de leurs meilleures caractéristiques de 

résistance thermique, tandis que le constituant métallique assure une meilleure 

performance mécanique et réduit la possibilité d’une rupture catastrophique. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Figure I.19 Micrographie par microscope électronique à balayage d'une section 

transversale d’une billette en matériaux à gradient fonctionnel (Al2O3-SUS304) 
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Figure I.20   Matériaux à gradient fonctionnel avec des fractions volumiques des phases 

constitutives graduées [26] 

 

Un FGM typique, avec un effet élevé de couplage flexion-extension est illustré dans la (Fig 

I.20) [26], où les particules sphériques ou presque sphériques sont intégrées au sein d'une 

matrice isotrope. 

 

I.8.3 Le gradient 

Contrairement aux matériaux homogènes, les propriétés des FGM varient non 

seulement avec leur composition, mais dépendent également de la connectivité de la structure 

du réseau interne. (Fig I.21) montre une représentation schématique de la microstructure 

commune produisant dans un matériau tel que le contenu de la deuxième phase est 

augmentée. 

À des fractions de faible volume, la seconde phase existe sous forme des particules isolées 

dispersées dans une matrice (a). Comme le contenu de la deuxième phase augmente, les 

particules commencent à avoir des contacts et former des amas agglomérés (b). 

Comme il augmente encore, une transition microstructurale critique a lieu, où la deuxième 

phase n’est plus dispersée, mais devient plutôt reliés entre eux sur de longues distances (c, d, 

e). La transition a un effet profond sur les propriétés des matériaux, par  

exemple, conductivité thermique ou électrique, et un petit changement de composition va 

donc se traduire par une variation distincte des propriétés [27]. 
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Figure I.21 Changement schématique de la microstructure dans un profile FGM 

 

I.8.4 Propriétés effectives des matériaux à gradient fonctionnel 

Plusieurs FGM sont fabriqués par deux phases de matériaux avec différentes 

propriétés. Une description détaillée d’une microstructure graduée réelle est généralement non 

disponible, sauf peut-être pour des informations sur la distribution de la fraction volumique. 

Tandis que la fraction volumique de chaque phase graduellement varie dans la direction de 

gradation, les propriétés effectives de FGM changent le long de cette direction. 

Par conséquent, nous avons deux approches possibles pour les FGM comme modèles : Pour la 

première, une variation par morceaux de la fraction volumique du céramique ou du métal est 

assumée, et le FGM est pris pour être posé avec la même fraction volumique dans chaque 

région, c’est à dire, couche quasi-homogène de céramique-métal (Fig I.22.a) ; Pour la 

deuxième, une variation continue de la fraction volumique du céramique ou du métal est 

assumée (Fig I.22.b). 
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Figure I.22 Modèle analytique pour une couche de matériau à gradient fonctionnel :                    

a) première approche; b) deuxième approche 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.23 Variation continue de la microstructure : a) (schématisée) ; b) (photo) 

 

La variation continue des propriétés (Fig I.23) trouve son application lorsque, par exemple, la 

face supérieure est exposée à une haute température alors que la face inférieure est exposée à 

une basse température. Dans ce cas, la face supérieure est à 100% céramique et la face 

inférieure est à 100% métal, avec une transition graduelle entre les deux. 
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L’utilisation de la céramique n’est pas fortuite. Ce matériau est choisi grâce à ses 

caractéristiques exceptionnelles qui sont énumérées comme suit: 

 faible réactivité chimique, bonne tenue à la corrosion ; 

 haute température de fusion ou de décomposition ; 

 haut module d’élasticité et haute dureté ; 

 charge à la rupture élevée ; 

 bas coefficient de frottement, bonne résistance à l’usure ; 

 conservation des propriétés à haute température ; 

 Bonne résistance aux chocs thermiques) ; 

 Faible conductivité thermique (donc bonne résistance à la température). 

Cependant, les céramiques sont réputées être fragiles et très vulnérables aux défauts de petites 

tailles. 

Les caractéristiques du métal sont données comme suit : 

 Bonne résistance mécanique ; 

 Conductivité thermique élevée, 

 Très bonne ténacité. 

 

I.9 Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des FGM 

Les matériaux à gradient fonctionnel « FGM » consistent en l’association de deux ou 

plusieurs matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une 

transition idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des 

porosités entre ces matériaux de manière à optimiser les performances de la structure qu’ils 

constituent. 

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non 

uniformes avec des macro-propriétés graduées dans l’espace. Un des paramètres clé à 

déterminer lors de la fabrication de ces matériaux est la composition multiphase à travers 

l’épaisseur. La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la 

loi des mélanges correspondant au modèle de Voigt. 

                                                                                                                  

(I-1) 

 

  FiiiF VPP 1
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Où et sont respectivement les  propriétés  du  matériau  et  la  fraction  volumique  du 

matériau constitutif i avec la somme des fractions volumiques de tous les matériaux 

constituants donne l’unité 1 :   

    (I-2) 

 Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont à deux constituants : de la céramique et 

du métal inoxydable en général . Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit à : 

   (I-3) 

          

           (I-4)  

 

I.9.1 Propriétés matérielles de la poutre P-FGM 

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit à une fonction en loi de puissance comme 

suit : 

 

 

   (I-5) 
 

 

Où p est un paramètre matériels et h est l’épaisseur de la poutre. Une fois la fraction 

volumique locale     à été définie, les propriétés matérielles d’une poutre P-FGM peuvent   être 

déterminées par la loi des mélanges : 

 

          (I-6) 

Où Ec et Em sont respectivement les modules de young de la surface supérieure                    

(Z = +h/2) et de la surface inférieure (Z = -h/2) dz la pouter FGM. 
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Figure I.24 Variation de la fraction volumique à travers l’épaisseur P-FGM 

 

La variation de la fraction volumique dans la direction d’épaisseur de la poutre P-FGM est 

représentée sur la (Fig I.24). Il apparait clairement que cette dernière change rapidement près 

de  surface  inférieure  pour p < 1 ,  et  augmenté  rapidement  près  de  la  surface  supérieure 

pour p > 1 

 

I.9.2 Propriétés matérielles de la poutre S-FGM 

Chi et al [28] ont défini la fraction de volume de la poutre FGM en utilisant deux fonctions de 

loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les 

interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par : 

 

              (I-7a) 

 

          (I-7b) 
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En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la poutre S-FGM peut être calculé par 

     (I-8a) 

     (I-8b) 

 

La (Fig I.25) montre que la variation de la fraction volumique définie par les équations (I-7a) 

et (I-7b) représente les distributions sigmoïdes, et cette poutre FGM est appelée              

(Poutre S- FGM). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.25  Variation de la fraction volumique à travers l’épaisseur (S-FGM) 

 

 

I.9.3 Propriétés matérielles de la poutre E-FGM 

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs 

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme [29] 

                                                                                                                                                

                  (I-9a) 
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La variation du module de Young à travers l’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée 

sur la 

(Fig 

I.26). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.26 Variation du module de Young dans une plaque (E-FGM) 

 
I.10 Comparaison des matériaux types FGM et les matériaux composites    

        Traditionnels : 

On peut facilement comparer les FGM aux composites car ils partent du même principe, si 

on prend les FGM on peut généralement dire que ce sont des matériaux contenant des 

composants différents tels que les céramiques et les métaux. La différence avec les 

composites c’est que les FGM sont non homogènes, et leur changement continue dans la 

composition et donc dans la microstructure. Dans certains cas on peut avoir un FGM 

constitué d’un même matériau mais de microstructure différente. 

 

 

 

 

 



 

 

Chapitre  I :  Les matériaux composites et les matériaux à gradients fonctionnel 
 

 
36 

 

 

 

Figure I.27 : Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison 

avec les matériaux composites conventionnels [30] 

 

Le matériau plan composé à une caractéristique plane, et le matériau relié, a une frontière 

sur l'interface de deux matériaux.  

Les FGM ont d’excellentes caractéristiques qui diffèrent de ceux des matériaux plans 

composés et reliés. Par conséquent, les FGM attirent l'attention en termes de leur 

application dans les domaines industriels puisqu’ ils ont une double propriété des deux 

matières premières qui sont mélangées ensemble, et la distribution composante est 

graduée sans interruption.  

Par exemple, l’un des FGM qui se composent du métal et de la céramique a la 

caractéristique de la conductivité thermique et de la force métallique dans le côté en métal 

et la résistivité aux hautes températures dans le côté en céramique. 
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Matériau plan composé (a), Matériau relié (b),          Matériau fonctionnellement            

                                                                                  gradué(c). 

Figure I.28 : Différentes schématisations de matériaux 

 

I.11  Avantages et inconvénients des FGM : 

Les matériaux fonctionnellement gradués présentent des avantages et des inconvénients: 

I.11.1   Avantages des FGM : 

Outre l'accomplissement de son objectif principal, c'est à dire de fournir les différents requis 

des propriétés en divers points et des surfaces du futur produit qui, pourrait être réalisé par un 

simple revêtement  et beaucoup d'autres soulignent divers avantages supplémentaires de la 

FGM. Ils énumèrent certains avantages qui en résultent principalement de la non-existence 

d'une interface forte FGM, tels que: 

 Diminuer les contraintes thermiques causées par les différences de coefficients de 

dilatation thermique des matériaux utilisés. 

 Absence d'une interface nette devrait conduire à un contrôle d'ensemble mieux des 

contraintes 

 Meilleure cohésion entre différents matériaux, par exemple un métal et une céramique. 

 Extension de la région fonctionnelle avant d'atteindre la valeur limite de la déformation 

plastique. 

 Suppression de délaminage. 

 Augmentation de la ténacité à la rupture. 
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 Elimination des singularités des contraintes à divers endroits, tels que les sur faces 

libres, des coins, des racines de fissures, etc. 

 

 

I.11.2  Inconvénients des FGM : 

Le principal obstacle à une application plus large de la FGM est leur fabrication compliquée 

en raison de l'inadéquation des propriétés différentes, par exemple, la température de fusion, 

des affinités différentes pour divers autres éléments, la taille des particules, la morphologie, 

etc. Un exemple type est un mélange d'un métal avec la température de fusion 

(T1) et une céramique avec une température de fusion (T2).Dans la plupart des cas, un tel 

couple est habituellement (T1 << T2). Puis, si la température de fabrication est d'environ (T1), 

la céramique est encore non fondue et la structure finale contient des particules de céramique 

non fondue dans une matrice métallique. Dans de nombreux cas, une telle structure présente 

une grande porosité et une petite adhérence entre les différents composants et son application 

générale est limitée. Cependant, pour des applications spéciales, la présence de particules très 

dures (carbures) dans une matrice solide peut être souhaitable. 

 
D'autre part, travailler autour de (T2) va certainement entraîner une oxydation rapide  et de 

l'évaporation de nombreux métaux. La formation de phases indésirables, etc. Les matériaux 

doivent être fabriqués dans une atmosphère protectrice ou à une basse pression et ces deux 

technologies sont très coûteuses [31]. 

 

I.12  Développements récents et défis des FGM 

Dans le cas de la plupart des MGF, une propriété matérielle varie dans le sens de l'épaisseur 

[32]. Cependant, les applications modernes peuvent exiger des matériaux FG dans lesquels les 

propriétés matérielles dans l'épaisseur et les directions axiales [33]. Récemment, un matériau 

de gradient dans lequel les propriétés varient dans les deux directions sont également 

développés et étudiés en profondeur [34, 35].  

Ces matériaux intelligents sont connus sous le nom de matériaux à gradient fonctionnel 

bidirectionnel (BDFGM).  

La technique AM basée sur le dépôt de métaux au laser est la plus appropriée pour produire 

de tels BDFGM [36].  
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Bien que d'importants progrès technologiques aient été réalisés dans le domaine des FGM, 

quelques problèmes critiques doivent encore être résolus.  

Une base de données correcte des FGM en termes de paramètres et de tests n'est toujours pas 

disponible.  

 

La méthode d'essai et de mesure conventionnelle peut ne pas convenir pour évaluer les 

performances des MGF modernes, de sorte que des développements de méthodes d'essai 

avancées sont nécessaires [36].  

La plupart des techniques de traitement des FGM sont très coûteuses, de sorte qu'une 

technique de traitement à faible coût qui peut produire en masse des MGF de grande taille et 

complexes reste encore un défi.  

Le choix du matériau approprié pour l'application prévue est le défi immédiat et direct pour le 

développement futur de la technologie dans le domaine de la recherche sur les FGM. 

 

I.13  Conclusion 

Ce Chapitre présente une présentation générale sur les matériaux composites et les  

matériaux à gradients de propriétés, le rôle des différentes phases (fibre, interface, matrice…) 

y est faite avec ses avantages et ses inconvenient, leur conception ainsi que leurs différents 

domaines d’application dans les structures spéciales en génie civil. 

Le changement continu dans la composition est donc dans la microstructure des matériaux, 

distingue les FGM des matériaux composites conventionnels. Il en résulte un gradient qui 

déterminera les propriétés matérielles des FGM. 
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INTRODUCTION 

 

Le comportement mécanique d’un matériau est fonction des forces extérieures 

appliquées et traduit les évolutions de la cohésion de ces atomes. 

Ainsi, les propriétés mécaniques dépendent de la température d’utilisation, de l’état de 

surface, des conditions d’application des efforts, de la vitesse de déformation. 

Les propriétés mécaniques sont déterminées au moyen 

d’essais normalisés. Les principales propriétés mécaniques 

sont : 

 Module d’élasticité 

 Limite d’élasticité, écrouissage, ductilité 

 Viscosité, vitesse de fluage, amortissement 

 Charge à la rupture, résistance à la fatigue, à l’usure 

 

Loi de Hooke 

La contrainte (en MPa) est donnée par : 

 

(IIa) 

 

La déformation (sans unité) est donnée par : 

  

  
(IIb) 

  

  

La relation contrainte-déformation en élasticité linéaire isotrope est donnée par la loi de 

Hooke : 

  
(IIc) 

  

  

Où E est le module de Young (en GPa). 

 
Coefficient de Poisson 

Dimensions avant déformation : x0, y0, z0 
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ν (sans dimension) : est le coefficient de poisson et représente une autre  constante 

caractéristique du matériau 
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Coefficients de Poisson de différents matériaux 

 

Module de cisaillement 
 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
Déformation par distorsion 
 
 

 

 

 

 

G: module de cisaillement 
 
Dans le cas d'un milieu isotrope, le module de cisaillement est lié au module d'Young et 

au coefficient de Poisson par la relation suivante : 
 

 

 

 

  
 

 

II.1 Généralité sur le comportement élastique du matériau : 

Les champs des déformations et des contraintes dans un milieu sont liés par des lois 

appelées lois de comportement, caractérisant le comportement mécanique du milieu. Ces lois 

sont décrites par des axiomes qui permettent de rendre compte au mieux des phénomènes 

observés. L’expérience montre que de nombreux milieux solides déformables ont, pour une 

température donnée et dans un intervalle donné de déformation, un comportement élastique 

linéaire. 

Dans le  domaine de linéarité et en admettant que la  température est uniforme dans tout  le 

volume considéré, les matériaux composites se déformes comme les autres matériaux 

traditionnels. 
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II.1.1 Elasticité linéaire: 

La relation d’élasticité linéaire peut s’écrire sous la forme matricielle suivante : 

 

 

 

 

II.1 

 

 

 

 

 

avec 

 

 

Ou sous forme condensée :                                             II.2             

 

Cette loi,  généralement  appelée loi de Hooke généralisée, introduit la matrice de  rigidité 

C, symétrique. 

Le comportement linéaire d'un matériau est donc décrit dans le cas général par 21 coefficients 

indépendants. 

 

La relation d'élasticité peut s'écrite sous la forme inverse, suivant : 

 

                        Avec                                                                                                                                                         II.3 

 

S : matrice de flexibilité ou de souplesse (symétrique). 

 

II.1.2 Matériau anisotrope : 

Dans le cas le plus général, la matrice de rigidité et la matrice de souplesse sont 

déterminées chacune par 21 constantes indépendantes. Ce cas correspond à un matériau ne 

possédant aucune propriété de symétrie. Un tel matériau est appelé matériau triclinique ou 
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matériau anisotrope. 

II.1.3 Matériau monoclinique : 

Un matériau monoclinique est un matériau qui possède un plan de symétrie. 

 

 

Figure II.1 : Plan de symétrie 

La forme de la matrice de rigidité (ou souplesse) doit être telle qu’un changement  de base 

effectué par symétrie par rapport à ce plan ne modifie pas la matrice. Dans le cas où le plan de 

symétrie est le plan (1,2), l’exploitation des changements de base conduit  à  une matrice de 

rigidité de la forme : 

 

 

 

 

                                                       II.4 

 

 

 

 

La matrice de souplesse a la même forme. Le nombre de constantes d’élasticité indépendantes 

est réduit à 13. 

 

II.1.4 Matériau orthotrope : 

Un matériau orthotrope possède trois plans de symétrie, perpendiculaires deux à deux. 

Il est à noter que l’existence de deux plans de symétrie perpendiculaires implique l’existence 

x2 

x3 x’3 
p 

x1 
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du troisième. 

 

 

Figure II.2 : Matériau orthotrope 

La forme de la matrice de rigidité est donc obtenue en ajoutant au  matériau  monoclinique un 

plan de symétrie perpendiculaire au précédent. L’invariance de la  matrice  dans un changement 

de base effectué par symétrie par rapport à ce deuxième plan conduit  à une matrice de rigidité 

de la forme:  

 

 

 

                                           II.5 

 

 

 

 

La matrice de souplesse a la même forme. Le nombre de constantes d’élasticité indépendantes 

est ramené à 9.  

 

II.1.5 Matériau orthotrope à isotrope transverse : 

Le matériau se comporte donc comme un matériau orthotrope possédant de plus un axe 

de révolution. Le matériau est alors appelé matériau orthotrope de révolution ou isotrope 

transverse. Il en résulte qu’un changement de base effectué par rotation quelconque autour de 

x1 

 

P’ 

x3 
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x2 
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cet axe doit laisser inchangée la matrice de rigidité (ou souplesse). 

 

 

Figure II.3 : Plan d’isotropie La matrice de rigidité s’écrit donc suivant La matrice de 

souplesse a la même forme. 

 

 

 

                                                  II.6 

 

 

 

 

 

Les propriétés du matériau orthotrope à isotrope transverse sont déterminées par 5 constantes 

d’élasticité indépendantes. 

 

II.1.6 Matériau isotrope : 

Un matériau est isotrope si ses propriétés sont indépendantes du choix des axes de 

référence. Il n’existe alors pas de direction privilégiée, et la matrice de rigidité (ou souplesse) 

doit être invariante dans tout changement de bases orthonormées. 

Le nombre de constantes d’élasticité indépendantes est donc réduit à 2, et conduit à la matrice 

de rigidité : 

x’3 
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                       II.7 

 

 

 

 

 

La matrice de souplesse a la même forme. 

Généralement, les constante de rigidité  sont  exprimées en introduisant  les  coefficients de lamé 

λ et μ :  

II.8                                                                                                                               
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Chapitre III Théorie des plaques 

 

III.1 Introduction : 

Les plaques sont des structures très utilisées dans le domaine du génie civil et dans des 

constructions courantes (ponts, toits de bâtiments,...), etc. Tous ces domaines sont stratégiques 

et économiquement très importants. C'est pour cette raison que les plaques ont fait l'objet de 

très grand nombre de travaux depuis plus d'un siècle (Levy, 1877; Whitney,1969; Srinivas et 

Rao, 1970; Srinivas et al., 1970; Praveen et Reddy, 1998; Javaheri et Eslami, 2002; Yang et 

al., 2004; Woo et al., 2006; Ganapathi et al., 2006; Abrate, 2008;Kim et al., 2008;Prakash et 

al., 2009;Mohammadi et al., 2010;Hosseini- Hashemi et al., 2010; Mohammadi et al., 2010; 

Akbarzadeh et al., 2011; Ameur et al., 2011; El Meiche et al., 2011; Merdaci et al., 2011; Hu 

et Zhang, 2011; Mantari et al., 2012; Tounsi et al., 2013;Sadoune et al., 2014;Pradhan, 2014; 

Bourada et al., 2016; Tounsi et al., 2016; Bellifa et al., 2016 et Bourada et al., 2018). 

Afin de résoudre les problèmes des structures mécaniques ayant comme éléments structuraux 

des plaques dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne théorie décrivant 

correctement le comportement dynamique et statique de la structure ainsi que la méthode de 

résolution à appliquer. 

Nous présentons dans ce chapitre des divers modèles des théories des plaques développées 

dans la littérature pour améliorer l'évolution de la variation du champ des déplacements à 

travers l'épaisseur des plaques. 

définition d'une plaque: 

Une plaque est un solide bidimensionnel, défini par une surface plane (plan x, y) et par une 

petite épaisseur notée (h) par rapport aux autres dimensions (longueur, largeur, voir Fig. 

III.1), elle peut être constituée d’un matériau homogène ou bien non homogène. Les plaques 

peuvent être classées en trois catégories : 

 Les plaques isotropes: elles sont constituées d'un matériau isotrope (acier, béton) et 

leur section transversale est homogène. Elles sont définies par deux paramètres 

élastiques (respectivement le module d'élasticité et le coefficient de Poisson). On les 

retrouve dans les constructions civiles courantes (bâtiments, ouvrages d'art,...). 

 Les plaques orthotropes: leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux 

directions perpendiculaires. L'orthotropie peut être naturelle (bois) ou techniques 

(dalles rédies). Le comportement de ces dalles est défini par quatre paramètres 
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Plaque FGM 

EC 

h 

EM 

E= E(z) 

élastiques et on les retrouve dans les constructions navales, aéronavales, de réservoirs 

de l'industrie chimique, des bâtiments et d'ouvrages d'art (Batoz, 1990). 

 Les plaques anisotropes: leurs propriétés élastiques sont différentes dans toutes les 

directions. Neuf paramètres élastiques sont suffisants pour les devenir. Elles sont 

souvent constituées de matériaux composites et sont surtout utilisées dans l'industrie 

aéronavale. 

                                                          z 

 
 
 
 

                                                                                          y 

    

 
 

 

                        x Figure III.1:  Description d’une plaque. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.2:  Conventions générales 

 

 

 

 

 



 Théorie des plaques 
 

 
53 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.3:  contraintes agissant sur un element differential de plaque homogène 

 
III.2 Les modèles analytiques des plaques FGM : 

III.2.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT) : 

Cette théorie est basé sur les hypothèses de Kirchhoff 1950, dans lesquelles les 

déformations dues aux cisaillements transverses sont négligées et La normale à la surface 

moyenne de la plaque reste perpendiculaire et droite à celle-ci après déformation (Fig. III.4) 

ce qui revient à négliger les effets de déformation en cisaillement transverse. Donc dans ce 

cas-là une distribution des déplacements suivant l'épaisseur est linéaire (Reissner, 1961). 

Plusieurs investigations ont publié en utilisant cette théorie telle que (Yanga et Shen, 2003 

;Ghannadpour et Alinia, 2009; Chakraverty et Pradhan, 2014;Ruan et Wang, 2014; Loy et al., 

1999; Du et al., 2014 et Ebrahimi et Najafizadeh,2014). 

En se basant sur les hypothèses citées ci-dessus (Kirchhoff, 1950), le champ de déplacement 

est donné par : 

(III.1a) 

(III.1b) 

(III.1c) 

Avec (u0, v0, w0) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la 

plaque (z = 0). 
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Figure III.4 : Illustration de la plaque de Love-Kirchhoff. 

 

Le champ de déformation associé au champ de déplacement de l’Eqs. (III.1) est obtenu 

comme suit 

 

 

(III.2a) 

 

avec 







(III.2b) 

 

 

 

Puisque la CPT est limité et donne des résultats non précis pour les plaques semi-épaisses et 

épaisses (Reissner, 1945; Mindlin, 1951) ont prolongé la théorie classique des plaques minces 

(CPT) en tenant compte de l’effet de cisaillement transverse. 
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III.2.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) : 

Dans cette théorie le cisaillement transverse est inclus. Dans ce cas les contraintes et 

les déformations sont uniformes et constantes à travers l’épaisseur de la plaque (Fig. III.5), ce 

qui nécessite l’introduction d’un du facteur de correction de cisaillement « ks ». La FSDT est 

utilisé par plusieurs chercheurs (Whitney, 1969 ; Reddy, 1979; Reddy, 1998; Praveen and 

Reddy, 1998;Kant and Swaminathan, 2001; Della et Venini, 2004; Chen, 2005; Hosseini-

Hashemi et al., 2010,Bouazza et al., 2010; Valizadeh et al.,2013;MemarArdestani et al., 2014; 

Meksi et al.,2015; Mantari and Granados,2015 ;Bellifa et al., 2016 et Hadji et al., 2016) 

 

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant : 

(III.3a) 

(III.3b) 

(III.3c) 

 

Avec : (u0, v0, w0) et (x,y) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des 

axes y et x, respectivement. 

Le champ de déplacement définis dans l’expression ci-dessus permet de reprendre la théorie 

classique des plaques décrite dans la dernière section par le remplacement 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.5:   Illustration de la plaque de Reissner-Mindlin. 
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Le champ de déformation associé au champ de déplacement de l’Eqs. (III.4) est obtenu 

comme suit : 

 

 

 

 

(III.4) 
 
 
 
 
 

 

Les contraintes de cisaillement et les déformations sont uniformes et constantes à 

travers l’épaisseur figures (III.6 et III.7) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.6  Variation de la fonction de gauchissement f(z) = z et f '(z) suivant 

l’épaisseur. 

 
 

 

 xz 

 
 
 
 

Figure III.7  la distribution (constante) des contraintes de cisaillement à travers 

l’épaisseur dans la théorie FSDT. 
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Pour éviter l’introduction à chaque fois le facteur de correction, qui est difficile à 

déterminer à cause de sa dépendance à la fois, de la géométrie, du coefficient de 

Poisson à travers l’épaisseur, des charges appliquées et des conditions aux limites, 

plusieurs auteurs proposent des théories à un ordre supérieur. 

III.2.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) : 

La théorie d'ordre élevé (HSDT) est basée l’hypothèse de la section plane et 

perpendiculaire à l’axe moyenne avant déformation perd sa perpendicularité et sa 

planéité après déformation, dans ce cas la distribution est non linéaire des champs à 

travers l’épaisseur. Par conséquent, on tient compte des effets de la déformation 

transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale transversale. Ces 

modèles ne nécessitent pas l’introduction des facteurs de correction de cisaillement. 

Les références sur de tels modèles peuvent être trouvées dans (Hildebrand et al., 1949; 

Naghdi, 1957; Reissner, 1975; Reddy, 1984; Soldatos 1992 ; Kantet Swaminathan, 

2002 ; Zenkour 2007 ; Akavci 2010 ; Mantari et al. 2011 ; Mantari et Guedes Soares 

2012 ; Mantari et Guedes Soares 2012 ; Mantari et Guedes Soares 2013 ; Ahmed, 2014 

; Akavci 2014 ; Bousahla et al., 2014 ; Mahi et al. 2014 ; Meradjah et al., 2015 ; Attia 

et al., 2015 ; Ait Atmane et al., 2015 ; Merazi et al., 2015 ; Bakora and Tounsi, 2015; 

Tebboune et al., 2015; Larbi Chaht et al., 2015; Nguyen et al., 2015; Bourada et al., 

2015; Mahi et al., 2015; Chikh et al., 2016; Eltaher et al., 2016; Bourada et al., 2016; 

Bounouara et al., 2016; Mouaici et al., 2016; Beldjelili et al., 2016 et Bennoun et al., 

2016 ). 

Le champ de déplacement de cette théorie (HSDT) est généralement écrit comme suit: 

(III.5a) 
      

(III.5b) 

(III.5c) 

 

Avec : ( u0 , v0 , w0 ) et (x , y ) sont les déplacements en membrane et les rotations 

autour des Axes y et x, respectivement 

 

 

f(z) est. une fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories 
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correspondantes. En effet, les déplacements de la théorie classique de plaque (CPT) 

sont obtenue en prenant            f (z)  0 , alors que la théorie de premier ordre (FSDT) 

peut être obtenue par f (z)  z. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.8  Illustration de la plaque d’ordre élevé (Reddy, 1997). 

 

Le champ de déformation associé au champ de déplacement de la théorie de 

déformation en cisaillement d’ordre élevé (l’Eqs. III.5) est obtenu comme suit : 

 

(III.6a) 
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                                                                                                                             (III.6b) 
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et 

                                                                                                                                                                         

(III.6c) 

 

oici quelques contributions importantes de développement de modèles d'ordre supérieur 

qui se sont distingués dans la littérature et qui différent par la fonction de formes f(z). 

Dans ce qui suit, nous allons présenter ces modèles de fonction de gauchissement qui 

assure la nullité des contraintes de cisaillement aux surfaces libres de la plaque. 

Le premier modèle et celle de Reddy, (1997,1999): 

 

     (III.7) 

 

Dans ce modèle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique, la 

distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique à travers 

l’épaisseur et les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites. Ce qui 

donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par 

rapport à la solution d’élasticité tridimensionnelle (Elasticité 3D). 

Le deuxième modèle est de Touratier (1991), une fonction trigonométrique sinusoïdale 

est introduite dans un modèle sinus (SSDT) pour modéliser la répartition des 

contraintes de cisaillement à travers l’épaisseur, ce modèle (SSDT) est différent des 

autres modèles d’ordre supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. La 

fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suite: 

                                                                                                                                        

       (III.8) 

 

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modèle (SSDT) prennent 

une forme Co-sinusoïdale à travers l’épaisseur de la plaque. La précision de ce modèle 

par rapport à la solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy. 
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Le troisième modèle exponentielle a été développée par Karama et al., (2003) (The 

exponential shear deformation plate theory ESDPT) est obtenue en prenant : 

                                                                                                                          

(III.9) 

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et 

impair de la variable z, alors que la fonction (sinus) de Touratier (1991) ne permet 

qu’un développement en puissance impair. 

La quatrième version est hyperbolique (The hyperbolic shear deformation plate theory 

HSDPT) développée par Ait Atmane et al., (2010) est obtenue en prenant : 

 

 
(III.10) 

 

 

La cinquième est de Aydogdu (2005) avec ; 

 

 
(III.11) 

 

La sixième est d’ElMeiche et al. (2011) avec ; 

 

 

(III.12) 

 

 

III.2.4 Nouvelle théorie raffinée de déformation des plaques(RPT) : 

Cette nouvelle théorie raffiné a été développé par Shimpi (2002) pour les 

plaques  isotropes (RPT : Refined Plate Theory). Ce modèle est similaire avec la 

théorie classique des plaques quant aux équations du mouvement, les conditions aux 

limites et les expressions des moments et ne contient que deux variables qui donne 

seulement quatre inconnus à trouvés au lieu des cinq dans le cas (HSDT) classique, 

avec une distribution parabolique des contraintes cisaillement à travers l’épaisseur de la 

plaque. Plusieurs chercheurs ont utilisé ce modèle tel que (Ait Atmane et al.,2010 ; 

Thai et Kim, 2010 et 2011 et Hadji et al.,2011). 
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Le champ de déplacement de telle théorie s’écrit de la façon suivante : 

 

  (III.13a) 

 

  (III.13b) 

  (III.13c) 

 

 Le champ de déformation associé au champ de déplacement de la théorie 

des plaques raffiné (l’Eqs. II.13) peut être obtenu comme suit : 

 

(III.14a) 

 

                                                                                                                                                                                                                                  

                                                                                                                               (III.14b) 

 et 
                                                                                            

(III.14c) 

 
III.2.5 Théorie de zig-zag : 

 
La théorie de zig-zag du premier ordre a été développé la première fois par Di 

Sciuva (1987), dans ce modèle, la superposition du champ de déplacement global d'une 

théorie du premier ordre (FSDT) et d'une fonction zig-zag, cette fonction de zig-zag 

donne une contribution des déplacements membranaires continue à traves l’épaisseur 

mais sa dérivée première est discontinue à l'interface (Fig. III.9) Les déformations 

transversales sont donc discontinues et la continuité des contraintes de cisaillement 

transverse aux interfaces est assurée. 
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Figure III.9  Champ de déplacements des modèles zig-zag du premier ordre (Nguyen 

2004). 

 
Pour éviter l’introduction des coefficients de correction pour le cisaillement transverse. 

Plusieurs chercheurs ont réalisé des améliorations significatives pour le modèle zig- 

zag(Murakami, 1986 ; He, 1994 ; Icardi, 2001 ; Carrera, 2004) en se basant sur  le  

concept  de  Di  Sciuva  (1987).  L'amélioration  principale  est  l'introduction  d'une  

distribution  non 

linéaire des déplacements. On superpose le champ zig-zag  (linéaire par morceau)  à un  

champ de déplacement d'ordre élevé (souvent cubique) (Fig. III.10). Les conditions de 

compatibilité sont satisfaites sur les surfaces supérieures et inférieures des plaques pour 

réduire le nombre de paramètres (Tafla, 2007). 

 

 

Figure III.10  Champ de déplacements des modèles zig-zag d’ordre élevé (Carrera, 

2004). 
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III.3  Conclusion : 

 

Dans ce chapitre on a présenté une série de théories des plaques telle que la 

théorie classique des plaques minces de Love- Kirchhoff (CPT), théorie de déformation 

en cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de déformation en cisaillement à 

ordre élevé (HSDT), et aussi la théorie raffinée des plaque à deux variables (RPT). 

A travers notre lecture de la littérature en matière de théories d’ordre élevé, il apparaît 

que celles-ci sont certes intéressantes du point de vue précision, mais demeurent 

néanmoins coûteuses en temps de calcul et assez complexes en termes de formulations. 
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IV.1. Introduction 

L'utilisation de la théorie de plaque de déformation de cisaillement hyperbolique 

avec seulement quatre fonctions inconnues a d'abord été présentée par El Meiche et al. 

(2011), où  0z  une approche a été utilisée. L'utilisation de la théorie de déformation  

de cisaillement hyperbolique  avec  0z    pour l'analyse des plaques n'a pas été 

utilisée auparavant. Dans ce chapitre nous présentons une nouvelle théorie 

hyperbolique de déformation de cisaillement avec la prise en compte de la déformation 

normale.   

IV.2. Hypothèses de base      

Considérons une plaque rectangulaire de dimensions   a  et  b  en plan et une épaisseur 

uniforme h . Le système de coordonnées cartésiennes est utilisé de telle sorte que le 

plan x-y coïncide avec le plan médian de la plaque. La plaque FGM est soumise à une 

charge transversale ),( yxq . La plaque est composée d'un matériau à gradation de 

propriété variant dans la direction de l'épaisseur.     

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.1  Plaque rectangulaire de dimensions a  et b  en plan et d’épaisseur 

uniforme h  

Les hypothèses de la présente théorie sont les suivantes: 

 Les déplacements sont très petits par rapport à l’épaisseur h de la plaque, par 

conséquent, les déformations  sont infinitésimales. 

Figure IV.1 : géométrie d’une plaque de FGM 
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 la composante du déplacement transversal  w  peut être dissociée en trois termes 

le premier bw  représente une partie de la flèche pure de la plaque, tel que la 

dérivé de cette composante égale numériquement à la rotation de la section 

transversale, le seconde terme sw , représente la flèche induit par l’effet de la 

déformation de cisaillement de la section transversale, le troisième terme stw  

représente la flèche induit par l’effet de la déformation normale (effet de 

l’étirement) .Les deux premiers composantes sont en  fonctions des 

coordonnées x , y  seulement et  la troisième est en fonction de x , y  et. z  et 

s’écrive comme suit : 

),,,(),,(),,(),,,( tzyxwtyxwtyxwtzyxw stsb 
    

Les déplacements  u  dans la direction (x) et  v  dans la direction (y)  se composent 

d’un déplacement en membrane, d’un déplacement en flexion et d’un déplacement dû 

au cisaillement.les composantes des déplacements  u  et v dans les directions (x) et (y)  

respectivement peuvent être dissociées en trois termes :    

sb uuuu  0 ,   sb vvvv  0       

Les premières composantes 0u  et 0v  représentent les déplacements en membrane. 

Les deuxièmes composante bu et bv , sont  les composantes de la flèche similaires aux 

déplacement donnés par la théorie classique des plaques. Les expressions des 

composantes bu et bv  sont donnée par :   

x

w
zu b

b



        

y

w
zv b

b



  

 Les  troisièmes  composantes sont Les composantes de cisaillement su  et  sv  ,elles 

donnent lieu, en collaboration  avec sw , une  variations hyperboliques des 

déformations de cisaillement xz
 
et yz  ,et donc  à une variation

 
parabolique des 

contraintes  de cisaillement xz , yz
 
à travers l'épaisseur de la plaque de telle sorte que 

des contraintes de cisaillement xz ,  yz
 

sont nulles aux facettes (supérieure et 

(IV 1) 

(IV 2) 

(IV 3) 
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inférieure) de la plaque.les expressions des composantes  su et sv  sont donnée comme 

suit :                     
x

w
zfu s

s



 )(   , 

y

w
zfv s

s



 )(

 

Basé sur la même formulation proposée par Houari et al [37] et incluant l'effet des 

contraintes transversales normales (effet d'étirement de l'épaisseur), le champ des 

déplacements de la théorie proposée est exprimé par : 
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où 0
u et 0

v désignent les déplacements le long des directions et coordonnées d'un point 

sur le plan médian de la plaque ; 0w est la composante de flexion du déplacement 

transversal ;  est le déplacement supplémentaire qui tient compte de l'effet des 

contraintes normales (effet d'étirement). Dans cette étude, la fonction de forme est 

choisie comme [38] : 

   

  ]12[cosh

sinh2cosh
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et )( zg est donnée comme suit:             

 zfzg ')(   

Les déformations linéaires non nulles liées au champ de déplacement 
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(IV 8) 

(IV 7) 

(IV 6) 

(IV 5) 

(IV 4) 
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IV.3 Relations constitutive 

La plaque est classée de l'aluminium (en bas) à l'alumine (en haut). Les propriétés 

mécaniques des MGF sont déterminées à partir de la fraction volumique des 

constituants du matériau. On suppose que le module de Young et la densité du matériau 

varient dans la direction de l'épaisseur selon la règle de Voigt sur toute la plage de la 

fraction volumique. Les propriétés matérielles effectives des MGF à deux constituants 

peuvent être exprimées par [39]. 

 
k

mcm

hz
EEEzE 
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k

mcm

hz
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2

2
)(   

où ( mE , m ) et ( cE , c ) propriétés correspondantes du métal et de la céramique, 

respectivement ; k est un exposant de fraction volumique, qui prend des valeurs 

supérieures ou égales à zéro. La valeur de est égale à zéro représente une plaque 

entièrement en céramique. L'hypothèse de loi de puissance mentionnée précédemment 

reflète une règle simple des mélanges utilisés pour obtenir les propriétés effectives de 

la plaque céramique-métal. La règle des mélanges ne s'applique qu'à la direction de 

l'épaisseur. Notez que la fraction volumique de la céramique est élevée près de la 

surface supérieure de la plaque et celle du métal est élevée près de la surface inférieure. 

De plus, Eq. (IV 10) indique que la surface inférieure de la plaque ( 2hz  ) est 

(IV 9a) 

(IV 9b)5 

(IV 10a) 

(IV 10b) 
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entièrement métallique tandis que la surface supérieure de la plaque ( 2hz  ) est 

entièrement céramique. Généralement, par souci de simplicité, il est supposé constant 

sur toute l'épaisseur de la tôle. 

Les relations constitutives d'une plaque FG peuvent être exprimées comme suit 
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où  xyxzyzzyx  ,,,,,  et  xyxzyzzyx  ,,,,,  sont des composantes de contrainte et 

de déformation, respectivement.  

Le calcul des constantes élastiques ijC  dépend de l'hypothèse z dont on tient compte. 

Si 0z , alors ijC  sont les constantes élastiques planes à contrainte réduite. 
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Si 0z  (étirement de l'épaisseur), alors ijC  sont des constantes élastiques 3D, 

données par 
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Où         121)()( zEz  et     12)()()( zEzGz  = Coefficients de Lame. 

Le module E  et G  et les coefficients d'élasticité ijC  varient en fonction de l'épaisseur, 

selon l'équation (IV 10). 
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(IV 12a) 

(IV 12b) 

(IV 13a) 
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IV.4 Équations gouvernantes 

Le principe de Hamilton est utilisé ici pour dériver les équations du mouvement. 

Le principe peut être énoncé sous la forme analytique [40] 

 dtTVU

T

 

0

0 
 

où U variation de l'énergie de déformation, V variation de l'énergie potentielle et 

T variation de l'énergie cinétique. 

La variation de l'énergie de déformation de la plaque est calculée par 
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Dans laquelle le stress qui en résulte N , M , S  et Q , sont définis par : 
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La variation de l'énergie potentielle des charges appliquées peut être exprimée ainsi : 

  

A

z dAhgwqV  )2( 0  

où q est la charge transversale répartie 

(IV14)10 

(IV15) 

(IV 16c) 

 

(IV 16b) 

 

(IV 16a) 

(IV 17) 
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La variation de l'énergie cinétique de la plaque peut être écrite dans la forme : 
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où la convention point-superscript indique la différenciation par rapport à la variable 

temporelle t ; et  ss KKJJJIII 22211210 ,,,,,,, = inerties de masse définies comme 
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En substituant les expressions pour U , V , et K  à partir des équations (IV 15), (IV 

17) et (IV 18) dans l'équation (IV 14), on obtient les équations suivantes de mouvement 

de la plaque, en intégrant par parties, et en recueillant les coefficients de 0u , 0v , 0w  et 

 , on obtient les équations de mouvement suivantes de la plaque on obtient les 

équations de mouvement suivantes de la plaque : 

(IV 18) 

 

(IV 19) 
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En substituant l'équation (IV 13) dans l'équation (IV 15) et les résultats subséquents 

dans l'équation (IV 20), on obtient les résultats de contrainte comme suit : 
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(IV 20) 
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(IV 21a) 

(IV 21b) 

 

(IV 21c) 
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où les coefficients de rigidité ijA
 et ijB

,   . . . . etc., sont définis comme suit: 
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En substituant l'équation (IV 21) à l'équation (IV 20), les équations du mouvement 

peuvent être exprimées en termes de déplacements ( 0u , 0v , 0w et  ) comme suit : 
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(IV 21d) 
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(IV 22c) 

 

(IV 23a) 

(IV 23b) 

 



Formulation théorique 

 

 
74 

 

       

   

 

   
 

    
   

   

   

     

  



















s

ass

sss

ssss

sssss

sss

sssss

JwdwdK

wdwdJvdudJwdwdI

vdudIwIqddLdAdA

ddRwdAwdAwdH

wdwdHwdHHwdH

wdDwdDDwdDD

wdDvdudBvdB

vdBBudBBudB

wdDwdDDwdD

vdBvdBBudBBudBw

1022222201111112
2

022220111120222011110220112

02011002211111155222244

2222111101111115502222224402222222222

01122222201111112266011112222661201111111111
2

0222222220111122661201122226612

0111111110112220111226602222222

0111126612012222661201111111

02222220112266120111111

02222201126612012266120111110

 

2

 

  2

222 22

2

22

22:





















 

                                       

     
   







 ss

sass

sa

KwJ

hgqdARdAwdAR

wdARwdwdLvdudL

201

22441155
2

0222244
2

0111155
2

0220110201

)2( 

:







 

Où  ijd , ijld  et ijlmd  sont les opérateurs différentiels suivants : 
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IV.5  Solution exacte pour la plaque FG supportée simplement : 

Les plaques rectangulaires sont généralement classées selon le type de support utilisé. 

Nous nous intéressons ici aux solutions exactes des équations (IV 23a) à (IV 23d) pour 

une plaque EG supportée simplement. Les conditions limites suivantes sont imposées 

sur les bords latéraux. 

axatQSMwvN yzxxx ,0000  
               

(IV 25a) 

bxatQSMwuN xzyyy ,0000  
               

 (IV 25b) 

(IV 23c) 

 

(IV 23d) 

 

(IV 24) 
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Suivant la procédure de la solution de Navier, nous adoptons la forme de solution 

suivante pour 0u , 0v , 0w  et   qui satisfait aux conditions limites données dans les 

équations (IV 25a), (IV 25b). 
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                 (IV 26) 

Où a/ m , b/ n  et mnmnmn WVU ,,  et mn  sont des paramètres arbitraires à 

déterminer,  fréquence propre associée au (m, n) mode propre. 

La charge transversale q est également augmentée dans la série sinusoïdale double-

Fourier en tant que : 

     xxqyxq n

m n

mmn  cossin,
1 1












 

 

Dans le cas d'une charge répartie sinusoïdale, c'est le cas 

1 nm     et     011 qq   

où 0q représente l'intensité de la charge au centre de la plaque. 

Dans le cas d'une charge uniformément répartie (UDL), c'est le cas. 

 ,......5,3,1,,
16 0

11  nm
abq

q
  

En substituant les équations (IV 26) et (IV 27) dans l'équation (IV 23), les solutions 

analytiques peuvent être obtenues à partir de : 
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Dans laquelle : 
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On peut facilement obtenir la valeur du coefficient β de la même manière que celle 

décrite par Hachemi et al [41]. 

IV.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu sur la nouvelle théorie des 

plaques  ainsi que leurs hypothèses de base. Le champ de déplacement pour la théorie 

actuelle est présenté même concernant  le tenseur de déformation. Le tenseur de 

contraintes pour les plaques en matériau à gradient de propriétés est obtenu en 

introduisant le champ de déformation dans la loi de Hooke généralisée. Le principe des 

travaux virtuels est appliqué pour obtenir les équations du mouvement. 

(IV 31)27 



Résultats et discussion 

 

 
77 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE V  

 

RESULTATS ET 

DISCUSSION 



Résultats et discussion 

 

 
78 

 

Chapitre V : Résultats et discussion 

 

V .1 Résultats numériques 

Pour vérifier l'exactitude de la théorie des plaques hyperboliques quasi-3D proposée 

pour prédire les réponses en flexion et en vibration libre d'une plaque isotrope et en 

matériaux à gradient de propriétés FGM simplement appuyées , divers exemples numériques 

sont présentés et comparés aux résultats des théories 3D et quasi-3D de déformation en 

cisaillement.  

Deux types de plaque FGM  sont considérés :  32OAlAl et  2ZrOAl  . Les caractéristiques 

mécaniques des métaux et des céramiques utilisés dans les plaques FG sont énumérées dans 

le tableau V.1.  

Pour l'analyse en flexion, la  plaque est soumise à une charge uniformément répartie et par la 

suite une charge sinusoïdale. Pour plus de commodité, les formes sans dimension suivantes 

sont utilisées : 
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Tableau V.1  Propriétés des matériaux utilisés dans la plaque FG. 

Properties Metal Ceramic Ceramic 

Al Al2O3 ZrO2 

E  (GPa) 70 380 211 

  0.3 0.3 0.3 

  (kg/m3) 2702 3800 4500 

 

 

V .2 Analyse de flexion 

Dans cette partie de l'étude, des plaques carrées isotropes homogènes ( 10/ ha )  

simplement appuyées et soumises à une charge uniformément répartie sont choisies pour 

étudier l'efficacité du modèle actuel. Les matériaux utilisés pour cet exemple sont : le module 

de Young est GPa 210E  et le rapport de Poisson est 3.0 . 
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Tableau V.2 Effet d'une déformation normale 0z sur les contraintes sans dimension et le 

déplacement transversal pour une plaque carrée isotrope (a/h=10) soumise à un UDL. 

 

Theory  0,2,2ˆ baw   2ˆ hx   2ˆ hy   2ˆ hxy   0,2,0 bxz   0,0,2ayz  

Present 0z  4.625 0.273 0.273 0.191 0.482 0.482 

Hebali et al. [44] 
0z  

4.631 0.276  0.276  0.197  0.481  0.481 

Shimpi et al. [43] 
0z  

4.625  0.307  0.307  0.195  0.505  0.505 

Srinivas et al. [42] 

(Exact 3D) 
4.639  0.290  0.290  —  0.488  — 

 

Dans cet exemple (Tableau V.2), une comparaison du déplacement transversal sans 

dimension et des contraintes est réalisée pour une plaque rectangulaire isotrope, avec la 

solution de Srinivas et al [42] basée sur des solutions d'élasticité tridimensionnelle, Shimpi et 

al [43] basée sur la théorie Quasi-3D de la déformation trigonométrique par cisaillement et 

Hebali et al [44] basée sur la théorie hyperbolique Quasi-3D de déformation en cisaillement. 

Le tableau V.2 montre que les prédictions obtenues pour le déplacement et les contraintes 

sont en accord étroit avec la solution trigonométrique Quasi-3D obtenue par Shimpi et al 

[43], la solution 3D exacte de Srinivas et al [42]. En outre, le déplacement sans dimension et 

les contraintes prévues par la nouvelle théorie hyperbolique quasi-3D actuelle sont 

particulièrement en excellent accord avec les solutions hyperboliques quasi-3D rapportées 

par Hebali et al [44]. 

Le deuxième exemple est réalisé pour des plaques carrées minces et épaisses 

 32OAlAl soumises à une charge sinusoïdale.  
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Tableau V.3 Effet d'une contrainte normale z sur la contrainte axiale x sans dimension et le 

déplacement w pour une plaque carrée FG soumise à une charge sinusoïdale. 

 

 

k  Theory 

 3hx   0,2/,2/ baw  

4/ ha  10/ ha  
100/ ha

 
4/ ha  10/ ha  100/ ha  

1 Carrera et al. [74] 
0z  

0.7856 2.0068 20.149 0.7289 0.5890 0.5625 

Carrera et al. [74] 
0z   

0.6221 1.5064 14.969 0.7171 0.5875 0.5625 

Neves et al. [45] 
0z  0.5925 1.4945 14.969 0.6997 0.5845 0.5624 

Hebali et al. 

[44] 0z  
0.5952 1.4954 14.963 0.6910 0.5686 0.5452 

Present 0z  0.5952 1.4955 14.965 0.6910 0.5686 0.5452 

4 Carrera et al. [74] 
0z  0.5986 1.5874 16.047 1.1673 0.8828 0.8286 

Carrera et al. [74] 
0z   

0.4877 1.1971 11.923 1.1585 0.8821 0.8286 

Neves et al. [45] 
0z  

0.4404 1.1783 11.932 1.1178 0.8750 0.8286 

Hebali et al. 

[44] 0z  
0.4507 1.1779 11.871 1.0964 0.8413 0.7926 

Present 0z  0.4506 1.1778 11.872 1.0964 0.8413 0.7926 

10 Carrera et al. [74] 
0z  

0.4345 1.1807 11.989 1.3925 1.0090 0.9361 

Carrera et al. [74] 
0z   

0.1478 0.8965 8.9077 1.3745 1.0072 0.9361 

Neves et al. [45] 
0z  0.3227 1.1783 11.932 1.3490 0.8750 0.8286 

Hebali et al. 

[44] 0z  
0.3325 0.8889 8.9977 1.3333 0.9791 0.9114 

Present 0z  0.3325 0.8891 8.9973 1.3333 0.9791 0.91144 
 

Les résultats présentés dans le tableau V.3 sont établis pour des plaques  32OAlAl  

fonctionnellement graduées avec des bords simplement appuyées. Dans le tableau V.3, le 

déplacement transversal sans dimension w  et la contrainte axiale x pour différentes valeurs, 

l'indice de loi de puissance k et le rapport d'épaisseur (a/h) sont calculés et comparés aux 

solutions quasi-3D données par Neves et al[45] et à celles obtenues par approximation par 

éléments finis par Carrera et al[74]. Un bon accord est trouvé pour tous les cas allant des 



Résultats et discussion 

 

 
81 

 

plaques minces à épaisses à celles prédites à l'aide de théories qui considèrent l'étirement de 

l'épaisseur, et en particulier à la théorie de la déformation par cisaillement sinusoïdale quasi-

3D donnée par Neves et al (45). Cependant, les résultats s'écartent clairement de ces théories 

qui négligent z , en particulier pour les plaques plus épaisses. 

Une autre comparaison pour évaluer l'efficacité des résultats actuels est donnée dans le 

tableau V.4 pour une plaque carrée  32OAlAl  d'épaisseur moyenne ( 10/ ha ) soumise à une 

charge sinusoïdale.  

 

Tableau V.4. Effets de l'exposant de fraction volumique sur les contraintes et  les 

déplacements adimensionnels pour une plaque carrée en FGM soumise à une charge 

sinusoïdale. 

k  

 0w   21x   3/1y   6/1yz   0xz   3/1xy  

Present 

0z  
Hebali 

et al. 

[44]
 
0z  

Present 

0z  
Hebali 

et al. 

[44]
 
0z  

Present 

0z  
Hebali 

et al. 

[44]
 
0z  

Present 

0z  
Hebali 

et al. 

[44]
 
0z  

Present 

0z  
Hebali 

et al. 

[44]
 
0z  

Present 

0z  
Hebali 

et al. 

[44]
 
0z  

Ceramic 
0.2937 0.2937 1.9076 1.9076 1.3451 1.3451 0.2110 0.2112 0.2326 0.2327 0.6998 0.7003 

1 
0.5686 0.5689 2.9105 2.9105 1.4955 1.4954 0.2595 0.2596 0.2326 0.2326 0.5654 0.5657 

2 
0.7219 0.7220 3.4195 3.4198 1.3952 1.3953 0.2713 0.2714 0.2123 0.2122 0.4948 0.4949 

3 
0.7974 0.7972 3.6728 3.6729 1.2729 1.2729 0.2643 0.2645 0.1958 0.1958 0.5010 0.5009 

4 
0.8413 0.8413 3.8570 3.8569 1.1778 1.1779 0.2499 0.2502 0.1876 0.1877 0.5148 0.5149 

5 
0.8726 0.8729 4.0274 4.0273 1.1049 1.1049 0.2347 0.2349 0.1861 0.1861 0.5244 0.5245 

6 
0.8983 0.8983 4.1954 4.1954 1.0462 1.0462 0.2220 0.2221 0.1884 0.1884 0.5307 0.5309 

7 
0.9209 0.9211 4.3618 4.3619 0.9971 0.9976 0.2124 0.2125 0.1924 0.1923 0.5353 0.5355 

8 
0.9416 0.9416 4.5253 4.5251 0.9553 0.9546 0.2058 0.2059 0.1968 0.1968 0.5392 0.5392 

9 
0.9609 0.9606 4.6846 4.6846 0.9195 0.9203 0.2015 0.2016 0.2009 0.2009 0.5428 0.5427 

10 
0.9791 0.9793 4.8389 4.8388 0.8891 0.8908 0.1990 0.1990 0.2046 0.2046 0.5461 0.5464 

Metal 
1.5942 1.5942 1.9076 1.9076 1.3451 1.3451 0.2110 0.2112 0.2326 0.2327 0.6998 0.7003 

 

Les déplacements et les contraintes d'une plaque carrée sur différentes valeurs de l'indice de 

loi de puissance k  sont calculés et comparés aux résultats de la théorie des plaques 

hyperboliques quasi-3D pour les plaques à gradient fonctionnel obtenu par Hebali et al[44] 

où l'effet d'étirement d'épaisseur n'est pas négligé ( 0z ). Pour les résultats de la théorie 

quasi-3D actuelle, ils sont très proches des résultats donnés par Hebali et al [44] basés sur 

une théorie de déformation en cisaillement hyperbolique quasi-3D.  
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En général, on peut conclure que l'inclusion de l'effet d'étirement de l'épaisseur rend une 

plaque plus rigide et, par conséquent, entraîne une réduction de la flexion. En outre, on peut 

conclure que la théorie actuelle, qui ne comporte que quatre inconnues, est non seulement 

exacte, mais aussi efficace pour prédire les réactions de flexion des plaques à gradient 

fonctionnel. 
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Figure V.1: Le déplacement transversal, w  à travers l'épaisseur d'une plaque FG carrée 

( 4/ ha ). 

 

La figure 1 montre l'influence de l'indice de loi de puissance sur la variation du déplacement 

hors plan ( 𝑤) à travers la direction de l'épaisseur pour les deux plaques carrées FG avec 

rapport côté/épaisseur ( 10/ ha ). On peut voir que le déplacement transversal w  des plaques 

métalliques est plus grand que celui des plaques céramiques et en général, le déplacement 

transversal augmente au fur et à mesure que l'indice de loi de puissance k  augmente. 
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Figure V.2: Variation de la contrainte axiale x dans l'épaisseur d'une plaque FG 

carrée ( 4/ ha ). 

 

Dans la Fig V.2, la contrainte axiale x  est la traction à la surface supérieure et la 

compression à la surface inférieure. La plaque céramique homogène ( 0k ) ou la plaque 

métallique ( k ) donne les contraintes de compression maximales à la surface inférieure et 

les contraintes de traction minimales à la surface supérieure de la plaque. 
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Figure V.3: La variation de la contrainte transversale de cisaillement xz  à travers 

l'épaisseur d'une plaque FG carrée ( 4/ ha ). 

 

Dans la Fig V.3, nous avons tracé les distributions à travers l'épaisseur de la contrainte de 

cisaillement transversal xz .  Les répartitions en épaisseur des contraintes transversales de 

cisaillement pour les plaques fonctionnelles ne sont pas paraboliques comme c'est le cas pour 

les plaques métalliques ou céramiques homogènes.  
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Figure V.4: La variation de la contrainte tangentielle xy  dans le plan à travers 

l'épaisseur d'une plaque FG carrée ( 4/ ha ). 

 

La figure V.4 montre que la contrainte tangentielle xy  dans le plan est une contrainte de 

traction à la surface inférieure et une contrainte de compression à la surface supérieure des 

plaques FG. La plaque céramique homogène ( 0k ) ou la plaque métallique ( k )  donne 

la contrainte tangentielle de traction maximale à la surface inférieure et la contrainte 

tangentielle de compression minimale à la surface supérieure de la plaque FG. 
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Figure V.5: Variation de la contrainte transversale normale z  dans l'épaisseur d'une 

plaque FG carrée ( 4/ ha ). 

 

Dans la Fig V.5, nous présentons l'évolution de la contrainte transversale normale z   dans la 

direction de l'épaisseur pour différentes valeurs de l'indice de la loi de puissance k . Comme 

on peut le voir sur la Fig V.5, la composante transversale normale z  ne peut être négligée 

pour le problème actuel. 

 

V .3 Analyse des vibrations libres 

Les fréquences naturelles non dimensionnées des plaques isotropes rectangulaires 

générales et des plaques FG Al/ZrO2 sont prises en compte pour la comparaison.  
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Tableau V.5 Fréquences naturelles Gh  ˆ d'une plaque isotrope avec ,3.0   

                   10ha et 1ba . 

 

 

Dans le tableau V.5, les fréquences naturelles obtenues par la théorie actuelle pour une 

plaque isotrope carrée épaisse sont comparées à celles données par Srinivas et al [48] basées 

sur des solutions d'élasticité tridimensionnelle, Reddy et Phan [49] basées sur la théorie de 

déformation par cisaillement d'ordre supérieur et par Abualnour et al[47] basées sur la théorie 

trigonométrique quasi 3D. La comparaison des résultats montre que la théorie actuelle, qui 

prend en compte à la fois le cisaillement transversal et la déformation normale transversale, 

prédit les fréquences naturelles avec le même degré de précision que celle des solutions 

d'élasticité tridimensionnelle (3D), aussi bien dans les modes inférieurs que supérieurs. 

Cependant, la seule autre théorie obtenue par Reddy et Phan[49] qui néglige l'effet 

d'étirement de l'épaisseur ( 0z ), elle sous-estime légèrement la fréquence par rapport à la 

théorie actuelle et la 3D. 

Les fréquences non dimensionnelles   des plaques rectangulaires FG Al/ZrO2 prédites par 

Jha et al[50] à l'aide de la théorie du cisaillement d'ordre supérieur et de la déformation 

normale (HOSNT12), Hebali et al[44] basées sur la théorie de la déformation hyperbolique 

en cisaillement quasi 3D, et la théorie actuelle sont comparées dans le Tableau V.6 .  

 

 

 

 

 

m
 

 

n  

Present. 

0z  

Abualnour 

et al. [47]  

0z    

Srinivas 

et al. [48] 

(3D) 

Reddy and 

Phan [49] 

0z  

1 1 0.0932 0.0933 0.0932 0.0931 

1  2 0.2239 0.2228 0.2226 0.2222 

2  2  0.3425 0.3422 0.3421 0.3411 

1  3 0.4203 0.4173 0.4171 0.4158 

2   3 0.5295 0.5240 0.5239 0.5221 

3  3 0.6920 0.6890 0.6889 0.6862 

2   4 0.7657 0.7512 0.7511 0.7481 

1  5 0.9399 0.9268 0.9268 0.9230 

4  4 1.1026 1.0890 1.0889 1.0847 
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Tableau V.6 Fréquences propres de la plaque rectangulaire FG ( 5.0ba , 10ha ) 

  cc Eha  /2  

 0k  5.0k  1k  2k  

Mode Present Hebali 

[44] 

HOSNT 

[50] 

Present Hebali 

[44] 

HOSNT 

[50] 

Present Hebali 

[44] 

HOSNT 

[50] 

Present Hebali 

[44] 

HOSNT 

[50] 

1(1,1) 3.6632 3.6959  3.6911  3.3582 3.3877  3.3664  3.2265 3.2550  3.2179  3.1497 3.1757  3.1291  

2(1,2) 5.7819 5.8392  5.8323  5.3052 5.3564  5.3238  5.0964 5.1460  5.0886  4.9698 5.0157  4.9434  

3(2,1)  11.8944  11.9752  11.965  10.9343 11.0079  10.946  10.5017 10.5720  10.461  10.2186 10.2776  10.137  

4(2,2)  13.8836 13.9324  13.921  12.7675 12.8149  12.745  12.2623 12.3062  12.180  11.9274 11.9543  11.794  
 

Une excellente concordance entre les résultats prédits par Jha et al[50], le résultat de Hebali 

et al[44] et la théorie actuelle est observée pour tous les modes de vibration et l'indice de 

puissance. Il est à noter que la présente théorie contient quatre inconnues contre cinq dans le 

cas de la théorie des plaques de cisaillement hyperbolique quasi 3D (Hebali et al.[44]) et 

douze dans le cas de HOSNT12 (Jha et al.[50]). On peut conclure que la théorie actuelle est 

non seulement précise, mais aussi efficace et simple pour prédire la réponse aux vibrations 

libres des plaques FG. 

La fréquence propre fondamentale non dimensionnelle    des plaques rectangulaires FG 

simplement appuyées avec (b∕a = 2) en fonction de l’index de loi de puissance k  pour 

diverses valeurs des rapports côté-épaisseur  ha /  est représentée sur la Fig V.6 sur la base de 

la nouvelle théorie de déformation par cisaillement hyperbolique quasi-3D actuelle.  
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Figure V.6: Fréquence propre fondamentale non dimensionnelle  des plaques 

rectangulaires FG simplement appuyées ( ab 2 ) en fonction de l'indice de la loi de 

puissance k pour les différents ha / . 

 

Le même paramètre est représenté par rapport au rapport côté/épaisseur ha /  pour différents 

indices de loi de puissance dans la Fig V.7 . 
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Figure V.7: Fréquence propre fondamentale non dimensionnelle  des plaques 

rectangulaires FG simplement appuyées ( ab 2 ) en fonction du rapport côté sur épaisseur 

ha /  pour différents indices de loi de puissance k . 

 

Comme on peut le constater, la fréquence diminue de manière significative avec 

l'augmentation du module d'Young de la céramique, ce qui est essentiellement dû au 

fait que ce module est plus élevé que celui du métal. 

 

V .4 Conclusion 

Une nouvelle théorie de déformation par cisaillement hyperbolique quasi-3D 

pour la flexion et la vibration libre des plaques FG est présentée. La théorie tient 

compte des effets d'étirement et de déformation par cisaillement sans qu'un facteur de 

correction de cisaillement soit nécessaire. En divisant le déplacement transversal en 

composantes de flexion, de cisaillement et d'étirement, le nombre d'inconnues et 

d'équations gouvernementales de la présente théorie est réduit à quatre contre cinq ou 

plus inconnues dans les équations correspondantes et on obtient ainsi un effort de 

calcul considérablement moindre. L'exactitude du présent travail est vérifiée en le 

comparant aux solutions existantes et un excellent accord a été observé dans tous les 

cas. Il est important de noter le fort effet de la prise en compte de la déformation 

transversale normale non nulle z . en effet, l'inclusion de l'effet d'étirement de 
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l'épaisseur rend une plaque plus rigide, et donc, conduit à une réduction de la flexion et 

à une augmentation de la fréquence. En conclusion, on peut dire que la théorie actuelle 

est non seulement exacte mais aussi efficace pour prédire les déplacements, les 

contraintes et la fréquence naturelle des plaques homogènes et des plaques FG. Les 

résultats présentés dans ce document peuvent servir de points de repère pour l'analyse 

future de la flexion et de l'absence de plaques épaisses fonctionnellement calibrées. 

Enfin, la formulation se prête particulièrement bien à l'étude de plusieurs problèmes 

liés à la flexion, aux vibrations et au comportement dynamique des macro 

nanostructures composites isotropes et avancées . 
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Conclusion générale et perspectives 

 

            Le développement théorique pour l’analyse des plaques constitue l’un des axes 

de recherches les plus importants de la modélisation des structures.  

Avec le progrès rapide de l’utilisation des matériaux à gradient de propriétés 

fonctionnelles (FGM) dans les domaines de l’ingénierie, il est nécessaire de mettre en 

évidence une théorie simple et adéquate permettant d’analyser les plaques en FGMs 

avec une haute précision sous les différentes configurations géométriques et 

matérielles, ainsi qu’elles répondent aux exigences techniques sur les divers problèmes 

de l’ingénierie. 

Le travail de cette thèse présente l’étude de la flexion et de la vibration libre des 

plaques FGM en utilisant une nouvelle théorie de déformation de cisaillement 

hyperbolique quasi-3D.  

Les solutions exactes pour les problèmes des plaques qui dépendent de la fonction de 

cisaillement sont très limitées ; ceci nous a conduits à évaluer un nouveau modèle  par  

rapport aux modèles analytiques existants basés sur des approximations du champ de 

déplacement. 

L’avantage principal de la théorie proposée par rapport aux théories de déformation de 

cisaillement d'ordre élevé existant  est  que,  la présente  théorie tient en compte l’effet  

de la déformation normale et  la déformation de cisaillement transverse sans nécessiter 

d’utiliser un facteur de correction de cisaillement, elle satisfait la condition de la 

contrainte de cisaillement nulle dans les bords libres de la plaque.  

Le déplacement transversal est divisé en trois composantes à savoir: composante en 

flexion, composante en cisaillement et composante due à l’effet de l’étirement de la 

plaque dans la direction de l’épaisseur.  

Les équations du mouvement du modèle sont dérivées en utilisant le principe 

d’Hamilton. Ces équations sont résolues par la procédure de Navier.  
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Les résultats sont comparés avec des solutions de plusieurs théories telles que (FSDT) 

et (HSDT). 

le déplacement transversal sans dimension w  et la contrainte axiale x  pour différentes 

valeurs, l'indice de loi de puissance k et le rapport d'épaisseur (a/h) sont calculés et comparés 

aux solutions quasi-3D, Un bon accord est trouvé pour tous les cas allant des tôles minces à 

épaisses à celles prédites à l'aide de théories qui considèrent l'étirement de l'épaisseur, et en 

particulier à la théorie de la déformation par cisaillement sinusoïdale quasi-3D .  

 
Le coût de calcul est donc réduit grâce au nombre réduit d’inconnues et aux relations de 

dispersion de la propagation des ondes dans la plaque FG. 

 
La validation de l’exactitude de la présente théorie est déterminée par des comparaisons avec 

les solutions existantes des différentes théories proposées dans la littérature et donne un 

excellent accord pour tous les cas étudiés. 

 
L’inclusion de l'effet d'étirement de l'épaisseur rend une plaque plus rigide et, par 

conséquent, entraîne une réduction de la flexion.  

 
On peut conclure que la théorie actuelle ne comporte que quatre inconnues, est non 

seulement précise, mais aussi efficace et simple pour prédire les réactions de flexion et la 

réponse aux vibrations libres des plaques à gradient fonctionnel FG. 
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  Ce travail présente une nouvelle théorie de déformation de cisaillement d’ordre 

élevé qui est originale par le fait qu’elle inclue l’effet d’étirement d’épaisseur 

(stretching effect) et cela pour l'analyse statiques et la vibrations libres des plaques à 

gradient de propriétés. Le principe de Hamilton est utilisé pour obtenir les équations du 

mouvement. Le nombre d'inconnues pour la formulation proposée est de seulement 

quatre contrairement à d’autres théories d’ordre élevé proposées dans la littérature, ce 

qui la rend plus efficace et simple à prédire le comportement statique et dynamique des 

plaques , les résultats obtenus par l’analyse mathématique sont analysés et comparés à 

ceux de la littérature ce qui conduit à démontrer l’exactitude du modèle proposé. 

L'approche théorique actuelle de la plaque tient compte à la fois des déformations 

transversales en cisaillement et des déformations normales et satisfait aux conditions 

aux limites de contraintes de cisaillement nulles sur les surfaces de la plaque sans l'aide 

de facteur de correction de cisaillement.  

L’exactitude des solutions proposées est vérifiée par la comparaison avec d’autres 

résultats trouvés dans la littérature. 

Mots-clés : Plaques à gradient fonctionnel (FG) ; flexion ; vibration ; nouvelle théorie 

des plaques ; déformation normale. 

 

 

This work presents a new theory of high order shear deformation which is 

original in that it includes the effect of thickness stretching for static analysis and free 

vibration of gradient property plates. The Hamilton principle is used to obtain the 

equations of motion. The number of unknowns for the proposed formulation is only 

four, unlike other high order theories proposed in the literature, which makes it more 

effective and simple to predict the static and dynamic behaviour of the plates, the 

results obtained by the mathematical analysis are analyzed and compared with those of 

the literature, which leads to demonstrating the accuracy of the proposed model. The 

current theoretical approach to the plate takes into account both transverse shear 

deformations and normal deformations and satisfies the conditions at the zero shear 

stress limits on the plate surfaces without the use of shear correction factors.  

The accuracy of the proposed solutions is verified by comparison with other results 

found in the literature. 

Keywords : Functionally graded (FG) plates · Bending · Vibration · New plate theory · 

Normal deformation 

 

 

لتحليل   الطبيعي  التشوه و  عاليذو الترتيب المبتكرة عن القص  و  فعالة  نظرية  العمل  هذا  يقدم            
.  الحركة هاملتون هنا لاشتقاق معادلات  يستخدم مبدأ  التدرج الوظيفية.  للوحات  الحرة و  الساكنة  الاهتزازات

النظري   النهج  يأخذ  ما يجعلها سهلة الاستخدام.الحالية ، م  للنظرية  والمعادلات ل هياتقليل عدد المج يتم
جهادات القص إ يلبي شروط  و موديالتشوه الع و عرضي تشوهات القص ال  من  للوحة في الاعتبار كل  الحالي

تصحيح القص.على عكس أي نظرية أخرى،   دون استخدام عامل العرضي و التي تنعدم على حواف الصفيحة 
 أخرىأو أكثر في حالات   بخمسة  فقط ، مقارنة  أربعة هي عروفة في النظرية المقترحةمالالدوال غير  عددفإن 

       .العرضي والتي تأخذ بعين الاعتبارالتشوه العمودي لنظريات تشوه القص



 

 

                              .النظريات الأخرى مع   مقارنته  خلال  من  الحل المقترح  دقة  يتم التحقق من

طبيعي تشوه .  للوحات جديدة نظرية . الاهتزاز.  انثناء.  الوظيفي التدرج لوحات : البحث اتكلم
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