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 :ملخــــــــــــــــــــــــــــــــص

هدناول في هره الدزاست السلوك الحسازي الدًناميكي للوحاث ذاث المواد المخدزجت وظيفيا المسجكزة على أساساث مسهت ذاث معاملين، ًخم 

اض ي غير محدد و أزبع مجاهيل  ت ٌشخمل على جكامل زٍ اح المسخعمل في هره النظسٍ ت جدًدة  لدشوه القص، حقل الإهزٍ حل المسألت بواسطت هظسٍ

 اللىحة ثسثكص على مظاهد بظيطة و ثحعسض الى هىعين من حقل حسازي ًحغير  من خلال طمك اللىحة، هفترض أًظا أن ًخوجب حعيينها، هفترض أن

الخصائص الميكاهيكية للىحة ثحدزج خلال طمك اللىحة حظب القاهىن الأس ي، معادلات الحىاشن الحفاطلية و الشسوط الحدًة للمظألة ًحم حلها 

زياطيا بىاططة مبدأ الاهصياح الافتراض ي و مقازبة هافييه، ًحم عسض دزاطة عددًة لنظسية جشىه القص الحالية للظلىك الحسازي الدًناميكي للىحات 

معامل الصمن، معاملات الأطاض :  تهدف أطاطا الى إثبات هجاعة هره النظسية و إظهاز ثأثير  المسجكزة على أساساث مسهت ذاث معاملينالمحدزجة وظيفيا

 .     المسن، و الإهصياح الجاهبي على الظلىك الاهحنائي للىحات المحدزجة وظيفيا

هظسية جشىه القص ذات أزبع مجاهيل، الاهحناء، أطاض مسن،اللىحات المحدزجة وظيفيا، حمل ثىافقي حسازي، ثكامل، دًناميكي : الكلماث المفخاحيت 

 .حسازي 

Résumé 

Ce travail porte sur l’étude du comportement thermodynamique des plaques fonctionnellement 

graduées reposant sur fondations élastiques à deux paramètres. Une solution analytique basée sur une 

nouvelle théorie raffinée de déformation de cisaillement est présentée. Le champ de déplacement 

utilisé dans la présente théorie raffinée contient une forme d’intégrale indéterminée et ne nécessite que 

quatre inconnues. La plaque est supposée simplement appuyée et soumise à deux différents champs de 

température à travers l’épaisseur. Les caractéristiques mécaniques de la plaque sont supposées varier à 

travers l'épaisseur selon une distribution simple de la loi exponentielle. Les équations gouvernantes et 

les conditions aux limites sont dérivées selon le principe des travaux virtuels et l’approche de Navier 

est adoptée pour dériver des solutions analytiques. Une étude numérique détaillée de la présente 

nouvelle théorie raffinée est réalisée pour examiner l’influence de paramètre du temps, des paramètres 

de la fondation et de la flèche sur le comportement flexionnel de la plaque FG. 

Mots clés : théorie de déformation de cisaillement à quatre variables, flexion, fondation élastique, 

plaque FG, harmonique, chargement thermique, thermodynamique. 

Abstract 

This work deals with the study of the thermodynamic behaviour of functionally graded material 

plates resting on two-parameter elastic foundation. An analytical solution based on a new shear refined 

deformation theory is presented. The displacement field used in the present refined theory contains 

undetermined integral forms and involves only four unknowns to derive. The plate is assumed simply 

supported and subjected to two different temperatures fields across its thickness. The mechanical 

characteristics of the plate are assumed to be varied across the thickness according to a simple 

exponential law distribution. The governing equations and boundary conditions are derived using the 

principle of virtual displacements and Navier solution technique is adopted to derive analytical 

solutions. A detailed numerical study of the present new refined theory is carried out to examine the 

influence of the time’s parameter, foundation’s parameters and deflection on the bending response of 

the FG plate. 

Key words: four variable shear deformation theory; bending; elastic foundation; FG plates; harmonic 

thermal load; integral; thermodynamic. 
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I.1 Introduction 

Les matériaux sont considérés comme un axe de recherche très porteur car toute pièce, tout 

composant, toute machine est à la base d’un matériau. A cet effet, l’innovation dans cette 

discipline implique l’évolution du monde de l’industrie. Au cours des dernières décennies, le 

développement rapide des technologies modernes requiert que l'on utilise des matériaux ayant 

des caractéristiques spécifiques élevées (bons rapports rigidité-poids et résistance-poids, faible 

coût d'entretien, excellente durabilité et bien d’amples qualités). Les matériaux composites sont 

des matériaux qui répondent à ces exigences. Ils deviennent de plus en plus incontournables dans 

de nombreuses composantes structurales comme la marine, le transport, la navigation, les sports 

et les applications aérospatiales. Récemment, ils ont été utilisés dans les structures de génie civil 

comme des compléments aux matériaux classiques (acier, bois et béton). Les ingénieurs civils 

ont exploité les avantages d'utilisation des matériaux composites et spécialement les plastiques 

renforcés par des fibres de verre dans la réparation du béton. 

Un matériau composite est un matériau généralement constitué de deux ou plusieurs 

matériaux de natures différentes dont l’association confère à l’ensemble des performances 

supérieures à celles des composants pris séparément. Il est constitué d’une matrice enrobe des 

particules ou des fibres qu’on appelle « renfort». Par conséquence, des propriétés telles que la 

rigidité, la résistance à la fatigue, la résistance à la corrosion, la résistance à l’usure, la réduction 

de poids, et bien d’autres sont améliorées. Cependant, les matériaux composites conventionnels 

généralement constitués de couches ont un problème majeur : la discontinuité des propriétés et 

des contraintes au niveau des interfaces. Cette discontinuité provoque de fortes concentrations de 

contraintes, des fissurations de matrice ainsi qu’un grave problème de délaminage du à la 

transition brutale de composition (l’effet prédominant de cisaillement transverse) liée 

principalement à leur hétérogénéité, en particulier dans un environnement à haute température. 

La nécessité de surmonter ce problème d'hétérogénéité des structures composites, conduit  

alors à la naissance des matériaux fonctionnellement gradués (Functionnally Graded Materials: 

en anglais) qui s’introduisent dans une tendance relativement nouvelle de la science des 

matériaux. Un groupe de recherche Japonais Koizumi (1997) qui, en 1984, ont introduit pour la 

première fois cette nouvelle philosophie de matériaux intelligents capables de résister à des 

gradients de température très importants. Depuis, des recherches dans le domaine des FGM sont 

activement menées dans différents pays du monde.  

Ce sont des matériaux composites avancés ayant une variation graduelle et continue des 

fractions volumiques de chaque constituant générant des changements des propriétés des 
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matériaux,  en éliminant les discontinuités au niveau des interfaces et, par conséquence, les 

caractéristiques des matériaux constituants seront préservées. Ils permettent donc d’allier entre 

les propriétés des deux constituants totalement différents sans que l’un fasse des concessions au 

profit de l’autre. C’est ainsi qu’un FGM constitué de métal et de céramique combinera la dureté 

et l’usinabilité du métal à la résistance à la chaleur, à l’usure et à l’oxydation de la céramique. Ce 

sont donc des matériaux émergents capables de répondre aux cahiers des charges multicritères, 

permettant d’allier de bonnes propriétés thermiques et mécaniques. Ces matériaux à gestion de 

flux thermiques doivent être capables d’assurer et de gérer le transfert de chaleur de manière à ce 

que les éléments fonctionnels puissent être maintenus à leur température nominale de 

fonctionnement. 

Cette nouvelle classe de matériaux a suscité une attention particulière et un intérêt 

grandissant dans les trois dernières décennies grâce à l’avantage de la continuité des propriétés 

physiques dans une ou plusieurs directions. Leur utilisation est en progression croissante dans les 

domaines de l’aéronautique et de l’aérospatial où ils peuvent servir de barrières thermiques vue 

leur composition riche en céramique. Cependant les FGM touchent un large éventail 

d’applications dans de multiples autres domaines comme ceux de la médecine, de l’électricité, du 

nucléaire, etc. 

De nos jours, afin d’étudier le comportement mécanique, dynamique, thermique, instabilité, 

etc. des structures en matériaux à gradient de propriétés et en déduire l’évolution des 

déplacements, des déformations et les contraintes normales et tangentielles, plusieurs 

investigations ont été accomplies dans ce domaine afin de résoudre le problème en question. De 

plus, la précision dans la détermination des contraintes de cisaillement transverses est nécessaire 

lors de la conception des structures en FGM. La détermination des contraintes (normales et de 

cisaillement transverse) dans les plaques est habituellement effectuée à partir d’hypothèses sur la 

forme du champ de déplacement dans l’épaisseur du modèle choisie. Ces théories étant conçues 

comme une approximation d’une réalité à trois dimensions, on comprend qu’il puisse exister 

plusieurs, différence entre elles par la précision des approximations sur lesquelles elles sont 

fondées, Houari et al. (2011). 

I.2 But et objectifs de la thèse 

Dans cette thèse, la théorie des plaques à quatre variables développée par Meksi et al (2017), 

Bourada et al (2016), Fahsi et al (2017), Zine et al (2018), Ait Sidhoum et al (2017), Sekkal et al 

(2017-a), Bellifa et al (2017), est étendue pour étudier le comportement thermodynamique des 

plaques FGM reposant sur fondations élastiques de type Winkler-Pasternak. En effet, les études 
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sur le problème thermodynamique des plaques FGM sont très limitées dans la littérature et la 

plupart d'entre elles se sont consacrées à l’étude de l'état quasi-statique. De ce raisonnement, 

l’étude de la réponse thermodynamique des plaques FGM devrait être étudiée pour bien 

comprendre et mieux optimiser leur conception dans les différents domaines d’applications. Pour 

ce faire, deux types du chargement thermiques sont considérés. D’une part, le chargement 

thermique est supposé varie d’une façon linéaire, non linéaire ou combinée à travers l’épaisseur. 

D’autre part, on considère un chargement thermique harmonique variant selon une loi 

exponentielle. 

Des exemples numériques sont présentés afin de montrer l’efficacité de la théorie 

développée. Les effets de plusieurs variables telles que les rapports géométriques, l’indice 

exposant de température, le paramètre arbitraire de température, la fréquence fondamentale sur la 

distribution des contraintes et les déplacements dans les plaques FGM en fonction de temps, et 

d’autres paramètres sont abordés.  

I.3 Méthodologie et organisation de la thèse 

Pour atteindre notre objectif, ce travail de thèse s’articule autour de cinq chapitres.  

Une introduction générale sur le thème des matériaux à gradient fonctionnel (également 

appelés matériaux à gradient de propriétés ou matériaux fonctionnellement gradués) ainsi que la 

thématique développée dans le cadre de cette thèse est présentée.  

Le premier chapitre présente une synoptique sur les matériaux à gradient de propriétés, leurs 

propriétés, l’histoire de leur développement, leurs méthodes de fabrication, ainsi que leurs 

domaines d’application.  

Le deuxième chapitre discute les théories des plaques, leur historique de développement, les 

hypothèses sur lesquelles sont fondées, les limitations de chaque théorie et les améliorations 

qu’ont visé à enrichir les cinématiques de différentes théories.  

Le troisième chapitre se focalise sur une recherche bibliographique détaillée consacrée aux 

travaux réalisés dans le domaine des structures en FGM, aux théories qui leur sont appliquées et 

aux méthodes de résolution utilisées pour solutionner les problèmes engendrés.  

Le quatrième chapitre est consacré à la formulation théorique du problème 

thermodynamique des plaques FGM reposant sur fondations élastiques de type Winkler-

Pasternak, en utilisant une nouvelle théorie d’ordre élevée. Aussi, la méthode de résolution du 

problème est présentée en détail.   
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Dans le cinquième chapitre nous présenterons les résultats obtenus par l’exécution des 

différents codes de calculs développés dans le cadre de cette recherche en utilisant le code Maple 

version 18. Ces résultats seront confrontés à ceux de travaux publiés permettant ainsi la 

validation des résultats obtenus. Des interprétations seront présentées et discutées. Ce chapitre 

contient également une étude paramétrique permettant de mettre l’accent sur quelques 

paramètres influant la réponse thermodynamique des plaques FGM. 

Enfin, une conclusion générale sur l’ensemble de ces travaux est présentée. Elle permet de 

revenir sur les résultats importants mis en avant. C’est aussi l’occasion d’évoquer diverses 

perspectives dans le cadre de l’étude des effets des différents types de chargement sur le 

comportement thermodynamique des plaques en matériaux à gradient de propriétés. 
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I.1. Introduction 

La récente technologie nécessite d’employer des matériaux innovants, caractérisés par les 

exigences en termes de performances techniques, de fiabilité, d’économie d’élaboration, de 

durabilité et d’impact environnemental, les matériaux classiques ne répondent pas toujours à ces 

spécifications. Dans ce contexte, la conception des matériaux avancés qui allient d’une façon 

simultanée la rigidité, la résistance, la ténacité élevée et une grande légèreté est un facteur plus 

important. Pour atteindre ces objectifs, Les avancées industrielles mènent à l’apparition d’une 

nouvelle classe des matériaux dits « matériaux composites ». De plus, pour obtenir des matériaux 

spécifiques propices, les chercheurs et les industriels ont contribué à l’introduction d’une 

nouvelle génération des matériaux composites appelée « matériaux à gradient de propriétés » qui 

font l’objet d’importantes recherches. 

I.2. FGMs et Composites 

En général, Les matériaux à gradient de propriétés FGM ou dits « Functionally graded 

materiels », sont des matériaux composites constitués de deux différents matériaux de base, 

céramique et métal, dans lesquelles leurs propriétés mécaniques et thermiques sont variées d’une 

façon continue, quelconque et sans interruption dans l’épaisseur du matériau (Figure I.1). Cette 

variation est atteinte par les fractions volumiques en fonction de ces deux composantes, afin de 

former un matériau dense et homogène dans l’épaisseur, cette complétant permit d’aboutir à un 

matériau dont l’ensemble des performances techniques est supérieur à la performance de ces 

composantes prisent séparément. Dans cet onglet et face aux problèmes liés aux matériaux 

classiques tels que le vieillissement, la corrosion, l’exposition à la haute température et les 

phénomènes de dégradation, on considère les matériaux à gradient de propriétés comme des 

matériaux optimaux dans l’environnement dans lesquels sont placés.  

Les matériaux à gradient de propriétés sont considérés comme une nouvelle classe améliorée 

des matériaux composites, les multicouches et les stratifiés ont des caractéristiques discrètes à 

travers les interfaces entre les plis constituants. Par conséquent, leurs composants (fibres et 

matrice) sont plus exposés au délaminage/rupture dû au chargement thermique/mécanique dans 

les conditions extrêmes. Cela est du aux des différentes valeurs des paramètres tels que le 

coefficient de dilatation thermique, le coefficient de Poisson et le module de Young discontinus à 

travers l’épaisseur, en plus de ça, la présence des contraintes résiduelles et inter-laminaires 

(concentrations des contraintes) entre les plis contribue à la propagation des fissures qui 

conduisent à l’endommagement des multicouches ou des stratifiés. 
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Figure I.1 Schéma d’une microstructure graduée continue avec les constituants céramique-

métal, Jha et al.(2013). 

Nous pouvons résoudre ou réduire ces problèmes par une variation continue de leurs 

matériaux constituants à travers l’épaisseur, cette graduation permet d’éliminer la concentration 

des contraintes, de réduire les contraintes thermiques résiduelles et de résister contre les 

extrêmes conditions de service.  

I.3. Historique sur les FGMs  

Les matériaux à gradient de propriétés existent dans la nature et dans les différentes 

configurations. Nous citons à titre d’exemple le bois, le bambou, les os et les dents. Avec le 

progrès de l’industrie, cette classe des matériaux est élaborée par un groupe de chercheurs 

japonais à Sendai, Tokyo, notamment Dr. NIno et al. dans le laboratoire national d’Aerospace à 

Tokyo en 1984 (Koizumi et al.1993), le but été de développer des matériaux qui résistent à haute 

température, par une combinaison variée à travers l’épaisseur des matériaux, une face métallique 

arrive à l’autre face céramique, ils les ont utilisées comme une barrière thermique dans les 

structures spatiales et aéronautiques où elles sont placées dans un environnement thermique 

extrême. 

Dans la fin des années 80 et début des années 90, l’état Japonais a lancé des programmes de 

recherche sur ces matériaux sous titre : « Fundamental Study on the Relaxation of Thermal Stress 

for High Temperature Materials by the Tailoring of Graded Structures » avec un budget 

important, sous la direction de l’agence nationale des sciences et de la technologie. Leurs 
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objectifs été le développement des matériaux à gradient de propriétés sous différentes 

architectures et configurations pour résister vis-à-vis des environnements à haute température, 

tels que les réacteurs de fusion, le lanceur des fusées et les structures aéronautiques, ensuite et en 

collaboration avec plusieurs laboratoires de recherches et universités, beaucoup de colloques et 

des séminaires internationaux ont été organisés dans le but de discuter les avantages, les 

techniques de la mise en œuvres, l’extension vers d’autres domaines d’applications et la 

modélisation des matériaux à gradient de propriétés, (Kiyoshi  et al. 2001).  

Dans le second temps, au début des années 90, après une évolution rapide de cette classe des 

matériaux, nombreux travaux citent les différentes techniques d’élaborer les FGMs en utilisant 

des configurations compatibles, les matériaux souvent utilisés sont : les alliages de magnésium, 

aluminium, cuivre, titane, tungstène, acier, etc…., et les céramiques d’une structure avancée 

comme : zircon, alumine, silicium-carbure et tungstène-carbure. Le champ d’application de ces 

matériaux est élargi et étendu vers plusieurs domaines d’industrie notamment le domaine 

énergétique où plusieurs programmes de recherches ont été lancé sous le nom « Research on 

energy conversion materials with functionally gradient structure » , (Kiyoshi  et al. 2001). 

À partir de l’année 2000, une bibliothèque volumineuse est réservée aux nouveaux 

processus de fabrication des matériaux à gradient de propriétés ainsi leurs domaines 

d’application, et le plus important, leurs modélisations théoriques et numériques. Tout ça est 

discuté à l’échelle technologique très avancée, (Kiyoshi  et al. 2001). Pour des informations 

supplémentaires, les ouvrages de Kiyoshi et al. (2001). et Miyamoto et al. (1997) citent 

explicitement l’évolution historique des matériaux à gradient de propriétés. 

I.4. Domaines d’application  

Les matériaux à gradient de propriétés offrent des caractéristiques performantes pour 

plusieurs utilisations dans l'industrie et la technologie qui exigent une conception optimale de 

leurs structures. Les matériaux FGMs présentent aussi une bonne résistance aux phénomènes de 

dégradations matérielles tels que l’usure, la fatigue et la corrosion. En comparaison aux 

matériaux classiques qui nécessitent une maintenance et un suivi régulier. Dans des cas de 

service, le gradient de température peut être important. L’utilisation des matériaux FGMs 

(céramique-métal) est sans aucun doute la solution adéquate; d’une part, pour éliminer la 

concentration des contraintes thermiques, et d’autre part pour des raisons fonctionnelles telles 

que : l'isolation thermique et la hygrothermique dans le matériau. La figure I.2 illustre les 

différents domaines d’applications des matériaux à gradient de propriétés selon Jha et al. (2013). 
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I.5 Méthodes et techniques de mise en œuvre des FGM 

Comme décrit précédemment, un matériau à gradient de propriétés est caractérisé par la 

variation continue de leurs propriétés à travers l’épaisseur du matériau. En générale, les 

constitutions de base d’un FGM sont : les céramiques et les métaux. Alors l’élaboration d’un 

matériau dense et gradué à partir de ces deux matériaux dépend des techniques et les méthodes 

de fabrication. La figure I.3 montre les methodes les plus populaires dans le domaine de 

fabrication des FGMs. 
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Figure I.2 Les domaines d’application des matériaux à gradient de propriétés. 
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Figure I.3. Techniques d’élaboration des matériaux à gradient de propriétés. 

Une qualité idéale pour élaborer un FGM nécessite une technologie avancée, l’autre part de 

concept des FGMs est basée sur le développement des processus de fabrication. Plusieurs 

chercheurs ont contribué des techniques plus avancées depuis la naissance de cette classe des 

matériaux (Jha et al.2013), (Kieback et al. 2003), dans la suite, nous citons la plupart des 

méthodes de la mise en œuvre des FGMs : 

1) Technique de dépôt par évaporation (chimique ou électrique), 

2) Métallurgie des poudres,  

3) Méthode au centrifuge, 

4) Méthode de fabrication solide libre, 

5) Projection au plasma, 

6) synthèse de Frittage à haute température, 

7) Méthode de placage à laser.  

Pour plus d’informations, Kieback et al. (2013) font une synthèse détaillée sur les techniques 

et les méthodes d’élaborations des matériaux à gradient de propriétés.  

I.6 Caractéristiques matérielles des FGMs 

Le choix des composantes de base d’un matériau à gradient de propriétés, est adapté en 

fonction des propriétés physiques de chaque constituant. Les FGMs sont communément 

constitués de deux types de matériaux de base, céramique et métal. La  majeure partie des 
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éléments chimiques dans le tableau de Mandeliev sont les métaux. D’une façon générale, les 

métaux procèdent plusieurs avantages, sont ordinairement très bons conducteurs de la chaleur et 

de l’électricité, ils sont plus souvent durs, rigides et déformables plastiquement. Un nombre 

important procèdent une température de fusion très élevée. Les métaux plus communément 

utilisés sont le fer, le nickel, le tungstène, le titane, le magnésium et l'aluminium. 

Les céramiques résultent de la combinaison des éléments métalliques (Al, Ni, Ti, Zr …) 

avec des éléments non métalliques dont le plus courant est l’Oxygène.  Elles sont utilisées 

typiquement dans les régions ou les environnements extrêmes (hautes températures, etc.). Ils sont 

caractérisés généralement par leurs comportements réfractaires schématisés par leurs résistances 

mécaniques et thermiques très élevées. Les céramiques sont en général, des matériaux très durs 

et ils sont largement utilisés comme abrasifs. 

Les céramiques ont généralement un comportement fragile ce qui réduit leurs emplois pour des 

applications où les chocs mécaniques et thermiques sont importants. 

I.7 Méthodes d’Homogénéisation des FGMs 

Les matériaux à gradient de propriétés sont interprétés comme des matériaux hétérogènes ou 

non homogènes à cause de leurs structures microscopiques ou/et macroscopiques. Dans le 

premier temps, nous allons présenter les différents modèles d’homogénéisation permettant de 

prédire le comportement équivalent d’un matériau à gradient de propriétés, et de déterminer leurs 

propriétés physiques effectives. Afin d’analyser les structures en FGMs comme des structures 

homogènes à l’échelle macroscopique.  

D’une façon générale, les méthodes d’homogénéisation pour traiter les matériaux non 

homogènes se définissent par deux techniques : 

a) techniques d’homogénéisation analytiques, 

b) techniques d’homogénéisation numériques.  

Pour la première classe, il s’agit de déterminer les propriétés matérielles d’un matériau 

FGMs en utilisant des modèles mathématiques, ces modèles permettent d’exprimer les propriétés 

physiques des différentes phases constituant le matériau hétérogène.  

Les modèles analytiques sont basés sur le choix d’un volume élémentaire représentatif pour 

prédire correctement les propriétés physiques effectives.  

Les modèles numériques décrivent le comportement de ces matériaux en basant sur la 

simulation micromécanique. En effet, ces modèles considèrent la forme géométrique, les 
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propriétés matériels et le nombre des phases constituant le matériau hétérogène. Pour une étude 

approfondie, on pourra se référer aux ouvrages de Siboni et al. (1991) et de Bary et al. (2009). 

Une présentation détaillée a été faite par Akbarzadeh et al. (2015) pour examiner l’influence 

des modèles micromécaniques sur la réponse des plaques en FGMs. Parmi les modèles 

d’homogénéisation dans la littérature, quelques modèles micromécaniques standards pourraient 

être mentionnées. 

1) Loi exponentielle ;  

2) Loi des puissances; 

3) La distribution sigmoïde; 

4) Schéma de Mori-Tanaka. 

I.7.1 Loi exponentielle E-FGMs 

Dans cette méthode, la fraction volumique est donnée sous forme d’une fonction 

exponentielle à travers l’épaisseur (Figure I.4): 

𝐸 𝑧 = 𝐸0𝑒
𝑘(

𝑧
ℎ

+
1
2

)
 

(I.1)  

Où E0 présente le module d’Young de la face homogène de la plaque, et « k » c’est l’indice 

de la variation matérielle à travers l’épaisseur de la plaque. Cette méthode est utilisée 

généralement pour les plaques épaisses ou avec forte épaisseur (Akbarzadeh et al.2015). 

 

Figure I.4 Distribution de module de Young à travers l’épaisseur de E-FGMs 
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I.7.2 Loi des puissances P-FGMs 

La loi des puissances est souvent introduite par plusieurs chercheurs pour évaluer le module 

d’Young, dans les cas statiques ou dynamiques, elle est utilisée pour estimer le module d’Young 

des plaques minces, modérément épaisses et épaisses (Reddy et al. 2000) 

𝐸 𝑧 = 𝐸𝑚 + (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚 )(
𝑧

ℎ
+

1

2
)𝑘  (I.2) 

Où k est un paramètre matériel, les indices m et c sont les modules élastiques de la face intérieure 

«métal» et la face supérieure «céramique» respectivement. La variation de la fraction volumique 

dans la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure I.5, Il apparait 

clairement que la fraction volumique change rapidement près de surface inférieure pour k <1 , et 

augmenté rapidement près de la surface supérieure pour k >1. 

 

Figure I.5 Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM. 

I.7.3 Propriétés matérielles de la plaque S-FGM  

Chi et Chung (2003) ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux 

fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les 

interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par : 

𝑉1 𝑧 =
1

2
(1 + 2

𝑧

ℎ
)𝑘  −ℎ/2 ≤ 𝑧 ≤ 0 (I.3.a) 

𝑉1 𝑧 = 1 −
1

2
(1 − 2

𝑧

ℎ
)𝑘  0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ/2 (I.3.b) 

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

z/
h

Fraction Volumique 

k=0.1

k=0.2

k=0.5

k=1

k=2

k=5

k=10



CHAPITRE I : Généralités sur les matériaux à gradient de propriétés 
 

 

 

13 

2019/2020 

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut être calculé 

par (Bao et wang 1995): 

𝐸 𝑧 = 𝑉1 𝑧 𝐸1 + (1 − 𝑉1 𝑧 )𝐸2 −ℎ/2 ≤ 𝑧 ≤ 0 (I.4.a) 

𝐸 𝑧 = 𝑉2 𝑧 𝐸1 + (1 − 𝑉2 𝑧 )𝐸2 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ/2 (I.4.b) 

La Figure I.6 montre une variation de la fraction volumique sigmoïde. 

 

Figure I.6 Variation de la fraction volumique dans une plaque  S-FGM.  

I.7.4 Schéma de Mori-Tanaka (MT-FGMs)  

En premier lieu, Mori et al. (1973) ont proposé une approche pour calculer les contraintes 

internes moyennes dans la matrice d’un matériau précipite. Par la suite, Benveniste (1987) a 

reformulé cette méthode pour l’appliquer aux matériaux composites. Dans le cas d’un matériau à 

deux phases, le module d’Young est exprimé par la relation suivante : 

𝐸 𝑧 = 𝐸𝑚 + (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚)(
𝑉𝑐

1 +  1 − 𝑉𝑐  
𝐸𝑐

𝐸𝑚
− 1 (1 + 𝜈)/(3 − 3𝜈)

) 
(I.5) 

Avec 𝑉𝑐 = (
𝑧

ℎ
+

1

2
)𝑘  c’est la fraction volumique de la céramique.  

Puisque les effets de la variation de coefficient de Poisson ( ) sur la réponse des plaques en 

FGMs sont faibles, ce paramètre matériel est pris constant pour la simplification (Yang et 

al.2005), (Kitipornchai et al. 2006). 
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La Figure I.7 montre une variation de la fraction volumique par le modele de Mori-Tanaka. 

 

Figure I.7 Distribution de module de Young à travers l’épaisseur de MT-FGMs 

I.8 Loi de comportement matériel de l’élasticité 3D 

Dans un système des coordonnées cartésiennes tridimensionnelles (Figure I.8), il est 

coutumier d’écrire l'état de déformation par six composantes de contraintes et de déformations. 

A savoir, trois composantes normales et trois du cisaillement. Une relation linéaire entre les 

contraintes et les déformations est connue comme la loi de Hooke généralisée, et elle est 

exprimée comme : 

𝜎𝑘 = 𝐶𝑘𝑗 𝜀𝑗  avec k=1,2,…,6 (I.6) 

Où Ckj sont connus comme les coefficients élastiques. Notant que l’Eq (I.4) est une 

abréviation de la forme du tenseur adéquate de la loi de Hooke, 

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 𝜀𝑘𝑙  avec k=1,2,…,6 (I.7) 

Quand Ckj sont en fonction d'une position, le matériau est hétérogène, et quand ils sont 

constants partout dans le matériau, le matériau est homogène. Nous notons que Ckj sont des 

entrées dans le k
éme

 rangée et j
éme

 colonne d'une matrice carré de (6x6). Cependant, Ckj ne sont 
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pas les composantes du tenseur de deuxième ordre. Aussi, la notation en un seul indice pour 

les composantes des contraintes et des déformations sont basées sur la convention, 

𝜎1 = 𝜎11 ,𝜎2 = 𝜎22 ,𝜎3 = 𝜎33 ,𝜎4 = 𝜎23 ,𝜎5 = 𝜎13 ,𝜎6 = 𝜎12 . 
(I.8) 

𝜀1 = 𝜀11 , 𝜀2 = 𝜀22 , 𝜀3 = 𝜀33 , 𝜀4 = 2𝜀23 , 𝜀5 = 2𝜀13 , 𝜀6 = 2𝜀12 . 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.8 Définition des matériaux isotropes et anisotropes. 

Ici (𝜎1,𝜎2,𝜎3) présentent les contraintes normales, et (𝜎4,𝜎5,𝜎6) présentent les contraintes 

du cisaillement ; (𝜎1,𝜎2,𝜎3) sont les contraintes en plan et (𝜎4,𝜎5,𝜎6) sont les contraintes hors 

plan (c.-à-d., transversal), (Figure I.9). Une terminologie semblable est utilisée pour les 

composantes des déformations. 

 

 

 

 

 

 

Figure I.9 Les composantes des contraintes et des déformations dans le système des 

coordonnées cartésiennes rectangulaires d’une plaque épaisse en FGMs. 

Les trente-six coefficients Cij ne sont pas tous indépendants de l'un à l'autre. Le nombre des 

constantes indépendantes dépend de la constitution matérielle. En premier, nous montrons que 

Ckj=Cjk, ils sont symétriques pour les matériaux pour lesquels la fonction de la densité d'énergie 

de déformation U0 est définie par : 

  
𝜕𝑈0

𝜕𝜀𝑘
= 𝜎𝑘             

Pour illustrer ceci, nous considérons la densité d'énergie de déformation du matériau comme : 

(I.9) 

y 
y' 

x 

x' 

A 

m : une propriété matérielle mesurée par respect de système (x, y) 

m' : une propriété matérielle mesurée par respect de système (x',y') 

Un matériau isotrope : m = m', un matériau anisotrope : m ≠ m' 
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  𝑈0 =  𝜎𝑘𝑑𝜀𝑘
𝜀𝑘

0
      

Substituant l’équation (I.6) dans l’équation (I.10) et nous l’intégrons, nous obtenons : 

𝑈0 =
1

2
𝐶𝑘𝜀𝑘𝜀𝑗       

En remplaçant U0 d'Éq. (I.11) dans l’Éq. (I.9), nous arrivons à l'expression ; 

 𝜎𝑘 =
1

2
(𝐶𝑘𝑗 + 𝐶𝑗𝑘 )𝜀𝑗      

Nous comparons les expressions (I.12) et (I.6), nous concluons que Ckj=Cjk. À cause de cette 

symétrie, il y a seulement (21) constantes élastiques indépendantes pour les matériaux 

anisotropes. L’Eq (I.6) peut exprimer par la forme matricielle suivante : 

























































































6

5

4

3

2

1

66

5655

464544

36353433

2625242322

161514131211

6

5

4

3

2

1

C

CCSym

CCC

CCCC

CCCCC

CCCCCC

























    

En général, les coefficients élastiques Cij relient les composantes cartésiennes de 

déformations et de contraintes dépendent de système des coordonnées ( 321
x,x,x ) utilisées. Nous 

faisons la référence à un autre système des coordonnées cartésiennes ( 321
x,x,x ), les coefficients 

élastiques sont ij
C , et en général ijij

CC  . Si ijij
CC  , alors ils sont indépendants de système des 

coordonnées ( 321
x,x,x ) et le matériau dit un matériau isotrope. 

Quelques matériaux anisotropes peuvent posséder des symétries matérielles et leurs 

comportements constitutifs décrient avec moins de (21) constantes. Quand les coefficients 

élastiques en un point ont les mêmes valeurs pour chaque paire de systèmes des coordonnées (

321
x,x,x ) et ( 321

x,x,x ) qu’ils sont l’image inverse de l'un à l'autre dans un certain plan, ce plan 

est appelé plan de symétrie élastique. Les matériaux avec un plan de symétrie élastique sont 

appelés les matériaux monocliniques, et le nombre des coefficients élastiques pour les tels 

matériaux réduits à (13). Si le plan de symétrie est x3=0, les relations constitutives devinent : 

(I.10) 

(I.11) 

(I.12) 

(I.13) 
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Notons que les contraintes de cisaillement hors plan 𝜎4,𝜎5 sont indépendantes de contraintes 

normales et de cisaillement en plan. 

Si un système matériel a trois plans mutuellement perpendiculaires à un plan de symétrie 

élastique, alors le nombre de coefficients élastiques indépendants est réduit à neuf. De tels 

matériaux sont connus sous le nom d’orthotrope. La relation contraintes-déformations pour un 

matériau orthotrope est donnée par : 
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Les coefficients de 
ij

C  pour un matériau orthotrope sont exprimées en introduisant les 

coefficients de Lamé 𝜆 et 𝜇 : 

𝐶11 = 𝐶22 = 𝐶33 =
 1 − 𝜈 

𝜈
𝜆(𝑧) 

𝐶12 = 𝐶23 = 𝐶23 = 𝜆(𝑧) 

Où 

𝜆 𝑧 =
𝜈𝐸(𝑧)

 1 − 2𝜈 (1 + 𝜈)
 

 

(I.16) 

 

𝐶44 = 𝐶55 = 𝐶66 = 𝐺 𝑧 = 𝜇(𝑧) =
𝐸 𝑧 

2(1 + 𝜈)
 (I.17) 

 

𝐸,𝐺 Sont les modules d’Young et de cisaillement respectivement. 

 

 

 
 

(I.14) 

(I.15) 



CHAPITRE I : Généralités sur les matériaux à gradient de propriétés 
 

 

 

18 

2019/2020 

I.9 Conclusion  

Ce chapitre est dédié à l’acquisition des connaissances théoriques nécessaires pour étudier 

notre problématique, nous avons présenté un bref historique sur les matériaux à gradients de 

propriétés et leur développement, leurs propriétés, leurs principales méthodes de fabrication, 

domaines d’application, leurs modes de la mise en œuvre et les modèles de l’homogénéisation de 

ce type des matériaux, et finalement, décrire les lois de constitution matérielle. La variation 

spatiale et progressive des propriétés des matériaux à gradient de propriétés FGM permet de 

créer des structures innovantes qui peuvent être exploitées dans de nombreux domaines 

d’application dans les structures spéciales en génie civil. 
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II.1 Introduction 

Afin de résoudre les problèmes des structures ayant comme éléments structuraux des 

poutres et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne 

théorie décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi que la 

méthode de résolution à appliquer. 

C’est en 1888 que Love utilisa les hypothèses de Gustav Kirchhoff, elles-mêmes inspirées des 

hypothèses d’Euler-Bernoulli pour fonder une théorie des plaques minces (également appelée 

théorie classique ou théorie de Kirchhoff-Love). La théorie des plaques semi-épaisses (théorie 

des déformations du premier ordre) a été consolidée par Mindlin à partir des travaux de Rayleigh 

(1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945-a), Reissner (1945-b), Reissner (1975) et Uflyand 

(1948). Ensuite, des théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les hypothèses des théories 

classiques et du premier ordre lorsque l’épaisseur de la plaque devient importante. Il existe aussi 

la théorie basée sur l’élasticité tridimensionnelle (théorie 3-D) qui ne fait aucune hypothèse 

restrictive sur les déplacements de la plaque.  

Depuis la fondation des matériaux à gradient de propriétés, les théories particularisées à 

analyser des structures en ces matériaux sont établies à nouveau et elles sont regroupées en deux 

grandes familles, l’approche de monocouche équivalente (ESL
1
), approche par-couche (LW

2
), 

notre travail est basé sur l’étude des plaques, ces dernières ne sont pas l’exclusivité dans le 

domaine de génie civil, elles sont employées également en aéronautique, aérospatial, 

constructions navale, automobile et nucléaire. La majorité des théories présentées ici se sont des 

extensions des théories analysant les plaques isotropes ou composites en utilisant l’approche de 

monocouche équivalente. À ce stade, diverses théories ont été proposées, et prennent un axe 

important dans la mécanique des structures. De la théorie simplifiée de Love-Kirchhoff, 

certaines se sont des améliorations, d’autres sont des théories plus précises. Aujourd’hui, les 

recherches sur les plaques en FGM ont acquis un intérêt appréciable, 

On peut les regroupées en trois principaux groupes selon l’approche adoptée, en se limitant sur 

l’approche de monocouche équivalente (ESL): 

a) Théories des plaques FGM bidimensionnelles, 

b) Théories des plaques FGM tridimensionnelles, 

c) Approches Quasi-tridimensionnelles des plaques FGM. 

                                                           
1 Equivalent Single Layer Approach 
2 Layer-Wise Approach 
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Nous présentons dans ce chapitre quelques modèles sur les théories des plaques développées 

dans la littérature pour améliorer l'évolution de la variation du champ des déplacements à travers 

l'épaisseur des plaques FGM. 

II.2  Théorie des plaques bidimensionnelles 

L’ensemble de ces théories sont basées sur l’état de contraintes planes, par conséquent la 

déformation normale est négligée (𝜀𝑧 = 0 ), sachant que l’aspect géométrique de la plaque est 

défini par une surface de référence plane (plan xy) et par une petite épaisseur par rapport aux 

autres dimensions (langueur et largueur). Cette définition favorise le choix d’une cinématique 

spécifique par rapport à la cinématique générale d’un solide, le facteur de classification de ces 

théories est l’importance de l’épaisseur par rapport aux autres dimensions, cette particularité 

conduit à l’effet de cisaillement transversal à travers l’épaisseur, ce dernier est présenté dans la 

cinématique adaptée. Pour cela, nous atteindrons aux trois classes suivantes : 

1) Les théories classiques des plaques FGM, 

2) Les théories de premier ordre des plaques FGM, 

3) Les théories de cisaillement d’ordre supérieur des plaques FGM. 

II.2.1 Théorie classique des plaques (CPT) 

La théorie classique de plaque est la plus simple et la plus ancienne parmi les autres 

théories. Elle est initiée par Kirchhoff  (1850-a), (1850-b), puis elle a été poursuivie par Love  en 

(1934) au début du XXe siècle, pour plus d’information et le détail historique voir (Ventsel et 

Krauthammer 2001). Cette théorie est applicable uniquement pour les plaques/coques, minces. 

Cependant, elle a donnée des résultats erronés quand elle a été utilisée dans l’analyse des plaques 

épaisses (Belarbi 2015). L’hypothèse principale de la théorie CPT est que les lignes normales au 

plan médium avant déformation restent droites et perpendiculaires à la surface moyenne après 

déformation (Fig II.1). Cette hypothèse implique la négligence des déformations dues au 

cisaillement transverse (CT) (𝜀𝑥𝑧 = 𝜀𝑦𝑧 = 0) et les déformations/contraintes normales(𝜀𝑧 = 𝜍𝑧 =

0). 

La cinématique de cette théorie peut s'écrire d’une manière linéaire sous la forme suivante: 

𝑢(𝑥,𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥,𝑦)  − 𝑧 
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
 

𝑣 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑣0 𝑥,𝑦 − 𝑧 
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
 

𝑤(𝑥,𝑦, 𝑧)  =   𝑤0(𝑥,𝑦) 

 

 

(II .1) 
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𝑢0 ,𝑣0et 𝑤0 : sont les composantes des déplacements dans le plan moyen. 

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
, 
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
:  sont les rotations dues à la flexion (sans cisaillement) dans les deux directions. 

Cependant, cette théorie n’est pas adéquate pour l'analyse des plaques épaisses à cause de la 

négligence de l’effet du cisaillement transverse. Cet effet joue un rôle très important sur le 

comportement de ces structures. En plus, la théorie classique des plaques en FGMs sous-estime 

la flèche de déplacement et surestime les fréquences propres ainsi que les charges critiques de 

flambement des plaques modérément épaisses en FGMs (Reddy 2004).  

 

Figure II.1 Géométries déformées et non-déformées d'un bord d'une plaque sous 

L’hypothèse de Kirchhoff, Belarbi et al. (2015). 

II.2.2 Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) 

La théorie du premier ordre (FSDT) peut être considérée comme une amélioration par rapport à 

la théorie classique (CPT). Cette théorie est basée essentiellement sur l’hypothèse suivante de 

Reissner-Mindlin: les lignes normales au plan médian avant déformation restent droites mais pas 

forcément perpendiculaires à la surface moyenne après déformation (à cause de l’effet du 

cisaillement transverse), (Fig II.2). Ils ont également supposé que la contrainte normale 𝜍𝑧  est 

négligeable par rapport aux autres composantes du tenseur de contraintes (l’hypothèse de 

déformation plane). Le champ de déplacement de la théorie du premier ordre s’écrit comme suit: 
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𝑢 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑢0 𝑥,𝑦 + 𝑧 ∅𝑥  

𝑣 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑣0 𝑥, 𝑦 + 𝑧 ∅𝑦  

𝑤(𝑥,𝑦, 𝑧)  =   𝑤0(𝑥,𝑦) 

(II .2) 

∅𝑥 ,∅𝑦  sont les rotations de la normale autour des axes (x, y), respectivement 

À partir de l’équation (II.2), nous remarquons que les composantes de déplacements plans (u, v) 

varient d’une manière linéaire suivant l’axe z, tandis que la composante de déplacement 

transversal (w) est constante. Cela va conduire à un état de contrainte/déformation de 

cisaillement transverse constant sur toute l'épaisseur de la plaque (Fig II.3), alors que, selon la 

théorie de l'élasticité tridimensionnelle (3D), les contraintes de cisaillement transversal sont 

plutôt quadratiques à travers l'épaisseur (Hu et al. 2008). Cette déficience est corrigée par 

l'introduction de ce qu'on appelle le facteur de correction de cisaillement transverse (k). 

Le facteur (k) est un facteur corrigeant l’hypothèse de contraintes de cisaillement 𝜏𝑥𝑧 , 𝜏𝑦𝑧  

constantes sur l’épaisseur de la plaque dans la théorie de Mindlin (Mindlin (1951)), en 

contradiction avec la condition de contrainte de cisaillement nulles sur les surfaces libres. Pour 

déterminer k, Mindlin considère le problème de la propagation des ondes dans une plaque 

infinie, problème pour lequel on connaît une solution exacte par la théorie de l’élasticité 

tridimensionnelle. Il a trouvé que ce facteur dépendant du coefficient de poisson 𝜈 et les valeurs 

les plus généralement admises pour k varient linéairement de 𝑘 = 0.76 pour 𝜐 = 0 à 𝑘 = 0.91 

pour 𝜈 = 0.50 dans le cas d’un matériau isotrope. 

En suivant cette observation et en choisissant k de façon à égaler la fréquence du premier mode 

antisymétrique de cisaillement d’une plaque isotrope infinie déterminée par la théorie de 

l’élasticité et la théorie de Mindlin, nous pouvons montrer que le facteur k est solution d’une 

équation polynomiale d’ordre 3 telle que : 

𝑘3 − 8𝑘2 +
8 2 − 𝜈 𝑘

1 − 𝜈
−

8

1 − 𝜈
= 0 (II .3) 

Les résultats de Reissner-Mindlin qui supposent une variation parabolique de la distribution des 

contraintes de cisaillement, donnent : 

𝑘 =
5

6
 (II .4) 
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Figure II.2  Géométries déformées et non déformées d'un bord d'une plaque sous l'hypothèse de 

Reissner-Mindlin Belarbi et (2015). 

 

 

Figure II.3 Variation du déplacement et des contraintes transversales à travers l’épaisseur pour 

les deux théories: théorie classique (à droite) et la théorie du premier ordre (à gauche) Carrera et 

al. (2008). 

A ce jour le facteur k, lorsqu’il est utilisé, est toujours sujet de discussion. L’ensemble des 

auteurs s’accordent cependant pour juger son influence sur les résultats. Pour des informations 

supplémentaires sur ce sujet, il y a plusieurs auteurs citant les méthodes pour déterminer le 

facteur de correction de cisaillement dans le cas des plaques en FGMs, On peut citer notamment 

les travaux de Menaa et al. (2012), Nguyen et al. (2008), Thai et al. (2013-a). La contribution la 

plus significatif constitue une première approche pour déterminer le facteur de correction de 

cisaillement: est basée sur le principe d’équivalence énergétique, On fait notamment, déduire le 
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facteur de correction de cisaillement à partir de la théorie de l’élasticité tridimensionnelle par 

l’analogie avec le modèle de plaque corresponde.  

Pour éviter l’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation en cisaillement 

d’ordre élevée ont été développées. 

II.2.3 Théorie des plaques d’ordre supérieur (HSDT) 

A fin de s'affranchir de limitations liées aux théories de déformation en cisaillement du 

premier ordre qui considèrent une variation constante de déformation transverse à travers 

l’épaisseur de la plaque, et qui nécessitent des facteurs arbitraires de correction, les théories 

d'ordre supérieur ont été développées. Elles impliquent des termes d'ordre élevé correspondent 

au développement de Taylor dans les champs des déplacements, chaque terme additionnel 

correspond à une variable dépendante. Contrairement aux théories du premier ordre, ces théories 

sont fondées sur une variation cubique (ou plus) des déplacements dans le plan afin d’obtenir une 

variation parabolique (ou plus) des déformations de cisaillement suivant l’épaisseur de la plaque. 

Dans le cas général, selon Carrera (2002), les théories d’ordre supérieur sont basées sur la 

formulation unifiée de Carrera (CUF), dont les champs de déplacements sont de la forme 

suivante : 

𝑢𝑖 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢𝑖0(𝑥,𝑦, 𝑡) + 𝑧𝑢𝑖1(𝑥,𝑦, 𝑡) + 𝑧2𝑢𝑖2(𝑥,𝑦, 𝑡) + ⋯

+ 𝑧𝑁𝑢𝑖𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑡)       𝑖 = 1,2,3 
(II .5) 

Avec (N  représente les ordres de développements utilisées dans les variables de déplacements. 

Les champs de déplacements relatifs à la théorie HSDT se sont reportés sur la Figure II.4 

Dans cette théorie la précision est augmentée avec l'ordre du développement, c'est à dire 

avec le nombre d’inconnus supplémentaires. Cependant, les conditions aux limites sur les bords 

sont difficiles à satisfaire et le nombre de variables de déplacements indépendants dépasse celui 

des modèles classiques (trois dans le modèle Love-Kirchhoff et cinq pour le modèle Reissner-

Mindlin).  
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Figure II.4 État non déformées et déformées d'une plaque selon les trois théories 

CPT, FSDT et HSDT 

Pour réduire le nombre de paramètres de déplacement, plusieurs simplifications ont été 

proposées. Souvent, on impose les conditions de nullité des contraintes de cisaillement 

transversal à la surface supérieure et inférieure de la plaque.  

Généralement, afin d'augmenter la précision des résultats, une croissance dans le degré du 

polynôme de l’équation (II.5) peut être une alternative. Cette technique est peu adoptée par les 

chercheurs à cause de son coût élevé en termes de calcul. Dans ce contexte Plusieurs 

simplifications : Atman et al. (2010) sur les plaques FG et Mahi et al. (2014) sur les plaques 

Sandwich en FGM, ont été proposées afin de réduire le nombre de paramètres de déplacement de 

la façon suivante :  𝑢𝑖4 = 𝑢𝑖2 = 𝑢3(1,2…𝑁) = 0 et  𝑢𝛼(3),𝛼 =  1,2 , dépendent à 𝑢𝛼1 et à 𝑤,𝛼 . Une 

de ces simplifications consiste à raccourcir les derniers termes de la série de Taylor en 

introduisant une fonction de cisaillement (Benyoucef et al. 2010). L'expression (II.5) devient : 

𝑢 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑢0 𝑥, 𝑦 − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝑓 𝑧 𝜑𝑥(𝑥,𝑦) 

𝑣 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑣0 𝑥,𝑦 − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝑓 𝑧 𝜑𝑦 𝑥,𝑦  

𝑤 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑤0 𝑥,𝑦  

(II .6) 



CHAPITRE II : Rappel sur les théories des plaques 

 

26 
2019/2020 

Avec  𝜑𝑥 =
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ ∅𝑥  et 𝜑𝑦 =

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ ∅𝑦  noté que (𝑢0, 𝑣0 ,𝑤0,∅𝑥 ,∅𝑦) sont respectivement  les 

déplacements en membrane et les rotations autour des axes y et x,  f(z) est une fonction de 

cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. 

En effet, les déplacements de la théorie classique des plaques (CPT) est obtenue en prenant 

𝑓 𝑧 = 0, alors que la théorie de premier ordre (FSDT) peut être obtenue par 𝑓(𝑧) = 𝑧. Le 

champ de déplacement de la théorie de déformation de cisaillement du troisième ordre (TSDT) 

de Reddy (Reddy 1984) est obtenu par la prise de la fonction suivante: 

𝑓 𝑧 = 𝑧(1 −
4

32
𝑧2) (II .7) 

Dans le modèle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modèle donne 

une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport à la solution 

d’élasticité tridimensionnelle. La distribution des contraintes de cisaillement transverse est 

parabolique à travers l’épaisseur. Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont 

satisfaites. 

Touratier (1991) propose le modèle sinus (SSDT) qui est différent des autres modèles d’ordre 

supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique 

sinusoïdale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement à 

travers l’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse de Touratier (1991) s’écrit comme 

suite: 

𝑓 𝑧 =


𝜋
𝑠𝑖𝑛(

𝜋𝑧


) (II .8) 

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modèle (sinus) prennent une forme 

co-sinusoidale à travers l’épaisseur de la plaque. La précision de ce modèle par rapport à la 

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy. 

La version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (ESDPT) 

développée par Karama et al. (2003) est obtenue en prenant : 

𝑓 𝑧 = 𝑧𝑒−2(
𝑧


)2

 (II .9) 

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The 

hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par Atmane et al. (2010) est 

obtenue en prenant : 
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𝑓 𝑧 =
𝑧𝑐𝑜𝑠  

𝜋

2
 −  



𝜋
 𝑠𝑖𝑛(

𝜋𝑧


)

[𝑐𝑜𝑠  
𝜋

2
 − 1]

 (II .10) 

Généralement ces modèles adoptés pour étudier la mécanique des plaques en FGMs ont les 

mêmes cinq inconnus, citons la théorie de déformation de cisaillement de troisième ordre 

(TSDPT) de (Reddy 2000), théorie de déformation de cisaillement sinusoïdale (SSDPT) 

(Zenkour et al. 2013), théorie de déformation de cisaillement hyperbolique (HSDPT) (Atmane et 

al. 2010), (Chikh et al. 2017). 

Plus récemment et afin de minimisé le nombre des inconnues de la théorie d’ordre supérieur des 

plaque simplement appuies et le rendre plus rentable en terme de temps de calcul, Bourada et al. 

(2016), Meksi et al. (2017), Menasria et al. (2017), ont proposé une formulation avec un 

intégrale indéterminé dans le champ de déplacement dont la solution de Navier est utilisé pour 

déterminé cette intégrale. En effet, les rotations autour des axes y et x  ∅𝑥 ,∅𝑦  sont exprimé 

comme suit : 

  ∅𝑥 =  𝜃 𝑥,𝑦 𝑑𝑥 et ∅𝑦 =  𝜃 𝑥,𝑦 𝑑𝑦. 

À l’aide de la solution de Navier, le champ de déplacement devient: 

𝑢 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢0 𝑥,𝑦, 𝑡 − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝑘1𝐴

′𝑓(𝑧)
𝜕𝜃

𝜕𝑥
 

(II.11) 
𝑣 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑣0 𝑥, 𝑦, 𝑡 − 𝑧

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝑘2𝐵

′𝑓(𝑧)
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 

𝑤 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑤0(𝑥,𝑦, 𝑡) 

Avec                       𝑘1 = 𝜆2, 𝑘2 = 𝜇2 

(II.12.a) 

𝐴′ = −
1

𝜆2
,  𝐵′ = −

1

𝜇2
 

                           𝜆 =
𝑚𝜋

𝑎
,  𝜇 =

𝑛𝜋

𝑏
 (II.12.b) 

En utilisant cette théorie, Meksi et al (2017) ont étudié la flexion, la vibration et le flambement 

des plaques sandwich. Bourada et al (2016) ont analysé le flambage des plaques isotropes et 

orthotropes. Fahsi et al (2017) ont étudié les comportements de flambage mécanique et 

thermique de plaques FG reposant sur des fondations élastiques. Zine et al (2018) ont présenté 

une étude de l'analyse de flexion et des vibrations libres des plaques et de coques multicouches. 

Ait Sidhoum et al (2017) ont présenté une analyse des vibrations libres des plaques FGM. Sekkal 

et al (2017-a) ont développé une analyse des vibrations libres et flambage des plaques sandwich 
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à gradient fonctionnel (FG). L’effet de la déformation normale surnommée effet d’étirement est 

également investigué par les mêmes auteurs (Sekkal et al (2017-b)). Bellifa et al (2017) ont 

étudié le flambement des plaques FG. Mahmoudi et al (2018) ont étudié l'influence des modèles 

micromécaniques sur les vibrations libres des plaques à gradation fonctionnelle simplement 

appuis reposant sur fondations élastiques de type Winkler-Pasternak. 

Shimpi (2002), Shimpi et patel (2006), et d’autres auteurs ont proposé un raffinement de la 

théorie d’ordre supérieur en utilisant quatre inconnus au lieu des cinq dans le cas classique 

appeléé RSDPT (Refined Shear Deformation Plate Theory), cette théorie a une formulation 

simple basée sur la décomposition de déplacement transversal en deux parts, composante de 

flexion et l’autre de cisaillement. En effet, on exprime les rotations de la normale en fonction de 

déplacement transversal, de tel sort, le champ de la cinématique s’exprime par : 

𝑢 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑢0 𝑥,𝑦 − 𝑧
𝜕𝑤𝑏(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑓 𝑧 

𝜕𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝑣 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑣0 𝑥,𝑦 − 𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
+ 𝑓 𝑧 

𝜕𝑤𝑠(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 

𝑤 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑤𝑏 𝑥,𝑦 + 𝑤𝑏 𝑥, 𝑦  

(II .13) 

Cette simplification mène a un nombre réduit des équation de mouvement en termes d’inconnus, 

dans les recherches actuelles sur ce sujet, nous trouvons plusieurs contributions basées sur 

l’amélioration de la fonction de cisaillement 𝑓(𝑧) pour donner une bonne satisfaction de la 

condition de nullité des contraintes de cisaillement transversal à la surface supérieure et 

inférieure de la plaque, dans l’analyse statique, dynamique et aussi bien dans le cas 

thermomécanique.  

Fonction de cisaillement Trigonométrique (Tounsi et al. 2013): 

𝑓 𝑧 = 𝑧 −


𝜋
𝑠𝑖𝑛(

𝜋𝑧


) (II .14) 

Fonction de cisaillement polynomiale (Houari et al. 2011) 

𝑓 𝑧 = 𝑧(−
1

4
−

5𝑧2

32
) (II .15) 

Fonction de cisaillement hyperbolique (Daouadji et al. 2012) 
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𝑓 𝑧 = 𝑧  1 +
3𝜋

2
𝑠𝑒𝑐2  

1

2
  −

3𝜋

2
𝑡𝑎𝑛(

𝑧


) (II .16) 

II.3 Théorie de plaques tridimensionnelles (Élasticité 3D) 

Dans les études du comportement des plaques épaisses, le chalenge est de décrire de façon 

précise le champ de contraintes à traves l’épaisseur, surtout les contraintes de cisaillement 

évitant les omissions dues à l’application des théories classiques et mêmes de premier ordre. 

Malgré que les théories d’ordre supérieur maîtrisent efficacement les problèmes traités avec 

succès, mais il faut remarquer que la déformation normale transverse est négligée dont elle a un 

impact important sur la précision souhaitée. Le recours à l’élasticité tridimensionnelle est donc 

plus en plus nécessaire, les principales idées pour résoudre ce type de problème (en analyse 

statique ou dynamique) sont : la construction des champs des contraintes et disposer leurs 

solutions exactes ou leurs approximations. 

Les équations différentielles régissent la flexion dans le cas tridimensionnelle sont tirées de 

la relation fondamentale de la dynamique : 

𝜕𝜍𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑓1 = 𝜌
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
 

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝜍𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓2 = 𝜌

𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
 

𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑦
+
𝜕𝜍𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑓3 = 𝜌
𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
 

(II .17) 

où 𝑓𝑖  , 
𝜕2𝑈𝑖

𝜕𝑡2
 et 𝜌 sont respectivement les forces volumiques, les composantes du vecteur 

accélération et la masse volumique. 

De plus, pour franchir les limites de la résolution analytique et approximative des problèmes 

tridimensionnels, seules les méthodes numériques permettant d’étudier les plaques épaisses en 

appliquant les théories d’élasticité tridimensionnelle, de géométries quelconques et sous 

différents types de chargement ainsi que les conditions aux limites. 

L’analyse des plaques épaisses par les méthodes numériques, telles que la méthode des éléments 

finis et les méthodes approximatives, offrent des avantages et des potentialités primordiales, ces 

outils, dans bien des cas cependant, nécessitent un grand nombre de degrés de liberté et des 

techniques de discrétisation robustes. En plus, la maitrise et la vérification des données due à un 

large système des équations sont souvent difficiles et parfois nécessites une informatique 
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puissante pour obtenir des résultats avec la précision désirée et satisfaisante (Uymaz et Aydogdu 

2007).  

II.4 Théorie quasi-tridimensionnelles 

Pour éviter de recourir à une analyse tridimensionnelle, l’approche quasi-tridimensionnelle 

est devenue une alternative importante en introduisant  l’effet de déformation normale 

transverse, afin de définir un état de contraintes correct et évaluer exactement les fréquences 

propres en analyse vibratoire. 

De façon générale, toutes les contributions et les recherches récentes sur cette approche basées 

sur la jonction d’une fonction  non-linéaire de la coordonnée de l'épaisseur (z) de telle sorte que 

le déplacement transversal sera exprimé et dépend d’une variation non linéaire à travers 

l’épaisseur de la plaque.    

En procédant de la sorte, on cherche à réduire le nombre des variables et de formuler une théorie 

efficace pour pouvoir analyser des plaques plus générales en analyse statique ou dynamique.  

En générale, les théories d’ordre supérieur et de déformation normale lesquelles concédèrent 

l’effet de l’étirement de l’épaisseur (stretching effect) peuvent numériquement être implantées en 

utilisant la formulation unifiée (équation II.5) initialement proposée par Carrera Carrera et al. 

(2001), Carrera et al. (2003), Carrera et al. (2005), et récemment évoluée par Demasi : Demasi  

(2009-a), Demasi  (2009-b), Demasi  (2009-c), Demasi  (2009-d), et Demasi  (2009-e). 

Pour des informations supplémentaires et les applications de la formulation unifiée de Carrera, 

les récents ouvrages de Carrera et al. (2011-a) et Carrera et al. (2011-b) font l’objet.  

En effet, Thai et Kim (2013-b) ont présenté une théorie de déformation du cisaillement 

sinusoïdale quasi-3D avec seulement cinq inconnus pour simuler le comportement à la flexion 

des plaques FGMs. Le champ de la cinématique est basé sur la théorie d’ordre supérieur à quatre 

variables, une spécification est donc introduite à la composante de déplacement transversal pour 

le rendre variable à travers l’épaisseur, on injecte une fonction non linéaire  𝑔(𝑧), la cinématique 

devient : 

𝑢 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑢0 𝑥,𝑦 − 𝑧
𝜕𝑤𝑏(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑓 𝑧 

𝜕𝑤𝑠(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝑣 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑣0 𝑥,𝑦 − 𝑧
𝜕𝑤𝑏

𝜕𝑦
+ 𝑓 𝑧 

𝜕𝑤𝑠(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 

𝑤 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑤𝑏 𝑥,𝑦 + 𝑤𝑠 𝑥, 𝑦 + 𝑔 𝑧 𝜑𝑧(𝑥, 𝑧) 

(II .18) 
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II.5 Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons décrit les différents théories des plaques existantes dans la 

bibliographié pour les études des plaques en matériaux fonctionnellement graduées et qui sont en 

fait des extensions et des développements des modèles classiques présentés par Love-Kirchhoff 

pour les plaques minces et par Mindlin-Reissner pour les plaques épaisses, des améliorations 

considérables ont été effectués par de nombreux chercheurs au niveau des champs de 

déplacements et des déformations de ces théories afin de décrire correctement les différents 

comportement des plaques FG et par conséquent améliorer la précision des résultats désirés par 

rapport aux modèles de l’élasticité tridimensionnelle qui sont plus proche de la réalité. 

L’approche tridimensionnelle vise à donner des résultats plus précis, utilisés notamment comme 

référence, mais peu d’auteurs ont adopté cette approche à cause de son coût en termes de temps 

de calcul et en capacité de mémoire pour le stockage de la base des données requise qui est plus 

importante que celle dans l'analyse bidimensionnelle. 

Parmi les différentes théories de plaques comme CPT, FSDT, TSDT, HSDT, employées 

pour l'analyse des plaques FG, les FSDT et HSDT ont été largement utilisées. Certaines 

modifications ont également été incorporées dans les FSDT et HSDT par les recherches de temps 

en temps pour obtenir le résultat précis dans le domaine en temps réel. Nous avons également 

présenté le modèle unifié de Carrera, qui est un modèle plus générale à partir duquel sont 

fondées les théories d’ordre supérieur et les théories quasi-3D. Le succès des théories quasi-3D 

dans l’étude de différents comportements des plaques FG réside à sa capacité de prendre en 

compte l’effet d’étirement à la fois avec la réduction de nombre des fonctions inconnues de 

champ de déplacement, ce qui en fait une solution optimale par rapport à l’élasticité 

tridimensionnelle. 
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III.1 Introduction 

Durant les deux dernières décennies, beaucoup de travaux ont été consacrés aux matériaux à 

gradient fonctionnel et il est prudent de réduire la recherche bibliographique en se concentrant 

sur les travaux dédiés aux problèmes des vibrations, thermiques, mécaniques, aussi bien le 

problème de flambement (thermique et mécanique) des plaques en FGM. Le but ici étant de 

montrer l’étendue du domaine de recherche dans le contexte des FGM et qu’il y a encore 

beaucoup à faire dans cette discipline. Birman et Byrd, (2007) ont publié une recherche 

exhaustive sur les travaux dédiés au développement des FGM couvrant la période 1997-2007. 

Jha et al. (2013) ont présenté un article très intéressant contient un examen critique des études 

publiées dans le domaine des matériaux fonctionnellement gradués en mettant l'accent sur les 

travaux publiés récemment sur les problèmes thermo élastiques et vibrations libres des plaques 

FG. Cependant, ce chapitre sera consacré aux recherches réalisées durant ces deux dernières 

décennies, une tentative sera faite pour transmettre les conclusions importantes de chaque travail 

sans rentrer dans les détails exhaustifs. 

III.2 Les travaux basés sur les théories des plaques bidimensionnelles 

III.2.1 Modèle CPT 

Ce modèle est la généralisation pour des matériaux anisotropes du modèle de Love-

Kirchhoff. Cette théorie ne tient pas compte du cisaillement transverse et suppose que les 

déplacements de membrane, en tout point de la plaque, sont uniquement dépendants des 

déplacements de membrane et des dérivées de la flèche, Ces hypothèses impliquent l’annulation 

de la déformation normale et du cisaillement et, par conséquent, elles négligent les effets de 

cisaillement et de déformation normale. La CPT est le modèle monocouche équivalente (ESL) le 

plus simple et il est seulement approprié pour les plaques et coques minces FG où les effets de 

cisaillement et de déformation normale sont négligeables. Cette théorie a été adoptée par 

plusieurs auteurs pour étudier le comportement des plaques FG. 

Woo et al. (2006) ont étudié la vibration non linéaire des plaques FG dans des 

environnements thermiques. Les équations non linéaires issues de la CPT avec des hypothèses de 

Von-Karman ont été résolues pour les plaques FG avec des conditions aux limites arbitraires en 

utilisant une méthode de série. Une étude comparative entre le modèle orthotropique et 

isotropique  des plaques FGM a été conduit par Abrate (2008),  il a noté que le comportement en 

vibrations libres de la plaque FG est identique à celui d'une plaque homogène présentant la 

même forme et les mêmes conditions aux limites ce qui signifié qu'il n'est pas nécessaire de 

développer des techniques ou des logiciels spéciaux pour leur analyse. La vibration libre des 
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plaques en FGM avec diverses conditions aux limites sur fondations élastiques a été analysée par 

Chakraverty et Pradhan (2014-a) en utilisant la théorie classique et la méthode de Rayleigh-Ritz. 

Les mêmes auteurs (2014-b) ont confirmé leur précèdent travail par la prise en considération de 

l’effet d’un environnement thermique. Kaci et al. (2013) ont étudié le problème de flexion 

cylindrique non linéaire des plaques FG avec une formulation sigmoïde des propriétés 

matérielles, la non linéarité géométrique a été considérée en utilisant les hypothèses de Von-

Karman. 

Feldman et Aboudi (1997) ont étudié le flambement élastique des plaques FG sous une 

charge de compression uniaxiale en utilisant une combinaison d’approches micromécaniques et 

structurelles. Les équations régissant les dérivées de la CPT ont été résolues analytiquement pour 

la charge de flambement des plaques FG avec différentes conditions aux limites. Javaheri et 

Eslami (2002-a) ont employé la CPT pour étudier le comportement en flambement des plaques 

FG sous quatre types des charges thermiques et des charges de compression (Javaheri et Eslami 

(2002-b). Cependant, la charge de flambement a été calculée en utilisant la méthode de la bande 

finie au lieu de la solution de Navier. Mohammadi et al. (2010) ont dérivé les solutions 

analytiques pour la charge de flambement des plaques FG avec deux bords opposés simplement 

appuyés et les deux autres bords ayant des conditions aux limites arbitraires (par exemple des 

plaques de type Levy). Les équations régissant les dérivées de la CPT ont été analytiquement 

résolues en utilisant l’approche de la solution de type Levy. Le flambement des plaques en FGM 

soumise à une compression non uniforme a été analysé par Mahdavian (2009) en utilisant la 

théorie classique et la solution de série de Fourier.  Alinia et Ghannadpour (2009) ont utilisé la 

théorie classique avec les hypothèses de Von-Karman pour étudier la réponse non linéaire des 

plaques en FGM soumise à des pressions transversales. Par le principe de minimisation de 

l’énergie potentielle, les auteurs ont obtenu une solution analytique pour une plaque simplement 

appuyée.  Baser sur la théorie classique, Kiani et al. (2011) ont présenté une solution analytique 

de la température critique de flambement des plaques FG encastrées sur fondations élastiques 

soumise à trois types des charges thermiques. Ghannadpour et al. (2012) ont examiné aussi le 

flambement thermique des plaques en FGM en utilisant la théorie classique (CPT). Cependant, la 

charge de flambement a été calculée par la méthode des bandes finies au lieu de la solution de 

Navier. 

En plus des plaques FG, la CPT est également plus utilisée pour des coques FG en raison de 

sa simplicité. Loy et al. (1999) ont étudié les vibrations libres des coques cylindriques FG 

simplement appuyées en utilisant le CPT et la méthode de Rayleigh-Ritz. Une approche similaire 
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a été adoptée par Arshad et al. (2007) pour étudier les caractéristiques de la vibration des coques 

cylindriques FG sous trois différents types des lois de la fraction de volume. Les caractéristiques 

de vibration des coques cylindriques FG sous diverses conditions aux limites ont été examinées 

par Pradhan et al. (2000) en utilisant la méthode de Rayleigh et la CPT. Ce problème a été 

réexaminé par Naeem et al. (2010) en utilisant la méthode Ritz. Les vibrations forcées non 

linéaire des coques FG doublement courbées peu profondes ont été étudiées par Alijani et al. 

(2011) en utilisant la CPT avec des hypothèses de Von-Karman et la discrétisation multi-modale 

de Galerkin. Du et al. (2014) ont étudié la vibration non linéaire des coques cylindriques FG sous 

excitation harmonique sur la base de la CPT avec les hypothèses de Von-Karman combinées 

avec un procédé à échelle multiple. Du et Li (2013) ont étudié la réponse de vibration non 

linéaire des coques cylindriques FG dans des environnements thermiques suivant une approche 

similaire.  Ebrahimi et Najafizadeh (2014) ont étudié la vibration libre des coques cylindriques 

FG en utilisant la CPT en liaison avec les méthodes de la quadrature différentielle généralisée et 

la quadrature intégrée généralisée. 

Shen (2002,2004) ont étudié le comportement post flambement des coques cylindriques FG 

sous compression axiale (2002) ou sous pression latérale (2003) ou sous augmentation uniforme 

de la température (2004) en utilisant la CPT avec les hypothèses de Von-Karman. Les deux 

déformations non linéaires pré-flambement ainsi que les imperfections géométriques initiales ont 

été inclus dans l'analyse post flambement en utilisant une théorie de la couche limite du 

flambement des coques. Le chemin d'équilibre post flambement et la charge de flambement 

thermique sont déterminés en utilisant une technique de perturbation singulière. Woo et al. 

(2003) ont étudié le comportement post flambement des plaques FG et des coques cylindriques 

peu profondes sous sollicitations mécaniques et thermiques en utilisant la CPT et les hypothèses 

de Von-Karman. Mirzavand et Eslami (2008) ont dérivé des solutions analytiques pour la charge 

de flambement des coques cylindriques imparfaites FG sous une compression axiale dans un 

environnement thermique en utilisant deux modèles différents pour les imperfections 

géométriques initiales. Les résultats indiquent que les imperfections géométriques et la 

dépendance à la température des propriétés des matériaux jouent un rôle majeur pour dicter le 

point de bifurcation des coques cylindriques imparfaites FG sous une compression axiale. 

III.2.2 Modèle FSDT 

En raison de sa simplicité la FSDT a été largement utilisée pour modéliser les plaques FG. 

Parmi les premiers qui ont adapté la FSDT sur les plaques FG sont Praveen et Reddy (1998) où 

ils ont étudié les réponses transitoires non linéaires des plaques FG sous chargements thermiques 
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et mécaniques à l'aide de la méthode des éléments finis et de la FSDT avec les hypothèses de 

Von-Karman. Yang et al. (2005) ont étudié l'influence du caractère aléatoire des propriétés des 

matériaux et des paramètres de rigidité de la fondation sur la charge de flambement des plaques 

FG reposant sur une fondation élastique en utilisant la FSDT et une technique de perturbation. 

Della et Venini (2004) ont présenté une famille hiérarchique des éléments finis pour 

l'analyse de la flexion des plaques FG sous sollicitations mécaniques et thermiques en utilisant la 

FSDT et une formulation variationnelle. Toutefois, le couplage étirement-flexion a été ignoré 

dans leur travail. Kim et al. (2008) ont étudié le comportement non linéaire en flexion des 

plaques et des coques FG en utilisant la FSDT avec une définition complète du tenseur contrainte 

de Green. 

Chen (2005) a étudié la vibration non linéaire des plaques FG soumises à une action 

combinée de la compression initiale dans le plan et les contraintes de flexion à l'aide de la FSDT 

avec les hypothèses de Von-Karman. La fréquence non linéaire des plaques simplement 

appuyées a été obtenue en utilisant la méthode de Galerkin en combinaison avec la procédure 

itérative de Runge-Kutta. La FSDT avec les hypothèses de Von-Karman a également été 

employée par Alijani et al. (2011) pour étudier la vibration non linéaire des plaques FG 

simplement appuyées dans un environnement thermique. La vibration libre des plaques FG 

reposant sur fondations élastiques a été étudiée par Fallah et al. (2013) en utilisant la FSDT et 

une approche semi-analytique qui est basée sur une combinaison de la série de puissance infinie 

et la méthode de Kantorovich. Lanhe (2004) et Bouazza et al. (2010), (2011), ont dérivé les 

solutions analytiques pour la température critique de flambement des plaques FG simplement 

appuyées sous deux types des charges thermiques en utilisant la FSDT et la solution de Navier, 

La relation contrainte-déplacement non linéaire de Von-Krarman est utilisée pour prendre en 

compte le flambement dû à la charge thermique. L'analyse du flambement thermique des plaques 

rectangulaires FG avec une formulation sigmoïdes de la variation de la fraction de volume (S-

FGP) est étudiée par Fekrar et al. (2011) en utilisant la FSDT, la méthode de minimisation a été 

utilisée pour obtenir la température critique. Ganapathi et al. (2006) ont employé la FSDT et la 

méthode des éléments finis pour étudier le flambement des plaques obliques FG sous charges de 

compression. Yaghoobi et Yaghoobi (2013) ont étudié le flambement des plaques sandwiches 

FG reposant sur une fondation élastique sous charges thermiques et mécaniques, la FSDT et la 

méthode des séries de puissance de Frobenius ont été adoptées.  

 Pour étudier la nature du facteur de correction de cisaillement de la FSDT dans les 

structures en FGM, Nguyen et al. (2008) ont adopté les équations d'équilibre dans le calcul des 
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contraintes de cisaillement transversal et des forces de cisaillement. Les résultats de l'analyse de 

la flexion statique des plaques FG simplement appuyées et des panneaux sandwichs FG encastrés 

indiquent que la valeur du facteur de correction de cisaillement des plaques FG n’est pas le 

même que celui des plaques homogènes. On peut citer notamment le travail de Menaa et al. 

(2012), où ils ont proposé des expressions analytiques pour déterminer le facteur de correction de 

cisaillement dans le cas des poutres en matériaux à gradient de propriétés, les résultats montrent 

que le facteur de correction de la FSDT de la poutre FGM est influe significativement par 

l’indice de puissance. Les références (Chow 1971), (Hosseini et al. 2010), présentent des 

informations additionnelles sur la procédure de l’obtention de facteur de correction de 

cisaillement à travers l’épaisseur, basant sur des considérations dynamiques.  

La FSDT basée sur la surface neutre a également été adopté par Singha et al. (2011) pour 

étudier le comportement non linéaire de la flexion des plaques FG sous chargement transversale 

en utilisant la méthode des éléments finis. Les équations d'équilibre ont été utilisées pour calculer 

les contraintes de cisaillement transversal, tandis que la méthode de l'énergie a été adoptée pour 

obtenir les expressions du facteur de correction de cisaillement. 

Thai et choi (2013-a) ont présenté une théorie simple de la déformation de cisaillement du 

premier ordre pour l'analyse de flexion et les vibrations libres des plaques FG où le déplacement 

transversal est divisé en composante de flexion et en composante de cisaillement, conduisant à 

une réduction du nombre des inconnus du problème à quatre contre cinq à la FSDT 

conventionnelle.  

Zhao et al. (2009), Zhao et Liew (2009,2011), et Lee et al. (2009,2010) ont développé un 

modèle de maillage sur la base de la FSDT et de la méthode des éléments libres de Kp-Ritz. Ce 

modèle a été appliqué à des plaques et coques FG à travers différents problèmes, par exemple, 

flexion géométriquement non linéaire (2009), la vibration (2009), flambement thermique (2009), 

flexion thermique (2009), post flambement thermique (2010) et le flambement thermomécanique 

(2011). 

Reddy et al. (1999) ont utilisé la théorie FSDT pour des analyses de flexion et d'étirement 

des plaques FGM annulaires et circulaires axisymétriques, Ils ont exprimé également des 

solutions classiques basées sur la théorie de la plaque de Kirchhoff. Valizadeh et al. (2013) ont 

utilisé la theorié FSDT et des éléments finis iso-paramétriques pour étudier la réponse statique et 

dynamique des plaques FGM dans un environnement thermique. Bouderba et al. (2016) ont 

utilisé une FSDT simple pour la réponse de flambement thermique des plaques sandwiches FG 

avec diverses conditions aux limites. 
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Récemment, Shahbaztabar et Arteshyar (2018) étendre le modèle FSDT pour l'analyse du 

flambement des plaques de FG sous chargement uniforme dans le plan et reposant entièrement 

ou partiellement sur fondations élastiques de type Pasternak, en faisant la méthode des éléments 

en quadrature différentielle (DQEM) pour présenter l’influence de différentes conditions aux 

limites. La FSDT est utilisée également par Nguyen et al. (2018) pour étudier le comportement 

thermodynamique non linéaire des plaques poreuses en FGM sous charges thermique et 

mécanique reposant sur fondations élastiques de Pasternak, la non linéarité géométrique est 

également considérée en utilisant la formulation déplacement-déformation de Von Karman.  

Bien récemment, Trabelsi et al. (2019) ont développé des éléments finis à quatre nœuds de 

coque pour résoudre le problème de flambement thermique des plaques et des coques 

cylindriques FG en considérant une théorie modifiée basée sur la FSDT. L’idée de base du 

modèle proposé consiste à supposer une distribution parabolique des déformations de 

cisaillement transverses sur l’épaisseur de la coque et imposer la condition de nullité des 

contraintes de cisaillement transverses sur les surfaces supérieure et inférieure de la coque.  

III.2.3 Modèle HSDT 

Parmi les premiers, Nelson et Lorch (1977) ont développé le champ cinématique de la 

théorie de cisaillement d’ordre élevé en introduisant neuf inconnus de déplacement, Lo et al. 

(1977) avec onze inconnus, Bhimaraddi et Stevens (1984) avec cinq inconnus même pour Reddy 

(1984) avec cinq inconnus, Kant et Pandya (1988) avec sept inconnus, Kant et Khare (1997) 

avec neuf inconnus et Talha and Singh (2010) avec onze inconnus. D’autres théories d’ordre 

supérieur sont basées sur la formulation unifiée de Carrera (CUF) citées dans les références 

Tornabene (2009), Neves (2012-a), Neves et al. (2012-b), Neves et al. (2013), Tornabene et al. 

(2013), Viola et al. (2013-a), Viola et al. (2013-b), Fazzolari et Carrera (2013) et Tornabene et 

al. (2013) et ont été les utilisés aussi pour étudier des structures en FGM. Toutes ces théories 

sont intéressantes soit pour une présentation correcte de la cinématique où les contraintes de 

cisaillement à travers l’épaisseur, soit pour éviter l’introduction des facteurs de correction, mais 

il faut distinguer que ces théories imposent un nombre important de paramètres des déplacements 

supplémentaires (trois variables pour la théorie de Kerchhoff, et cinq pour celle de Mindlin-

Reisnner). Ceci pose un inconvénient sérieux lors de l’application des conditions aux limites sur 

les frontières et la formulation de leurs modèles numériques (notamment la méthode des 

éléments finis). Tout ça influe directement sur le taux de calcul et l’efficacité de la théorie 

choisie. 
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Ferreira et al. (2005), ont utilisé les fonctions à base radiales multi quadriques par 

collocation pour analyser la flexion statique d’une plaque FG simplement appuyée, en utilisant 

une théorie de déformation de cisaillement du troisième ordre. Les résultats obtenus sont en bon 

concordance avec ceux obtenus par la méthode meshless (sans maillage) alternative. 

Une solution analytique de la réponse statique des plaques et des coques à double courbure 

FG, est présentée par Oktem et al. (2012) sur la base d'une théorie de déformation de 

cisaillement d'ordre supérieur (HSDT), l’objectif de cette investigation était la comparaison entre 

les modèles homogène (isotrope) et orthotropique des plaque FGM, le modèle analytique a été 

valider par la confrontation des résultats issus analytiquement  à ceux obtenus via une simulation 

par éléments finis en utilisant le logiciel ANSYS. Taj et al. (2013) ont utilisé la théorie de la 

déformation de cisaillement du troisième ordre pour formuler des éléments finis iso-

paramétriques de type Lagrangienne de forme rectangulaire de sept degré de liberté par nœud 

assurant une continuité C
0
. Ces éléments sont employés pour l’analyse thermo-élastique des 

plaques FG.
 

Plusieurs auteurs ont exploité la théorie raffinée d’ordre supérieur (RPT) développée par 

Shimpi (2002) et l’étendue pour étudier les plaques FGM. Tounsi et al. (2013), Houari et al. 

(2011), Taibi et al. (2015),  Bouderba et al. (2013), ont étudié le comportement des plaques 

sandwiches FGM en utilisant la RPT, présentant des améliorations considérables dans la fonction 

de cisaillement. Meiche et al. (2011), hadji et al. (2011), ont étudié le problème des vibrations 

libres des plaques sandwiches en FGM, à l’aide d’une formulation mathématique basé sur la 

RPT, tout en utilisant des fonctions de gauchissements différents. Meziane et al. (2014) ont fait 

une comparaison entre deux modèles des fonctions de cisaillement sinusoïdale et polynomiale 

pour les vibrations libres des plaques FGM reposant sur fondations élastiques avec différentes 

conditions aux limites, Benachour et al. (2011) ont étudié les vibrations libres des plaques FGM 

en utilisant la même théorie avec la méthode de Ritz pour présenter les différentes conditions 

d’appuis. Thai et al. (2011) ont utilisé la RPT pour étudié les vibrations libres et la flexion 

statique des plaques FG reposant sur fondations élastiques, les différentes conditions aux limites 

ont été considérées en appliquant l’approche de levy. 

Bourada et al. (2012), (2015), ont utilisé la RPT pour obtenir la température critique de 

flambement des plaques sandwiches en FGM, l’effet de  différentes conditions d’appuis a été 

également étudié. Bousahla et al. (2016) ont utilisé cette théorie pour analyser le flambement 

thermique d'une nouvelle classe des plaques rectangulaires FGM. Bouidjra et al. (2013) ont 

étudié l’influence de la position de l’axe neutre des plaques FGM reposant où non sur fondations 
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élastiques de type Pasternak sur la température critique de flambement. Bouazza et al. (2016) ont 

abordé le même problème pour les plaques FGM reposant sur fondations élastiques en 

considérant l’effet d’échèle. Bouazza et al. (2017) ont utilisé la RPT pour étudier le flambement 

des plaques FGM sous un chargement mécanique transversal. 

Abdeaziz et al. (2011), Merdaci et al. (2011), ont dérivé des solutions analytique basé sur la 

RPT en utilisant l’approche de Navier comme méthode de résolution des équations de 

mouvements pour la flexion statique des plaques sandwiches FG. En se basant sur la RPT, 

Ameur et al. (2011) ont étudié la flexion statique des plaques FG à l’aide des fonctions: 

trigonométriques, polynomiales, respectivement. Le même problème a été étudié par Daouadji et 

al. (2012) en utilisant une fonction de cisaillement hyperbolique. L’effet de la position de l’axe 

neutre a été étudié par Said et al. (2014) sur la flexion statique des plaques FGM reposant sur 

fondations élastiques. 

En utilisant la même théorie, Beldjelili et al. (2016) ont étudié la flexion hygro-thermo-

mécanique des plaques S-FGM reposant sur fondations élastiques. En utilisant cette théorie, Zidi 

et al. (2014) ont étudié le comportement de flexion hygro-thermo-mécanique des plaques FGM 

reposant sur fondations élastiques en utilisant une fonction polynomiale de cisaillement. Encore 

une fois, Attia et al. (2015) ont étudié la vibration libre des plaques FG avec des caractéristiques 

mécaniques dépendent de la température à l’aide d’une formulation basée sur cette nouvelle 

théorie. 

La RPT a été adapté pour les poutres FGM par plusieurs auteurs citant par exemple: Khelifa 

et al. (2015),  Boukhelf et al. (2017), Larbi et al. (2013) ont étudié l’effet  de la position de l’axe 

neutre sur la réponse des poutres FGM sous chargement transversal, Bachiri et al. (2018)  ont 

étudié l’effet de la porosité sur les vibrations libres et la flexion statique des poutres FG reposant 

sur fondations élastique. Thai et al. (2012) ont étudié les vibrations libres et la flexion des 

poutres FG, où ils ont fait des comparaisons des résultats obtenus par la RPT avec ceux obtenus 

en utilisant d’autres theoriés. Un élément fini quadrilatéral à quatre nœuds à l'aide des fonctions 

d'interpolation lagrangienne et hermitienne, et baser sur la cinématique de la RPT a été 

développé par Thai et Choi (2013-c) pour le problème des vibrations libres et la flexion des 

plaques FG en considérant différentes conditions aux limites. 

Nguyen et al. (2016) ont étudié le comportement thermodynamique non linéaire des plaques 

et coques FG épaisses en utilisant la théorie du troisième ordre (TSDT), la plaque FGM est 

supposée reposer sur fondations élastiques et soumise à des charges thermiques et 

d'amortissement, les auteurs ont utilisé la fonction des contraintes et l’hypothèse de Volmir avec 
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les méthodes de Runge–Kutta de quatrième ordre et de Galerkin pour résoudre les équations de 

mouvements.  

III.3 Les travaux basés sur le modèle tridimensionnel (Élasticité 3D) 

Plusieurs auteurs ont été, en outre, consacrés leurs recherches en particulier pour donner 

des expressions analytiques exactes, bien qu'elles sont éventuellement approximées pour 

résoudre de façon récurrente les problèmes traités. Vel et Batra (2004) ont présenté des solutions 

exactes pour l’analyse vibratoire libres et forcées des plaques FGM simplement appuyées, en 

utilisant la méthode des séries de puissance. Des solutions précises pour les fréquences 

naturelles, les déplacements et les contraintes sont comparés à celles prédites par les modèles 

ESL. Vel (2010) a étendu le travail précédent (2004) pour les coques FG. 

Zankour  (2006) a étudié des plaques en FGM épaisses basant sur les solutions de 

l’élasticité tridimensionnelle avec une variation exponentielle de propriétés matérielles à travers 

l’épaisseur (le modèle exponentiel). Uymaz et Aydogdu (2007) ont proposé une solution 

approchée par une série des études en utilisant les polynômes de Chebyshev et la méthode de 

Ritz, mêmes problèmes ont été traités par Li et al. (2008) qui introduisent la méthode de Ritz 

comme une stratégie de résolution. Huang et al. (2008).  Amini et al. (2009) ont donné des 

solutions tridimensionnelles exactes dans le cas des vibrations libres des plaques en FGM, 

Malekzadeh (2009-a) a adopté une solution semi-analytique basée sur la méthode des 

quadratures différentielles (QDM), et la solution des séries pour obtenir des solutions semi-

analytiques pour la fréquence naturelle des plaques de type Levy.  

Lu et al. (2009) ont adopté la méthode de l’état de l’espace pour dériver des solutions 

exactes pour la fréquence naturelle des plaques simplement appuyées. La DQM a également été 

adoptée par Malekzadeh et al. (2009-b) pour étudier la réponse de la vibration libre 3D des 

plaques annulaires FG en tenant comptent de l'effet des ambiances thermiques. Une solution 

d’élasticité tridimensionnelle pour les plaques FG simplement appuyées, soumise à une charge 

transversale est développé par Kashtalyan (2004). Les caractéristiques mécaniques de la plaque 

sont supposés varie selon la loi exponentielle à travers l’épaisseur, la solution générale de 

Plevako a été utiliser pour résoudre les équations de mouvement. Le même auteur en (2009) a 

présenté une solution 3D pour l’analyse des plaques sandwiches avec noyau FG et soumis à une 

charge transversale.  Les solutions 3D exactes de la vibration libre des plaques rectangulaires FG 

avec des conditions aux limites générales ont également été fournies par Jin et al. (2014) en 

utilisant la méthode de Rayleigh Ritz. 
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III.4 Les travaux basés sur le modèle quasi-3D 

De nombreux travaux basant sur la théorie d’ordre supérieur et de déformation normale ont 

été proposés dans les littératures Matsunaga (2009), Talha et singh (2010), Reddy (2011), ces 

théories sont lourdes et coûteuses, néanmoins, elles génèrent un nombre important des inconnus. 

Talha et Singh (2010) ont proposé une cinématique d’ordre supérieur et de déformation normale 

avec onze variables, ils présentent des résultats en analyse statique et vibrations libres en utilisant 

la résolution par éléments finis, l’élément fini proposé est de 117 degrés de liberté, ça impose 

une difficulté d’implantation numérique et un taux de calcul trop élevé. Jha et al. (2013) ont 

étudié le comportement statique et dynamique des plaques FGM avec un élément fini basé sur 

une cinématique d’ordre supérieur de douze variables de déplacement, cette approche donne des 

résultats très satisfaisants par rapport à ceux fournis par l’élasticité 3D, mais l’inconvénient est 

toujours dans le taux très élevé de calcul. Reddy (2011) présente une formulation théorique d’un 

modèle avec onze variables en analyse non linéaire ; la résolution d’un problème non linaire avec 

un nombre des inconnus élevé nécessite un large système des équations qui conduite aux 

difficultés de résolution. 

Neves et al. (2012-a), (2012-b), (2013) ont traité des problèmes des plaques FGM en analyse 

statique et vibrations libres, le modèle choisi est basé sur la formulation unifiée de Carrera avec 

neuf inconnus avec une résolution numérique basée sur les fonctions d’approximations radiales 

basiques. Cependant, les conditions aux limites sur les bords sont difficiles à satisfaire. 

Certaines approches connues comme les théories Quasi-tridimensionnelles sont développées par 

Zenkour (2007), Mantari et Guedes (2012), Mantari et Guedes (2013), elles introduisent six 

inconnus, elles sont encore plus compliquées que la théorie de premier ordre.  

Ainsi qu’il y a un cadre de développer une théorie d’ordre supérieur et de déformation normale 

précise, laquelle est relativement simple à employer et en même temps retienne des 

caractéristiques physiques importantes. Bessaim et al. (2013), Belabed et al. (2014), fekrar et al. 

(2014), Hebali et al. (2014), ont élargi cette théorie pour étudier les problèmes de flexion et 

vibrations libres des plaques sandwiches en FGM, effet de la position de l’axe neutre sur la 

flexion des plaques FGM, la flexion thermomécanique et le flambement thermique des plaques 

FGM. Benahmed et al. (2017) a utilisé cette nouvelle théorie quasi-3D pour expliquer les 

interactions mécaniques des plaques souples avec différentes distributions des propriétés 

matérielles. La vibration libre de sandwich avec une feuille de face FGM et un noyau FGM ainsi 

qu'un sandwich avec une feuille de face homogène et un noyau FGM a été analysée à l’aide de 

cette nouvelle théorie de plaque quasi-3D par Bennoun et al. (2016). 
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Mantari (2015) a développé une nouvelle théorie quasi 3D basé sur la cinématique unifiée 

de Carrera (CUF),   les fonctions de forme de cisaillement ont été exprimées de la sorte à prendre 

en compte les idées de base tirées du document de Zenkour (2013-c). Le modèle mathématique a 

contenu des paramètres correcteurs qui ont été sélectionnée pour fournir des résultats précis des 

contraintes et déplacements moyen. Mahmoudi et al. (2017) ont utilisé cette nouvelle théorie 

quasi 3D en utilisant une autre fonction de déformation de cisaillement appropriée dans le cas du 

comportement thermomécanique de différents types des plaques sandwiches FGM, le modèle de 

Voigt a été adopté pour décrire les caractéristiques mécaniques des plaques sandwiches en FGM.   

Abualnour et al. (2018) ont présentés une nouvelle théorie de déformation de cisaillement en 

tenant compte l’effet d’étirement (stretching effect) pour l’analyse des vibrations libres des 

plaques FGM simplement appuyées.  Le comportement dynamique et statique des nano-poutres 

en FGM sont investigués par Bouafia et al. (2017) en utilisant une théorie non-locale quasi-3D 

dans laquelle les effets de déformation de cisaillement et d'étirement d'épaisseur sont introduits. 

Sekkal et al. (2017-b) ont réalisé une étude numérique détaillée pour examiner le flambement et 

les vibrations libres des plaques FGM en utilisant une nouvelle théorie quasi-3D HSDT, 

l’inconvénient de cette théorie était le choix du facteur de correction pour la fonction de 

cisaillement  𝑔(𝑧). Les études comparatives et de validation montrent que les théories avec 

moins d'inconnues peuvent atteindre la même précision du HSDT conventionnel qui a plus de 

variables inconnues. 

Akavci et tanrikulu (2015) ont développé une théorie hyperbolique de déformation de 

cisaillement et déformation normale (quasi 3D) pour étudier le comportement statique et 

dynamique des plaques fonctionnellement graduées. Les propriétés mécaniques ont été 

formulées par trois différentes distributions à travers l’épaisseur: loi de puissance, Mori-Tanaka, 

loi exponentielle. La solution de Navier a été choisie comme méthode de résolution des 

équations de mouvement. 

Une théorie trigonométrique d’ordre élevée et de déformation normale (quasi 3D) a été 

développée par Zencour (2013-c), (2013-d), le problème de la flexion sous chargement 

transversale uniforme représenté par les doubles sériés de Fourier a été étudié pour les plaques 

FG (2013-c) et les plaques sandwiches FG (2013-d). Cette théorie contient quatre variables 

inconnus, ce qu’elle fait rendre bénéfique en terme de temps de calcul par rapport aux autres 

théories quasi 3D.  

Un modèle sinusoïdal raffiné (SPT) de Touratier tenant compte de la déformation normale 

transversale a été mis au point pour l'analyse thermo-élastique des plaques FG par Xiaohui et 
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Zhen 2018. Contraire aux autres modèles, les déformations thermiques dans l'épaisseur et dans le 

plan dues aux charges thermiques sont introduites dans le champ de déplacement du modèle SPT 

et par conséquence influencer la précision des contraintes axiales et de cisaillement dans le plan 

de la plaque.  

Plus récent, Shantaram et Atteshamuddin (2019) ont étudie le comportement statique des 

plaques FG sous chargement mécanique en utilisant un nouveau modèle quasi 3D. La théorie est 

appelée théorie du cisaillement du cinquième ordre et de déformation normale (FOSNDT). Les 

propriétés du matériau sont considérés varient dans le sens de l’épaisseur en utilisant la loi de 

puissance. Dans cette théorie, les composantes de déplacement axial et transversal impliquent 

respectivement des fonctions de forme du cinquième et du quatrième ordre pour évaluer les 

déformations de cisaillement et les déformations normales et par conséquent la théorie a 

comporte neuf inconnues. Les solutions analytiques sont obtenues en mettant en œuvre les 

doubles séries de Fourier.  
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III.5 Conclusion 

Dans ce chapitre à caractère bibliographique, on peut relever quelques aspects importants 

pour l’étude du comportement des plaques FGM sous différent chargements et conditions aux 

limites. L’adaptation de différentes théories : classiques, de premier ordre et d’ordre élevé sur les 

plaques FGM a été avec succès. Néanmoins, le domaine scientifique des plaques FGM manque 

d'études expérimentales, ce qui peut aider à une comparaison appréciable avec les résultats des 

formulations mathématiques, y compris les résultats des théories des plaques. Cependant, des 

points importants restent à citer et ils sont résumés ci-après:  

 Parmi les différentes théories de plaques comme CPT, FSDT, TSDT, HSDT, employées 

pour l'analyse des plaques FG, les FSDT et HSDT ont été largement utilisées. Certaines 

modifications ont également été incorporées dans FSDT et HSDT par les recherches de 

temps en temps pour obtenir le résultat précis dans le domaine en temps réel. 

 Les solutions analytiques 3D pour les plaques en FGM sont très utiles car ils fournissent 

des résultats de référence pour évaluer la précision des divers théories 2D des plaques et 

formulations éléments finis, mais leurs méthodes de résolution impliquent des 

complexités mathématiques et sont très difficile et fastidieux à résoudre. 

 Dans la plupart des théories 2D développées pour prédire la réponse des plaques FGM,  

l’effet de la déformation de cisaillement transversal a été pris en compte, et celle 

envisagent de prendre en compte l’effet à la fois de cisaillement transversal et la 

déformation normale (Thickness stretching effect) surnommée plus tard les théories 

quasi-3D. 

 Après avoir examiné une grande partie de la recherche sur les FGM disponible dans la 

littérature, il est évident que la quasi-totalité de la recherche a été menée purement 

analytique ou de la simulation numérique. 

 Utilisation de l'amélioration des modèles théoriques 2D qui semblent fournir une 

précision aussi bonne que les modèles 3D devraient être poursuivis dans l'intérêt du coût 

de calcul et des analyses efficaces. 

 Les études traitent le comportement thermodynamique des plaques FG sont très rares 

dans la littérature, malgré l’importance de ce problème dans le contexte de conception 

des plaques FG vis à vis un environnement thermique. 
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IV.1 Introduction   

Nous présentons dans ce chapitre, une nouvelle théorie d’ordre supérieur avec uniquement 

quatre inconnus, pour l’analyse de comportement thermodynamique des plaques en matériaux à 

gradient de propriétés. Cette théorie a une forte similitude avec la théorie classique des plaques  

dans de nombreux aspects, n’exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une 

description parabolique de la contrainte de cisaillement transversale dans l’épaisseur qui est 

beaucoup plus proche de la réalité dans le cas des structures plaques tout en remplissant la 

condition des contraintes de cisaillement nulles sur les bords libres .  

Cette théorie sera exploitée pour l’étude du problème thermodynamique des plaques 

épaisses en matériaux à gradient de propriétés sur fondation élastique. Il est à signalé que les 

études littéraires traitant ce cas du problème sont vraiment très rares, comme nous l'avons 

expliqué dans le chapitre précédent consacré aux travaux antérieur. 

IV.2 Modèles de fondations 

Les plaques reposant sur les fondations élastiques présentent des problèmes techniques très 

courant dans le génie civil. Toutes les charges de la structure doivent être transférées au sol, et 

l’ensemble structure et sol doivent agir ensemble pour supporter les charges. Le développement 

des modèles plus réalistes de fondation et des méthodes simplifiées pour résoudre ce problème 

complexe d’interaction sol-structure est très important pour arriver à des conceptions sures et 

économiques. Le modèle le plus simple de la fondation élastique est celui de Winkler, qui 

considère la fondation comme une série de ressorts séparés sans effets d’accouplement entre l'un 

et l'autre, ayant comme inconvénient une flèche discontinue sur la surface d’interaction de la 

plaque. 

IV.2.1 Model de Winkler. 

Il consiste à substituer le sol par une infinité de ressorts élastiques juxtaposés et de même 

constante de raideur. Cette constante kw, caractérise le sol: elle exprime la proportionnalité entre 

la contrainte verticale appliquée et le tassement, et est appelée module de réaction du sol. 

Cette méthode simplificatrice permet une bonne approximation des déformées d’une poutre 

posée sur le sol ou d’un radier. Cependant, il est important d’insister sur le mot approximation. 

En effet, le principe de calcul proposé par Winkler néglige d’une part, l’interaction inévitable de 

deux ressorts juxtaposés (l’effet de Poisson du sol) et d’autre part, la zone externe à la fondation 

qui influence le tassement global (Sofiyev 2012). Selon Winkler (1867), seule la zone située sous 

le radier se tasse comme indiqué sur la figure suivante. 



Chapitre IV : Comportement thermodynamique des plaques FG sur fondations élastique 

 

 

46 
2019/2020 

 

Figure IV.1 : Approximation Winkler 

Ceci a été amélioré plus tard par Pasternak (1954) qui a tenu compte des interactions entre les 

ressorts séparés dans le modèle de Winkler en présentant un nouveau paramètre. Dès lors, le 

modèle de Pasternak était largement employé pour décrire le comportement mécanique des 

interactions (structures-bases). (Benyoucef et al. 2010, Meksi et al. 2015, Bodaghi et Saidi 2011, 

Kiani et al. 2011, Morimoto et Tanigawa 2007, Huang 2008). 

IV.2.2 Model de Pasternak 

Le modèle de Pasternak qui consiste à introduire un certain degré d’interaction entre les ressorts 

adjacents du massif de Winkler. Cette interaction est assurée par l’intermédiaire d’un coefficient 

de rigidité tangentielle 𝒌𝒑 du sol en plus de la rigidité normale (ou de Winkler) 𝒌𝒘 (Foroughi et 

Azhari 2014), Deux différences essentielles sont observées entre le modèle de Winkler et celui 

de Pasternak. Un tassement uniforme du terrain est observé sous le bâti et aucun déplacement en 

dehors de la zone de chargement dans le cas de Winkler, alors qu’une continuité de déplacement 

du terrain sous et hors du bâti est bien notée dans le cas du modèle de Pasternak. 

𝑓𝑒 = 𝑘𝑤𝑤 − 𝑘𝑝∇
2𝑤 (IV.1) 

Avec : 𝒇𝒆 [N/m] la charge linéique s’appliquant sur le radier, 𝑘𝑝  le module de cisaillement du sol 

dans le plan horizontal [N/m], 𝒌𝒘 le module de réaction du sol [Pa/m] et 𝒘 la déformée du 

terrain. 

IV.3 Formulation théorique de la présente théorie 

Considérons une plaque rectangulaire en matériau composite avancé (FGM) d’une longueur, 

largeur et épaisseur égales à (𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 ), respectivement.  
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Figure IV.2 Plaque FGM reposant sur une fondation élastique,  a) Modèle Winkler, b) 

Modèle Pasternak 

La plaque repose sur une base élastique de type Winkler-Pasternak avec une rigidité de 

Winkler 𝑘𝑤  et une rigidité de cisaillement de Pasternak 𝑘𝑝 , Selon la figure IV.2 indiquée ci-

dessus.  

Le système global de coordonnées cartésiennes est choisi est représenté sur la figure IV.2. Par 

conséquent, le domaine de la plaque est défini comme : 0 x a, 0 y b et h/ 2 z h /2. 

IV.3.1 Propriétés des matériaux 

Les FGM sont des matériaux composites avancés constitués généralement par la céramique 

et le métal. Il y’a quelque modèles micromécaniques dans la littérature qui expriment la variation 

des propriétés matérielles dans les FGM. Dans ce qui suit, nous allons retenir la loi suivante qui 

décrit la variation des propriétés mécaniques à travers l’épaisseur  Zenkour et Sobhi (2013) : 

𝑃 𝑧 = 𝑃𝑚𝑒
𝛽(

𝑧


+

1

2
)𝑘  

(IV.2) 

𝛽 = ln(
𝑃𝑐
𝑃𝑚

) 

FG plate 

FG plate 
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Où  P est la propriété matérielle effective de la plaque en FGM,  Pc et Pm sont les propriétés des 

faces supérieures et inferieures de la plaque FGM. Notant que Pm et Pc sont respectivement les 

propriétés correspondant au métal et à la céramique de la plaque FGM. Et k est un paramètre de 

matériau qui donne le profil de variation du matériau à travers l’épaisseur de la plaque, qui prend 

des valeurs supérieures ou égales à zéro. 

IV.3.2 Théorie de déformation de cisaillement hyperbolique des plaques FG 

Contrairement à la théorie de déformation de cisaillement conventionnelle (Zenkour et 

Sobhi 2013), le nombre d’inconnus de la présente théorie est seulement quatre (04). En plus, 

cette théorie ne nécessite pas un coefficient de correction de cisaillement est satisfait la condition 

de contraintes de cisaillement nulles aux bords de la plaque. 

IV.3.2.1 Hypothèses de la présente théorie  

Les hypothèses retenues pour la présente théorie s’énoncent comme suit : 

 Les déplacements sont petits par rapport à l’épaisseur de la plaque, par conséquent, les 

contraintes générées sont infinitésimales ; 

 La contrainte normale transversale 𝜍𝑧  est négligeable en comparaison avec les 

contraintes en plan 𝜍𝑥  et 𝜍𝑦 . 

 Les déplacements « u » et « v » dans les directions x et y respectivement consistent en 

composantes d’extension, de flexion et de cisaillement. 

𝑈 = 𝑢0 + 𝑢𝑏 + 𝑢𝑠  
  (IV.3) 

𝑉 = 𝑣0 + 𝑣𝑏 + 𝑣𝑠  

Les composantes de flexion 𝒖𝒃 et 𝒗𝒃 sont supposées être similaires à celles données par la 

théorie classique des plaques. Ainsi, les expressions de 𝒖𝒃 et 𝒗𝒃 sont données par : 

𝑢𝑏 = −𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
 

(IV.4) 

𝑣𝑏 = −𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
 

 Les troisièmes composantes sont celles de cisaillement  𝒖𝒔 et 𝒗𝒔, elles donnent lieu, en avec 

∅𝒙, ∅𝒚 qu’ils sont les rotations de le section transversale autour les axes 𝒀𝒀′ et 𝑿𝑿′ 

respectivement, à une variation parabolique de déformation de cisaillement 𝜸𝒙𝒛 et 𝜸𝒚𝒛, et donc à 

une variation parabolique des contraintes de cisaillement 𝝉𝒙𝒛, 𝝉𝒚𝒛 à travers l’épaisseur de la 
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plaque de telle sorte que les contraintes de cisaillement 𝝉𝒙𝒛, 𝝉𝒚𝒛 sont nulles aux deux facettes 

(supérieure et inférieure ). Les expressions des composantes  𝒖𝒔 et 𝒗𝒔 sont données comme suit : 

𝑢𝑠 = −𝑓(𝑧)∅𝒙 
(IV.5) 

𝑣𝑠 = −𝑓(𝑧)∅𝒚 

La fonction de forme 𝑓(𝑧) (fonction de gauchissement) est donnée par : 

𝑓 𝑧 =
cosh  

𝜋

2
 𝑧 −

𝜋

𝑧
sinh(

𝜋𝑧


)

cosh  
𝜋

2
 − 1

  (IV.6) 

IV.3.2.2 Cinématique et équations constitutives  

𝑢0 , 𝑣0,𝑤0,∅𝑥  et ∅𝑦  Sont les inconnus du problème. 

En considérant que  

∅𝑥 =  𝜃 𝑥,𝑦 𝑑𝑥 et ∅𝑦 =  𝜃 𝑥,𝑦 𝑑𝑦. 

Sur la base des hypothèses données dans la section précédente, le champ de déplacement de la 

présente théorie sinusoïdale d’ordre supérieur peut être obtenu en utilisant les équations (IV.2)-

(IV.5) comme suit : 

𝑢 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢0 𝑥,𝑦, 𝑡 − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝑘1𝑓(𝑧) 𝜃 𝑥, 𝑦, 𝑡 𝑑𝑥 

(IV.7) 𝑣 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑣0 𝑥,𝑦, 𝑡 − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝑘2𝑓(𝑧) 𝜃 𝑥, 𝑦, 𝑡 𝑑𝑦 

𝑤 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

Les intégrales définies dans les équations ci-dessus doivent être résolues par la méthode de 

Navier et le champ de déplacement peut être réécrit comme suit: 

𝑢 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢0 𝑥,𝑦, 𝑡 − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝑘1𝐴

′𝑓(𝑧)
𝜕𝜃

𝜕𝑥
 

(IV.8) 
𝑣 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑣0 𝑥,𝑦, 𝑡 − 𝑧

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝑘2𝐵

′𝑓(𝑧)
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 

𝑤 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑤0(𝑥,𝑦, 𝑡) 

Où les coefficients  A’ et  B’  (définis en fonction du type de solution adoptée), k1 et k2 sont 

exprimés comme suit:  

𝑘1 = 𝜆2, 𝑘2 = 𝜇2 (IV.8.a) 
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𝐴′ = −
1

𝜆2
,  𝐵′ = −

1

𝜇2
 

Avec                           𝜆 =
𝑚𝜋

𝑎
,  𝜇 =

𝑛𝜋

𝑏
 (IV.8.b) 

Le champ des déformations se déduit du champ des déplacements de l’équation, (IV.8), comme 

suit: 

 

휀𝑥
휀𝑦
𝛾𝑥𝑦

 =   

휀𝑥
0

휀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

 + 𝑧  

𝑘𝑥
𝑏

𝑘𝑦
𝑏

𝑘𝑥𝑦
𝑏

 + 𝑓(𝑧)  

𝑘𝑥
𝑠

𝑘𝑦
𝑠

𝑘𝑥𝑦
𝑠
  

  
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑥𝑧

 = 𝑔(𝑧)  
𝛾𝑦𝑧
𝑠

𝛾𝑥𝑧
𝑠    

(IV.9.a) 

Avec 

 

휀𝑥
0

휀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

 =

 
  
 

  
 

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣0

𝜕𝑥  
  
 

  
 

 , 

𝑘𝑥
𝑏

𝑘𝑦
𝑏

𝑘𝑥𝑦
𝑏

 =

 
  
 

  
 −

𝜕2𝑤0

𝜕2𝑥

−
𝜕2𝑤0

𝜕2𝑦

−2
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦 
  
 

  
 

 , 

 

𝑘𝑥
𝑠

𝑘𝑦
𝑠

𝑘𝑥𝑦
𝑠
 =

 
 
 

 
 𝑘1𝐴

′ 𝜕
2𝜃

𝜕2𝑥

𝑘2𝐵
′ 𝜕

2𝜃

𝜕2𝑦

 𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′ 
𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝜕𝑦  
 
 

 
 

 ,  
𝛾𝑦𝑧
𝑠

𝛾𝑥𝑧
𝑠  =  

𝑘2𝐵
′ 𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝑘1𝐴
′  
𝜕𝜃

𝜕𝑥

  

(IV.9.b) 

et 

𝑔′(𝑧) =
𝑑𝑓 (𝑧)

𝑑𝑧
 (IV.10.b) 

 En se limitant à un comportement élastique linéaire, l’expression des contraintes pour une 

plaque isotrope peut être déterminée en écrivant la relation qui existe entre ces dernières et les 

déformations, le champ des contraintes s’écrit donc : 
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𝜍𝑥
𝜍𝑦
𝜏𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧 

 
 

 
 

 = 

 
 
 
 
 
𝑄11 𝑄12 0 0 0
𝑄12 𝑄11 0 0 0

0 0 𝑄44 0 0
0 0 0 𝑄55 0

0 0 0 0 𝑄66  
 
 
 
 

 
 
 

 
 
휀𝑥 − 𝛼(𝑧)𝑇

휀𝑦 − 𝛼(𝑧)𝑇
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧  

 
 

 
 

 (IV.11) 

Où : (𝝈𝒙 , 𝝈𝒚 , 𝝈𝒛 , 𝝉𝒙𝒚, 𝝉𝒚𝒛,𝝉𝒙𝒚 ) et (𝜺𝒙,𝜺𝒚,𝜺𝒛,𝜸𝒙𝒚,𝜸𝒚𝒛,𝜸𝒙𝒚 ) sont les composantes des contraintes 

et des déformations , respectivement. 𝛼 est le coefficient de dilatation thermique, 𝑇 représente la 

distribution de température. 

En utilisant l’équation (IV.11), les coefficients  𝑄𝑖𝑗  de la matrice précédente peuvent s’écrire 

comme suit : 

𝑄11 = 𝑄22 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
 (IV.12.a) 

𝑄12 =
𝜈𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
 (IV.12.b) 

𝑄44 = 𝑄55 = 𝑄66 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
 (IV.12.c) 

IV.3.2.3 Équations  gouvernantes  

En vue d’établir de façon systématique l’ensemble des équations d’équilibre et de 

mouvement, ainsi que les conditions aux limites de la plaque FGM, le principe énergétique 

d’Hamilton est utilisé. Le principe d’Hamilton est donné par sa forme analytique comme suit, 

Moya et al. (1992):  

0 =    𝛿𝑈 + 𝛿𝑈𝐹 − 𝛿𝐾 𝑑𝑡  

𝑇

0

 (IV.13) 

𝜹𝑼 est la variation de l’énergie de déformation ; δ𝑼𝑭 est la variation de l’énergie potentielle de 

fondations; 𝜹𝑲 est la variation de l’énergie cinétique. 

La variation de l’énergie de déformation  da la plaque FGM est calculée par :  

𝜹𝑼 =    𝜍𝑥δ 휀𝑥 + 𝜍𝑦δ 휀𝑦 + 𝜍𝑧δ 휀𝑧 + 𝜏𝑥𝑦δ 𝛾𝑥𝑦 + 𝜏𝑦𝑧δ 𝛾𝑦𝑧 + 𝜏𝑥𝑧δ 𝛾𝑥𝑧  

 

𝑉

𝑑𝑉 (IV.14) 

En substituant les équations (IV.9) et (IV.11) dans (IV.14), puis en intégrant suivant la direction 

de l’épaisseur, la variation de l’énergie de déformation devient :  
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𝜹𝑼 =   𝑁𝑥
𝜕𝛿𝑢0

𝜕𝑥
− 𝑀𝑥

𝑏
𝜕2𝛿𝑤0

𝜕𝑥2
+ 𝑘1𝐴

′𝑀𝑥
𝑠
𝜕2𝛿𝜃

𝜕𝑥2
+ 𝑁𝑦

𝜕𝛿𝑣0

𝜕𝑦

 

𝐴

−𝑀𝑦
𝑏
𝜕2𝛿𝑤0

𝜕𝑦2
+ 𝑘2𝐵

′𝑀𝑦
𝑠
𝜕2𝛿𝜃

𝜕𝑦2
+ 𝑁𝑥𝑦  

𝜕𝛿𝑢0

𝜕𝑦
+
𝜕𝛿𝑣0

𝜕𝑥
 

− 2𝑀𝑥𝑦
𝑏
𝜕2𝛿𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
+  𝑘1𝐴

′ + 𝑘2𝐵
′ 𝑀𝑥𝑦

𝑠
𝜕2𝛿𝜃

𝜕𝑥𝜕𝑦

+ 𝑘1𝐴
′𝑆𝑥𝑧

𝑠
𝜕𝛿𝜃

𝜕𝑥
+ 𝑘2𝐵

′𝑆𝑦𝑧
𝑠
𝜕𝛿𝜃

𝜕𝑦
 𝑑𝐴 

  (IV.15) 

 Où A est la surface en plan (x,y) de la plaque et les résultantes des contraintes N ,M , et S sont 

définies par : 

 

𝑁𝑥 ,

𝑀𝑥
𝑏 ,

𝑀𝑥
𝑠 ,

𝑁𝑦 ,

𝑀𝑦
𝑏 ,

𝑀𝑦
𝑠 ,

𝑁𝑥𝑦

𝑀𝑥𝑦
𝑏

𝑀𝑥𝑦
𝑠

 =  (𝜍𝑥 ,𝜍𝑦 , 𝜏𝑥𝑦 )  
1
𝑧

𝑓(𝑧)
 𝑑𝑧

/2

−/2

 (IV.16.a) 

 

 𝑆𝑥𝑧
𝑠 ,𝑆𝑦𝑧

𝑠  =   𝜏𝑥𝑧 , 𝜏𝑦𝑧  𝑔 𝑧 𝑑𝑧

/2

−/2

 (IV.16.b) 

En utilisant les équations  IV. 9 ,  IV. 11 dans l′équation (IV. 16), les efforts résultants peuvent 

être formulés de la manière suivante :  

 
𝑁
𝑀𝑏

𝑀𝑠
 =  

𝐴
𝐵
𝐵𝑠

𝐵
𝐷
𝐷𝑠

𝐵𝑠

𝐷𝑠

𝐻𝑠
  

휀
𝑘𝑏

𝑘𝑠
 +  

𝑁𝑇

𝑀𝑏𝑇

𝑀𝑠𝑇

 , S= 𝐴𝑠𝛾 (IV.17) 

𝑁 =  𝑁𝑥 ,𝑁𝑦 , 𝑁𝑥𝑦  
𝑡
,𝑀𝑏 =   𝑀𝑥

𝑏 ,𝑀𝑦
𝑏 , 𝑀𝑥𝑦

𝑏  
𝑡
 ,   𝑀𝑠 =  𝑀𝑥

𝑠 ,𝑀𝑦
𝑠 , 𝑀𝑥𝑦

𝑠  
𝑡
 (IV.18.a) 

𝑁𝑇 =  𝑁𝑥
𝑇 ,𝑁𝑦

𝑇 , 0 
𝑡
,𝑀𝑏𝑇 =   𝑀𝑥

𝑏𝑇 ,𝑀𝑦
𝑏𝑇 , 0 

𝑡
 , 𝑀𝑠𝑇 =   𝑀𝑥

𝑠𝑇 ,𝑀𝑦
𝑠𝑇 ,

  0𝑡 
(IV.18.b) 

휀 =  휀𝑥
0, 휀𝑦

0 , 𝛾𝑥𝑦
0  

𝑡
,  𝑘𝑏 =   𝑘𝑥

𝑏 ,𝑘𝑦
𝑏 , 𝑘𝑥𝑦

𝑏  
𝑡
 ,   𝑘𝑠 =   𝑘𝑥

𝑠 ,𝑘𝑦
𝑠 , 𝑘𝑥𝑦

𝑠  
𝑡
 (IV.18.c) 

𝑨 =  

𝐴11 𝐴12 0
𝐴12 𝐴22 0

0 0 𝐴66

 , 𝑩 =  

𝐵11 𝐵12 0
𝐵12 𝐵22 0

0 0 𝐵66

 ,𝑫 =  

𝐷11 𝐷12 0
𝐷12 𝐷22 0

0 0 𝐷66

 ,    (IV.18.d) 

𝑩𝒔 =  

𝐵11
𝑠 𝐵12

𝑠 0

𝐵12
𝑠 𝐵22

𝑠 0

0 0 𝐵66
𝑠
 , 𝑫𝒔 =  

𝐷11
𝑠 𝐷12

𝑠 0

𝐷12
𝑠 𝐷22

𝑠 0

0 0 𝐷66
𝑠
 ,𝑯𝒔 = (IV.18.e) 
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𝐻11
𝑠 𝐻12

𝑠 0

𝐻12
𝑠 𝐻22

𝑠 0

0 0 𝐻66
𝑠
 ,   

 

𝑆 =  𝑆𝑦𝑧
𝑠  ,𝑆𝑥𝑧

𝑠
 
𝑡
,𝛾 =  𝛾𝑦𝑧,𝛾𝑥𝑧 

𝑡
,𝐴𝑠 =  𝐴44

𝑠

0

0
𝐴55
𝑠   (IV.18.f) 

Où 𝑨𝒊𝒋 ,𝑩𝒊𝒋 , etc ., représentent les coefficients de rigidité de la plaque FGM et sont données par : 

 
𝐴11

𝐴12

𝐴66

𝐵11

𝐵12

𝐵66

𝐷11

𝐷12

𝐷66

𝐵11
𝑆

𝐵12
𝑆

𝐵66
𝑆

𝐷11
𝑆

𝐷12
𝑆

𝐷66
𝑆

𝐻11
𝑆

𝐻12
𝑆

𝐻66
𝑆

 

=  𝑄11 1, 𝑧, 𝑧2 ,𝑓 𝑧 , 𝑧𝑓 𝑧 ,𝑓2(𝑧)  

1
𝜈

1 − 𝜈

2

 𝑑𝑧
/2

−/2

 

(IV.19.a) 

et 

 𝐴22,𝐷22,𝐵22
𝑠 ,𝐷22

𝑠 ,𝐻22
𝑠
 =  𝐴11,𝐷11,𝐵11

𝑠 ,𝐷11
𝑠 ,𝐻11

𝑠
    (IV.19.b) 

𝐴44
𝑠 = 𝐴55

𝑠  
𝐸 𝑧 

2(𝜈 + 1)

/2

−/2

 𝑔(𝑧) 2𝑑𝑧

 

(IV.19.c) 

 Les efforts et les moments résultants dus à la charge thermique prennent la forme suivante : 

 

𝑁𝑥
𝑇

𝑀𝑥
𝑏𝑇

𝑀𝑥
𝑠𝑇

 =  
𝐸 𝑧 

𝜈 − 1

/2

−/2

𝛼 𝑧 𝑇  
1
𝑧

𝑓(𝑧)
  𝑑𝑧 (IV.20) 

Notant que : 𝑁𝑦
𝑇 = 𝑁𝑥

𝑇  , 𝑀𝑦
𝑏𝑇 = 𝑀𝑥

𝑏𝑇  et 𝑀𝑦
𝑠𝑇 = 𝑀𝑥

𝑠𝑇 . 

La variation de l’énergie potentielle de la fondation est donnée par : 

𝜹𝑼𝑭 =  − 𝑓𝑒𝛿𝑤
 

𝐴

𝑑𝐴 (IV.21) 

Avec 𝑓𝑒  est la réaction de la fondation appliquée à la plaque. Pour une fondation de type 

Pasternak, cette réaction est exprimée sous la forme suivante : 

𝑓𝑒 = 𝑘𝑤𝑤 − 𝑘𝑝∇
2𝑤 (IV.22) 

Si la fondation est modélisée selon Winkler, le coefficient 𝑘𝑝  dans l’équation (IV.22) vaut alors 

Zero.   
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La variation de l’énergie cinétique de la plaque est donnée par : 

𝜹𝑲 =     𝑢 𝛿𝑢 + 𝑣 𝛿𝑣 +  𝑤 𝛿𝑤  𝜌 𝑧  

 

𝑉

𝑑𝑉      (IV.23) 

En substituant les déplacements 𝑢, 𝑣,𝑤 par leurs expressions respectives (équation IV.7), on peut 

écrire alors:  

𝜹𝑲 =       𝑢 0 − 𝑧
𝜕𝑤 𝑏
𝜕𝑥

+𝐾1𝐴
′𝑓
𝜕𝜃 

𝜕𝑥
  𝛿𝑢 0 − 𝑧

𝜕𝛿𝑤 𝑏
𝜕𝑥

+𝐾1𝐴
′ 𝜕𝛿𝜃 

𝜕𝑥
 

𝑧𝐴

+  𝑣 0 − 𝑧
𝜕𝑤 𝑏
𝜕𝑦

+𝐾2𝐵
′𝑓
𝜕𝜃 

𝜕𝑦
  𝛿𝑣 0 − 𝑧

𝜕𝛿𝑤 𝑏
𝜕𝑦

+𝐾2𝐵
′𝑓
𝜕𝛿𝜃 

𝜕𝑦
 

+  𝑤 0  𝛿𝑤 0   𝜌 𝑧 𝑑𝑧 𝑑𝐴 

(IV.24) 

𝜹𝑲 =     𝑰𝟎 𝑢 0𝛿𝑢 0 + 𝑣 0𝛿𝑣 0 + 𝑤 0𝛿𝑤 0 

𝐴

− 𝑰𝟏  𝑢 0
𝜕𝛿𝑤 0
𝜕𝑥

+ 𝛿𝑢 0
𝜕𝛿𝑤 0
𝜕𝑥

+ 𝑣 0
𝜕𝛿𝑤 0
𝜕𝑦

+ 𝛿𝑣 0
𝜕𝛿𝑤 0
𝜕𝑦

 

+ 𝑱𝟏  𝑘1𝐴
′𝑢 0

𝜕𝛿𝜃 

𝜕𝑥
+ 𝑘1𝐴

′𝛿𝑢 0
𝜕𝜃 

𝜕𝑥
+ 𝑘2𝐵

′𝑣 0
𝜕𝛿𝜃 

𝜕𝑦
+ 𝑘2𝐵

′𝛿𝑣 0
𝜕𝜃 

𝜕𝑦
 

+ 𝑰𝟐  
𝜕𝑤 0
𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤 0
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤 0
𝜕𝑦

𝜕𝛿𝑤 0
𝜕𝑦

 

+ 𝑲𝟐  (𝑘1𝐴
′)2

𝜕𝜃 

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝜃 

𝜕𝑥
+ (𝑘2𝐵

′)2
𝜕𝜃 

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝜃 

𝜕𝑦
 

− 𝑱𝟐  𝑘1𝐴
′
𝜕𝑤 0
𝜕𝑥

𝜕𝛿𝜃 

𝜕𝑥
+ 𝑘1𝐴

′
𝜕𝜃 

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤 0
𝜕𝑥

+ 𝑘2𝐵
′
𝜕𝑤 0
𝜕𝑦

𝜕𝛿𝜃 

𝜕𝑦

+ 𝑘2𝐵
′
𝜕𝜃 

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝑤 0
𝜕𝑦

    𝑑𝐴 

(IV.25) 

 𝝆 𝒛  est la masse volumique donnée par l’équation IV-1 ; et (𝑰𝟎, 𝑰𝟏 ,𝑱𝟏, 𝑰𝟐,𝑱𝟐, 𝑲𝟐) sont les 

moments d’inertie suivant l’épaisseur de différent ordre définis par :  

 𝐼0, 𝐼1, 𝐽1, 𝐼2, 𝐽2,𝐾2 =   1, 𝑧,𝑓 𝑧 , 𝑧2, 𝑧𝑓 𝑧 ,𝑓 𝑧 2 



2

−


2

𝜌 𝑧 𝑑𝑧 (IV.25.b) 

En  En introduisant les expressions de « 𝜹𝑼 », « 𝜹𝑼𝑭 » et  « 𝜹𝑲 » obtenues à partir des 

équations (IV-15), (IV-21) et (IV-25) dans l’équation (IV-13), puis intégrant par parties, et en 
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collectant les termes 𝜹𝒖𝟎, 𝜹𝒗𝟎,𝜹𝒘𝟎,𝜹𝜽 les équations de mouvement de la plaque seront 

obtenues comme suit : 

𝜹𝒖𝟎 : 
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
=  𝐼0𝑢 0 − 𝐼1

𝜕𝑤 0
𝜕𝑥

+ 𝑘1𝐴
′ 𝐽1

𝜕𝜃 

𝜕𝑥
 

𝜹𝒗𝟎 : 
𝜕𝑁𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
=  𝐼0𝑣 0 − 𝐼1

𝜕𝑤 0
𝜕𝑦

+ 𝑘2𝐵
′ 𝐽1

𝜕𝜃 

𝜕𝑦
 

𝜹𝒘𝟎 : 
𝜕2𝑀𝑥

𝑏

𝜕𝑥2 + 2
𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 

𝜕2𝑀𝑦
𝑏

𝜕𝑦2 + 𝑘𝑤𝑤0 − 𝑘𝑝∇
2𝑤0 =  𝐼0𝑤 0 + 𝐼1  

𝜕𝑢 0
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣 0
𝜕𝑦
 −

𝐼2∇
2𝑤 0 + 𝐽2  𝑘1𝐴

′ 𝜕
2𝜃 

𝜕𝑥 2
+ 𝑘2𝐵

′ 𝜕
2𝜃 

𝜕𝑦 2
  

𝜹𝜽: −𝑘1𝐴
′ 𝜕

2𝑀𝑥
𝑠

𝜕𝑥2 −  𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′
 
𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝑠

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝑘2𝐵

′  
𝜕2𝑀𝑦

𝑠

𝜕𝑦2 + 𝑘1𝐴
′ 𝜕𝑆𝑥𝑧

𝑠

𝜕𝑥
+ 𝑘2𝐵

′ 𝜕𝑆𝑦𝑧
𝑠

𝜕𝑦
=

−𝐽1  
𝜕𝑢 0

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣 0

𝜕𝑦
 + 𝐽2  

𝜕2𝑤 0

𝜕𝑥 2
+ 𝑘2𝐵

′ 𝜕
2𝑤 0

𝜕𝑦 2
 − 𝐾2  (𝑘1𝐴

′)2 𝜕2𝜃 

𝜕𝑥 2
+ (𝑘2𝐵

′)2 𝜕2𝜃 

𝜕𝑦 2
  

(IV.26) 

Substituant l’équation (IV.17) dans l’équation (IV.26), nous obtenons le système d’équation 

d’équilibre et du mouvement en terme des déplacements (𝛿𝑢0 , 𝛿𝑣0, 𝛿𝑤0, 𝛿𝜃)  comme suit : 

 𝐴11 𝑑11 𝑢0 + 𝐴66 𝑑22𝑢0 +  𝐴12 + 𝐴66  𝑑12𝑣0 −  𝐵11 𝑑111 𝑤0 –   𝐵12 +

2𝐵66 𝑑122𝑤0+𝑘1𝐴′𝐵11𝑠𝑑111 𝜃−𝑘2𝐵′ 

𝐵12
𝑠 𝑑122𝜃 +  𝑘1𝐴

′ + 𝑘2𝐵
′ 𝐵66

𝑠 𝑑122𝜃 + 𝑑1𝑁𝑥
𝑇 − 𝐼0𝑢 0 +  𝐼1𝑑1𝑤 0 − 𝑘1𝐴

′ 𝐽1𝑑1𝜃 = 0 

(IV.27.a) 

𝐴22 𝑑22 𝑣0 + 𝐴66 𝑑11𝑣0 +  𝐴12 + 𝐴66  𝑑12𝑢0

−  𝐵22 𝑑222 𝑤0 –   𝐵12 + 2𝐵66  𝑑112𝑤0 + 𝑘2𝐵
′𝐵22

𝑠 𝑑222 𝜃

− 𝑘1𝐴
′ 𝐵12

𝑠 𝑑112𝜃+  𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′ 𝐵66
𝑠 𝑑112𝜃 + 𝑑2𝑁𝑦

𝑇 − 𝐼0𝑣 0

+ 𝐼1𝑑2𝑤 0 − 𝑘2𝐵
′𝐽1𝑑2𝜃 = 0 

(IV.27.b) 

𝐵11𝑑111𝑢0 +  𝐵12 + 2𝐵66  𝑑122𝑢0 + 𝑑112𝑣0 + 𝐵22𝑑222𝑣0 −𝐷11𝑑1111𝑤0

− 2 𝐷12 + 2𝐷66 𝑑1122𝑤0 −𝐷22𝑑2222𝑤0 + 𝑘1𝐴
′𝐷11

𝑠 𝑑1111𝜃

+  𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′  𝐷12
𝑠 + 2𝐷66

𝑠
 𝑑1122𝜃 + 𝑘2𝐵

′𝐷22
𝑠 𝑑2222𝜃 + 𝑑11𝑀𝑥

𝑏𝑇

+ 𝑑22𝑀𝑥
𝑏𝑇 + 𝑘𝑤𝑤0 − 𝑘𝑝𝛻

2𝑤0 − 𝐼0𝑤 0 + 𝐼1 𝑑1𝑢 0 + 𝑑2𝑣 0 + 𝐼2𝛻
2𝑤 0

− 𝐽2  𝑘1𝐴
′𝑑11𝜃 + 𝑘2𝐵

′𝑑22𝜃  = 0 

(IV.27.c) 



Chapitre IV : Comportement thermodynamique des plaques FG sur fondations élastique 

 

 

56 
2019/2020 

−𝑘1𝐴
′𝐵11

𝑠 𝑑111𝑢0 −  𝑘2𝐵
′𝐵12

𝑠 +  𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′
 𝐵66

𝑠
 𝑑122𝑢0

−  𝑘1𝐴
′𝐵12

𝑠 +  𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′
 𝐵66

𝑠
 𝑑112𝑣0 − 𝑘2𝐵

′𝐵22
𝑠 𝑑222𝑣0

+ 𝑘1𝐴
′𝐷11

𝑠 𝑑1111𝑤0 +  𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′  𝐷12
𝑠 + 2𝐷66

𝑠
 𝑑1122𝑤0

+ 𝑘2𝐵
′𝐷22

𝑠 𝑑2222𝑤0 − 𝑘1𝐴
′𝑑11𝑀𝑥

𝑆𝑇 − 𝑘2𝐵
′𝑑22𝑀𝑦

𝑆𝑇

− (𝑘1𝐴
′)

2
𝐻11
𝑠 𝑑1111𝜃

−  2𝑘1𝐴
′𝑘2𝐵

′𝐻12
𝑠 +  𝑘1𝐴

′ + 𝑘2𝐵
′
 

2
𝐻66
𝑠
 𝑑1122𝜃

− (𝑘2𝐵
′)

2
𝐻22
𝑠 𝑑2222𝜃+ (𝑘1𝐴

′)
2
𝐴55
𝑠 𝑑11𝜃

+ (𝑘2𝐵
′)

2
𝐴44
𝑠 𝑑22𝜃+𝐽1

 𝑑1𝑢 0 + 𝑑2𝑣 0 − 𝐽2 𝑑11𝑤 0 + 𝑑22𝑤 0 

+𝐾2  (𝑘
1
𝐴′)

2
𝑑11𝜃 + (𝑘

2
𝐵′)

2
𝑑22𝜃   

(IV.27.d) 

Où : 𝐝𝐢𝐣,𝐝𝐢𝐣𝐥 , et 𝐝𝐢𝐣𝐥𝐦 sont les opérateurs différentiels suivant ∶ 

𝑑𝑖𝑗 =  
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
 , 𝑑𝑖𝑗𝑙 =  

𝜕3

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
 , 𝑑𝑖𝑗𝑙 =  

𝜕4

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑚
, 𝑑𝑖 = 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
 , (i,j,l, m = 1,2) (IV.28) 

Les équations (IV. 27. a), (IV. 27. b), (IV. 27. c) et (IV. 27. d) sont appelées les équations de 

mouvement. Il est clair que, lorsque l’effet de la déformation de cisaillement transversale est 

négligé (𝜃= 0), l’équation (IV. 27) conduit aux équations de mouvement de la plaque mince 

(théorie classique des plaques CPT). 

IV.4 Champs de température 

Dans ce travail, deux variantes du chargement thermique à travers l’épaisseur sont 

considérées. 

La première, une variation selon la loi de puissance exponentielle qui donne un chargement 

harmonique. La seconde, le chargement thermique est supposé varie d’une façon uniforme, 

linéaire et non-linéaire. 

IV.4.1 Distribution harmonique 

 La variation de température est supposée se produire dans la direction de l'épaisseur selon 

une forme de loi exponentielle. Donc la variation du champ de température à travers l’épaisseur 

est supposée comme suit : 
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𝑇 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑡  𝑧 𝑇 (𝑥,𝑦, 𝑡) (IV.29.a) 

Sachant que : 

𝑡  𝑧 = 𝑇−𝑒𝛾(
𝑧


+0.5)𝜂 , 𝛾 = ln 

𝑇+

𝑇−
 , 0 ≤ 𝜂 ≤ ∞ (IV.29.b) 

Et  

𝑇  𝑥,𝑦, 𝑡 = 𝑡  sin 𝜆𝑥 sin(𝜇𝑦)𝑒𝑖𝜔𝑡  (IV.29.c) 

Avec :  

𝑡  : est un paramètre arbitraire de température. 

𝑇+ : Température de la surface supérieure de la plaque FGM. 

𝑇− : Température de la surface inférieure de la plaque FGM. 

𝜂 : Exposant de la température, noté que 𝜂 =0 présente la température appliquée à la surface 

supérieure de la plaque, tandis que 𝜂 =∞ quand la température est appliquée à la surface 

inférieure. 

IV.4.2 Autres distribution de température 

Pour illustrer le problème thermoélastique de la plaque FGM, un deuxième champ de 

température à travers l’épaisseur est présenté : Zidi et al. (2014) et Zenkour et  Alghamdi (2008): 

𝑇 𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑇1 𝑥, 𝑦, 𝑡 +
𝑧


𝑇2 𝑥,𝑦, 𝑡 +

𝑓 𝑧 


𝑇3(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

(IV.30.a) 

Avec 

 
𝑇1

𝑇2

𝑇3

 =  

𝑡1

𝑡2

𝑡3

 sin 𝜆𝑥 sin(𝜇𝑦)𝑒𝑖𝜔𝑡  
(IV.30.b) 

En utilisant le champ de température définit par l’équation (IV.30.a), trois types de température à 

travers l’épaisseur sont considérés.  

Distribution linéaire 

𝑇 =
𝑧


𝑇2 

(IV.31) 

Distribution Non linéaire 

𝑇 = 𝑓(𝑧)𝑇3 
(IV.32) 
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Distribution Combinée 

𝑇 = 𝑇1 +
𝑧


𝑇2 +

𝑓 𝑧 


𝑇3 

(IV.33) 

IV.5 Solution approchée  pour une plaque simplement appuyée 

Considérons une plaque rectangulaire simplement appuyée de dimensions (𝑎 × 𝑏). Les 

expressions suivantes de déplacement (𝒖𝟎,𝒗𝟎,𝒘𝒃,𝜽) sont choisies d’une manière à satisfaire les 

conditions aux limites d’une plaque simplement appuyée. 

Pour le cas d’une plaque simplement appuyée sur les quatre côtés, les conditions aux limites 

pour la présente théorie s écrivent : 

𝑣0 = 𝑤0=𝜃 =
𝜕𝜃

𝜕𝑦
= 𝑁𝑥 = 𝑀𝑥

𝑏 = 𝑀𝑥
𝑠 = 0 𝑎𝑡  𝑥 = 0,𝑎 (IV. 34. a) 

𝑢0 = 𝑤0= 𝜃 =
𝜕𝜃

𝜕𝑥
= 𝑁𝑦 = 𝑀𝑦

𝑏 = 𝑀𝑦
𝑠 = 0 𝑎𝑡  𝑦 = 0,𝑏 (IV.34.b) 

La figure IV.2 suivante présente les conditions aux limites pour une plaque simplement appuyée  

 

Figure IV.3 Présentation des conditions aux limites d’une plaque simplement appuyée. 

A partir de la solution de Navier, on peut résoudre le problème du comportement 

thermodynamique des plaques FGM, la solution peut être trouvée en écrivant les déplacements 

𝑢 , 𝑣, 𝑤0, et 𝜃 sous forme de doubles séries de Fourier, satisfaisant les conditions de chargement 

thermique et les conditions aux limites, équation (IV.35) : 

 
 
 

 
 

 

𝑢0

𝑣0

𝑤𝑏

𝜃
  
 
 

 
 

=    

 
 
 

 
 
𝑈𝑚𝑛 𝑒

𝑖𝜔𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑦)

𝑉𝑚𝑛 𝑒
𝑖𝜔𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝜇𝑦)

𝑊𝑏𝑚𝑛 𝑒
𝑖𝜔𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑦 

𝑋𝑚𝑛 𝑒
𝑖𝜔𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑦 

  
 
 

 
 

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 (IV.35) 

 

𝑣0 = 𝑤0=𝜃 =
𝜕𝜃

𝜕𝑦
= 𝑁𝑥 = 𝑀𝑥

𝑏 = 𝑀𝑥
𝑠 = 0  

𝑢0 = 𝑤0= 𝜃 =
𝜕𝜃

𝜕𝑥
= 𝑁𝑦 = 𝑀𝑦

𝑏 = 𝑀𝑦
𝑠 = 0  
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Où : 

𝜆 =
𝑚𝜋

𝑎
, 𝜇 =

𝑛𝜋

𝑏
    Sont des constantes  

𝑈𝑚𝑛 , 𝑉𝑚𝑛  ,𝑊𝑏𝑚𝑛  et  𝑋𝑚𝑛  sont  des paramètres arbitraires à déterminer, 𝜔 est la fréquence propre 

associée au (m ,n)
ième

 mode propre. 

Nous substituons l’équation (IV.35) dans l’équation (IV.27) à l’aide des équations (IV.29), et 

(IV.30), la solution analytique est obtenue sous forme matricielle : 

 𝐾  ∆ =  𝐹1  
(IV.36.a) 

 𝐾  ∆ =  𝐹2  
(IV.36.b) 

 ∆ =  𝑈,𝑉,𝑊,𝑋 𝑡  (IV.36.c) 

Les vecteurs des forces généralisées apparaissons dans l’équation (IV.36) sont déterminées par 

 𝐹1 =

 
 

 
𝜆𝐴𝑇𝑡 

𝜇𝐴𝑇𝑡 

− 𝜆2 + 𝜇2 𝐵𝑇𝑡 

− 𝜆2 + 𝜇2 𝐶𝑇𝑡  
 

 

 (IV.37.a) 

 𝐹2 =

 
 
 

 
 𝜆(𝐴𝑎

𝑇𝑡1 + 𝐵𝑎
𝑇𝑡2 + 𝐶𝑎

𝑇𝑡3)

𝜇(𝐴𝑎
𝑇𝑡1 + 𝐵𝑎

𝑇𝑡2 + 𝐶𝑎
𝑇𝑡3)

− 𝜆2 + 𝜇2 (𝐵𝑎
𝑇𝑡1 + 𝐷𝑎

𝑇𝑡2 + 𝐸𝑎
𝑇𝑡3)

− 𝜆2 + 𝜇2 (𝐶𝑎
𝑇𝑡1 + 𝐸𝑎

𝑇𝑡2 + 𝐹𝑎
𝑇𝑡3) 

 
 

 
 

 (IV.37.b) 

Les composantes des vecteurs forces généralisées sont exprimées par l’équation (IV.38) suivante 

 𝐴𝑇 ,𝐵𝑇 ,𝐶𝑇 =  
𝐸 𝑧 

𝜈 − 1

/2

−/2

𝛼 𝑧 𝑇−𝑒𝛾(
𝑧


+0.5)𝜂  1, 𝑧,𝑓(𝑧)  𝑑𝑧 (IV.38.a) 

 𝐴𝑎
𝑇 ,𝐵𝑎

𝑇 ,𝐷𝑎
𝑇 =  

𝐸 𝑧 

𝜈 − 1

/2

−/2

𝛼 𝑧  1,
𝑧


, (
𝑧


)2  𝑑𝑧 (IV.38.b) 

 𝐶𝑎
𝑇 ,𝐸𝑎

𝑇 ,𝐹𝑎
𝑇 =  

𝐸 𝑧 

𝜈 − 1



2

−


2

𝛼 𝑧 𝑓(𝑧)/)  1,
𝑧


,
𝑓 𝑧 


  𝑑𝑧 (IV.38.c) 

La matrice  𝐾  est définit comme suit : 
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 𝐾 =  

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14

𝑎12 𝑎22 𝑎23 𝑎24

𝑎13

𝑎14

𝑎23

𝑎24

𝑎33

𝑎34

𝑎34

𝑎44

  (IV.39.a) 

 Il est à noté que la matrice  𝐾  combine les termes de la rigidité et de la masse. 

Les coefficients 𝑎𝑖𝑗   sont donnés par : 

𝑎11 = 𝐴11𝜆
2 + 𝐴66𝜇

2 − 𝜔2𝐼0 

𝑎12 = (𝐴11 + 𝐴66)𝜆𝜇 

𝑎13 = −𝐵11𝜆
3 −  𝐵12 + 2𝐵66 𝜆𝜇

2 + 𝜔2𝐼1𝜆 

𝑎14 = 𝑘1𝐴
′𝐵11

𝑠 𝜆3 +  𝑘2𝐵
′𝐵12

𝑠 +  𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′ 𝐵66
𝑠  𝜆𝜇2 − 𝜔2𝑘1𝐴

′ 𝐽1𝜆 

𝑎22 = 𝐴22𝜇
2 + 𝐴66𝜆

2 − 𝜔2𝐼0 

𝑎23 = −𝐵22𝜇
3 −  𝐵12 + 2𝐵66 𝜇𝜆

2 + 𝜔2𝐼1𝜇 

𝑎24 = 𝑘2𝐵
′𝐵22

𝑠 𝜇3 +  𝑘1𝐴
′𝐵12

𝑠 +  𝑘1𝐴
′ + 𝑘2𝐵

′ 𝐵66
𝑠  𝜆2𝜇 − 𝜔2𝑘2𝐵

′𝐽1𝜆 

𝑎33 = 𝐷11𝜆
4 + 𝐷22𝜇

4 + 2 𝐷12 + 2𝐷66 𝜆
2𝜇2 + 𝑘𝑤 + 𝑘𝑝 𝜆

2 + 𝜇2 − 𝜔2𝐼0

+ 𝐼2 𝜆
2 + 𝜇2  

𝑎34 = −𝑘1𝐴
′
 
𝐷11
𝑆 𝜆4 − 𝑘2𝐵

′𝐷22
𝑠 𝜇4 − 2 𝑘1𝐴

′ + 𝑘2𝐵
′  𝐷12

𝑠 + 2 𝐷66
𝑠  𝜆2𝜇2 + 𝜔2𝐽2

+ 𝐼2 𝜆
2𝑘1𝐴

′ + 𝑘2𝐵
′𝜇2  

𝑎44 =  𝑘1𝐴
′ 2𝐻11

𝑠
 
𝜆4 +  𝑘2𝐵

′ 2𝐻22
𝑠 𝜇4

+  2𝑘1𝐴
′𝑘2𝐵

′𝐻12
𝑠 +  𝑘1𝐴

′+𝑘2𝐵
′ 2𝐻66

𝑠  𝜆2𝜇2 +  𝑘1𝐴
′ 2𝐴55

𝑠
 
𝜆2

+  𝑘2𝐵
′ 2𝐴44

𝑠 𝜇2 + 𝜔2𝐾2  𝑘1𝐴
′ 2𝜆2 +  𝑘2𝐵

′ 2𝜇2  

(IV.39.b) 
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IV.6 Conclusion 

Ce chapitre nous a permis d’établir les considérations de la présente théorie. Cette nouvelle 

théorie est une théorie de plaque d’ordre supérieur de déformation de cisaillement, a une forte 

similitude avec la théorie classique des plaques dans de nombreux aspects, n'exigent pas de 

facteur de correction de cisaillement et donne une description parabolique des contraintes de 

cisaillement à travers l’épaisseur, tout en remplissant la condition de contrainte de cisaillement 

nulle sur les bords libres. 

Le modèle possède un nombre réduit des inconnus (quatre) tendis que cinq ou plus dans les 

autres théories d’ordre supérieur, gras à la formulation par l’intégrale déterminée par la solution 

de Navier introduit dans le champ du déplacement.  

Ce travail montre qu’il est possible de déterminer des solutions analytiques en se basant sur 

la méthode de Navier en doubles séries de Fourier. Cette méthode nous offre des solutions aux 

problèmes d’une plaque FG épaisse simplement appuyé en analyse thermodynamique. Les 

résultats présentés dans le chapitre suivant permettent d’apprécier clairement l’apport de cette 

théorie en les comparants avec les résultats des autres théories d’ordre élevé. 
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V.1 Introduction 

L’intérêt principal de cette section est de présenter l’évaluation et la validation de la théorie 

développée dans ce travail, cette théorie est une théorie raffinée de déformation de cisaillement 

d’ordre supérieur, basée sur une distribution parabolique des contraintes de cisaillement à travers 

l’épaisseur. La plupart des théories d’ordre supérieur présentent une cinématique introduisant un 

nombre des inconnus élevé cinq, six ou plus. Il est a rappelé que le nombre d’inconnus de la 

présente théorie est seulement quatre. 

Pour valider le présent modèle, ses résultats seront comparés avec d’autres de la littérature. 

V.2 Résultats et discussions 

Les résultats obtenus seront comparés avec ceux déterminés analytiquement par Zenkour et 

Sobhi (2013-b) en utilisant différentes théories d’ordre élevé. Il s’agit d’étudier une plaque 

carrée r épaisse en FGM (Al / ZrO2) simplement appuyée avec un rapport d’épaisseur égale à 10 

(𝑎 = 10ℎ) sous chargement thermodynamique reposant sur fondations élastiques comme il est 

reporté sur la figure V.1.  

 

Figure V.1 Système de coordonnées et géométrie de la plaque FGM reposant sur fondations 

élastique. 

Une fois l’exactitude de ce modèle est confirmée, nous présentons une étude paramétrique afin 

d’étudier l’influence des différents paramètres sur le comportement thermodynamique des 

plaques FG. La description des différents modèles de déplacement utilisés dans l’étude 

comparative  est présentée dans le Tableau V-1. Les résultats obtenus sont illustrés dans les 

tableaux (V.2-5). 
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Tableau V.1 Différents modèles de déplacement et nombre de fonctions inconnus utilisés dans 

l’étude comparative. 

Modèles Théories 

Nombre des 

fonctions 

inconnus 

TPT 
Théorie de déformations de cisaillement de troisième dégrée; (Zenkour 

et Sobhy 2013) 
5 

SPT 
Théorie de déformations de cisaillement sinusoïdale; (Zenkour et 

Sobhy 2013) 
5 

Présente 

théorie 
Présente théorie hyperbolique 4 

Les comparaisons sont faites avec les solutions disponibles dans la littérature. Afin de 

vérifier l'exactitude de la présente analyse, quelques exemples numériques sont résolus. Les 

propriétés matérielles utilisées dans la présente étude sont: 

Métal (Aluminium, AL) : EM=70×10
9
 N/m

2
; ν=0.3;  ρM= 2702 Kg/m

3
; 623 40 10M , . / K 

.
 

Céramique (Alumine, Al2O3) : 
9200 10CE     N/m

2
; 3.0 ; 5700C  kg/m

3 
; 67 11 10c , . / K  . 

Dans tous les exemples, les paramètres de fondation sont présentés sous forme adimensionnelle: 

24 3

2
et avec D =

12(1 )

pw

w p

k ak a Eh
K K

D D 
 


 

Telle que D : c’est la rigidité flexionnelle de la plaque. 

Pour des raisons de simplicité, nous avons utilisé les formes adimensionnelles suivantes : 

 
3 3

4 3 3 2

6
02
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Tableau V.2 Effet de l’indice de puissance k et les paramètres de fondations élastiques sur le 

déplacement transversal adimensionnel w  d’une plaque FGM carrée, ( =2, t=3, 1  , 1t  ). 

Kw Kp Théorie Céramique k=1 k=2 k=5 k=7 Métal 

0 

0 

TPT
*
 -1.01848 1.46576 1.97962 1.46897 0.97709 -2.45429 

SPT
* 

-1.01855 1.46580 1.97961 1.46945 0.97781 -2.45441 

Présente - 1.01852 1.46585 1.97979 1.46871 0.97659 -2.45435 

50 

TPT
*
 -1.17215 1.79723 2.50009 1.92594 1.29509 -3.37363 

SPT
* 

-1.17222 1.79727 2.50008 1.92657 1.29604 -3.37379 

Présente -1.17219 1.79733 2.50031 1.92560 1.29443 -3.37372 

200 

0 

TPT
*
 -1.04628 1.52267 2.06681 1.54316 1.02825 -2.59775 

SPT
* 

-1.04634 1.52271 2.06680 1.54367 1.02901 -2.59786 

Présente -1.04632 1.52276 2.06699 1.54289 1.02773 -2.59781 

50 

TPT
*
 -1.20912 1.88354 2.64079 2.05551 1.38654 -3.65075 

SPT
* 

-1.20919 1.88359 2.64078 2.05619 1.38755 -3.65092 

Présente -1.20916 1.88365 2.64102 2.05515 1.38583 -3.65084 

300 100 

TPT
*
 -1.45924 2.54884 3.80434 3.24035 2.24992 -6.59491 

SPT
* 

-1.45933 2.54888 3.80435 3.24143 2.25156 -6.59520 

Présente -1.45929 2.54895 3.80468 3.23979 2.24877 -6.59507 

*
TPT: Third order shear deformation theory, (Zenkour et Sobhi 2013-b). 

*
SPT: Sinusoidal shear deformation theory, ( Zenkour et Sobhi 2013-b). 
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Tableau V.3 Effet de l’indice de puissance k et les paramètres de fondations élastiques sur la 

contrainte axiale adimensionnelle x  d’une plaque FGM carrée, ( =2, t=3, 1  , 1t  ). 

Kw Kp Théorie Céramique k=1 k=2 k=5 k=7 Métal 

0 

0 

TPT
*
 - 0.53820 0.51331 1.08122 1.89917 2.16577 -0.31233 

SPT
* 

- 0.53839 0.51360 1.08161 1.89961 2.16620 -0.31255 

Présente - 0.53979 0.51561 1.08435 1.90137 2.16712 -0.31364 

50 

TPT
*
 - 0.54005 0.51638 1.08591 1.90352 2.16891 -0.31620 

SPT
* 

- 0.54022 0.51668 1.08630 1.90396 2.16934 -0.31643 

Présente - 0.54189 0.51925 1.08992 1.90650 2.17080 -0.31806 

200 

0 

TPT
*
 - 0.53854 0.51383 1.08201 1.89988 2.16627 -0.31293 

SPT
* 

- 0.53872 0.51413 1.08239 1.90032 2.16670 -0.31316 

Présente - 0.54018 0.51623 1.08528 1.90221 2.16771 -0.31433 

50 

TPT
*
 - 0.54047 0.51718 1.08717 1.90476 2.16981 -0.31737 

SPT
* 

- 0.54067 0.51748 1.08756 1.90520 2.17025 -0.31760 

Présente - 0.54240 0.52019 1.09143 1.90796 2.17186 -0.31939 

300 100 

TPT
*
 - 0.54347 0.52333 1.09766 1.91608 2.17835 -0.32977 

SPT
* 

- 0.54366 0.52366 1.09803 1.91648 2.17875 -0.33000 

Présente - 0.54582 0.52749 1.10388 1.92125 2.18185 -0.33355 

*
TPT: Third order shear deformation theory, (Zenkour et Sobhi 2013-b). 

*
SPT: Sinusoidal shear deformation theory, (Zenkour et Sobhi 2013-b). 
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Tableau V.4 Effet de l’indice de puissance k et les paramètres de fondations élastiques sur la 

contrainte de cisaillement adimensionnelle en plan xy  d’une plaque FGM carrée, ( =2, t=3,

1  , 1t  ). 

Kw Kp 
 Théorie Céramique k=1 k=2 k=5 k=7 Métal 

0 

0 

 
TPT

*
 0.67879 1.22841 1.53078 1.97462 2.12145 0.94544 

SPT
* 

0.67868 1.22857 1.53099 1.97485 2.12168 0.94532 

Présente 0.67113 1.23943 1.54567 1.98561 2.12870 0.93900 

50 

 
TPT

*
 0.67882 1.22785 1.52983 1.97392 2.12102 0.94550 

SPT
* 

0.67872 1.22801 1.53004 1.97415 2.12125 0.94538 

Présente 0.67000 1.24139 1.54867 1.98837 2.13068 0.93662 

200 

0 

 
TPT

*
 0.67880 1.22831 1.53062 1.97451 2.12139 0.94545 

SPT
* 

0.67869 1.22847 1.53083 1.97474 2.12161 0.94533 

Présente 0.67093 1.23976 1.54618 1.98606 2.12902 0.93863 

50 

 
TPT

*
 0.67883 1.22770 1.52957 1.97371 2.12090 0.94552 

SPT
* 

0.67873 1.22787 1.52978 1.97395 2.12113 0.94540 

Présente 0.66973 1.24189 1.54949 1.98915 2.13126 0.93591 

       

300 100 

 
TPT

*
 0.67889 1.22658 1.52746 1.97189 2.11972 0.94572 

SPT
* 

0.67878 1.22675 1.52766 1.97212 2.11995 0.94559 

Présente 0.66789 1.24583 1.55619 1.99631 2.13664 0.92828 

*
TPT: Third order shear deformation theory, (Zenkour et Sobhi 2013-b). 

*
SPT: Sinusoidal shear deformation theory, (Zenkour et Sobhi 2013-b). 
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Tableau V.5 Effet de l’indice de puissance k et les paramètres de fondations élastiques sur la 

contrainte transversale adimensionnelle xz  d’une plaque FGM carrée, ( =2, t=3, 1  , 1t  ). 

Kw Kp Théorie  Céramique k=1 k=2 k=5 k=7 Métal 

0 

0 

TPT
*
  −8.65324 8.59456 9.73805 5.76488 3.39858 -9.90360 

SPT
* 

 -8.92962 8.88167 10.08127 5.91782 3.44330 -10.21999 

Présente  -8.42099 8.35365 9.45022 5.63176 3.35462 -9.63763 

         

50 

TPT
*
  -8.69556 8.64232 9.80068 5.81330 3.43147 -9.97724 

SPT
* 

 -8.97330 8.93101 10.14613 5.96802 3.47735 -10.29600 

Présente  -8.46218 8.40009 9.51099 5.67871 3.38652 -9.70928 

200 

0 

TPT
*
  −8.66089 8.60276 9.74854 5.77274 3.40387 -9.91511 

SPT
* 

 -8.93752 8.89014 10.09213 5.92598 3.44878 -10.23185 

Présente  -8.42844 8.36163 9.46040 5.63938 3.35976 -9.64881 

50 

TPT
*
  −8.70575 8.65476 9.81761 5.82704 3.44092 -9.99943 

SPT
* 

 -8.98381 8.94386 10.16366 5.98226 3.48714 -10.31890 

Présente  -8.47209 8.41218 9.52742 5.69202 3.39569 -9.73088 

300 100 

TPT
*
  −8.77461 8.75060 9.95769 5.95263 3.53012 - 10.23526 

SPT
* 

 -9.05488 9.04291 10.30867 6.11239 3.57957 -10.56228 

Présente  −8.53914 8.50537 9.66327 5.81375 3.48230 -9.96036 

*
TPT: Third order shear deformation theory, (Zenkour et Sobhi 2013-b). 

*
SPT: Sinusoidal shear deformation theory, (Zenkour et Sobhi 2013-b). 

 

Les tableaux (V.2-5) présentent respectivement l’effet de l’indice de loi de puissance k et les 

paramètres de fondations élastiques sur le déplacement transversal (𝑤 ), la contrainte 

longitudinale ( x ), la contrainte de cisaillement dans le plan ( xy ) et la contrainte de cisaillement 

transversale ( xz ) des plaques FGM reposant sur une fondation élastique. 

Les résultats de la présente méthode sont comparés à ceux de Zenkour et sobhy (2013-b) à 

cinq variables. Ces comparaisons montrent que les résultats de la méthode actuelle sont en 

excellent accord avec les résultats de Zenkour et sobhy (2013-b). Nous pouvons en conclure que 

le modèle actuel est non seulement précis, mais aussi efficace et simple avec un nombre de 

variables plus bas, ce qui permet une utilisation facile avec une économie de temps de calcul. 
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V.3 Etude paramétrique 

Dans cette section, une étude paramétrique est présentée pour étudier l’impact de quelques 

paramètres sur le comportement thermodynamique des plaques FG reposant sur fondations 

élastiques. Les résultats  sont représentés sur les figures (V.2 -14) en utilisant la présente théorie 

raffinée de quatre variables développée dans le cadre de cette thèse dans le chapitre précédant. 

Les figures 2 à 4 illustrent respectivement le déplacement transversal 𝑤 , la contrainte axiale x  

et la contrainte de cisaillement transversale pour différentes valeurs de l'exposant thermique   
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Figure V.2 Evolution du déplacement transversal w au cours de temps “t” de la plaque FGM pour 

différentes valeurs de l’exposent de température  ( 4, 2, 25, 4, 1, 100, 10)      r w pt T T k K K  

 

Figure V.3 Evolution de  la contrainte axiale x  au cours de temps “t” de la plaque FGM pour 

différents valeurs de l’exposent de température  ( 4, 2, 25, 4, 1, 100, 10)      r w pt T T k K K
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Figure V.4 Evolution de la contrainte  de cisaillement xz  au cours de temps “t” de la plaque 

FGM pour différents valeurs de l’exposent de température 

( 4, 2, 25, 4, 1, 100, 10)      r w pt T T k K K
 

On voit sur ces figures que l’augmentation de l’exposant de température   conduit à une 

réduction des valeurs du déplacement transversal et des contraintes (axiale et transversale de 

cisaillement). Il convient de noter que les contraintes et le déplacement transversal atteignent 

leurs maxima au moment: 0, , ,...
2

t



 

Les figures V.5-7 montre la variation du déplacement transversal 𝑤 , de la contrainte 

normale x et de la contrainte transversale xz  respectivement en fonction de la fréquence 

naturelle    pour différentes valeurs de paramètre arbitraire de température t .   
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Figure V.5 Variation du déplacement transversal w en fonction de la fréquence naturelle

( 5, 1, 25, 1, 100, 10)     w pt T k K K
. 

La figure V.5 montre une nette réduction des valeurs de déplacement transversal w  pour 

une légère augmentation des valeurs de la fréquence naturelle  . Ensuite, à partir d'une valeur 

de la fréquence naturelle égale à 4, la réduction des valeurs du déplacement transversal est moins 

rapide avec des valeurs s'approchant de zéro fur et à mesure de l'augmentation de  . 

Pour les contraintes, qu'elles soient transversales xz  (Fig V.6) ou axiales x  (Fig V.7), on 

retrouve la même observation. Sauf que, à partir d'une valeur de la fréquence naturelle   égale à 

5, les contraintes conservent une allure sensiblement constante constant avec l'augmentation de 

  . Pour les trois réponses de la plaque, flèche w , contrainte axiale x et contrainte transversale 

de cisaillement xz , l'augmentation du paramètre arbitraire t augmente cette réponse, quelle que 

soit la valeur de la fréquence naturelle  . 
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Figure V.6 Variation de la contrainte  de cisaillement xz  en fonction de la fréquence naturelle 

 ( 5, 1, 25, 1, 100, 10)     w pt T k K K
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La figure V.8 illustre la variation du déplacement transversal avec le rapport a/h pour  

Différentes valeurs du paramètre de Pasternak. A partir de cette figure, on peut constater 

que l’augmentation des valeurs du rapport 𝑎/ℎ entraîne une réduction du déplacement 

transversal w  Cette réduction est plus significative pour des valeurs de 𝑎/ℎ inférieures à 10. À 

partir de cette valeur, le déplacement transversal w devient pratiquement constant. De plus, 

l'augmentation du paramètre de fondation élastique de Pasternak 
pK entraîne une augmentation 

du déplacement transversal . w

Figure V.7 Variation de la contrainte axiale x  fonction de la fréquence naturelle 

( 5, 1, 25, 1, 100, 10)     w pt T k K K
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Figure V.8 Variation du déplacement transversal w de la plaque FG reposant sur fondation 

élastique en fonction du rapport a/h pour différents valeurs  de paramètre de Pasternak 

( 3, 1, 2, 1, 25, 1, 2, 100)       r wt t T k T K   

La figure V.9 montre la variation de la contrainte axiale x   à travers l'épaisseur de la 

plaque de FGM reposant sur fondations élastiques pour différentes valeurs du paramètre de 

Winkler wK Comme le montre cette figure, les contraintes de compression maximales se 

produisent en un point de la surface supérieure et les contraintes de traction maximales se 

produisent, bien sûr, en un point de la surface inférieure de la plaque FGM. On peut voir 

également sur cette figure que la fondation élastique augmente les contraintes axiales maximales.  

La variation de la contrainte de cisaillement transverse xz  à travers l'épaisseur de la plaque 

FGM pour différentes valeurs de paramètres de fondations élastiques est illustrée dans la figure 

V.10. Il est observé que l'augmentation des paramètres de fondation élastique augmente les 

contraintes de cisaillement transversales. 
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Figure V.9 Variation de la contrainte axiale x à travers l’épaisseur de la plaque FG reposant sur 

fondation élastique pour différentes valeurs de  paramètre de Winkler  

( 3, 1, 2, 1, 25, 1, 2)      rt t T k T   
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Figure V.10 Variation de la contrainte de cisaillement xz  à travers l’épaisseur de la plaque FG 

pour différentes valeurs de paramètres de fondations élastiques 

( 3, 1, 2, 1, 25, 1, 2)      rt t T k T   

Dans les figures (V-11-14) une autre étude thermodynamique est présentée en utilisant le 

deuxième champ de distribution de température défini par l'équation (IV.39.a).  

Dans la Figure V.11, nous présentons la variation du déplacement transversal 𝑤   de la 

plaque FG reposant sur fondations élastiques par rapport au rapport 𝑎/ℎ pour différentes valeurs 
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des charges thermiques et sans effet dynamique. Une charge non linéaire de la température sur 

l'épaisseur de la plaque est retenue avec trois valeurs de 𝑡3 = 100, 0 et -100. 

On constate que l’effet du rapport 𝑎/ℎ est plus claire sur le déplacement transversal 𝑤    

d’une plaque avec distribution thermique uniforme 𝑡3 = 100, et il a moins d’influence dans le 

cas de la distribution thermique non-uniforme 𝑡3 = −100. Mais quand 𝑡3 = 0, le déplacement 

transversal prend des valeurs intermédiaires entre la distribution uniforme et la distribution non-

uniforme de température. Ce qu’il montre que les plaques FG épaisses et modérément épaisses 

sont plus sensibles à la distribution thermique uniforme et moins sensible à la distribution non 

uniforme de la température.  
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Figure V.11 Variation de déplacement transversal ŵ  de la plaque FG reposant sur fondation 

élastique en fonction de rapport a/h pour différentes valeurs de chargement thermique (sans 

l’effet dynamique 20 , 100t   ) 

 

La figure V.12 décrit la variation de la flèche de la plaque FGM reposant sur fondations 

élastiques par rapport au rapport d’aspect 𝑏/𝑎 pour différentes valeurs des charges thermiques 

(avec l’effet dynamique). D’après cette figure, on voit que l'augmentation du rapport 𝑏/𝑎 fait 

augmenter la flèche de la plaque, quelle que soit la charge thermique. De plus, le cas du 

chargement thermique uniforme 𝑡2=10, 𝑡3=10 donne des valeurs plus grandes de déplacement 

transversal par rapport aux deux autres. 
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Figure V.12 Variation de déplacement transversal w  de la plaque FG reposant sur fondation 

elastique en fonction de rapport b/a pour différentes valeurs de chargement thermique (avec 

l’effet dynamique). 

La figure V.13 montre la variation de la contrainte de cisaillement transversale xz  à travers 

l'épaisseur de la plaque FGM pour différentes valeurs des charges thermiques (avec l’effet 

dynamique). La valeur maximale n'apparaît pas en un point situé dans le plan médian de la 

plaque et sa magnitude est fortement influencée par la charge thermique. 

Nous présentons également dans la figure V.14 la variation de la contrainte axiale x  
à 

travers l’épaisseur de la plaque FGM reposant sur fondations élastiques pour différentes valeurs 

des charges thermiques (avec l’effet dynamique). Comme le montre cette figure, les contraintes 

de compression maximales x se produisent en un point de la surface supérieure et les 

contraintes de traction maximales se produisent, bien sûr, en un point de la surface inférieure des 

plaques FGM. En autre, cette figure révèle que la variation des contraintes est très sensible à la 

variation de la charge thermique. 
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Figure V.13 Variation de la contrainte transversale xz  à travers l’épaisseur de la plaque FGM 

pour différentes valeurs de chargement thermique (avec l’effet dynamique)
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Figure V.14 Variation de la contrainte axiale x  à travers l’épaisseur de la plaque FGM pour 

différentes valeurs de chargement thermique (avec l’effet dynamique). 
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V.4 Conclusion 

L’objectif souligné dans ce chapitre, en premier lieu était de valider et d’éprouver à travers 

des exemples et des testes traités : la pertinence, l’efficacité et la précision de notre nouveau 

modèle développé dans le titre de notre travail, ce modèle a démontré son efficacité, à travers les 

résultats obtenus et largement exposés, sur l’analyse du comportement thermodynamique des 

plaques épaisses en matériaux à gradient de propriétés. La comparaison des résultats obtenus 

avec ceux de la littérature est très satisfaisante et permet de conclure la validité de notre nouvelle 

théorie. 

 En second lieu, une étude paramétrique a été mener afin de souligner l’impact de quelques 

paramètres qui peuvent influencer le comportement thermodynamique des plaques FG reposant 

sur fondations élastiques, où nous avons examiné l’effet de l’exposant de température  , les 

paramètres de fondations élastiques ,w pK K  , le paramètre arbitraire de la température t et 

d’autres paramètres, il est avéré que ces paramètres influent significativement la flexion 

thermodynamique et la distribution des contraintes normales et transversales à travers l’épaisseur 

des plaques FGM reposant sur fondations élastiques . 
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Les matériaux à gradient de propriétés représentent un domaine en évolution rapide en 

sciences et en ingénierie avec de nombreuses applications pratiques. Les besoins de recherche 

dans ce domaine sont particulièrement nombreux et variées, les FGM promettent des avantages 

potentiels importants qui justifient la nécessité des efforts importants. La conception et 

l'élaboration de ces matériaux nécessitent le développement d'outils d'analyse adaptés à leurs 

spécificités géométriques et matérielles.  

Au terme du travail effectué au sein du laboratoire des matériaux et hydrologie (LMH) 

portant une contribution à l’étude du comportement thermodynamique des plaques en matériaux 

fonctionnellement graduée (FGM) reposant sur fondations élastiques et soumise à des champs de 

température : harmonique, linéaire, non linéaire, où combiné. 

 Nous avons développé une méthode analytique en utilisant une nouvelle théorie d’ordre 

supérieur avec une fonction de forme hyperbolique permet de décrire une distribution 

parabolique des contraintes transversales à travers l’épaisseur de la plaque fonctionnellement 

graduée (FGM) simplement appuyée. Les propriétés matérielles sont supposées varient à travers 

l’épaisseur selon une distribution exponentielle en termes des fractions volumiques des 

constituants. Comparés aux résultats trouvés dans la littérature, cette théorie a montré son 

efficacité comme les autres théories d’ordre élevé pour l’étude analytique des plaques FGM 

épaisses où modérément épaisses.  

La théorie proposée a une forte similitude avec la théorie classique des plaques dans de 

nombreux aspects. Elle n’exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une 

description parabolique de la contrainte de cisaillement à travers l’épaisseur tout en remplissant 

la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres. 

Toutes les études comparatives ont démontré que les contraintes axiales et transversales 

aussi bien le déplacement transversal obtenues en utilisant la présente théorie (avec quatre 

inconnus) et les autres théories de déformation de cisaillement d'ordre élevé (cinq inconnus ou 

plus) sur la réponse thermodynamique des plaques FGM reposant sur fondations élastiques ont 

en bon accord. Par conséquent, on peut dire que la théorie proposée est précise et simple en 

termes de formulation mathématiques et de temps de calcul réduit par rapport aux autres théories 

de déformation de cisaillement d’ordre élevé et qu’elle possède moins de variables et moins des 

équations d’équilibres.  

Une étude paramétrique a été faite pour montrer les effets des différents paramètres tels 

que le rapport d’aspect géométrique de la plaque (𝑎/𝑏), l’exposant de la température 𝜂, le 
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paramètre arbitraire de température 𝑡 , les paramètres du fondation élastique 𝐾𝑝 ,𝐾𝑤  et d’autres 

paramètres sur le comportement thermodynamique des plaques FGM reposant sur fondations 

élastiques en utilisant le nouveau modèle de plaque ce qui a permis de tirer les points suivants :  

o L’augmentation de l’exposant de température   conduit à une réduction des valeurs du 

déplacement transversal et des contraintes : axiale et transversale de cisaillement. 

o  L'augmentation du paramètre arbitraire t augmente : la flèche w , la contrainte axiale x et la 

contrainte transversale de cisaillement xz , quelle que soit la valeur de la fréquence naturelle

.  

o L’augmentation des valeurs du rapport 𝑎/ℎ entraîne une réduction du déplacement transversal

w . Cette réduction est plus significative pour des valeurs de 𝑎/ℎ inférieures à 10. À partir de 

cette valeur, le déplacement transversal w devient pratiquement constant. 

o L'augmentation des paramètres de fondations élastiques ,p wK K entraîne une augmentation du 

déplacement transversal , et des contraintes (axiale x et transversale de cisaillement xz ). 

o Les plaques FG épaisses et modérément épaisses sont plus sensibles à la distribution 

thermique uniforme que les plaques FG minces, et moins sensible dans le cas de la 

distribution non uniforme de la température.   

o L'augmentation du rapport d’aspect 𝑏/𝑎 fait augmenter la flèche de la plaque FG, quelle que 

soit la charge thermique. 

En perspective, il est prévu d’élaborer une démarche d’une simulation numérique via l’un 

des logiciels performants dans le domaine multi-physique tel que l’ABAQUS. Cette simulation 

peut servir à généraliser la méthode de validation des résultats et donne une autre forme d’outils 

traitent les différents comportements des plaques FGM notamment le cas thermodynamique. 

L’effet d’étirement sur le comportement thermodynamique doit être également abordé. 

En fin, on peut dire que ce modeste travail s’inscrit dans le cadre de la contribution de notre 

laboratoire dans le domaine des matériaux composites à gradient de propriétés et précisément 

leurs comportements vis-à-vis les chargements de température. 

w
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