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INTRODUCTION

Introduction

En 1970 la notion de variété de kenmotsu est définie par K.Kenmotsu [20].C’est une variété
Riemannienne (M, g) de dimension impair muni d’une structure presque contact (ϕ, η, ξ)
verifier

(∇Xϕ)Y = −g(X,ϕY )ξ − η(Y )ϕX. (1)

Et
∇Xξ = X − η(X)ξ. (2)

où ∇ désigne la connexion Riemannienne de g.
En 2013 A.Nejma introduit la notion de la bi-harmonicité dans la variété de Kenmotsu
([23]). Il a conclu le théorème suivant :

Théorème 0.0.1. Soient (N, J, h) une variété Kahlerienne, (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de
Kenmotsu et F : N −→M est (J, ϕ)−holomorphique. Alors F est harmonique si seulement
si F est constante.

En 2016 nous avons pris l’application F sous les mêmes données que ce n’est pas
constante, puis nous avons calculé la bi-harmonicité de F et trouvé les résultats que nous
présentons dans la théorème suivante :

Théorème 0.0.2 ([42]). Soient (N, J, h) une variété Kahlerienne, (M,ϕ, ξ, η, g) une variété
de Kenmotsu et F : N −→ M une application (J, ϕ)−holomorphique. Alors le champ bi-
tension de F est donnée par

τ2(F ) = −2
(
∆(e(F ))ξ + 2dF (grad(e(F )))

)
. (3)
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En 1997 A. Fardoun et A. Ratto ont introduit le concept d’applications harmoniques
avec potentiel (voir [2] et [5]) ce que on appelle application harmonique avec potentiel Soient
(Mm, g), (Nn, h) deux variétés Riemanniennes,et H une fonction différentielle dans N , et
soit φ : M → N une application différentielle. On considère l’énergie fonctionnelle suivante

EH(φ) =

∫
K

(e (φ)−H (φ)) dvg (4)

on dit que φ est harmonique avec potentiel s’il point critique de EH(φ) et on a

τH(φ) = τ(φ) +
(
gradNH

)
◦ φ, (5)

En 2018 A. Cherif and M. Djaa [2] ont généralise ce concept à la bi-harmonicité avec
potentiel qui est inclus dans la définition et le théorème suivants :

Définition 0.0.1. Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés Riemanniennes,et H une fonction
différentielle dans N , et soit φ : M → N une application différentielle. On considère la bi-
énergie fonctionnelle suivante

E2,H(φ) =

∫
K

|τH (φ)|2 dvg (6)

pour toute partie compacte K ⊂ M. Application φ est dite biharmonique avec potentiel H
si elle est un point critique de la H-bi-énergie fonctionnel E2,H(φ).

Donc

Théorème 0.0.3.

τ2,H (φ) = −Trg
(
∇φ
)2
τH (φ)− TrgRN (τH (φ) , dφ) dφ−

(
∇N
τH(φ)gradH

)
◦ φ.

En 2018, moi-même et le professeur S.Ouakkas avons calculé une valeur τ2,H (φ) dans le
cas où l’application φ est conforme.Nous sommes arrivés à la conclusion dans le théorème
suivant

Théorème 0.0.4. [44] Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de
dilation λ, alors τ2,H(φ) est donné par :

τ2,H (φ) = (n− 2) dφ (A)− 1

λ2
dφ (B)− 1

λ4
dφ (C) ,

tels que

A = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ)

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ,

B = grad∆ (H ◦ φ)− 2 (∆ lnλ) grad (H ◦ φ)− 2 (∆ (H ◦ φ)) grad lnλ

− (n− 2)∇grad(H◦φ)grad lnλ− (n− 2)∇grad lnλgrad (H ◦ φ)

+ 2RicciM (grad (H ◦ φ))

et
C = − |grad (H ◦ φ)|2 grad lnλ+

1

2
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

)
.
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La thèse rentre dans le cadre de l’étude et constructions d’applications bi-harmoniques
sur les variétés riemanniennes. Notons que ce type d’applications est une généralisation
des applications harmoniques qui ont été introduites par Eells-Sampson en 1964, les appli-
cations bi-harmoniques qui ont été développées à la fin des années 1980. Les applications
bi-harmoniques sont les points critiques de la fonctionnelle bi-énergie et qui sont solutions
d’un système non linéaire elliptique d’ordre quatre très difficile à résoudre en général. Cette
étude a permis traiter quelques cas particuliers et de construire certains exemples. Cette
thèse se situe à l’interface entre l’analyse géométrique et la géométrie différentielle.
Cette thèse comporte quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle les notions
fondamentales sur les variétés riemanniennes qui sont des objets mathématiques plus gé-
néraux que l’espace euclidien Rn. Ensuite, il introduit la notion des applications harmo-
niques et bi-harmoniques où il définit aussi certains objets mathématiques associés à ce
type d’applications (tenseur énergie-impulsion, tenseur bi-énergie-impulsion et les applica-
tions conforme).
Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse à la géométrie de certaines structures ; Notam-
ment les structures complexes et presque complexes et comme cas particuliers, il introduit
la notion des variétés hermitienne et kählériennes. A la fin de ce chapitre, on présente la
notion des structures presque de contact en notant que les variétés de Kenmotsu sont un
cas particulier de ce type de structures.

Dans le troisième chapitre, on rappelle les résultats d’harmonicité connus sur les struc-
tures presque complexes et les structures de contact et qui ont un lien avec les outils
géométriques définis sur ces structures. Il termine ce chapitre par la construction d’appli-
cations bi-harmoniques définies d’une variété de Kenmotsu vers une variété kählérienne,
cette construction généralise certains résultats connus pour les applications harmoniques,
notons que entre ce type de variétés, les seules applications harmoniques sont les applica-
tions constantes. Ce qui nous a permis de construire de nouveaux exemples d’applications
bi-harmoniques non-harmoniques. Ce travail a fait l’objet d’un article publié [43].

A la fin de cette thèse et dans le quatrième chapitre,on a introduit un nouveau type
d’applications qui sont les applications bi-harmoniques avec potentiel qui généralise d’une
manière naturelle les applications harmoniques avec potentiel qui sont les points critiques de
la fonctionnelle énergie avec potentiel. Il commence par le calcul de la seconde variation de
cette fonctionnelle, ensuite il définit la fonctionnelle bi-énergie avec potentiel où il donne la
première variation qui lui a permis de définir les applications bi-harmoniques avec potentiel,
il a réussi à construire quelques exemples de ce type d’applications.Les résultats obtenus
dans ce chapitre sont publiés dans l’article [44].



NOTATIONS

C∞(M) l’ensemble des fonctions sur M de classe C∞

TM le fibre tangent de M

T ∗M le fibre cotangent de M

Γ(TM) l’ensemble des champs vecteurs sur M de classe C∞

Γ(T ∗M) l’ensemble des formes différentielles vecteurs sur M

Sn la sphère unité de Rn+1

dϕ la différentiel de l’application ϕ

(.)⊥, (.)> la partie verticale, et la partie horizontale(respectivement)

⊗, ∧ le produit tensoriel, le produit extérieur (respectivement)

idM l’application d’identité de M

L, d la dérivé de Lie et la dérivé extérieur (respectivement)

<,>Rn produit scalaire standard de Rn.



CHAPITRE 1

GÉOMÉTRIE HARMONIQUES ET GÉOMÉTRIE
RIEMANNIENNE

On présente dans ce chapitre, les notions de base : Rappels de géométrie Rieman-
nienne, le théorème de divergence,equation d’Euler-Lagrange, applications harmoniques,
bi-harmoniques, tenseur énergie impulsion, tenseur bi-énergie impulsion et des exemples.

1.1 Rappels de Géométrie Riemannienne

1.1.1 Définitions et notations

Une variété Riemannienne de classe C∞ de dimension m est un couple (Mm, g) où Mm

est une variété differentiable de classe C∞ de dimension m.
Et g : Γ(TM) × Γ(TM) −→ C∞(M) est une application C∞(M)-bilinéaire, symétrique,
non dégénéré et définie positive.
Localement, si M est munie d’un système de coordonnées locales (xi), i = 1...m, alors :

g =
m∑

i,j=1

gij dx
i ⊗ dxj

où gij sont des fonctions de classe C∞ sur M .
Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, alors on peut définir :

1. Un isomorphisme entre l’espace des formes différentielles Γ(T ∗M) et l’espace des
champs de vecteurs Γ(TM) :

] : Γ(T ∗M) −→ Γ(TM)

ω → ω]

tel que pour tout X ∈ Γ(TM), on a g(ω], X) = ω(X).
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2. Une métrique Riemannienne g∗ sur le fibré cotangent T ∗M , définie par :

g∗(ω, η) = g(ω], η]).

Localement si ω = ωidx
i et η = ηjdx

i, alors g∗(ω, η) = ωiηjg
ij, où (gij) représente la

matrice inverse de (gij),
3. Une métrique Riemannienne <,> sur le produit tensoriel T ∗M ⊗ T ∗M , définie par :

< ω1 ⊗ η1, ω2 ⊗ η2 >= g∗(ω1, ω2) g∗(η1, η2).

où ω1, ω2, η1, η2 ∈ Γ(T ∗M).

4. Il existe une unique connexion affine ∇

∇XY = X(Y j) +X iY jΓkij
∂

∂xk

Où Γkij les coefficients de Christoffel sont donnés par la formule :

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl
(∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
, k = 1, ...,m.

∇ est dite de Levi-Civita si :
sans torsion

∇XY −∇YX = [X, Y ], ∀X, Y ∈ Γ(TM)

et compatible avec g :

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).

5. Un tenseur de courbure R est dit courbure Riemannienne

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

vérifiant les propriétés suivantes :

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 première d’identité de Bianchi

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0 deuxième d’identité de Bianchi.

Où
(∇XR)(Y, Z) = X(R(Y, Z))−R(∇XY, Z)−R(Y,∇XZ).

Localement on a :

R
( ∂

∂xi
,
∂

∂xj
,
∂

∂xk

)
= Rl

ijk

∂

∂xl

où

Rl
ijk = ∂i

(
Γljk
)
− ∂j

(
Γlik
)

+
m∑
s=1

(
Γlis

MΓsjk − Γljs Γsik
)
.
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6. Le tenseur de Ricci :

RicciX =
m∑
i=1

R(X, ei)ei.

7. La courbure de Ricci :

Ric(X, Y ) =
m∑
i=1

g(R(X, ei)ei, Y ).

8. La courbure sectionnelle d’un plan engendré par une famille orthonormée {X, Y } :

Sect(X, Y ) = g(R(X, Y )Y,X).

9. Le gradient d’une fonction f ∈ C∞(M), défini pour tout X ∈ Γ(TM) par :

g(grad f,X) = X(f).

10. La divergence d’un champ de vecteurs X ∈ Γ(TM) :

divX =
m∑
i=1

g(∇eiX, ei).

11. La divergence d’une 1-forme ω ∈ Γ(T ∗M) :

divω =
m∑
i=1

(
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇eiei

))
.

12. La divergence d’un champ de tenseur de type (0, 2), T ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M) :

(div T )(X) =
m∑
i=1

(
ei
(
T (ei, X)

)
− T

(
∇eiei, X

)
− T

(
ei,∇eiX

))
.

13. Laplacien d’une fonction f ∈ C∞(M) :

∆f = div grad f =
m∑
i=1

(
ei
(
ei(f)

)
−
(
∇eiei

)
(f)
)
, f ∈ C∞(M).

Telle que, {e1, ..., em} est une base orthonormée sur M.

1.1.2 Théorème de divergence

Définition 1.1.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m. On appelle me-
sure de volume Riemannienne, notée vg, la mesure définie localement dans un repère par

vg =
√
det(gij) dx

1 ∧ ... ∧ dxm.
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Exemple 1.1.1. On considère la variété R3 munie des coordonnées cartésiennes (x, y, z)
on a

g = dx2 + dy2 + dz2 ,

et,
vg =

√
det(gij) dx ∧ dy ∧ dz = dx ∧ dy ∧ dz.

Exemple 1.1.2. On Considère la sphère S2 muni de la métrique induite

g = dθ2 + sin2θ dϕ2

alors,
vg =

√
det(gij)dθ ∧ dϕ = |sin θ| dθ ∧ dϕ.

Théorème 1.1.1 ([27]). .
Soient (M, g) une variété Riemannienne et D un domaine compact à bord ∂D dans M.
Soient ω 1-forme et X un champ de vecteurs définis sur un voisinage inclus dans D. Alors∫

D

(div ω) vM =

∫
∂D

ω(n) v∂D et

∫
D

(div X) vM =

∫
∂D

g(X, n) v∂D ,

où n = n(x) est le vecteur unitaire normal à ∂D.

Corollaire 1.1.1. Pour tout ω une 1−forme et X un champ de vecteurs à supports compact
dans un domaine D, alors∫

D

(div ω) vM = 0 et

∫
D

(div X) vM = 0

1.1.3 Le fibré tangent inverse

Soient M,N deux variétés différentiables et ϕ : M → N une application de classe C∞.
Si ∇N est une connexion linéaire sur le fibré tangent (TN, πN , N), alors le fibré tangent
inverse est définit par

ϕ−1TN = { (x, v) |x ∈M , v ∈ Tϕ(x)N }
=

⋃
x∈M

{x} × Tϕ(x)N ,

et
Γ(ϕ−1TN) = {V : M −→ TN, ∀x ∈M , Vx ∈ Tϕ(x)N }.

Localement pour tout X = X i ∂
∂xi
∈ Γ(TM) et ϕβ = yβ ◦ ϕ, on a

dϕ(X) = X i∂ϕ
β

∂xi
∂

∂yβ
◦ ϕ ∈ Γ(ϕ−1TN)
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et

∇ϕ
∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
) = { ∂

2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ}
∂

∂yγ
◦ ϕ.

En effet

∇ϕ
∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
) = ∇ϕ

∂

∂xi

∂ϕβ

∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∇ϕ

∂

∂xi

∂

∂yβ
◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∂ϕα

∂xi
(∇N

∂
∂yα

∂

∂yβ
) ◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∂ϕα

∂xi

N

Γγαβ ◦ϕ
∂

∂yγ
◦ ϕ. �

Remarque 1.1.1. Soient M , N deux variétés différentiables, X, Y ∈ Γ(TM),
V,W ∈ Γ(TN) et ϕ : M −→ N une application differentiable ;
Si X et V ( resp. Y et W ) sont ϕ -conjugués i.e.

dϕ(X) = V ◦ ϕ et dϕ(Y ) = W ◦ ϕ,

alors
∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ .

Proposition 1.1.1.
Soit ϕ : M −→ N une application différentiable. Si ∇N une connexion linéaire compatible
avec une métrique h sur N, alors la connexion linéaire ∇ϕ est compatible avec la métrique
hϕ sur ϕ−1TN . C’est à dire, pour tous X ∈ Γ(TM) et V,W ∈ Γ(ϕ−1TN) on a

X(hϕ(V,W )) = hϕ(∇ϕ
XV,W ) + hϕ(V,∇ϕ

XW ) .

Preuve Soient X ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(ϕ−1TN) et X̃, Ṽ , W̃ ∈ Γ(TN), tels que

dϕ(X) = X̃ ◦ ϕ , Ṽ ◦ ϕ = V et W̃ ◦ ϕ = W

alors,

X(hϕ(V,W )) = X(h(Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ)

= X̃(h(Ṽ , W̃ )) ◦ ϕ
= h(∇N

X̃
Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ+ h(Ṽ ,∇N

X̃
W̃ ) ◦ ϕ

= hϕ(∇ϕ
XV,W ) + hϕ(V,∇ϕ

XW ) .

Proposition 1.1.2.
Soit ∇N une connexion sans torsion sur N, alors

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ]) ,

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).
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Preuve Soit V,W ∈ Γ(TN) deux champs de vecteurs sont ϕ-conjugués avec X et Y
respectivement . Alors

[V,W ] ◦ ϕ = dϕ ◦ [X, Y ]

∇N
VW = ∇N

WV + [V,W ]

d’où

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ
= (∇N

WV + [V,W ]) ◦ ϕ
= ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ]).

1.1.4 Seconde forme fondamentale

Définition 1.1.2. Soient (M, g), (N, h) deux variétés Riemanniennes et ϕ : M → N une
application différentiable de classe C∞. La seconde forme fondamentale de l’application ϕ
est la dérivé covariante de la 1-forme vectoriel dϕ, définie par

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y ) ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Remarque 1.1.2. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable. Alors la se-
conde forme fondamentale de l’application ϕ est une forme vectoriel C∞(M)-bilinéaire
symétrique i.e :

(∇dϕ)(α.X, β.Y ) = αβ(∇dϕ)(X, Y )

(∇dϕ)(X, Y ) = (∇dϕ)(Y,X)

pour tout α, β ∈ C∞(M) et X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 1.1.3.
Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications différentiables entre des variétés
Riemanniennes, alors

∇d(ψ ◦ ϕ) = dψ(∇dϕ) +∇dψ(dϕ, dϕ) .

Preuve Soit X, Y ∈ Γ(TM),

∇d(ψ ◦ ϕ)(X, Y ) = ∇ψ◦ϕ
X d(ψ ◦ ϕ)(Y )− d(ψ ◦ ϕ)(∇M

X Y )

= ∇ψ◦ϕ
X dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇P
dψ(dϕ(X))dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇ψ
dϕ(X)dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇N
dϕ(X)dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇dϕ(X, Y )) .
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Cas des sous-variétés

Soient (N, h) une variété riemannienne et M une sous-variété de N. Alors le champ de
tenseur g : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M) défini pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et p ∈M par

g(X, Y )p = hp(Xp, Yp) ,

est une métrique Riemannienne sur M, appelée la métrique induite sur M par h.
Pour tout p ∈M on a

TpN = TpM ⊕ TpM⊥ ,

où,
TpM

⊥ = { v ∈ TpN |hp(v, w) = 0 ,∀w ∈ TpM}

∀ v ∈ TpN ∃ ! v> ∈ TpM ∃ ! v⊥ ∈ TpM⊥ | v = v> + v⊥ .

Remarque 1.1.3. Soient X ∈ Γ(TM) et X̃ ∈ Γ(TN) un prolongement de X (i.e. X̃|M =
X). Si ∇N (resp ∇M) désigne la connexion de Levi-Civita associée à la métrique h sur N
(resp sur M), alors

∇M
X Y = (∇N

X̃
Ỹ )> , X, Y ∈ Γ(TM) ,

est la connexion de Levi-Civita associée á la métrique g sur M, qui indépendante de le choix
de prolongement.

La deuxième forme fondamentale de M sur N est donnée par

B(X, Y ) = (∇N
X̃
Ỹ )⊥ , X, Y ∈ Γ(TM) ,

et la courbure moyenne est donnée par

H = traceB .

Définition 1.1.3. Une sous variété M d’une variété N est dite minimale si sa courbure
moyenne est nulle (H = 0).

Remarques 1.1.1. .
1) Soit i : M ↪→ N l’injection canonique, alors la deuxième forme fondamentale de i
coincide avec la deuxième forme fondamentale de M sur N, c’est à dire

∇di(X, Y ) = B(X, Y ) = (∇N
X̃
Ỹ )⊥ X, Y ∈ Γ(TM) .

2) Soit N ∈ Γ(TM⊥), on a

g(∇di(X, Y ),N ) = −g(Ỹ ,∇N
X̃
N ) X, Y ∈ Γ(TM) . (1.1)

3) Dans le cas où M est une hyper-surface de N et N ∈ Γ(TM⊥), on a

∇di(X, Y ) = g(∇di(X, Y ),N )N .
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En effet, pour prouver (2), soit p ∈M on a

g(∇di(X, Y ),N ) = g((∇N
X̃
Ỹ )⊥,N )

= g(∇N
X̃
Ỹ ,N )− g((∇N

X̃
Ỹ )>,N )

= g(∇N
X̃
Ỹ ,N )

= X̃(g(Ỹ ,N ))− g(Ỹ ,∇N
X̃
N ) .

Si (ϕt(p))t est une courbe sur M , définie au voisinage de 0 ∈ R, telle que X̃p = ∂
∂t
ϕt(p)|t=0,

on a

X̃p(g(Ỹ ,N )) =
d

dt
g(Ỹ ,N ) ◦ ϕt(p)|t=0

=
d

dt
gϕt(p)(Ỹϕt(p),Nϕt(p))|t=0

=
d

dt
hϕt(p)(Yϕt(p),Nϕt(p))|t=0

= 0 .

(3) découle immédiatement de (1) et (2).

Exemple 1.1.3. Si M = Sn ⊂ Rn+1 désigne la sphère d’unité et N =
∑n+1

i=1 x
i ∂
∂xi

le champ
de vecteur normal à la sphère Sn, alors

∇di(X, Y )p = −g(X, Y )pNp X, Y ∈ Γ(TM) , ∀p ∈M . (1.2)

g(∇di(X, Y ),N )p = −g(X, Y )p X, Y ∈ Γ(TM) , ∀p ∈M .

En effet, ceci découle de la formule 1.1 et de la relation

∇Rn+1

X̃
N = X̃, ∀X̃ ∈ Γ(TRn+1).

1.2 Les applications harmoniques

1.2.1 Equation d’Euler-Lagrange

Définition 1.2.1. Soit U un ouvert de Rn. Le lagrangien sur U est une fonction de classe
C∞ :

L : (x, y, t) ∈ U × Rn × [t1, t2] −→ L(x, y, t) ∈ R.

Étant donné deux points x1, x2 ∈ U , le problème variationnel associé consiste à chercher les
courbes ϕ : [t1, t2] −→ U tracées dans U , telles que ϕ(t1) = x1 et ϕ(t2) = x2, qui minimisent
la fonctionnelle d’énergie :

E(ϕ) =

∫ t2

t1

L
(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
dt. (1.3)
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Pour caractériser la fonction ϕ : [t1, t2] −→ U , on considère la variation ϕs(t) = ϕ(t)+s v(t)
où s ∈ (−ε, ε) et v(t) une vecteur de Rn depend de t, non nul sauf aux bornes t1 et t2,
on a alors :

v(t1) = v(t2) = 0 , ϕs(t1) = ϕ(t1) = x1 et ϕs(t2) = ϕ(t2) = x2.

Théorème 1.2.1.
Sous les hypotheses de la définition précédente

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
dt.

Où <,> désigne le produit scalaire standard sur Rn et

∂L

∂x
=
( ∂L
∂x1

, ...,
∂L

∂xn

)
,

∂L

∂y
=
( ∂L
∂y1

, ...,
∂L

∂yn

)
.

Preuve On considère l’application φ : (−ε, ε)× [t1, t2] −→ Rn définie par :

φ(s, t) = ϕs(t) = ϕ(t) + s v(t). (1.4)

D’après (1.3) et (1.4), on a :

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

∂

∂s
L
(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)∣∣∣
s=0

dt. (1.5)

Comme

∂

∂s
L
(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
=

n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂xi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
+

n∑
i=1

∂

∂s

(∂φi
∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
. (1.6)

En intégrant par parties, on trouve :∫ t2

t1

n∑
i=1

∂

∂s

(∂φi
∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
dt

=
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂

∂t

(∂φi
∂s

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
dt

=
n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)∣∣∣t2
t1

−
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂φi

∂s
(s, t)

∂

∂t

( ∂L
∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

))
dt. (1.7)
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D’après les formules (1.4), (1.5), (1.6) et (1.7), on obtient :

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
dt

+
〈
v(t),

∂L

∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
dt.

Comme v(t1) = v(t2) = 0, alors

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
dt

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
dt.

Théorème 1.2.2.
La courbe ϕ : [t1, t2] −→ U est un point critique pour la fonctionnelle d’ énergie E(ϕ) si et
seulement si :

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))
= 0. (1.8)

Ce système de n équations différentielles du second ordre s’appelle système d’équations
d’Euler-Lagrange.

Exemple 1.2.1. Soient U un ouvert de R, L : U × R× [t1, t2] −→ R définie par :

L(x, y, t) =
y2

2
,

donc le lagrangian représente l’énergie cinétique.

E(ϕ) =
1

2

∫ t2

t1

(dϕ
dt

)2

dt

le système (1.8) est réduit à l’équation

−d
2ϕ

dt2
= 0

les solutions des équations d’Euler-Lagrange sont les droites affines (géodésiques) :

ϕ(t) = a t+ b, a, b ∈ R.
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1.2.2 Première variation de l’énergie

Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés Riemanniennes, D un domaine compact de M et
ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.

On définit l’énergie de ϕ sur D par :

E(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|dϕ|2 vg, (1.9)

où |dϕ| est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle dϕ définie par :

|dϕ|2 =
m∑
i=1

h(dϕ(ei), dϕ(ei)), (1.10)

{e1, ..., em} étant une base orthonormée sur M et vg =
√

det g dx1...dxm est l’élément de
volume Riemannien de (Mm, g).

Définition 1.2.2. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞, entre deux
variétés Riemanniennes est dite harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle
d’énergie E(ϕ;D) pour tout domaine compact D ⊂M, i.e :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (1.11)

{ϕt} étant une variation de classe (C∞) de ϕ à support dans D.

Remarque 1.2.1. Une variation de ϕ à support dans un domaine compact D ⊂M , est une
famille d’ applications (ϕt)t∈(−ε,ε) ⊂ C∞(M,N), telles que ϕ0 = ϕ et ϕt = ϕ sur M\ int(D).

Théorème 1.2.3.
Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux variétés Rieman-
niennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans un domaine compact
D. Alors :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ(ϕ)) vg,

où v =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

dénote le champ de vecteur de variation de {ϕt},

τ(ϕ) = traceg∇dϕ =
m∑
i=1

{∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)}

où {e1, ..., em} est une base orthonormée sur (Mm, g).
τ(ϕ) est appelé champ de tension de ϕ.

Preuve Soient D un domaine compact de M, {ϕt} une variation de ϕ à support dans
D et v ∈ Γ(ϕ−1TN) le champ de vecteur de variation.
Soit φ : M × (−ε, ε) −→ N l’application définie par φ(x, t) = ϕt(x).
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Si {e1, ..., em} base orthonormée sur M, alors [(ei, 0), (0, d
dt

)] = 0, pour tout i = 1, ...,m, on
a dφ(ei, 0) = dϕ(ei) et dφ(0, d

dt
) = v.

En effet, remarquons que

dφ(ei, 0) : M × (−ε, ε) −→ TN ,

dφ(ei, 0)(x,0) = dxφ0(ei|x) + d0φx(0) ( formule deLeibniz )

= dxφ0(ei|x)
= dxϕ(ei|x)

et

dφ(0,
d

dt
)(x,0) = dxφ0(0|x) + d0φx(

d

dt
|t=0)

= dφx(
d

dt
)|t=0

= v(x) ,

avec φ0(x) = φ(x, 0).

d

dt
E(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ
(ei,0)dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) vg. (1.12)

Soit ω la 1−forme différentielle à support dans D, définie par :

ω(X) = h(v, dϕ(X)), X ∈ Γ(TM).

On a :

divM ω =
m∑
i=1

{
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
v, dϕ(ei)) + h(v,∇ϕ

ei
dϕ(ei))− h(v, dϕ(∇M

ei
ei))
}
. (1.13)

D’après les formules (1.12), (1.13) et le théorème de Stokes, on obtient :

d

dt
E(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

m∑
i=1

{
h
(
v,∇ϕ

ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)
)}
vg.
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Corollaire 1.2.1. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes est harmonique si et seulement si :

τ(ϕ) = traceg∇dϕ = ∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei) = 0. (1.14)

tels que {e1, ..., em} base orthonormée sur M.

Remarque 1.2.2. L’équation (1.14) est l’équation d’Euler-Lagrange associée à l’énergie
fonctionnelle.

Remarque 1.2.3. Localement, si (xi) et (yα) désignent les coordonnées locales sur M et
N respectivement, alors :

τ(ϕ) = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

) ∂

∂yγ
◦ ϕ.

Proposition 1.2.1.
Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications différentiables entre des variétés
Riemanniennes, alors

τ(ψ ◦ ϕ) = dψ(τ(ϕ)) + trg∇dψ(dϕ, dϕ) .

1.2.3 Tenseur énergie impulsion

Proposition 1.2.2.
Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés Riemanniennes et ϕ : Mm −→ Nn une application
de classe C∞. Si {gt}t∈[−ε,ε] une variation de la métrique g (g0 = g), alors :

δg =
∂

∂t
gt

∣∣∣
t=0
∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M).

Localement on a :

gt = gij(t, x) dxi ⊗ dxj , g0 = g = gij(x) dxi ⊗ dxj et δg =
∂

∂t
gij(t, x)

∣∣∣
t=0
dxi ⊗ dxj.

Définition 1.2.3. Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés Riemanniennes et ϕ : Mm −→ Nn

une application de classe C∞. Le tenseur énergie impulsion de ϕ est défini par :

S(ϕ) = e(ϕ) g − ϕ∗h, (1.15)

pour tout champs de vecteurs X, Y ∈ Γ(TM), on a :

S(ϕ)(X, Y ) = e(ϕ) g(X, Y )− h(dϕ(X), dϕ(Y )).

Où e(ϕ) = 1
2
|dϕ|2 est la densité d’énergie de ϕ.
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Proposition 1.2.3.
Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞,, D un domaine compact de
M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
E(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S(ϕ), δg > vg,

où 〈 , 〉 est la métrique Riemannienne induite sur T ∗M ⊗ T ∗M.

Pour la preuve de la Proposition 1.2.3, on peut se référer à [27] et [21].

Théorème 1.2.4.
Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors :

divM S(ϕ) = −h(τ(ϕ), dϕ).

Preuve Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. Au point x, on a :

S(ϕ)(ei, ej) =
1

2

m∑
k=1

h(dϕ(ek), dϕ(ek))δij − h(dϕ(ei), dϕ(ej)).

Tenant calcule qu’au point x, τ(ϕ) =
m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(ei) et ∇ϕ

ej
dϕ(ek) = ∇ϕ

ek
dϕ(ej), alors :

(
divM S(ϕ)

)
(ej) =

m∑
i=1

ei
(
S(ϕ)(ei, ej)

)
=

1

2

m∑
i,k=1

ei
(
h(dϕ(ek), dϕ(ek))

)
δij −

m∑
i=1

ei
(
h(dϕ(ei), dϕ(ej))

)
=

m∑
k=1

h
(
∇ϕ
ej
dϕ(ek), dϕ(ek)

)
−

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ei), dϕ(ej))

= −h
(
τ(ϕ), dϕ(ej)

)
.

Du théorème 1.2.4, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.2. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.
1. Si ϕ est harmonique, alors divM S(ϕ) = 0.
2. Si ϕ est une submersion et si divM S(ϕ) = 0, alors ϕ est harmonique.
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1.2.4 Exemples des applications harmoniques

• L’application identité Id : (Mm, g) −→ (Mm, g) est harmonique.
• Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Rn, <,>Rn) de classe C∞, est harmonique si

et seulement si, pour tout γ = 1, ..., n :

∆Mϕγ ≡
m∑

i,j,k=1

gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
− ∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
= 0.

• Une courbe ϕ : (R, <,>R) −→ (Nn, h) est harmonique si et seulement si :

d2ϕγ

dx2
+

n∑
α,β=1

dϕα

dx

dϕβ

dx
NΓγαβ ◦ ϕ = 0,

pour tout γ = 1, ..., n. On retrouve l’équation des géodésiques de la variété (Nn, h).

• Soit S une surface dans l’espace euclidien R3, et soit :

ϕ : (Ω, <,>R2) −→ (R3, <,>R3),

une paramétrisation locale de S, où Ω un ouvert de R2. Supposons que :∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2 =
∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2, 〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

= 0.

Alors, S est minimale si et seulement si ϕ est harmonique. En effet, notons :

N =

∂ϕ
∂x
∧ ∂ϕ

∂y∣∣∣∂ϕ∂x ∧ ∂ϕ
∂y

∣∣∣
le vecteur unitaire normal,

E =
∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2, F =
〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3
, G =

∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2,
e =

〈
N,

∂2ϕ

∂x2

〉
R3
, f =

〈
N,

∂2ϕ

∂x∂y

〉
R3
, g =

〈
N,

∂2ϕ

∂y2

〉
R3
.

on obtient :
H =

1

2

eG+ g E − 2f F

E G− F 2

la courbure moyenne de S. D’autre part :〈∂ϕ
∂x
, τ(ϕ)

〉
R3

=
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3

+
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂y2

〉
R3

=
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3
−
〈 ∂2ϕ

∂x∂y
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

=
1

2

∂

∂x

∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2 − 1

2

∂

∂x

∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2
= 0,〈∂ϕ

∂y
, τ(ϕ)

〉
R3

= 0.
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Par conséquent τ(ϕ) est normal à la surface S et on a :

H =
e+ g

2E
=

〈
N, τ(ϕ)

〉
R3

2E
.

• Soit l’application de Hopf

φ : S3 −→ S2

(s, a, b) 7−→ (α(s), ψ(a, b))

où ψ(a, b) = ka+ lb et α : [0, π
2
] −→ [0, π] telle que α(0) = 0 et α(π

2
) = π.

Soient,
gS3 = ds2 + cos2s da2 + sin2s db2 ,

la métrique riemannienne sur S3 et

hS2 = dα2 + sin2α dψ2 ,

une métrique riemannienne sur S2. On a

{ e1 = ∂
∂s
, e2 = 1

cos s
∂
∂a
, e3 = 1

sins
∂
∂b
} est une base orthonormée sur S3.

{ f1 = ∂
∂α
, f2 = 1

sinα
∂
∂ψ
} est une base orthonormée sur S2.

dφ(e1) = α′ ∂
∂α

dφ(e2) = k
coss

∂
∂ψ

dφ(e3) = l
sins

∂
∂ψ

∇e1e1 = 0

∇e2e2 = tans ∂
∂s

∇e3e3 = −cots ∂
∂s

∇ ∂
∂α

∂
∂α

= 0

∇ ∂
∂ψ

∂
∂ψ

= −sinα cosα ∂
∂α
.

∇φ
e1
dφ(e1) = α′′ ∂

∂α

∇φ
e2
dφ(e2) = −k2sinα cosα

cos2s
∂
∂α

∇φ
e3
dφ(e3) = − l2sinα cosα

cos2s
∂
∂α

où α′ = dα
ds
.

En remplaçant dans l’expression

τ(φ) =
3∑
i=1

{∇φ
ei
dφ(ei)− dφ(∇eiei) } ,

on obtient

τ(φ) =
(
α′′(s) + α′(s)(cots− tans)− sinα cosα(

k2

cos2s
+

l2

sin2s
)
) ∂

∂α
.
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• Soient N une variété Riemannienne et M une sous-variété de N .
Si i : M ↪→ N est l’injection canonique, alors la sous-variété M est minimale si et
seulement si i est harmonique. En effet,

∇di = B ,

d’où, τ(i) = H.
• Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Si ϕ : M −→ N est un plongement

régulier isométrique, c’est à dire, ϕ est un plongement régulier tel que pour tout
p ∈M , X, Y ∈ Γ(TM) on a

gp(Xp, Yp) = hϕ(p)(dϕ(Xp), dϕ(Yp)) .

Alors, ϕ(M) est une sous-variété de N, de plus ϕ(M) est minimale si et seulement si
l’application ϕ est harmonique.
En effet, si ∇ϕ(M) est la connexion de Levi-Civita associée à la métrique induite par
h sur ϕ(M), et B désigne la deuxième forme fondamentale de ϕ(M) sur N, alors

B(dϕ(X), dϕ(Y )) = (∇N
dϕ(X)dϕ(Y ))⊥

= ∇N
dϕ(X)dϕ(Y )− (∇N

dϕ(X)dϕ(Y ))>

= ∇ϕ
Xdϕ(Y )−∇ϕ(M)

dϕ(X)dϕ(Y )

= ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )

= ∇dϕ(X, Y ) , X, Y ∈ Γ(TM) ,

Soit (ei) une base orthonormée locale sur M, comme l’application ϕ est isométrique,
on a (dϕ(ei)) une base orthonormée sur ϕ(M), d’où

H = traceB ( courburemoyenne )

= B(dϕ(ei), dϕ(ei))

= ∇dϕ(ei, ei)

= τ(ϕ) .

• Soit M une variété Riemannienne et g la métrique Riemannienne induite sur la sphère
d’unité Sn par l’injection canonique i : Sn −→ Rn+1. Soit ϕ : M −→ Sn une appli-
cation de classe C∞, posons ψ = i ◦ ϕ : M −→ Rn+1, alors ϕ est harmonique si et
seulement si

τ(ψ) = −|dψ|2ψ .
En effet, d’aprés la proposition 1.2.1 on a

τ(ψ) = τ(i ◦ ϕ) = di(τ(ϕ)) + tr∇di(dϕ, dϕ) ,

donc , ϕ est harmonique si et seulement si

τ(ψ) = tr∇di(dϕ, dϕ)

=
m∑
i=1

∇di(dϕ(ei), dϕ(ei)) ,



1.2 Les applications harmoniques 25

où (ei) est une base orthonormée de TxM , x ∈ M , en utilisant la formule 1.2 on
obtient

τ(ψ) = −
m∑
i=1

g(dϕ(ei), dϕ(ei))Nψ(x) , où N =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi

= −
m∑
i=1

|dϕ(ei)|2ψ(x) , (Nψ(x) = ψ(x))

= −|dϕ|2ψ(x)

= −|dψ|2ψ(x) .

Remarque 1.2.4. La composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale une
application harmonique. En particulier si φ est harmonique et si ψ et totalement géodésique
c’est à dire (∇dψ = 0), alors ψ ◦ φ est harmonique.

Exemple 1.2.2. Soit l’application,

ϕ : (R, dx2) −→ (R2, dx2 + dy2)

x 7−→ (x, 0) ,

on a,

τ(ϕ) = (
∂2x

dx2
,
∂20

dx2
)

= 0 ,

et soit l’application,

ψ : (R2, dx2 + dy2) −→ (R, dz2)

(x, y) 7−→ x2 − y2 ,

on a,

τ(ψ) = ∆(ψ)

=
∂2ψ

dx2
+
∂2ψ

dy2

= 2− 2 = 0 ,

alors les deux applications ϕ et ψ sont harmoniques, mais remarquons que la composé,

ψ ◦ ϕ : (R, dx2) −→ (R, dz2)

x 7−→ x2 ,

est non harmonique, τ(ψ ◦ ϕ) = 2
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1.3 Les applications bi-harmoniques
Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés Riemanniennes et D un domaine compact de M.

La fonctionnelle bi-énergie d’une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞, est
définie par :

E2(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τ(ϕ)|2 vg. (1.16)

Définition 1.3.1. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes, est dite bi-harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle
bi-énergie E2(ϕ;D) pour tout domaine compact D ⊂M c’est-à-dire :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (1.17)

{ϕt} étant une variation de ϕ à support dans D.

Première variation de bi-énergie

Théorème 1.3.1.
Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux variétés Rieman-
niennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans D.
Alors :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ2(ϕ)) vg,

où v =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

désigne le champ de variation associé à {ϕt}, et τ2(ϕ) ∈ Γ(ϕ−1TN) le
champ définie relativement à une base orthonormée sur M, par :

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ)

= −
m∑
i=1

RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)−∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

}
τ2(ϕ) est appelé champ de bi-tension de ϕ.

Preuve Posons φ : M × (−ε, ε) −→ N, l’application définie par φ(x, t) = ϕt(x). Alors :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
,∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))
vg

∣∣∣
t=0
. (1.18)
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On a :

∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0) − ∇φ

(ei,0)dφ(0,
d

dt
) = [(0,

d

dt
), (ei, 0)

]
(1.19)

= 0.

∇φ

(0, d
dt

)
dφ
(
∇M
ei
ei, 0

)
= ∇φ

(∇Mei ei,0)
dφ
(
0,
d

dt

)
. (1.20)

∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
= ∇φ

(0, d
dt

)
∇φ

(ei,0)dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt

)
dφ
(
∇M×(−ε,ε)

(ei,0) (ei, 0)
)

= RN
(
dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0)

)
dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)∇
φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0)

+∇φ[
(0, d

dt
),(ei,0)

]dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt

)
dφ
(
∇M
ei
ei, 0

)
.

= RN
(
dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0)

)
dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)∇
φ
(ei,0)dφ(0,

d

dt
)

−∇φ
(∇Mei ei,0)

dφ
(
0,
d

dt

)
. (1.21)

D’où :

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
, ∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))∣∣∣
t=0

= h
(
RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)

)
+ h

(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v, τ(ϕ)

)
− h
(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ(ϕ)
)
. (1.22)

Soit ω ∈ Γ(T ∗M), la 1−forme différentielle à support dans D, définie par :

ω(X) = h
(
∇ϕ
Xv, τ(ϕ)

)
, X ∈ Γ(TM).

On a :

divM ω =
m∑
i=1

{
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei
(
h
(
∇ϕ
ei
v, τ(ϕ)

))
− h
(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ(ϕ)
)}

=
m∑
i=1

{
h
(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v, τ(ϕ)

)
+ h
(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
− h
(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ(ϕ)
)}
. (1.23)

D’après les formules (1.22) et (1.23), on obtient :

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
,∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))∣∣∣
t=0
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m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ

(
(ei, 0)(ei, 0)

)
,∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))∣∣∣
t=0

=

m∑
i=1

h
(
RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)

)
+ divM ω −

m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
. (1.24)

Soit η ∈ Γ(T ∗M), la 1-forme différentielle à support dans D, définie par :

η(X) = h
(
v,∇ϕ

Xτ(ϕ)
)
, X ∈ Γ(TM).

On a :

divM η =
m∑
i=1

{
ei
(
η(ei)

)
− η
(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei
(
h
(
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

))
− h
(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

)}
=

m∑
i=1

{
h
(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
+ h
(
v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)

)
− h
(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

)}
. (1.25)

Substituant (1.24) dans (1.25), on obtient :

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
, ∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))∣∣∣
t=0

=

m∑
i=1

h
(
RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei), v

)
+ divM ω − divM η

+
m∑
i=1

h
(
v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)

)
−

m∑
i=1

h
(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

)
.(1.26)

D’après les formules (1.18), (1.26) , et le théorème de Stokes, on obtient :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

m∑
i=1

h
(
−RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ) +∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ), v

)
vg.

Du Théorème 1.3.1, on déduit que

Corollaire 1.3.1. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞, entre deux
variétés Riemanniennes est bi-harmonique si et seulement si :

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ) = 0. (1.27)
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Remarque 1.3.1.

1. L’équation (1.27) est dite équation d’Euler-Lagrange associée à la fonctionnelle bi-
énergie.

2. Si les variétés M et N sont munies respectivement des coordonnées (xi) et (yα), au
voisinage des points x ∈M et ϕ(x) ∈ N, alors :

τ2(ϕ) = gij
{ ∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2

∂τα

∂xj
∂τβ

∂xj
NΓσαβ + τα

∂2ϕβ

∂xi∂xj
NΓσαβ

+τα
∂ϕβ

∂xi
∂ NΓσαβ
∂xj

+ τα
∂ϕβ

∂xi
∂ϕρ

∂xj
NΓvαβ

NΓσvρ

−MΓkij

(∂τσ
∂xk

+ τα
∂ϕβ

∂xk
NΓσαβ

)
− τ v ∂ϕ

α

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NRσ

βαv

} ∂

∂yσ
◦ ϕ,

où τ γ = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
et NRσ

βαv désignent les compo-
santes du tenseur de courbure dans (Nn).

1.3.1 Tenseur bi-énergie impulsion

Avant de terminer ce chapitre il faut donner la définition de tenseur trés important dans
la géométrie harmonique c’est Le tenseur bi-énergie impulsion.

Définition 1.3.2. Soient (Mm, g), (Nn, h) des variétés Riemanniennes et ϕ : Mm −→ Nn

une application de classe C∞. Le tenseur bi-énergie impulsion S2(ϕ) ∈ Γ(T ∗M � T ∗M)
associé à l’application ϕ est défini pour tout X, Y ∈ Γ(TM) par :

S2(ϕ)(X, Y ) = −1

2
|τ(ϕ)|2g(X, Y )− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > g(X, Y )

+h(dϕ(X),∇ϕ
Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτ(ϕ)), (1.28)

où

< dϕ,∇ϕτ(ϕ) >=
m∑
i=1

h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
,

relativement à une base orthonormée {e1, ..., em} sur M.

Proposition 1.3.1.
Soient {gt} une variation de classe C∞ de g, alors : ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application
de classe C∞, D un domaine compact de M et

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S2(ϕ), δg > vg. (1.29)

Pour la démonstration de la Proposition 1.3.1, on a besoin des lemmes suivants :
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Lemme 1.3.1 ([11]). Soient ϕ : (Mm, g)→ (Nn, h) une application de classe C∞, et {gt}
une variation C∞ de g.
Le champ de vecteurs ξ =

(
divM(δg)

)] − 1
2

gradM
(

traceg(δg)
)
satisfait :

δ(|τ(ϕ)|2) = −2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > −2h(dϕ(ξ), τ(ϕ)). (1.30)

Preuve Localement, on a :

δ(τ(ϕ)α) = −gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αij − ξkϕαk (1.31)

< h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > = gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αijτ(ϕ)βhαβ (1.32)

h(dϕ(ξ), τ(ϕ)) = ξkϕαk τ(ϕ)βhαβ (1.33)
δ(|τ(ϕ)|2) = δ

(
τ(ϕ)ατ(ϕ)βhαβ

)
= 2 δ(τ(ϕ)α)τ(ϕ)βhαβ

= −2gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αijτ(ϕ)βhαβ − 2ξkϕαk τ(ϕ)βhαβ. (1.34)

Substituant les formules (1.32) et (1.33) dans (1.34), on obtient (1.30).

Lemme 1.3.2. Soient ϕ : (Mm, g)→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un domaine
compact de M et {gt} une variation C∞ de g.
Si on pose

ξ =
(

divM(δg)
)] − 1

2
gradM

(
trace(δg)

)
,

alors : ∫
D

h(dϕ(ξ), τ(ϕ))vg =

∫
D

〈
− sym

(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
+

1

2
divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g, δg

〉
vg. (1.35)

où sym
(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
(X, Y ) = 1

2

(
∇Y h(dϕ(X), τ(ϕ)) +∇Xh(dϕ(Y ), τ(ϕ))

)
Preuve Soit ω = h(dϕ, τ(ϕ)), alors :∫

D

ω(ξ)vg =

∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg −

1

2

∫
D

ω
(

gradM(trace(δg))
)
vg. (1.36)

Le premier terme à droite de l’égalité (1.36) est donné par :∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg =

∫
D

g(ω], (divM(δg))])vg

=

∫
D

g∗(ω, divM(δg))vg,

où g∗ est la métrique Riemannienne induite sur T ∗M .
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D’autre part, si pour σ ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M), on pose C(ω, σ) = ωiσijdx
j, on obtient :

g∗(ω, divM σ) = divM(C(ω, σ)])− 〈sym(∇ω), σ〉. (1.37)

Pour σ = δg, de la formule (1.37), on trouve :∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg = −

∫
D

〈sym(∇ω), δg〉. (1.38)

Remarquant pour λ ∈ C∞(M), on a :

ω(gradM λ) = g∗(ω, dλ). (1.39)

Pour λ = trace(δg), de la formule (1.39) on obtient :

− 1

2

∫
D

ω
(

grad(trace(δg))
)
vg = −1

2

∫
D

g∗(ω, d(trace(δg)))vg

= −1

2

∫
D

g(ω], gradM(trace(δg)))vg

=
1

2

∫
D

trace(δg) divM(ω])vg

=
1

2

∫
D

〈divM(ω])g, δg〉vg. (1.40)

Substituant les formules (1.38) et (1.40) dans (1.36), on obtient (1.35).

Démonstration de la Proposition 1.3.1.

D’après la formule (1.30) et le Lemme 1.3.1, on a :

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

δ(|τ(ϕ)|2)vg +
1

2

∫
D

|τ(ϕ)|2δ(vgt)

=
1

2

∫
D

(
− 2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > −2h(dϕ(ξ), τ(ϕ))

)
vg

+
1

2

∫
D

<
1

2
|τ(ϕ)|2g, δg > vg,

et d’après le Lemme 1.3.2, on obtient :

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

−2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > vg +
1

2

∫
D

<
1

2
|τ(ϕ)|2g, δg > vg

+
1

2

∫
D

(〈
2 sym

(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
− divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g, δg

〉)
vg.

(1.41)
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Posons :

S2(ϕ) = −2h(∇dϕ, τ(ϕ)) + 2 sym
(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
− divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g +

1

2
|τ(ϕ)|2g. (1.42)

Soit {e1, ..., em} une base orthonormée surM définie dans un voisinage d’un point x ∈M
telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ...,m}. Au point x, on a :

2 sym
(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
(ei, ej) = ∇ϕ

ei
h(dϕ(ej), τ(ϕ)) +∇ϕ

ej
h(dϕ(ei), τ(ϕ))

= 2h(∇dϕ(ei, ej), τ(ϕ)) + h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
τ(ϕ))

+h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
τ(ϕ)), (1.43)

divM
(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
=

m∑
i=1

ei
(
g(h(dϕ, τ(ϕ))], ei)

)
=

m∑
i=1

ei
(
h(dϕ(ei), τ(ϕ))

)
=

m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
dϕ(ei), τ(ϕ)) + h(dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

}
= |τ(ϕ)|2+ < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > . (1.44)

En substituant les formules (1.43) et (1.44) dans (1.42) ensuite dans (1.41), on obtient
(1.29)

�

Théorème 1.3.2.
Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors :

divM S2(ϕ) = −h(τ2(ϕ), dϕ).

Preuve Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, (1 ≤ i, j ≤ m).

Si on pose
S2(ϕ) = T1 + T2

où T1, T2 ∈ Γ(T ∗M � T ∗M) sont deux champs de tenseurs définis par :

T1(X, Y ) = −1

2
|τ(ϕ)|2g(X, Y )− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > g(X, Y ),

T2(X, Y ) = h(dϕ(X),∇ϕ
Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτ(ϕ)).
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Alors au point x, on a :

(divM T1)(ej) =
m∑
i=1

ei
(
T1(ei, ej)

)
=

m∑
i=1

ei
(
− 1

2
|τ(ϕ)|2δij− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > δij

)
= −h(∇ϕ

ej
τ(ϕ), τ(ϕ))− ej

(
< dϕ,∇ϕτ(ϕ) >

)
= −h(∇ϕ

ej
τ(ϕ), τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(∇ϕ
ej
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

−
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

(divM T2)(ej) =
m∑
i=1

ei
(
T2(ei, ej)

)
=

m∑
i=1

ei
(
h(dϕ(ei),∇ϕ

ej
τ(ϕ)) + h(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

)
=

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ei),∇ϕ

ej
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

Tenant compte qu’au point x, on a :

τ(ϕ) =
m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(ei) et ∇ϕ

ei
dϕ(ej) = ∇ϕ

ej
dϕ(ei)

∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ)−∇ϕ

ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ) = RN(dϕ(ei), dϕ(ej))τ(ϕ)

alors :

(divM T1)(ej) + (divM T2)(ej) =
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

= −h(τ2(ϕ), dϕ).
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Du Théorème 1.3.2, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.2. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.
1. Si ϕ est bi-harmonique, alors divM S2(ϕ) = 0.
2. Si ϕ est une submersion et si divM S2(ϕ) = 0, alors ϕ est bi-harmonique.

1.3.2 Exemples des applications bi harmoniques

• L’application identité Id : (Mm, g) −→ (Mm, g) est bi-harmonique.
• Toute application harmonique est bi-harmonique.
• Considérons l’application différentiable

ϕ : (M, g) −→ Rn

p 7−→ ϕ(p) = (ϕ1(p), ..., ϕn(p))

Alors τ2(ϕ) = (τ2(ϕ1), ..., τ2(ϕn)), donc ϕ et bi-harmonique si et seulement si les
applications ϕi, i = 1, ..., n sont bi-harmoniques.

• Soit l’application
ϕ : (M, g) −→ (Sn, h) ,

ϕ et bi-harmonique si et seulement si :

trg(∇ϕ)2τ(ϕ) + 2e(ϕ)τ(ϕ)− trhh(τ(ϕ), dϕ), dϕ = 0

En effet, remarquons que la sphère unité Sn à courbure constante égale à 1 et d’après
la formule :

R(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y.

On a

trgR
Sn(τ(ϕ), dϕ)dϕ = trg

(
h(dϕ, dϕ)τ(ϕ)− h(τ(ϕ), dϕ)dϕ

)
= |dϕ|2τ(ϕ)− trgh(τ(ϕ), dϕ)dϕ

= 2e(ϕ)τ(ϕ)− trgh(τ(ϕ), dϕ)dϕ

• Soit Mn−1 une hypersurface de la sphère d’unité (Sn, h), alors l’injection canonique i :
Mn−1 −→ Sn munie de la métrique induite g est bi-harmonique. En effet on a

τ(i) = trg∇di = trgB = H

τ2(i) = trg(∇i)2H + trgR
Sn(H, di)di

D’après la formule 1.2 on a :
H = (1− n)N

Alors, pour une base orthonormée {ei}n−1
i=1 sur M avec (∇M

ei
ej)x = 0, x ∈M, on a

trg(∇i)2H = (1− n)∇i
ei
∇i
ei
N = (1− n)∇Sn

ẽi
∇Sn
ẽi
N = (1− n)∇Sn

ẽi
ẽi

= (1− n)((∇Sn
ẽi
ẽi)
⊥ + (∇Sn

ẽi
ẽi)
>)

= (1− n)(H +∇M
ei
ei) = (1− n)H ,
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et, comme Sn est de courbure constante on a

trgR
Sn(H, di)di = RSn(H, di(ei))di(ei) = RSn(H, ẽi)ẽi

= h(ẽi, ẽi)H − h(H, ẽi)ẽi

= (n− 1)H − (1− n)g(N , ei)ei = (n− 1)H.

D’où : τ2(i) = 0.



CHAPITRE 2

GÉOMÉTRIE DES STRUCTURES

On présente dans ce chapitre les variétés différentielles remarquables,qui sont possédant
quelque propriétés, on les appelle les structures.Il y a plusieurs des structures,mais dans
ce travail on réduit l’etude que deux structures, structure presque complexe, et structures
presque contact .

2.1 Structure presque complexe

2.1.1 Variété complexe

Définition 2.1.1. Une variété complexe de dimension n est un espace topologique séparé,
possédant un atlas de cartes sur Cn, tel que les applications de changement de cartes soient
bi-holomorphismes.

Remarques 2.1.1.

• Toute variété complexe de dimension n possède une structure canonique de variété diffé-
rentielle orientable de dimension 2n.

• Les variétés complexes de dimension 1 sont appelées surfaces de Riemann.
• Pour tout carte complexe (U, ψ) avec coordonnées locales complexes z1, ..., zn dans un

variété complexe M de dimension n, si xk et yk sont les parties réelles et imaginaires
de zk, k = 1, ..., n respectivement, alors x1, y1, ..., xn, yn sont les coordonnées locales
réelles de M.

Exemples 2.1.1.

• Cn l’espace euclidien est une variété complexe de dimension complexe n.
• PCn l’espace projectif complexe est une variété complexe de dimension complexe n.
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2.1.2 Variété presque complexe

Définition 2.1.2. SoitM une variété differentiable de dimension 2n. Une structure presque
complexe J sur M est un endomorphisme sur Γ(TM) tel que J2 = −id. On dire que (M,J)
une variété presque complexe.

Remarques 2.1.2.

1. KerJ = 0 puisque si JX = 0 =⇒ J2X = 0 =⇒ −X = 0 =⇒ X = 0.

2. Si J une structure presque complexe sur une variété differentiable M alors dimM est
un nombre paire .

Exemple 2.1.1. L’espace vectoriel complexe Cn muni de l’endomorphisme J
où ∀X ∈ Γ(TCn), J(X) = iX, tel que i2 = −1 est une variété presque complexe de
dimension 2n.

Exemple 2.1.2. On considère R2n, on définit l’endomorphisme J : Γ(TR2n) −→ Γ(TR2n)
par

J
( ∂

∂xi

)
=

∂

∂yi
J
( ∂

∂yi

)
= − ∂

∂xi
, i = 1...n (2.1)

tels que x1, ..., xn, y1, ..., yn sont coordonnées Euclidiennes de R2n, alors on a J2 = −id
où J est la structure presque complexe de R2n qui vérifie

〈JX, JY 〉 = 〈X, Y 〉
〈JX, Y 〉 = −〈X, JY 〉
〈JX,X〉 = 0 ∀X, Y ∈ Γ(TR2n).

Exemple 2.1.3. On considère l’espace nombres de Cayley comme sous algèbre de R8

engendré par {e0 = 1, ei(i = 1, ..., 7) et R7 comme ensemble des imaginaires pures de
nombres de Cayley. Pour tout x ∈ S6 = {x ∈ R7/〈x, x〉 = 1} on définie l’endomorphisme
Jx : TxS6 −→ TxS6 par JxV = x× V, V ∈ TxS6, où × est multiplication définie par

ei × ej e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 -1 e3 - e2 e5 −e4 e7 −e6

e2 −e3 -1 e1 e6 −e7 −e4 e5

e3 e2 −e1 -1 −e7 −e6 e5 e4

e4 −e5 −e6 e7 -1 e1 e2 −e3

e5 e4 e7 e6 −e1 -1 −e3 −e2

e6 −e7 e4 −e5 −e2 e3 -1 e1

e7 e6 −e5 −e4 e3 e2 −e1 -1

alors J définie une structure presque complexe sur S6.

Définition 2.1.3. Soit (M,J) une variété presque complexe , l’espace Γ(TCM) est la
somme directe de Γ(T 1,0M) et Γ(T 0,1M) tels que

Γ(T 1,0M) = {Z ∈ Γ(TCM)/J(Z) = iZ};

Γ(T 0,1M) = {Z ∈ Γ(TCM)/J(Z) = −iZ}.
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Remarque 2.1.1. Soit {E1, · · · , Em, JE1, · · · , JEm} une base orthonormale de TCx M on
peut choisir une base complexe {Z1, · · · , Zm} de T 1,0

x M, et {Z1, · · · , Zm} de T 0,1
x M

tels que

Zj =
1

2
(Ej − iJEj) et Zj =

1

2
(Ej + iJEj) j = 1...m. (2.2)

Définition 2.1.4. Soit (M,J) une variété presque complexe, on dit que J est intégrable si
pour tous X, Y ∈ Γ(T 1,0M) alors [X, Y ] ∈ Γ(T 1,0M).

Exemple 2.1.4. La structure presque complexe J dans l’exemple (2.1.2) est intégrable mais
dans l’exemple (2.1.3) n’est pas.

Définition 2.1.5. Soit (M,J) une variété presque complexe, le tenseur Nijenhuis N est un
tenseur de type (1, 2) défini par :

NJ(X, Y ) = [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]− [X, Y ] X, Y ∈ Γ(TM) (2.3)

Théorème 2.1.1.
Soit (M,J) une variété presque complexe, alors M est une variété complexe si seulement si
NJ = 0

Preuve Voir [10]

2.1.3 Variété Hermitienne

Définition 2.1.6. Soit (M,J) une variété presque complexe. On appelle une métrique Her-
mitienne toute métrique Riemannienne g qui vérifie :

g(JX, JY ) = g(X, Y ) ∀X, Y ∈ Γ(TM) (2.4)

et on dire que J et g sont compatibles

Proposition 2.1.1. Toute variété presque complexe admet une métrique Hermitienne.

Preuve Soit (M,J) une variété presque complexe et commeM est paracompacte donc
il existe une métrique Riemannienne g, on pose

h(X, Y ) = g(JX, JY ) + g(X, Y ) ∀X, Y ∈ Γ(TM).

En effet
h(JX, JY ) = g(−X,−Y ) + g(JX, JY ) = h(X, Y )

donc h est une métrique hermitienne.

Définition 2.1.7. Une variété presque hermitienne resp (variété Hermitienne ) est une
variété presque complexe resp(variété complexe) munie d’une métrique Hermitienne.
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Définition 2.1.8. Une variété presque Hermitienne (M, g, J) est dite (1, 2)−symplectique
ou quasi Kahlerienne si

∀Z,W ∈ Γ(T 1,0M) ∇ZW ∈ Γ(T 1,0M), avec Z ∈ Γ(T 0,1M)

Définition 2.1.9. Une variété presque Hermitienne (M, g, J) est dite variété co-symplectique
(ou semi Kahlerienne) si div J = 0

Définition 2.1.10. Soit
{
E1, · · · , Em, JE1, · · · JEm

}
une base orthonormée de Γ(TM)C.

On appelle forme de Lee θ définie par

θ(Z) =
m∑
k=1

dω(Ek, JEk, Z), avec ω(X, Y ) = g(JX, Y ), où ω ∈ ∧2(T ∗M)

et on a θ] = J div J est appelé le champ de vecteurs de Lee.

Propriété 2.1.1.

• (M, g, J) est semi Kahlerienne =⇒ dω = 0

• Toute variété (1, 2)-symplectique est semi Kahlerienne

2.1.4 Variété Kahlerienne

Définition 2.1.11. Soit (M,J, g) une variété presque hermitienne. On appelle deuxième
forme fondamentale l’application φ définie sur M par :

φ(X, Y ) = g(X, JY ) ∀X, Y ∈ Γ(TM)

Définition 2.1.12. Soit (M,J, g) une variété presque hermitienne (hermitienne ) est dite
variété presque kählerienne (kählerienne) si la 2-forme φ est fermé i.e dφ = 0

Remarque 2.1.2. Dans le cas si dφ = 0, alors g dire métrique Kahlerienne.

Proposition 2.1.2. Une variété hermitienne est kahlerienne si seulement si ∇J = 0.

Preuve voir [10]

Exemple 2.1.5.
On munit la variété R4 de la métrique

g = sh2t dx2 + sh2t(1 + 4x2) dy2 + sh2t dz2 − 4xsh2t dydz + ch2t dt2.

Pour une base orthonormée

e1 =
1

sht

∂

∂x
, e2 =

1

sht

( ∂
∂y

+ 2x
∂

∂z

)
, e3 =

1

sht

∂

∂z
, e4 =

1

cht

∂

∂t
.
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Et la structure presque complexe J définie par,

J = e2 ⊗ e∗1 − e1 ⊗ e∗2 + e4 ⊗ e∗3 − e3 ⊗ e∗4
On a alors, Je1 = e2 , Je2 = −e1 , Je3 = e4 , Je4 = −e3 ,
la matrice de J dans la base orthonormale est,

(Jij) =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


Soit NJ le tenseur de torsion Nijenhuis de J,

NJ(X, Y ) = [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ] + J2[X, Y ],

On a les crochets qui sont non nuls ,

[e1, e2] =
2

sht
e3, [e1, e4] =

−1

sht
e1, [e2, e4] =

−1

sht
e2, [e3, e4] =

−1

sht
e3.

On utilise l’antisymétrie de NJ et l’identité NJ(JX, Y ) = −JNJ(X, Y ),
on obtient NJ(ei, ej) = 0 pour tous 1 ≤ i, j ≤ 4; Donc, Nj = 0
La 2-forme fondamentale φ est donnée par,

φ = 2(sh2t dx ∧ dy + sht cht dz ∧ dt− 2x sht cht dy ∧ dt),

est fermée (dφ = 0), alors la variété est Kahlerienne.

2.2 Structure presque de contact

2.2.1 Variété presque de contact

Définition 2.2.1.
Une structure presque de contact sur une variété différentiable M de dimension (2n + 1)
est un triplet (ϕ, ξ, η) tels que :

– ϕ un champ de tenseur de type (1, 1)
– ξ un champ de vecteurs
– η une 1-forme différentielle

vérifiant les conditions suivantes

η(ξ) = 1, ϕ2 = −I + η ⊗ ξ.
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Proposition 2.2.1.
Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact alors on a

ϕξ = 0 (2.5)

η ◦ ϕ = 0 (2.6)

rang(ϕ) = 2n (2.7)

Preuve voir [10]

Définition 2.2.2. Une variété presque contact (M,ϕ, ξ, η) est une variété différentielle de
dimension 2n+ 1 munie d’une structure presque de contact.

Exemple 2.2.1. M = R3, ξ = ∂
∂z
, η = dz−ydx−zdy et la matrice de ϕ est

 0 1 0
−1 0 0
0 y 0


2.2.2 Métrique d’une variété presque de contact

Théorème 2.2.1. Toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) admet une métrique Rie-
mannienne h vérifiant,

h(X, ξ) = η(X). (2.8)
et

h(ϕX,ϕY ) = h(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.9)

Preuve On considère la métrique G tel que

G(X, Y ) = g(ϕ2X,ϕ2Y ) + η(X)η(Y ), X, Y ∈ Γ(TM)

où g la métrique Riemannienne sur M2n+1.
On définit h par

h(X, Y ) =
1

2

(
G(X, Y ) +G(ϕX,ϕY ) + η(X)η(Y )

)
.

Donc h est une métrique Riemannienne et :

h(ϕX,ϕY ) =
1

2

(
G(ϕX,ϕY ) +G

(
−X + η(X)ξ,−Y + η(Y )ξ

))
=

1

2

(
G(ϕX,ϕY ) +G(X, Y )− 2η(X)η(Y ) + η(X)η(Y )

)
= h(X, Y )− η(X)η(Y ).

h(X, ξ) =
1

2

(
G(X, ξ) +G(ϕX,ϕξ) + η(X)η(ξ)

)
=

1

2

(
η(X) +G(X, ξ)

)
=

1

2

(
η(X) + η(X)

)
= η(X)
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Remarque 2.2.1. La métrique qui vérifiée les deux conditions (2.8) et (2.9) est une mé-
trique compatible avec la structure presque de contact.

Définition 2.2.3. On appelle une variété métrique presque de contact toute variété presque
de contact (M,ϕ, ξ, η) munie d’une métrique Riemannienne g compatible avec la structure
presque de contact sur M.

Dans ce cas la variété métrique presque de contact est notée (M,ϕ, ξ, η, g).

Exemple 2.2.2. Soit (N, J, h) une variété Kahlerienne, soit f : R → R une fonction
définie par f(t) = cet, où c ∈ R+.
La variété du produit M = R×N munie de la métrique Riemannienne g(t,x) = dt2 +f 2(t)hx.
Si on pose ξ = d

dt
, η(.) = g(ξ, .) et ϕ(f(t) d

dt
, X) = (0, J(X)) où X ∈ Γ(TxN)

alors (M,ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique presque de contact.

Définition 2.2.4. La deuxième forme fondamentale Φ de la variété métrique presque de
contact (M,ϕ, ξ, η, g) est définie par

Φ(X, Y ) = g(X,ϕY ), ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 2.2.2. Une variété différentielleM de dimension (2n+1) admet une structure
presque de contact s’il existe une 1−forme différentielle globale η et une 2−forme différen-
tielle globale Φ définies sur M, tels que

η ∧ Φn 6= 0

où Φn = Φ ∧ Φ... ∧ Φ︸ ︷︷ ︸
nfois

.

Preuve voir [10]

Proposition 2.2.3.
Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact, M2n+1 × R la variété produit, (X, f d

dt
) un

champ de vecteurs sur M × R tel que X un champ de vecteurs sur M , et f une fonction
non nulle définie sur M2n+1 × R. Alors

J(X, f
d

dt
) = (ϕX − fξ, η(X)

d

dt
)

est une structure presque complexe sur M2n+1 × R.
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Preuve

J2(X, f
d

dt
) = J

(
J(X, f

d

dt
)

)
= J

(
ϕX − fξ, η(X)

d

dt

)
=

(
ϕ(ϕX − fξ)− η(X)ξ, η(ϕX − fξ) d

dt

)
=

(
ϕ2X − ϕ(fξ)− η(X)ξ, (η(ϕX)− η(fξ))

d

dt

)
=

(
ϕ2X − fϕ(ξ)− η(X)ξ,−fη(ξ)

d

dt

)
=

(
ϕ2X − η(X)ξ,−f d

dt

)
On sait que

ϕ2X = −X + η(X)ξ ⇒ −X = ϕ2X − η(X)ξ,

donc

J2(X, f
d

dt
) =

(
−X,−f d

dt

)
= −

(
X, f

d

dt

)
d’où

J2 = −id

2.2.3 Structure Presque de Contact Normale

Définition 2.2.5. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact. on dit que
M est normale si la structure presque complexe M2n+1 × R est intégrable.

Remarque 2.2.2. Le tenseur NJ est nul si NJ ((X, 0) , (Y, 0)) et NJ

(
(X, 0) ,

(
0, f d

dt

))
sont

nuls.

Définition 2.2.6. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact. On définie
le tenseur de Nijenhuis Nϕ associe à ϕ par

Nϕ(X, Y ) = [ϕX,ϕY ]− ϕ[X,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ] + ϕ2[X, Y ], ∀X, Y ∈ Γ(TM)

Proposition 2.2.4.
La structure M2n+1 × R est intégrable si seulement si les tenseurs

N (1) (X, Y ) = Nϕ (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ (2.10)
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N (2) (X, Y ) = (LϕXη)Y − (LϕY η)X (2.11)

N (3) (X) = (Lξϕ)X (2.12)

N (4) (X) = (Lξη)X (2.13)

sont nuls

Preuve voir [10]

Théorème 2.2.2.

Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact si N (1) = 0 alors,

N (2) = N (3) = N (4) = 0

Preuve
Pour Y = ξ

N (1) (X, ξ) = Nϕ (X, ξ) + 2dη (X, ξ) ξ = 0, ∀X ∈ Γ(TM)

on a

dη (X, ξ) = g (X,ϕξ) = 0

donc
N (1) (X, ξ) = Nϕ (X, ξ) = 0

On calculons N (2), N (3)etN (4) :

N (2) (X, Y ) = (LϕXη)Y − (LϕY η)X

= −η ([X,ϕY ]) + ϕXη (Y )− Y η (ϕX)− η ([ϕX, Y ])− ϕY η (X)

= η ([−X,ϕY ] + [η(X)ξ, ϕY ]) + 2dη(ϕX, Y )

= η ([−X,ϕY ]) + η(X)η ([ξ, ϕY ]) + 2dη(ϕX, Y )− ϕY η (X) η (ξ)

= η
([
ϕ2X,ϕY

])
+ 2dη (ϕX, Y )

= η
(
ϕ2 [ϕX, Y ] +

[
ϕ2X,ϕY

]
− ϕ ([ϕX,ϕY ])− ϕ

([
ϕ2X, Y

]))
+ 2dη (ϕX, Y )

= η (Nϕ (ϕX, Y ))

= η
(
N1 (ϕX, Y )

)
= 0.
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N (3) (X) = (Lξϕ)X

= [ξ, ϕX]− ϕ ([ξ,X])

= [ξ, ϕX]− ϕ ([−X, ξ])
= [ξ, ϕX]− ϕ (∇−Xξ +∇ξX)

= [ξ, ϕX]− ϕ
(
∇−X+η(X)ξξ −∇ξ (−X + η(X)ξ)

)
= [ξ, ϕX]− ϕ ([−X + η(X)ξ, ξ])

= [ξ, ϕX]− ϕ
([
ϕ2X, ξ

])
On a

[ξ,X]− ϕ ([ϕX, ξ]) = [ξ,X]− ξη (X) ξ − ϕ ([ϕX, ξ])

= [ξ,X]− η (∇ξX) ξ − ϕ ([ϕX, ξ])

= − [X, ξ] + (η (∇Xξ)− η (∇ξX))ξ − ϕ ([ϕX, ξ])

= − [X, ξ] + η(∇Xξ −∇ξX)ξ − ϕ ([ϕX, ξ])

= − [X, ξ] + η([X, ξ])ξ − ϕ ([ϕX, ξ])

= ϕ2 [X, ξ]− ϕ ([ϕX, ξ])

= ϕ2 [X, ξ] + [ϕX,ϕξ]− ϕ ([X,ϕξ])− ϕ ([ϕX, ξ])

= Nϕ (X, ξ)

= N1 (X, ξ)

= 0.

En remplaçant X par ϕX, on obtient

[ξ, ϕX]− ϕ
([
ϕ2X, ξ

])
= N1 (ϕX, ξ) = 0,

N (4) (X) = (Lξη)X

= ξη(X)− η ([ξ,X])

= − (Xη(ξ)− ξη(X)− η ([X, ξ]))

= −2dη(X, ξ)

= 0.

Corollaire 2.2.1. La structure presque de contact est normale si

N (1) = 0.
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Exemple 2.2.3. la sphere S3

S3 =
{(

sinα, cosα sin β, cosα cos β sin γ, cosα cos β cos γ
)
∈ R4, α ∈]0, 2π[, β ∈]0, π[, γ ∈]0,

π

2
[
}

muni de la métrique

g =

 1 0 0
0 cos2 α 0
0 0 cos2 α cos2 β

 .

– On considère la 1-forme

η = sin βdα− cosα sinα cos βdβ + cos2 α cos2 βdγ.

On a
η ∧ dη = −2 cos2 α cos βdα ∧ dβ ∧ dγ 6= 0

donc la variété est presque de contact.
– Soit le champ de vecteur

ξ =

 sin β
− tanα cos β

1


qui vérifie η (ξ) = 1. Et l’endomorphisme

ϕ =

 0 − cos2 α cos β − cosα sinα cos2 β
cos β 0 − cos β sin β
tanα tan β 0

 ,

qui vérifie

ϕ2 = −I + η ⊗ ξ.

Donc, (S3, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique presque de contact.

On peut établir maintenant que la structure (ϕ, ξ, η) est normal
on a

N1 (X, Y ) = Nϕ (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ,

l’expression locale du N(X, Y ) peut s’écrire sous la forme,

N i
kj = ϕhk(∂hϕ

i
j − ∂jϕih)− ϕhj (∂hϕik − ∂kϕih) + ηk(∂jξ

i)− ηj(∂kξi)

par un calcul simple, en trouvant N1 = 0.
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2.2.4 Variété Co-symplectique

Définition 2.2.7. Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact normale, on dit que M
est co-symplectique si la deuxième forme fondamentale Φ et la forme η sont fermées.

Théorème 2.2.3. Soient (M,ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact de dimen-
sion (2n+ 1) et ∇ la connexion de Levi-Civita sur M, on dit que M est co-symplectique si
et seulement si

(∇Xϕ)Y = 0, X, Y ∈ Γ(TM)

Lemme 2.2.1. Soit (ϕ, ξ, η, g) une structure métrique presque de contact, la dérivée cova-
riante de ϕ est donnée par,

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z) + g

(
N (1)(Y, Z), ϕX

)
+N (2)(Y, Z)η(X) + 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ) (2.14)

Preuve Rappelons que la connexion Riemannienne ∇ de g donnée par

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X, Y )

+g([X, Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g([Y, Z], X)

dΦ(X, Y, Z) =
1

3

(
XΦ(Y, Z) + Y Φ(Z,X) + ZΦ(X, Y )

−Φ([X, Y ], Z)− Φ([Z,X], Y )− Φ([Y, Z], X)
)
.

Alors

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z) = 2g(∇XϕY, Z) + 2g(∇XY, ϕZ)

= Xg(ϕY, Z) + ϕY g(X,Z)− Zg(X,ϕY )

+g([X,ϕY ], Z) + g([Z,X], ϕY )− g([ϕY, Z], X)

+Xg(Y, ϕZ) + Y g(X,ϕZ)− ϕZg(X, Y )

+g([X, Y ], ϕZ) + g([ϕZ,X], Y )− g([Y, ϕZ], X).

Sachant que

2dη(ϕY,X) = ϕY
(
η(X)

)
−X

(
η(ϕY )

)
− η
(
[ϕY,X]

)
N (1) (Y, Z) = Nϕ (Y, Z) + 2dη (Y, Z) ξ

= ϕ2 [Y, Z] + [ϕY, ϕZ]− ϕ ([Y, ϕZ])− ϕ ([ϕY, Z]) + 2dη (Y, Z) ξ

N (2) (Y, Z) = (LϕY η)Z − (LϕZη) y

= −η ([Y, ϕZ]) + ϕY η (Z)− Zη (ϕY )− η ([ϕY, Z])− ϕZη (Y ) .
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Donc

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z) + g

(
N (1)(Y, Z), ϕX

)
+N (2)(Y, Z)η(X) + 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ).

Propriété 2.2.1. (=⇒) Supposons queM une variété co-symplectique
(
i.e. dΦ = 0, dη = 0,

et (ϕ, ξ, η) est normale
)

(ϕ, ξ, η) est normale =⇒ N (1) = 0

=⇒ N (2) = N (3) = N (4) = 0.

d’après le lemme (2.2.1), pour tous X, Y ∈ Γ(TM) on a,

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z)

+g
(
N (1)(Y, Z), ϕX

)
+N (2)(Y, Z)η(X)

+2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y )

= 0,

donc
(∇Xϕ)Y = 0

(⇐=) Supposons (∇Xϕ)Y = 0 on a,

3dΦ(X, Y, Z) = XΦ(Y, Z) + Y Φ(Z,X) + ZΦ(X, Y )− Φ([X, Y ], Z)− Φ([Z,X], Y )− Φ([Y, Z], X)

= g(∇XY, ϕZ) + g(Y,∇XϕZ) + g(∇YZ, ϕX) + g(Z,∇Y ϕX) + g(∇ZX,ϕY )

+g(X,∇ZϕY )− g(∇XY −∇YX,ϕZ)− g(∇ZX −∇XZ, ϕY )

−g(∇YZ −∇ZY, ϕX)

= 0.

et [ϕ, ϕ](X, Y ) = 0 =⇒ N (1)(X, Y ) = 2dη(X, Y )ξ.
Maintenant

N (2)(Y, ξ) = (LϕY η)(ξ)

= −η
(
[ϕY, ξ]

)
= −g(ξ,∇ϕY ξ −∇ξϕY )

= g(ξ, ϕ∇ξY )

= 0,
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dans le lemme (2.2.1) posons Z = ξ, on obtient dη(ϕY,X) = 0, ∀X, Y ∈ γ(TM)
donc dη = 0 d’où N (1) = 0; Alors M est co-symplectique.

Exemple 2.2.4. Considère R3 muni de la métrique Riemannienne g définie par α2 + β2 0 −β
0 α2 0
−β 0 1


où α et β sont des fonctions de R3 avec α 6= 0.
En plus, on définie une structure presque contact (ϕ, ξ, η) par 0 −1 0

1 0 0
0 −β 0

 , ξ =
(

0 0 1
)
, η =

 −β0
1

 donc on a la 2 forme φ = −2α2dx ∧ dy

alors dη = β2dx ∧ dy + β3dx ∧ dz et dφ = −4α3dx ∧ dy ∧ dz tels que αi = ∂α
∂xi

et βi = ∂β
∂xi

pour i = 1...3 les composantes de tenseur Nijenhuis [12] sont

Nk,j
i =

3∑
l=1

ϕlk(∂lϕ
j
i − ∂jϕli)− ϕlj(∂lϕik − ∂kϕil) + ηk(∂jξ

i)− ηj(∂kξi)

pour i, j, k = 1...3 on peut verifier que Nk,j
i = 0 ∀i, j, k. Alors on déduit que cette structure

est normale. Et on a (M,ϕ, ξ, η, g) est
• Co-symplectique si β2 = α2 = 0 et β3 = 0

• de Kenmotsu si α3 = α β2 = β3 = 0

et d’après [12]la variété du produit tordu (R ×f M,h, J) est presque complexe de plus est
Kahlerienne si β2 = −2α2 et β3 = 0 où

h =


1 0 0 0
0 f 2(α2 + f ′2β2) 0 −βf 2f ′2

0 0 f 2α2 0
0 −βf 2f ′2 0 f 2f ′2


et

J


0 −βff ′ 0 ff ′

0 0 −1 0
0 1 0 0
− 1
ff ′

0 −β 0





CHAPITRE 3

HARMONICITÉ DANS LES STRUCTURES

Dans cette paragraphe on donne quelque résultats concernant aux applications harmo-
niques entre deux variétés munies d’une structure presque complexe, ou presque contact.

3.1 Harmonicité dans la structure presque complexe
Définition 3.1.1.
Soient (M,J) et (N, JN) deux variétés presque complexes ; Une application F : M −→ N
est dite holomorphique si dF ◦ J = JN ◦ dF.

Lemme 3.1.1. Soit (M, g, J) une variété presque complexe alors

(J div J)0,1 = 4
m∑
j=1

(∇Zj
Zj)

0,1.

Preuve Soit {E1, · · · , Em, JE1, · · · , JEm} une base orthonormale de TCx M on peut
choisir une base complexe {Z1, · · · , Zm} de T 1,0

x M et {Z1, · · · , Zm} de T 0,1
x M

tels que

Zj =
1

2
(Ej − iJEj) et Zj =

1

2
(Ej + iJEj). (3.1)
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Donc

div J =
m∑
j=1

(∇EjJ)Ej +
m∑
j=1

(∇JEjJ)JEj

=
m∑
j=1

(∇(Zj+Zj)
J)(Zj + Zj) +

m∑
j=1

(∇i(Zj−Zj)J)i(Zj − Zj)

=
m∑
j=1

{(∇ZjJ)(Zj) + (∇ZjJ)Zj + (∇Zj
J)Zj + (∇Zj

J)Zj

= −(∇ZjJ)(Zj) + (∇ZjJ)Zj + (∇Zj
J)Zj − (∇Zj

J)Zj}

=
m∑
j=1

{2(∇ZjJ)Zj + 2(∇Zj
J)Zj}

et comme J(Zj) = iZj, J(Zj) = −iZj

alors

J(div J) =2J
( m∑
j=1

{∇ZjJ(Zj)− J(∇ZjZj) +∇Zj
J(Zj)− J(∇Zj

Zj)}
)

= 2J
( m∑
j=1

{−i∇ZjZj − J(∇ZjZj) + i∇Zj
Zj − J(∇Zj

Zj)})
)

= 2
m∑
j=1

{−iJ∇ZjZj +∇ZjZj + iJ∇Zj
Zj +∇Zj

Zj}

= 2
m∑
j=1

{(∇ZjZj − iJ∇ZjZj) + (∇Zj
Zj + iJ∇Zj

Zj)}

= 4
m∑
j=1

{(∇ZjZj)
1,0 + (∇Zj

Zj)
0,1}.

Proposition 3.1.1. Soit F : (M, g, J) −→ (N, h, JN) une application holomorphique entre
deux variétés presque complexes alors :

τ(F ) = JN(trgF
?∇NJN)− dF (Jtr∇J) (3.2)

où trgF
?∇NJN =

∑2m
j=1(∇N

dF (ej)
JN)dF (ej) tels que {e1, · · · , e2m} une base orthonormale

dans TxM.

Preuve Soit {E1, · · · , Em, JE1, · · · , JEm} une base orthonormale de TCx M
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τ(F ) =
m∑
j=1

∇dF (Ej, Ej) +
m∑
j=1

∇dF (JEj, JEj)

=
m∑
j=1

∇dF (Zj + Zj, Zj + Zj)

+
m∑
j=1

∇dF (i(Zj − Zj), i(Zj − Zj))

=
m∑
j=1

{2∇dF (Zj, Zj) + 2∇dF (Zj, Zj)}

et comme la deuxième forme fondamentale ∇dF est symétrique et linéaire alors

τ(F ) = 4
m∑
j=1

∇dF (Zj, Zj) = 4
m∑
j=1

∇Zj
dF (Zj)− 4dF (

m∑
j=1

∇Zj
Zj). (3.3)

D’après le lemme 3.1.1 (J div J)0,1 = 4
∑m

j=1(∇Zj
Zj)

0,1 donc

−4dF (
m∑
j=1

∇Zj
Zj) = −dF (J div J)

d’autre part on a

JN(trgF
?∇NJN) = JN{

m∑
j=1

(∇F
Ej
JN)dF (Ej) +

m∑
j=1

(∇F
JEj

JN)dF (JEj)}

En calculant d’abord

m∑
j=1

(∇F
Ej
JN)dF (Ej) =

m∑
j=1

(∇Zj+Zj
JN)dF (Zj + Zj))

=
m∑
j=1

(∇ZjJ
N)dF (Zj) +

m∑
j=1

(∇ZjJ
N)dF (Zj)

+
m∑
j=1

(∇Zj
JN)dF (Zj) +

m∑
j=1

(∇Zj
JN)dF (Zj).

En suite

m∑
j=1

(∇F
JEj

JN)dF (JEj)} =
m∑
j=1

(∇i(Zj−Zj)J
N)dF i(Zj − Zj)

= −
m∑
j=1

(∇ZjJ
N)dF (Zj) +

m∑
j=1

(∇ZjJ
N)dF (Zj)

+
m∑
j=1

(∇Zj
JN)dF (Zj)−

m∑
j=1

(∇Zj
JN)dF (Zj)
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par la sommation les deux termes

m∑
j=1

(∇F
Ej
JN)dF (Ej) +

m∑
j=1

(∇F
JEj

JN)dF (JEj)}

= 2{
m∑
j=1

(∇ZjJ
N)dF (Zj) +

m∑
j=1

(∇Zj
JN)dF (Zj)}

= 2
m∑
j=1

{∇ZjJ
NdF (Zj)− JN(∇ZjdF (Zj)}

+ 2
m∑
j=1

{∇Zj
JNdF (Zj)− JN(∇Zj

dF (Zj)}.

Et comme F est holomorphique alors

m∑
j=1

(∇F
Ej
JN)dF (Ej) +

m∑
j=1

(∇F
JEj

JN)dF (JEj)}

= 2
m∑
j=1

{∇ZjdFJ(Zj)− JN(∇ZjdF (Zj)}

+ 2
m∑
j=1

{∇Zj
dFJ(Zj)− JN(∇Zj

dF (Zj)}

= 2
m∑
j=1

{−i∇ZjdF (Zj)− JN(∇ZjdF (Zj)}

+ 2
m∑
j=1

{i∇Zj
dF (Zj)− JN(∇Zj

dF (Zj)}.

Maintenant, en applicant JN on obtient

JN(trgF
?∇NJN) =2

m∑
j=1

{−iJN∇ZjdF (Zj) + (∇ZjdF (Zj)}

+ 2
m∑
j=1

{iJN∇Zj
dF (Zj) + (∇Zj

dF (Zj)}

= 4
m∑
j=1

(∇ZjdF (Zj))
1,0 + 4

m∑
j=1

(∇Zj
dF (Zj))

0,1.

Donc (JN(trgF
?∇NJN))0,1 = 4

∑m
j=1(∇Zj

dF (Zj))
0,1.

Corollaire 3.1.1. Toute application holomorphique de variété semi Kahlerienne dans va-
riété (1, 2)−symplectique est harmonique.
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Définition 3.1.2. Soient (M, g, J) et (N, h, JN) deux variétés presque Hermitienne, une
application F : M −→ N est dite (1, 1)−géodisique si∇dF (Z,W ) = 0 ∀Z,W ∈ Γ(T 1,0M).

Remarque 3.1.1. Toute application (1, 1)−géodisique est harmonique.

Proposition 3.1.2. Toute application holomorphique F : (M, g, J) −→ (N, h, JN) entre
deux variétés (1, 2)−symplectiques est (1, 1)−géodisique.

Preuve Pour tous Z,W de Γ(T 1,0M) on a ∇dF (Z,W ) = ∇F
Z
dF (W )− dF (∇ZW ).

Comme (M, g, J) est (1, 2)−symplectique alors ∇ZW = 0.

Tant que F est holomorphique donc dF (W ) ∈ Γ(T 1,0M) et (N, h, JN) est (1, 2)symplectique
d’où ∇F

Z
dF (W ) ∈ Γ(T 1,0M). Donc ∇dF (Z,W ) ∈ Γ(T 1,0M)

de façon analogue on trouve ∇dF (W,Z) ∈ Γ(T 0,1M) tant que ∇dF (W,Z) = ∇dF (Z,W )
on déduire que ∇dF (W,Z) = 0.

Corollaire 3.1.2. Toute application holomorphique entre deux variétés (1, 2)−symplectiques
est harmonique.

Proposition 3.1.3.
Toute application holomorphique entre deux variétés Kahleriennes est harmonique

Preuve Soient (M,J) , (N, JN) deux variétés Kahleriennes, et F : M −→ N une appli-
cation holomorphique, on considère la base orthonormale locale {X1, · · · , Xm, Y1, · · · , Ym}
de Γ(TM) tels que JXj = Yj pour tout j ∈ {1, · · · ,m}.
On a
τ(F ) =

∑m
j=1∇F

Xj
dF (Xj)− dF (∇XjXj) +

∑m
j=1∇F

Yj
dF (Yj)− dF (∇YjYj).

Mais
∇F
Yj
dF (Yj)− dF (∇YjYj

= ∇F
JXj

dF (JXj)− dF (∇JXjJXj

= ∇F
JXj

JNdF (Xj)− dF (J∇XjJXj

= JN(∇F
JXj

dF (Xj))− JN∇XjJXj

= JN(∇F
JXj

dF (Xj))−∇XjJXj)

= JN{∇F
Xj
dF (JXj))− dF [JXj, Xj]

− dF (∇Xj(JXj + [JXj, Xj])}
= JN{JN∇F

Xj
dF (Xj)− JNdF (∇XjXj)}

= −∇F
Xj
dF (Xj) + dF (∇XjXj).

Alors τ(F ) = 0.
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3.2 Harmonicité dans la structure presque contact
On présente dans ce paragraphe une résultat trés importante, c’est une application F est

(ϕ, J)−holomorphique entre variété de Kenmotsu et variété Kahlerienne est harmoniques
il faut et il suffit qu elle est constante.

Définition 3.2.1. Soient (M,ϕ, ξ, η) et (M ′, ϕ′, ξ′, η′) deux variétés presque contact ;
Une application F : M −→M ′ est dite (ϕ, ϕ′)−holomorphique si dF ◦ ϕ = ϕ′ ◦ dF.

Définition 3.2.2. Une application F : (M,ϕ, ξ, η) −→ (N, J) de variété presque contact
dans variété presque complexe est dite (ϕ, J)−holomorphique si dF ◦ ϕ = J ◦ dF.

Définition 3.2.3. Une application F : (N, J) −→ (M,ϕ, ξ, η) de variété presque complexe
dans variété presque contact est dite (J, ϕ)−holomorphique si dF ◦ J = ϕ ◦ dF .

Proposition 3.2.1.
Soient (M,ϕ, ξ, η) et (M ′, ϕ′, ξ′, η′) deux variétés presque contact ;
Toute application F : M −→M ′ (ϕ, ϕ′)−holomorphique est harmonique.

Preuve
Voir [33]

Lemme 3.2.1. Si F une application (ϕ, J)− holomorphique d’une variété presque contact
(M,ϕ, ξ, η) dans une variété presque complexe (N, J) alors

J(∇dF (X, Y )) + (∇N
dF (X)J)dF (Y ) = dF ((∇Xϕ)Y ) +∇dF (X,ϕ(Y )). (3.4)

Preuve D’abord on simplifie le terme droite de l’équation (3.4)donc

J(∇dF (X, Y )) + (∇N
dF (X)J)dF (Y )

= J(∇F
XdF (Y )− dF (∇XY ))

+∇dF (X)JdF (Y )− J∇N
dF (X)dF (Y )

= ∇N
dF (X)JdF (Y )− JdF (∇XY ).

Et pour le deuxième terme

dF ((∇Xϕ)Y ) + dF (X,ϕ(Y ))

= dF (∇XϕY − ϕ∇XY )

+∇XdFϕY − dF (∇XϕY )

= ∇F
XJdFY − JdF (∇XY )

= ∇N
dF (X)JdF (Y )− JdF (∇XY ).

Proposition 3.2.2. Toute application (ϕ, J)− holomorphique d’une variété co-symplectique
(M,ϕ, ξ, η) dans une variété Kahlerienne (N, J) est harmonique.
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Preuve Soit F : (M,ϕ, ξ, η) −→ (N, J) On a ∇NJ = 0, et ∇ϕ = 0. puisque que N est
Kahlerienne, et M est co-symplectique.
Or J(dF (ξ)) = dF (ϕ(ξ)) = 0 alors dF (ξ) = 0.
donc l’équation (3.4) équivalente à J(dF (X, Y ))) = dF (X,ϕ(Y ))
alors

J(∇dF (X,ϕY ))) = dF (X,ϕ2(Y ))

= −∇dF (X, Y ) + η(Y )∇dF (X, ξ).

Ainsi
J(∇dF (X,ϕY ))) = −∇dF (X, Y ).

Et comme ∇dF (., .) est symétrique d’où

J(∇dF (ϕX,ϕY ))) = −∇dF (ϕX, Y ) = −J∇dF (X, Y )

alors

J(d∇F (ϕX,ϕY ))) + J∇dF (X, Y ) = 0

donc
∇dF (ϕX,ϕY ) +∇dF (X, Y ) = 0 et∇dF (ξ, ξ) = 0,

d’ou
tr∇dF (., .) = 0,

alors
τ(F ) = 0.

Définition 3.2.4. Une application F d’une variété Kahlerienne (M,J, g) dans une variété
Riemannienne (N, h) est dite pluriharmonique si

∇dF (X, Y ) +∇dF (JX, JY ) = 0.

Remarque 3.2.1. Toute application pluriharmonique est harmonique.

Définition 3.2.5. Une application F d’une variété Kahlerienne (M,ϕ, ξ, η, g) dans une
variété Riemannienne (N, h) est dite ϕ−pluriharmonique si

∇dF (X, Y ) +∇dF (ϕX,ϕY ) = 0.

Remarque 3.2.2. Comme ∇dF (ξ, ξ) = 0 alors toute application ϕ−pluriharmonique est
harmonique.
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3.3 harmonicité et bi-harmonicité de la variété de Ken-
motsu

On commence dans ce paragraphe par donner les définitions et propriétés géométriques
de la variété de Kenmotsu,puis nous donnons propriétés les applications harmoniques et les
applications bi-harmoniques dans la variété de Kenmotsu.

3.3.1 La variété de Kenmotsu

Définition 3.3.1 ([20]). Une variété métrique presque de contact (M,ϕ, ξ, η) est dite variété
de Kenmotsu si la structure métrique presque de contact satisfait :

dη = 0 et dφ = 2φ ∧ η,

où φ et la deuxième forme fondamentale définie par φ(., .) = g(., ϕ.)

Proposition 3.3.1.
Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu alors pour tout X, Y ∈ Γ(TM) on a

ϕ(ξ) = 0, η(ϕX) = 0, η(ξ) = 1, (3.5)

ϕ2(X) = −X + η(X)ξ, (3.6)

g(X, ξ) = η(X) (3.7)

et
g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (3.8)

de plus

(∇Xϕ)Y = −g(X,ϕY )ξ − η(Y )ϕX. (3.9)

Et
∇Xξ = X − η(X)ξ. (3.10)

où ∇ désigne la connexion Riemannienne de g.

Propriété 3.3.1. Soit (M,φ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu alors pour tout X, Y ∈
Γ(TM) on a

(∇Xη)Y = g(ϕX,ϕY ). (3.11)

R(X, Y )ξ = η(X)Y − η(Y )X (3.12)

R(ξ,X)Y = η(Y )X − g(X, Y )ξ, (3.13)
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et
R(ξ,X)ξ = X − η(X)ξ, (3.14)

de plus
S(X, ξ)ξ = −(n− 1)η(X). (3.15)

Tels que R, S désigne les tenseurs de courbure Riemannienne et de courbure de Ricci
respectivement.

Exemple 3.3.1. Soit
(
M = R3

x3 6=0

)
muni de la métrique g = 1

x23
(dx2

1 + dx2
2 + dx2

3) de
base orthonormale

e1 = x3
∂

∂x1

, e2 = x3
∂

∂x2

, e3 = −x3
∂

∂x3

,

le champ de vecteur ξ = e3, , la 1−forme différentielle η (X) = g (X, ξ) , et le tenseur

ϕ =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 .

(M,ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu.

Exemple 3.3.2. La variété (M,ϕ, ξ, η, g) dans l’exemple (2.2.2) est une variété de Ken-
motsu.

3.3.2 Applications harmoniques de la variété de Kenmotsu

Une application F : M −→ N entre une variété presque contact métrique (M,ϕ, ξ, η, g)
et une variété Hermitienne (N, J, h) est dite (ϕ, J)−holomorphique si dF ◦ ϕ = J ◦ dF.

Proposition 3.3.2. Soient (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu,(N, J, h) une variété
Kahlerienne et F : M −→ N est (ϕ, J)−holomorphique alors F est harmonique.

Preuve D’après [6] on a

J(τ(F )) = dF (divϕ)− trβ) (3.16)

tel que β(X, Y ) = (∇F
XJ)dF (Y ) où ∇F la connexion de fibré pull-back F−1TN ,

soit {e1, · · · , em, ϕe1 · · · , ϕem, ξ} base locale orthonormale ϕ−adaptée

divϕ = Σm
i=1(∇eiϕ)ei + Σm

i=1(∇ϕeiϕ)ϕei + (∇ξϕ)ξ

d’après les formules (3.5) et (3.9) alors

divϕ = Σm
i=1g(ei, ϕei)ξ− η(ei)ϕei + Σm

i=1g(ϕei, ϕ
2ei)ξ− η(ϕei)ϕ

2ei + g(ξ, ϕξ)− η(ξ)ϕ(ξ) = 0

Comme ∇J = 0 donc β(X, Y ) = (∇ϕ
XJ)dF (Y ) = 0 d’où τ(F ) = 0.

Exemple 3.3.3. La projection canonique π : M → N dans l’exemple (2.2.2) est (ϕ, J)−holomorphique
alors π est harmonique.
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Proposition 3.3.3 ([23]). Soient (N, J, h) une variété Kahlerienne, (M,ϕ, ξ, η, g) une va-
riété de Kenmotsu et F : N −→ M est (J, ϕ)−holomorphique. Alors F est harmonique si
seulement si F est constante.

Preuve

Lemme 3.3.1. Soient (N, J, h) une variété Kahlerienne, (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Ken-
motsu et F : N −→M est (J, ϕ)−holomorphique. Alors, on a

η(dFX) = 0 ∀X ∈ Γ(TN)

Preuve de lemme 3.3.1
Puisque (N, J, h) est Kahlerienne donc pour tout X ∈ Γ(TN) on a J2X = −X,
et comme F est (J, ϕ)−holomorphique donc dF ◦ J(X) = ϕ ◦ dF (X).
Tant que (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu alors η ◦ ϕ = 0.
Donc

η(dFX) = −η(dFJ2X) = −η ◦ ϕ(dFJX) = 0

Pour une application (J, ϕ)−holomorphique on a une formule comme (3.16)

ϕ(τ(F )) = dF (divJ)− trhβ) (3.17)

tel que β(X, Y ) = (∇F
Xϕ)dF (Y ).

Comme N est kahlerienne donc divJ =
∑2n

i=1(∇eiJ)ei = 0
tel que {e1, · · · , e2n} base locale orthonormale de Γ(TN).
En utilisant la formule (3.9) on obtient

trβ =
2n∑
i=1

∇F
ei
dFei = −

2n∑
i=1

η(dFei)ϕ(dFei)

et donc

ϕ(τ(F )) = −
2n∑
i=1

η(dFeiϕ(dFei)

et d’après le lemme precedent η(dFei) = 0 alors ϕ(τ(F )) = 0.
Maintenant pour F est harmonique il faut et il suffit que g(τ(F ), ξ) = 0
d’autre part,on a

g(τ(F ), ξ) =
2n∑
i=1

g(∇F
ei
dFei − dF∇eiei, ξ)

=
2n∑
i=1

g(∇F
ei
dFei, ξ)−

2n∑
i=1

g(dF∇eiei, ξ)

= −
2n∑
i=1

g(∇F
ei
ϕ(dF (Jei)), ξ)−

2n∑
i=1

g(ϕ ◦ dFJ∇eiei, ξ)



3.3 harmonicité et bi-harmonicité de la variété de Kenmotsu 60

dans la dernière égalité, tant que N est Kahlerienne et F est (ϕ, J)−holomorphique le
deuxième terme est nul, alors

g(τ(F ), ξ) =−
2n∑
i=1

g(∇M
dFei

ϕ(dF (Jei)), ξ)

−
2n∑
i=1

g(ϕ(∇M
dFei

dFJei), ξ)

= −
2n∑
i=1

g(∇M
dFei

ϕ(dF (Jei)), ξ).

En utilisant la formule (3.9) et η(dFei) = 0 on obtient

g(τ(F ), ξ) =
2n∑
i=1

g(dF (ei), dF (ei)).

Donc F est harmonique si seulement si g(dF (ei), dF (ei)) = 0 ∀i = 1, · · · , 2n
alors F est constante.
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3.3.3 Applications bi-harmoniques de la variété de Kenmotsu

Nous étudierons dans cette section la bi-harmonicité d’une application non constante
entre de variétés l’une variété de Kenmotsu et l’autre une variété Kahlerienne ; Puis on
déduire quelque résultats. Et nous donnons le tenseur bi-énergie d’impulsion S2(F ), nous
terminons par un exemple.

Théorème 3.3.1. [[43]] Soient (N, J, h) une variété Kahlerienne, (M,ϕ, ξ, η, g) une variété
de Kenmotsu et F : N −→ M une application (J, ϕ)−holomorphique. Alors le champ bi
tension de F est donnée par

τ2(F ) = −2
(
∆(e(F ))ξ + 2dF (grad(e(F )))

)
.

La bi-harmonicité de F est donnée par le corollaire suivant ;

Corollaire 3.3.1. Soient (N, J, h) une variété Kahlerienne, (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de
Kenmotsu et F : N −→M une application (J, ϕ)−holomorphique.
Alors F est bi-harmonique si seulement si

τ2(ϕ) = −2
(
∆(e(F ))ξ + 2dF (grad(e(F )))

)
= 0

En particulier si la fonction e(F ) est constante on a ;

Corollaire 3.3.2. Soient (N, J, h) une variété Kahlerienne, (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de
Kenmotsu et F : N −→ M une application (J, ϕ)−holomorphique,si la fonction e(F ) est
constante alors F est bi-harmonique.

Preuve de théorème 4.3.3. Par définition, on a

τ2 (F ) = −Trh
(
∇F
)2
τ (F )− TrhRM (τ (F ) , dF ) dF.

le champ de tension de F est donné par ([23])

τ (F ) = 2e (F ) ξ.

Alors
τ2 (F ) = −2

(
Trh

(
∇F
)2
e (F ) ξ + TrhR

M (e (F ) ξ, dF ) dF
)
. (3.18)

D’abord, on va simplifier le terme Trh
(
∇F
)2
e (F ) ξ.

Soit (ei)
2n
i=1 une base orthonormale locale dans N , on a

Trg
(
∇F
)2
e (F ) ξ = ∇F

ei
∇F
ei
e (F ) ξ −∇F

∇Neiei
e (F ) ξ. (3.19)

par un calcul direct, on obtient

∇F
ei
∇F
ei
e (F ) ξ = ∇F

ei

(
e (F )∇F

ei
ξ
)

+∇F
ei

(ei (e (F )) ξ)

= e (F )∇F
ei
∇F
ei
ξ + ei (e (F ))∇F

ei
ξ

+ ei (e (F ))∇F
ei
ξ + ei (ei (e (F ))) ξ

= e (F )∇F
ei
∇F
ei
ξ + 2∇F

grad(e(F ))ξ + ei (ei (e (F ))) ξ
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et
∇F
∇eiei

e (F ) ξ = e (F )∇F
∇eiei

ξ +∇eiei (e (F )) ξ.

On utilise le terme
∆ (e (F )) = ei (ei (e (F )))−

(
∇N
ei
ei
)

(e (F ))

et
Trg

(
∇F
)2
ξ = ∇F

ei
∇F
ei
ξ −∇F

∇Neiei
ξ,

on déduire que

Trh
(
∇F
)2
e (F ) ξ = e (F )Trh

(
∇F
)2
ξ + ∆ (e (F )) ξ

+ 2∇F
grad(e(F ))ξ.

(3.20)

En Calculant le terme Trh
(
∇F
)2
ξ, on a

Trh
(
∇F
)2
ξ = ∇F

ei
∇F
ei
ξ −∇F

∇eiei
ξ.

En utilisant l’équation (3.10 ), on obtient

∇F
ei
ξ = ∇dF (ei)ξ = dF (ei)− (η ◦ dF ) (ei) ξ,

et comme
(η ◦ dF ) (X) = 0.

Pour tout X ∈ Γ (TM) , on a
(η ◦ dF ) (ei) = 0,

donc
∇F
ei
ξ = dF (ei)

ainsi
∇F
ei
∇F
ei
ξ = ∇F

ei
dF (ei)

et
∇F
∇eiei

ξ = ∇dF(∇eiei)
ξ

= dF (∇eiei)− (η ◦ dF ) (∇eiei) ξ

= dF (∇eiei) ,

on déduire que
Trh

(
∇F
)2
ξ = ∇F

ei
dF (ei)− dF (∇eiei) = τ (F ) .

Alors
Trh

(
∇F
)2
ξ = 2e (F ) ξ.

Finalement, on obtient

Trh
(
∇F
)2
e (F ) ξ = 2 (e (F ))2 ξ + ∆ (e (F )) ξ + 2∇F

grad(e(F ))ξ
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maintenant, on simplifie le terme ∇F
grad(e(F ))ξ, on trouve

∇F
grad(e(F ))ξ = ∇M

dF (grad(e(F )))ξ

= dF (grad (e (F )))− η (dF (grad (e (F )))) ξ

= dF (grad (e (F )))− (η ◦ dF ) (grad (e (F ))) ξ

= dF (grad (e (F ))) .

finalement, on a

Trh
(
∇F
)2
e (F ) ξ = 2 (e (F ))2 ξ + ∆ (e (F )) ξ + 2dF (grad (e (F ))) . (3.21)

pour terminer la preuve,on calcule le terme TrgRM (e (F ) ξ, dψ) dF, on a

TrhR
M (e (F ) ξ, dF ) dF = e (ψ)TrhR

M (ξ, dF ) dF

= e (F )RN (ξ, dF (ei)) dF (ei) .

on utilise l’équation (3.13) , on obtient

RN (ξ, dF (ei)) dF (ei) = η (dF (ei))− g (dF (ei) , dF (ei)) ξ

= (η ◦ dF ) (ei)− 2e (F ) ξ

= −2e (F ) ξ.

Alors
TrhR

N (e (F ) ξ, dF ) dF = −2 (e (F ))2 ξ. (3.22)

Si en remplaçant (3.21) et (3.22) dans(3.18), on arrive à

τ2 (F ) = −2 (∆ (e (F )) ξ + 2dF (grad (e (F )))) .

C’est la fin de la preuve du théorème 4.3.3.
Alors F : N −→M est bi-harmonique si seulement si

∆ (e (F )) ξ + 2dF (grad (e (F ))) = 0.

Corollaire 3.3.3. Soient (N, J, h) une variété Kahlerienne, (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de
Kenmotsu et F : N −→ M une application (J, ϕ)−holomorphique. Si F est bi-harmonique
alors la fonction e(F ) est harmonique.

Preuve Si on pose que l’application F : N −→ M est biharmonique, par théorème
4.3.3, on a

∆ (e (F )) ξ + 2dF (grad (e (F ))) = 0.

alors
η ◦ (∆ (e (F )) ξ + 2dF (grad (e (F )))) = 0,

d’après
∆ (e (F )) η (ξ) + 2 (η ◦ dF ) (grad (e (F ))) = 0.
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Par utiliser l’équation (1), on a
η (ξ) = 1

par le lemme 3.3.1, on a
(η ◦ dF ) (grad (e (F ))) = 0.

finalement on a
∆ (e (F )) = 0.

On déduire que la fonction e (F ) est harmonique.

Proposition 3.3.4.
Soit F : (Mm, g)→ (Nn, h) une application différentielle, alors

S2(F ) =

(
1

2
|τ(F )|2 + Trgh (∇τ(F ), dF )

)
g − 2symh (∇τ(F ), dF ) , (3.23)

et la trace de S2(F ) est donnée par

TrgS2(F ) =
m

2
|τ(F )|2 + (m− 2)Trgh (∇τ(F ), dF ) . (3.24)

Preuve Soit F : (Mm, g)→ (Nn, h) une application différentielle. Par définition, on a

S2(F ) =

(
−1

2
|τ(F )|2 + divh (τ(F ), dF )

)
g − 2symh (∇τ(F ), dF ) . (3.25)

Pour le terme divh (τ(F ), dF ) , soit (ei)
m
i=1 une base locale orthonormale locale dans M . on

a
÷h (τ (F ) , dF ) = (∇eih (τ (F ) , dF )) (ei)

= ei (h (τ (F ) , dF (ei)))− h (τ (F ) , dF (∇eiei))

= h
(
∇F
ei
τ (F ) , dF (ei)

)
+ h

(
τ (F ) ,∇F

ei
dF (ei)

)
− h (τ (F ) , dF (∇eiei))

= h
(
∇F
ei
τ (F ) , dF (ei)

)
+ h

(
τ (F ) ,∇F

ei
dF (ei)− dF (∇eiei)

)
.

Mais, on sait que
h
(
∇F
ei
τ (F ) , dF (ei)

)
= Trgh (∇τ (F ) , dF )

et
h
(
τ (F ) ,∇F

ei
dF (ei)− dF (∇eiei)

)
= h (τ (F ) , τ (F )) = |τ (F )|2 , .

D’après
divh (τ (F ) , dF ) = Trgh (∇τ (F ) , dF ) + |τ (F )|2 (3.26)

Si en remplaçant (3.26) dans (4.27), on obtient

S2(F ) =

(
1

2
|τ(F )|2 + Trgh (∇τ(F ), dF )

)
g − 2symh (∇τ(F ), dφ) .
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Par la définition de la trace de S2(φ), on a

TrgS2(F ) = S2(F ) (ei, ei)

=

(
1

2
|τ(F )|2 + Trgh (∇τ(F ), dF )

)
g (ei, ei)

− 2symh (∇τ(F ), dF ) (ei, ei)

= m

(
1

2
|τ(F )|2 + Trgh (∇τ(F ), dF )

)
− 2h (∇eiτ(F ), dF (ei))

=
m

2
|τ(F )|2 +mTrgh (∇τ(F ), dF )− 2Trgh (∇τ(F ), dF )

qui donne
TrgS2(F ) =

m

2
|τ(F )|2 + (m− 2)Trgh (∇τ(F ), dF ) .

Théorème 3.3.2. [[43]] Soient (N2n, J, h) une variété Kahlerienne , (M,φ, ξ, η, g) une
variété de Kenmotsu et F : N −→ M une application (J, φ)−holomorphique. Alors,le
tenseur bi-énergie impulsion de F est donné par

S2 (F ) = 6 (e (F ))2 h− 4e (F ) g (dF (·) , dF (·)) , (3.27)

où g (dF (·) , dF (·)) (X, Y ) = g (dF (X) , dF (Y )) , et la trace de S2(F ) est

TrhS2 (F ) = (12n− 8) (e (ψ))2 .

Preuve Par définition, pour tous X, Y ∈ Γ (TN) on a

S2 (F ) (X, Y ) =

(
1

2
|τ (F )|2 + Trhg (∇τ (F ) , dF )

)
h (X, Y )

− 2symg (∇τ (F ) , dF ) (X, Y ) .

tel que
τ (F ) = 2e (F ) ξ,

donc
|τ (F )|2 = 4 (e (F ))2 .

Pour le terme Trhg (∇τ (F ) , dF ) , on a

Trhg (∇τ (F ) , dF ) = 2g (∇eie (F ) ξ, dF (ei))

= 2e (F ) g
(
∇F
ei
ξ, dF (ei)

)
+ 2ei (e (F )) g (ξ, dF (ei)) ,

où (ei)
2n
i=1 est une base orthonormale local dans N . D’après l’équation (3.10), on obtient

∇F
ei
ξ = ∇M

dF (ei)
ξ = dF (ei)− η (dF (ei)) ξ = dF (ei)
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et pour (3.7), on a
g (ξ, dF (ei)) = η (dF (ei)) = 0,

alors
Trhg (∇τ (F ) , dF ) = 2e (F ) g (dF (ei) , dF (ei)) = 4 (e (F ))2 .

d’après
1

2
|τ (ψ)|2 + Trhg (∇τ (F ) , dF ) = 6 (e (F ))2 .

Finalement, pour le terme symg (∇τ (F ) , dF ) (X, Y ) , on a

symg (∇τ (F ) , dF ) (X, Y ) =
1

2
g
(
∇F
Xτ (F ) , dF (Y )

)
+

1

2
g
(
∇F
Y τ (F ) , dF (X)

)
.

Par un calcule simple on obtient

1

2
g
(
∇F
Xτ (F ) , dF (Y )

)
= g

(
∇F
Xe (F ) ξ, dF (Y )

)
= e (F ) g

(
∇F
Xξ, dF (Y )

)
+X (e (F )) g (ξ, dF (Y )) ,

mais d’après (3.10), on a

∇F
Xξ = ∇M

dF (X)ξ = dF (X)− η (dF (X)) ξ = dF (X)

et d’après (3.7), on obtient

g (ξ, dF (Y )) = η (dF (Y )) = 0,

Alors
1

2
g
(
∇F
Xτ (F ) , dF (Y )

)
= g (dF (X) , dF (Y )) .

pour un calcule similaire on trouve

1

2
g
(
∇F
Y τ (F ) , dF (X)

)
= g (dF (X) , dF (Y )) .

et on déduire que

symg (∇τ (F ) , dF ) (X, Y ) = 2g (dF (X) , dF (Y )) ,

alors
S2 (F ) (X, Y ) = 6 (e (F ))2 g (X, Y )− 4g (dF (X) , dF (Y )) .

finalement, le tenseur bi-énergie d’impulsion est donné par

S2 (F ) = 6 (e (F ))2 g − 4g (dF (·) , dF (·)) ,

où
g (dF (·) , dF (·)) (X, Y ) = g (dF (X) , dF (Y )) .
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Maintenant on calcule TrhS2 (F ) , on a

TrhS2 (F ) = S2 (F ) (ei, ei)

= 6 (e (F ))2 g (ei, ei)− 4g (dF (ei) , dF (ei))

= 12n (e (F ))2 − 4 |dF |2

= 12n (e (F ))2 − 8 (e (F ))2

= (12n− 8) (e (F ))2 .

On conclure que TrgS2 (F ) = 0 si seulement si F est constante

3.3.4 Exemple

Exemple 3.3.4. Soit (N = R2, J, h = dx2 + dy2) une variété complexe avec de structure
complexe J

(
∂
∂x

)
= ∂

∂y
,

J
(
∂
∂y

)
= − ∂

∂x
et
(
M = R3

x3 6=0, φ, ξ, η, g
)
une variété de Kenmotsu avec une base ortho-

normale

e1 = x3
∂

∂x1

,

e2 = x3
∂

∂x2

,

e3 = −x3
∂

∂x3

,

ξ = e3,

η (X) = g (X, ξ) ,

où

g =
1

x2
3

(
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3

)
et

φ =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 .

Soit F : N −→M une application (J, φ)-holomorphique définie par

F (x, y) = (F1 (x, y) , F2 (x, y) , F3 (x, y)) .

On a

∂F1

∂x
= −∂F2

∂y
,
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∂F1

∂y
=
∂F2

∂x

et
∂F3

∂x
=
∂F3

∂y
= 0.

La dernière équation donne F3 (x, y) = C, où C est un constant réel non nul.
Par un calcule simple on obtient

e (F ) =
1

C2

((
∂F1

∂x

)2

+

(
∂F1

∂y

)2
)
,

grad (e (F )) =
2

C2

(
∂F1

∂x

(
∂2F1

∂x2
+
∂2F1

∂x∂y

)
∂

∂x
+
∂F1

∂y

(
∂2F1

∂y2
+
∂2F1

∂x∂y

)
∂

∂y

)
,

dF (grad (e (F ))) =
2

C2

((
∂F1

∂x

)2(
∂2F1

∂x2
+
∂2F1

∂x∂y

)
+

(
∂F1

∂y

)2(
∂2F1

∂y2
+
∂2F1

∂x∂y

))
∂

∂x1

+
2

C2

(
∂F1

∂x

∂F2

∂x

(
∂2F1

∂x2
+
∂2F1

∂x∂y

)
+
∂F1

∂y

∂F2

∂y

(
∂2F1

∂y2
+
∂2F1

∂x∂y

))
∂

∂x2

et

∆ (e (F )) =
2

C2

((
∂2F1

∂x2

)2

+

(
∂2F2

∂x2

)2

+

(
∂2F1

∂y2

)2

+

(
∂2F2

∂y2

)2
)

+
2

C2

(
∂F1

∂x

(
∂3F1

∂x3
− ∂3F2

∂y3

)
+
∂F2

∂x

(
∂3F1

∂y3
+
∂3F2

∂x3

)) .

En particulier, si on considère F1 (x, y) = F1 (x) et F2 (x, y) = F2 (y) ,
on obtient

F (x, y) = (Ax+B,−Ay +D,C) ,

tels que A,B,C et D sont des constants réels avec (A,C 6= 0) .
Dans ce cas e (F ) = A2

C2 l’application F est bi-harmonique, non-harmonique.
S2 (F ) (X, Y ) = 6A

4

C4h(X, Y )− 4A
4

C4 g (dF (X) , dF (Y )) , et TrhS2 (F ) = 4A
4

C4



CHAPITRE 4

APPLICATIONS BI-HARMONIQUES AVEC POTENTIEL.

4.1 Introduction.
La notion d’ applications harmoniques avec potentiel est motionnée la premiere fois

par A. Ratto and A. Fardoun (voir [2] et [5]). Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés Rie-
manniennes,et H une fonction différentielle dans N , et soit φ : M → N une application
différentielle. On considère l’énergie fonctionnelle suivante

EH(φ) =

∫
K

(e (φ)−H (φ)) dvg (4.1)

Pour toute partie compacte K ⊂ M . Solution de l’ équation d’ Euler-Lagrange de EH(φ)
est

τH(φ) = τ(φ) +
(
gradNH

)
◦ φ, (4.2)

tel que τ(φ) = Trg∇dφ est le champ de tension de φ. Les solutions différentielles de (4.2) sont
appelées applications harmoniques avec potentielH. Pour plus de détails sur les applications
harmoniques avec potentiel voir [31], [1] et [2].

4.2 Deuxième variation de H-énergie fonctionnelle.
Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application harmonique avec potentiel H entre deux

variétés Riemanniennes. Par deux paramètres variation on signifie qu’ une application dif-
férentielle Φ : M × (−ε, ε)× (−ε, ε) −→ N définie par Φ (x, t, s) = φt,s (x),tel que φ0,0 = φ.
C’est la variation de champs vecteurs sont les champs vecteurs v, w à long φ définie par

v =
∂φt,s
∂t

∣∣∣∣
t=s=0

et
w =

∂φt,s
∂s

∣∣∣∣
t=s=0

.
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Maintenant on suppose que M est compacte et soit ∇φ note la connection de pull-back
φ−1TN .Par la règle de Leibniz ,(

∇φ
)2

X,Y
v = ∇φ

X∇
φ
Y v −∇

φ

∇MX Y
v

pour tout X, Y ∈ Γ (TM) et v ∈ Γ (φ−1TN) . On prend la trace on obtient

Trg
(
∇φ
)2
v = ∇φ

ei
∇φ
ei
v −∇φ

∇Mei ei
v,

telle que {ei}1≤i≤m est une base orthonormale dans M. Sous les notations précédentes on a

Théorème 4.2.1. (la formule de deuxième variation ) Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h) une
application harmonique avec potentiel H et on suppose que M est compacte, on a

∂2

∂t∂s
EH (φt,s)

∣∣∣∣
t=s=0

=

∫
M

h
(
JφH (v) , w

)
dvg, (4.3)

tels que JφH (v) ∈ Γ (φ−1TN) est donnée par

JφH (v) = −Trg
(
∇φ
)2
v − TrgRN (v, dφ) dφ−

(
∇N
v grad

NH
)
◦ φ. (4.4)

Proof of Theorem 4.3.3.
Soit Φ : M × (−ε, ε) × (−ε, ε) −→ N , (x, t, s) 7−→ Φ (x, t, s) = φt,s (x) une variation de φ
avec la variation de champ de vecteurs v et w. Soit ∇Φ denote connexion de pull-back dans
Φ−1TN, un fibre vectoriel sur
M × (−ε, ε)× (−ε, ε) . Note que[

∂

∂t
,X

]
=

[
∂

∂s
,X

]
=

[
∂

∂t
,
∂

∂s

]
= 0

pour tout champ de vecteurs X dans M on considère un champ de vecteurs dans M ×
(−ε, ε)× (−ε, ε). Par l’équation (4.1), on a

∂2

∂t∂s
EH (φt,s) =

∫
M

∂2

∂t∂s
(e (φt,s)−H (φt,s)) dvg. (4.5)

On évalue au (t, s) = (0, 0).On calcule dans une base normale au x ∈M, on obtient

∂2

∂t∂s
e (φt,s) =

1

2

∂2

∂t∂s
h (dΦ (ei) , dΦ (ei))

=
∂

∂t
h
(
∇Φ

∂
∂s

dΦ (ei) , dΦ (ei)
)
,

alors

∂2

∂t∂s
e (φt,s) = h

(
∇Φ

∂
∂t

∇Φ
∂
∂s

dΦ (ei) , dΦ (ei)
)

+ h
(
∇Φ

∂
∂s

dΦ (ei) ,∇Φ
∂
∂t

dΦ (ei)
)
. (4.6)



4.2 Deuxième variation de H-énergie fonctionnelle. 71

Pour le premier terme h
(
∇Φ

∂
∂t

∇Φ
∂
∂s

dΦ (ei) , dΦ (ei)
)
, on a

h
(
∇Φ

∂
∂t

∇Φ
∂
∂s

dΦ (ei) , dΦ (ei)
)

= h

(
∇Φ

∂
∂t

∇Φ
ei
dΦ

(
∂

∂s

)
, dΦ (ei)

)
= h

(
∇Φ
ei
∇Φ

∂
∂t

dΦ

(
∂

∂s

)
, dΦ (ei)

)
+ h

(
RN

(
dΦ

(
∂

∂t

)
, dΦ (ei)

)
dΦ

(
∂

∂s

)
, dΦ (ei)

)
.

Définie une 1− forme dans M par

α (·) = h

(
∇Φ

∂
∂t

dΦ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣
t=s=0

, dΦ (·)
)
.

alors

divα = h

(
∇Φ
ei
∇Φ

∂
∂t

dΦ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣
t=s=0

, dφ (ei)

)
+ h

(
∇Φ

∂
∂t

dΦ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣
t=s=0

, τ (φ)

)
,

ainsi que

h
(
∇Φ

∂
∂t

∇Φ
∂
∂s

dΦ (ei) , dΦ (ei)
)∣∣∣

t=s=0
= divα− h

(
∇Φ

∂
∂t

dΦ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣
t=s=0

, τ (φ)

)
+ h

(
RN (v, dφ (ei))w, dφ (ei)

)
.

(4.7)

En suite le deuxième terme h
(
∇Φ

∂
∂s

dΦ (ei) ,∇Φ
∂
∂s

dΦ (ei)
)
de (4.6),on a

h
(
∇Φ

∂
∂s

dΦ (ei) ,∇Φ
∂
∂s

dΦ (ei)
)

= h

(
∇Φ
ei
dΦ

(
∂

∂s

)
,∇Φ

ei
dΦ

(
∂

∂s

))
= ei

(
h

(
dΦ

(
∂

∂s

)
,∇Φ

ei
dΦ

(
∂

∂s

)))
− h

(
dΦ

(
∂

∂s

)
,∇Φ

ei
∇Φ
ei
dΦ

(
∂

∂s

))
.

Définie une 1− forme dans M par β (·) = h
(
w,∇φ

· v
)
. Par calcule de la divergence de β, on

obtient
h
(
∇Φ

∂
∂s

dΦ (ei) ,∇Φ
∂
∂s

dΦ (ei)
)∣∣∣

t=s=0
= divβ − h

(
w,∇φ

ei
∇φ
ei
v
)
,

d’où
∂2

∂t∂s
e (φt,s)

∣∣∣∣
t=s=0

= −h
(
∇φ
ei
∇φ
ei
v, w

)
− h

(
RN (v, dφ (ei)) dφ (ei) , w

)
+ divα + divβ − h

(
∇Φ

∂
∂t

dΦ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣
t=s=0

, τ (φ)

)
.

(4.8)

Finalement, par un calcule simple on trouve

∂2

∂t∂s
H (φt,s)

∣∣∣∣
t=s=0

= h

(
∇Φ

∂
∂t

dΦ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣
t=s=0

,
(
gradNH

)
◦ φ
)

+ h
((
∇N
v grad

NH
)
◦ φ,w

)
.

(4.9)
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En replaçant les équations 4.8 et 4.9 dans 4.5,et utilisant le théorème de divergence , on
obtient

∂2

∂t∂s
EH (φt,s)

∣∣∣∣
t=s=0

=

∫
M

h
(
JφH (v) , w

)
dvg, (4.10)

tel que JφH (v) ∈ Γ (φ−1TN) est donnée par

JφH (v) = −Trg
(
∇φ
)2
v − TrgRN (v, dφ) dφ−

(
∇N
v grad

NH
)
◦ φ. (4.11)

4.3 Applications Bi harmoniques avec potentiel.
On considère une application différentielle φ : (Mm, g) → (Nn, h) entre deux variétés

Riemanniennes. Et H une fonction différentielle dans N . Une généralisation naturelle de
l’application harmonique avec potentiel est donnée par integration de la norme carré de
τH(φ). Plus précisément, la H−bi-énergie fonctionnel de φ est définie par

E2,H(φ) =

∫
K

|τH (φ)|2 dvg (4.12)

pour toute partie compacte K ⊂M.

Définition 4.3.1. Application φ est dite biharmonique avec potentiel H si elle est un point
critique de la H-bi-énergie fonctionnel E2,H(φ).

4.3.1 Première variation of the H-bi-énergie fonctionnelle

Théorème 4.3.1. [2] Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) application différentielle entre deux
variétés Riemanniennes ; H une fonction différentielle de N , K une partie compacte de M
et soit {φt}t∈I , I = (−ε, ε) une variation différentielle de φ dans un support compact de K.
Alors

d

dt
E2,H (φt)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
K

h (τ2,H (φ) , V ) dvg, (4.13)

où V denote la variation de champ vecteurs de {φt}t∈I et

τ2,H (φ) = −Trg
(
∇φ
)2
τH (φ)− TrgRN (τH (φ) , dφ) dφ−

(
∇N
τH(φ)gradH

)
◦ φ.

Proof of Theorem 4.3.1.Soit {φt}t∈I , I = (−ε, ε) , une variation différentielle de φ,
est une application différentielle Φ : I ×M −→ N, satisfaire{

Φ (t, x) = φt (x) ,∀ (t, x) ∈ I ×M
Φ (0, x) = φ0 (x) = φ (x) ,∀x ∈M

la variation de champ vecteurs V ∈ Γ (φ−1TN) associée de la variation {φt}t∈I est donnée

V (x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φt (x) = dΦ(0,x)

(
∂

∂t

)
∈ Tφ(x)N,∀x ∈M.
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on a
d

dt
E2,H (φt) =

∫
K

h
(
∇ ∂

∂t
τH (φ) , τH (φ)

)
dvg. (4.14)

Soit maintenant {ei}mi=1 une base orthonormale locale de les champs géodésiques au x ∈ K,
i.e. {ei}mi=1 est base orthonormale locale de les champs avec (∇eiej)x = 0, ∀i, j = 1, ....,m.
Relativement {ei}mi=1 on a

∇φ
∂
∂t

τH (φ) = ∇φ
∂
∂t

∇φ
ei
dφt (ei) +∇φ

∂
∂t

(gradH) ◦ φt.

Pour Z ∈ Γ (TM) , comme
[
∂
∂t
, Z
]

= 0, donc

∇φ
∂
∂t

dφt (Z) = ∇φ
Zdφt

(
∂

∂t

)
+ dφt

([
∂

∂t
, Z

])
= ∇φ

Zdφt

(
∂

∂t

)
.

Par definition du tenseur de courbure de (N, h) , on obtient

∇φ
∂
∂t

∇φ
ei
dφt (ei) = ∇φ

ei
∇φ

∂
∂t

dφt (ei) +RN

(
dφ

(
∂

∂t

)
, dφt (ei)

)
dφt (ei) ,

Puisque ∇φ est compatible avec h, on a

h
(
∇φ
ei
∇φ

∂
∂t

dφt (ei) , τH (φt)
)

= ei

(
h
(
∇φ

∂
∂t

dφt (ei) , τH (φt)
))
− h

(
∇φ

∂
∂t

dφt (ei) ,∇φ
ei
τH (φt)

)
.

Remarquant

h
(
∇φ

∂
∂t

dφt (ei) ,∇φ
ei
τH (φt)

)
= ei

(
h

(
dφt

(
∂

∂t

)
,∇φ

ei
τH (φt)

))
−h
(
dφt

(
∂

∂t

)
,∇φ

ei
∇φ
ei
τH (φt)

)
et

h
(
∇φ

∂
∂t

(gradH) ◦ φt, τH (φt)
)

= h

((
∇φ
τH(φt)

gradH
)
◦ φt, dφ

(
∂

∂t

))
.

Alors, par l’utilisation de la symmetrisation de tenseur de courbure Riemannien et d’après
le théorème de divergence, on déduit que

d

dt
E2,H (φt)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
K

h (τ2,H (φ) , V ) dvg,

où
τ2,H (φ) = −Trg

(
∇φ
)2
τH (φ)− TrgRN (τH (φ) , dφ) dφ−

(
∇N
τH(φ)gradH

)
◦ φ.

Théorème 4.3.2. [2]et[44] Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application différentielle entre
deux variétés Riemanniennes et H une fonction différentielle de N. Alors φ est biharmo-
nique avec potential si seulement si

τ2,H (φ) = −Trg
(
∇φ
)2
τH (φ)− TrgRN (τH (φ) , dφ) dφ−

(
∇N
τH(φ)gradH

)
◦ φ = 0. (4.15)
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Si on considère φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application différentielle entre deux variétés
Riemanniennes et soit H ∈ C∞ (N) une fonction différentielle, la relation entre τ2,H (φ) et
τ2 (φ) est donnée par la remarque suivante.

Remarque 4.3.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application différentielle entre deux
variétés Riemanniennes et H une fonction différentielle de N. Alors

τ2,H (φ) = τ2 (φ)−Jφ ((gradH) ◦ φ)−
(
∇τ(φ) (gradH)

)
◦φ−

(
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦φ, (4.16)

où

Jφ ((gradH) ◦ φ) = Trg
(
∇φ
)2

((gradH) ◦ φ) + TrgR
N ((gradH) ◦ φ, dφ) dφ

= ∇φ
ei
∇φ
ei

((gradH) ◦ φ)−∇φ
∇Mei ei

((gradH) ◦ φ) +RN ((gradH) ◦ φ, dφ (ei)) dφ (ei) ,
.

Dans le cas où φ est harmonique, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application harmonique et H ∈
C∞ (N) une fonction différentielle de N. Alors φ est biharmonique avec potentiel H si
seulement si

Jφ ((gradH) ◦ φ) +
(
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦ φ = 0.

En utilisant cette remarque pour construction des exemples des applications bi-harmoniques
avec potentiel .

Exemple 4.3.1. [44] Soit la projection φ : (R4, gR4) −→ (R3, gR3) définie par
φ (t, x2, x3, x4) = (t, x2, x3) . Supposons que la fonction α = H ◦φ depend que t, alors d’après
le corollaire 4.3.1, la projection φ est biharmonique avec potentiel H si seulement si

α′′′ + α′α′′ = 0.

Soit β = α′, donc la dernière expression devient

β′′ + ββ′ = 0.

Les solutions particuliers sont données sous la forme β = 2
t+k

(k ∈ R) qui donne

α (t) = (H ◦ φ) (t) = 2 ln |C1t+ C2| , (C1, C2 ∈ R).

Dans ce cas la projection φ est biharmonique avec potentiel H, où (H ◦ φ) (t) = 2 ln |C1t+ C2|.

En particulier,si on considère l’application d’identité , on obtient la résultat suivante.

Corollaire 4.3.2. [44] L’application d’identité IdM : (Mm, g) −→ (Mm, g) est biharmo-
nique avec potentiel H si seulement si

grad∆H +
1

2
grad

(
|gradH|2

)
+ 2RicciM (gradH) = 0. (4.17)



4.3 Applications Bi harmoniques avec potentiel. 75

Proof of Corollary 4.3.2. D’après le Corollaire 4.3.1, l’application d’identité IdM :
(Mm, g) −→ (Mm, g) est biharmonique avec potentiel H si seulement si

JIdM (gradH) +∇gradHgradH = 0.

Pour le terme JIdM (gradH), par définition on a

JIdM (gradH) = Trg∇2gradH +Ricci (gradH) .

on sait que ([36])
Trg∇2gradH = grad∆H +Ricci (gradH) ,

alors
JIdM (gradH) = grad∆H + 2Ricci (gradH) .

Finalement, est facile de voir que

∇gradHgradH =
1

2
grad

(
|gradH|2

)
.

on déduire que l’application d’identité IdM : (Mm, g) −→ (Mm, g) est biharmonique avec
potentiel H si seulement si la fonction H satisfaire l’ équation suivante

grad∆H +
1

2
grad

(
|gradH|2

)
+ 2RicciM (gradH) = 0.

On va présenter un exemple de l’application biharmonique avec potentiel

Exemple 4.3.2. [44] On considère l’application d’identité Id : Rm \ {0} −→ Rm \ {0}
(m 6= 2) on suppose que H est radial (H = H (r) , r = |x|) . Alors d’après le Corollaire 4.3.1,
on déduit que l’application d’identité Id est biharmonique avec potentiel si seulement si la
fonction H satisfier l’équation différentielle

H ′′′ +
m− 1

r
H ′′ − m− 1

r2
H ′ +H ′H ′′ = 0.

Soit β = H ′, l’equation devient

β′′ +
m− 1

r
β′ − m− 1

r2
β + ββ′ = 0.

Voyant pour les solutions particuliers de type β = a
r
(a ∈ R∗), alors Id est biharmonique

avec potentiel si seulement si a = 4− 2m. on obtient H (r) = ln (Cr4−2m) (C > 0) et dans
ce cas l’application d’identité Id : Rm \ {0} −→ Rm \ {0} est propre biharmonique avec
potentiel H (r) = ln (Cr4−2m) (C > 0).

Exemple 4.3.3. [44] On considère M = Sn avec paramétrisation

x = (cos s, sin s · y) , s ∈ [0, π] , y ∈ Sn−1.
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Soit une base orthonormale de Sn donnée par

e1 =
∂

∂s
, ei = (0, fi) , i = 2, ..., n

tels que les vecteurs fi sont tangents à la sphère Sn−1. On suppose que H = H (s) . Un
calcule directe donne

gradH = H ′
∂

∂s
,

|gradH|2 = (H ′)
2
,

grad
(
|gradH|2

)
= 2H ′H ′′,

∆H = H ′′ + (n− 1) (cot s)H ′,

grad∆H =
(
H ′′′ + (n− 1) (cot s)H ′′ − (n− 1)

(
1 + cot2 s

)
H ′
) ∂
∂s

et
RicciS

n

(gradH) = (n− 1)H ′
∂

∂s
.

Alors d’après le corollaire 4.3.1, on déduit que application IdSn is biharmonique avec po-
tentiel H si seulement si la fonction β = H ′ satisfaire l’équation différentielle suivante

β′′ + (n− 1) (cot s) β′ + (n− 1)
(
1− cot2 s

)
β + ββ′ = 0.

Pour l’exemple, si n = 1 l’ application IdS1 est biharmonique avec potentiel H si seulement
si

β′′ + ββ′ = 0.

Une solution particulière est donnée par la forme β(s) = 2
s+k

(k ∈ R) qui donne

H (s) = 2 ln |C1s+ C2| , (C1, C2 ∈ R).

dans ce cas IdS1 est biharmonique avec potentiel H, où H (s) = 2 ln |C1s+ C2|.

4.3.2 Le cas d’applications conformes.

On étudie les applications conformes entre deux variétés de même dimension n ≥ 3.
Notons que par un résultats dans [27], toute application peut n’avoir point critique et aussi
est un difféomorphisme locale conforme.
Rappeler que l’application φ : (Mn, g) → (Nn, h) est dite conforme s’il exist une C∞
fonction λ : M → R∗+ pour toute X, Y ∈ Γ(TM) :

h(dφ(X), dφ(Y )) = λ2g(X, Y ).
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la fonction λ est appelée la dilation de l’application φ. le champ de tension de l’application
φ est donné par (voir [37]) :

τ(φ) = (2− n)dφ(grad lnλ).

Notons que l’application conforme φ : (Mn, g) → (Nn, h) de dilation λ est harmonique
si seulement si n = 2 ou la dilation λ est constante. Le champ bi-tension de application
conforme est donne par le théorème suivant

Théorème 4.3.3. [35] Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de
dilation λ, alors pour toute fonction γ ∈ C∞ (M), on a

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = dφ (grad∆γ) + 4dφ (∇grad lnλgradγ) + dφ

(
RicciM (gradγ)

)
+ (∆ lnλ) dφ (gradγ)− 2 (∆γ) dφ (grad lnλ)

− (n− 2) d lnλ (gradγ) dφ (grad lnλ) ,
(4.18)

TrgR
N (dφ (gradγ) , dφ) dφ = dφ

(
RicciM (gradγ)

)
− (n− 2) dφ (∇gradγgrad lnλ)

−
(
∆ lnλ+ (n− 2) |grad lnλ|2

)
dφ (gradγ)

+ (n− 2) d lnλ (gradγ) dφ (grad lnλ)

(4.19)

et le champ bi-tension de φ est donne par

τ2(φ) = (n− 2) dφ (T1)

où
T1 = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ)

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ

D’abord, on calcule τ2,H(φ) dans le cas où φ une application conforme.

Théorème 4.3.4. [44] Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de
dilation λ, alors τ2,H(φ) est donné par :

τ2,H (φ) = (n− 2) dφ (A)− 1

λ2
dφ (B)− 1

λ4
dφ (C) ,

tels que

A = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ)

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ,

B = grad∆ (H ◦ φ)− 2 (∆ lnλ) grad (H ◦ φ)− 2 (∆ (H ◦ φ)) grad lnλ

− (n− 2)∇grad(H◦φ)grad lnλ− (n− 2)∇grad lnλgrad (H ◦ φ)

+ 2RicciM (grad (H ◦ φ))

et
C = − |grad (H ◦ φ)|2 grad lnλ+

1

2
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

)
.
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une consequence de la théorème 4.3.4, le résultat suivant :

Corollaire 4.3.3. Soit φ : (Mn, g)→ (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de dilation
λ = 1, alors φ est biharmonique avec potentiel si seulement si

grad∆ (H ◦ φ) +
1

2
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

)
+ 2RicciM (grad (H ◦ φ)) = 0.

En particulier si φ = IdM , on obtient l’équation (4.16) de Corollaire 4.3.2.

Pour montre le théorème (4.3.4), on besoin deux lemmes suivantes. Dans le premier
on simplifie le terme Trg

(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ dans le premier lemme, pour une application
conforme φ : (Mn, g)→ (Nn, h) (n ≥ 3) de dilation λ et pour toute fonction H ∈ C∞ (N).

Lemme 4.3.1. Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) une application conforme de dilation
λ, alors pour toute fonction H ∈ C∞ (N) , on a

Trg
(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ =
1

λ2
dφ (T1) ,

où
T1 = grad∆ (H ◦ φ)− (∆ lnλ) grad (H ◦ φ)− 2 (∆ (H ◦ φ)) grad lnλ

− (n− 2) d lnλ (grad (H ◦ φ)) grad lnλ+RicciM (grad (H ◦ φ)) .

Preuve de Lemme 4.3.1.Soit (ei)1≤i≤n une base orthonormale en M , par définition,
on a

Trg
(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ = ∇φ
ei
∇φ
ei

(gradH) ◦ φ−∇φ
∇eiei

(gradH) ◦ φ.

Il facile de voir que

(gradH) ◦ φ =
1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ)) ,

ainsi

Trg
(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ = Trg
(
∇φ
)2 1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ))

= ∇φ
ei
∇φ
ei

1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ))−∇φ

∇eiei
1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ)) .

(4.20)
On a

∇φ
ei

1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ)) =

1

λ2
∇φ
ei
dφ (grad (H ◦ φ)) + ei

(
1

λ2

)
dφ (grad (H ◦ φ))

=
1

λ2
∇φ
ei
dφ (grad (H ◦ φ))− 2

λ2
ei (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ)) ,
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alors

∇φ
ei
∇φ
ei

1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ)) = ∇φ

ei

(
1

λ2
∇φ
ei
dφ (grad (H ◦ φ))

)
−∇φ

ei

(
2

λ2
ei (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ))

)
=

1

λ2
∇φ
ei
∇φ
ei
dφ (grad (H ◦ φ)) + ei

(
1

λ2

)
∇φ
ei
dφ (grad (H ◦ φ))

− 2

λ2
ei (lnλ)∇φ

ei
dφ (grad (H ◦ φ))− 2

λ2
ei (ei (lnλ)) dφ (grad (H ◦ φ))

− ei
(

2

λ2

)
ei (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ))

=
1

λ2
∇φ
ei
∇φ
ei
dφ (grad (H ◦ φ))− 4

λ2
ei (lnλ)∇φ

ei
dφ (grad (H ◦ φ))

− 2

λ2
ei (ei (lnλ)) dφ (grad (H ◦ φ)) +

2

λ2
ei (lnλ) ei (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ)) .

Ensuit

∇φ
ei
∇φ
ei

1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ)) =

1

λ2
∇φ
ei
∇φ
ei
dφ (grad (H ◦ φ))− 4

λ2
∇φ
grad lnλdφ (grad (H ◦ φ))

− 2

λ2
ei (ei (lnλ)) dφ (grad (H ◦ φ)) +

4

λ2
|grad lnλ|2 dφ (grad (H ◦ φ))

(4.21)
Pour le terme ∇φ

∇eiei
1
λ2
dφ (grad (H ◦ φ)), on a

∇φ
∇eiei

1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ)) =

1

λ2
∇φ
∇eiei

dφ (grad (H ◦ φ)) +∇eiei

(
1

λ2

)
dφ (grad (H ◦ φ))

=
1

λ2
∇φ
∇eiei

dφ (grad (H ◦ φ))− 2

λ2
∇eiei (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ)) .

(4.22)
si en remplaçant (4.21) et (4.22) in (4.20), on déduit que

Trg
(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ =
1

λ2
Trg

(
∇φ
)2
dφ (grad (H ◦ φ))− 4

λ2
∇φ
grad lnλdφ (grad (H ◦ φ))

− 2

λ2

(
(∆ lnλ)− 2 |grad lnλ|2

)
dφ (grad (H ◦ φ)) .

(4.23)
Pour le terme Trg

(
∇φ
)2
dφ (grad (H ◦ φ)) ,on a par (4.23)

Trg
(
∇φ
)2
dφ (grad (H ◦ φ)) = dφ (grad∆ (H ◦ φ)) + 4dφ (∇grad lnλgrad (H ◦ φ))

− ((n− 2) d lnλ (grad (H ◦ φ)) + 2 (∆ (H ◦ φ))) dφ (grad lnλ)

+ (∆ lnλ) dφ (grad (H ◦ φ)) + dφ
(
RicciM (grad (H ◦ φ))

)
(4.24)

Pour le dernier terme ∇φ
grad lnλdφ (grad (H ◦ φ)), on sait que (Voir [3])

∇φ
grad lnλdφ (grad (H ◦ φ)) = ∇dφ (grad lnλ, grad (H ◦ φ)) + dφ (∇grad lnλgrad (H ◦ φ))

= |grad lnλ|2 dφ (grad (H ◦ φ)) + dφ (∇grad lnλgrad (H ◦ φ)) .
(4.25)
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En replaçant (4.24) et (4.25) dans (4.23), on conclure que

Trg
(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ =
1

λ2
dφ (grad∆ (H ◦ φ))− 1

λ2
(∆ lnλ) dφ (grad (H ◦ φ))

− 1

λ2
((n− 2) d lnλ (grad (H ◦ φ)) + 2 (∆ (H ◦ φ))) dφ (grad lnλ)

+
1

λ2
dφ
(
RicciM (grad (H ◦ φ))

)
.

Alors
Trg

(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ =
1

λ2
dφ (T1)

où
T1 = grad∆ (H ◦ φ)− (∆ lnλ) grad (H ◦ φ) +RicciM (grad (H ◦ φ))

− ((n− 2) d lnλ (grad (H ◦ φ)) + 2 (∆ (H ◦ φ))) grad lnλ

la preuve du lemme 4.3.1 est terminé. Maintenant, dans le deuxième lemme,on va montrer
d’autres properties d’ applications conformes.

Lemme 4.3.2. Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) une application conforme de dilation
λ, alors pour toute fonction H ∈ C∞ (N) et pour X ∈ Γ (TM), on a(
∇dφ(X)gradH

)
◦ φ = − 1

λ2
X (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ)) +

1

λ2
d lnλ (grad (H ◦ φ)) dφ (X)

− 1

λ2
X (H ◦ φ) dφ (grad lnλ) +

1

λ2
dφ (∇Xgrad (H ◦ φ)) .

(4.26)
et(
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦φ = − 1

λ4
|grad (H ◦ φ)|2 dφ (grad lnλ)+

1

2λ4
dφ
(
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

))
.

(4.27)

Preuve du lemme 4.3.2. Pour le terme
(
∇dφ(X)gradH

)
◦ φ,on a(

∇dφ(X)gradH
)
◦ φ = ∇φ

X (gradH ◦ φ)

= ∇φ
X

1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ))

=
1

λ2
∇φ
Xdφ (grad (H ◦ φ)) +X

(
1

λ2

)
dφ (grad (H ◦ φ))

=
1

λ2
∇φ
Xdφ (grad (H ◦ φ))− 2

λ2
X (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ)) .

Il est facile de voir que( [31])

∇φ
Xdφ (grad (H ◦ φ)) = ∇dφ (X, grad (H ◦ φ)) + dφ (∇Xgrad (H ◦ φ))

= X (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ)) + d lnλ (grad (H ◦ φ)) dφ (X)

= −X (H ◦ φ) dφ (grad lnλ) +
1

λ2
dφ (∇Xgrad (H ◦ φ)) .
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Alors(
∇dφ(X)gradH

)
◦ φ = − 1

λ2
X (lnλ) dφ (grad (H ◦ φ)) +

1

λ2
d lnλ (grad (H ◦ φ)) dφ (X)

− 1

λ2
X (H ◦ φ) dφ (grad lnλ) +

1

λ2
dφ (∇Xgrad (H ◦ φ)) .

Maintenant on va simplifie le terme
(
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦ φ, on a

(gradH) ◦ φ =
1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ)) ,

ainsi que (
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦ φ =

1

λ2

(
∇dφ(grad(H◦φ)) (gradH)

)
◦ φ.

Si en replaçant X = grad (H ◦ φ) in (3.20), on obtient(
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦φ = − 1

λ4
|grad (H ◦ φ)|2 dφ (grad lnλ)+

1

2λ4
dφ
(
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

))
.

Preuve de of Théorème 4.3.4. Par definition, on a

τ2,H (φ) = τ2 (φ)−Jφ ((gradH) ◦ φ)−∇τ(φ) (gradH)◦φ−
(
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦φ. (4.28)

On va étudier terme par terme de cette expression. Pour le premier terme τ2 (φ) , d’après le
théorème (4.3.2) on a

τ2(φ) = (n− 2) dφ (T1) (4.29)

où
T1 = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ)

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ.

D’abord on simplifie le terme Jφ ((gradH) ◦ φ), on a

Jφ ((gradH) ◦ φ) = Trg
(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ+ TrgR
N ((gradH) ◦ φ, dφ) dφ. (4.30)

Par le premier lemme (4.3.1), on obtient

Trg
(
∇φ
)2

(gradH) ◦ φ =
1

λ2
dφ (T2) (4.31)

où
T2 = grad∆ (H ◦ φ)− (∆ lnλ) grad (H ◦ φ) +RicciM (grad (H ◦ φ))

− ((n− 2) d lnλ (grad (H ◦ φ)) + 2 (∆ (H ◦ φ))) grad lnλ.

d’après

(gradH) ◦ φ =
1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ)) ,

ainsi que

TrgR
N ((gradH) ◦ φ, dφ) dφ =

1

λ2
TrgR

N (dφ (grad (H ◦ φ)) , dφ) dφ.
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En utilisant la premiere formule du théorème (4.3.2), on obtient

TrgR
N (dφ (grad (H ◦ φ)) , dφ) dφ = dφ

(
RicciM (grad (H ◦ φ))

)
+ (n− 2) d lnλ (grad (H ◦ φ)) dφ (grad lnλ)

− (n− 2) dφ
(
∇grad(H◦φ)grad lnλ

)
−
(
∆ lnλ+ (n− 2) |grad lnλ|2

)
dφ (grad (H ◦ φ)) .

alors
TrgR

N (dφ (grad (H ◦ φ)) , dφ) dφ =
1

λ2
dφ (T3) ,

tel que

T3 = RicciM (grad (H ◦ φ)) + (n− 2) d lnλ (grad (H ◦ φ)) grad lnλ

− (n− 2)∇grad(H◦φ)grad lnλ−
(
∆ lnλ+ (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad (H ◦ φ) .

Finalement, on déduit que

Jφ ((gradH) ◦ φ) =
1

λ2
dφ (T1 + T2) ,

tels que

T2 + T3 = grad∆ (H ◦ φ)−
(
2∆ lnλ+ (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad (H ◦ φ)

− 2 (∆ (H ◦ φ)) grad lnλ− (n− 2)∇grad(H◦φ)grad lnλ+ 2RicciM (grad (H ◦ φ)) .

Maintenant, pour le dernière terme ∇τ(φ) (gradH) ◦ φ, par un calcule simple on a(
∇τ(φ) (gradH)

)
◦ φ = (2− n)

(
∇dφ(grad lnλ) (gradH)

)
◦ φ

= (2− n)∇φ
grad lnλ

1

λ2
dφ (grad (H ◦ φ))

=
2− n
λ2
∇φ
grad lnλdφ (grad (H ◦ φ)) + (2− n) grad lnλ

(
1

λ2

)
dφ (grad (H ◦ φ))

=
2− n
λ2
∇dφ (grad lnλ, grad (H ◦ φ)) +

2− n
λ2

dφ (∇grad lnλgrad (H ◦ φ))

− 2 (2− n)

λ2
|grad lnλ|2 dφ (grad (H ◦ φ))

=
2− n
λ2
|grad lnλ|2 dφ (grad (H ◦ φ)) +

2− n
λ2

dφ (∇grad lnλgrad (H ◦ φ))

− 2 (2− n)

λ2
|grad lnλ|2 dφ (grad (H ◦ φ))

=
n− 2

λ2
|grad lnλ|2 dφ (grad (H ◦ φ)) +

2− n
λ2

dφ (∇grad lnλgrad (H ◦ φ))

on conclut que (
∇τ(φ) (gradH)

)
◦ φ =

1

λ2
dφ (T4) ,

d’où
T4 = (n− 2) |grad lnλ|2 grad (H ◦ φ)− (n− 2)∇grad lnλgrad (H ◦ φ) .
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Pour terminer la démonstration il faut vérifier que le terme
(
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦φ d’après

le lemme (4.3.2)on a(
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦φ = − 1

λ4
|grad (H ◦ φ)|2 dφ (grad lnλ)+

1

2λ4
dφ
(
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

))
,

alors (
∇(gradH)◦φ (gradH)

)
◦ φ =

1

λ4
dφ (T5) ,

où
T5 = − |grad (H ◦ φ)|2 grad lnλ+

1

2
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

)
.

Finalement, on déduit que

τ2,H (φ) = (n− 2) dφ (A)− 1

λ2
dφ (B)− 1

λ4
dφ (C) ,

d’où
A = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ)

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ,

B = grad∆ (H ◦ φ)− 2 (∆ lnλ) grad (H ◦ φ)− 2 (∆ (H ◦ φ)) grad lnλ

− (n− 2)∇grad(H◦φ)grad lnλ− (n− 2)∇grad lnλgrad (H ◦ φ)

+ 2RicciM (grad (H ◦ φ))

et
C = − |grad (H ◦ φ)|2 grad lnλ+

1

2
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

)
.

une consequence directe de le théorème 4.3.4 est donnée par le théorème suivant

Théorème 4.3.5. [44]
Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h), (n ≥ 3) une application conforme de dilation λ. Alors φ est
biharmonique avec potentiel si seulement si

(n− 2)A− 1

λ2
B − 1

λ4
C = 0.

tel que

A = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ)

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ,

B = grad∆ (H ◦ φ)− 2 (∆ lnλ) grad (H ◦ φ)− 2 (∆ (H ◦ φ)) grad lnλ

− (n− 2)∇grad(H◦φ)grad lnλ− (n− 2)∇grad lnλgrad (H ◦ φ)

+ 2RicciM (grad (H ◦ φ))

et
C = − |grad (H ◦ φ)|2 grad lnλ+

1

2
grad

(
|grad (H ◦ φ)|2

)
.
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Comme on a déjà vue,qu’ une application harmonique avec potentiel est biharmonique
avec potentiel, donc une question naturelle dans ce contexte est de comprendre sous quelles
conditions la réciproque est vraie.

Théorème 4.3.6. [2]et[44] Soit (Mm, g) une variété Riemannienne de volume infini, (Nn, h)
une variété Riemannienne de courbure sectionnelle negative , H une fonction différentielle
dans N avec HessH ≤ 0 et φ : (Mn, g) → (Nn, h) est une application biharmonique avec
potentiel satisfait ∫

M

|τH (φ)|2 dvg <∞.

Alors , φ est une application harmonique avec potentiel.

Preuve de Théorème 4.3.6. On suppose que φ : (Mn, g) → (Nn, h) une application
biharmonique avec potentiel H, on fixé x ∈M et Soit {ei}mi=1 une base orthonormale locale
de les géodésiques at x, i.e. {ei}mi=1 est une base orthonormale locale telle que (∇eiej)x =
0,∀i, j = 1, ....,m. alors on a

∇φ
ei
∇φ
ei
τH (φ) +RN (τH (φ) , dφ (ei)) dφ (ei) +

(
∇N
τH(φ)gradH

)
◦ φ = 0,

qui nous donne

−h
(
∇φ
ei
∇φ
ei
τH (φ) , τH (φ)

)
= h

(
RN (τH (φ) , dφ (ei)) dφ (ei) , τH (φ)

)
+ h

(
∇N
τH(φ)gradH, τH (φ)

)
◦ φ,

.

Comme courbure sectionnelle N est negative et HessH ≤ 0, on conclut que

−h
(
∇φ
ei
∇φ
ei
τH (φ) , τH (φ)

)
≤ 0.

Soit ρ une fonction différentielle de support compact dans M, on obtient

−h
(
∇φ
ei
∇φ
ei
τH (φ) , ρ2τH (φ)

)
≤ 0,

ainsi que
−ei

(
h
(
∇φ
ei
τH (φ) , ρ2τH (φ)

))
+ h

(
∇φ
ei
τH (φ) ,∇φ

ei
ρ2τH (φ)

)
≤ 0.

D’après le théorème de divergence, on déduit que∫
M

ρ2 |∇τH (φ)|2 dvg + 2

∫
M

ρei (ρ)h
(
∇φ
ei
τH (φ) , τH (φ)

)
≤ 0,

où
|∇τH (φ)|2 = h

(
∇φ
ei
τH (φ) ,∇φ

ei
τH (φ)

)
.

d’après l’inégalité de Young, on a

−2ρei (ρ)h
(
∇φ
ei
τH (φ) , τH (φ)

)
≤ ερ2 |∇τH (φ)|2 +

1

ε
ei (ρ)2 |τH (φ)|2 ,

qui nous donne∫
M

ρ2 |∇τH (φ)|2 dvg ≤ ε

∫
M

ρ2 |∇τH (φ)|2 dvg +
1

ε

∫
M

ei (ρ)2 |τH (φ)|2 dvg.
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Soit ε = 1
2
, on obtient

1

2

∫
M

ρ2 |∇τH (φ)|2 dvg ≤ 2

∫
M

ei (ρ)2 |τH (φ)|2 dvg.

On choisit une fonction plateau différentielle ρ = ρR, i.e.
ρ ≤ 1 on M ;

ρ = 1 on the ball B (x,R) ;
ρ = 0 on M \B (x, 2R) ;

|gradρ|2 ≤ 2
R
on M.

En replaçant ρ = ρR dans..., on obtient

1

2

∫
M

|∇τH (φ)|2 dvg ≤
8

R2

∫
M

|τH (φ)|2 dvg,

comme
∫
M
|τH (φ)|2 dvg <∞, quand R −→∞, on obtient

1

2

∫
M

|∇τH (φ)|2 dvg = 0.

ainsi que |∇τH (φ)|2 = 0 et ei
(
|τH (φ)|2

)
pour tout i = 1, ....,m, i.e. la fonction |τH (φ)|2

est constante dans M. Finalement,comme le volume de M est infini, on conclut la fonction
|τH (φ)|2 est nulle, alors τH (φ) = 0 et l’ application φ est harmonique avec potential.
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