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Résumé. Dans ce travail nous donnons une contribution aux équations différen-
tielles stochastique (EDS ) avec retard qui dépendent de 1’état. Une transformation assez
simple permet de ramener 'étude de ce probleme a celui d’une équation différentielle
ordinaire a retard. A partir de la théorie de l'intégration stochastique, on construit la
théorie des EDS. Les EDS sont utilisées dans différentes branches des sciences pour
modéliser des processus stochastique solution. On s’intéresse dans cette contribution a
I’étude de l'existence de solutions d"une classe d’équations différentielles stochastiques
avec retard qui dépendent de I'état dans un espace de dimension infinie, cette étude est
analogue a celle du cas de dimension fini a condition que I'équation aux différentiels
totaux, admette toujours une solution. Le théoreme du point fixe s’applique alors pour
une norme convenablement choisie. Et on a étudié le comportement asymptotique au-
trement la stabilité exponentielle du processus solution, et on termine par un exemple
d’application théorique.

Abstract. In this work we give a contribution to stochastic differential equations
(SDEs) with delay that depend on the state. A fairly simple transformation makes it
possible to reduce the study of this problem to that of an ordinary differential delay
equation. From the theory of stochastic integration, the theory of SDE is constructed.
SDE are used in different branches of science to model stochastic solution processes. We
are interested in this contribution to the study of the existence of solutions of a class
of stochastic differential equations with delay which depend on the state in a space
of infinite dimension, this study is analogous to that of the case of finite dimension
provided that the equation with the total differentials, always admits a solution. The
fixed point theorem then applies for a properly chosen norm. And we have studied the
asymptotic behavior otherwise the exponential stability of the solution process, and we
finish with an example of theoretical application.
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INTRODUCTION (GENERALE

CEtte theése traite I’étude des équations différentielles stochastiques(EDS) dans un es-
pace de Hibert. La solution d"une équation différentielle stochastique peut toujours
étre réduite a la résolution d'une équation différentielle ordinaire paramétrée par une
variable w dans l'espace de probabilité de base. Cette méthode s’applique également
aux équations différentielles stochastiques par rapport & un mouvement brownien ou a
une martingale continue de carré intégrable. Par conséquent, nous pouvons établir 'exis-
tence ainsi que 1'unicité de la solution. En dimension finie ou infinie, cette méthode reste
valable a condition que I'équation aux différentiels totaux admette toujours une solution.
Des résultats précis concernant le comportement des trajectoires de la solution sont faci-
lement obtenus. Récemment, de nombreux chercheurs ont étudié le probleme de 'exis-
tence de solutions d’équations différentielles fonctionnelles et équations avec un retard.
Pour plus de détails sur le sujet, les lecteurs peuvent étre consultés([1],[2],[8],[9],[11],[16],
[22],[23], [26]) dans les références qui y figurent. Les EDS trouvent des applications fruc-
tueuses a la fois pour les modeles d’effondrements et pour la théorie des systemes
quantiques ouverts. Les modeles d’effondrements sont parmis les rares solutions qui
sont mathématiquement bien définies et physiquement cohérentes du célebre probleme
de mesure de la mécanique quantique.

La présente these est divisé en deux parties. Nous commengons la premiere par-
tie(Voir [1],[2],[6]) par une discussion sur la théorie des semi-groupes. Nous dévelop-
pons simultanément le calcul stochastique en respectant un processus Wiener et un
processus de Wiener cylindrique, on se basant sur 1’approche classique présentée dans
[1]. Ces fondements permettent de développer la théorie des équations aux dérivées
partielles semi-linéaires. Nous abordons d’abord le cas des coefficients de Lipschitz et
produisons des solutions mild uniques comme similaires a [11]. Nous concluons la pre-
miere partie avec un probleme intéressant concernant un systéme infini de EDS.

La deuxiéme partie, sera consacrée a la présentation d'une contribution sur l'exis-
tence des solutions pour une classe d’équations différentielles stochastiques a retard
dépendant de I'état dans un espace de dimensions infinies. Et on a étudié le compor-
tement asymptotique autrement la stabilité exponentielle du processus solution, et on

termine par un exemple d’application théorique.
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PRELIMINAIRE

Le but de cette section est d’expliquer comment les équations de dimension infi-
nie découlent d’équations aux dérivées partielles (EDP) et d’envisager leurs solutions
classiques et mild.

Considérons une EDP et expliquons le lien qui existe avec un semi-groupe des opé-
rateurs linéaires.

Exemple 1.1 Considérons I’équation de la chaleur unidimensionnelle

ur(t,x) = uxx(t,x), t>0,
(%)
u(0,x) = @(x), xeR

ou la distribution initiale de la température est modélisée par une fonction bornée,
uniformément continue sur RR.

Une fonction u(t, x) est dite solution de () si elle satisfait () pour t > 0, , Uy, Uy, Uxy
sont des fonctions bornées, uniformément continues dans R pour tout t > 0 et
lim_ o+ u(t, x) = ¢(x) uniformément pour x.

Si la distribution de température u(t,x) a t > 0 est uniquement déterminée par
la condition initiale ¢(x), alors u(t, x) peut également étre obtenu en calculant d’abord
u(s, x) pour un temps intermédiaire s < t et ensuite en utilisant u(s, x) comme condition
initiale. Ainsi, il existe des transformations G(t) sur ¢ définies par (G(t)p)(x) = u?(t, x)

satisfaisant la propriété semigroupe

et la propriété
li G(t)p—¢ ||=0.
m I1G(t)g—o |

¢ ll=sup g [@(x)]-

Les transformations sont linéaires par la dépendance linéaire du probléeme par rap-
port & la condition initiale. La relation entre le semigroupe G(t) et 'opérateur différentiel

02/9x? dans () peut s’expliquer en calculant

i u¢(.,t+h;—u¢(.,t)“:h£%+ G(t)<G(hli_I>cp
= i |(S57) el = | (555w

ou I désigne l'identité. Nous pouvons définir 1’opérateur linéaire

en norme)

Ag = lim G<f>t<v—<0 (

h—0T
et notons D(A), le domaine de A, la collection de toutes les fonctions pour lesquelles

la limite existe. Nous arrivons a une formulation abstraite de I’équation de la chaleur
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sous la forme d’un probléme abstrait de Cauchy dans 1’espace de Banach(X, || . ||) de

fonctions uniformément continues sur R,

u(0) =¢(x), xe€X

ou la différenciation est comprise dans 1’espace X de Banach.

Pour une solution y(t), on suppose que pour tout t > 0 u(t) € D(A), u est continu-
ment différentiable et lim; o+ ||u(t) — ¢|| =0

Dans le cas (%) il existe une forme explicite du semi-groupe G(t), donné par le semi-

groupe gaussien

) e Jrexp {—lx —y/4t} o(y)dy, >0
(G(t)qv)(X)—{ ((;‘(;)/ R o

La solution de (x) est donnée par
u(t, x) = (G(t)9)(x),

L'opérateur A = d*/ dx? et

2
D(A) = { feX:f, ;i sont continuement différentiables, et lexz € X} .






THEORIE DE SEMIGROUPES
D’OPERATEURS

Ce chapitre consacrées a une description succinte de la théorie des semi-groupes
d’opérateurs sur un espace de Banach, ceci en vue de disposer d"un outil théorique pour
la résolution d’equations d’évolution linéaires. Les exemples classiques des semigroupes
de la chaleur, des ondes et de Schrodinger ainsi que les semi-groupes associés. Dans ce
chapitre, nous présentons les principes de base de la théorie des semigroupes et nous
renvoyons le lecteur a ([1][2][17][19]) pour les preuves.

Soient (X, || . ||x) et (Y,] . ||y) deux espaces de Banach. Notons par £(X,Y) la

famille des opérateurs linéaires bornés de X vers Y. £(X,Y) muni de la norme

I Tllexyy= sup [ Txlly, Te€L(XY).
xeX,|x|x=1
devient un espace de Banach. Par abréviation, £(X) désignera l'espace de Banach des
opérateurs linéaires bornés sur X. L'opérateur d’identité sur X est noté I.
Soit X* I'espace dual de toutes les fonctions linéaires bornées x* sur X.

X* est encore un espace de Banach sous la norme

(e

x+sup | {x,x") |,
x€X, || X||x=1

ot (.,.) est le produit scalaire sur X x X*. Pour T € L(X,Y), 'opérateur adjoint T* €
L(Y*, X*) est définit par

(x, T'y") = (Tx,y"), xe€X,y" €Y.
Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire T € L(H) est dit symétrique si pour

touth, g € H.
(Th,g)n = (h, Tg) 1.

Un opérateur symétrique T est dit semi-défini positif si pour tout h € H,

(Th,hYg > 0.
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Définition 1.1

Définition 1.2

Théoréme 1.1

Une famille S(t) € L(X), t > 0, d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach X est

dite fortement continue( ou Co-semigroupe) si

1. 5(0) =1,

2. 5(t+s) = S(t)S(s) pour tout t,s >0,

3. lim S(t)x = x pour tout x € X.
t—0%

Soit S(t) un Cp-semigroupe sur un espace de Banach X. Alors, il existe des constantes
x > 0et M > 1 telles que

1S(t) I < Me*, t>0. (1.1)

Si M = 1, alors S(t) est appelé un semigroupe pseudo-contractant. Si « = 0, alors S(t)
est dit uniformément borné, et si « = 0 et M = 1, alors S(f) est appelé un semigroupe
contractant. Si pour x € X, l'application f —— S(t)x est différentiable pour t > 0,
alors S(t) est dit un semigroupe différentiable.

Un semigroupe d’opérateurs linéaires {S(t), t > 0} est dit compact si les opérateurs
(S(t),t > 0), sont compacts.

Pour tout Cp-semigroupe S(t) et x € X arbitraire, I’application
te Ry — S(Hx e X
est continue.

Soit S(t) un Co-semigroupe sur un espace de Banach X. I'opérateur linéaire A de domaine

D(A) = {x € X: lim Slt)x—x existe} (1.2)
t—0F t
défini par
. S(Hx—x
Ax = lim ——— .
v lim = 43

est appelé le générateur infinitésimal du semigroupe S(t). Un semigroupe (S(t) est appelé uni-
formément continu si

li S(t)—1 =0.
im0~ T ey

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d'un semigroupe S(t) uniformément

continu sur un espace de Banach X si et seulement si A € L(X), et la série

v (A
n!

converge pour tout t > 0.

Nous serons cependant surtout intéressés par le cas ot A ¢ £(X), comme dans (1.2).

Le théoréme suivant fournit des résultats utiles sur les semigroupes.



Théoréme 1.2 Soit A un générateur infinitésimal d'un Co-semigroupe S(t) sur un espace de Banach X. Alors

1. Pour tout x € X,

1 rtth
hli;no ﬁ/t S(t)xds = S(t)x. (1.4)
2. Pour tout x € D(A),S(t)x € D(A) et
9 5(t)x = A(S(1)x = S(1) Ax. (1.5)

t
3. Pour tout x € X, / S(s)xds € D(A), et
0

t
A (/ S(s)xds> = S(tf)x —x. (1.6)
0
4. Si S(t) est différentiable alors pour n = 1,2,...,5(t) : X — D(A") et
S (1) = A"S(t) € L(X).

5. Si S(t) est compact alors S(t) est continu i.e.

im 15() =S llzen= 0. (1.7)
6. Pour x € D(A),
S(t)x —S(s)x = /tS(u)Axdu = /t AS(u)xdu. (1.8)

7. D(A) est dense dans X, et A est un opérateur linéaire fermé.

8. L'intersection (| D(A") est dense dans X.
n=1

9. Le semigroupe adjoint S*(t) de S(t) est un Co-semigroupe de générateur A*.

Si X = H, un espace de Hilbert séparable, alors pour h € H, et la norme
17 llpay= (I B I + I AR [[3)12. (1.9)
L'espace (D(A), || - llp(a)) est un espase de Hilbert séparable.
Soit B(H) la tribu borélienne sur H. Alors D(A) € B(H), et
A (D(A), B(H)pay) — (H,B(H)).

Par conséquent, la restriction B(H)p(4) coincide avec la tribu borélienne sur (D(A), ||

Nipeay)-

t
Théoréme 1.3 Soit f : [0, T| — D(A) mesurable, et soit / | £(s) [[p(a) ds < oo. Alors
0

/Otf(s)ds €D(A) et /Ot Af(s)ds = A/Otf(s)ds. (1.10)
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Définition 1.3  L'ensemble de résolvants p(A) d'un opérateur linéaire fermé A sur X est I'ensemble de tous les
nombres complexes A pour lesquels Al — A a un inverse borné, c’est-a-dire, I'opérateur (AI —

A)~' € L(X). La famille des opérateurs linéaires bornés
R(A,A) = (AT —A)7Y, A €p(A), (1.11)
est appelé la résolvante de A.
Notons que R(A, A) est une transformation de X vers D(A), i.e.,

(AI—A)R(A, A)x=x, x€X,

R(A,A)(AL— A)x =x, x € D(A). (1.12)
En particulier
AR(A, A)x = R(A, A)Ax, x € D(A). (1.13)
De plus, nous avons la propriété de commutativité suivante :
R(A1,A)R(A2, A) = R(A2, A)R(A1,A), A1, A2 € p(A). (1.14)

L’énoncé suivant est vrai dans une plus grande généralité; nous ne l'utiliserons que

dans le domaine réel.

Proposition 1.1 Soit S(t) un Co-semigroupe de générateur infinitésimal A sur un espace de Banach X, Si
ag = lim; et MIn || S(t) | z(x), alors tout nombre réel A > wg appartient a I'ensemble
résolvant p(A), et

R(A, A)x :/ eMS(H)xdt, x € X. (1.15)
0

De plus, pour chaque x € X,
lim || AR(A, A)x —x ||x= 0. (1.16)
A—>00

Théoreme 1.4 (Hille-Yosida) Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. A

est un générateur d’un Co-semigroupe S(t) si et seulement si

1) A est fermé et D(A) = X.
2. Il existe un nombre réel M et w tel que pour tout A >, A € p(A) et

| (RO, A) 20< MA—a), r=1,2,.. (1.17)
Dans ce cas, || S(t) ||g(x)< Me™, t <0.

Nous allons maintenant introduire une approximation importante d’un opérateur A
et de son Cyp-semigroupe associe.

Pour A € p(A), considérons la famille des opérateurs

Ry = AR(AA). (1.18)



Proposition 1.2

1.1

1.1. Le probleme de Cauchy

Puisque Im(R(A, A)) C D(A), on peut définir I'approximation de Yosida de A par
Ayx = ARyx, xe X. (1.19)

Notons que par (1.13)
Ayx = R)Ax, x¢€ D(A)

Comme A(AI — A)R(A, A) = AL Nous avons A’R(A, A) — Al = AAR(A, A), ainsi que
Ayx = A*R(AA) — AL
montre que A, € L£(X). Notons par S, (t) le semigroupe de générateur A,,
Sy(t)x =eMx, xeX. (1.20)
En utilisant la commutativité de la résolvante (1.14), nous avons
Ap Ap, = Ap, Al (1.21)
et, par la définition de S, (t) (1.20),
ApSA(t) = SaA(1)A,. (1.22)

(Approximation de Yosida). Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Alors

Iim Ryx=x, x€X, (1.23)
A—o0
lim Ayx = Ax, x € D(A), (1.24)
A—>0
et
lim S)(f)x =S(t)x, x€X. (1.25)
A—ro0

La convergence en (1.25) est uniforme sur des sous-ensembles compacts de R,. L'esti-

mation suivante résulte :
| SA(t) o) < Mexp{tAa/ (A —a)} (1.26)

avec les constantes M, « déterminées par le théoreme de Hille-Yosida.

LE PROBLEME DE CAUCHY

Soit A un opérateur linéaire sur un espace séparable de Hilbert H, et considérons le

probléme abstrait de Cauchy donné par

(1.27)
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Définition 1.4

Définition 1.5

Une fonction u : [0, T[— H est une solution (classique) du probleme (1.27) sur [0, T[ si u est
continue sur [0, T[, continuellement différentiable et u(t) € D(A) pour t €]0,T|, et (1.27) est
satisfaite sur [0, T|.

Si A est un générateur infinitésimal d'un Cp-semigroupe {S;,t > 0}, alors pour tout
x € D(A), la fonction u*(t) = S(t)x,t > 0, est une solution de (1.27). D’un autre c6té, si
x € D(A), alors la continuité & zéro peut ne pas poser de probléme, mais u*(t) ne doit
pas étre différentiable, 8 moins que le Cysemigroupe n’ait des propriétés additionnelles,
par exemple est un semigroupe différentiable. Dans ce cas, u*(t) = S(t)x n’est pas une
solution au sens habituel, mais on peut la considérer comme une «solution généralisée»,
qu’'on appellera une «solution Mild». En fait, le concept de solution Mild peut étre

introduit pour étudier le probleme initial suivantes :

W) — Au(t) + f(t), 0<t<T,
{ u%) =X, x € H. (1.28)

ou f : [0,T[— H. Nous supposons que A est un générateur infinitésimal d'un Co-
semigroupe , de sorte que I'équation homogene (1.27) a une solution unique pour tout
x € D(A). La définition d’une solution classique(définition 1.4), s’étend au cas du pro-
bleme de valeur initiale non homogene en exigeant que dans ce cas, la solution vérifie
(1.28).

Nous définissons maintenant le concept d"une solution Mild.

Soit A un générateur infinitésimal d’un Co-semigroupe S(t) sur H, x € H, et f €
LY([0, T), H) I'espace des fonctions intégrable sur [0, T]| @ valeurs dans H. La fonction u €
C([0,T], H) donnée par :

t
u(t) = s(t)x+/ S(t—s)f(s)ds, 0<t<T,
0
est une solution mild du probleme initial (1.28) sur [0, T|.

Notons que pour x € H et f = 0, la solution mild est S(f)x, qui n’est pas en général
une solution classique.

Quand x € D(A), la continuité de f est insuffisante pour assurer l'existence d’une
solution classique. Pour voir ceci consulté[17], considérons f(t) = S(t)x pour x € H
tel que S(t)x ¢ D(A). Alors (1.28) peut ne pas avoir une solution classique méme si

u(0) =0 € D(A), comme solution mild

u(t) = /OtS(t —§)S(s)xds = £S(b)x

n’est pas, en général, différentiable.

On a le théoreme suivant ([17], chapitre 4, théoréme 2.4).
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Théoreme 1.5  Soit A un générateur infinitésimale d'un Co-semigroupe {S(t),t > 0} , soit f € L'(]0, T], H)

est continue sur |0, T , et soit

v(t):/OtS(t—s)f(s)ds, 0<t<T.

La solution mild u au probleme initial (1.28) est une solution (classique) sur [0, T pour tout
x € D(A) si

(1) v(t) est continiiment différentiable sur 10, T| .

(2) v(t) € D(A) pour 0 < t < T, et Av(t) est continu sur |0, T|.

Si (1.28) a une solution u sur [o,T[ pour certains x € D(A), alors v satisfis (1) et (2).

Exemple 1.1 Considérons I'équation dans R%

ur(t,x) = Au(t,x), 0<t<T,
| wiom) = ot 29
x € RY. La famille des opérateurs gaussiens

#/ex {_Hx—_ynﬂz?"}+ (y)dy, t>0, t>0
(Ga(t)g)(x) = § @)™ Jp &P 4t YAy, ’ © (1.30)
q)(x)/ t: O,

définit un Co-semigroupe contractant sur H = L?(IR%) avec le générateur infinitésimal

dont le domaine est D(A) = W?2(R¥). Considérons le probleme abstrait de Cauchy

du
{dt Au, 0<t<T, (1.31)

u(0) = ¢ € L2(RY).
On sait que (G,4(t)f)(x) est une solution classique du probléme (1.3) pour tout ¢ €
H = L?>(R? = au sens de la définition 1.4, puisque le semigroupe G4(t) sur H est

différentiable ([17], chapitre 7, théoreme 2.7 et remarque 2.9).






2.1

Définition 2.1

CALCUL STOCHASTIQUE DANS LES
ESPACES DE HILBERT

Dans ce chapitre on introduit la notion de variables aléatoires Gaussiennes cy-
lindriques et variables aléatoires Gaussiennes a valeur dans un espace de Hilbert, on
définit aussi le processus de Wiener cylindrique. Soit (), F, P) un espace de probabilité,
et K un espace de Hilbert séparable muni de la norme || . ||x et un produit scalaire
(.,.)x- On suppose de plus que (Q), F,P) est complet, i.e.,, F contient toute les parties
P-négligeables.

VARIABLES ET PROCESSUS DE WIENER CYLINDRIQUE

On dit que X est une variable aléatoire Gaussienne cylindrique sur K si X : K —
L%(Q, F,P) satisfie les conditions :

1. L'application X est linéaire.

2. Pour k € K arbitraire, X (k) est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle et de

variance || k ||% .

3. Si k,kK' € K sont orthogonales, i.., (k,k')x = 0, alors les variables X (k) et X (k') sont

indépendantes.

Notons que si {f;}2; est une base orthogonale dans K, alors {X(f;) 721 est une suite
de v.a gaussiennes indépendantes de moyenne nulle est de variance 1. Par linéarité de

X, on peut représenter X comme

<k,fj>1<}~((fj),

agk

X (k) =
j

Il
—_

et cette série converge P-p.s. par le théoreme de trois series de Kolmogorov ([21], Th

22.3).
Notons par £(K) l'espace de classe d’opérateurs trace sur K,

L1(K) ={L e L(K):7(L) = tr((LL*)"/?) < o0}, (2.1)

13
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Définition 2.2

Définition 2.3

2.1.1

Définition 2.4

ott la trace d’operateur [L] = (LL*)'/? est définie par

agk:

tr([L]) = ) (ILIf fi)x

]

I
—

pour une base orthogonale { f; }j"’zl C K. On sait que [21] tr([L]) est indépendant du choit
de la base et que £1(K) muni de la norme 7 est un espace de Banach. Soit Q : K — K
un opérateur trace symétrique défini positive. Supposons que X : K — L2(Q), F,P)
vérifie les conditions suivantes :

— Lapplication X est linéaire.

— Pour k € K arbitraire, X(k) est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne

nulle.

— Sik, k' € K, E(X(k)X(K")) = (Qk, k).

Soit { f; };";1 une base orthogonale sur K diagonalise Q, et soit A; la valeur propre associe

au vecteur propre f;, alors Qf; = A,f;. On définit

gk

X(w) = Y X(F)(@)f;

]

I
—_

Comme Y21 A; < oo, les séries )21 X(fj)(w)f;. converges dans L*(Q, F,P) et donc

IP-p.s. converge. Dans ce cas, P-p.s.,
(X(w), k)x = X(k)(w),

de telle sorte que X : ) — K soit F — B(K)-mesurable; ot B(K) est la tribu borélienne

sur K.

La variable X : Q) — K définie ci-dessus est appelée variable aléatoire Gaussienne a valeurs

dans K de covariance Q.

Soit K un espace de Hilbert séparable. La mesure IP o X! est appllée mesure Gaussienne de

covariance Q sur K.

Processus de Wiener cylindrique

Soit (Q), F, { Fi}=0,P) un espace de probabilité filtré, et, comme ci-dessus, K est un
espace de Hilbert séparable. On suppose de plus que la filtration {F;};>¢ satisfait les

conditions usuelles, i.e.
1. JFp contient tout A € F tel que P(A) =0,
2. .Ft — ms>t‘FS'

Un processus stochastique {X;}¢>o a valeurs dans K défini sur (Q), F,{Fi}i>0,IP) est appelé
Gaussien si pour tout entier positif n et ty,...,t, > 0,(Xy, ..., Xs,) est une variable aléatoire

Gaussienne a valeurs dans K".
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Un processus de Wiener cylindrique standard peut étre introduit en utilisant le concept

d’une variable aléatoire cylindrique.

On appelle processus de Wiener cylindrique sur (Q, F, {Fi }1=0,P) dans 'espace de Hilbert K
la famille {W};o vérifiant :

i Pour tout t > 0 arbitraire, la fonction Wy : K — L2(Q), F,1P) est linéaire;
ii Pour tout k € K, Wi (k) est (JF;) mouvement brownien ;
iii Pour tout k, k' € Kett >0, E(W;(k)W;(K')) = t(k, k') k.
Pour tout t > 0, W;/~\/t est une variable aléatoire gaussienne cylindrique standard, ainsi que

pour tout k € K, W (k) peut étre représenter comme une série IP-p.s. convergente.

Wi(k) = Y (k, £ kWi (), (2.2)

]

ot {fj}; est une base orthogonale dans K.

Cependant, si Q est un opérateur trace symétrique défini positif sur K, alors on peut

définir le Q-processus de Wiener a valeurs dans K comme suit :

Soit Q est un opérateur trace symétrique défini positif sur K, {f;}i>1 est une base orthogonale
dans K diagonalise Q, et soit {A;};>1 ses valeurs propres. Soit {w;(t)}1>0,j = 1,2, ..., une suite
de mouvements browniens indépendants définie sur (Q), F,{Fi}i>o0,P). Le processus

(o]

W = Yo A2 23)
j=1

est appelé Q-processus de Wiener dans K.

On peut supposer que les mouvements brownien wj(t) sont continus. Alors, la série
(2.3) est convergente dans L?(Q), C([0, T],K)) pour tout [0, T]. Donc, le Q-processus de
Wiener peut étre supposé continu. Nous définissant

oo

Wik) = - A2, (1) (f K

j=1

pour tout k € K, avec la convergente dans L?(Q),C([0,T],R)) dans chaque intervalle
[0, T1.

Un résultat de convergence est obtenu pour la série (2.3). Donc

1
P { sup >e| < —z]E
0<t<T p €

avec m < n,m,n —» oo, la serie (2.3) converge uniformément sur [0, T| on probabilité P, par

2
n

YA B0 f

f=m

n

YA 2wy(T) f

f=m

T n
K J=m

le théoréeme de Levy-Ito-Nisio ([15], Théoréme 2.4), est aussi IP-p.s. converge uniformément sur
[0, T].
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Théoréme 2.1

2.2

Le théoreme suivant donne des propriétés d'un Q-processus de Wiener {W; };>o.

Un Q-processus de Wiener {W; }1>0 a valeurs dans K, posseéde les propriétés suivantes :
1. W() =0.
2. W; a des trajectoires continues dans K.
3. Wi a accroissements indépendantes.

4. W; est un processus gaussien d’opérateur de covariance Q, i.e., pour chaque k, k' € K et
s, t >0,
E(We(k)Ws (k') = (¢ A 5)(Qk K ).

5. Pour k € K arbitraire, la loi L((W; — Ws)(k)) < N(0, (t —s)(Qk, k)k).

INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A UN PROCESSUS DE WIENER

Nous allons introduire le concept de l'intégrale stochastique d’Itd par rapport a un
Q-Wiener processus et par rapport a un processus de Wiener cylindrique.

Soit K et H deux espaces de Hilbert séparables, et Q soit un opérateur symétrique
définie positif sur K ou Q = Ik, l'opérateur d’identité sur K. Dans le cas ott Q est un
opérateur trace, nous supposons toujours que ses valeurs propres A; > 0,j = 1,2,...;
sinon, nous pouvons commencer avec 1’espace de Hilbert ker(Q)* a la place de K. Les
vecteurs propres associés formant une base orthonormale dans K est désignée par (fi).

Alors I'espace Kg = Q2K muni du produit scalaire

= 1
(u,0)q = ]Zl x; e fidk o fi
est un espace de Hilbert séparable a une base orthonormale {/\]1/ 2 fi 1

Si Hi, H, sont deux Hilbert séparable avec {¢;}$°; une base orthogonale dans Hj,

alors 1’'espace des opérateurs Hilbert-Schmidt de H; vers H; est définit comme

i=1

E(Hl, Hz) = {L S ﬁ(Hl, Hz) : Z H Le; H%{z< 00} . (24)

L,(Hy, Hy) muni de la norme

- 1/2
1L a1y = (Z | Le; H%zz>
i=1

est un espace de Hilbert(voir [21]). Comme les espace de Hilbert H; et Hy sont sépa-
rables; 'espace L£,(Hj, Hy) est aussi séparable, que les opérateurs de Hilbert-Schmidt

sont des limites des suites d’opérateurs linéaires fini-dimensionnels.
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Considérons L’z(KQ,H ), U'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt de Kq vers H.
Si {e]'}]?"’:1 est une base orthogonal dans H, la norme de Hilbert-Schmidt d"un opérateur

L € £;(Kg, H) est donner par

1L By = 2o LA2R)e)d = Yo (LQY2F), ek

ji=1 ji=1 (25)
= LQY2 17,k )= tr(LQY2)(LQY2)").
Le produit scalaire entre deux opérateurs L, M € L,(Kp, H) est défini par
(L, M) £,k ) = tr((LQY2)(MQY2)"). (26)

Puisque les espaces de Hilbert K et H sont séparable, ’espace £(Kg, H) est aussi
séparable.
Soit L € L(K, H). Si k € K, alors

k= Zl oo(k, A{? fi ko fi,
]:

et L, considéré comme un opérateur de Kg vers H, défini par

Lk = Z(k A2 fiykoA 2L,
]_

a une norme de Hilbert-Schmidt finie, comme
I Ll 2xo, o= 21 I L(A25) 1= g?\j ILf H<I L NZ k) tr(Q)-
= =

Alors, L(K,H) C £L5(Kg,H).Si L, M € L(K, H); les formules (2.5) et (2.6) réduire a

| L || z(kg,mn)= tr(LQLY) (2.7)

et
(L, M) 1,(ko,m) = tr(LQMY), (2.8)

permet de séparer Q'/2 et L*. Ceci est utilisé dans les calculs quand L € £5(Kp, H) est
approximé par une suite L, € £(K, H).

L’espace L'z(KQ, H), est non nécessairement borné, pour L : K — H, avec domaine
D(L) D QY2K, et tel que tr((LQY2)(LQY?)*) soit fini. Si Q = Ik, alors Ko = K. Notons
que l'espace ﬁz(KQ,H ) contient exactement les operateurs linéaires non bornés de K

vers H.
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2.2.1

Définition 2.7

2.2.2

Proposition 2.1

Processus Elémentaire

On appelle processus élémentaire ® tout processus a valeurs dans L(K, H) adapté a la filtration
{Fi}ti<r, de la forme

O(t,w) = ¢p(w I{0} + Z 4’] t A (t), (2.9)

o 0=ty <t <..<ty,="Tet¢pj,j=0,1,.,n—1sont des variables aléatoires a
valeurs dans L(K, H) respectivement Fy et JFi; mesurables, tels que ¢1(w), ¢j(w)L(K, H), j =
0,1,..,n —1 ( rappelons que L(K,H) C L1(Kg, H)). On note par £(L(K, H)) l'espace des

processus élémentaires.

Notons que si Q = I, alors les variables aléatoires ¢; sont a valeurs dans L, (K, H).
Un processus élémentaire ® € £(L(K, H)) est dit broné s'il est borné dans £,(Kg, H).

Intégrale stochastique d’Ito pour un processus élémentaire

Pour un processus élémentaire ® € £(L(K, H)), on définit l'intégrale stochastique

par rapport a un Q-processus de Wiener W; par

t
/0 D(s)dW; = Z(P] W ane — WtjAt)

pour t € [0, T]. Le terme ¢W est négligeable car P(Wy, = 0) = 1. Cette intégrale sto-
chastique est un processus stochastique a valeurs dans H.
Nous définissons l'intégrale stochastique pour un processus élémentaire ¢ ¢

£(L(K, H)) par rapport a un processus de Wiener cylindrique W par

¢ B n-1, _ B
([ L) (1) = X (Wi () — Wy 1)) 210

j=0

pour t € [0,T] et h € H. La proposition suivante étudie 1'isométrie d'Ito, qui joue un

role essentiel dans la construction de l'intégrale stochastique.

Pour un processus élémentaire borné ® € £(L(K, H)),

2

t
E/hmwm
0 H

t
zmﬁqu@@m%<m (2.11)

pour t € [0, T).

Démonstration. La preuve est un peut calculatoire dans le cas réel. Supposons que

H / dWs

t = T, alors

n—1
=E || Z ¢j(wfj+1 - ij) H%—I
=1
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n—1 n—1
=E <Z | §j (Wi, — W) I3 + ; (9j(We,, — W), i( Wi, — Wt,-)>H> :
=1 i#j=1

Nous utilisons le fait que la variable aléatoire piem est .th-mesurable (emw € H), car
l'accroissement Wy, , — Wy, est indépendant de cette o-algebre. Avec les familles {f;}*,

et {ex}5_,, bases orthonormales dans K et H, nous avons

E || ¢7(Wtj+1 - Wt/') H%f: IE Z_:1<¢J'(ij+1 - Wtj)/eMﬁ{
=) E(E{¢ (Wi, — Wy, em)til Fiy))

= i ]E(]E(<Wt]-+] - Wtj/¢*eM>%{|~’rtj))

2
- leE (IE ((lZXWt]H - Wtj,ﬁ>1<<47}kemrﬁ>1<> ffj))
e -1
= i E (]E <<i<wtj+l - Wtj/fl>%<<¢;emrfl>K> |]:fj>)

+ i E (E <(z i (Wi = We, f1)k(f em, fi)x < (We,, — Wt]-rﬁ'>1<<¢f€m,f1'>1<> |J:t]-))

= Y. (o= t) Ligjen S0 = (0 —8) 1 @A enk = (=) 145 -

m,l=1
De méme, pour le terme E(¢; (Wi, — Wy,), ¢i(Wr,,, — We,)) 1, nous obtenons (¢;(W;,,, —
Wtj)/ (Pi(wtiJrl - Wf1)>H
SELE ( L Wiy =Wy, fi)(@f em, fi)k x (W, - Wt/rﬁ/>1<<4>}‘€mfﬁ/>1<!ftj> -
m=1  \I#lI'=1

sii < j. La démonstration est terminée. A

Pour un processus élémentaire ® € E(L(K, H)), nous avons

E(( [ @) <h>)2 = [Ele ()W} ds < o (212)

L'idée est maintenant d’étendre la définition de l'intégrale stochastique d’It0 et inté-
grale stochastique cylindrique d’une classe plus grande de processus en utilisant le fait
que les application & — fO s)dWs et &*(. fo s)dWs) (k) a des isométries
par (2.11) et (2.12).

Soit Ay(Kp, H) la classe des processus mesurables a valeurs dans £(Kp, H) adaptés

a la filtration {F;};<7 (ici F peut étre remplacée par Fr), vérifiant la condition :

IE/ | D) [ g )t < 0. (2.13)
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De toute évidence, les processus élémentaires satisfaisant a la condition ci-dessus (2.13)
sont des éléments de Aj.

Notos que Az (K, H) muni de la norme

T ) 1/2
19 stk = (E [ 1 00) Iy ) (214)

est un espace de Hilbert. La proposition suivante montre que la classe des processus élé-
mentaires bornés est dense dans A,(Kg, H). De méme pour Q, la classe des opérateurs

trace et pour Q = Ik.

Proposition 2.2 Si ® € Ay(Kg, H), alors il existe une suite de processus élémentaires bornés ®, €
E(L(Kg, H) converge vers ® dans Ar(Kg, H) i.e.,

T
[ 1E/O | @ (t) = @(8) IZ, (kg 1) 4t — 0
gaund n —; oo,

Démonstration. Nous utilisons le méme principe que dans [61].

Etape 1. Nous supposons que || ®(t,w) | z,k,,m< M pour tout f,w. Autrement; on

définit o
n\L,W .
ot w) =4 T eyugm | @(t, @) |l £y(k0,1)> 1
d(t,w) sinon

Alors || @y — @ ||z, k,,m— 0 par le théoréme de convergence dominés de Le-

besgue.

Etape 2. Supposons que ®(t,w) € L(Kp, H) alors chaque opérateur L € L(Kg, H) peut

étre approximer par une suite L, € £,(Kg, H) définie par
L k= ZL /\1/2f])</\1/2f], >
b
Effectivement, pour k € K, nous avons

2

3

| Lk |3 Z<ZL A2 f >1<Q,el>

=1 H

Z< (A2 f;), e HZ f],
ij=1
<CnHLHL2K mll k%

ainsi que L, € L(K,H), et

[ee]

I () = Pu(t) |7y m= L I @OR2H) IF— 0.
j=n+1
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Alors par le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue

T
E [ @u(t) = @(t) i 8t — 0

quand n — oo; ainsi ®, — ® dans A, (Kg, H).

Etape 3. Maintenant, supposons on outre de 1’étape 1 et 1'étape 2, que pour tout w la
fonction ®(.,w) : [0,T] — L(Kg, H) est continue. Pour une partition 0 = #y <

t1 <,...,t, = T, on définit la famille des processus élémentaires
@n(t,w) = QD(O w I{O} + Z q)t I]t tH(t)

avec max{|tj;; —tj|, j = 0,..,n} — 0 quand n — oo, nous avons que
D, (t,w) — D(t,w) et

T
| 1@ut,w) = 0(t,0) I ) dt — 0,

par la continuité de ®(.,w). Par conséquent le théoreme de convergence dominés

de Lebesgue, affirme que

T
E (/O | u(t, @) = @(t, @) 17, x0m) dt> — 0.

Etape 4. Si ®(t,w) € L(K, H)estborné pour (t,w) mais non nécessairement continu,
alors Ensuite, nous étendons ® a IR tout entier par d(t,w) =0 pourt <Oett>T.

Puis nous définissons une approximation bornée de ® par
t
Dt w) = / Puls — D(s,w)ds, 0<t<T.
0

Ici ¥ (t) = nyp(nt), et P(t) est une fonction positive continue bornée a support
dans [—1,0] et telle que [}, ¥(t)dt = 1. Nous utilisons une approximation identique
a celle de ([32], Chap 9).

Les fonctions ¢, (¢, w) sont clairement bornées, en effet;

Pour t + h < T, nous avons

| @n(t+h,w)— Pyt

@) 12,50

t+h t
/0 (Pn(s— (t+h)) D(s,w)ds — /0 Pu(s — £)D(s, w)ds

Ly (KQ,H)

<[ [ s = ) =yl = ) 065, s

Lo(Kg,H)

i H/Ot ($n(s = (E+ 1)) (s, @)Ljyp ) (5)ds

Lo(Kg,H)
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La deuxieme intégrale converge vers 0 quand 1 — 0 par le théoréeme de conver-

gence dominés de Lebesgue. La premiere intégrale est dominée par
/IR [u(s = (E+h) = Puls =) | D5, @) |l 2ok, 1) Lo (5)ds

= [ T+ ) = 9u )] 1| @0+ £,0) ey L-s0) (1)

1/2

— </}R | ((u+h) — 1pn(u)|2du>l/2 y </]R | ®(u+t,w) ||2£2(KQ’H) I[_tlo](u)du>

ainsi que ceci converge vers zéro par la continuété dans L?(R) ( voir Théoreme 8.9
dans [32]). La continuité a gauche en T suit par un argument similaire.
Comme le processus ®(t,w) est Fi-adapté, par définition ®,(t,w) est aussi Fi-

adapté. Nous allons maintenant monter que

T
/O | ®u(t, @) = Dt @) |3, g ) At — O

quand n — co. Considérons

|t @) — Dt @) £y 1) < H/Of Pu(s — 1) (D(s, w) — D(E w))ds

La(Ko,H)

+ H/Ot(gbn(s — 1) —1)®(t, w)ds

Ly (KQ,H)

Pour w fixé, notons w,(t) = Hfot(lpn(s —t) — 1)<I>(t,w)dsH£ Kott) Alors wy(t)
2 (Ko,

converge vers zéro pour tout ¢ quand n — oo et bornée par C||®(t, w)||z,(k,,H)

pour une constante C.

A partir de maintenant , la constante C peut changer sa valeur de ligne a ligne. La

premiére intégrale est dominée par
[ 9005 =1 1005, @) = Dt )£y 11 T (5)ds
= [ 9u) (@ +£,0) = (t,0) | £y 1) 10 ()
< [ @G+, ) = D(t,) | qx ¥ 20932010y ()

1/2
< 100+ 1,0) = (1,0) g 91 (0T 1010

par I'inégalité de Schwarz-Bunyakovsky et le fait que [ ¢, (t)dt = 1.

On arrive a

T
| 1@u(t0) = @(8,0) i )

T
< 2/0 /]R [(D(u+ ¢t w) _q)(t"")||2£2(1<Q,H) o (1)1 (1) dudt

7
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T
+2/0 w (t, w)dt

La deuxiéme intégrale converge vers zéro quand n — oo par le théoréme de

2
1% (KQ,H)dt' Et

convergence dominés de Lebesgue et est dominée par C fOT | Pt w)

pour la premiere :
T
| @G+ t0) = () gy 0 (0110 ()

T 2
= [ n) [ X () (4 £,0) = (1, 0) [y 1) At

/1/; /1 o () e (G +ew) - CID(t,aJ)‘Z

Notons que, aussi par la continuité d’opérateur dans L*([0, T], £»(Kg, H)),

/I _t0) Hq>( +tw)—<I>(t,w)‘

/Hcp( +hw) - @(t,w)’z

L(Kg,H)

dtdv.
EQ(KQ,H)

2
dt
Ez(KQ,H)

dt — 0

quand n — oo, ainsi que la fonction

/I[ tO] H@( —I—tcu) CID(t,w)‘

2

dt
L>(Kg,H)

converge vers zéro et est bornée par C||P(., ("JHZEZ (Ko H))' Ceci montre que

T
@) = [ 1@t @) = @t ) [ g 1 At — 0

quand n — oo et r;(w) < C[[®(t, w)|| £, (k,,m)- Par suite

T
B ([ 1000 - 0(1,0) Byt ) — 0

quand n — oo par le théoreme de convergence dominées de Lebesgue. A

Nous aurons besoin du lemme suivant lorsque on utilise ’approximation de Yo-

sida pour un opérateur non borné.

Lemme 2.1 1. Let T, T, € L(H) tels que pour tout h € H, T,H — Th, et soit L € L,(Kg, H).
Alors
|TuL — TLI| £, (ko,1r) — O (2.15)

2. Soit A un générateur d'un Co-semigroup S(t) sur un espace de Hilbert séparable H,

et A, = AR, est I'approximation de Yosida de A comme définie dans (1.19) Chap 1.

Alors, pour ®(t) € Ay(Kg, H) tel que E fOT | D(t) H pdt <oo,p =1,
lim sup E B H (et_S)A" —S(t— s)) @(s)‘ i ds — 0 (2.16)
T £5(Ko H) ' '
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3. Sous les conditions de 2.

T
i [ sup [ (= 56) 20

ds — 0.

Démonstration. 1. Notons que par le théoreme de Banach-Steinhaus, pour une constante
C;
max T e sup |1l | < C.
n

Donc pour une base orthogonale { f]}}i1 C K, nous avons

ITuL = TLIZ, (ko 1) = ZHT T)LQ"?filI%;

< YT~ TR i ILQV2F
j=1

< 2;4C2HLQ1/2]C]‘H%J = 4C2HLH%:€(KQ,H)'
]:

Les termes ||T, — T)LQ'/2f;||?, converge vers zéro quand n — oo et sont bornés par
4C?||LQY%f;||%,, ainsi que 1) découle par le théoreme de Lebesgue dominés.
(2). Nous utiliserons deux conditions sur le semi-groupe S, (t) = e'4". Par I'approxi-

mation de Yochida, nous avons
sup [|Su (t) || ¢y < M,
n

et lim,_c Sy(t)x = S(t)x, x € H, uniforement sur tout intervalle fini.

Maintenant, pour n > 2«,

supoior B [ 1 (Sult =) = S(t = )@(s) [y b5
t [ © p
~ sup E (2 | (Sult=s) = S(t =) B(s)Q2f, H%I) ds
o<t<T YO0 \j=1

o p
~ sp [ (2 | (Salt— ) — S - )9(:)Q"2 ||%{1[o,ﬂ<s>) s

0<t<T j=1

© p
S ]E/OT lZ ( sup {|| (Su(t—s) = S(t—5))®(s)Q"*f; I3 Lo g @)})] ds
i—=1 \0<t<T

) P
< lE/oT lz (Sup sup {|| (Su(t—s) = S(t =) @(s)Q"2f; If I[O't](S)}N “

i=1 \n>2a 0<t<T

p
Z (4M2AT || )Ql/zfjn%i)] ds = (4M2e“T)p/OT |D(s )|| yfds < oo




2.3

Définition 2.8

Théoréme 2.2

2.3. L'integral Stochastique par rapport a un processus de Wiener

25

Le terme
sup {|| (Su(t—s) — S(t—s))@(s)Q"*f; |} Ip,(s)} — 0
0<t<T

quand n — oo et il est borné par 4M2e*T(|®(s)Q!/2f;||%,; donc (2) découle par le
théoreme de Lebesgue dominées par rapport a la mesure de comptage J; et alors relative
adP ® dt.

(3) La preuve est simillaire a celle du (2). A

L'INTEGRAL STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A UN PROCESSUS DE WIE-
NER

Nous sommes préts a étendre la définition de 'intégrale stochastique d’Itd par rap-
port a un processus de Wiener a des processus stochastiques adaptés ®(s) satisfaisant

la condition .
E [ 190k <

qui sera encore conduit a la condition

T
P (/O |\q>(s)y|2£2(KQ,H) < oo) =1.

L’intégrale stochastique d’un processus ® € Ay (Kq, H) par rapport & Q—Wiener processus By,

qui est K—valeurs est I'unique extension linéaire de I'application

() = /OTcp(s)st

Pour la classe des processus élémentaires bornés L*(Q), H), a une application de Ay (Ko, H) vers
L*(Q, H), sachant que 'image de ®(t) = ¢1o(t) + Z}‘;()l Pils, ) (1) est ;1;01 ¢;(Wryy —
Wi;). Nous définisson le processus intégrale stochastique fot D(s)dWs, 0 <t < T, pour ® €
N> (Kq, H) par

t T
/O ®(s)dW, = /O D (5)1 0 (s) AW,

L’intégrale stochastique fot D (s)dWs par rapport a Q—processus de Wiener Wy a valeurs K est

une isometrie entre Ay (Kg, H) et I'espace des martingales continues de carré intégrable M3.(H),

t 2 t
E ‘ /o D(s)dW; ; = /0 |\<I>(s)||2£2(KQ/H)ds < (2.17)
pour t € [0, T].
La variation quadratique du processus intégral stochastique fot d(s)dW; et le proces-
2
sus croissant lié a fot D(s)dWs u sont donnés par

<</th>(5)dws>>t = /Ot(dD(s)Ql/Z)(@(S)Ql/z>*ds



26 Chapitre 2. Calcul Stochastique dans les espaces de Hilbert

et

<Axﬂﬂﬂ%k = [ (@)@ ) @0 ds

= [ 196 gt

Démonstration. Notons que le processus intégral stochastique pour un processus élé-
mentaire borné dans £(L(K, H)) est une martingale continue de carré intégrable.
Soit la suite des processus élémentaires bornés {®,}? ; C £(L(K, H)) approxime
® € Ay(Kg, H). Nous pouvons supposer que &1 = 0 et
1

[Pr1 — Pullay (ki) < Tk (2.18)
Alors par l'inégalité maximale de Doob, nous avons
Z <sup

< 1
t<T g n?
L .

= ZnﬁE/ D11 (s q’n(s))Hsz(KQH Z

Par le lemm de Borel-Cantelli,

t t
/ @41 (s)dW, — / @, (s)dW,
0 0

t t
/ Dy (5) AW, — / D, (5)dW
0 0
2

IN

\/?®Hmw—®awwws

SR

1
§?, n> N(w)

sup
t<T

H

Pour quelque N(w),P — p.s. Par conséquent , la series

; (/th)nﬂ(s)dws - /thDn(S)dW5>

converge vers fo s)dW; dans L?(Q), H) pour tout t < T et converge IP — p.s. comme
une series de funct1ons continues a valeurs H vers une version continue de fo s)dWs.

Donc, l'application & — fo s)dW; est une isometrie d’un sous ensemble d’élé-
ments bornés dans £(L(K, H)) vers l'espace des martingales continues de carré inté-
grables M2.(H), et est étendu a A,(Kp, H) avec image dans M2 (H) par la notion de
complétude. Il suffit de vérifier la formule du processus variation quadratique. Nous

avons pour 1 dans H,
t 0 ot
(o, n) =3 [0 myuawi(o,
0 = /0
j=1

avec la série converge dans L?(Q),R). Si , ¢ € H, alors

((®(5)Q")(@(5)Q"*)'h g) =

e

(h, @(s)Q"f;) g, (s)Q"*fi)u

[y

j=

I
™

Ak, (s) fj) (g, P(s) fj)m

~
Il
—_
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Maintenant, pour 0 < u <t,

(i) [,

|
&5

j=1
= E(;/O Aj{(@(s) fj h) ndW, /A”Z (5)f3 &) dW (s)
) /Och,@(S)fj)H< <>f,>Hds|fu)

- i/ouAj<hrq>(5)]cj>H<g,q>(S)f}>Hds

+ i <7‘1/27\1/2/< (s)fi, h) mdWi(s) /0u<<1>(5)fj,g>Hde(s)>

[ omann) ([Toann) —(( [ @EQ"@EQ ) tg)

La formule du processus croissant découle du théoréme de décomposition du Doob-
Meyer[20].

Le corollaire suivant découle de la preuve du théoréeme 2.2.

Corollaire 2.2 Pour une suite des processus élémentaires bornés ®, € E(L(K,H)) qui approxime ® dans
Ao (K, H) et satisfaisant la condition (2.18), les intégrales stochastiques correspondantes
convergent uniformément avec probabilité 1,

(supH D,y (s)dW; — / dWHH—>O>:1.

t<T

1 T
P( sup || [ (s w)dWils > 1) < F/o El|(s, )2,k s (219)

0<t<T



28 Chapitre 2. Calcul Stochastique dans les espaces de Hilbert

t T
E sup | [ ®(s w)dWi||2 < 4 / ED ()%, k)5 (2.20)
o<t<T /0 0

Par conséquent si @ est approximée par {®,}:° ; dans A,(Kg, H) alors pour tout
EST, [y @u(s)dWs — [3 ®(s)dW; dans L2(Q), H).

Remarque 2.2 Pour ® € Ay(Kg, H) telle que ®(s) € L(K, H), la variation quadratique de 'intégrale d’Ito
[ @ (s)dW et le processus croissant lié a || [y ®(s)dWs||3; est simplifié a

0
<< /o.q’(s)dws>>t = [ ()00 as

< /0 cI)(s)dWS>t _ /ot b ((5) 0 (s) Vs,

et

L’étape finale dans la construction de l'intégrale stochastique d’Itd est étendu a la
classe des integrands satisfaisant une classe d’hypothése sur leurs seconds moments.
Cette extension est nécessaire si 1'on veut étudier sa formule méme pour des fonc-

. .. 2 eqe s 4 2
tions aussi simples que x — x“. Nous utilisons I'approche présentée dans [20] pour
les processus réels. Dans ce chapitre, nous n’aurons besoin que du concept de processus

progressivement mesurables réels,

Définition 2.9  Un processus stochastique X (t),t > 0, a valeurs dans H, definit sur un espace de probabilité

filté (Q, F, {Fi}u=o0,P) est dit progressivement mesurable si pour tout t > 0, l'application
X(-,+): ([0,4], B[0,t] x (Q, F)) — (H,B(H)

est mesurable par rapport a F;. Il est bien connu (voir la Proposition 1.13 dans [14]) qu'un

processus continu a droite (ou continu a gauche) adapté est progressivement mesurable.

Soit P(Kg, H) la classe des processus L,(Kq, H) stochastic processes adaptés a la
filtration {;},.r, masurables de ([0, T]x, B([0, T]) ® Fr) vers
(L2(Kg, H), B(L£2(Kg, H)))), et satisfisant la condition

T
2 _
P{ [ 1900 Byt < o =1 (221

Evidemment, Ax(Ko, H) C P(Kg, H). Nous montrons que tout processus de
P(KQ, H) peut etre approximé par les processus de AZ(KQ,H ) et, puis, par des pro-

cessus élémentaires £(L(K, H)).

Lemme 2.2 Soit & € P(Kq, H). Alors il existe une suite de processus bornés ®, € £(L(K, H)) C Ax(Kg, H)
telle que

T
/0 [t w) — @t ) 3, syt — Oquandn — oo, (2.22)

en probabilité et P-p.s.
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Démonstration. Pour ® € P(Kg, H), définissons

fH{t<T: D(s,w ds > n},
Tn(a) :{ 11’1{ fo H )ngK JH) - } (2'23)

T si fo [|D( s,w)sz Ko H pyds < n.

Le processus réel fo D (s, w)||? (Ko )ds est adapté a la filtration F; et continu, et
donc il est progressivement mesurable. Donc, T, est un F;-temps d’arrét, on peut définir

un processus Ji-adapté

@y (t, w) = D(t, w)1{1<r,(w)) (2.24)

Par la définition de T, (w) nous avons

T
E [ 10(t) By i it <
ainsi que @, € Ay(Kg, H). De plus, en vue de (2.24),
! 2
P (/O |0 (t,w) — Pt @) 1%, it > 0>
T 2
<P (/0 1@t @) 2, e 1t > n)

et donc ®,, — ® en probability dans le sens de la convergence dans (2.22).

Par la Proposition 2.2, pour tout 7, il existe une suite de processus élémentaire bornés

{Pni}e, C E(L(K, H)) telles que

B [ 104(1,) ~ @,x(t, @)l gt >0 0.ps oo
Alors
T
P( [ 190(60) = @uslt0) it > )
T T
< ]P<2/0 [t @) — @t ) | gyt > o> +1P<2/0 1@t @) — Bty 0) eyt >
< 1p</OT [(t,w) — Pt ) |2, oyt > 0) +1P<2/0T 1@t ) = Pty @) |12, iy 2t > g

< 119(/0 19t ) 2,k 10yt > n) +E]E/O 1 (£, ) — Dyt ) 2, 1yt

Ce qui prouve la convergence de probabilité en (2.22) et la Convergence IP -p.s. pour
une sous suite.
Nous pouvons définir une classe de processus élémentaires a valeurs dans H notée

par £(H) adaptés a la filtration (F;);<t comme tout processus de la forme

¥ (t w) = 9(w)1g) (¢ +Z¢] Ly p,) (1), (2.25)
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oun0=t0<t <...<t, =T, %Y est Fyp-masurable, et éj]-(j =0,1,...,n—1), sont des
aléatoire variables F-masurables dans H. En appliquant la méme preuve que dans le

lemme 2.2, nous pouvons prouver 1’énoncé suivant.
4

Lemme 2.3 Soit ¥(t),t < T, un processus stochastique a valeurs dans H, Fi-adapté satisfisant la condition
T
P </ [ ()| edt < oo) —1
0
Alors il existe une suite de procesus élémentaires bornés ¥,, € E(H) telle que
T
/ ¥ (t, w) —¥u(t,w)||gdt — 0asn — oo (2.26)
0
en probabilité et presque sure.

Nous aurons besoin de ’estimation utile suivante.

Lemme 2.4 Soit ® € Ay(Kg, H). Alors pour § > 0 arbitraire et n > 0,

t<T

n T
(sup | [ ®(s)dWs||g > 5) <5 + P </0 H@(s)HiZ(KQ,H)ds > n) . (2.27)

Démanstration. Soit T, un temps d’arrét definé dans (2.23). Alors

(sup | | D(s)dWs||g > 5)

t<T
T

= (supu P(s)dWs 1 > St [ |\<I><s>r|iz<KQ,H>ds>n)
t<T 0
T

+ P(s;ggu O(S)AWi| > det [ |\<I><s>r|i2<KQ,H>ds§n)

La premiere probabilité a droite est bornée par P ( fOT | D(s) Hiz (Ko H)ds > n) . Tandis que

la deuxiéme probabilité ne dépasse pas

1 T
(supn JRTISE dws|rH>5> < BE | 1100@0) By mds
n
=
par l'inégalité maximale de Doob. A

Nous déduissons la construction de l'intégrale stochastique maintenant.

Lemme 2.5  Soit @, une suite dans A (Kg, H) approximant un processus ® € P(Kg, H) dans le sens (2.22),

ie.

T
P (/0 [®u(t, ) — D(t, ) 2, 50 )8t > 0> NS
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Alors, il existe une variable aléatoire Fr— mesurable, notéé par fOT D(t)dW, telle que

/ D, (¢ th—>/ (H)dW;
0

en probabilité. La variable aléatoire fOT D(t)dW; ne dépend pas du choix de la suite d’approxima-

tion.

Démonstration. Pour tout € > 0, nous avons

T
lim P </0 | Py (t, w) — <I>m(t,w)H2£2(KQ/H) > 0> =0

m,n— 00

Sid > 0, alors par (2.27)

T
lim sup P <||/ (H)dW; — / OLAATES 5)
0

m,n—y00

m,n— 00

T &
<5+ tim P ([ 190000) = @u @)yt > ) = 1

et comme ¢ est arbitraire, on a la convergence

T T
lim P <‘ / D, (£)dW, —/ Dy (H)dW,| > 5) —0.
m,n— 00 0 0 H
La limite en probabilité fo (H)dW; = limy, 0 fo t)dW; ne dépend pas du choix de

la suite d’approximation, alors les deux suites peuvent étre fusionnées en une seule. La

limite devrait alors coincider avec les limites de toutes ses sous-suites. A

La variable aléatoire fOT D(t)dW; definie dans le Lemme 2.5 est appelée l'integrale stochastique
du processus ® par rapport a un processus de Wiener dans P(KQ, H). Pour 0 < t < T, Nous

définisson le processus intégrale stochastique dans H ; fo s)dW; par

/ §)dW, = / 10, (s)dWs.

Le processus stochastique {M;}i<, adapté a la filtration F;, a valeurs dans un espqce de
Hilbert H est dit martingale locale si il existe une suite de temps d’arrét croissante T,, av-
vec P(limy e Ty = T) = 1, telle que pour tout n, M+, est une martingale uniformément

integrable.

Lemme 2.6 Soit ® € P(Kg, H), et T un temps d’arret ar rapport a {Fi}o<i<t tel que P(t < T) = 1.

Définissons
T u

/ CD(t)th:/ (AW, sur {w : T(w) = u}.

J0O 0
Alors

T T
/0 (1AW, = / D(£)1 ;) AW (2.28)
; <
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2.4

Démonstration. Pour un process arbitraire ® € P(KQ, H), soit ®, une suite de pro-

cessus elementaires bornés approxime ® (Lemme 2.2). Donc

L1900y = Py Bt < [ 1900 = @OIR,,
On conclut que
/ " ()1 AW / D)1 (e rydWi
en probabilité.

Pour un processus élémentaire borné ® € £(L(K, H)). L'inégalité (2.28) peut étre

verifie par la méthode standartd, ainsi que

T T
%;®Ammmzzﬁ D, ()1 (ozr }AW.

Dans l'ensemble {w : T(w) = u}. Nous avons [ @, (t)dW; = [, ®,(t)dW;. Ainsi pour

toutu < T,
/ AW, — / £dW,
0

en probabilité. Donc pour tout u < T,

1{1’ u}/ 1{t<7}th —)1{.[ u}/ th

en probabilité. Ceci implique que pour tout u < T,

- u}/ (t)dW; = 1— u}/ 1{t<T}th —as.

Comme le processus intégrale stochastique fo t)dW;,u < T est P-p.s. continu,
nous obtenons que I'égalité ci-dessus détient IP-p.s. pour tous u < T, et donc (2.28).

Maintenant remarquons que pour ® € P (K, H), le processus intégrale stochastique
fot ®(s)dW; est une martingale locale, avec la suite localisante des temps d’arret 7, défi-
nie dans (2.23). Nous avons P(lim, T, = T) = 1, et, par (2.28), ftm” D(s)dWs est une

martingale avec

E (‘ /OW" ®(s)dW,

Ceci prouve que pour tout n, le processus fot N ®(s)dW; est une martingale de carré

2 T
_ 2
H)—EAH@@MH%mhgm%Sn

intégrable d’ot1 une martingale uniformément intégrable.

INTEGRALE D'ITO PAR RAPPORT A UN PROCESSUS DE WIENER CYLIN-
DRIQUE

Nous procédons maintenant a la définition de l'intégrale stochastique par rapport

a un processus de Wiener cylindrique. Nous nous limiterons au cas ot ®(s) est un
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processus a valeurs dans £, (K, H), suivant le travail de [8]. Une approche générale peut
étre trouvée dans [16] et [9].

Rappelons que si ®(s) est un processus élémentaire, ®(s) € E(L(K,H)), alors

d(s) € L2(K, H), quand Q = Ix. Supposons P(s) est borné pour la norme de £,(K, H).

Utilisant (2.12), avec {¢;}{*; une base dans H, nous calculons,

i((/otcb()dw> >] Z/]EHcp* S)ei |12 ds

i=1

00 t t
=EY [ 1@ (e [Rds = [ || ©'(5) 13,11 5
i=1

E

t
_ ]E/ | @(s) HZcZ(H,K) ds

Alors nous définissons l'intégrale stochastique fo s)dW, pour un processus élémen-

taire borné ®(s) comme suit :

/O ' o(s)dWs = é (( /0 td)(s)dWs) (el-)> €. (2.29)

Par le calcul précédent, fo s)dW; € L2(Q, H) est adapté a la filtration (F};);. I'éga-
=[| @ HAZ(K,H) (2-30)

lité
T N
/ P(s)d,
0 L2(Q),H)

établit la propriété d’isométrie de l'intégrale stochastique.

L’integrale stochastique d’un processus ® € NAy(K, H) par rapportda un processus de Wiener
cylindrique standard W dans I'espace de Hilbert K est 'unique extension lineaire d’isometrie de
I'application

—> / dWs

de la classe des processus élémentaires bornés a L*>(Q), H) a une application de Ay(K, H) vers
L%(Q, H), sachant que l'image de ®(t) = @Iy (t) + Z" Lo, it ] (t) est

Mg

)~ W5 )y

Il
=

i

Nous définisson le processus intégrale stochastique fo s)AW,, 0 < t < T, pour ® €

A2 (K, H) par
/ 5)dW, = / ) ljo, dW.

La démonstration du théoréme suivant est analoque a celle qu théoréme 2.2.
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Théoréme 2.3

Remarque 2.3

Définition 2.13

L'intégrale stochastique & — fo s)dWj par rapport i un processus de Wiener cylindrigue W
dand K est une isometrie ente AZ(K H) et I'espace des martzngale continues de carré intégrable

MZ(H). La variation quadratique du processus fo s)dW; est donnée par

</Otc1>(s)dWs> N /otq’@)@*(s)ds
</0tq>(s)dWS> :/OttrCD(S)q)*(s)ds:/Ot | () I g 1) .

De méme comme le cas de l'intégrale stochastique par rapport a un processus de Wie-

et

ner, on déduit la construction de I'intégrale par rapport a un processus de Wiener cylin-

drique.

Puisque pour ® € Ay(K, H), le processus fo s)dWs € MZ(H), la conclusion du lemme 2.4
est vraies dans le cas cylindrique.

Définissons P(K,H) = P(KQ,H ) avec Q = Ix. Nous peuvons construire l'integrale sto-
chastique cylindrique fo s)dW pour ® € P(K, H) avec le meme principe que dans le Lemme

2.5.

Soit @, une suite dans Ap(K, H) approxime le processus ® € P(K, H) dans le sens de (2.22),

1e.,

T
P </ | Pty w) = Dt w) |35 1) dt > o) 0.
; :

Notons la limite en probabilité de la suite fOT @, (t)dW; par fo (£)dW,. Lintégrale est une
variable aléatoire Fr-mesurable a valeurs H, et elle ne dépend pas du choix de I'approximation
de la suite.

Pour 0 <t < T, nous définisons un processus intégrale stochastique a valeurs dans H,
; _
Jo ©(t)dW; par t :
/O ®(s)dW, = /O D (s) 1o 7y AW
La représentation suivante de l'intégrale stochastique par rapport a un Q-processus

de Wiener et par rapport a un processus de Wiener cylindrique si Q = Ix peut étre assi

utiliser comme une définition.

Lemme 2.7  Soit Wy un Q-processus de Wiener dans un espace de Hilbert K, ® € Ay(Kg, H) et { f]} ° | une

base orthogonale dans K composé de vecteurs propres de Q. Alors

/ 5)dB, = 2 / (5)AY2£)d(Bo, AV ),

;/ JA(Ws, fi) k- (2.31)
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Pour un processus de Wiener cylindrique Wi, si ® € Ay(K, H) et { fi}324 une base orthogonale
dans K, alors

/ §)dW, = Z / $) ) AW, (f;). (2.32)

Démonstration. Nous allons prouver (2.32), seulement pour le cas cylindrique, le cas
d’un Q-processus Wiener est presque identique.

Nous notons d’abord que

2 2

=E
H j

dSS
]Z;/ S)fi Wi £,

‘e
/\

] 2/5 e

= E [ 19(5) 200 <

H

I
Ms

Il
=

avec Z / f]dW (fs) € H, P-p.s. Pour un processus élémentaire
P(s) =1—{0}¢+ Z Prly, 1,1 () € E(L(K, H)) et tout h € H, nous avons p.s.
k=1

</th> dWs,h> 2(th ¢i(h)) — Wtk(cpij(h)))

n—1

> (W () — (W (£)) {Fy 0030

=1j=1

=~

|
—

n

3 5 () (W, ()~ (R (5) )

k=1j

H

I
—

n—1

<i (Pk Wtkﬂ f]) (Wfk(f])) rh>
k=1 j=1

H

de sorte que (2.32) tient dans ce cas.
Soit P, désigne la projection orthogonale sur {fy41, fu+2, ...} . maintenant pour
® € Ay(K, H), nous avons pour une suite d’approximation ®,(s) € £(L(K

(2.32) pour les processus élémentaires,

H)), utilisant

2

§)dW, — 2/ (5)f;) AW, (f)

H

(/ s)dW; — /q> dW> /d>n s)dW, — ]Z%/ (5)f;) dWs(f;)

= lim E

n—oo

H
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2
= lim E| ) /O(q>n(s)ﬁ)dws(ﬁ)+2/( J(5)f;) AW (f;) — 2/ (5)£) AW (f))
j=m+1 j=1 H
2
= lim E y / (5)f;) dWs(f)
j=m+1 H
t 2
:n@mE ];ﬂ/ (P (s m+1f]> dws(f]) —HIE})OIE /0 <(q’n() m+1> dWs .

5| [ (@@p)av| =k [ |oepi|,

Dont nous utilisons le fait que ®,P,; ; — CIDPm 41 dans A(K, H) quand n — oco. Et

Ly(K,H)

ceci termine la preuve. A

2.5 FormULEs D'ITO

Nous allons présenter un théoreme qui donne les conditions sur lesquelles un pro-
cessus stochastique F(t, X(t)) présente un différentiel stochastique, a condition que X ()
présente une différentiel stochastique. D’abord, nous expliquons quelques notations gé-

néralement utilisé.

2.5.1 Cas d’'un Q-processus de Wiener

Si¢ € L2(Kg, H) et € H, alors ¢*ip € L2(K,o,R), Donc

19¥ kg = L (0 IO20)" = X (000025,
]

j=1

< N IHNPIZ, & -

D’ou, si (s) € P(Kg, H) et (s) € H sont des processus (F;)-adaptés, alors le procesus
®*(s)y(s) définit par
(@7 (s)¢p(s)) (k) = (¢(s), P(s)(k))

a valeurs dans £, (K, H). Si, de plus, P-p.s., ¥(s) est bornée comme une fonction de s,

(/ |D"(s) ||,c KH)dS<OO> =1

ainsi que ®*(s)y(s) € P»(K, H), et nous peuvons définit

alors

T T
| @) @)W = [ @ (o).
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(Formule d’'It6). Soit Q la trace d’un opérateur symétrique positif sur un espace de Hilbert
séparable K, et soit (Wi)o<i<T un Q-processus de Wiener sur un espace de probabilité filtré

(Q, F, {Fi}>0,P). Supposons le processus stochastique X(t), 0 < t < T, donné par

X(t) = X(0) + /Ot P(s)ds + /Ot D(s)dWs, (2.33)

oit X(0) est une variable aléatoire Fy-mesurable et a valeurs dans H, {(s) est un processus de

Bochner intégrable IP-p.s. Fs-mesurabe sur [0, T| a valeurs dans H,

T
| 19@lgds < oo P—ps,

et ® € P(KQ, H)
Supposons qu’une fonction F : [0, T| x H — R est telle que F est continue et ses dérivées
partielles Fi, Fy, Fyx sont continues et bornées sur sous-ensembles de [0,T] — H. Alors la

formule d’It0 suivante est vérifie :

F (t,X(t)) = F(0,X(0))
[ B (5, X(9), @AW+ [ (RS X)), (Bels, X(5)), 95D

+ S trlFeals X() (@()Q2) (@(5) Q'/2) ) s (2.34)

IP-p.s. pour tout t € [0, T].

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que le cas général peut étre réduite au
cas de processus constants (s) = i et (s) = ®, s € [0, T|. Pour une constante C > 0,

on définit le tepms d’arret

t t
- :inf{t € [0,T] : max (HX(t)HH, /O Hlp(s)||Hds,/0 ||<D(s)|\2£2(KQ,H)ds> > c}
avec la convention que inf{@} égale a T.
Alors, la notation Xc(t) = X(t Atc), pc(t) = $(t) o (1), et Pc(t) = P(t) I (t),
nous avons t t
Xe(t) = Xc(0) + [ e(s)ds + [ oc(s)dw, te (0,7,

Par (2.28), il est suffisant de prouver la formule d’Ito pour le processus arrété 7. donc

T
P (/0 19c(s) | ads < oo) —1
et
T
E [ 9c(s) lleom ds < e
Par le lemme 2.3 et le Corollaire 2.2, il suit que ¢ et ®¢c peut étre approximées

respectivement par des suites de processus élémentaires bornées ¢c , et ®c, pour les

quelles P —p.s., t=T
T
1 ea(s) = ve(s) flds — 0
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et
t t
H/ @C,n(s)dws—/ D (s)dWs|| — 0.
0 0 H
Définissons , ,
Xen(t) = X(0) + /0 Yo n(s)ds + /0 &, (s)dBs
Alors

sup [ Xca(t) = Xe(t)|ly — 0
t<T

avec probabilité un. Supposons que nous avons montrer la formule d’It6 pour le proces-

sus Xc ,(t), tel que,

F(t, Xen(t)) = F (0,X(0)) + /O L (Fe(Xen(s)), ()W,

+ [ R Xen(s)) + (Bls, Xen(), tea(s))n

1 *
+§tr [Fxx (S, XC,n (S)) (q)C,n (S) Ql/z) (CDC,n (S) Q1/2) } } ds (2.35)
P-p.s. pour tout t € [0, T]. Utilisons la continuété de F, la continuété et la bornitude de

ses dérivées partielles, nous allons maintenant conclure que

F(t,Xe() = FO.X(0)) + [ {R(Xc(s)), @c(s)ie),

+ /Ot {Fi(s, Xc(s)) + (Fx(s, Xc(s)), ¢c(s)) H

+%tr {Fxx(sr Xc(S))(¢c(S)Q”2)(¢c(S)Ql/Z)*] } ds (2.36)

Clairement, (2.35) convergee vers (2.36) p.s.

Pour l'intégrale stochastique dans (2.35) et (2.36), nous avons

¢ 2

E /Ot <Fx(s,Xc,n(s)),cpc,n(s)dws>—/0 (Fe(s, Xc(s)), D (s)dWs)

< /O 'E 19E(5) (Fe(s, Xc,u(s)) = Fe(s, Xe () 1 2k 1) 45
2 /ot E [[(®F(5) = PE) (Fe(s, Xen(9)) |7, i, 1) 9
<[ CE(IPe(5)]3 0 ) I1Fx (5, Xen(s)) — F(s, Xe(s)) s

t
+2/0 E (Hcp;;(s) = 17, (xg 0 I (Fx (s, Xc,n(s))H%) ds

La premiére intégrale converge vers zéro, étant donné que le premier facteur est un
processus intégrable, et le deuxieme facteur converge vers zéro presque stirement,

de sorte que le théoreme de Lebesgue applique. La deuxieme intégrale est borné
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par M||®L(s) — Cbé,nHiz(KQ’H) pour une constante M, ce qui converge vers zéro, ainsi
Dc,(s) — D¢ dans I'espace A(Kg, H).

En conclusion, l'intégrale stochastique dans (2.35) converge vers l'intégrale stochas-
tique dans (2.36) dans L2, d’ot la convergence en probabilité.

Revenant maintenant a l'intégrale non stochastique.
Le premier composant, impliquant F; , de l'intégrale stochastique de (2.35) converge IP-
p.s. vers la composante correspondante a (2,36) par la continuité et la bornétude locale
de F;, de sorte que le théoreme de Lebesgue dominée peut étre appliquée.

Notons que, P-p.s., ¢c.,, — Y dans L1([0, ], H), et Fy est localement bornée, ainsi
que les fonctions s — Fy(s, Xc . (s)) et s — Fy(s, Xc(s)) sont dans L*(][0, t], H).
La convergence en probabilité de la seconde composante résulte de I’argument de dua-
lité.

Pour 'intégrale non stochastique derniere, nous utilisons le fait que
[Pc,n(s) = Dc(s) || aykg,m) — 0
et selectionner une sous suite 7y telle que
[P () — Pc(s)l 2,k 1) — 0
et, par conséquent, pour les vecteurs propres f; de Q,
1Pc,n (5) = Pe(s)fill — 0 (237)

p-s. sur [0, T] x Q).
tr(Fex (s, X, (8))Pe,n, () QP 1, ()

t?’(q)énk (S)Fxx(sz XC,H;< (S> )CDC,nk (S>Q)

M

Aj(Fex (s, X (8))Pen (8) fi e (8) fi) 1

j=1

Comme Xc, (s) est bornée, la continuité de Fy, et (2.36) implique que
(Frx (s, Xem (8)) P (8) fjy Pem (5) fj)m — (Fax(s, Xc(5))Pc(s) fi, Pe(s) fj) 1
par le théoréeme de Lebesgue nous obtenons que, p.s. sur [0, T] x (),
tr (Fex(s, Xcm, (8)) P, (8)QPE 1, (5)) — tr (Fex(s, Xc(5)) e (s) QPE(s))
et le dernier terme borné par la fonction
() = Fex(s, Xem (5)) L | Peme I mom)
qui converge IP-p.s. vers

() = Fex(s, Xc(5)) leqon | @c I, ko m)
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en vertu de la bornitude de la dérivéé seconde de F, fot Nn(s)ds — fo s)ds, afin
que nous appliquons le théoreme général de Lebesgue, pour déduire la convergence en
probabilité du derniere intégrale non stochastique 1

En conclusion, éventuellement pour une suite, les c6tés gauche et droit de (2.35)
convergent en probabilité vers les cotés gauche et droit de (2.36), de sorte que (2.36)
contient IP-p.s.

Par I’additivité des intégrales on peut encore réduire la preuve au cas ou
X(t) = X(0) + ¢ + DWW,

ou ¢ et @ sont des variables aléatoires Fp-measurables independente de t. Maintenant,
on définit
u(t, Wy) = F(t, X(0) + ¢y + PW;);

alors la fonction u est du méme ordre que F. Nous allons maintenant prouver la formule
d’Ito pour la fonction u.

Soit0 = t; < 2 < ... < t, = t < T une subdivision de l'intervalle [0,t] et noton
Atj=tj —tjet AW; = Wy,
aléatoires t; € [tj, tj11] et 0; € [0,1] telle que u(t, W;) —u(0,0) =

— Wt/.. Utilisons la formule de Taylor, il existe des variable

n—1
Z ]+1/ Wth - ( Wf]+1)] Z[(t]/ ij+1) - u(t]-, ij]
j=1 j=1

n—1
- E (t]’WtJH)A
j=1

—_

n—

1 ~
+ [ ux(tj, W), AWj)k + 5 (uxx (8, Wf)(AWj)'AWj>K]

=1 2
—1 —1 1= _
Zut t]’Wth At + Z Uy t],Wt) AW K+ Z uxx t W])(AW]),AW]>K
j=1 =1 ]
n—1 3
+ Z [ut(tj, Wt/‘+1 — Mt(t]', Wth)Atj} Atj
=1
1 n—1 _
3L { |1t W) AWG) = e (1, W)AW)) |, AW, ) (2.38)
]:

ouW Wi, +0;(Wy,

Supposons que max{tj,; —t;, 1 < j <n—1} — 0 et utilisons la continuete uni-

W ).

1 Y

forme de l'application
ul0,T] x [0,T] — R

(s,7) — us(s, Wy)
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et la continuete de l'application t € [0, T| — u,(t, W;) € K*, nous obtenons

n—1 n—1
Z; Mj(tj, Wt/.H)At]‘ + Z; <Mx(tj, Wt/.), AW]>K
J= J=

t t

—>/0 ut(s,Ws)ds+/O (ux(s,Ws),dWs)x  P.ps.
par le Lemme 2.5. Clairement
n—1

Z [M](t]’ Wt]+1) - ux(t]-, Wt]'ﬂ )]/ Atj
]_

< Tsup |u;(t), Wi,,,) — ux(tj, Wi, )| — 0.

j+1
j<n
En vertu de la continuete de 1’application [0, T] x K 5 (t,x) — ux(t,x) € L(K,K),
nous avons

2 (|t (5, F)AW)) = 05, W) AW | ,ij>K'

j=1

_ n—1 )
< sup | e (£, Wi) AW) — 10 (8, Wi) AW |l ki) Y I AW [[g— 0
j<n— j=1

avec probabilité 1 quand n — co. Il est amené de prouver que
Z e (£, Wi ) (AW,), AW ) —>/ tr[it2e (5, Ws) Qlds (2.39)
j=1

en probabilité IP. Soit 1; =1 {max{|| Wy, [k< N,i < j}}. Alors est F-mesurable, et uti-

lisons la representatlon (2.2), nous obtenons

E ((1V ualt), Wt].)(ij),ij>K 7)
:E<<1] e (), W) ZA/Z (wk(tj1) — )fk'Z)\ 2 (witja) l(fj))fl/>\ftf>

- i E (AM}\’ wx (H, Wi) fio i)k (Wi (F11) — wk(tj))|th>

k=1
= tr (1 ua(t;, Wi Q) Aty

Par ce qui précede et le fait que 1y, est bornée sur les sous ensembles bornés de [0, T| x

H, nous obtenons

- 2
<Z ( uxx(tj, Wi,) (AW)), AWk — tr <1 uxx (£, W, )Q) Atj))

=1

j=1

( < i ax(ty, Wi )(AW]-),AW]-X< —E (tr <1 Ux (£, W, )Q))z (Atj)z)
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—_

n—

< sup [uals Mz L (B | AW [f —(trQ)2(aL)?)

s<t,||h]|g<N =1

—.

=2 sup ‘uxx(srh)’i ‘ Q Hﬁz E

s<t,|hllg<N =1

Aussi quand N — oo,

P (21 (1=1) ((uaalty, Wt].)(Aw]-),ij>K — (tr(uelty, Wy )QAL ) ) # 0)

j=1

s<t

<P (sup{” Ws ||> N}) —0

Ceci prouve (2.39). Prenant la limite dans (2.38), nous obtenons la formule d'Itd pour la

fonction u(t, W;),
u(t, Wy) = 1(0,0) +/Ot (ut(s, W) + %tr(uxx(s, WS)Q)> ds—i—/ot(ux(s, W), dWs). (2.40)

Pour obtenir la formule d'Ito pour F(t, X(t)), on calcul la dérivée
ur(t, k) = Fi(t, X(0) + t + OK) + (e — £, X(0) + prdk), )

ux(t, k) = ®*F(t, X(0) + yt + Pk),

Uuxx(t, k) = @*Fex (8, X(0) + pt + Pk)D,

Notons que
tr [Fxx (s, X(s)) <®Q1/2> (chl/Z) } = tr [®*Fy (5, X(5)) Q]
d’otu1 le résultat cherché. A
2.6 CAS D'UN PROCESSUS DE WIENER CYLINDRIQUE

Comme dans le cas d'un Q-processud de Wiener , pour ®(s) € P(K, H) et un pro-
cessus Fi-adapté a valeurs H P-p.s. borné ¢ (s), ®*(s)y(s) € P(K,R). De plus comme

Y ((©(5)p(s) () =

j=1 ]

'M8

Il
—

((s), @(s) )E <1 w(s) 1]l () 12,001

le processus ®*(s)y(s) peut étre cosideré a valeurs dans K ou K*, et nous pouvons
définir

T . T . T ~
| @), @@dR 0 = [ (@ 6)g(s), dWe) [ 0 ()i

0

Théoreme 2.5  Formule d'ItO. Soit H et K deus espaces de Hilbert Séparables, et {W; yo< <1 un K-processus de
Wiener cylindrique sur un espace de probabilité filtré (Q), F,{F; yo<t<t, P). Soit X(t),0 < t <

T, donné par

/ s)ds + / s)dWs, (2.41)
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oit X(0) est une variable aléatoire Fo-mesuarable a valeurs dans H. (s) est un processus de

Bchner-intégrable sur [0, T| P-p.s. et est Fg-mesurable a valeurs dans H,

T
[ 196) I ds <o, PP,
0

et & € P(K, H). Supposons q'une fonction F : [0,T| x H — R continue et ses dérivées
partielles F;, Fy, Fyy son continues et bornées sur tout sous ensemble bornné de [0, T] x H. Alors

on a la formule d’It6 suivante :

F(t,X(1) = FOX(0)) + | (Eu(s, X(5)), D(s)dW,)

+ /Ot {Ft(s,X(s)) + (Fe(s, X(s)), ¥(s))u + ;tr[Fxx(s,X(s))q)(s)(d)(s))*]} ds (2.42)
P-p.s. pour tout t € [0, T).

Démonstration. La preuve est identique a celle de la formule d’It6 pour Q-processus
de Wiener, et avec les méme notations dans la preuve du théoréme 2.4. La réduction
aux processus Xc(t) = X(t A1c), Pe(t) = P(#) 1) (t), Dc(t) = Pc(t)1)gq(t), avec la
solution

Xe(h) :XC(O)—i—/ottpc(s)ds—i—/otcbc(s)dws, te0,T],

Une réduction pour les processus élémentaires bornés ¢ , et @¢c,, P-p.s.danst < T

t
/0 || ¥cn(s) —c(s) ||m ds — 0

et

—0
H

est obtenue en utilisant le Lemme 2.3 et Corollaire 2.2 avec Q = Ix , ainsi que nous

t - ot ~
H/ cpc,n(s)dws—/ D (s)dW,
0 0

pouvons définir

Xea(t) :X(0)+/0t ¢C,n(s)ds+/0t Dc(s)dW,, t€[0,T],

et que

sup || Xcu(t) — Xcp [|[H— 0
t<T

avec probabilité 1. Alors, Utilisons la proprieté d’isometrie (2.30) et meme l’argument
dans la preuve du théoreme 2.4 qui justifier la convergence terme par terme de (2.35) a

(2.36), nous pouvons réduire le probléme général au cas

X(t) = X(0) + ¢ + PW,, (2.43)
ou , rappelant (2.29) et (2.10),
oW, = ) ( (OW,) ez> = (wt (@*e;) ) ;€ H (2.44)

i=1 i=1
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pour ® € L,(K, H).
De 14, on procéde comme suit. Définissons

u(t, &) = F(t,X(0) + pt+ &)

avec & = ®W, € M2 (H). De méme que dans la démonstration du théoreme 2.4, avec
0=t <h<.<t,=t<TAtj=t+1-tet g"ftm — Ct], en utilisant la formule de
Taylor, nous obtenons

u(t, &) —u(0,0)
n—1 n—1
= Z ut(tj/ Ctj—l)Atj + Z <ux(tj/ gtj)/A€j>H
=1 i=1

|
—

n

+ <”xx(t]/Ct )(Agj)/A§j>H

N| —
I
—_

j

Z [ tl’gtﬁl — Uj ‘:t/’“)} Al
j=1

|
_

200 { [t 8 (88)), e (17,8 (82), (85)] ),

N =
~.
Il
_

=51+ 52+ 83+ 5S4+ Ss,
ou Aé(] = CI)] = @(Wtjﬂ — Wtj),g = qDWti + QJ(th - Wtj>/ et E € [tj,t]'+1],9j S [0,1]
sont des variables aléatoires. Nous concluons que Sy et S5 convergent vers zéro avec

probabilité 1 quand n — o et que
t t .
S145 — [ s g+ [ (@20, d o)

t t ~
= / Mt(s,gs)ds+/ <uS/€S)I®dWS>K
0 0

Pour montrer que
Z e, &) (M), A b —>/ b it (s, Ws ) DD*]ds
j=1

en probabilité P, Soit 1V P = 1 {maxy [1& |n<Ni<j}}- Alors 1;‘] est Fy-mesuarable, et, uti-

lisant la représentation (2.44), on obtient

E <<1]Nuxx(t]'/ gj)(Agj)'A¢f>H “FtJ)
_E (<1 uxx(t], 6]) (Wth (CI)*EZ) Wt CD*EZ i ]“ CI) el Wtj(®*€l))el> ’fti>

Mg

Il
—

i

“LE(
= tr (Wit (8007 ) Aty

Maintenant, pour compléter la preuve, nous pouvons suivre les memes arguments
A

~ _ 2
1Nty (j, G, )ez,el> (th (@ ei) — Wy, (CD*eZ-)) ]}"t])

que dans la preuve du théoreme 2.4 on remplacant ®* par Q.



3.1

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUE

EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES ET LEURS SOLUTIONS

Soient K et H deux espaces de Hilbert séparables, et W; un Q-processus de Wiener
valeurs dans K sur un espace de probabilité filtré (Q, F, { F; }i<r, P) avec la filtration F;
satisfaisnat les conditions usielles. Nous considerons 'equation différentielle stochas-

tique (EDS) sur [0, T| dans H de forme générale

{ dX(t) = (AX(t) + F(t, X))dt + G(t, X)dW;, (3.1)
X(0) = Go. >

Avec, A : D(A) C H — H est le générateur d'un Cyp-semigroupe d’opérateurs
{S(t),t > 0} sur H. Rappellons (Chap. 1) que pour un Co-semigroupe S (t), nous avons
IS()) |l z(rr) < Me* etsi M = 1, alors S(t) est appelé un semigroupe pseudo-contractant.

Les coeficients F et G sont, en général, des applications nonlinéaires,
F:Qx[0,T]xC([0,T],H) — H,

G:QOx [O,T] X C([O,T],H) — ﬁz(KQ,H).

La condition initiale ¢ est une variable aléatoire a valeur dans H JFp-mesurable
Nous allons étudier le probleme de l’existence et 1'unicité sous diverses régularité

hypotheses sur les coefficients F et G de (3.1) suivantes

Cy: F et G sont mesurables, et pour tout 0 < t < T, sont mesurables pour la tribu
produit F; ® G sur Q) x C([0,T],H), ou G est une o-algebre engendrée par les

cylindres avec des bases sur [0, T].
C, : F et G sont continues.
Cs : 1l existe une constante ¢ telle que pour tout x € C([0, T], H),
[E(cw, £, 2) [l + 11w, £ 2) | £ iy < 4 <1 + sup ||X(S)HH>
0<s<T

pourw € Qet0 <t <T.
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Définition 3.1

Pour tout ¢ € [0, T], nous définissons 1'opérateur 6; sur C([0, T|, H) suivant :

x(s), 0<s<t,
etx(s):{ x(t) t<s<T.

L’hypothese C; implique que
F(w,t,x) = F(w,t,x1) et G(w,t,x)=G(w,t, x1)

si x = x1 sur [0,¢]. Comme 6;x est une fonction borélienne de t a valeurs dans
C([0,T],H), F(w, t,0:x) et G(w, t, B;x) sont aussi boriliennes en t. Avec ces notation

(3.1) reécrit comme

{ dX(t) = (AX(t) + F(t,0:X))dt + G(t,0;X)dW,,
X(0) = o

On dit que F et G satisfait les condition Lipschitziennes si

Cs , Pourtoutx,y € ([0,T],H),0<t<Tw e Q,il existe R > 0 tel que

IF(w, t, x) = F(w, t,y)llg + 1Gw, t, x) = Glw, t,y)ll £k ) <R sup |[x(s) —y(s)llp-

0<s<T

Pour simplifier la notation, nous n’indiquerons pas la dépendance de F et B pour w.
Il existe différentes notions de solution a 'EDS semi-linéaire (3.1), et nous proposons

ici des solutions fortes, faibles, mild et martingales.

Un processus stochastique X (t) définit sur un espace de probabilité filtré (Q), F,{Fi i<, P) et
adapté a la filtration {F;}
1. est une solution forte de (3.1) si
(i) X(.) € C[[0,T],H);
(ii)) X(t,w) € D(A)dt ® dIP-presque partout;

(iii) les conditions suivantes est vérifiée :

P (/OTHAX(t)HHdt < oo> —1,

T 2
P ([ (10l + 160,300 ) < ) =
(iv) Pour tout t < T,PP-p.s.,
t
X(1) = &+ /0 (AX(s) + F(s, X)) ds + / G(s, X)dW; (3.2)

2. est une solution faible de (3.1) si

(i) les condition suivantes sont vérifies :

T
P ([ 1X0) e <) =1, 63
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T
P () (IFC300+ 160 Ol ) de <) =1 Ga)

(ii) pour tout h € D(A*)ett € T, P-p.s.,

(X M) = o+ [ ((X(5), AR+ (E(5, ), B ds

t
+ [ h Gl X)aWe) (3.5)

3. est une solution mild de (3.1) si
(1) les conditions (3.3) et (3.4) sont vérifiées;
(i) pour tout t < T, P-p.s.,

X(t) :S(t)§0+/5(t—s)F(s,X)ds+/OtS(t—s)G(s,X)dW5. (3.6)

On dit que le processus X est une solution martingale de 1’equation

dX(t) = (AX(t) + F(t, X))dt + G(t, X)dW,,
{ X(0) = x € H(déterministe). (3:7)
s'il existe un espace de probabilité filtré (Q, F, { F;} te[olﬂ,][) et, sur cet epace de poba-
bilté, un Q-processus de Wiener W;, par rapport a la filtration {F;}, tel que X; est une
solution MILD de (3.7).

Contrairement a la solution forte, ot l'espace de probabilité filtré et le
processus de Wiener sont donnés, une solution martingale est un systéme
((Q, fr{ft}te[o,T]/]P/ W, X) ou l'espace de probabilité filtré et le processus de Wie-
ner sont parties de la solution.

Si A =0, S(t) = Iy, nous obtenons 'EDS

{ dX(t) = F(t,X)df + G‘(t,‘X)th, (38)
X(0) = x € H(déterministe).
et une solution martingale de (3.8) est appelée solution faible (dans le sens stochastique).

Remarque En présence ou en l’absence de l'opérateur A, il ne devrait pas y avoir
de confusion entre une solution faible de (3.1) dans le sens de la dualité et une solution
faible de (3,8) dans le contexte stochastique.

De toute évidence, une solution forte est une solution faible et une solution faible est
une solution martingale .

Nous allons d’abord étudier des solutions pour 'EDS du probleme de Cauchy inho-

mogene déterministe ( 1.27),

X(t) = /Ot AX(s)ds + /cp(s)dws. (3.9)
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Proposition 3.1

Théoreme 3.1

Le role du produit de convolution déterministe fot S(t —s)f(s)ds va maintenant étre joué

par le processus stochastique

t
Skap(t) = / S(t—s)p(s)dWs, ¢ € P(Hg, H), (3.10)
0
qui sera appelé convolution stochastique. Soit || . || p(4) une norme sur D(A),

1/2
17 llpeay= (17 N7 + T AR (7).

L'espace (D(A), ||  [[p(a)) est un espace de Hilbert séparable. Si f : [0, T| — D(A) est

une fonction mesurable et fOT | £(8)p(a) < oo, alors pour tout ¢t € [0, ],
t t t
/ F(s)ds € D(A) et / Af(s)ds = A/ F(s)ds.
0 0 0
Nous avons l'analogue suivante au cadre stochastique;

Supposons que A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semigroupe sur H et que Wy et un
K-valeurs Q-processus de Wiener. Si ¢(t) € D(A) P-p.s. pour tout t € [0, T| et

T
P ([ 100 By <) =1,

T
P ([ 1400 g dt <) =1,

alors P (fOTqb(t)th € D(A)) =1let

T T
A/O cp(t)th:/O Ap(t)dW; P —p.s. (3.11)

Démonstration. L'égalité (3.11) est vraie pour les processus élémentaires bornés dans
E(L(K,D(A)). Soit , € E(L(K,D(A)) des processus élémentaires bornés approxime

® comme dans le Lemme 2.3,
T
/o | ©(t, w) — Su(t,w) HZEZ(KQ,D(A))—> 0 quand n—
IP. p.s. et donc
t t
/ D,y (s)dW; —» / D(s)dW;,
0 0
t t t
A / D,y (s)dWs = / AD, (s)dW; —» / AD(s)dW,
0 Jo 0

en probabilité quand n — co. Maintenant (3.11) découle du fait que le générateur

infinitésimal A est un opérateur fermé. A

Supposons que A est un générateur infinitésimal d'un Cy-semigroupe d’opérateurs S(t) sur H
et que Wy est un Q-processus de Wiener a valeur K.
(a) Si ® € P(Kg, H) et, pour h € D(A*) et tousles0 < t < T,

(X(), g = [

0

t

(X(s), A*h) s + </t CI)(s)dWS,h> P—ps. (312
0 H



3.1. Equations différentielles stochastiques et leurs solutions

49

alors X(t) = Sx®(t).

(b) Si @ € Ay2(Kg, H), alors pour tout 0 < t < T, S % D(t) satisfie (3.12).

(c) Si @ € Ay(Kg, H), P(Kg C D(A), et AD € Ay(Kg, H), alors S x ®(t) est une solution
forte de (3.9).

Démonstration. (a) La preuve est dans [7]. Nous choisissons d’utiliser un type de
preuve de type It6 cohérent avec I’approche déterministe (voir [16]).

Supposons que (3.12) est véeifiée, soit
u(s,x) = (x,S*(t —s)h)y,

ot h € D(A*) est arbitraire, x € H fixé et 0 <s < t < T. Le probléme est de déterminer
le différentiel de u(s, X(s)). Comme le semigroup adjoint S*(t) est un Cyp-semigroupe

dont le générateur infinitésimal est A* (voir théoréme 1.2), nous avons
us(s,x) = (x, —A*S*(t —s)h) g,

uy(s,x) = (,S*(t —s)h)g,
Uy (s, x) = 0.

Soit 0 = 51 < 53 < ... <5, = s une partition d’un intervalle [0, 5] et notons As; = s, 1 —s;

et AX; = X(sj41) — X(s;). Par (2.38), il existe une v.a §; € [s;,5;,1] telle que

n—1
u(s, X(s)) —u(0,X(0 Zus sj, X(sj41)) Asj + Z ux(sj, X(sj)), AXj)u
j=
j-1
+ ) [us(5), X(s541)) — us(sj, Ws,,, )] As;. (3.13)
=1
Par la continuité de (s, X(s)),
j—1 s s
Yty (55, X(5j41)) As; —> /0 s (r, X (r))dr = /O (X(r), — A*S* (E — F)h) pdr.
=1

Nous considérons la deuxiéme somme,

Z_: (ux(sj, X
j=1

—_

e
(S*(t —sj)h, X(sj+1) — X(s))n
1

by <</Sl+1 r)dr, A*S* (t—S])h>H+</osmq’(7>dwws*(t_Sf)h>Hdr
([ x5 -5 > - ovan.s t‘sf)h>H>
E( xestcam), o ([ scmsceon),)

—.

\.

=

~
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Par la continuité de A*S*(t —s)h = S*(t — s) A*h, la premiére somme converge vers
S
/ (X(r), A*S*( — r)t) pdr.
0

s s:
Notons M; = / O(r)dWr € M3 (H). Alors, / " & (r)dW, = Ms,,, — Ms,., la deuxieme
0 Sj
somme converge dans L?(Q),R) vers

</055(t —r)er,h>H _ </OSS(t—r)CI>(r)dWr,h>H.

La derniére somme de (3.13) converge vers zéro, puisqu’elle est bornée par

t sup ‘<X(S]'+1),A*S*(t — §J)h>H - (X(st),A*S*(t - s]-)h>H‘ —0

0<j<n—-1

Par la continueté uniforme de S(s)h sur les intervales finis et la commutativité de A* et

S* sur le domaine de A*. Nous avons montré que
u (s, X(s)) = (0, X(0)) = (X(s), S*(t — s))
= </S S(t— r)4)(r)dW,,h> . (3-14)
0 H
Pour s = t, nous avons
(X(),h)y = </SS(t - r)<p(r)dWr,h> .
0 H

Par conséquent D(A*) est dense dans H, le (a) découle.

(b) Pour h € D(A*) et k € K, conséderons le processus défini par
P(s,0, ) (k) = (Igony (5) (S(t =)@ (s))" Ah) (k)

(Lo ()(S(t = 5)®(s), A"h)

Alors ¢ : [0, T] x Q x [0, T] — L2(Kg, R.
Pour tout 0 <t < T, 9(.,., ) est {Fs}o<s<T-adapté, et

H

T
1l [ 1Bl modt

9 1/2
dt> dt
Aa(Ko,R)

:/OT (]E /OTHI{]OJH(S) (S(t — 5)@(s))" A*h

T
< A o M ([ 1906) e 05 ) 357

Cll @ [agH)< o
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de sorte que les hypotheses du théoreme de Fubini stochastique, sont satisfiés . On

obtient

</Ot S*CID(S)dS,A*h>H _ /Of /OS<S(S —0)D(u)d Wi, AR s

= Ot </Ost/;(u,w,s)dwu> ds

t s
=/, /Otp(u,w,s)ds> dW,

0

(
-/ t< tI{]O,S]}(u)<S(s—u)CD(u)(.),A*h)Hds) AW,
_ /Ot<<A/0tS(s—u)CI>(u)(.)ds> ,A*h>Hqu

= (fo (S(s = w)() = D(u)) dWy, 1) .

ot nous avons utilisé le fait que, pour x € H, I'intégrale fot S(r)xdr € D(A), et

A </0t5(r)xdr) =S(t)x —x

(Théoreme (1.2). Ainsi nous concluons que

</Ot S*CD(s)ds,A*h>H — (S % ®(s)ds, h) g — </Ot<I>(s)dWs,h>H.

D’ou (b).
(c) Rapellons la forme (1.19), Chap1, L'approximation de Yosida A, = AR, de A, et

soit S,,(s) = e’ les semigroupes correspondant. Ensuite, la partie (b) implique que

t
Sy x®(t) = /AnSn*qD(s)ds —|—/ D(s)dWs. (3.15)
0
Partie ( 1) du lemme 2.1, Chap. 2, implique que
sup E || Syx®(t) — S« (t) ||5— 0. (3.16)
0<t<T

Rappelons la propriété de commutativité (1.13) du Chap . 1 que pour x € D(A) =
AR, xR, Ax. En outre, AS, (t)x = S, (t)Ax pour x € D(A). En utilisant la Proposition3.1,
nous obtenons ,
Sy *x®(F) = AR, /0 St — 5)D(s)dWs
t

:Rn/ Su(t — 5) AD(s)dW,
0
— RSy % AD(1).



52 Chapitre 3. Equations Différentielles Stochastique

par conséquent,
2
sup E

t
/ (ApSy+D(s) — AS x D(s)) ds
0<t<T 0

H

ot
< T2 sup E | [|AuSyxD(s) — ASx ®(s) |, ds
o<t<t V0

< T’E /Ot RSy % AD(s) — S AD(s)| ds
< T?E /(: IRy (S % AD(s) — S % AD(s))||%, ds
+T2E /Ot IRy — 1)S % AD(s) || ds
<cC (1}3 /Ot 1S, % AD(s) — S AD(s)| ds

t
+]E/ IR, — I)S*Acp(s)uilds)
0

La premiere partie tend vers zéro par le (c) du Lemme 2.1, Chap.2.

Par conséquent R,x — x pour x €€ H, nous avons
|(Ry —I)S % AD(s)||y — 0

et
|(Ru — 1)S x AD(s)||3; < C1 [|S x AD(s) |17,

avec
T T s
1E/0 15 % Ad(s)|| ds :/0 1E/0 15(s — ) AD(w) |2, 11y duds
< GlIAP|R, 4 1) <

et la seconde partie tend vers o par le théoreme de convergence dominés de Lebesgue.
Finalement

2

—0 (3.17)
H

sup E
0<t<T

/Ot (AnSy % ®(s) — AS x d(s)) ds

De (3.16) et (3.17), nous obtenons que les deux termes de (3.15) convergent uniformé-
ment en moyenne quadratique vers la limite souhaitée, de sorte que (3.9) est satisfiée

par S ®(t). Ceci conclut la preuve. O

Apres la discussion préliminaire concernant le convolution stochastique, nous nous
tournons vers un probléme général de la relation entre les différents types de solutions

a ’EDS semilinéaire (3.1).
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Une solution faible de (3.1) est une solution mild. Inversement, si X est une solution mild de
(3.1) et
T 2
E [ G XI3, it < e

Alors X(t) est une solution faible de (3.1). Si de plus X(t) € D(A), dP ® dt presque partout,
alors X (t) est solution forte de (3.1).

Démonstration Les techniques pour prouver les parties (a) et (b) du théoreme 3.1 sont

applicables a un cas plus général . Considérons le processus X (t) vérifiant I'équation
(X0, H) = Gl + [ (X(5), A%R)y) ds

+ / (h, ®(s)dW.) & (3.18)
0

avec un processus adapté f(.) € L1(Q, H),® € P(Kq, H), et h € D(A*).

Comme dans (a) du théoreme 3.1, soit
u(s,x) = (x,S*(t —s)h)n,

ol h € D(A*) est arbitraire, x € H, et 0 < s <t < T. Alors, la formule (3.14) prend la

forme

u (s, X(s)) —u(0,X(0)) = (X(s), X(s), §*(t =)y — (X(0), S*())

= ([ st-sewawn) + tim T{ ['sasn [ sww)

- </0 S(t — s)q>(r)dw,,h>H + </0 S(t— s)f(r)dr,h>H

Pour s = t, nous avons

(X(£), )1 = (S(t)Eo, hm + </0 S(t— s)CD(r)dWr,h>H

n </OSS(t—s)f(r)dr,h>H

Maintenant, il en résulte que X(f) est une solution mild si ’on substitue f(t) = F(t, X)
et ®(t) = G(t, X) et en utilisant le fait que D(A*) Est dense dans H.

Pour la réciproque, considérons le processus

t
X(t) = S(t)& + /O S(t —s)f(s)ds + S D(t)
ot f(t) comme dans la premiére partie, et ® € Ay(Kp, H). Nous devons montrer que

(X(8), ) = (S()%, M) n
/< 50-1—/ S(t—u)f du+S*CI>()A*h> ds

; H
+ / (s) < O(s dWs,h>
0 0
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Corollaire 3.1

3.2

En utilisant le résultat de (b) du théoréme 3.1, nous avons que

(S % (1), )y = </O'ts*q>(s)ds,A*h>H + </th>(s)dws,h>H.

Par conséquent (voir Théoréme 1.2 ) pour tout ¢ € H, fo s)¢ds € D(A) et

A/ 5)ds = S(HE — ¢,

on a
(S(t)&o, )y = (Eo, ) +/ §)o, A*h) 5 ds.

Finalement, en utilisant le théoréme de Fubini (déterministe),

<// s—u)f dudsAh> <// s—u)f dsduAh>H
</ A/t us—u dsduh>H
</ / dvduh>H

(] (sts = wpptu) = pla)) )

Le dernier énoncé du théoréme est maintenant évident. A

H

compléter les calculs.

L'existence et 1'unicité de solution pour L’EDS linéaires suivante est une application

directe du Théoreme 3.2.

Soit {W;,0 < t < T} un Q-Wiener processus definit sur un espace de probabilité filteré
(Q, F, {Fi}i<t,P), et A le générateur infinitesimal d’un Co-semigroup {S(t),t = 0}. Sup-
posons que G € L(K,H), f(.) € LY(Q, H) est un processus {F;}<r-adapté, et & est une
variable aléatoire a valeur dans H et Fo-mesurable. Alors I'equation lineaire

dX(t) = (AX(t) + F(£))dt + G(£)dW,,
{ X(0) = xo. (5-19)

a une unique solution faible donnée par

t
:S(t)(§0+/5(t—s ds+/ (t—5)G(t)dW,, 0 < t < T.
0

SOLUTION SOUS CONDITIONS LIPSCHIZIENNES

Nous d’abord prouver 1'unicité et 1’existence d’une mild solution pour (3.1) dans le
cas Lipschitzien. Ce résultat est connu [12] si les coeffcients F(t,A) et G(t,A) dépendent
de x € C([0, T], H) par x(t) seulement. Nous suivons une technique analogue a celle du
travail de Gikhman et Skorokhod, [10] et de 1’étendre dans IR aux processus a valeurs
dans H.
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Notons que les conditions (A3) et (A4) impliquent, respectivement, que

b b
‘/ F(t, x)dt gﬁ/ <1+sup | (8:x)(s) HH> dt
a H a s<T

i " ((t,x) — F(t,y) dt

Nous allons maintenant énoncer les inégalités utiles pour prouver 1'existence, 1'unicité,

et

<g/u sup || (0:(x —y)) (s) || dt

s<T

et propriétés des solutions de I'EDS (3.1). Nous commengons par les inégalités bien

connues (Voir (7,8), (7,9) dans [7], et (24) dans [13]).

2p T 2p
H) < cpE (‘/0 ¢(s)dW; H)

T 2p P
<o pE ‘/ $(s) ds
0 L2(Kg,H)

T 2p
| ) ds) (3.20)
0 L2(Kg,H)

Soit ® € A(Kg, H) et p > 1. Alors

[ ots)aw.

E (Supogtg

<, TP 'E (‘

avec

2p
CLp = (2,%) , cap = (p2p =) (c1,)¥"

Démonstration. La premiere inégalité résulte du fait que l'intégrale stochastique est
une LP(Q))-martingale et de l'inégalité maximale de Doob. La troisieme est juste 'in-
égalité de Holder. Nous prouvons maintenant la deuxiéme. Pour p = 1, est I'isométrie
propriété de l'intégrale stochastique.

Supposons maintenant que p > 1. Soit F(.) =|| . H?f: H — R. Alors F est contiu, et

ses dérivées partielles

(Fe(x)(h) = 2p||x| 2"V (x, h)y, € H,
(Fee(x))(h,8) = 4p(p — Vx5 (v, iy (x,8)n,  h € H,
+2p(p = Dllxlli" " g)u, hgeH
sont continues et bornées sur tous sous ensemble borné de H, avec

~1)

2
1Fex () | pawrmy < 2p2p — D) l|x 137 (3.21)

Soit M(t fo s)dW;. Appliquant la formule d'Itd pour F(M(t)) et prenant 'espe-

rance, utlhsons (3.21), inégalité de Holder et I'inégalité maximale de Doob,

E 1 M(s) 7= B | S MO (@) ()]
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p(2p 1 ([ 1M 900 I, 0

<pRp-1E ( sup ||M(s) / | @(u ||c2 (Ko,H) )

0<u<s

p-1

P (fg‘if; HM<s>uif>] ([ 100 g )]
<pp-1) [(szf ) E (M) B ([ 190 ggm )]

2p_ €2, P
M) 1< 228 ([0 [ )

d’ou (3.12). O

<p@2p-1)

Corollaire 3.2 Soit {S(t), 0 <t < T} un Co-semigroupe et p > 1. Pour ® € Ay(Ko, H) et t € [0, T],

t 2p t p
E| [ st =0 <l ([ 196 ds)
t 2
< Cham,rE ; 1P ()l (ko 1) Ds- (3-22)

1 2 5 N
les constantes C, , v 7. Cp 4 7 dépends seulement des parametres indiqueés.

Démonstration. On définit E(s) = S(t —s)®P(s). Alors, pour tout u € [0,t], nous avons

par le Lemme 3.1
2p 2p

IE‘ =E

/0 " S(t — 5)D(s)dW,

/0” E(s)aws|

CZPIE u E ) p P
&, IES) Iz, (k0,11 9
P
C/
=;;1E(/ 156 = 5)2(6) g )

2, ! Z p
< C%ZMZPEZWT]E </0 H<1>(5>||LZ(KQ,H) ds)

En particulier, pour u = t, nous obtenons la premiere inégalité, la seconde est par 1'in-

H

IN

égalité de Holder. A
Nous aurons besoin d’inégalités de type Burkholder pour le processus de convolu-

tion stochastique. Nous commengons avec un lemme [6].

Lemme 3.2 Soit 0 < o < 1et p > 1 des nombres tels que « > 1/p. Alors, pour une fonction arbitraire
f € LP([0,T], H), la fonction

Guf(t) = /Ot(t — )" 1S(t —s)f(s)ds, 0<t<T, (3.23)
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est continue, et il existe une costante C > 0 telle que

sup [Gaf ()l < Cllflle (o, m)-

0>t>T

Lemme 3.3  Soit W; un processu de wiener a valeurs K de covarianvce Q, et ® € Ay(Kg, H).

(a) Soit S(t) un Cy-semigroup et p > 1. Si

T
2p
E (/0 | 06) 12 0 dt) < oo

alors il existe une modification continue du convolution stochastique
t
S % ®(F) :/ S(t — 5)D(s)dWL.
0

Pour cette version continue, il existe une constante Cp, m,1, dépend seulement de parametres

indiqués, telle que pour tout temps d’arrét T,

B sup | S (1) 1¥< CpuoprB [ 190 2yt Gy
0<t<TAT

Soit A, = AR, l'approximations de Yosida, and S, (t) = ednt. Alors une version continue de

S * O(t) peut etre approximée par le processus continu S, x ®(t) dans le sens suivant :

im E sup | Sx®(t) — S, xD(t) |[7F=0. (3.25)

N0 0<i<TAT

(b) Soit S(t) un Co-semigroup pseudo contractant et p > 1. Si

T p
E ([ 1001 mit) <

alors il exoste une modification du convolution stochastique S = ®(t). Pour cette version conti-
nue, il existe une constante C, o1 , dépend seulement de parametres indiqués,, tel que pour tout

temps d’arret T,
2p TAT ) P
E sup | Sx®(t) [|¥'< CporE / | () 2o ) - (3.26)
0<t<TAT 0

Soit @, (t) = R,PD(t). Alors la version continue de S * ®(t) peut etre approximée par

le processus continu S x ®,(t) dans le sense suivant :

hm E sup || SxP(t) — S*D,(t) ||2p— (3.27)

T 0<i<T

Démonstration (a) La preuve est analogue a celle de la Proposition 7.3 dans [7] :

Lemme 3.4 Si F(t,x) et G(t,x) satisfaies les conditions (A1) et (A3), S(t) est soit un semigroupe pseudo-

contractant et p > 1 ou un Co-semigroupe et p > 1. Alors pour un temps d’arrét T,

E sup |I(s Q)| 2p<C<t—|—/lE sup ||&(u )|| ) (3.28)

0<s<tAT 0<u<sAt
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ot la constante C dépend seulement de p, M, «, T et /.

Démonstration. Notons que
2
sup [ I(s,) 3

0<s<tAT

< 22r—1 sup (‘

0<s<tAT

2p s
+ H/ S(s —u)G(u,&)du
H 0

/OS S(s —u)F(u,&)du

2p
H
Nous pouvons majorer l'espérance du premier terme

2p

E sup

0<s<tATAT

2p
S
<E sup (ecm,t / <1+ sup Hé(r)HH) du)
0<s<IAT 0 0<s<u

SAT
<22V (UCh <t2P+t]E sup sup H@(V)H%fd“)

0<s<t 0 0<r<u

/S S(s —u)F(u,&)du
0

H

t
2
< CpmTe <t+/ E sup ||§u||de5>
0 0<u<tAT

et, en utilisant (3.24) ou (3.26), une majoration pour I'espérance du second terme,

2
E sup

0<s<tAT

P SAT
. < Cp,M,TIE/O 1G (8, Ol £, (kg 1) 5

/OSS(s—u)G(u,C)du

Le dernier est dominé par

2p AT 2p
S Cp,M,a,tE E 0 1+ sup HCMHH ds

0<u<s

AT
< 22”_1CP,M,,1,T€2” t+ IE/ sup H(;‘L,H?f ds
0 0<u<s

t 2
= C;,M,uc,T,f <t+/() E sup ||§u||de5>

0<u<sAt

Nous complétons la preuve en combinant les inégalités pour les deux termes. A

Lemme 3.5 Si les conditions (A1) et (A4) sont satisfaies, S(t) est un semigroupe pseudo- contractant et p > 1

ou un Co-semigroupe et p > 1. Alors

2 f 2
E sup [[I(s,&1) = 1(5,82) |} < Cpmary [ B sup [[G1(u) = &a(u)|y ds
0<s<t 0 0<u<s

oit la constante Cp v o,1x dépend seulement de p, M, o, T, R.
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Démonstration. On commance par 1'estimation suivante

E sup ||I(s, &) — I(SICZ)HEP

0<s<t

2p
< 2?P-1E sup (‘

0<s<t

|8 = u) (Flu,80) = Fu,22) du

2p
H

H

" H/o S(s —u) (G(u,61) — G(u, &2)) AW,

Considérant les deux termes séparément, nous obtenons

s 2p
Esup;<; (H/O S(s—u) (F(u,61) — F(u,&2)) du ;
s 2p
< M2PPUN2PE2P I sup <’ / S(s—u) (F(u,&1) — F(u,&n)) du
0<s<t 0 H

t
= Cpaarn || E sup [&(u) = &)} ds

0<u<s

par l'inégalité de Holder, et de méme, en utilisant (3.24) ou (3.26), E sup, .,

| 86— w (R,

t
< Comari | E sup [[&(u) — & (u)|3 ds.
0 o0<u<s

D’ou la preuve. A

Soit H l’espace des variables aléatoires ¢ a valeurs dans C([0,T], H) telles que le
processus §(t) est adapté a la filtration {F;}c( 1), avec Esupy 1 [/¢(s) H?f < oo. Alors
H>, est un espace de Banach avec la norme

1

1€l = (IE sup Hé(s)ﬂﬁ’) .
0 T

<s<

Théoréme 3.3  Soient F et B vérifiant les conditions (A1), (A3), et (A4). Supposons que S(t) est un semigroupe
pseudo-contraction et p > 1 ou en général Co-semigroupe et p > 1. Alors I'équation semilinaire
(3.1) a une unique solution mild continue . Si de plus, E || &o Hif< 0o, alors la solution est dans
Hap. Si A =0, alors (3.1) a une solution forte, Si de plus, E || o ||?f< oo, alors la solution est
dans Hop; p > 1.

Démonstration. Supposons d’abord que E || & ||§{p< 0. Soit I(t, X) défini dans (2.21),
alors conséderons I(X)(t) = I(t, X). Alors, par le Lemme 3.4,

I: Hop — Hap. La solution peut etre approximer par la suite suivante :

Xo(t) = $()E0, Xusa(t) = S(BE + (LX), w=0,1,... (3.29)
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En effet, Soit vj,t) = Esupy ., | Xut1(s) — Xu(s) H?f Alors vg(t) = Esupy,; ||
X1(s) — Xo(s) ||§f§ vo(T) = Vp, et utilisant le Lemme 3.5, on obtient

2 2
vi1(t) = E sup || Xa(s) — Xi(s) =B sup || I(s, X1) —I(s, Xo) I}
0<s<t 0<s<t

1
<C | Esup || Xi(s) — Xo(s) |V ds < CVyt

0 o<s<t

et, en géneral,
Vo (Ct ) n
n!

vy (t) < C/Ot vp—1(s)ds <

Ensuite, de méme que la preuve de Gikhman et Skorokhod dans [10], nous montrons
que

sup || xu(t) — X(£) [|r—> Op.s.
0<t<T

pour X € Hyp, Sionae, = (W(CT)"/ n!)l/ (1+2p) " alors, par l’énégalité de Chebychev,

nous arrive a

P(sup | X1 () — Xa(1) ||Hen> =1P<sup | X1 () — Xa(1) H?f>si">

0<t<T 0<t<T
n n /,1\1/(142p)
- (v()(;:.n > y <<v0<CT> ﬁ” ) .

puisque ) ;" ; €, < oo, par le lemme de Borel cantelli,

sup || Xyu+1(t) — Xu(t) ||lu< €nP p.s.
0<t<T

Ainsi, la série
[ee]

Y sup || Xua(t) = Xau(t) |n
A=10<t<T

converge IP-p.s., montrant que X, converge p.s vers X. dans C([0,T],H). De plus,

E sup || Xus1(t) = Xu(t) [[f=E lLim sup | Xos1(t) = Xu(t) IIFf

0<t<T T®0<t<T

n+m—1
=E lim sup | Y (Xepa(t) — Xe(8) |7/

Mm—®gy<T k=n

n+m—1 2p
<E lim ( Y, sup || (X (t) — Xi(t)) IIH)

M=\ (Z, 0<t<T

m——eo \ T 0<t<T

n+m—1 1 2p
—F lim ( Y sup || (X () = Xilh) HHkk>

n+m-—1 9]

< Y Esup || (Xepa(8) = Xi(0) [[F RP(L k2P
k=n  O<t<T k—n
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avec 1/2p +1/29 = 1. Notons que q > 1/2; par conséquent, la deuxiéme série
converge. La premiere série est bornée par : Yo v (T)k? < Y2, Vo(CT)*k?P /k! — 0
quand n — oo. Pour justifier que X(t) est une solution mild a (3.1), notons que p.s.,

F(s,Xu) — F(s, X) uniformément pour s. Donc,
t t
/ S(t —s)F(s, Xn)ds — / S(t —s)F(s,X)ds p.s.
0 0

En utilisant le fait, que E sup, || X(t) — X, (¢) H?f—> 0, nous obtenons

t 2p
E ‘ /O S(t —s)(B(s, X) — B(s, X)) dWs

H
t
2
< CpiarE /O 1B(s, X) = B(s, X)) Zx ) 45
< CpmarcBEsup || X(£) — Xu(t) |37 — 0
t

Maintenant, si E || & ||§f§ oo, prendre la variable aléatoire Fo-mesurable x; = 1z <
et Soit

Sk = GoXk-

Soit X (t) une solution Mild de (3.1) avec la condition initiale &;. Nous allons d’abord
montrer que
Xka _ Xk+le‘

Soientt Xk et X1 des approximations des mild solutions Xk et XK1 définies par (3.28).

Comme
X5(t) = S(t)goxx = S(t)Goxws1xx = X () xks
déduisons
Xexx = X6 xks
F(t, X0)xe = F(£ X5 ) xe,
B(t, Xp)x = B(t, X6 ) xxs
pour que

X0 = S8+ e [ S(t = 5)F(s, XEds + xe [ St~ 9)B(s, XE)aw,

t

t
= S(120xe+ e [ S(E—)F(s, X5 ds +xe [ S(t = 5)B(s, X)W,
0 0

(S(B)Goxks) xx + I(EXE e = X (0xe

Ce qui implique que X¥(t)xx = X1 (t) xx. Comme

Xk — x* et Xkt xkH
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Proposition 3.2

dans Hs, nous avons aussi par le théoreme de Lebesgue généralisé, que
Xy — X et X — Xy
dans Hap, pour que IP.p.s, pour tout t € [0, T], X*(t)xx = X*"1(t) xx. La limite

lim X(t) = X(¢)

k—00

existe IP p.s. et est un élémnet de C([0, T|, H). X(t) satisfait (3.1), comme

X(txx = X(t) P —ps (330)

et X*(t) satisfait (3.1), pour que
t t
X070 = (D20 + x5 || S(E=)F(s, X)ds + i [ (¢ = 5)B(s, X)aW,

et P(Ur{xx=1}) =1.
La solution obtenue est unique. Si X(t),Y(t) sont deux solutions de (3.1), alors

considérons les processus X (t) = X(t)xx et Yx(t) = Y(#)xx, k > 1. Nous définissons
V(t) = Esup,, | Xk (s) — Yk(s) ||?f Par le lemme 3.5,

—0

t n
V(t) < C/ V(s)ds < .. <E sup || X*(s) — Y¥(s) ||V (Ct)
0 0<s<T n!

quand n — oo V(t) = 0. par conséquent,
X(Bxe = X (1) =Y*"(1) = Y()xx P—ps.

A
La formule est applicable pour calculer des différentiels de fonctions de processus
(en particulier, pour des solutions fortes), mais pas de la forme dans laquelle une solu-
tion douce est fournie. Par conséquent, la proposition suivante sera essentielle, puisque
la formule It6 peut étre appliquée a des solutions fortes (si elles existent) de la suite a des
problemes d’approximation, out 'opérateur A non borné est remplacé par ses approxi-
mations de Yosida A, = AR, avec R, = nR(n, A)etR(n, A) étant le opérateur résolvant
de A:

{ dX(t) = (AuX(t) + F(t, X))dt + B(t, X)dW;, (331)
X(0) = o 33

Soientt les coeficients F et G satisfaies les conditions (A1), (Asz), et (As) et ]EH@OH?f < oo.
Soit X(t) une solution mild de I'équiation, semilineaire (3.1) et X,,)(t) les slutions strong du
probeme d’approximation (3.31). Si S(t) est un semigroupe pseudo-contractant et p > . ou un
Co-semigroupe général et p > 1, alors la solution mild X(t) de (3.1) est approximer dans Ha,
par la suite f strong solutions X, (t) de (3.31), telle que,

lim E sup [|X,(t) — X(8)[|7 =0

n—0 T
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Démonstration. Notons d’abord que sous l'hypothese des coefficients de (3.31),
d’apres le théoreme 3.3, il existe des solutions fortes X,, qui sont uniques et coincident
avec des solutions. De plus,

E supgyr | Xn(t) — X(t)H)qu <

c(na sup [150(6) = SO + B [ 1(Sa(t ~5) ~ St~ 9)F(s, X, [3ds

0<t<T

+]E/ 1(Su(t —s) — S(t—5))B(s, X,)||¥ds + E sup |u(s,xn)—1(s,X)|\ﬁ>.
0<t<T

Puisque pour x € H et n — oo, (S,(t) — S(t))(x) —> 0 uniformément dans f €
[0, T], les trois premierrs sommes convergent vers zéro par le théoreme de convergence
dominées de Lebesgue. Ainsi, les trois premiers termes sont bornés par ¢(n) — 0
quand n — co.

Le lemme 3.5 implique que le derniere summe est bornée par

t
C / Esup || Xu(s) — X(s) 4 1 ds. Par le lemme de Gronwall, nous déduisons que
0 s<t
E sup [|X(t) — X ()|} < e(n)e — 0
0<t<T

quand n — co. A

L’estimation suivante sur les moments pour les solutions mild de EDS est disponible.

Lemme 3.6  Soit
t t
X(t) =§o+/ S(t—s)P(s,X)ds+/ S(t —s)B(s, X)dWs
0 0

avec les coefficients F et B vérifiant les conditions (A1) et (A3) et une variable aléatoire Fo-
mesurable a valeurs Hy. Soit S(t) soit un semigroupe de pseudo-contraction et p > 1 ou un

semigroupe Co-général et p > 1. Alors

2 2 c
E sup || X(s) |57 < Cpmarr(1+E || Eo ||7f)e rmact

0<s<t

avec Cpy 0,7 1€ dépendant que des constantes indiquées.
Démonstration. Soit T, inf{t :|| X(t) |g> n}. Le lemme 3.4 implique que

E sup || X(sAT) |7 = sup || S(tAT)E0+ (s AT, X) |7/

0<t<T 0<s<t

<22 (uz sup || S(s)Zo I3 +E sup | I(s,X) ”?r”>

0<s<tAT, 0<s<tAT,

<2271 (JE | Go ll} Me +E sup | I(s,X) H?f)

0<s<tATy,
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Exemple 3.1

t
sc(nz 2l ++ [ E sup || X(uA) ||§f).

0<u<s

Par le lemme de Gronwall, nous concluons que

ot
E sup || X(s A7) H?S C (lE | & ||27 +t> +C/ (IE Il & Hﬁ’ +t) C(t=5) Jg
0<t<T 0

2py C
S Cp,M,tJl,f,T(l +]E || go Hl,_f)e P,M,Dc,[,Tf

Ainsi comme T, — o [P-p.s., nous avons
sup,; || X(s ATw) [[H—> sup,<; || X(s) || p-s. Donc,
2 . 2
Esup || X(s) [=E lim sup || X(s A7) ||/
n—so00 s<t

s<t
.. 2
<
< liminfEsup | X(s A %) [l
2
g CP/M/DC,E,T(l + ]E H CO Hl_f)eCP/M,oc,f,Tf A

Considerons un Q-processus de Wiener Wy a valeurs K avec trajectoires dans C([0, ], K). Pour
B € L(K, H), le processus W/N = BW; est processus de Wiener a valeurs H de covariance
BQB*, et il peut étre réalisé dans C([0, T|, H). Considérer maintenant I'équation

dX(t) = (AX(t) + F(t, X))dt + dWP, (3.32)

X(0) = x € H (dterministe), 33
avec F satisfait les conditions (A1), (A2), et (A4) et A un générateyr d'un Co-Semigroupe
d’opérateurs sur H. Ensuite, le Théoréme 3.3 garantit l'existence d’une unique mild solution

pour (3.32) dans C([0, T], H), qui est donnée par
t t
X(t) = S(t)x +/ S(t—s)E(s, X)ds +/ S(t — s)BAW,.
0 0

Dans le cas F = 0, on appelle ce processus un processus Ornstein-Uhlenbec
Dans la section 3.3 nous considérerons un cas particulier oit les coefficients F et B d’une EDS
(3.1) dépend de X(t) plutét que de tout le passé de la solution. On sait que méme dans le cas
déterministe ot A = 0,B = 0etF(t, X) = f(t, X(t)) avec une fonction continue f : R x H —
H, une solution de I'équation différentielle
X'(t) = f(t X(t)),
{ X(0)=x€H (3:33)
peut ne pas exister (voir [11] pour un contre-exemple), sauf si H est de dimension finie. Ainsi
soit on a besoin d’une hypothese supplémentaire sur A, soit on doit chercher une solution dans

un plus grand espace



4.1

CONTRIBUTIONS AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES AVEC
RETARD FONCTIONNEL

INTRODUCTION

Dans cette partie, nous étudions l'existence de solution mild pour certains types
d’équations avec un retard dépendant de 1’état sous la forme

{ d[X(t) — g(t, X(t))] = AX(t)dt + f(t, X(p(t, X(t))))dB(t), t € [ =[0,al;

Xo=¢(t) as 4-1)

ot X(.) est dans un espace de Hilbert séparable H muni du produit scalaire < .,. >
et la norme ||.||y. Soit K un espace de Hilbert séparable avec produit scalaire < .,. >k
et la norme ||.||x, défini sur un espace de probabilité filtré habituel (Q, F,P, (F;)>0)-
Supposons que B = (B;);>0 est un processus de Wiener cylindrique a valeurs K avec un
opérateur trace de covariance finie Q > 0, out Tr(Q) = Y ;A; = A < co. De plus, nous
supposons que F; = 0{B(s) : 0 < s < t} est la o-algebre engendrée par B.

Soit L(K,H) l'espace de tous les opérateurs linéaires de K dans H muni de la
norme usuelle ||.||zx ) [16] . Soit A : D(A) — H le générateur d’un semigroupe
analytique {S(t);>0} d’opérateurs linéaires, et il existe une constante M telle que
IS(#)||> < M, t € I. Soit H, un espace de Banach D((—A)*) muni de la norme ||x||,;

ou ||x||, = [[(—=A)*x]|, . Aussi pour chaque 0 < & < 1, il existe une constante positive
M, telle que
M
I-arsel <M o<i<a

Dans ce travail, nous supposons que l’espace de phase (B, ||.||5) est un espace li-
néaire des fonctions Fy-measurable oo, 0] vers H,, et satisfaisant les axiomes fondamen-
taux suivants dus a Hale et Kato (voir [33]).

(Hy) six: (—o0,04a] — Hy,a >0, est tel que X[g,0+a] € C([o,0+a], Hy) et xs € B,
alors pour tout t € [0, 0 + a] Les conditions suivantes sont remplies :

(i) xt € B;

(@) lx(B)lla < Hllxtll5;

65
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Chapitre 4. Contributions aux equations différentielles Stochastiques avec retard
fonctionnel

Définition 4.1

Lemme 4.1

Lemme 4.2

(i) [|x¢||g < K(t — ) sup{||x(s)||a : 0 < s <t} + M(t —0)||xs||5, ot H > 0 est une
constante; K, M : [0,00) — [1,00), K est continu et M est localement bornée; H, K, M
sont indépendants de x(.).

(Hy) Pour la fonction x(.) in (Hj), la fonction + — x; est continue de [s, s + 4] vers B.
(Hs) L'espace B est complet.

Soit L,(Q), H) I'espace de Lebesgue muni de la norme ||x(.)||z, = /E[[x(.,w)|? qui
est un Banach, et soit C(I, L(€), H)) I'espace de Banach tel que sup_,;, E|x(t)||* < co.
Soit LY(Q), H) la famille de toute les variables aléatoires Fyp-mesurable, a valeurs dans
H.

Ensuite notons par H([p, ], Hy) 1'espace des processus mesurables continus (cad-
lag), adaptés a F; de [y, 7] a [y, 7] a H,. Dans cette partie, nous supposons que H est
muni de la norme

lxll3 = | | sup E[lx(£)]7-

0<t<a

Alors (H, ||.]|3) est un espace de Banach.

Un processus stochastique Fi-adapté X :| — co,a] —> H, est dit solution mild du systeme (4.1)
si Xo = ¢(t), X(o(s, Xs) est mesurable satisfaisant Xo € LY(Q), Hy) et X, € H, pour tout
s € 1, la fonction AS(t —s)g(s, Xs), s € [0,a] est intégrable, telle que

5(t)[9(0) — (0, (0))] +&(t, X(t)) + /Ot AS(t —s)g(s, X(s))ds

X(t) = t
+ [ 5(t=5)7(s,X(p(s, X(5))))dB(s).

(4.2)

Le résultat suivant est important pour l'intérét du théoreme de 1’existence de solution

du systeme (4.1)

[33] Soit x :] — 00,a] — H, un processus mesurable F-adapté tel que, xo = ¢(t) € LY(Q, B) et

x|; € H(], Hy), alors
[25]] < ME|[ |5 + Ka sup E|[[x(s)]|a,

0<s<a

K, = sup {K(#)}, M, = sup {M(t)}.

0<t<a 0<t<a

[23]. Soit &1, P, sont deux opérateurs tels que :

(a) ®q est une contraction, et
(b) @ completement continu.
Alors,
(i) ®1x + Dyx admet une solution, ou
(ii) 'ensemble ©. = {x € X : A®{(5) + AD2x = x} est non borné pour A €]0,1].
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4.2 RESULTAT PRINCIPAL

Dans cette section, nous présentons et démontrons notre résultat principal.
Supposons que :
p: I x B —]—00,a] est continue. Et, pour un « €]0,1], on a les conditions suivantes :
C1 : La fonction t — ¢; est continue définie de R(p~) = {po(s,¢) <0, (s,¢) € I x B}
dans B, et il existe une fonction continue et bornée I? : R(p~) — (0,0), telle
que ||| < I?(t) [ ¢l s pour tout £ € R(p™).
C, : La fonction f : [0,a] x B — L(K, H) telle que
f(t,.): B— L(K, H) est continue Vt.
f(,9):]0,a] — L(K, H) est fortement mesurable Vx.

Il existe une constante k; pour tout x,y € Hett >0

1£(tx) = fE ) < Fallx =y

Cs :Vr>0,31(r) telle que
sup E[|f(t, )| < 1(r),
et 3d telle que

2
0 < limsup(sup w) <d
plBoco rel [Pl

Cy : g : I x B — H, est une fonction continue, et (—A)*g satisfait la condition de

Lipschitz, c’est a dire il existe une constante ko > 0 telle que

E[|(—A)*[g(t1, 1) — g(t2, 2)] |17 < kallts — ta| + 91 — ¢2|]

pour 0 < ty,tr <a,¢; € B, avec

M27 uZDL
4k, K2 \|(—A)“||2+2;7f1 <1

Lemme 4.3 [26]. Soit x :] — co,a] — H telle que xo = ¢. Si Cy est vérifiée, alors pour s € R(p~)U I, ona
1x(s) 15 < (Ma + I§) | 9lls + Ko sup{[[x(0); & € [0, max{0,s}]},

oi I = SUPer (o) 17(1).

Théoreme 4.1 Soit ¢ € LY(Q), Hy). Si les hypotheses (C1)-(Cy) sont vérfieés et p(t, ) < t pour tout (t,1) €

I x B, alors il existe une solution mild du system (1) tel que

10[/(—A) |2k (1 +k1)K2 <1 ot B <1
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Démonstration. Soit Y = {x € H : x(0) = ¢(0) = 0} I'espace muni de la topologie de la
convergence uniforme (||.||«) et définissons l'opérateur ® : Y — ) par
5(t)[9(0) —g(0, ¢)] +g(t %)

(Px)(t) = { + fot AS(t—s)g(s, %) + fOtS(t —s)fls, x(p(s,%s)]dBs, te€ L
0 t €] —00,0],

ol X :] —o00,0] — H, est tel que ¥y = ¢ et ¥ = x sur I. De (C4), on déduit l'inégalité

suivante

2 2

t
=E /Al’lgs(t—s)Aﬁg(s,xs)ds
0

t 1
< 2 = |12
Z\/117‘3[1/0 (t—S)Z(l_ﬁ) [kZHXSHB_‘_g]dS

E /Ot AS(t —s)g(s, Xs)ds

o u

ot { = sup,; |[[(—A)Pg(t,0)]|«. Alors, du théoréme de Bochner [29], il s’ensuit que
As(t —s)g(s, %s), est intégrable sur [0,t[, que ® est un opérateur bien défini de ) dans
V.

Alors, on peut montrer que ® a un point fixe, qui est a son tour une solution mild

du probleme (4.1).

Soit ¢ :] — 00,0[— H, l'extension ¢ sur | — o0,0] telle que $(6) = ¢(0) dans I et
I = {Iy(s) :s € R(p)}.

Maintenant, nous décomposons ® as ®; + P,, ot
_ [ —S(t)g(0,¢) +g(t, %)
(©1x)(t) = { —|—f0t AS(t—s)g(s, xs)ds, tel
t

(©22)(t) = S(1)9(0) | S(t —5)fls, (p(s, %)},

0
Gréace au lemme nous pouvons vérifier que P; est une contraction, et P, est

continue.
La preuve sera donnée en plusieurs étapes.
1. P est une contraction dans ).

Soit t € I et y1,y2 € ). Alors, en utilisant les lemmes et (Cy), on obtient

E|[|(@w1) — (@1572) ()3 <21EH(—A)"3HZH— ﬁ[g(t,y'l(f)—g(t,y'z(t))z]Hi

+2E H ; S(t—s)A[g(s,11(s))ds — (s,12(s))ds

< 2] (- A)W[Wﬂ)—%ﬁﬂﬂ

F2M2_ gl [ (£ = 5) 2P (s) - va(s) s
sxy£>ﬁWngdm%@—m@w
+ K2 SUPSEI]EH]/l 'z(s )IE

< 4k, K? [H(— ﬁ||2+ 2,3 1 supseIIEHyl s) — ya(s)|Iz-
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En utilisant § = y sur I. Nous prenons le sup par rapporta t, on a

@11 — P1y2lln < Lolly' — v*15,

\ 2 B2, Mi e -
olt Ly = 4kp(1+ K)K2 | [[(—A)7B|* + 51| < 1. Donc @, est une contraction dans

V.

2. ®, est bornée dans ).

pour tout r > 0, soit
B.(0,Y) ={x € Y :E|x|? <r}

Donc, pour tout 7, B,(0,)) est un sous-ensemble convexe, borné et fermé dans ).
En effet, Il suffit de montrer qu’il existe une constante positive K telle que pour tout
x € B,(0,Y) on a E||®,x|2 < K.

Maintenant, pour t € I

nous avons

(P2x)(t) = S(£)9(0) + /(;S(f —5)fls,x(p(s,%(s))ldB(s), te€ L. (4-3)

En vue de (C3), il existe des constantes positives k,, 17 et ] telles que, pour tout ||[|% > 7,

£ (&)1 < (d+0)llwlE,

et
10[|(—A) |IPkoK? < 1.
Soit
A=Ay lylz<nt, fo={v: yllz>n}
Gi={9: llglz <7}, Ga={¢: llolz <}
Alors,

()P < 1)+ (d+x)[|lplE. (4-4)
Six € B,(0,)), du lemmes et il s’ensuit que

1%(0 (%)} < 2[(Ma + I?)||@||)? + 2K2r = 7.

Par (4.4), de (4.3), on a pour t € I

¢ 2
EI(@0) (0] < SEIS()p(0)| +3E | [ 8¢ = sfls s(p(x(s))laB(6)

4

< SME| (O3 + 3THQME + | 7z BN + (4-+) | (p(s(s)) [3lds

2,12
M;a

< Mgl 33THQ)

1(7) + (d + x)7] = K.
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Alors, pour tout x € B,(0,)), nous avons E || Pyx|| < K.
3. L'opérateur ®; est completement continu.
D, (B,(0,Y) est équi-continue.
Soit 0 < t1, < tp < a et soit € > 0. Pour tout x € B,(0,)), on a

E[[(®2x)(f2) — (@2x)(t)lls < 4E[[S(t2) — S(t1)]I1Z

+4E /t1e[S(tz—s)—S(tl—s)F(s,JE(p(JE(s)]st :

20(

4IE /“ [S(t — ) — S(t1 — s)F(s, %(p(%(s)]dBs

t—e
2

4

H4E /t % S(ts — )F(s, (o (x(s)dBs

o

donc
E[|(@2x)(f2) — (Pox)(h1) 7 < 4E[[S(t2) — S(t1)]II3

HIHQ)IS(t 1 +¢) =S [ 1% (0 — ) P() + (@ + )l

Ha1r(Q) [ 1A% (12— ) — S(t1 ~ P + (d+ )7l

+4Tr(Q) /: |A*S (t, — 8)||2[1(F) + (d + x)7]ds

< 4E||[S(t2) — S(t1)]| 12

HTHQ) (174 (d+ 7] (11— )P S(t2 — 1+ €) — S(e) P
+HATr(Q) 1 — ‘; [+ (d+x)7][(ta— 1) 2 = (lp =ty —e) 72 4 €72

MZ
+4Tr(Q) : "é“ (17 + (d + )7 (ty — )72

E||(D2x) (t2) — (D2x)(1)]|? tend vers zéro indépendamment quand t, — t; — 0 avec
€ suffisamment petit, comme S(t) est un opérateur compact et fortement continu, alors
S(t) est continu pour la topologie uniforme. Ainsi, soit {®x : x € B,(0,))} est équi-
continue. La discontinuité pour les autres cas t; < t, < Oort; < 0 < t, < a sont
simples.

ii) 'ensemble ®,(B,(0,)))(t) est pré compact dans H, pour touti € I.
Soit 0 < t <'s < a et € un nombre réel tel que 0 < € < t. Pour x € B,(0,)), on définit

@500 = S(9(0)+ [ S(t—9)fls, 2(o(5)(5)]aBs
= S(1)9(0) +5(e)+ [ S(t=9)fls, %(e()(5))]dBs
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En utilisant la compacité de S(t) pour t > 0, on déduit que I'ensemble U.(t) =
{(®5x)(t) : x € B,(0,Y)} est pré compact dans H, pour tout 0 < € < t. De plus, pour
tout x € B,(0,Y) on a

t 2
El(@20)() ~ (@501 <E || [ (e =)/ x(p(x())1dBs

< Tr(Q)M? /t (t — ) 2%[I(7) + (d + x)7]ds

—€

< THOME 11(7) + (d + x)Flel 2%,

o

La partie droite de 'inégalité en dessus converge vers zéro quand € — 0. Comme
il existe des ensembles pré-compacts arbitrairement proche de l'ensemble U(t) =
{(P2x)(t) : x € B,(0, V) }.

Alors I'ensemble U(t) est précompact dans H,. Par le théoreme de Arzela-Ascoli ,
on conclut que ®; ( B,(0,))) est pré compact dans H,.
5. Nous montrons que ¥ = {x € X : A®(}) + A®Pox = x} pour A €]0,1[ est borné dans I.

Nous considérons I'équation suivante
x(t) = A®x(t), A €(0,1], (4-5)

ot P est définie antérieurement.
Ensuite nous donnons une estimation a priori pour la solution de l’équation en
dessus. En effet, soit x € ) soit une solution possible de x = A®(x) pour un certain

0 < A < 1. Cela implique par l'équation (4.5) que pour tout f € I on a

x(t) = AS(t)[p(0) — (0, ¢(0))] + Ag(t, x(£)) + A /Ot AS(t —5)g(s, x(s)ds
+A/O S(t—s)f(s,x(p(s, x(s))))dB(s).
Par (Cy) et de nous avons pour t € I

E[x(Dll; < 4B [S(Hp(0) ~ 2(0, (0]l +4E ll2(t x(1)I;
+4]EH/0 AS(t—S)g(t,x(S)ds’ +41EH/0 S(t—s)f(s,x(p(s, x(s))))dB(s)

< AM[E[|IE + [ (= A) P | (ko (Ma + I§)* [l 91l + )]
+4||(—A)"3H2[kz(1!|ft||% +ki[[% %) + ]

t
M [ 151+ k) + s

ATH(Q)M? /

(4.6)

2

4

(t_ls)m[z(n) +(d+x)| 2(p(s, %) [}]ds

Par les lemmes[4.1]et[4.3} il vient que p(s, %) <'s, s € [0,#], t € I et

1% (o (s, 2(s)) I < 2[(Ma + I§) @]l 5]* + 2KZ sup El|x(s)]]z-

0<s<a
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43

Pour toutt € I, on a
Ellx()]1F < M+10]/(=A)P|Pk2(1 + k1) K3 supgp, Ellx(£)[I3

t 1
10M? k(1 +k Kz/ — E 24
+ 1-B 2( + 1)“ a /o (t—s)z(l_ﬁ) OS;::};S Hx(r)Hoc 5

t 1
2 2 2
10T QME(d + ) | ey S Bl s

M = 10M[HZH¢H2 +1(=A) PP (ka1 + 2)] + 10| (=A) P|I* x {ka[ (1 + k1) 1] + O}

S a1+ k)] + O + 10TQM2 1) 4 (a4 w)cy),

et ¢1=[(Ms+I)|9ll5]>

Comme L =10 ||(— _5H2k2 1+k1)K2<1 on a

suprce Bl < % + [ |Ka EeEE gy +Kalt=9) 2] x sup Blx(r) s
PSS

quand

Ki = {27 10M7_gka(1+ki)aK3, Ko = {1710Tr(Q)Mz(d + x)K;
En apphquant 'inégalité de Gronwall dans 'expression précédente, on obtient

; Ko a2B-1 1-2a 5
Py, E[[x(5)[2 < 2 exp { 457 + KO} = 2.

Alors pour tout x € %(®P), on obtient que x|, < L. Cegi implique que X est bornée

dans I.
Par conséquent, du lemme on déduit que ¥ a un point fixe x € ), qui est une

solution mild du probleme (4.1). La preuve est achevée. O

STABILITE

Dans cette section, nous présentons la stabilité exponentielle de la solution du sys-

teme en utilisant le principe de contraction.

Lemme 4.4 [16] Pour un processus prévisible ¥ (.) a valeurs dansL3, alors pour tout r > 1

Lemme 4.5

Théoreme 4.2

2r

< (r(2r—1)) </Ot (El¥(s)] %§>m>r

/S‘P(u)dB(u)
0

sup ]E‘

0<s<t H

[16] Pour tout B €]0,1]

— Pour chaque x € D((—A)P, S(t)(—A)Px = (—A)PS(t)x
— [(=A)BS(1)|| < MgtPe™, £>0, A€l0,00f

Si Cy - Cy4 sont vérifiés pour quelque « €]1/p,1[; p > 2, et que

-1 p—1
4p—1 [k§||(—A)‘”‘HP + kAP <F(1 + p(p“_l))> MY+ MPIEAP + MPcpk’;’A—ll <1

est satisfaite, alors la solution est exponentiellement stable,

o Cp= (%)l_p/z.
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Démonstration. Définissons 1'opérateur ¢ : H — H par

(Ex)(t) =S(t)[e(0) —g(0,¢)] +g(t, x:) + /ot AS(t — s)g(s, xs)ds
+ /O't S(t — S)f[s,x(p(s, xs)]st,t el
et 0 if t €] —o0,0]

4

(Cx)(t) = Y_Fi(t) (4.7)

j=1
Fi(t) = S(tf)[qv(o) -500,9)], R(t)= g(t,txt),
F3(t):/0 AS(t —s)g(s, xs)ds, F4(t):/0 S(t — s)f[s, x(0(s, xs)]dBs

Pour Montrer la stabilité asymptotique, il suffit de prouver que l'opérateur ¢ a un

point fixe dans H. On utilisons le principe de contraction.

Soit x € H, t; > 1 et ||r|| suffisamment petit, alors
E||gx(t +7) = Sx(t) Iy < 4P i BlIF(h + 1) — Bty

Pour j =1,2,3, il est clair que E||||Fi(t; +r) — F;(t1)|}; — 0 quand r — 0
e Pour j = 4, par le lemme [4.4] et I'inégalité de Holder,
E|[Fs(t1 +71) — Ea(t) | <

(p/2)

2771, | [ IS+ 7 =) = (1 = )5 3ol 2 VB

t1+r ( /)
2206, [ [ st 4 )5, x0pts, e 12 )]

qui est — 0 quand r — 0.

Ainsi, ¢ est continu sur [0, co|.

Ensuite, montrons que E| (x)(t)||}; — 0 quand t — +c0. De (4.7)

E[[(x)()]F <4 'E[IS(t)[(0) + 80, @) Iy — 47 "E|Ig(t,x:) [y

p

t p
/ AS(t —s)g(s, xs)ds|| +4P71E
0 H

Maintenant, les termes du coté droit de (4.7) sont estimés & l'aide de (Cy), lemme

g [ 50— 5) (s, x(pts, %))dB(s)

0

H
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lemme [4.5] et I'inégalité du Holder, 1/p+1/g9=1.
Elx()llf; <477 MPe= (1 — ko[ (—A) |7 + 47~ G| (—A)~*[["E]lx(1) |y
t P
g H/ (—A)S(E — 5)(—A)*g (5, x,)ds
0 H
/2 t
£t (PO ([T (B (s, (s, ) )P
0
< 4P IMPe (L — ko[ (—A) 1P + 47K (—A) T IPE | xe

t p/q
_ _ _ _ o _
x4r=1MmP Kb </0 e M) (F — g)® qu> x [y e MEIE| X ||Pds
p/2

p/2

Ensuite

/2 t
mwa%m”U”(/wﬂ“%wﬂm@@%mmwk)
0
< TP (L~ kol (< A) 1P + I (- 4) Bl
t
@mMpwmla<u+wwwwmx/*Wﬂmmes
0

_(2(p-1) s 2
4P IMPCKE /oe (5—2 )A(t ) ds xft —AME=9)E||x(s)
S AT IMPe (L — kol (= A) 7P + 47T (= A) P ()
xar-IMy_ AP0 <O+W—WW”&/fW“EW@W%
0

||Pds

t
T+ IMPCK, (24250 /0 e~ M=SE||x(s)||Pds.

Notons par pu(t) = sup E||x(s)||;, s € [-r,t].

Ainsi
p(t) =4 (= A) T Pu() - < 47 IMPe (1 — K| (—A) 4P
ar=IMP EAPA=O (T (1 4 g — 9))P/7 x [L e M=) (t)ds
+4P~ 1MPC kp( 1) fte*“ ) 1u(t)ds.

Nous obtenons

(1= 4" [ (= A) 1P p(t) <4”’1M”€’A’”(1—kz\|( A)TE|P
4= MP_ AP (D1 + g — g)) ”/"Xfte’““s)ﬂ(ﬂds
L MrC kp(z“’ A1) x fy e M (tds.

Ainsi, nous obtenons

ORI T 11<P||1( ) aHp4p71MP(1 —ko||(—A)¥||Pe= At

+[4P IMP_ KEAPA=70 (T (1 + g — q))P/7 + 4P~ LMPC K" (27\(51)”

P
1 | -
XA Jo ¢ b

-
—~
——
~—
A

— 1—4pr— 1kl’||1( ) aHp4p71MP(1 —sz(— )*D(HPe*/\Pt

-+ |:4P 1MP kpAp(l @)= (r(l +qa — q))P/W + 4p—1Mpcpk}1’7 (2)\]5;1;1))]
1 _

1-47- 10| (—A) =P fo Mi= S)V( t)ds.

X
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Ainsi t
B(t) < eV 4 [ e Mty
0

N

ou

N = oA M - ke (—A) P

72 = ML AP (D1 4+ qu— )P0+ 42 MPC K (25
1

7T eI A

Par les conditions du théoreme et I'inégalité de Gronwall dans l'expression

ci-dessus, nous obtenons

t t
u(t) < ye 4 ’yz'yg/ yre M=) exp [/ eA(t”)du] ds
0 s

Avec
exp {/St ew”)du] = exp[%(l — e MEs))]
alors
H(t) < y1e W+ yayse e Med /Ote“ds.
Ainsi
u(t) < [’)’1 + 11727364 | e M —5 0 quand t — +oo.
Finalemnt E||(x)¢||¥, — 0 quand t — +o0. La preuve est achevée. O

4.4 EXEMPLE

Considérons l'équation différentielle stochastique suivante de la forme

dly(t,x) — ar(ty(t —7,2)] = Zy(t,x)dt + aalt,y(or (Tp2([ly (1)), x)1dB(t),
pour 0<t<a4, 1>00<x<m,

y(t,0) = y(t, 1) =0,
y(t,x) = ¢(t,x) —00 <t <0, ps.

(4-8)
¢ est continu et, B(t) est un processus de Wiener cylindrique standard dans H défini

sur un espace (), F,P) et H = L%([0,7t]) avec la norme ||.|| et définissons I'opérateur

A :H — H par Aw = w” avec le domaine
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D(A) = {w € H : w, w' sont absolument continus, w” € H, w(0) = w(m) = 0}
Alors -
Aw =Y n*(w, wy)w,, w € D(A)
n=1
ol wy(x) = \/% sin(nx),n = 1,2, ... est I'ensemble orthogonal de vecteurs propres de
A. Il est bien connu que A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe analytique

S(t),t > 0 dans H et est donné par

[ee]

S(tyw = Z e(’”zt)(w, wy)wy,, w e X.
n=1
Pour tout w € H, (—A)Y*w = ¥, 00 (w,w,)w, et ||(—=A)~/2|| = 1. I'opérateur

(—A)1/2 est donné par

1/2 i ww
n

sur I'espace D((—A)"?) = {w(.) € H, ¥, n{w,w,)w, € H}. Le semigroupe analy-
tique S(t) étant compact [16], il existe une constante M > 0 telle que ||S(¢)||*> < M. Soit

o < 0, définissons 1’espace de phase
B={¢e€C(]—00,0],Hy): tgrp e”'¢(t) existe dans H},

et soit ||¢|lp = sup__;o{e”||¢(t)]l1/2}. Alors, (B,||¢|5) est un espace de Banach
qui satisfait (H; — H3) avec H = 1, K(t) = max{l,e "}, M(t) = e " Donc pour
(t,¢) €[0,a] x B,

ou ¢(t)(x) = ¢(t,x), (tx) €] —e0,0] x [0, 7],
soit z(£)(x) = z(£,x) g(t,¢) (x) = wa(t, ¢(t,x)), f(£P)(x) = u3((¢), p(t ) =
(Bp2([l¢(0)])-

Ensuite, le probleme (4.8) peut étre écrit sous la forme (1.1). Ainsi, dans des condi-
tions appropriées sur la fonction g, comme celles de (C1) — (Cy4), le probleme (4.8) a une

solution mild sur [0, 4] .



4.4. Exemple

77

CONCLUSION :

En conclusion, nous avons établi une contribution aux équations différentielles sto-
chastique (EDS ) avec retard qui dépendent de l'état. Une transformation assez simple
permet de ramener I'étude de ce probleme a celui d"une équation différentielle ordinaire
a retard. A partir de la théorie de l'intégration stochastique, on construit la théorie des

EDS. On s’intéresse dans cette contribution a 1’étude de l'existence de solutions d’une
classe d’équations différentielles stochastiques avec retard qui dépendent de I'état dans
un espace de dimension infinie, cette étude est analogue a celle du cas de dimension
fini & condition que 1’équation aux différentiels totaux D(y) = o(y), y(0) = «, ad-
mette toujours une solution. Le théoreme du point fixe s’applique alors pour une norme
convenablement choisie. Et on a étudié le comportement asymptotique autrement la sta-
bilité exponentielle du processus solution, et on termine par un exemple d’application

théorique.
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