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Introduction

Tout travail sur la géométrie Riemannienne est réputé comme étant un travail difficile,
en général. Ceci est dii, non seulement a la quantité de résultats qu’il renferme, mais
plutot aux multiples interactions entre la géométrie et les champs disciplinaires voi-
sins. On peut citer dans ce sens, 'impact considérable qu’exerce les matieres suivantes
sur le développement de la géométrie : La topologie usuelle, la topologie algébrique,
I’homologie, 'algebre linéaire, la théorie des groupes, la physique théorique, le calcul
différentiel, les équations différentielles, etc.

Le concept principal et fondamental est ”la courbure”. Elle intervient dans presque tous
les problemes de géométrie contemporaine. Mais son introduction nécessite la mise en
place d’autres ingrédients tels que les connexions, les dérivées covariantes, le calcul
tensoriel, les champs de vecteurs, etc.

Dans ce manuscrit, j’aborde un sujet jusqu’a lors inexploré, donner la classification
complete des surfaces dites de ” translations factorables” dans I'espace euclidien E3 de
dimensions 3 et lorentzien E? qui satisfont la condition Ar; = A7 ot \; € R et A est
le laplacien.

L’étude des sous-variétés de type fini a débuté a la fin des années 1970 quand B-Y
Chan tentait de trouver une meilleure estimation de la courbure totale moyenne d’une
sous-variété compacte d'un espace euclidien et trouver une notion de "degré ” pour les
sous-variétés d’'un espace euclidien.

B.Y. Chen pose le probleme de classification des différents types de sous-variétés eu-
clidiennes. Pour la dimension trois, ces sous-variétés sont des surfaces. Beaucoup de
travaux ont suivi. On peut en citer, ceux de Chen, B-Y.(1984); Hasanis T., Vlachos

T.; Meng, H., Liu, H.; et Baba-Hamed, Ch., Bekkar, M., Zoubir, H., Senoussi B.

Soit R7" un espace pseudo-euclidien son champ de vecteur position r admet une décomposition
spectrale finie.

k
=7y + E T
i=1
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en de dimension m, de signature (s, m-s) et M une sous variété pseudo-riemannienne de

R". M parametrée par r, est dite de type fini s ou r,, 71, ....... , T sont des applications
(Toy T1y eerene , 7 non constantes) telles que
ATOZO, Ari:)\ﬂ"i )\Z'E]R, 7,:1, ........ ,k,

A étant l'opérateur de Laplace associée a la premiere forme fondamentale. Si les sca-
laires Aq, Ag, oo , A\, sont différents, alors M est dite de type k.

Pour M compacte on impose a rq d’étre constante. Pour M non compacte ry n’est pas
nécessairement constante.

M de type fini est dite nulle si 7y n’est pas constante.

En 1983 B-Y Chen introduisit la notion d’immersions euclidiennes de type fini. On
construit des sous variétés dans R™, en utilisant un nombre fini de R™-valeurs propres
munies de leur laplacien. De nombreux travaux ont été effectués pour caractériser la
classification des sous-variétés en termes de type fini. Des résultats importants sur les
sous-variétés sphériques fermées de type 2 (ou sphérique signifie dans une sphére) ont
été obtenues, voir [10].

On sait que les seules surfaces dans R? satisfaisant la condition :

Ar=Xr, NeR,

ou A est 'opérateur de Laplace associé a la métrique induite.
D’autre part Garay [14] avait déterminé complétement les surfaces de révolutions dans
R3, dont les fonctions composantes sont des valeurs propres de leurs opérateurs de
Laplace i.e.
Art=X7r", XN eR.
Plus tard Lopez [17] étudie les hypersurfaces dans R"™! vérifiant :
Ar = Ar, ARV

Kaimakamis et Papantounion [9] étudierent les surfaces de révolutions dans l'espace de
dimensions 3 Lorentz-Minkowski, satisfaisant la condition

Ay = Ar,

o AT est I'opérateur de Laplace en respectant la seconde forme fondamentale et A
est un tableau réel 3 x 3 .
Zoubir et Bekkar [8] ont classifié les surfaces de révolutions & courbure Gaussienne nulle
K dans l'espace Euclidien de dimensions 3 E? et I’espaces Lorentzien-Minkowski, sous
la condition

Art = )\rt XN R,

Baba Hamed, Bekkar et Zoubir [4] ont déterminé les surfaces de translation dans l'es-
pace de dimensions 3 Lorentz-Minkowski E?, dont les fonctions composantes sont des

3



TABLE DES MATIERES

valeurs propres de leurs opérateurs de Laplace. Baba Hamed, Bekkar [3] ont étudie les
surfaces hélicoidales sans points paraboliques E?, qui satisfont la condition

AII’T‘Z‘ = )\ﬂ“.

Bekkar et Senoussi [7] ont étudié les surfaces factorables dans l'espace de dimensions
3 Minkowski sous la condition
A?"Z' = )\1'7“,

ol A\; € R et dr; sont les coordonnées de la surface. Il y a eu classification de surfaces
factorables dans l'espace de dimensions 3 Lorentz-Minkowski Euclidien et pseudo-
Euclidien. Lopez et Moruz [18] ont étudie les surfaces de translation et les surfaces
d’homothétie avec constante minimale homothétique non dégénérées dans ’espace Eu-
clidien dans E?

Dans cet article, on classifie les surfaces de translation-factorable dans 1’espace
Euclidien de dimensions 3 E? et E? lorentzien sous la condition

ATi = /\1‘7”1‘, AN ER (001)

Description de la these

Cette these est composée de trois chapitres :

Le premier est réservé aux rappels, définitions des éléments mathématiques de bases
en géométrie Lorentzienne et contient les transformations linéaires de Lorentz dans
I'espace R3

Le deuxieme contient la notion de surface, premieres définitions et Géométrie in-
trinseque des surfaces

Le troisieme contient les résultats concernant, la classification des surfaces de translations-
factorables



Chapitre

Préliminaires

Ce chapitre a pour but de présenter les définitions et notions utilisées dans les cha-
pitres suivants.

1.1 Algebre vectorielle dans ’espace de Lorentz-
Minkowski R?

On appelle espace pseudo-euclidien de dimension m, de signature (s,m-s), I’espace
vectoriel R™ muni de la métrique :

g=—dr?— ... —dz? +da + ... + dz?,,
ou (x1,Z2, ....., Ty,) sont les coordonnées rectangulaires de R™. On le note R7*, en par-

ticulier pour m > 2, RT" est appelé m-espace de Lorentz-Minkowski.
Ce qui nous intéresse en particulier, c¢’est I’espace de Lorentz-Minkowski de dimensions
3, qui est 'espace vectoriel R? muni de la métrique lorentzienne

g =ds* = —daz* + dy? + d2?,

ot (x,y,2) est le systéme de coordonnées rectangulaires de R3.
On associe a cette métrique, le produit scalaire de Lorentz de deux vecteurs
X = (X1, Xy, X3) et Y = (Y1, Y5,Y3) de R?, défini par

(X,Y) = =XqY1 + XoYs + X3Y5.

Un vecteur X de R} est dit de type temps si (X, X) > 0 ou X = 0, de type espace
si (X, X) <0, et de type lumieére ou il est dit nul si (X, X) =0 et X # 0.
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type espacesi <Xi;Xi>0ou X=0
f(x,y)=(x"2)+(y"2)

column

espace.pdf espace.pdf

F1GURE 1.1 — Une surface de type espace
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La norme du vecteur X est définie par

X1 = V(X X).

Il existe une orientation naturelle de R?, définie comme suit : une base ordonnée

B = {X,Y,Z} dans R® est positivement orientée si det[X,Y,Z] > 0 ou det[X,Y, Z]
désigne le déterminant de la matrice, dont les vecteurs colonnes sont respectivement
X, Y et Z. Cela nous permet de définir le produit vectoriel de Lorentz de deux vecteurs
X et Y. On le note X x Y, c’est I'unique vecteur dans R? tel que

(X xY,Z) =det[X,Y, Z] Pour tout Z € R3.
Pour X = (X1, Xo, X3) et Y = (Y1, Y5, Y3) dans R? on a :
X XY = (X3, — XoV3, X3Y1 — X Y5, XY, — XoY)).

Comme dans le cas euclidien, on retrouve les propriétés suivantes :
Propriété : Soient A,B,C,X,Y et Z des vecteurs de R?, on a :

XxY=-YxX.
XxY+2)=(XxY)+ (X x Z).
(X X Y,X) = (X x V,Y) =0.

det[X,Y, Z) = (X x Y, Z) = (X,Y x Z).
(X XY) x Z = —(X,2)Y + (Y, Z)X.
Identité de Lagrange dans R?

A S

X) (B, X)
Y) (BY

(Ax B, X XY)=— (4, >

A
(4,

?

(A, X) (B, X) (C,X)
7. det[A, B,C|det[X,Y, Z] = — | (A,Y) (B,Y) (C.Y)
(A, Z) (B,Z) (C,Z)
8. X xY =0 si et seulement si X et Y sont linéairement dépendant.

1.2 Surface dans I’espace de Lorentz-Minkowski R

Soit Q un ouvert de R2.r

Définition 1.1. Une surface M paramétrée dans R? est une application de classe
C! de Q dans R}, r : Q — R3. Si les composantes de la fonction vectorielle X sont
r = (r,79,73), On écrit :

r(u,v) = (ri(u,v), ra(u,v), r3(u, v)) pour tout (u,v) € Q.

7
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Définition 1.2. Soit M une surface de 'espace euclidien R? ( respectivement de 1’es-
pace de Lorentz-Minkowski R?). On définit des fonctions E, F et G :Q — R par

E=<ryry,> F=<r,r,> e G=<r,r, >,
our, (resp r,) désigne la dérivée partielle de r par rapport a u (resp a v).

{ru, 70} uw) est une base de I'espace tangent T,M avec p = r(u,v).
Les fonctions E, F et G sont appelées coefficients de la premiere forme fondamentale
associée a la surface r(u,v).
Notons N le vecteur unitaire normal a cette surface donné par
Tu X Ty

N=——
||Tuxrv||

On obtient alors de nouvelles fonctions L, M et N :€2 — R définies par
L= _<Nuy7ﬂu> = _<Naruu>a

M = _<NU7T’U> = _<N7Tuv> = _<Nvaru> = _<N’rvu>a
N = _<Nvarv> = _<N>rvv>'

De méme L, M et N sont appelées coefficients de la deuxieme forme (quadratique)
fondamentale associée a la surface r(u,v).

Définition 1.3. Soit W un champs de vecteurs dans R? et V,, un vecteur tangent au
point p (p = r(u,v)). Alors la dérivée covariante de W par rapport a V), est le vecteur
tangent :

dW (p +tV,)

en tout point p.
i o p p

Vi, W =

Proposition 1.1. Soit E,, E, et Es une base orthonormale de R3.
3

St W = Z w; E; est un champs de vecteur de R? et V,, un vecteur tangent en p, alors
i=1

vaW = Z V})[wz‘]Ei(p)~

Proposition 1.2. Soit W un champs de vecteurs défini dans une région contenant une
courbe réguliére . Ainsi t — W(a(t)) est un champs de vecteurs appelé la restriction
de W a la courbe a qu’on note Wy, en outre VoW = (W,)'(1).

Définition 1.4. Une surface de révolution est une surface globalement invariante par
toute rotation autour d’une droite fixe appelée axe de révolution.
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La rotation d’une courbe (appelée génératrice) autour d’une droite fixe engendre
une surface de révolution.
Les sections par des plans perpendiculaires a ’axe sont des cercles appelés paralleles
de la surface (une surface de révolution est ainsi une surface cerclée).

1.3 Les équations de Gauss et Weingarten dans R;

Nous utiliserons dans ce qui suit, la convention de sommation d’Einstein pour les
expressions avec des indices. (z') concerne un systeme de coordonnées et v; la dérivée

artielle 8_
P oxt’

Soit (M,g) une variété semi riemannienne de dimension m et (z',z?% ......... , ™) un
0

systeme de coordonnées, p € M. Alors {01],, O2lp, -----... Omlp} ol 0; = pyet

(1=1,....... ,m), forme une base de 'espace tangent T, M et {dz'|,, dz?|p, ......... oz™|,}

forme la base duale TyM. A savoir pour tout 7,5 € {1,........ ,m}, dz'|,(04],) = o

ol (5;- est le symbole de Kronecker. Le tenseur métrique g sur M est donné par

g = gijdz;dx;.
Les composantes g;; du tenseur métrique g sont des fonctions régulieres réelles qui sont
données par g;; = g(0;0;). Puisque g est non dégénéré, la métrique (g;;) est inversible,
on note son inverse par g¥.

On définit les coefficients Ffj de la connexion de Levi-Cevita V. par V0, = Ffj(()k,
pour i,j € {1,........ ,m}. En outre, chaque Ffj est donnée par

1
I‘Z — §gkl(gjl,i + ity — gij,l)'

On se contente de traiter les surfaces dans R3. Sur une surface M avec la paramétrisation

r:Q — R3 nous avons :
guor gwpor )\ (E F
ganor gmor )] \F G )’

par commodité, on posera g;; o1 = g;; & avoir :

gu g2\ _( £ F
921 go2 F G )’

idem pour ¢ or = g on aura

glor gor B gl g B 1 G _F
grtor g®2or )\ ¢® ¢? ) EG-F2\ -F E |-
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k

On fera la méme chose pour I'¥; o r = T'%.. etc

J iy

Proposition 1.3. Soit r : Q — R3, alors :

GE,—-2FF,+FE, _, 2FEF,—FEE,+FE,

1
Fll_

20EG —F?) M 2EG-F?)
 _GE,—FG, ., FEG,-FE,
2 9(EG - F2) " 2(EG - F?)
r _ 2GF, -GG+ FGy ., _ EG, —2FF, + FG,
22 —

20EG - F?2) ' *®  2(EG - F?)

Corollaire 1.1. Soit r: Q — R}, Pour touti=1,2, on a

Ui =Th+Th = (VIEG—F7]) .
Preuve : Par l'identité de Lagrange, on obtient
(Ty X Ty, Ty X 1y) = —(EG — F?).
Soit
Tu X Ty EG — F?

N: = —
|70 X 70| |EG — F?|’

ainsi

|EG — F?| = —(N,NY(EG — F?),
et

GE,—2FF, + EG,
2(EG — F?)
B 1 0 9
B 2(EG-F2)%(EG_F)
1 0 9
B 1 0 9
B 2\EG—F21%(’EG_F|)

= D (ViEG—)

F%l + F%l =

Idem pour

Il 412, = a%ln <\/\EG - F2y).

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Maintenant on pourra établir les équations de Gauss Weingarten dans R3.

Théoreme 1.1. (Equations de Gauss) Soit r: Q — R? et le vecteur normal
N = TuXTo

—, al
T x ol alors

Tww = L'y7u + T%70 + LN, N)N,
Tuww = Digry + T25r, + M(N,N)N,
Too = L3ory + 251, + N(N,N)N.

Preuve : Comme r est réguliere, il s’ensuit que r,, r, et N forment une base de
R3. Soient o, B; et v €R, i =1,2,3, tel que :

Tuy = QTy + Qory + 3N,
Tuww = Blru + 527”0 + 53N7
Tyy = Y1Tu + Yory + 13N

On note que a3 = L(N,N), fp3=M(N,N), ~3=N(N,N).
Pour déterminer les autres coefficients, on procédera comme suit :

(i E + aoF = (ryu,ru) = 3 Eu,
arF + oG = (ry,,m) = F, — LB,
BiE + BoF = (ruw, Tu) = %Em
BiLE + BoG = (ruw, 1) = %Gu,

’YIE + ’YQF = <Tvv’ru> =F, - %Guu

L 71F +’)/2G = <rvv77nv> = %Gv

Les deux premieres équations peuvent étre résolues pour a;, et am, on trouve a; = I't;
et ag = I'};. Pour les autres équations on procéde de la méme maniere et ceci achévera

la preuve du théoreme.

Théoréme 1.2. (Equations de Weingarten,)
Ty X Ty

, alors N, et N, s’expriment dans
|7 X 7|

Soit r: Q@ — R} et le vecteur normal N =

11
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la base {r,,r,} sous la forme

N o MF-LG  LF-MG
"TEG-F " EG-P "

N o NF-MG  MF-NG
CTTEGF v T TEG 2 v

Preuve : Comme (N,N,) = (N,N,) =0, N, et N, sont des vecteurs tangents.
Soient a, b, ¢, d € R tels que :

N, =ar,+br, et N, =cr,+dr,,

d'ott
—L=aFE+bF, —M =cE+dF,
—M =aF +bG, —N =cF+dG,

ce qui donne

L _MF-1G  _LF-MG
EG - F?’ EG—F)"
L _NF-MG _ MF-NG
EG - F?’ EG-F?"

Ceci termine la preuve.

Remarque 1.1. On peut écrire N, et N, sous une forme plus simple, a savoir ;

0 Ty

N L% t N Lk
“EEC_F? ¢ No=pa—
EG-F| -

0

= M
_ 2

EG - F N

Q=S
Q=S

L
M
1.4 Certains opérateurs différentiels

Soit (M,g) une variété semi riemannienne et F(M) est 'anneau des fonctions
régulieres réelles définies sur M. Il existe des généralisations naturelles des opérateurs
différentiels connus en calculs vectoriels sur R? comme le gradient, la divergence et le
Laplacien.

Définition 1.5. Le gradient d'une fonction f € F(M) est un champs de vecteurs
équivalent a la différentielle df, défini par :

g(grad f,X) =df(X) = X[,

12
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pour tout champs de vecteurs X sur M. En termes de coordonnées locales

ot 550020

En particulier, dans le cas semi euclidien, on a :

avec &;(0;,0;) pour tout i, qui se réduit & la formule usuelle dans R3.

Définition 1.6. La divergence d’un champs de vecteurs X sur M, notée div X, est

définie comme trace de V' — Vy X. Ainsi, pour des champs de vecteurs orthonormaux
Ei FEs,....... LB,

div | = ZQ(inXa E;)
j=1
et pour un systeme de coordonnées locales on a

m

MUfziéwﬂva) E:{ ﬁéwzﬂ}

et ainsi, pour des coordonnées naturelles sur R, on a

div f = Zaﬁif:

Proposition 1.4. Soit X un champs de vecteurs sur M et f une fonction de F(M).
Alors
div f =df(X)+ f div X.

Soit X un champs de vecteurs sur M. Pour un systeme de coordonnées locales sur
M on a,

div f = Ejgﬂxﬁda]X’

\/|d 1]

ou det I = det(g;;).

Définition 1.7. Soit f une fonction de F(M). On appelle Laplacien de f et on le note
Af, la divergence du gradient de f.

Af =div (grad f), Af € F(M) (x).

13
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Proposition 1.5. Soit f une fonction de F(M). Pour un systéme de coordonnées
locales sur M on a,

— i _ k ZJ
At %;9 {ayaw k;Fw&ﬁ}‘ ()
Les formules (*) et (**) nous donnent

|det[]gijﬁ).

A
/ oxk

1 [0
a \/\det[|izj<%<

Remarque 1.2. On peut écrire le Laplacien associé a la premiere forme fondamentale
sous la forme suivante,

VIEG - F? |\VIEG-F) \IEG-F7[)

le Laplacien associé a la seconde forme fondamentale sous la forme suivante

I

AI]F: 1 [(Nfu_va> _<Mfu_Lfv)}
VLN = M2 |\VLN — M2/, VLN = M2 )|’
et le Laplacien associé a la troisieme forme fondamentale sous la forme suivante
( (GM2—2FNM+EN?)f,—(EMN—FLN+GLM—FM?)f, )
AT p — VEG—F? VEG—F2(LN-M?)

u
LN—-M? [ (EMN—FLN+GLM—FM?)f,—(EM?-2FLM+GL?)f,
VEG—F2(LN—M?) .

1.5 Courbure moyenne et courbure de Gauss

Dans ce paragraphe on rappelle la notion de courbure de Gauss K¢ et la courbure
moyenne H.
La courbure moyenne est étroitement liée a la premiere variation d’aire. C’est la cour-
bure moyenne H qui mesure la variation de 'aire lors de petites perturbations de la
surface.
A la différence de H, la courbure de Gauss K ne dépend que de la métrique et non du
plongement de la surface M dans 'espace. Deux surfaces isométriques ont donc méme
courbure de Gauss; (Résultat di au théoreme egregium de Gauss). La courbure de
Gauss K¢ est invariable par déformation isométrique de la surface.
Par contre, deux surfaces localement isométriques peuvent avoir des courbures moyennes
H différentes comme par exemple une feuille de papier que 'on courbe.
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1.5.1 Courbure de Gauss

Puisque M est de dimension 2, la courbure de Gauss Kg de M n’est rien d’autre
que la courbure de la sectionnelle de M (il faut noter que R? I’espace ambiant est plat).

Proposition 1.6. Soit N le vecteur unitaire normale a la surface M. Alors pour tout

point p de M on a,

det I1
Ro =N G

ou I et II sont respectivement, la premiére et la deuxieme formes fondamentales de la
surface M.

1.5.2 Formules de Brioschi

Dans ce paragraphe, on établit la formule de Brioschi dans R? pour démontrer
que la courbure de Gauss Kg de M ne dépend que des coefficients de la premiere
forme fondamentale. Ceci nous permettra d’affirmer que : Deux surfaces localement
isométriques ont la méme courbure de Gauss Kg.

Lemme 1.1. :
1 <ruu7 T’UU> <ruu7 Tu) <TUU) r?)>

R [ S A O
1 (Tuvy Tuw)  (Tuvs Tu)  (Tuws To)
Rl AR S S
Preuve :
Ko = <N’N>(§§tlll

Tu X Ty Ty X Ty
Tuw, 7 ) { Tov, 77—
lru ol / N I Xl

(I < 7| [2)(EG — F2)

B (Tu X Ty Ty X Ty Ty <r Ty X T >2
(IIra X 1| PYEG = F2) \ ™7 [[ry x 1]

EG — F? det [ryy, T, o) det [Toy, 7, 70] — det [Fyy, 7, rv]g

= (ru X Ty, Ty X Ty, Tyy)

[ X | [* EG — F?
B —1(det [Tyu, Tu, o] det [roy, o, 7o) — det [Ty, Tu, rv]2)
B (EG — F2)2 '

15
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Comme
<Tuua rvv) <ruua ru> <Tuu> T’U)
det [Tuua Tu, Tv] det [Tmn Tu, Tv] = - <Tua rvv> <Tua ru) <7“u, rv>
(TosTo0)  (TosTu)  (TosTw)
et que

<T’LLU7 T’Llﬂ)> <T’UU7 Tu) <TU’U7 T’U>
det [Fyp, Ty To G- (TusTww)  (TusTw)  (TuyTu) |
(TosTww)  ATwsTw) Ty T0)
d’ou le résultat.
On notera dans ce qui suit que la formule Brioschi dans R? est identique & celle de
'espace euclidien R3.

Théoreme 1.3. Formule Brioschi : La courbure de Gauss Kg d’une surface est

donnée par :

%Ew + Fp — %Guu %Eu F, — %EU
1
Ko = m F, — %Gu FE F
%GU F G
0 lE, la,
1 Lp FE F
(EG — F?)? 27
%Gu F G
Preuve : D’une part on a :
(a7 = 3By (o) = Fu— 2By (rust) = Fo = 3G
T'U/U,)ru - 2 U T’LLU7T’U - u 2 (o8 /ru7/r.’UU - v 2 uy
1 1 1
<rv>rvv> = §Gv7 <Tuvaru> = §Ev7 <ruv7rv> - iGu

D’autre part, on a :
(T Tow) = (Tuvs Tuv) = (Tus Tow)u = (Tus Tovu) = (Tus Tuw)v + (Tus Tuvw)
Or Typu = Tuww, dONC
(Tuws Tow) = (Tuvy Tww) = Ty Tow)u = (Tus Tuw)v

= [<TU7TU>U - <ruv7 rv)u] - %(ruyrv>uv]7

16
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ainsi on obtient la formule de Brioschi.
Remarque : La formule de Brioschi dans 'espace de Lorentz-Minkowski est la méme
que celle donnée dans ’espace euclidien.

1.5.3 Courbure moyenne

Nous définissons le vecteur de courbure moyenne comme suit : Soient p € M et
e1, eo une base orthogonale sur M au point p. On pose

1
H, = S{{er,ex) I (er,e2) + (e2,e0) T1(e2,2)},

ou II est la seconde forme fondamentale sur M.
Soit H; : M — R une fonction réelle réguliere tels que

H = H)N.

Proposition 1.7. La fonction H; définie ci-dessus est donnée par

LG —-2FM+ NE LG—-2FM+ NE

Hi = (NI 2(EG—F?)  2|EG - F?|

Preuve : Etant donnée p € M, comme M est une surface réguliere, {r,,r,} forme
une base de T, M le plan tangent a M au point p. On va traiter trois cas.
Premier cas : r, est non nul, on utilise le procédé d’orthogonalité de Gram-Schmidt
et on obtient une base orthogonale {vy,v2} de T,M ; ot vy =1 €t Vo = 1, — %ru, on
en déduit une base orthonormée {e;, es} de 7T,M donnée par

Er, — Fr,
z .

Uy T Vg E
_ 0y — _
’ [[va]| EG - F?

Comme (N,N)H; = (H,N), alors

/_/h\

61,61 ]I 61,61) N> -+ <€2,€2> <II(€2,€2),N>}.

On peut facilement vérifier que

IL| LG —2FME + LF? LG —2FM + NE
+ = (N,N)
E E(EG — F?) E(EG — F?)

H = 1/2(N, N){

Deuxiéme cas : r, est non nul alors le deuxieme cas est similaire au premiér cas.
Troisiéme cas : r, et r, sont non nul. (r,,r,) # 0 donne r, + r, non nulle.
Appliquons le procédé de Gram-Schmidt a la base {r, + r,,7,} de T,M, on obtient
une base orthogonale {Vi,V,} de T,M avec V} = r, + 1, et Vo = 1/2(r, —r,). D’ou
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une nouvelle base orthonormée {e;, e2} de T,M donnée par

_Tu+rv Ty — Ty

— t e, = .

On en déduit que

1 L+2M+N L-2M+N] 1

2M
H = —-(N,N —(N,N) —

7

Dans tous les cas on a toujours

LG —2FM + NE
E(EG — F?)

H, = (N,N)
avec K =G = 0.
Conclusion : Dans les trois cas on a toujours

LG —2FM + NE
E(EG — F?)

H, = <N7 N>

Par ailleurs, d’apres I'identité de Lagrange dans R? on a

EG — F?
NN)y= ——.
(N, ) |[EG — F?|
On définit la courbure moyenne de M par H = —H; donc

by _ LG —2FM + NE
' 2lEG - F?

1.6 Transformations linéaires de Lorentz dans 1’es-
pace R}

Dans ce chapitre on va donner de la classification de tous les groupes Lorentziens
non triviaux a un parametre dans R3.
1) a) O1(n) est un groupe matriciel de GL,(R), qui est appelé groupe de Lorentz de
toutes les isométries linéaire dans l'espace de Lorentz-Minkowski R}
b) Les éléments de O;(n) sont appelés les rotations linéaires de Lorentz.
2) Pour tout A € Oy(n), det A = £1.
3) SO1(n) ={A € O1(n) : det A = +1}.
4) Lor(n) = {(a;j) € SO1(n) : a;; > 0}.
)

5) GL(N,R) groupe linéaire des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R.

18
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Introduction

Définition 1.8. Soit G un sous-groupe matriciel du groupe linéaire GL(N,R). Un
groupe a un parametre dans G est une application réguliere v : R — G satisfaisant

v(s+1t) =~(s) +7(t), pour tout s, t €R.

On notera v(0) = I,, ’élément neutre de G.

Définition 1.9. Une transformation linéaire L : R} — R? qui conserve la métrique
lorentzienne (.,.) = —dx?® + dy? + dz?, c’est a dire,

(LX,LY) = (X,Y) pour tout X,Y € R?,

est dite rotation linéaire de Lorentz (ou transformation linéaire de Lorentz). Son
déterminent est égal a +1 comme dans le cas euclidien. L’ensemble des rotations
linéaires de Lorentz, noté O;(3), est un groupe appelé groupe de Lorentz des isométries
linéaires dans R?. Comme

0.(3) = {A € GL(n,R) : (AX,AY) = (X,Y),¥ X, Y ¢ Ri}.

0.(3) = {A € GL(n, R) : A'QsA = Q3},

ou (Y3 est la matrice
-1

Q=1 0
0

o = O
— o O

L’ensemble SO;(3) est un sous groupe de O(3).

Définition 1.10. Une rotation linéaire de Lorentz dans R} autour d'un axe I est une
isométrie de R} qui laisse I invariant point par point.

On note Lors(+) la composante connexe de 'identité du groupe O;(3).

Lors(+) = {A = (a;j) € O1(3) : det A =+1 et a;; > 0}.

Soient v € R? un vecteur propre associé a la valeur propre A = 1 (chose qu’on peut
vérifier que toute isométrie L de SO;(3) possede une valeur propre A = 1)

et | = Vect({v}), le sous groupe vectoriel engendré par v. Il est clair que L est une
rotation linéaire de Lorentz autour de l’axe de rotation [ et que [ est invariant point
par point par l'isométrie L.

Selon les axes de rotation soit de type temps, de type espace ou de type lumiere, on
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montrera dans ce qui suit, qu'une rotation de Lorentz Lors(+) peut étre décrite par
I'une des matrices suivantes :

1 0 0 coshs sinhs 0 I+%5 -5 s
0 coss —sins |, sinhs coshs 0 |, % 1-— % s
0 sins coss 0 0 1 s —-s 1

On peut vérifier que les deux premieres matrices ont une valeur propre simple ou
triple égale a 1, alors que la troisieme a une valeur propre triple égale a 1. De plus,
cosh s 4+ sinh s et cosh s — sinh s sont des valeurs propres de la deuxieme matrice. En
général, ces trois matrices ne sont pas semblables.

Lemme 1.2. : (Fonctions angle) Soien f,g € F(M) des fonctions données. Sup-
posons que f* + g?> = 1 et qu’il existe un nombre réel ty tel que f(0) = costy et
g(0) =sinty. Sit: R — R est une fonction définie par

) = to + / “(Fd = of).

Soit v : R — Lor(3) un groupe a un paramétre des rotations Lorentziennes
et A€ M(F(M)) tels que pour tout u € R,

Y(u) = A(u) = (a1 (w)ag(u)az(w)by (u)ba(u)bs(u)er (u)ca(u)es(u)

€ Lor(3),det A(s) =1, A(s+1t) = A(s)A(v), A(I,) =0 Vu,t € R.

La matrice est déterminée par le type de I'axe de rotation comme suit :

1.7 Rotation linéaire de Lorentz autour d’un axe
de type temps

On suppose que 'axe de rotation est de type temps | = {(£,0,0) : t € R}. La
matrice A laisse fixe ey, c’est a dire, Ae; = e; et (Aey, Ae;) = (e1,¢e;) =0, Vj € {2,3};
on obtient alors,

1 0 0

0 by bs

OCQ C3

Notons que (Aeq, Ae;) = (e1,e;) = 5;, Vi, j € {2,3}, donc
b% + C% = 17 bg + Cg = ]., bgbg + coc3 = 07 b263 - Cgb3 = 1,

d’ou b2 = C3 et bg = —Ca.
Si le couple {by(0), c2(0)} est situé sur le cercle {(z,y) : x* +y? = 1},
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b2(0) = cosby,c2(0) = sinfy pour certain §, € R Il résulte du lemme qu'il existe
0 € F(R) tel que pour tout u € R,

1 0 0
0 cosf(u) —sinf(u)
0 sinf(u) cosf(u)

De la relation A(u +v) = A(u)A(v), Yu,v € R, on déduit qu’il existe une fonction
m: R xR — Z tels que,
O(u) 4+ 0(v) = 0(u + v) 4+ 2m(u, v)m, pour tout u,v € R.
6(0
De toute évidence, m est constante et m = # et ainsi f(u +v) = 0(u) + 0(v) — 0(0)

T
pour tout u,v € R. _ ~ ~

On définit 6 : R — R par 6(u) = 6(u) — 6(0) pour tout u € R.

f est une fonction régulicre additive ( 8(u + v) = 8(u) + 0(v), u,v € R), et d’apres
un résultat d’analyse que 0 est une fonction linéaire et alors il existe a € R tel que
f(u) = au pour tout u € R. Ainsi §(u) = au46(0) pour tout u € R. Comme 6(0) = 27m
alors,

1 0 0 1 0 0
0 cos(au+0(0)) —sin(au+60(0)) | = 0 cosau —sinau |, Yu € R.
0 sin(au+6(0)) cos(au + 6(0)) 0 sinau cosau

Nous pouvons changer la variable u de sorte que

1 0 0
A(u)=1 0 cosu —sinu |, Yu e R.
0 sinu cosu

Remarque Dans le raisonnement ci-dessus, on utilise le résultat suivant.

Proposition 1.8. Si f : R — R est une fonction additive et continue et f(1) = a
alors f(x) = ax pour tout x € R.

1.8 Rotation linéaire de Lorentz autour d’un axe
de type espace

On suppose que 'axe des rotations [ soit de type espace,
I ={(0,0,t) : t € R}. La matrice A laisse fixe e3, dans ce cas on a Aeg = e3 et

<A€3,A€j> = <€3,€j> = 0, VJ S {1,2}
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On a alors,
a; as 0
by by O
0 0 1

De plus (Aey, Aey) = —1 = —(Aeq, Aey) et (Aey, Aey) = 0. Donc
CL% — b% = ]_, bg — CL% = ]., bgbl + asaq = 0, et b2a1a2 - b1 = 1,

etalzb—ZetaQZbl.
On considere b; = sinh 6, d’ot

a? =1+ b? = cosh? 6,

et ainsi
a; = cosh 8 ou a; = —cosh 6.
Comme A(u+v) = A(u)A(v), Yu,v € R, a; doit étre égal a cosh 6, d’ou

coshf sinhf 0
A(u) = [ sinh6 coshf 0
0 0 1

Or si 0 est additive alors il existe a € R tel que 0(u) = au.
Sia # 0, de la on en déduit :

coshu sinhu 0
A(u) = | sinhuw coshu 0 |, VueR.
0 0 1

1.9 Rotation linéaire de Lorentz autour d’un axe
de type lumiere :

On suppose que P'axe des rotations [ soit de type lumiere, [ = {(¢,¢,0) : ¢t € R}.
Dans ce cas on a A(e; + e3) = €1 + e, il s’ensuit que

agzl—al, b2:1—b1, 6t62:1—01
On note que (Aey, Aey) = —a? + b+t = —1,

et (Aeg, Aeg) = —a3 + b3+ c3=—(1—a1)*+ (1 —b)*+
On a ensuite by = a; — 1, et by =2 — as.

6?2 62
0 —0 C3
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De plus des relations —a? + b3 + 3 = —1 et ((Ae; + €3 = e3), A(er + e3 = e3)) = 1.
De 1a on en déduit az = bz et ¢ =1 (c3 est un réel constant),

62 62
£ 1-2 ¢
6 -0 1
Comme dans le cas d’avant (type espace), il existe un nombre réel a tel que 6(u) = au
pour tout u € R. Si a # 0 alors

2 2

I+% =% u
%2 1—“—22 U , Vu € R.
U —u 1

1.10 Groupe de transformation de Lorentz dans I’es-
pace R}

Par une transformation de Lorentz dans R}, on a une isométrie dans RY. Comme
le cas euclidien, le groupe des transformations de Lorentz dans R} est le produit semi
direct du groupe des translations et du groupe de Lorentz O;(n).

La proposition suivante donne une classification de tous les groupes a un parametre
non triviaux des transformations de Lorentz dans I'espace de Lorentz-Minkowski R?.

Proposition 1.9. Les trois cas suivants couvrent tous les groupes a un parameétre non
triviauz des transformations de Lorentz dans l'espace de Lorentz-Minkowski R3.

T 1 0 0 T tx
y = 0 cosu —sinu y + O
sinu  cosu
coshu sinhu 0 0
Type espace —» = | sinhu cosh U O + 0 1.
() () ()
2 2 3
x +%5 % wu x T tu
Type lumiere — | y | = u2_2 1-2 y |+t %—u :
z u —u 1 z u?

oll ¢ est une constante non nulle et (z,y, z) € R3.
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Chapitre 2

Notion de surface, premieres
définitions et (Géométrie intrinséque
des surfaces

Introduction

Dans ce chapitre, on donnera

1. Notion de surface, premieres définitions

2. Géométrie intrinseque des surfaces

Définition 2.1. (Courbure) On appelle courbure d’une courbe en un point, la com-
posante scalaire de la projection de 'accélération sur la normale a la courbe.

Imaginons une route dont le tracé aurait la forme de la courbe ci dessus.
L’automobiliste roulant sur cette route doit fortement braqué (manceuvrer le volant)
aux points A, D, E et J, alors qu’il n’aura presque pas besoin de braquer aux points
B, C, F et H. On dit que la courbe possede une forte ” courbure ” en A, D, E et J et
une faible” courbure” en B, C, F et H.

24



CHAPITRE 2. NOTION DE SURFACE, PREMIERES DEFINITIONS
ET GEOMETRIE INTRINSEQUE DES SURFACES

= l T a Fdlte ,j_courbur TR o

EEE e NENG L

Définition 2.2. Un sous-ensemble S C R3 est une surface réguliere si pour tout p € S,

il existe un voisinage ouvert V' C R? de p et une application X définie dans un ouvert
U C R? & valeurs dans V N S vérifiant :

1. X :U — VNS est un homeomorphisme.

2. X est de classe C! de différentielle dX (u) : R* — R? injective en tout point
uel.

L’application X s’appelle une parametrisation (ou carte) locale de S.
Un atlas sur S est une famille de cartes locales (X;, U;) telle que U U, =85.

)
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Remarque

— Dans la définition précédente, la premiere condition peut étre affaiblie en sup-
posant seulement que X est injective. En effet, le théoreme d’inversion locale
permet d’établir que X! est continue sur V. N S.

— La deuxiéme condition implique en particulier que pour tout u = (uq,us) € U,

— aX et Xu2 — aX

les deux vecteurs dérivées partielles : X, = I = gy, sont linéairement
1 2

indépendants.
Exemples

1. La spheére S? est une surface réguliere de R®. On peut considérer les deux pa-
ramétrisations X; : R? — §?\ {N},
N = (1,0,0) et Xo:R? — S*\ {S}, S =(0,0,—1), définies par

2u —1+ |ul?
T4 [ul2’ 1+ |ul?

Xy (u) = (
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et

Xalu) = ( o 1- |u|2).

T4 |ul2 7 1+ |ul?
Remarque

2. Dans la définition précédente, la premiere condition peut étre affaiblie en sup-
posant seulement que X est injective. En effet, le théoreme d’inversion locale
permet d’établir que X ! est continue sur V N S.

3. La deuxiéme condition implique en particulier que pour tout u = (uy,us) € U,
les deux vecteurs dérivées partielles : X, = gTX et Xy, = gTX sont linéairement

1 2
indépendants.
Exemples

1. La sphere S? est une surface réguliere de R3. On peut considérer les deux pa-
ramétrisations X; : R? — §?\ {N},

FIGURE 2.1 — La sphere S?
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N = (1,0,0) et Xo:R? — S*\ {S}, S =(0,0,—1), définies par

2u —1 + |ul?
T4 |ul2” 1+ |ul?

Xy = ( o 1- |u|2).

L Jul® " 1+ [uf?

t
z:a/ V1 — k2sin® udu
0

Xy (u) = (

Parametrisation polaire :

p = akcost
Premiere forme quadratique fondamentale : (ds)* = (dp)* + p(df)?.

V1 —k?sin®t
Rayon de courbure méridien : R, = Y-
k k COtS t
rayon de courbure parallele : R, = aL,
V1 — k2sin?t
1 1
Courbure totale : K = = —,
RnRe — a?
b 1/ 1 N 1 ) 1+ k?cos 2t
courbure moyenne : y = - =—+ — ) = .
2\Rem  Rep 2k cost\/1 — k2sin?t

Vue du cas k = 1, qui donne la sphere
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Vueducask >1

-

VueducasO<k <1
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2. Le tore T? est une surface réguliere de R3. On peut le paramétrer par 'applica-
tion X considérée séparément sur |0, 27[x]0, 27[, définie par;

X(u) = ((R—H"cosul) oS Uy, (R+7r cos uy) sinu2,rsinu1), u = (u1,us), 0 <r <R.

Y

Te tore T2 avec R = 3 et r = 1

Une coupe du Tore T2

3. Pour toute fonction f de classe C* sur un ouvert U C R2,
lensemble S = { (z,y, f(z,y)) : (x,y) € U } est une surface réguliere de R3.
On dit que S est un graphe de R®. S est ainsi paramétrée par une seule carte
qui est :
X (ur, ug) = (w1, ua, f(ur, uz)).
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2

= 22 + y? n’est pas une surface réguliére 3 cause de la

¢
z= a/ V1 — k2sin® udu

0
p = akcost
Premiere forme quadratique fondamentale : (ds)? = (dp)? + p(df)?.
V11— k?sint

kcost
kcost

v1-— k;2sin2t’

4. Le cone d’équation z
singularité a l'origine.

Parametrisation polaire :

Rayon de courbure méridien : R.,, = a

rayon de courbure parallele : R, = a

1 1
Courbure totale : K = = —,
RnRe,  a?
1/ 1 1 1+ k%cos 2t
courbure moyenne : y = —( — + —) = )
Rep Rep 2k costy/1 — k2sin?t
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Coéne d’équation x?2 +y?2 —z2 =0

Bouteille de Klein

5. La bouteille de Klein n’est pas une surface réguliere de R? & cause de 1’auto-
intersection, il s’agit néanmoins d’une surface abstraite (variété riemannienne
de dimension 2).

1

6. Surface ressemblant a un hyperb0101de

= a/ V1 — k2 cosh?® udu, k quelconque

= aksinht
Premiere forme quadratique fondamentale (ds)* = (dp)* + p(df)?.
V1 — kZsinh*¢
Rayon de courbure méridien : R, = —a s ,

kcosht
kcosht

V1—k? sinth.

)

Paramétrisation polaire :

rayon de courbure parallele : R, = a

Courbure totale : K = =
mR a

1
courbure moyenne : y = 5(
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hyperboloide

Nous avons vu ci-dessus que tout graphe de R? est une surface réguliere. La proposition
suivante nous dit que l'inverse est localement vrai;

Proposition 2.1. Soit S une surface de R3. Alors pour tout p € S, il existe un
voisinage V C R3 de p tel que SNV soit un graphe (aprés avoir permuté les coordonnées
si nécessaire).

On s’intéresse maintenant a une autre famille de surfaces, les surfaces dite de niveau.

Définition 2.3. Soit f = Q — R de classe O, ot Q est un ouvert de R3. On dit qu'un
nombre réel a € R est une valeur réguliere de f si pour tout P € € avec f(P) = a,

ona Vf(P) #0.

Proposition 2.2. Soit f € CY(Q) et soit a € R une valeur réguliére de f. Alors
S, =f1{a}) ={x €Q : f(x) =a } est une surface réguliére de R®. L’équation
f(x) = a est dite forme implicite de la surface S,.

Exemples Les formes implicites des surfaces vues dans les exemples précédents :

— f(x,y,2) = 2% + y* + 22 pour la sphere.

— flx,y,2) = (2 + y* + 22 — R? —r?)? — 4R*(r?* — 2?) pour le tore.

— f(z,y) = z — F(x,y) pour une surface graphe.

2.0.1 Changement de parametrisation

Proposition 2.3. Soit S une surface réguliére et soient (X1,U;), (X2, Us) deux cartes
locales au voisinage d’un point P. Alors lapplication X, "o X, est un C'-difféomorphisme

de X;7H(V) dans X5 (V), ot V = X (Uy) N Xy (Us).
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L’application X, 'o X ci-dessus s’appelle application changement de paramétrisation
ou changement de coordonnées.

2.0.2 Plan tangent

Définition 2.4. Soit S une surface de R3? et soit p € S. On appelle plan tangent a
S au point p le plan de de R?® engendré par les deux vecteurs X,, (u) et X,,(u), ou
X : U — S est une parametrisation locale de S avec u € U tel que X (u) = p. Ce plan
est indépendant du choix de la parametrisation X, on le note 7,,S.

0

Les deux vecteurs X,,,, X,, sont souvent notés %, LIS
1 2

On a ainsi 7,5 = Vect (%1, %)

9] Y

2.0.3 Propriété fondamentale

Si~: [a,b] — S est une courbe de classe C*, alors 7/(t) € T, S pour tout ¢ € [a, b).
Inversement
pour tout vecteur V' € T,S, il existe une courbe 7 : [a,b] — S et tg € [a,b] telle que

V(to) =p et V =1'(t).

Définition 2.5. Soient S et Sy deux surfaces et soit f : 57 — S5. On dit que f est
de classe C* si pour toutes cartes locales X; : Uy — S; et Xy : Uy — Sy, I'application
Xy Lo foX,:U; — U, est de classe C*. On dit que f est un difféomorphisme de classe
C* si f est bijective et f=!: Sy — S| est de classe C*.
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9] Y

Définition 2.6. Soient S; et Sy deux surfaces et soit f : .S — 5.

On dit que f est de classe C* si pour toutes cartes locales X; : U; — S et X, :
Uy — Sy, application X, ' o fo X, : U — U, est de classe C*. On dit que f est un
difféomorphisme de classe C* si f est bijective et f~!: Sy — S; est de classe C*.

Soient S; et Sy deux surfaces et soit f :S; — Sy de classe O,
Pour chaque p € Sy, on définit une application df, : T,,S1 — T, Sz, dite différentielle
de f au point p, comme suit :
Pour tout V € 7,54, soit 7 = [—¢,e] — S; telle que v(0) = p et 4/ (0) = V. Alors
n = f o~ est une courbe sur Sy vérifiant 7(0) = f(p). On définit alors
Nous avons alors la proposition suivante.

Proposition 2.4. Dans la définition précédente, df,(V) ne dépend pas du choiz de la
courbe y vérifiant v(0) = p et v'(0) = V.
De plus, lapplication df, = T,51 — TSz est lincaire.

Remarque : Si X : U — S est une carte locale au voisinage de p € 57, alors on a

0
8Ui

Vi=1,2, df,(X,,) = (foX).

Définition 2.7. On dit qu'un vecteur N € R3\ {0} est normal & une surface S au
point p € Ssi N L T,S, ie

(N,V) =0 pour tout V € T,,S, ot (., .) désigne le produit scalaire usuel de R.

Si N est un vecteur normal unitaire a S au point p, i.e |[N| = 1, alors N est
déterminé d’une fagon unique au signe prés, i.e si N/ est un autre vecteur unitaire
normal & S au point p, on a N’ = £N.

On peut déterminer N en considérant une carte locale
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X : U — S au voisinage de p. Si on pose,

Xy (u) A Xy (1)

N = 1% ) A X (]

alors IV est vecteur unitaire normal a S au point X (u).

On a ainsi défini une application vecteur normal qui est continue sur un voisinage
de p (sur X(U) ).

Inconvénient de cette application : elle n’est pas définie globalement sur toute la
surface S.

Dans la suite, toutes les surfaces considérées seront supposées connexes. Un champ de
vecteurs normaux sur une surface S est une application continue N : S — R?\ {0}
telle que N(p) soit normal & S en p pour tout p € S.

2.0.4 Surface orientable

Définition 2.8. On dit qu'une surface S est orientable s’il existe un champ de vecteurs
normaux sur S. Dans ce cas, on appelle orientation de S tout champ de vecteurs
normaux unitaires sur S. Si N et N’ sont deux orientations de S, on a N’ = £N.

Sur une surface orientable, il n’existe que deux orientations.
Une orientation permet de définir deux faces d’une surface, intérieur et extérieur
d’une surface.
Nous avons vu que si F': R? — R est C*! et si a € R est une valeur réguliere de f, alors
S = F~({a}) est une surface réguliere. Il n’est pas difficile de voir que S est orientable
et qu'une orientation de S est donnée par
VF(x)

P R

En particulier, tout graphe z = f(z,y) est une surface orientable avec

1

W(—Vﬂm y),1),

N(z,y) =

comme orientation possible.

Il existe des surfaces de R? non orientables. La plus connue étant la fameuse bande

de Mobius dont une parametrisation est donnée par,

X(ui,up) = ((2—vsin%)sinu, (2 — vsin %) cosu,vcos%) 0 <u <27, -1 <v<1
Nous avons vu que toute surface de niveau est orientable. Le théoreme suivant nous

dit que l'inverse est vrai.

Théoréme 2.1. Soit S C R? une surface fermée orientable. Alors il existe une fonction
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F qui est C* sur un voisinage de S telle que 0 soit une valeur réguliére de F'. et
S =rt({o}).

Dans le théoreme précédent, on peut prendre, f(x) = (x — w(x), N(w(z))), ou m
est la projection sur S qui est définie sur un voisinage tubulaire de S.
Lorsque la surface est compacte, l'orientabilité est automatique.

Théoréme 2.2. Toute surface compacte S C R? est orientable.

En particulier, toute surface compacte de R? est une surface de niveau.

2.1 Premiere forme fondamentale

Dans cette section, nous allons étudier des propriétés géométriques liées a une sur-
face en tant qu’ensemble héritant de la structure euclidienne de R?® mais indépendamment,
du fait que S soit une partie de R3.

Définition 2.9. Soit S une surface de R3. Pour tout p € S, on définit une forme
quadratique I, : 7,5 — R par,

Ly(w) = (w,w) = |w|*,
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ou (.,.) est le produit scalaire de R?. Cette forme quadratique est appelée premiére
forme fondamentale de S.

La premiere forme fondamentale d'une surface S mesure la fagon dont le produit
scalaire de R? est transmis & S. Cela permet d’effectuer quelques mesures sur S
(calcul de longueurs, mesures d’angle, calcul d’aire) sans utiliser le fait que
S soit située dans R3.

2.1.1 Expression de la premiere forme fondamentale dans une
carte locale

Soit {X,, X,} une base de T,,S associée a une carte locale X. Pour tout vecteur
W el,S,onaW =aX, +bX,, a,b € R, et donc

I(w) = (aX, + bX,,aX, + bX,) = Ed® + 2Fab + Gb?,
oun B =(X,,X,), F=(X,X,), G=(X,,X,) sont les coeflicients de la premiere

forme fondamentale.
Exemples

1. Soit P un plan de R? passant par un point py = (zg, yo, 20) et dirigé par deux
vecteurs wy et wy qu’on suppose vérifiant |wq| = |ws| = 1, (w1, wy) = 0. Alors
X (u,v) = py + uwy + vwsy est une carte (globale) de P.
Onaalors E=1, F=0, G=1.

2. Sur la sphere S?, considérons la prametrisation
X(0,¢) = (sinf cos p, sin O sin ¢, cos 0) ,
(0, ) €]0,27[x]0,7[. On a
E=1 F=0, G=sin?6.
1. L’hélicoide H paramétrée par
X(u,v) = (veosu,vsinu,acosu),
a >0, (u,v) €)0,2r[xR. On a
EFE=ad*+vF=0G=1.

2. Soit S un graphe d’équation z = f(z,y), (z,y) € U C R% Alors en prenant la
parametrisation X (z,y) = (x,y, f(z,y)) on a

E=1+f, F=fof, G=1+f.
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2.1.2 Propriétés métriques

Soit S une surface et v : [a,b] — S une courbe réguliere. La longueur de v est
définie par

b
Liy) = / ().

La connaissance de la premiere forme fondamentale de S permet le calcul de |y/(t)]
sans faire référence & I'espace ambiant R? dans lequel est plongée S. En effet, si v est &
valeurs dans I'image d’une carte locale X, et si on note par (u(t),v(t)) les composantes
de X1 o, alors on a y(t) = X (u(t),v(t)). D’ou

()] = 1( (1) = VEW(£)? + Fu'(t)v'(t) + Gv'(t)?

L(v) = / VEU (t)2 + Fu/(t)v'(t) + Gv'(t)? dt.

Dans la suite de cette section toutes les courbes sont paramétrées par 1’abscisse curvi-
ligne.

Question : Etant donnés deux points A et B d’une surface S, existe t-il une courbe
~ minimisant la longueur ?

La question revient étudier la fonctionnelle longueur

L : (C*([a,b]); S) — R donnée par

Liy) = / ().

Théoréme 2.3. Soit S une surface fermée de R3. Alors pour tout A, B € S, il existe
une courbe v : [a,b] — S de classe C' minimisant la longueur entre A et B.

Autrement dit, pour toute courbe réguliére o : [a,b] — S telle que a(a) = A
et a(b) = B, on a L(y) < L(a).

Une courbe qui minimise la distance entre A et B est un point critique de la
fonctionnelle L, elle vérifie automatiquement 1’équation d’Euler-Lagrange associée a
L :

IL ("(t)) =0,

olt pour chaque p € S, II,, : R* — T,,S est la projection orthogonale sur 7},S.

Définition 2.10. Une géodésique sur une surface S est une courbe qui vérifie I’équation
d’Euler-Lagrange.

Remarque Le vecteur normal d’une géodésique (en tant que courbe dans R?) est
toujours perpendiculaire au plan tangent a la surface.
Exemples

1. Sur la sphere §?, les géodésiques sont les grands cercles (intersection d’un plan
passant par 'origine avec la sphere).
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2. Sur le cylindre d’équation 22 + y? = 1, les cercles paralleles au plan Oxy ainsi
que les droites paralleles a I’axe Oz sont des géodésiques.

3. Sur une surface de révolution obtenue par la courbe (f(t), g(¢)), tous les méridiens
sont des géodésiques. Une parallele (au plan Ozy) est une géodésique si et seule-
ment si elle est générée par un point critique de f.

Remarque : Toute courbe minimisant la longueur est une géodésique, mais 'inverse
est en général faux. On peut néanmoins démontrer que toute géodésique est localement
minimisant.

Soit S une surface et soit R C S une région incluse dans 'image d’une carte locale
X:U—S,ie RC X(U). Alors l'aire de R est définie par

A(R) = / | Xy A X|dudv.
X-H(R)

Cette définition ne dépend pas du choix de la carte locale X. On peut formuler A(R)
en fonction de la premiére forme fondamentale :

A(R) = / VEG — F? dudv.
X~1(R)

Que faire lorsque R n’est pas incluse dans I'image d’une carte locale ?
Supposons que R soit compacte. Alors il existe une partition de I'unité o1, ..., @, telle
que chaque ¢; est a support dans I'image d’une carte locale X; et

igpizl sur R.
1

ou R; est le support de ¢;.

2.2 Seconde forme fondamentale

Une surface orientée est une surface orientable sur laquelle on a choisi une orienta-
tion N : S — S2.

2.2.1 Application de Gauss

Définition 2.11. Soit S une surface orientée. L’application N : S — S? s’appelle
application de Gauss de S.

La différentielle de Papplication de Gauss dN,, : T,,S — Ty, S? peut étre considérée
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comme application liéaire de 7,,S dans lui méme car

(dN,(w), N(p)) = 0 pour tout w € T,,S.

Proposition 2.5. La différentielle de ['application de Gauss dN, : T,S — T,S est
symétrique (ou auto-adjointe ) i.e

(dN,(v),w) = (v, dN,(w)) pour tout v,w € T,S.

Le fait que dN,, soit symétrique nous permet de définir une forme quadratique sur
T,S par (dNy(w), w).

Définition 2.12. La seconde forme fondamentale de la surface S est la forme quadra-
tique définie sur 7,5 par
11, (w) = (AN, (w), w).

Définition 2.13. La courbure de Gauss de S est le déterminant de dV, et la courbure
moyenne de S est égale & —trace(dN,).

Ainsi si on note par ky = minj,—1 I1,(w) et ky = max|u= II,(w), K la courbure
de Gauss et H la courbure moyenne de S, on a

K= kiky | H:klgkz.

Les valeurs k; et ko s’appellent les courbures principales de S.

Définition 2.14. Un point p d’une surface S est dit :
— elliptique si K(p) >0

1
En ce point la fonction §(Ldu2 + 2Mdudv + Ndv?) définie par la figure garde

un signe constant dans un voisinage du point P et ’ensemble de ces points est
situé d'un coté du plan tangent au point P.

— hyperbolique si K(p) <0
En ce point il existe deux lignes qui divisent le plan tangent en quatre parties
distinctes. Sur chaque parties PQ) * N garde un signe constant

— parabolique si K(p) =0 et dN, # 0

— planaire si dN, = 0.

— ombilical si k;1(p) = ka(p).

Remarque : les courbures principales k;(p) et ko(p) sont les valeurs propres de
dN,.
Si p est un point elliptique, au voisinage de p toute la surface se trouve d’un seul coté
du plan tangent au point p. Pour un point hyperbolique, tout voisinage de p (dans S)
est séparée en deux parties disjointes par le plan tangent. Si X est une carte locale, on
pose

€= _<de(Xu)vXu>a f = _<de(Xu)7Xv>a g = _<de(Xv)va>'
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Un point est dit elliptique lorsque LN — M 2> 0

Cas hyperboligue (LN — M 2<0).

2.2 — elliptique

FIGURE 2.3 — hyperbolique
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Cas planaire (LN — M2=0etL2+M 24N 2=0).

planaire.pdf planaire.pdf
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Ainsi si w = aX, + bX,, on a II(w) = ea® + 2fab + gb*.
Proposition 2.6. On a

e= (N, Xu) , f=(N.Xu) g = (N, Xp).
et

eg — f? leG —2fF + Eg
K=9—1  pg__
EG —F?2’ 2 EG — F?

Exemples

1. La sphére S*(R) de rayon R > 0. On considere P'orientation N(p) = —%p.
Ainsi dN,(w) = Fw pour tout w € T,S?.
On calcule donc

1 1 1
K = dét(dN,) = —; et H = §trace(de) =

R R
2. La pseudo-sphere.
3. Le tore.

Définition 2.15. Soient S; et Sy deux surfaces. On dit qu'une application de classe
C', ¢ : 51 — Sy est une isométrie si pour tout p € S; et tout v, w € T,,S; on a

(dipp(v), dpp(w)) = (v, w).

Théoreme 2.4. Theorema Egregium Soient S; et Sy deux surfaces et p : S7 — Sa
une isométrie. Alors pour tout p € Sy, on a K(p(p)) = K(p).
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Chapitre 3

Les surfaces de Translation Factorables
(TF) dans l'espace euclidien et l'espace
Lorentzien-Minkowski
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Introduction

Ce chapitre traite des surfaces dites de ” Translation Factorables” (TF) dans I'espace

euclidien de dimensions 3 et I'espace Lorentzien-Minkowski avec la condition Ar; =
A;r; ou A indique 'opérateur Laplace. Notre résultat sera obtenu pour I’ensemble des
théoremes de classification et de donner une forme explicite de ces surfaces.

3.1 Préliminaires
Soit E3 I'espace Euclidien de dimensions 3, muni du produit intérieur
9(X,Y) = m1y1 + T2y2 + 3Y3,

pour X = (21, 2273), Y = (y1,Y2,¥3) € E’.
Soit E? I'espace de Minkowski de dimensions 3, avec le produit scalaire donné par

gr = —dx® + dy? + dz?,

ou (x,y, z) est un systeme standard de coordonnées rectangulaires.
Soit r : M? — E? est une immersion isométrique d’une surface dans I'espace Lorentzien-
Minkowski a de dimensions 3.
La surface M? est dite de type fini si chaque composante de son champ de vecteur de
position r peut étre écrite comme une somme finie de fonction propre de Laplace A de
M2, si

k

r:ro—eri.

=1

Définition 3.1. ([4],[15]) Une surface M est une surface de translation, si elle peut
étre paramétrée par

x(u,v) = (u,v, f(u) + g(v)). (3.1.1)
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Surface de 3

FIGURE 3.2 — Une surface factorable S C R3.
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Définition 3.2. ([7], [19]) Une surface M est une surface factorable si elle peut étre
paramétrée par

x(u,v) = (u,v, f(u)g(v)). (3.1.2)

- Surface8 -

FIGURE 3.3 — Une surface S C R2.

Surface 6

fOx,y)=cos(X+ty)+sin(x+y)

FIGURE 3.4 — Une surface de translation S C R3.
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Ensuite, nous définissons une surface sur tout E? en utilisant des définitions, on
appelle la surface de type TF comme suit.

Définition 3.3. Une surface M est une surface de type TF- si elle peut étre paramétrée
par

2(u,v) = (u, 0, A(f(u) + g(v)) + Bf (u)g(v)), (3.1.3)

ou A et B sont des nombres réels non-nul.

iy

Sur

ace de translation facto

FIGURE 3.6 — Une surface TF S C R3.
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FIGURE 3.7 — Une surface TF S C R3.
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Remarque 3.1. Dans [4], on a, si A # 0 et B = 0, alors la surface est une surface
de translation. Dans [18], on a, si A = 0 et B # 0, alors la surface est un surface
factorable.

Pour le vecteur X = (z, 79, 23) etY = (y1,¥s,y3) dans E3, le produit scalaire de
Lorentz et le produit croisé sont définis par :

gr = —T1Y1 + T2y + T3Y3.

La courbure de Gauss et la courbure moyenne sont

LN — M? EN+GL —-2FM
K¢ =gr.(N,N) ( ) H =

EG—F 2|EG — 7|

Soit x%, 27 est un systéme de coordonnées locales de M2,

Pour la matrice (g;;) (7,7 = 1,2) constituée des composants de la métrique induite
sur M?, on note par (¢*7) la matrice inverse du tableau (g; ;). Ensuite, l'opérateur de
Laplace A en M? est donné par

\/WZ ax1<\/_9”a g) (3.1.4)

Un vecteur V de E? est de type temps si gz (V, V) < 0, de type espace si gr(V,V) > 0
ou V =0 et de type lumiere ou nulle si gr,(V,V) = 0 et V # 0. Une surface dans E3
est de type espace, de type temps ou de type lumiere si le plan tangent en tout point
est de type espace, de type temps ou de type lumiere respectivement [20].

3.2 Les surfaces de Translation-factorable dans E?

Dans cette section, on considere la surface dans E3. On suppose que M? est équivalent

r(u,v) = (u,v, f(w)g(v) + f(u) + g(v)). (3.2.1)

Les coefficients de la premiere forme fondamentale sont

=(flg+fV’+1 F=(fg+/)fd+d), G=(fgd+g)’+1,

1
N = W<_f,g_ flv_fg,_g/71)7 (322)
les coeflicients de la seconde forme fondamentale sont
g+ 1" (f'g+ f)(fg +9) fg'+9"
L="2—"-" M= N="—"——2
w7 W ’ w7
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ou W =+/(flg+ )2+ (fg+9)+1

Le Laplacien A de M? est donné par

1 0? 0? 0?
A= —|E—+G —2F
W2 ( ov? * ou? 8u6v)
(3.2.3)
2 (g4 2t (1 + )
w g ou T7979 )
Au = Mu; Av = Agv; (3.2.4)
A(f(u)g(v) + f(u) + g(v)) = As(f(u)g(v) + f(u) + g(v)).
En utilisant (0.0.1) et (3.2.2) on a
2(f'g+ fYH = WAu. (3.2.5)
2(fg' + ¢ )YH = Whgv. (3.2.6)
2H = -WXs(fg+ f+9). (3.2.7)
Ensuite, on explore la classification des surfaces de Translation-Factorable M? satisfai-
sant (0.0.1).
Premier cas : Soit A5 # 0.
1. si fg+ f+¢g=0,alors H=0.
2.6 fg+ f+9g#0,ona:
(k1) si Ay = 0 et Ay # 0, les equations (3.2.5) et (3.2.6) impliquent que
1 7
fluy=a€eR—-{-1}, ¢ #0 et H:%
Le systeme d’équations (3.2.5), (3.2.6)et (3.2.7) devient,
(14 a)*qd'q" = Mv((a+1)%¢? +1)% (3.2.8)
(1+a)g" = =Xs(ag+a+g)((a+1)°g” +1)% (3.2.9)

L’équation (3.2.9) est équivalente a

1 (—aj: =02 + a?)3
A3

) , (—1 < —)\Q'U2 —|—CL2>\3 < 0)
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D’ott la surface M? peut étre exprimée par

_A 2 2)\
r (u,v,i %) L (=1 < —Aaw? 1 a?hg < 0).
3

(ko) si A2 = 0 et Ay # 0. Les équations (3.2.5) et (3.2.6) impliquent que

fluy=ceR—-{-1}, ¢ #0 et H:(C;—MQ)JM.

Le systeme d’équations (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7), dans ce cas prend la forme
(L4 )2 f " = dau((c+ 1) % +1)% (3.2.10)

(1+c)f" = =Xs(ef +c+ e+ 1) +1)% (3.2.11)
Equation (3.2.11) est équivalente &

1 —Xu? + a?\
flu) = <—a + \/M> ;o (=1 < =Xu?+a®X3 <0).

(a+1) A3

Par conséquent, la surface M? peut étre exprimé par

o2 4 a2
r (u,v,i\/M> , (=1 < —Xu? +a*X3 < 0).

A3

(k3) si A1 # 0 et Ay # 0. Les equations (3.2.5) et (3.2.6) impliquent que

ff#0 e ¢ #0.
On multiplie I’équation (3.2.5) par f¢’+ ¢’ et I'équation (3.2.5) par f'g+ f’, on obtient
1 1
(f+ )Alu = o+ )/\211 =e, ecR" (3.2.12)
I g
Les equations (3.2.5) et (3.2.7) impliquent que
Mu==X(fg+ f+9)(f'g+[) (3.2.13)

En Utilisant des équations (3.2.12) et (3.2.13), on déduit
—XN(fg+f+9)°=e (3.2.14)

Les fonctions f et g sont constantes, donc il n’y a pas de surfaces de Translation-
Factorable dans ce cas satisfaisant (0.0.1).
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(k) si Ay = 0 et Ay = 0 les équations (3.2.5) and (3.2.6) impliquent que :

/=0 e g4 =0

Donc A3 = 0. Par conséquent, il n’y a pas de surfaces de Translation-Factorable dans
ce cas satisfaisant (0.0.1).

Deuxiéme cas : Soit A\3 = 0. alors, I’équation (3.2.7) donne lieu & H = 0 ce qui signifie
que les surfaces sont minimales. On obtient aussi par les équations (3.2.5) et (3.2.6);
AM=X=0

Enfin.

Théoreme 3.1. Soit M? surface de Translation-Factorable (TF) donnée par (3.2.1)
dans E3. alors M? satisfait Ar; = Ny, (i=1;2;3) si et seulement si :

1. M? n’a pas de courbure moyenne.

2. M? est paramétrée par

.\ 2 2)\
(U,U, + %) 5 (—]. < _)\202 + CLQAg < 0)
3

3. M? est paramétrée par

o2 b a2
(u,v, :I:\/M> , (=1 < —Xu? +a*X\3 < 0).

A3

3.3 Les surfaces de Translation-Factorable dans E;

Dans cette section, on considéré des surfaces dans E? et on explore la classification
des Translations-Factorables satisfaisant (0.0.1). On distingue EG — F? > 0
ou EG — F? < 0.
On suppose que M? est donnée (3.2.1), les coefficients de la premiere et la seconde
formes fondamentale sont

E=(fg+f) -1 F=(fg+f)(fd+g) G=1+(fd+9* (331

ffa+ " g+ NHfd+9) _f9"+ 4"
oo M= W B T

La courbure moyenne H est

I —

H=1/2W*H,,

o4



—AnwT +aZAs 1= —Azyv2+aZiz; =0
{X:V;‘Vr( A= 22 7

column
row

Une surface réguliere S C R3.

00y, V(—A 2y"2+a"2a.3)/2.3)) ; —1E -4,y +a?i3 0

column
row

Une surface réguliere S C R3.
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ou
Ho=Q0+ g+ g+ )+ g+ ) =D(fg"+9")
=2(f+1)(g+1) /9"

3.3.1 Les surfaces de Translation-Factorable de type espace
dans E}

On explore les surfaces de Translation-Factorable de type espace dans E3.
Si on utilise (3.1.4), le Laplacien A de M? est donné par

1 02 02 0?
A= <Ea_ i QFauav)

0 0
- % ((fg’ + g’)% —(flg+ f’)g) :

(3.3.2)

on W =+EG— F2.

On suppose que
EG—F*=(f'g+ )= (fd+d)-1>0,

d’ott la métrique de M? est de type espace. Puis en utilisant (0.0.1), (3.3.1) et (3.3.2)
on aboutit a

W=(f'g+ f)H, = \u. (3.3.3)
W(fg + ¢ Hy = — M. (3.3.4)
WH, = \s(fg+ f +9). (3.3.5)

Premierement, on examine la classification des surfaces de Translation-Factorable de
type espace M? satisfaisant (0.0.1).

Premier cas : Soit A3 = 0, puis, I’équation (3.3.5) donne lieu & H; = 0 ce qui signifie
que les surface sont minimales. On obtient I’équations (3.3.3) et (3.3.4) Ay = Ay = 0.
Deuxieme cas : Soit \3 # 0, alors H; # 0 et par conséquent on a nécessairement par
I'équation (3.3.3) Ay # 0.

i) Si Ay =0on a (3.3.4) , alors g(v) =a,a € R—{-1}.

Dans ce cas, le systeme d’équations (3.3.3),(3.3.4) et (3.3.5) prend la forme

(a+1D2F f" = Mu((a+1)2f? —1)% (3.3.6)

(a+1)f" = Xs(af + f+a)((a+1)%f% 1) (3.3.7)
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En utilisant I’équation (3.3.7), on a

1 At + a?\
f(u) = m (—CL + 2/\—33> , tel que )\2%2 + a2)\3 < 1.

Alors la parametrisation des surfaces peut étre écrite sous la forme

A2 2\
) = (W . M) |
X

ii) If Ay # 0 on peut réécrire le systeme comme suit

Mo(fg+g+f) = —alfgd +9)
{ Mu(fg+g+f)=alf'g+ f). (3.3.8)

Les équations (3.3.2) et (3.3.3) (a # —1) impliquent que

Mu=X(fg+f+9)(f'g+f) (3.3.9)

De (3.3.8) et (3.3.9) on obtient

a=X(fg+ f+9)>

Par conséquent, les fonctions f et g sont constantes en supposant qu’il n’y a pas
de surfaces de Translation-Factorable dans ce cas satisfaisant (0.0.1). Ainsi, on peut
donner les résultats suivants.

Théoréme 3.2. Soit M? une Translation-Factorable (TF) de type espace donnée
(3.2.1) dans E3. Puis M? satisfaisant Ar; = \iry, (i=1;2;3) si et seulement si :

1. M? n’a pas de courbure moyenne.

2. M2 est paramétré ainsi

)\2U2 + (12)\3

r(u,v) = (u,v, + "

) , (0 < )\2U2 + CL2)\3 < 1)

3.3.2 Les surfaces de Translation-Factorable de type temps
dans E}

Dans cette section, on traite les surfaces de translation-factorable de type temps
dans E3.
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Si on utilise (3.1.4) , le Laplacien A de M? est donné par

1 0? 02 0?
A= <Ea_ i QFauav)

0 0
S (U arg - e 5.

(3.3.10)

ou W =+ F?— EG.

En admettant que EG — F? = (f'g+ f')*> — (fg' + ¢')> — 1 < 0, la métrique de M? est
de type temps.

Puis en utilisant (3.3.10) et (3.3.1) on a

Alu) = =W=*(f'g + f')H,
A(v) = W(fg +¢')H, (3.3.11)
A(fg+ f+g)=-W*H,.

Par conséquent
Ar=WHi(=f'g+ . fd + 4. -1). (3.3.12)

par (0.0.1) et (3.3.11) on obtient le systeme suivant d’équations différentielles

W(f'g+ fYH, = —\u. (3.3.13)
W(fg + ¢ )H, = M. (3.3.14)
WH, = \s(fg+ f +9). (3.3.15)

On explore la classification des surfaces de translation-Factorable de type temps M?
satisfaisant (1.1).

Premier cas : Soit A3 = 0, alors, I’équation (3.3.16) donne lieu & H; = 0, ce qui
signifie que les surfaces sont minimales. Nous avons aussi par les équations (3.3.14) et
(3.3.15) A\ = Ay = 0.

Deuxiéme cas : Soit A3 # 0.

1. si fg+ f+9g=0, puis H; =0.
2. 81 fg+ f+ g # 0, dans ce cas, nous avons :

a) si Ay =0 et Ay # 0 les équations (3.3.14) et (3.3.15) impliquent que :

ff'=0, ¢ #0, etg"#0,
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il s’ensuit que f(u) = a, a € R—{—1} et ¢’(v) est une fonction qui n’est pas constante.
le systeme (3.3.14), (3.3.15) et (3.3.16) est équivalent a

—(a+1)2¢g" = Mv((a+1)%¢% +1)% (3.3.16)

(a+1)g" = \s(ag + g +a)((a+1)2f% +1)% (3.3.17)
Les équation (3.3.17) impliquent

g(v) =

1 —a+ —)\27)2 + CLQ)\:),
(a + 1) )\3

) . tel que 0 < —Xv? 4 a®As < 1.

Ainsi, la parametrisation des surfaces peut étre écrite sous la forme :

w2 4 a2\
r(u,v) = (u,v, + %) tel que 0 < —Xv? 4+ a’X3 < 1
3

ii) si Ay = 0 et —Aov? + a*)3 # 0 puis

g =0, f#0,  fT#0.
Le systeme (3.3.14), (3.3.15) et (3.3.16) est réduit de maniere équivalente a

—(a+1)%¢g" = Mu((a+1)%¢g” + 1) (3.3.18)
—(a+1)f" = Xs(af + f+a)(1 — (a+1)*f?)? (3.3.19)
Par consequent
1 Aou? 4+ a2\
f(u) = ) <—a:|: %) , tel que 0 < Au? +a®X3 < 1,
3

alors la paramétrisation des surfaces peut étre écrite sous la forme

)\QUZ + az)\g

r(u,v) = (u,v, + 3 ) . tel que Au® 4 a’Xg < 1.
3

c)sidy=X=0.0ona:

i) si f/ = ¢ =0, implique que H; = 0. De (3.3.16), on obtient A3 = 0, ce qui est une
contradiction.

ii) si f'=0et ¢ # 0, puis (3.3.15) donne g = 0, ce qui est une contradiction.

iii) si f' # 0 et ¢’ =0, puis (3.3.14) donne g = 0, ce qui est une contradiction.
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3) si A1 # 0 et Ay # 0, puis
f'#0 ¢ #0,
On multiplie I'équation (3.3.14) par ¢'f + ¢’ et (3.3.15) par f'g + f’, on obtient

Mo(fg+g+f) =alfg +9)
{ Mulfg+g+ 1) =—alf'g+ f). (3:3.20)
Les equations (3.3.14) et (3.3.14) (a # —1) impliquent
Au=X(fg+f+9)(f'g+ ). (3.3.21)

De (3.3.20) et (3.3.21) on a

—a=N(fg+ f+9)°

la fonctions f et g sont des constantes et donc il n’y a pas de surfaces de Translation-
Factorable dans ce cas satisfaisant (0.0.1). Ainsi, nous pouvons donner le résultat sui-
vant.

Théoréme 3.3. Soit M? une surface de Translation-Factorable (TF) de type temps
donnée par (3.2.1) dans E3. Alors M? satisfait Ar; = Niry, (1=1;2;3) si et seulement
8% :

(1) M? n’a pas de courbure moyenne.

(2) M? est paramétré comme

02 - a2\
T(U,U) = (U,U, + %) y (O < —>\2U2 + a2)\3 < 1)
3
(3) M? est paramétré comme
Aou? + a?\
T(u,'l)) = (u,v, + %) ) (O < )\2U2 + a2)\3 < 1)
3
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