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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons essentiellement à l’estimation
non paramétrique, par la méthode locale linéaire, de la fonction de hasard
conditionnelle lorseque la variable explicative est de type fonctionnelle.

Dans un premier temps, nous considérons une suite d’observations
indépendantes et identiquement distribuées et nous construisons un estima-
teur, par la méthode locale linéaire, du point à haut risque qui est basée à
l’estimation de la fonction de hasard conditionnelle. Nous étudions ensuite,
la convergence presque-complète de cet estimateur en précisant sa vitesses
de convergence.

Dans un second temps, nous généralisons nos résultats au cadre spa-
tial. Dans ce contexte, nous construisons des estimateurs localement
linéaires pour la fonction de répartition conditionnelle, la densité condi-
tionnelle et la fonction de hasard conditionnelle, nous établissons, sous des
hypothèses générales ses vitesse de convergence presque complète.
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Summary

In this thesis, we are interested to estimation of the conditional hazard
function by the local linear method when the regressor is valued in an
infinite dimensional space.

First, we consider a sequence of independent and identically distribu-
ted observations. Then, we state the almost-complete convergence, with
rates, of this estimator.

Secondly, we generalize our results to the spatial framework. In fact,
we construct first local linear estimators of the conditional cumulative
distribution, the conditional density and the conditional hazard function
and we establish the almost complete convergence under some conditions of
spatial dependence.
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Chapitre 1

Introduction et Présentation

1.1 Modèles non paramétriques conditionnels
et variables fonctionnelles : Motivation et
contexte bibliographique

La statistique fonctionnelle est devenue ces dernières années un champ
d’étude important dans la recherche en statistique. Il s’agit d’un domaine
important de la Statistique moderne suscitant l’intérêt tant sur le plan théo-
rique que sur celui des applications. Grâce à la précision des appareils de me-
sures moderne et aux progrès de l’outil informatique au niveau des capacités
de stockage qui permettent de la récupération de données volumieuses. Ainsi,
les outils statistiques sont confrontés à des données nombreuses ou complexes
(courbes, images, surfaces,...) est qui prennent ces valeurs dans des espaces
de dimension infinie. Par ailleurs ce type de variables ainsi que leurs champs
d’application sont de plus en plus nombreux comme la chimie quantitative,
la météorologie, l’économétrie, la biométrie ou l’imagerie médicale. Cette
question de modélisation statistique des données fonctionnelles a été traités
depuis les années 60, et que les premiers travaux ont été réalisé par Obhukov
(1960), Holmstrom (1961) en climatologie, Buell (1971), Deville (1974) en
économétrie. En fait, ce domaine a été popularisé en particulier par Ramsay
et Silverman (1997) pour les aspects appliqués, puis par Bosq (2000) pour les
aspects théoriques, Ferraty et Vieu (2006) pour une étude non paramétrique
et Ferraty et Romain (2011) pour des développements récents. Récemment et
dans le même contexte, nous nous référons à Cardot et al. (2004), Manteiga
et Vieu (2007) ainsi que Ferraty (2010). Ce traitement non paramétrique des
données fonctionnelles qui souffre du fléau de la dimension et le choix de
points de discrétisation est beaucoup plus récent que l’analyse parametrique

11



12 Introduction et Présentation

qui nécessitant des hypothèses contraignantes. Pour pallier cet inconvénient,
la statistique fonctionnelle est axée sur l’utilisation de la structure topolo-
gique de l’espace fonctionnelle des données. Cette structure topologique nous
permet de trouver une solution amorce pour le problème du fléau de la di-
mension. Les premiers résultats sur le traitement non paramétrique ont été
obtenus par Gasser et al. (1998) (ont considéré des données médicales) puis
Hall et Heckman (2002) se sont intéressés à l’estimation non paramétrique
du mode de la distribution d’une variable fonctionnelle. Cadre (2001) est étu-
dié l’estimaton de la médiane de la distribution d’une variable aléatoire qui
prend ses valeurs dans un espace de Banach. Dabo-Niang (2002) a obtenu,
la convergence presque sûre et la normalité asymptotique d’un estimateur de
la densité d’une variable aléatoire dans un espace de dimension infinie, il a
donné aussi une application déterminant l’expression de la vitesse de conver-
gence dans le cas de l’estimation de la densité d’un processus de diffusion par
rapport à la mesure de Wiener. En utilisant la propriété de concentration de
la mesure de probabilité d’une variable explicative fonctionnelle, Dabo-Niang
et Rhomari (2004) ont étudié la convergence en norme Lp de l’estimateur à
noyau de la régression non paramétrique, Ferraty et al. (2004) ont étudié
la convergence presque complète pour le cas fortement mélangeant, Masry
(2005) a prouvé la normalité asymptotique dans le cas de données fonction-
nelles α-mélangeantes. Les premiers résultats sur l’application de la modéli-
sation statistique par des variables fonctionnelles sur des données réelles ont
été obtenus par plusieurs auteurs . A titre d’exemple, Ferraty et Vieu (2002,
2003) se sont intéressés à des données spectrométriques, Besse et al. (2000) à
des données météorologiques. D’autres résultats sur l’estimation non paramé-
trique des modèles conditionnels ont été déterminés par Ferraty et al. (2006)
Ils ont été construit un estimateur à noyau pour la fonction de répartition
conditionnelle, la densité conditionnelle et ses dérivées, le mode conditionnel
et les quantiles conditionnels en considérant des observations indépendantes
identiquement distribuées. Comme résultats asymptotique, ils ont précisé la
vitesse de convergence presque complète des estimateurs construits. Nous
renvoyons à Ferraty et Vieu (2006) pour un ample éventail d’applications
de ces modèles en statistique fonctionnelle. Dabo-Niang et Laksaci (2007)
ont inséré des résultats sur la convergence en norme Lp de l’estimateur à
noyau du mode conditionnel et les quantiles conditionnels dans le cas i.i.d.
Laksaci (2007) a obtenu la détermination des termes dominants de l’erreur
quadratique de l’estimateur à noyau de la densité conditionnelle. Ferraty et al
(2008) ont établi la convergence presque complète de l’estimateur à noyau de
la fonction du hasard conditionnelle. La normalité asymptotique des estima-
teurs du mode conditionnel et des quantiles conditionnels dans les cas (i.i.d.
et α-mélengeant) a été obtenu par Ezzahrioui et Ould-Saïd en (2008). Dabo-
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Niang et Laksaci (2011, 2012) ont traité la convergence en norme Lp pour
le mode conditionnel et les quantiles conditionnels. En considérant des ob-
servations α- mélangeantes, Quantela-del Rio (2008) a établi la convergence
presque complète et la normalité asymptotique de l’estimateur proposé par
Ferraty et al (2008) sur la fonction de hasard conditionnelle et il a appliqué
ces résultats asymptotique aux données sismiques. Un autre estimateur des
quantiles conditionnels a été proposé par Laksaci et al. (2009). Ils ont établi
la convergence presque complète et la normalité asymptotique de l’estima-
teur robuste appartenant à la classe des M -estimateurs dans le cas i.i.d. La
généralisation de ces résultats au cas fortement mélangeant a été étudié par
les mêmes auteurs. Récemment Ferraty et Laksaci et al. (2010) ont donné la
version uniforme de la vitesse de convergence ponctuelle étudié par Ferraty et
al. (2006). Ils ont formulé cette vitesse de convergence en fonction de l’entro-
pie de Kolmogrov et l’hypothèse de concentration de la variable explicative.
Plusieurs auteurs se sont intéressés à l’estimation de la fonction de régres-
sion en utilisant d’autres approches, telles que la méthode des k plus proches
voisins de Burba et al. (2008), les techniques robustes, voir Azzidine et al.
(2008), Crambes et al. (2008), et Attouche et al. (2009, 2010). Pour l’esti-
mation par la méthode des polynomes locaux, on peut citer Baillo et Grane
(2009) Barrientos-Marin et al. (2010), Berlinet et al. (2011) et Demongeot et
al. (2012). Dans la statistique fonctionnelle, la littérature sur le cas d’une va-
riable réponse fonctionnelle est très restreinte. On peut voir, dans ce contexte
l’article de Dabo-Niang et Rhomari (2009) pour la convergence en norme
Lp de l’estimateur à noyau de la régression comme élément banachique. La
convergence presque complète de cet estimateur est étudié par Ferraty et
al. (2011). Nous renvoyons à Van Keilegom en collaboration avec Ferraty et
Vieu (2012) pour la normalité asymptotique de cet estimateur dans le cas où
les deux variables (réponse, explicative) sont fonctionnelles. Tous ces travaux
ont été réalisés dans le cas où les observations sont indépendantes identique-
ment distribuées. Le cas dépendant a été récemment examiné par Ferraty et
al. (2012). Dans cet article, les auteurs ont prouvé la convergence presque
complète de l’estimateur à noyau de la régression pour des observations β-
mélangeantes. Comme la statistique fonctionnelle ait les mêmes buts que les
autres domaines de la statistique (statistique inférentielle, analyse de don-
nées, , . . . ), ces données prennent leurs valeurs dans des espaces de dimension
infinie (ou espaces de fonctions), et les méthodes usuelles de la statistique
multivariée sont ici mises en défaut. Par exemple, considérons que l’on a des
observations de n courbes en p points de discrétisation, ces courbes étant
utilisées comme prédicteur d’une autre variable. Si on rassemble ces données
notées cij (pour i varié de 1 à n et j de 1 à p) sous forme d’une matrice de
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taille n× p,

X =


c11 . . . c1p

. .

. .

. .
cn1 . . . cnp


la méthode des moindres carrés ordinaires, trés courante en statistique multi-
variée, peut donner des mauvais résultats dans cette situation, puisque cette
méthode conduit à l’inversion de la matrice XTX qui peut indiquer difficile
voire impossible pour deux raisons. La première est que p est généralement
très élevé (ou p > n, et ainsi une matrice XTX non inversible).
La seconde raison est d’avoir une colinéarité importante entre les p prédic-
teurs du fait qu’ils sont les points de mesure d’une même fonction. Pour
contourner ce problème, quelques solutions ont été proposées :

– La "régression ridge" (présentée au début par Hoerl et Kennard, 1980),
qui consiste à minimiser la somme des carrés des termes erreurs aux-
quels on a ajouté une pénalité. Cela amène à inverser la matrice
(XT + λIp) (avec λ réel strictement positif et Ip matrice identité de
taille p) au lieu de XTX,

– la régression sur composantes principales ou PCR (Principal Compo-
nents Regression), qui consiste à diminuer la dimension p en utilisant
les k premières composantes principales issues de l’analyse en compo-
santes principales du tableau X (avec k entier non nul "convenable-
ment" choisi),

– la régression PLS "partial least squares" (voir Helland, 1990), qui est
une méthode algorithmique permet de relier un ensemble de variables
dépendantes Y à un ensemble de variables indépendantes X lorsque le
nombre de variables est élevé.

Ces différentes méthodes sont détaillées dans un article de Frank et Friedman
(1993). Il a été souligné par Hastie et Mallows (1993) dans un débat relatif à
cet article, l’accés qui consiste à déterminer une courbe seulement à travers
un vecteur de points de mesure est réductrice, ne serait-ce que par le fait
que les points de mesure demeurent les mêmes pour chaque courbe observée,
ce qui toujours le cas en pratique. Cette approche amène au problème que
l’on perd la forme de courbe si on utilise seulement les mesures de la courbe
en certains points. C’est pour cela qu’il paraît mieux de traiter les données
en se basant de leur nature fonctionnelle.
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Rao (1958) et Tucker (1958) se basent sur l’analyse en composantes prin-
cipales et l’analyse factorielle pour des données fonctionnelles. En suite, Ram-
say (1982) donne la notion de données fonctionnelles et pose la question de
l’adaptation des méthodes de la statistique multivariée à ce domaine fonc-
tionnel. Actuellement, les travaux d’exploration de la statistique fonction-
nelle aboutissent à des ouvrages faisant référence en la matière, comme par
exemple les monographies de Ramsay et Silverman (2002 et 2005).

1.1.1 Variables et données fonctionnelles

L’axe principal de la statistique fonctionnelle est celui des données fonc-
tionnelles qui sont des courbes construites par des mesures de phénomènes
naturelles continues, ce sont des fonctions ou des vecteurs de points de me-
sure, de telles données apparisent dans nombreux domaines (médecine, éco-
nomie, biostatistique,...).

Definition 1.1 (Ferraty et Vieu (2006)) : Une variable aléatoire est
dite fonctionnelle si ses valeurs sont dans un espace de dimension infinie.
Une observation d’une variable fonctionnelle est appelée donnée fonction-
nelle.

X = {Xt,t∈T , Xt : Ω→ R}.

– T ⊆ R : courbe.
– T ⊆ R2 : image.

Tout modèle prenant en compte au moins une variable aléatoire fonctionnelle
(v.a.f ), est appelé modèle fonctionnel.

En pratique, une donnée fonctionnelle est observée dans un nombre fini d’ins-
tants :
0 = t0 < t1 < ... < tk = T :
{(t0, Xt0), (t1, Xt1), ..., (tk, Xtk)}(Figure1.1).
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Figure 1.1-Les données fonctionnelles

Definition 1.2 Un modèle fonctionnel est dit paramétrique si C est indexé
par un nombre fini de paramètres appartenant à F , où C n’est qu’un sous-
ensemble de FF ′F (FF ′F l’ensemble des fonctions definies sur l’espace fonctionnel
F et a valeurs dans l’espace F ′). Dans le cas contraire, un modèle fonctionnel
est dit non-paramétrique.

1.1.2 Domaines d’applications des données fonction-
nelles

On dèsire mentionner quelques domaines dans lesquels apparaissent les
données fonctionnelles, pour donner une idée du type de problèmes que la
statistique fonctionnelle permet de résoudre.

– En science de la nature, En premier lieu le travail précurseur de Rao
(1958) relatif à une étude de courbes de croissance. Plus récemment,
Ramsay et Silverman (2002), ont ’etudié les variations de l’angle du ge-
nou au cours de la marche. Concernant la biologie animale, des études
de la ponte de mouches méditerranéennes ont été effectuées par plu-
sieurs auteurs (Chiou, Müller, Wang et Carey, 2003, Chiou, Müller et
Wang, 2003, Cardot, 2006). Les données consistent en des courbes don-
nant pour chaque mouche la quantité d’oeufs pondus en fonction du
temps.

– La chimiométrie est utilisée parmi les méthodes dédiées aux analyses
statistiques fonctionnelles. Un ensemble des travaux consacrés à ce su-
jet, on peut mentionner Frank et Friedman (1993), ainsi que Hastie et
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Mallows (1993) qui ont commenté l’article de Frank et Friedman (1993)
en donnant un exemple de courbes mesurant la log-intensité d’un rayon
laser réfracté en fonction de l’angle de réfraction. Dernièrement, Ferraty
et Vieu (2002) se sont intéressés à l’étude de la contenance de graisse de
morceaux de viande (variable d’intérêt) étant données les courbes d’ab-
sorbsions de longueurs d’ondes infra-rouge de ces morceaux de viande
(variable explicative).

– L’environnement fait aussi partie des domaines d’étude propices à l’uti-
lisation de méthodes de la statistique fonctionnelle. On peut citer par
exemple Aneiros-Perez, Cardot, Estevez-Perez et Vieu (2004) qui ont
fait un travail sur un problème de prévision de pollution. Il s’agit d’étu-
dier des mesures de pics de pollution par l’ozone chaque jour (de l’année
2000 à 2004). étant données des courbes météorologiques de la veille.

– Des applications liées à la climatologie ont été étudiées par Besse, Car-
dot et Stephenson (2000)(courant chaud de l’océan Pacifique). Dans
cette étude, les données consistent en des mesures de la température
de ce courant en fonction du temps, en utilisant un modèle autorégressif
fonctionnel (voir à ce sujet Bosq, 2000).

– Dans le domaine de la linguistique, l’apport de la statistique fonc-
tionnelle a là aussi trouvé une application. On peut citer par exemple
Hastie, Buja et Tibshirani (1995), Berlinet, Biau et Rouvière (2005)
et aussi Ferraty et Vieu (2003). Dans ces travaux, les données sont
des courbes correspondant à des enregistrements de phonèmes pronon-
cés par différentes personnes. Le but est d’établir une classification à
chaque phonème de ces courbes (variable d’intérêt) en utilisant comme
variable explicative la courbe enregistrée.

– En graphologie, des travaux ont également réalisés, notamment concer-
nant l’écriture manuscrite. On peut citer sur ce problème Hastie, Buja
et Tibshirani (1995) et Ramsay (2000). Ce dernier modélise par exemple
la position du stylo (abscisses et ordonnées en fonction du temps) à
l’aide d’équations différentielles.

– Des applications liées à l’économie ont été étudiées par Kneip et Uti-
kal (2001), et dernièrement par Benko, Härdle et Kneip (2005), basés
notamment sur une analyse en composantes principales fonctionnelle.

1.1.3 Exemples d’applications des données fonction-
nelles

Deux exemples d’applications sont étudiés. Le premier (cf. Laksaci, Thèse
Doctorat (2005) ) s’est intéressé à l’étude d’un problème de contrôle de qualité
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sur de la viande hachée. La variable fonctionnelle est donnée par la courbe
d’absorbance de la lumière en fonction de la longueur d’onde. Les courbes
spectrométriquesXi correspondant à 215 morceaux de viande sont présentées
ci-dessous.

Figure 1.2-Données spectrométrique

L’objectif de ce travail est de prévoir le taux de matière grasse (Y ) dans un
morceau de viande sachant sa courbe spéctrométrique (X).

Le second exemple est tiré du domaine indistruel, (le centre de recherche
de Danone Vitapole, Paris) concerne la prédiction de la qualité des biscuits
à partir de la courbe de pétrissage associée à la farine dont le biscuit est
fabriqué. La courbe de pétrissage mesure durant 480 secondes la résistance
de la pâte pendant le processus de pétrissage (Figure1.3). L’objectif ici est
double : mesurer la capacité de prédiction des courbes de pétrissage pour la
qualité des biscuits et, deuxièmement, d’anticiper sur la qualité du biscuit le
plus tôt possible (avant 480s).



1.2 Estimation non-paramétrique de la fonction de hasard 19

Figure 1.3-Les données de pétrissage : la dureté des 115 farines observées
durant 480 secondes.

1.2 Estimation non-paramétrique de la fonc-
tion de hasard

Le taux de hasard est un outil utile dans l’analyse de survie, il reflète
la probabilité instantanée que la durée se terminera dans l’instant suivant.
L’estimation du taux de hasard, est une question importante en statistique,
selon la variété de ses possibilités d’application, ce sujet peut être inspecté
sous plusieurs angles selon la complexité du problème posé : présence
éventuelle de dépendance entre les variables observées (phénomène courant
dans les applications sismologiques par exemple), présence éventuelle de
censure dans l’échantillon observé (phénomène courant dans les applications
médicales par exemple). La littérature de l’estimation de fonction de hasard
conditionnelle en statistique fonctionnelle est très restreinte. Ferraty et al.
(2008) ont établi la convergence presque complète d’un estimateur à noyau
de ce modèle, lorsque les observations sont indépendantes et identiquement
distribuées, ils ont traité aussi le cas dépendant. Dans le même contexte,
Ezzahrioui (2007) a étudié la normalité asymptotique. En considérant
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des observations α-mélangeantes, Quantela-del Rio (2008) a étudié la
convergence presque complète, la convergence en moyenne quadratique et
la normalité asymptotique de l’estimateur proposé par Ferraty et al (2008).
L’auteur a appliqué ces résultats asymptotiques sur des données sismiques.
On pourra citer aussi le récent article de Laksaci et Mechab (2010) sur
l’estimation de la fonction de hasard conditionnelle pour des données
fonctionnelles spatialement dépendantes.

Dans cette thèse, nous étudions l’estimation locale linéaire de la fonction
de hasard d’une réponse réelle conditionnellement à une variable fonction-
nelle.

1.3 Estimation par polynômes locaux : histo-
rique et résultats

L’étude de l’estimation par polynômes locaux liés à la distribution
conditionnelle dans le cas multivarié a été largement utilisée en statistique
non paramétrique. Historiquement, les premiers résultats sur cette estima-
tion a été obtenus par Stone (1977,1980,1982). Il a traité l’estimation par
polynômes locaux de la régression. Lejeune (1985) et Müller (1987) ont
considèrè l’efficacité de l’estimation par la méthode des polynômes locaux.
L’optimisation de la vitesse de convergence de la méthode des polynômes
locaux dans le cas d’estimation robuste a été étudié par Tsybakov (1986).
Tibshirani et Hastie dans (1987) ont exploité le principe de l’approximation
localement polynômiale. La généralisation de ces résultats a été donnés
par Cleveland et Devlin (1988). Ioffe et Atkovnik (1989) ont obtenu la
convergence presque-sûre ponctuelle et uniforme de l’estimateur polynomial
local de la régression, et en (1990), ils ont déterminé les vitesses de leurs
estimateurs.
Récement, Fan (1992) a étudié l’estimateur local linéaire de la régression et
a établi la vitesse de convergence de l’erreur quadratique moyenne condi-
tionnelle et celle de l’erreur quadratique moyenne conditionnelle intégrée. En
1993, le même auteur a traité le problème du risque minimax. Fan et Gijbels
(1992) ont fait un travail sur le problème de choix du paramètre de lissage
dans l’estimation locale linéaire de la fonction de régression, et ils ont abordé
le même problème pour des degrés supérieurs, en estimant la régression et
ses dérivées par (Fan,J et Gijbels,I. 1995). Tandis que, Ruppert et Wand
(1994), ont établi la variance asymptotiques de l’estimateur par polynômes
locaux de la régression multivariée. Par ailleurs, Masry et Fan (1997) ont
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étudié le problème d’estimation de l’espérance conditionnelle et ses dérivées
via la méthode des polynômes locaux dans le cas de données dépendantes.
La généralisation de ces résultats au cas fortement mélangeant a été étudié
par les mêmes auteurs, et ils ont établi aussi la normalité asymptotique
des estimateurs des moments conditionnels, de densité conditionnelle ainsi
que de la fonction de répartition conditionnelle. Le développement de
ces résultats au cadre spatial a été opérée par Hallin et al. (2004). Nous
renvoyons à Fan et Gijbels (1996) pour une présentation générale de cette
méthode et de ses applications.

Dans le cadre fonctionnel, l’utilisation de la méthode d’estimation par
polynômes locaux est très restreinte. En effet, Hallin et Tran (2004), q’ils ont
établi la normalité asymptotique de l’estimateur de la régression ainsi que
sa dérivée d’ordre 1. Dans le même contexte Xu et Wang (2008) ont étudié
l’estimation locale linéaire de la régression spatiale en minimisant le cirière
de l’erreur absolue. Barrientos et al. (2010) ont utilisé une modélisation
locale linéaire fonctionnelle rapide pour étudier l’opérateur de régression.
Baíllo et Grané (2009) a établi la performance de la méthode locale linéaire,
en faisant une comparaison avec l’estimateur de Nadaraya-Watson dans le
cas fonctionnel. Une autre méthode d’estimation locale linéaire fonctionnelle
a été réalisée par Boj et al. (2010). On peut aussi citer le travail de
Berlinet et al. (2011) ce qui a donné une majoration de l’erreur quadra-
tique moyenne. Demongeot et al. (2010) ont obtenu, dans des conditions
standards, les convergences ponctuelle et uniforme presque-complètes ainsi
que les vitesses de convergence de l’estimateur local linéaire de la densité
conditionnelle ; puis, ils ont appliqué ces résultats pour donner les propriétés
asymptotiques de l’estimateur local linéaire du mode conditionnel. Dans
(Demongeot.J,Laksaci.A, Madani.F et Rachdi.M.2011), les mêmes auteurs
ont traité le cas de mélangeance forte des observations fonctionelles et ils
ont utilisé leurs résultats au problème de prédiction d’une série temporelle
par l’estimation du mode conditionnel. En 2014, ces auteurs ont réussi à
établir la vitesse de convergence asymptotiquement exacte de l’estimateur
de la densité conditionnelle, permettant d’exprimer l’erreur quadratique
moyenne. Chouaf et Laksaci (2011) ont établi la généralisation des résultats
de Barrientos et al. (2010) pour des données spatialement dépendantes.
Demongeot et al. (2012) ont établi l’estimation de la densité conditionnelle
par cette méthode. Ils ont étudié aussi dans cet article la convergence
presque complète de l’estimation du mode conditionnel dans le cas i.i.d.



22 Introduction et Présentation

1.4 Quelques résultats sur l’estimation local li-
néaire pour des modèles fonctionnels

Nous donnons ci-après un brève présentation des résultats obtenus pour
l’estimation local linéaire dans la thèse.

1.4.1 Notations et hypothèses

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dans F ×R, où F
est un espace semi-métrique. On note d la semi métrique sur F . Pour tout
x ∈ F on définit la fonction de hasard conditionnelle noté hx et donnée par :

hx(y) = lim
∆y→0

P (Y ≤ y + ∆y/Y > y,X)

∆y

qui s’écrit aussi naturellement :

hx(y) =
fx(y)

1− F x(y)
=
fx(y)

Sx(y)
, ∀y ∈ R, x ∈ F

dès que F x(y) < 1.
Où F x est la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = x,
définie par :

F x(y) = P (Y ≤ y/X = x), ∀y ∈ R.

On suppose que cette distribution conditionnelle de Y sachant X est
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et fx sa densité.
Sx est la fonction de survie conditionnelle définie par : Sx(y) = 1− F x(y).

Comme dans tout problème d’estimation nonparamétrique, la dimension
de l’espace F joue un rôle important dans les propriétés de concentration de
la variable X. Ainsi, lorsque cette dimension n’est pas nécessairement finie,
les fonctions de probabilité de petites boules définies par

Φx(h) = P (X ∈ B(x, h)) = P (X ∈ {x′ ∈ F , d(x, x′) < h}),

interviennent de manière directe dans le comportement asymptotique de tout
estimateur non-paramétrique fonctionnel (voir Ferraty and Vieu (2006)).
Dans ce qui suit, nous fixons x dans F , et nous désignons par Nx un voisi-
nage de x, SR un sous-ensemble compact de R, et par Φx(r1, r2) = P (r2 ≤
δ(X, x) ≤ r1).
Notons que notre modèle non-paramétrique sera plus général, dans le sens
où nous n’aurons besoin que des hypothèses suivantes :
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(H1) Pour tout r > 0,Φx(r) = Φx(−r, r) > 0.

(H2) La densité conditionnelle fx est telle que : ∃b1 > 0, b2 > 0,∀(y1, y2) ∈
S2
R et∀(x1, x2) ∈ Nx × Nx, |fx1(y1) − fx2(y2)| ≤ Cx(d(x1, x2)b1 + |y1 −
y2|b2), où Cx > 0 (dépend dex).
et
∀(y1, y2) ∈ S2

R,∀(x1, x2) ∈ Nx × Nx, |F x1(y1) − F x2(y2)| ≤
Cx(d(x1, x2)b1 + |y1 − y2|b2).

(H3) La fonction β(., .) est telle que :

∀x′ ∈ F , C1d(x, x′) ≤ |β(x, x′)| ≤ C2d(x, x′), oùC1 > 0, C2 > 0.

(H4) K est une fonction positive, différentiable et de support [−1, 1].
(H5) H est une fonction positive, bornée, Lipschitzienne, et telle que :∫

|t|b2H(t)dt <∞ et
∫
H2(t)dt <∞.

(H6) La largeur de fenêtre hK vérifie

∃n0 ∈ N,∀n > n0 : − 1

φx(hK)

∫ 1

−1

φx(zhK , hK)
d

dz
(z2K(z))dz > C3 > 0

et
hK

∫
B(x,hK)

β(u, x)dP (u) = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x)dP (u)

)
où B(x, r) = {x′ ∈ F/d(x′, x) ≤ r} désigne une boule fermée de centre
x et de rayon r, et dP (x) est la fonction cumulative.

(H7) La largeur de fenêtre hH satisfait :

lim
n→∞

nγhH =∞ pour tout γ > 0 et lim
n→∞

lnn

nhHΦx(hk)
= 0.

où H est un noyau, hK = hK,n (respectivement, hH = hH,n) est une
suite de nombres réels positifs tendant vers 0 quand n tend vers l’infini.

1.4.2 Estimation de la loi et de la densité conditionnelle

Soit(Xi, Yi)i=1,...,n des couples ayant la même loi que (X, Y ). On construit
un estimateur pour la densité conditionnelle (voir Demongeot. J, Laksaci. A,
Madani. F et Rachdi. M (2010)), en minimisant l’expression suivante :

min
(a,b)∈R2

n∑
i=1

(h−1
H H(h−1

H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x))2K(h−1
H δ(x,Xi))
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où β(., .) est une fonction réelle connue, définie sur F2 et telle que, ∀ξ ∈
F , β(ξ, ξ) = 0. De plus δ(., .) est une fonction réelle connue, définie sur F2,
telle que, d(., .) = |δ(., .)|.
Cet estimateur noté f̂x, défini par :

f̂x(y) =

∑n
i,j=1 Wij(x)H(h−1

H (y − Yi))
hH
∑n

i,j=1 Wij(x)

où Wij(x) = β(Xi, x)(β(Xi, x) − β(Xj, x))K(h−1
K δ(x,Xi))K(h−1

K δ(x,Xj)),
avec la convention 0/0 = 0.
Le théorème suivant donne la convergence (p.co.) presque complète de l’es-
timateur f̂x(y)

Theorem 1.3 Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H4)-(H8), nous avons

sup
y∈SR

|f̂x(y)− fx(y)| = o(hb1K + hb2H) + o

(√
lnn

nhHΦx(hK)

)
.p.co.

De cet estimateur on déduit un estimateur pour la fonction de répartition
conditionnelle, noté F̂ x, défini par :

F̂ x(y) =

n∑
i,j=1

Wij(x)H0(h−1
H (y − Yi))

n∑
i,j=1

Wij(x)

où H0 est la fonction primitive de H.
Le théorème ci-dessous donne la convergence (p.co.) presque complète de
l’estimateur F̂ x(y)

Theorem 1.4 Sous les hypothèses (H1)-(H8), nous avons :

sup
y∈SR

|F̂ x(y)− F x(y)| = o(hb1K + hb2H) + o

(√
lnn

nφx(hK)

)
.p.co.

1.4.3 Estimation de la fonction de hasard conditionnelle

L’estimateur local linéaire de la fonction de hasard conditionnelle hx peut
se construire de la manière suivante :

ĥx(y) =
f̂x(y)

1− F̂ x(y)
∀y ∈ R.

Le théorème suivant donne la convergence (p.co.) presque complète de l’es-
timateur ĥx(y)
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Theorem 1.5 Sous les hypothèses (H1)-(H8), nous avons :

sup
y∈SR

|ĥx(y)− hx(y)| = o(hb1K + hb2H) + o

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
.p.co.

La démonstration du résultats ci-dessus et les hypothèses imposées seront
donnés au chapitre 2.

1.5 Plan de la thèse

Notre principale étude est celle de l’estimation non paramétrique des
modèles conditionnels par la méthode locale linéaire, l’orsequ’on dispose
d’une variable réponse réelle conditionnée à une variable explicative fonc-
tionnelle dans le but par la suite est d’étudier les propriétés asymptotiques
de notre estimateur, les propriétés asymptotiques sont énoncées en termes
de convergence presque complète.

Nous avons préféré commencer par un chapitre introductif afin de présenter
des éléments sur les fondements de notre thématique qui est l’estimation
nonparamétrique des données fonctionnelles via la méthode locale linéaire.
Nous y offrons de nombreuses références bibliographiques sur le sujet.

Dans le deuxième chapitre, nous considérons l’estimation locale linéaire du
point à haut risque qui est basée sur l’estimation de la fonction de hasard
conditionnelle pour une variable de réponse réelle et une variable exogène
fonctionnelle. Ce travail à fait l’objet d’une publication acceptée dans le
journal International Journal of Statistics and Economics.

Le troisième chapitre consiste à étendre les résultats précédents au
cadre spatial lorsque le champ aléatoire prend ses valeurs dans un espace
abstrait de dimension infinie. On considère la variable aléatoire fonction-
nelle spatiale discrète {Xn} indexée par n ∈ NN , l’idée est de faire une
extension des résultats asymptotiques obtenus dans le deuxième chapitre
pour N = 1 au cas spatial lorsque N > 1. Cette généralisation permet de
traiter le problème de prévision dans les champs aléatoires. Pour ce faire,
nous construiserons des estimateurs locaux linéaires pour la fonction de
répartition conditionnelle, la densité conditionnelle et la fonction de hasard
conditionnelle. Nous établirons ensuite la convergence presque-complète de
ces estimateurs.
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Enfin, Nous consacrons le dernier chapitre aux prolongements possibles de
nos travaux et aux perspectives rattachées au contenu de ce domaine de
recherche.
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Abstract. In this work, we propose to estimate the point at high risk,
which are based on the estimation of the conditional hazard function, so
we introduce a new nonparametric estimation procedure of the conditional
hazard function of a scalar response variable given a random variable
taking values in a semi-metric space. Under some general conditions,
we establish both the pointwise and the almost-complete consistencies
with rates of this estimator. Moreover, we give some particular cases of our
results which can also be considered as novel in the finite-dimensional setting.
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Keywords : the point at high risk ; functional data ; local linear estimator ;
conditional hazard function ; nonparametric model ; small balls probability.

Résumé. Dans ce travail, nous proposons d’estimer le point à haut
risque, qui est basée sur l’estimation de la fonction de hasard conditionnelle,
nous introduisons donc une nouvelle procédure d’estimation non paramé-
trique de la fonction de hasard conditionnelle quand la variable réponse est
scalaire et la variable explicative est à valeurs dans un espace semi-métrique.
Sous certaines conditions, nous établissons la convergence presque-complète,
et nous donnons également les vitesses de convergence correspondantes.
De plus, nous donnons des cas particuliers de nos résultats qui peuvent
également être considérés comme nouveaux dans le cadre de la dimension
finie.

Mots-clés : le point à haut risque ; données fonctionnelles ; estimateur lo-
cal linéaire ; fonction de hasard conditionnelle ; modèle non paramétrique ;
probabilités des petites boules.
2000 Mathematics Subject Classification : 62G05 · 62G08 · 62G20 ·
62G35.

2.1 Introduction

The estimation of the hazard function plays a very important role in
statistics. Indeed, it is used in the risk analysis or the study of phenomena
of survival in many areas such (medicine, geophysics, reliability,...).

The literature on the estimation of the hazard function is very abundant.
Cite, for instance, [24], [23], [16], [5] and [19] for recent references. In all
these works the authors consider independent observations or dependent data
from real time series. The first results on the nonparametric estimation of
the conditional hazard function in functional data cases were obtained by
[10]. They obtained the almost complete convergence with rates of a kernel
estimator of hazard function when the predictor is functional. Asymptotic
normality of the latter estimator was obtained, in the case of α- mixing, by
[20]. The uniform almost complete convergence of the functional component
of this nonparametric model is given in [11].

This paper deals with local polynomial modeling of the maximum of the
conditional hazard function when the explanatory variable is of functional
type. This estimator is defined as the maximum of the ratio of local linear
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estimators for the conditional density and survivor function. It is well known
that local polynomial smoothing has various advantages over the kernel me-
thod, namely this method has superior bias properties to the previous one (cf.
[3],[6] for an extensive discussion on the comparison between these methods).

Notice that these questions in infinite-dimensional spaces are particularly
interesting, both for the fundamental problems they formulate and also for
many applications they may allow [1, 15]. Moreover, the kernel method is
known for being a particular case of the local polynomial method. Notice
that in nonparametric functional statistics, the first results about almost-
complete consistency were obtained in [8], for the kernel type estimator of the
conditional hazard function when the data are independent and identically
distributed.

In this work, we introduce a new nonparametric estimation of the condi-
tional hazard function for functional data. Our estimator is based on the local
linear approach. Notice that the local linear estimator of the conditional ha-
zard function has been studied, when the explicative variable lies in a finite
dimensional space. For a general treatment or study of the local polynomial
estimation, we refer to [?, 18] and the references therein.

Thus, in this paper, we are concerned in proving, under some general
conditions, the almost-complete convergence with rates of the maximum risk
estimation conditional. More precisely, section 2, is dedicated to fix nota-
tions and the presentation of the model. We introduce the assumptions and
the main result, the almost complete convergence and the almost complete
convergence rate in Section 3, subsequently, in Section 5, we show the proofs
of our main result

2.2 The Model and its estimator

Let us introduce n pairs of random variables (Xi, Yi) for i = 1, ..., n which
we assume are drawn from the pair (X, Y ) which is valued in F × R, where
F is a semi-metric space equipped with a semi-metric d.
Furthermore, we assume that there exists a regular version of the conditional
probability of Y given X, which is absolutely continuous with respect to the
Lebesgue measure on R and admits a bounded probability density, denoted
by fx.
The functional parameter study in this article is the point at high risk θ(x)
in SR (fixed compact subset in R), defined by

hx(θ(x)) = max
y∈SR

hx(y). (2.1)
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Where hx, is defined by, for all y ∈ R such that F x(y) < 1,

hx(y) =
fx(y)

1− F x(y)

with F x is the conditional cumulative distribution function of Y givenX = x.
The local polynomial smoothing is based on the assumption that the functio-
nal parameter to be estimated is smooth enough to be locally well approxi-
mated by a polynomial. In functional statistics, there are several ways for
extending the local linear ideas [10, 9]. Thus, we adopt here the fast func-
tional local modeling, that is, we estimate the conditional density fx by the
statistic â, which is obtained by minimizing the following quantity :

min
(a,b)∈R2

n∑
i=1

(h−1
H H(h−1

H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x))2K(h−1
K δ(x,Xi))

where β(., .) is a known bi-functional operator from F2 into R such that ∀ξ ∈
F , β(ξ, ξ) = 0, with K and H are kernels and hK = hK,n (resp. hH = hH,n)
is chosen as a sequence of positive real numbers and δ(., .) is a bi-functional
operator from F2 into R such that |δ(., .)| = d(., .).

Clearly, by simple algebra, we get explicitly the following definition of f̂x
(see [4]) :

f̂x(y) =

∑n
i,j=1Wij(x)H(h−1

H (y − Yi))
hH
∑n

i,j=1Wij(x)
.

Where Wij = β(Xi, x)(β(Xi, x) − β(Xj, x))K(h−1
K δ(x,Xi))K(h−1

K δ(x,Xj)),
with the convention 0/0 = 0.
Obviously, if b = 0 then we obtain the Nadaraya-Watson estimator studied,
in the functional case, in [8, 9, 21] and the references therein.

From f̂x, we can fined the estimator of conditional cumulative distribution
function, denoted by F̂ x, is defined by :

F̂ x(y) =

∑n
i,j=1Wij(x)H0(h−1

H (y − Yi))∑n
i,j=1 Wij(x)

where H0 is the primitive of H.
The natural estimator of θ(x) , denoted θ̂(x), is such that

ĥx(θ̂(x)) = max
y∈SR

ĥx(y). (2.2)

where

ĥx(y) =
f̂x(y)

1− F̂ x(y)
∀y ∈ R
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In general, this estimator is not unique. So, θ̂(x) mean any random va-
riable checking (2.2).
To study the almost-complete convergence of the estimator θ̂(x), we keep the
assumptions of the follow section and assume that the function hx is of class
C2 for y and such that

hx′(θ(x)) = 0 and hx′′(θ(x)) > 0. (2.3)

The aim of this article is to study the almost-complete convergence of the
estimator θ̂(x) to θ(x).

2.3 Pointwise almost-complete convergence
In what follows, x denotes a fixed point in F , Nx denotes a fixed neighbo-

rhood of x, SR will be a fixed compact subset in R, and φx(u1, u2) = P (u1 ≤
δ(X, x) ≤ u2).
Notice that our nonparametric model will be quite general in the sense that
we just need the following assumptions :
(H1) For any u > 0, φx(u) = φx(−u, u) > 0.

(H2) for all (x1, x2) ∈ Nx ×Nx,∃b1 > 0; b2 > 0, ∀(y1, y2) ∈ S2
R

|fx1(y1)− fx2(y2)| ≤ Cx(d
b1(x1, x2) + |y1 − y2|b2),

|F x1(y1)− F x2(y2)| ≤ Cx(d
b1(x1, x2) + |y1 − y2|b2).

Where Cx is a positive constant depending on x.
(H3) The function β(., .) is such that :

∃ 0 < C1 < C2,∀x′ ∈ F , C1d(x, x′) ≤ |β(x, x′)| ≤ C2d(x, x′).
(H4) The kernel K is a positive, differentiable function and supported within

(−1, 1).
(H5) The kernel H is a positive, bounded and Lipschitzian continuous func-

tion, satisfying that :∫
|t|b2H(t)dt <∞ and

∫
H2(t)dt <∞

(H6) The bandwidth hK satisfies :

∃n0 ∈ N,∀n > n0 : − 1

φx(hK)

∫ 1

−1

φx(zhK , hK)
d

dz
(z2K(z))dz > C3 > 0

and

hK

∫
B(x,hK)

β(u, x)dP (u) = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x)dP (u)

)
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where B(x, r) = {x′ ∈ F/d(x′, x) ≤ r} is a ball centered at x and
radius r, and dP (x) is the probability measure of X.

(H7) The bandwidth hH satisfies : limn→∞ n
νhH = ∞ for some ν > 0 and

lim
n→∞

lnn

nhHφx(hK)
= 0.

Observe that these conditions are very standard in this context. Conditions
(H1), (H3) and (H6) are the same as those used in [1]. On the other hand,
assumption (H2) is a regularity condition which characterizes the functional
space of our model and is needed to evaluate the bias term in the asymptotic
results of this paper. Then, hypotheses (H5) and (H7) are technical conditions
and are, also, similar to those considered in [8].

The following theorem gives the almost-complete convergence (a.co.) of
θ̂(x).

Theorem 2.1 Under assumptions (H1)-(H7) and (2.3), we have that :

θ̂(x)− θ(x) = o(h
b1/2
K + h

b2/2
H ) + o

((
lnn

nhHφx(hK)

) 1
2

)
.

Corollary 2.2 Under assumptions (H1)-(H7), we have that :

sup
y∈SR

|ĥx(y)− hx(y)| = o(hb1K + hb2H) + o

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
Proof of Theorem 2.1 . Under the assumption (2.3), the Taylor expansion
of the function hx near θ(x), especially for point θ̂(x), is

hx(θ̂(x)) = hx(θ(x)) + (θ̂(x)− θ(x))2h
x′′(θ∗)

2!
,

where θ∗ is between θ̂(x) and θ(x), it is therefore necessary in the compact
SR. Thus

|θ̂(x)− θ(x)|2 ≤ 2!

min
y∈SR

hx′′(y)
|hx(θ̂(x))− hx(θ(x))|

and using analytical arguments we show that

|hx(θ̂(x))− hx(θ(x))| ≤ 2 sup
y∈SR

|ĥx(y)− hx(y)|.

From where

|θ̂(x)− θ(x)|2 ≤ C

min
y∈SR

hx′′(y)
sup
y∈SR

|ĥx(y)− hx(y)|.
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Using the result of Corollary 2.2, we show that

|θ̂(x)− θ(x)|2 = o(hb1K + hb2H) + o

((
lnn

nhHφx(hK)

) 1
2

)
.

For the later we consider the decomposition :

ĥx(y)− hx(y) =
1

1− F̂ x(y)

[
f̂x(y)− fx(y)

]
+

hx(y)

1− F̂ x(y)

[
F̂ x(y)− F x(y)

]
.

The proof of Corollary 2.2 is a direct consequence of the following decompo-
sitions :

sup
y∈SR

|F̂ x(y)− F x(y)| = o(hb1K + hb2H) + o

(√
lnn

nφx(hK)

)
(a.co.) (2.4)

sup
y∈SR

|f̂x(y)− fx(y)| = o(hb1K + hb2H) + o

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
(a.co.) (2.5)

∃η > 0 such that
∞∑
i=1

P
{

inf
y∈SR
|1− F̂ x(y)| < η

}
<∞, (2.6)

where their demonstrations are based on the decompositions :
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for all y ∈ SR,

f̂x(y)− fx(y) =
1

f̂xD

{(
f̂xN(y)− E[f̂xN(y)]

)
−
(
fx(y)− E[f̂xN(y)]

)}
+

+
fx(y)

f̂xD
(1− f̂xD)

and

F̂ x(y)− F x(y) =
1

F̂ x
D

{(
F̂ x
N(y)− EF̂ x

N(y)
)
−
(
F x(y)− EF̂ x

N(y)
)}

+

+
F x(y)

F̂ x
D(y)

(1− F̂ x
D)

where

f̂xN(y) =
∑
i 6=j

Wij(x)H(h−1
H (y − Yi))/(n(n− 1)hHE[W12(x)]),

f̂xD = F̂ x
D =

1

n(n− 1)E(W12(x))

∑
i 6=j

Wij(x)

and
F̂ x
N(y) =

1

n(n− 1)E(W12(x))

∑
i 6=j

Wij(x)H0(h−1
H (y − Yi)).

Finally, the Corollary 2.2 is a direct consequence of the following Lemmas,
for which the proofs are given in the appendix.

Lemma 2.3 [1] Under assumptions(H1), (H3), (H4) and (H6), we have
that :

1− F̂ x
D = o

(√
lnn

nφx(hK)

)
(a.co.)

and
∞∑
i=1

P(F̂ x
D < δ) <∞.

Lemma 2.4 Under assumptions (H1), (H2) and (H4), we obtain :

sup
y∈SR

|F x(y)− EF̂ x
N(y)| = o(hb1K + hb2H) (a.co.)
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Lemma 2.5 Under assumptions of Corollary 2.2, we get :

sup
y∈SR

|F̂ x
N(y)− EF̂ x

N(y)| = o

(√
lnn

nφx(hK)

)
(a.co.)

Lemma 2.6 Under assumptions (H1),(H2) and (H4) we have that :

sup
y∈SR

|fx(y)− Ef̂xN(y)| = o(hb1K + hb2H) (a.co.)

Lemma 2.7 Under assumptions of Corollary 2.2, we obtain :

sup
y∈SR

|f̂xN(y)− Ef̂xN(y)| = o

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
(a.co.)

2.4 Appendix

In what follows, we will denote by C and C ′ some strictly positive generic
constants. Moreover, we put, for any x ∈ F , and for all i = 1, ..., n :

Ki = K(h−1δ(x,Xi)). βi(x) = β(Xi, x) and Hi(y) = H(h−1
H (y − Yi)).

Proof of Lemma 2.6 :
Since the pairs (Xi, Yi) are identically distributed, then from assumption

(H4), we obtain :

∀y ∈ SR,E[f̂xN(y)] = E
[
W12

[
E
[
h−1
H H1(y)/X

]]]
By the classical change of variables t = y−z

hH
, we obtain :

h−1
H E[H1(y)/X] =

∫
R
H(t)fX(y − hHt)dt;

therefore

|h−1
H E[H1(y)/X]− fx(y)| ≤

∫
R
H(t)|fX(y − hHt)− fx(y)|dt.

Thus, by the assumption (H2), we have :

∀y ∈ SR, 1B(x,hK)(X)|h−1
H E[H1(y)/X]− fx(y)| ≤

∫
R
H(t)(hb1K − |t|

b2hb2H)dt.
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Since H is a probability density function, then the claimed result in this
lemma is a direct consequence of (H5).
Proof of Lemma 2.7 :

The compactness property of SR allows us to write that there exists a
sequence of real numbers (tk)k=1,...,sn , such that :

SR ⊂
sn⋃
k=1

[tk − ιn, tk + ιn]

with ιn = n−3ν/2−1/2and sn ≤ n3ν/2+1/2 : sn = o(ι−1
n ).

Let ty = argmint∈{t1,...,tsn}|y − t| and consider the following decomposi-
tion :
sup
y∈SR

|f̂xN(y)− E[f̂xN(y)]| ≤ sup
y∈SR

|f̂xN(y)− f̂xN(ty)|︸ ︷︷ ︸
A1

+ sup
y∈SR

|f̂xN(ty)− E[f̂xN(ty)]|︸ ︷︷ ︸
A2

+ sup
y∈SR

|E[f̂xN(ty)]− E[f̂xN(y)]|︸ ︷︷ ︸
A3

.

First, for the terms A1 and A3, we use Lipschitz’s condition on the kernel H
to show that :

sup
y∈SR

|f̂xN(y)− f̂xN(ty)| ≤ sup
y∈SR

1

n(n− 1)hHE(W12(x))

∑
i 6=j

Wij(x)|Hi(y)−Hi(ty)|

≤ sup
y∈SR

C|y − ty|
hH

(
1

n(n− 1)hHE(W12(x))

∑
i 6=j

Wij(x)

)
≤ C ιn

h2H
f̂xD.

The almost-complete consistency of f̂xD (cf.Lemma 2), permit us to write
that :

sup
y∈SR

|f̂xN(y)− f̂xN(ty)| ≤ C
ιn
h2
H

.

Since ιn = n−3ν/2−1/2, then :

sup
y∈SR

|f̂xN(y)− f̂xN(ty)| = o

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
, a.co. (E1)

Indeed, the term A3 may be considered as a direct consequence of the follo-
wing known inequality : :

sup
y∈SR

|E[f̂xN(y)]−E[f̂xN(ty)] ≤ E
[

sup
y∈SR

|f̂xN(y)− f̂xN(ty)|
]
. (E2)
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Secondly, about the term A2, we can write for all η > 0 :

P

(
sup
y∈SR

|f̂xN(ty)− E[f̂xN(ty)]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

)

= P

(
max

ty∈{t1,...,tsn}
|f̂xN(ty)− E[f̂xN(ty)]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

)

≤ sn max
ty∈{t1,...,tsn}

P

(
|f̂xN(ty)− E[f̂xN(ty)]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

)
.

Then, all it remains to compute is the following quantity :

P

(
|f̂xN(ty)− E[f̂xN(ty)]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

)
, for all ty ∈ {t1, ..., tsn}.

This latter quantity’s value is given by a straightforward adaptation of the
proof of ([1], Lemma 2). To do that, we consider the following decomposition :

f̂xN(ty) =
n2h2

Kφ
2
x(hK)

n(n− 1)E(W12)︸ ︷︷ ︸
Q

[

(
1

n

n∑
j=1

Kj(x)Hj(ty)

hHφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S1

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)β2
i (x)

h2
Kφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S2

−

(
1

n

n∑
j=1

Kj(x)Hj(ty)βj(x)

hHhKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S3

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)βi(x)

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S4

]

It follows that :

f̂xN(ty)− E[f̂xN(ty)] = Q[(S1S2 − E[S1S2])− (S3S4 − E[S3S4])].

Moreover, observe that :

S1S2−E[S1S2] = (S1−E[S1])(S2−E[S2])+(S2−E[S2])E[S1]+(S1−E[S1])E[S2]+E[S1]E[S2]−E[S1S2].

And in the same way :

S3S4−E[S3S4] = (S3−E[S3])(S4−E[S4])+(S4−E[S4])E[S3]+(S3−E[S3])E[S4]+E[S3]E[S4]−E[S3S4].

So, the claimed result will be obtained as soon as the following assertions
have been checked :

∑
n

snP

{
|Si − E[Si]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

}
<∞, for i = 1, 2, 3, 4. (E3)
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Q = o(1) and E[Si] = o(1)for i = 1, 2, 3, 4, (E4)

and

E[S1]E[S2]−E[S1S2]+E[S3]E[S4]−E[S3S4] = o

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
a.co. (E5)

Proof of Equation (E3). For this aim, we use Bernstein’s exponential
inequality for which the main point is to evaluate asymptotically the mth-
order moment of :

Z l,k
i =

1

hlKh
k
Hφx(hK)

(Ki(x)Hk
i (ty)β

l
i(x)−E[Ki(x)Hk

i (ty)β
l
i(x)]) for l = 0, 1, 2 and k = 0, 1.

Notice that by Newton’s binomial expansion, we obtain :
E|(Ki(x)Hk

i (ty)β
l
i(x)− E[Ki(x)Hk

i (ty)β
l
i(x)])m|

= E

∣∣∣∣∣
m∑
d=0

Cd
m(Ki(x)Hk

i (ty)β
l
i(x))dE[Ki(x)Hk

i (ty)β
l
i(x)])m−d

∣∣∣∣∣
≤

m∑
d=0

Cd
m(E|Ki(x)Hk

i (ty)β
l
i(x)|d)|E[Ki(x)Hk

i (ty)β
l
i(x)]|m−d

≤
m∑
d=0

Cd
mE|Kδ

1(x)βdl1 (x)E[Hdk
1 (ty)|X1]||E[K1(x)βl1(x)E[Hk

1 (ty)|X1]]|m−d.

Where Ck
m = m!/(k!(m− k)!).

Using the same arguments as those invoked in the proof of lemma 2.6
and replacing H1 by Hd

1 , we show that, for all d ≤ m :

E
[
Hd

1 (ty)

X

]
= hH

∫
R
Hd

1 (t)fX(ty − hHt)dt.

So, conditions (H2) and (H5) allow us to write that :

E
[
Hd

1 (ty)

X

]
= o(hkH). for all d ≤ m and k = 0, 1.

Moreover, it is shown in [1] that :

hlmK φ
−m
x (hK)

m∑
d=0

Cd
mE|Kδ

1(x)βdl1 (x)||E[K1(x)βl1(x)]|m−d ≤ Cφx(hK)−m+1.

Therefore, for l = 0, 1, 2 and k = 0, 1. we obtain that :

E|Z l,k
i |m = o((hkHφx(hK))−m+1).
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Thus, to achieve this proof, it suffices to use the classical Bernstein’s inequa-
lity (cf.[12] ), first with an = (hHφx(hK))−1/2 to treat the terms S1 and S3,
and second with an = (φx(hK))−1/2, for the terms S2 et S4. In conclusion, we
obtain for all η > 0 :

P

{
|S1 − E[S1]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

}
≤ C ′n−Cη

2

P

{
|S3 − E[S3]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

}
≤ C ′n−Cη

2

and for i = 2, 4

P

{
|Si − E[Si]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

}
≤ P

{
|Si − E[Si]| > η

√
lnn

nφx(hK)

}
≤ C ′n−Cη

2

.

Therefore, an appropriate choice of η permits us to deduce that :

snP

{
|Si − E[Si]| > η

√
lnn

nhHφx(hK)

}
≤ C ′n−1−γ. for i = 1, 2, 3, 4.

Proofs of Equations (E4) and (E5). Notice that the first part of Equation
(E4) has been treated in [1]. We now proceed in proving the second part of
Equations (E4) and (E5). For this aim, since the pairs (Xi, Yi) for i = 1, ..., n
are identically distributed, we obtain that :

E[S1] =
E[K1(x)H1(ty)]

hHφx(hK)
. E[S2] =

E[K1(x)β2
1(x)]

h2
Kφx(hK)

.

E[S3] =
E[K1(x)H1(ty)β1(x)]

hKhHφx(hK)
. E[S4] =

E[K1(x)β1(x)]

hKφx(hK)
.

and

E[S1]E[S2] − E[S1S2] − E[S3]E[S4] + E[S3S4] =(
1− n(n− 1)

n2

)
h−2
K φx(hK)−2E[K1(x)β2

1(x)]E[K1(x)H1(ty)].

Thus, for both Equations (E4) and (E5), we have to evaluate :

E[Ki(x)Hk
i (ty)β

l
i(x)]. for l = 0, 1, 2, and k = 0, 1.
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As previously, we condition on X1 to show that, for all l = 0, 1, 2 and k = 0, 1,
we have :

E[Ki(x)Hk
i (ty)β

l
i(x)] = o(hkHE[Ki(x)βli(x)])

and by ([1].Lemma3), we obtain that :

E[Ki(x)Hk
i (ty)β

l
i(x)] = o(hkHh

l
Kφx(hK)). (E6)

On the other hand, equality (E6) leads directly to :

E[Si] = o(1), for i = 1, 2, 3, 4.

|E[S1]E[S2]− E[S1S2]− E[S3]E[S4] + E[S3S4]| = o(h−1
H ).

which implies that :

E[S1]E[S2]− E[S1S2]− E[S3]E[S4] + E[S3S4] =

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
.

Finally, lemma 2.7 is a direct consequence of assertions (E1)− (E5).

Proof of Lemma 2.4 : Since the pairs (Xi, Yi) for i = 1, ..., n are iden-
tically distributed, we obtain that :
∀y ∈ SR : F x(y)− E[F̂ x

N(y)] = E[W12(x)1B(x,hK)(X)[E[H0
1 (y)/X]− F x(y)]].

With integration by parts, we show that :

E[H0
1 (y)/X] =

∫
R
H0(h−1

H (y − z))fX(z)dz = h−1
H

∫
R
H(h−1

H (y − z))FX(z)dz.

We consider the classical change of variables t = y−z
hH

we obtain that :

E[H0
1 (y)/X] =

∫
R
H(t)FX(y − hHt)dt,

so
|E[H0

1 (y)/X]− F x(y)| ≤
∫
R
H(t)FX(y − hHt)− F x(y)dt

Under assumption (H2), we have that :

∀y ∈ SR, 1B(x,hK)(X)|E[H0
1 (y)/X]− F x(y)| ≤

∫
RH(t)(hb1K + |t|b2hb2H)dt.

Since H is a probability density function, then the claimed result in this
lemma is a direct consequence of (H5).
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Proof of Lemma 2.3 :[1]. The proof of this lemma is based on the
same decomposition kind as used to prove Lemma 2.7, it suffices to replacing
Hi and hH by 1, and remark that E[F̂ x

D] = 1. We show that,

F̂ x
D =

n2h2
Kφ

2
x(hK)

n(n− 1)E(W12)︸ ︷︷ ︸
Q

[

(
1

n

n∑
j=1

Kj(x)

φx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S0

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)β2
i (x)

h2
Kφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S2

−

(
1

n

n∑
j=1

Kj(x)βj(x)

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S4

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)βi(x)

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S4

].

For the second result of lemma 2.3, we have : E[F̂ x
D] = 1, so

P(|F̂ x
D(x)− E[F̂ x

D(x)]| ≤ 1
2
) ≤ P(|F̂ x

D(x)− E[F̂ x
D(x)]| > 1

2
).

Then, the result is a direct consequence of the first one obtained in
Lemma 2.3.

Proof of Lemma 2.5 : The proof is very similar to that of lemma 2.7.
Indeed, considering the recovery

SR ⊂
sn⋃
k=1

[tk − ιn, tk + ιn]

where (tk)k=1,...,sn is a sequence of real values , with ιn = n−3ν/2−1/2

and sn ≤ n3ν/2+1/2 ie sn = o(ι−1
n ).

We put ty = argmint∈{t1,...,tsn}|y − t|, we obtain the following decomposition

sup
y∈SR

|F̂ x
N(y)− E[F̂ x

N(y)]| ≤

sup
y∈SR

|F̂ x
N(y)− F̂ x

N(ty)|︸ ︷︷ ︸
T1

+ sup
y∈SR

|F̂ x
N(ty)− E[F̂ x

N(ty)]|︸ ︷︷ ︸
T2

+ sup
y∈SR

|E[F̂ x
N(ty)]− E[F̂ x

N(y)]|︸ ︷︷ ︸
T3

.

Treatment of the terms T1 and T3. Similar to the study of the terms
A1 and A3 in lemma 2.7, by using the facts that H is a function of class C2

with compact support. We obtain :

sup
y∈SR

|F̂ x
N(y) − F̂ x

N(ty)| ≤ sup
y∈SR

1

n(n− 1)E(W12(x))

∑
i 6=j

Wij(x)|H0
i (y) −

H0
i (ty)| ≤ sup

y∈SR

C|y − ty|

(
1

n(n− 1)E(W12(x))

∑
i 6=j

Wij(x)

)
≤ C

ιn
hH

F̂ x
D.



46 Local linear nonparametric estimation of the point at high risk

From the definition of ιn and the almost-complete consistency of F̂ x
D

(cf. Lemma 3), allows us to write

sup
y∈SR

|F̂ x
N(y)− F̂ x

N(ty)| = o

(√
lnn

nφx(hK)

)
, a.co.

For T3, we used the same result for A3 in the proof of lemma 2.7.

Concerning the term T2, we follow the same steps as for proving A2

in the lemma 2.7 ; ∀η > 0, we get

P

(
sup
y∈SR

|F̂ x
N(ty)− E[F̂ x

N(ty)]| > η

√
lnn

nφx(hK)

)

= P

(
max

ty∈{t1,...,tsn}
|F̂ x
N(ty)− E[F̂ x

N(ty)]| > η

√
lnn

nφx(hK)

)

≤ sn max
ty∈{t1,...,tsn}

P

(
|F̂ x
N(ty)− E[F̂ x

N(ty)]| > η

√
lnn

nφx(hK)

)
So, we need study this latter quantity :

P

(
|F̂ x
N(ty)− E[F̂ x

N(ty)]| > η

√
lnn

nφx(hK)

)
, for all ty ∈ {t1, ..., tsn}

Is done with a simple adaptation of the proof of ([1].Lemme 2). To do that,
we consider the following decomposition :

F̂ x
N(ty) = hH

n2h2
Kφ

2
x(hK)

n(n− 1)E(W12)︸ ︷︷ ︸
Q

[

(
1

n

n∑
j=1

Kj(x)Hj(ty)

hHφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S1

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)β2
i (x)

h2
Kφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S2

−

(
1

n

n∑
j=1

Kj(x)Hj(ty)βj(x)

hHhKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S3

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)βi(x)

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S4

]

That allows us to write :

F̂ x
N(ty)− E[F̂ x

N(ty)] = hHQ[(S1S2 − E[S1S2])− (S3S4 − E[S3S4])].

Clearly, we have the same decomposition kind as used to prove lemma 2.7.
Thus, by using the facts that : Limn→∞hH = 0, we get the required result.
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Proof of (2.6). It suffices to note that

inf
y∈SR
|1−F̂ x(y)| ≤ (1−sup

y∈SR

F x(y))/2⇒ sup
y∈SR

|F̂ x(y)−F x(y)| ≥ (1−sup
y∈SR

F x(y))/2.

In terms of probability, we obtain

P
{

inf
y∈SR
|1− F̂ x(y)| ≤ (1− sup

y∈SR

F x(y))/2

}
≤

P
{

sup
y∈SR

|F̂ x(y)− F x(y)| ≥ (1− sup
y∈SR

F x(y))/2

}
<∞.

Then, just take that η = (1− sup
y∈SR

F x(y))/2 and apply the results of lemma

2.3-2.5 to complete the proof of result (2.6).
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Chapitre 3

Local linear estimation of the
conditional disrtibution for
functional data : Spatial data case

Abstract. :

In this paper, we estimate nonparametrically the conditional cumulative
distribution, the conditional density and the conditional hazard function
of a scalar response given functional random variables by the local linear
approach. The almost completely convergence with rates of this estimate
is obtained when the sample considered is collected in spatial order with
mixing structure.

Keyword : Functional data, Local linear estimation, Conditional cu-
mulative distribution, Strongly mixing process, Spatial data, Conditional
hazard function.

3.1 Introduction

One of the most important statistical analysis is the study of the
conditional distribution, in nonparametric functional statistic.
In this work, we consider the problem of the estimation of certain conditio-
nal function by using the local linear approach, when the observations are
spatially dependent and of functional nature. The infatuation for this topic
is linked with many fields of applications in which the data are collected in
the spatial order. Key references on spatial statistic can be found in [29]
or [8]. Notice that, the nonparametric treatment of such data is relatively
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recent. The first results have been obtained by Tran (1990) [30]. For more
references on the nonparametric modelization of spatial data, see Biau and
Cadre (2004), Lu and Chen (2004), Carbon et al. (2007) or Tran (2009).
In this paper, we are interested in the local linear estimation of some
conditional functions. It is well known that the kernel method suffers from
some drawbacks, namely, in the bias term. Otherwise, in the nonfunctional
case i.e., in the finite dimensional framework, the local polynomial fitting
has been recognized to have superior bias properties than the kernel method
(cf. [17] for more discussions on this subject). An alternative definition of
this estimator when data take values in a semi-metric space is given in [2].
In this paper, the almost-complete convergence, with rates, of the proposed
estimator is obtained (cf. also [16]).

We focus, in this paper, on the extension of investigations on this
approach to the local linear modelling when a spatial dependence structure
occurs. More precisely, we construct an estimators of the conditional cumula-
tive distribution function, the conditional density and the conditional hazard
function, which is quit important in a variety of fields including medicine,
econometrics, survival analysis or in seismology. Historically, the hazard
estimate was introduced by Watson and Leadbetter (1964), since, several
results have been added, see for example, Roussas (1989), Li and Tran (2007).

Notice that, one of the main difficulties in the analysis of spatial data
comes mainly from the fact that points in the N -dimensional space do not
have a linear order. So, the classical techniques of time series data analysis
can not be used here. Moreover, extending classical nonparametric statistic
results for functional random fields is far from being trivial. In practice,
noticed that the interest of our study comes mainly from the fact that the
main fields of application of functional statistical methods related to the
analysis of continuously indexed spatial processes.
the local linear modelling of spatial data has not yet been fully explored,
as far as we known, only the papers [10], [7], [21], [22] and [32], have paid
attention to this thematic.
Among the recent papers on the functional statistic of spatial data , we
refer to Dabo-Niang et al. (2011) [13], Dabo-Niang and Laksaci (2011) [12],
Laksaci and Maref (2009) [23].

This paper is organized as follows : the next section we present the
general framework of our study. In Section 3, we consider the spatial local
linear estimation of the conditional distribution function. The estimation of
the conditional density is treated in Section 4. Section 5 is devoted to study
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the estimation of the conditional hazard function. Finally, the last section is
reserved to the technical proofs of the results of this paper.

3.2 Presentation of the spatial estimate
In the remainder of the paper, we consider Zi = (Xi, Yi), i ∈ NN , N ≥ 1,

be a F ×R-valued measurable strictly stationary spatial process, defined on
a probability space (Ω,A,P), where (F , d) is a semi-metric space. Moreover,
a point i = (i1, ..., iN) ∈ NN will be referred to as a site.

On the other hand, we supose that the process Zi = (Xi, Yi) is obser-
ved a rectangular domain : In = {i = (i1, ..., iN)}, for n = (n1, ..., nN) ∈ NN ,
we assume that the process under study Zi is observed on In. We set
1 = (1, ..., 1), n̂ = n1 × ... × nN , and we write n → ∞ if min{nk} → ∞
and |nj

nk
| < C for a constant C such that 0 < C < ∞ for all 1 ≤ j, k ≤ N.

This kind of design is known as an asymptotically increasing domain, which
allows the area of observations to become larger but keeping a minimum
distance between observation sites.

In the following, we denote by Nx a fixed neighborhood of a fixed
point x ∈ F , and by S a fixed compact subset of R. We assume that the
Zi’s are identically distributed to Z = (X, Y ) and that there exists a regular
version of the conditional probability of Y given X. Moreover, we suppose
that, for all z ∈ Nx the conditional distribution function of Y given X = z,
F z has a continuous probability density f z with respect to (w.r.t.) the
Lebesgue’s measure over R and we will denote by hx the conditional hazard
function defined, for all y ∈ R such that F x(y) < 1, by

hx(y) =
fx(y)

1− F x(y)
.

Then, in what follows, we mainly study the local linear estimation of the
functions F x, fx and hx when the random filed (Zi, i ∈ NN) satisfies the
following mixing condition :

There existe a function ϕ(t) ↓ 0 as t→∞, such that
∀E,E ′ subsets of NN with finite cardinals

α (B(E),B(E ′)) = sup
B∈B(E),C∈B(E)B(E′)

|P(B ∩ C)− P(B)P(C)|

≤ ψ (Card(E), Card(E ′))ϕ (dist(E,E ′))

(3.1)

where B(E) (respectively, B(E ′) ) denotes the Borel σ-field generated by
(Zi, i ∈ E) (resp. (Zi, i ∈ E ′)), Card(E) (resp. Card(E ′)) the is the cardina-



54
Local linear estimation of the conditional disrtibution for functional data :

Spatial data case

lity of E (respectively, E ′), dist(E,E ′) is the Euclidean distance between E
and E ′ and ψ : N2 → R+ is a symmetric positive function nondecreasing in
each variable such that

ψ(n,m) ≤ C min(n,m), ∀n,m ∈ N. (3.2)

We also assume that the process Z satisfies the following mixing condition :
∞∑
i=1

iτϕ(i) <∞, τ > 0. (3.3)

Notice that conditions (3.2) and (3.3) are used in Tran (1990), Carbon et al
(1996) and are satisfied by many spatial models (see Guyon (1987) for some
examples). It should be noted that if ψ = 1, then Zi is called strongly mixing
(see Doukhan et al. (1994) for discussion on mixing and examples).

3.3 Conditional cumulative distribution esti-
mation

The local linear modelling of the conditional distribution function F x is
based on the approximation of F x by a linear function.
Here we adopt the fast functional locally modeling, that is, we estimate the
conditional cumulative distribution function F x by â which is obtained by
minimizing the following quantity :

min
(a,b)∈R2

∑
i∈In

(H(h−1
H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x))2K(h−1

K δ(x,Xi)) (3.4)

with β(., .) is a known bi-functional operator from F2 into R such that

∀ξ ∈ F , β(ξ, ξ) = 0

and where the function K is a kernel, H is a distribution function and
hK = hK,n (resp. hH = hH,n) is chosen as a sequence of positive real numbers
which converges to 0 when n → ∞, and δ(., .) is a bi-functional operator
from F2 into R such that |δ(., .)| = d(., .).

Clearly, the estimator â, given by (3.4), can be explicitly written as
follows :

F̂ x(y) =

∑
i,j∈In
i6=j

Wij(x)H(h−1
H (y − Yj))

∑
i,j∈In
i 6=j

Wij(x)
, ∀y ∈ R
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where

Wij = β(Xi, x)(β(Xi, x)− β(Xj, x))K(h−1
K δ(x,Xi))K(h−1

K δ(x,Xj))

All along the paper, when no confusion is possible, we will denote by C
and C ′ some strictly positive generic constants.

In order to derive the almost-complete convergence of the functional
locally modeled estimator of F x, let us introduce the following additional
hypotheses :
(H1) For all r > 0, P(−r < δ(X, x) < r) = φx(r) > 0.

(H2) The random field (Xi, Yi) satisfies :

0 < sup
i6=j

P [(Xi, Xj) ∈ B(x, hK)×B(x, hK)] ≤ C(φx(hK))(a+1)/a, for

some 0 < a < τN−1.

(H3) For all (x1, x2) ∈ N 2
x and for all (y1, y2) ∈ S2 :

|F x1(y1)− F x2(y2)| ≤ C(
∣∣δb1(x1, x2)

∣∣+ |y1 − y2|b2),

for some positive constants b1 and b2.

(H4) The function β(., .) is such that :

∀x1, x2 ∈ F , C ′ |δ(x1, x2)| ≤ |β(x1, x2)| ≤ C |δ(x1, x2)| .
(H5) The kernel K is a positive, differentiable function which is supported

within (−1, 1).
(H6) The kernel H is a differentiable function which has a bounded first

derivative such that :∫
|t|b2H ′(t)dt <∞ and

∫
H ′2(t)dt <∞

(H7) The bandwidth hK satisfies that there exists an integer n0, such that :

∀n > n0 : − 1

φx(hK)

∫ 1

−1

φx(zhK , hK)
d

dz
(z2K(z))dz > C ′ > 0

and
hK

∫
B(x,hK)

β(u, x)dP(u) = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x)dP(u)

)
where B(x, r) = {z ∈ F/d(z, x) ≤ r} denotes the closed ball cente-
red at x and of radius r, dP(x) is the cumulative distribution of the
functional random variable X and φx(r1, r2) = P(r2 ≤ δ(X, x) ≤ r1).
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(H8) There exist positive numbers α < (τ − 5N)/2N and η0 such that :

lim
n→∞

n̂αhH =∞ and Cn̂
(5+3α)N−τ

τ
+η0 ≤ φx(hK)

where n̂ = n1...nN

These assumptions are very standard in this context. Indeed, condition (H1)
is the same as that used by Ferraty and vieu (2006). Condition (H2) measure
the local dependance between the observations. See [2] for some examples of
bi-functional operators δ and β which satisfy assumptions (H1), (H4) and
(H7). Moreover, in [23] some examples of kernels K and H satisfying (H5)
and (H6) are given.

Then, we are in position to announce the following theorem which
gives the almost-complete convergence of F̂ x.

Theorem 3.1 Under assumptions (H1)-(H8) and (3.1)-(3.3), we have that :

sup
y∈S

∣∣∣F̂ x(y)− F x(y)
∣∣∣ = o

(
hb1K + hb2H

)
+ o

((
ln n̂

n̂φx(hK)

)1/2
)

(a.co.)

Proof of Theorem 3.1. Remark that, the proof of Theorem 3.1 is a direct
consequence of the following decomposition :

F̂ x(y)− F x(y) = 1

f̂xD

{(
F̂ x
N(y)− E[F̂ x

N(y)]
)
−
(
F x(y)− E[F̂ x

N(y)]
)}

+
F x(y)

f̂xD(y)
(1− F̂ x

D)

(3.5)
Where

F̂ x
N(y) =

1

n̂(n̂− 1)E[W12(x)]

∑
i 6=j

Wij(x)H(h−1
H (y − Yj)).

f̂xD =
1

n̂(n̂− 1)E[W12(x)]

∑
i6=j

Wij(x)

and of Lemmas 3.2, 3.3 and 3.4 below, for which the proofs are given in the
Appendix.

Lemma 3.2 Under assumptions (H1), (H2), (H4),(H5),(H7), (H8) and
(3.1)-(3.3), we have that :

1− f̂xD = o

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2

a.co., asn→∞
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and
∃τ > 0, such that

∑
n

P
(
f̂xD < τ

)
<∞.

Lemma 3.3 Sous les hypothèses (H1),(H3), (H5) et (H6), on a :

sup
y∈S

∣∣∣F x(y)− E[F̂ x
N(y)]

∣∣∣ = o
(
hb1K
)

+ o
(
hb2H
)

Lemma 3.4 Under the assumptions of Theorem 3.1, we get :

sup
y∈S

∣∣∣F̂ x
N(y)− E[F̂ x

N(y)]
∣∣∣ = o

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2

a.co., asn→∞.

3.4 Conditional density estimation

In this section, similar results will be derived for the local linear estimator
of the conditional density of Y given X. We assume that the conditional pro-
bability of Y given X is absolutely continuous with respect to the Lebesgues
measure on R and we will denote by fx the conditional density of Y given
X = x. For this aim, we propose to construct the estimator f̂x of fx by
f̂x = â which is obtained from the following minimization procedure :

min
(a,b)∈R2

∑
i∈In

(h−1
H H ′(h−1

H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x))2K(h−1
K δ(x,Xi))

where H ′ is the derivative of H defined in (3.4). So, f̂x can be re-expressed
as a linear estimator in the following manner :

f̂x(y) =

∑
i,j∈In
i6=j

Wij(x)H ′(h−1
H (y − Yj))

hH
∑
i,j∈In
i 6=j

Wij(x)
, ∀y ∈ R

In order to establish the almost-complete convergence of this estimator,
we consider the following additional assumptions :

(H9)
{
∀(y1, y2) ∈ R2, |H ′(y1)−H ′(y2)| ≤ C |y1 − y2| ,
H ′ is a bounded function,

and instead of the assumption (H3), we need the following one :
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(H3’) For all (x1, x2) ∈ N 2
x and (y1, y2) ∈ S2,we have :

|fx1(y1)− fx2(y2)| ≤ C(
∣∣δb1(x1, x2)

∣∣+ |y1 − y2|b2)

for some positive constants b1 and b2.
Then, the next result concerns the asymptotic behavior of the local linear
functional estimator f̂x.

Theorem 3.5 Under hypotheses (H1), (H2), (H3’),(H4)-(H9), we obtain :

sup
y∈S

∣∣∣f̂x(y)− fx(y)
∣∣∣ = o

(
hb1K + hb2H

)
+ o

((
ln n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2
)

(a.co.)

Proof of Theorem 3.5. The proof of this result is based on the decomposition :

f̂x(y)− fx(y) = 1

f̂xD

{(
f̂xN(y)− E[f̂xN(y)]

)
−
(
fx(y)− E[f̂xN(y)]

)}
+
fx(y)

f̂xD(y)
(1− f̂xD)

where

f̂xN(y) =
1

n̂(n̂− 1)hHE[W12(x)]

∑
i 6=j

Wij(x)H ′(h−1
H (y − Yj)).

Then, the proof of the Theorem 3.5 can be deduced directly from both the
following Lemmas 3.6 and 3.7, together with Lemma 3.2.

Lemma 3.6 Under assumptions (H1), (H3’), (H5), (H6) and (H9), we ob-
tain :

sup
y∈S

∣∣∣fx(y)− E[f̂xN(y)]
∣∣∣ = o

(
hb1K
)

+ o
(
hb2H
)

Lemma 3.7 Under the assumptions of Theorem 3.5, we have :

sup
y∈S

∣∣∣f̂xN(y)− E[f̂xN(y)]
∣∣∣ = o

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2

a.co., asn→∞.

3.5 Estimation of the conditional hazard func-
tion

Recall that the conditional hazard function is defined by :

hx(y) =
fx(y)

1− F x(y)
,∀y ∈ R, F x(y) < 1,∀x ∈ F .



3.6 Appendix 59

Naturally, the conditional hazard function estimator is closely linked to the
conditional survival function estimate. Consider the local linear estimates of
the functions F x and fx defined in the previous Section, and adopt the local
linear estimator ĥx(y) of the conditional hazard function hx defined by :

ĥx(y) =
f̂x(y)

1− F̂ x(y)
.

Theorem 3.8 Under assumptions (H1)-(H8) and (3.1)-(3.3), we have that :

sup
y∈S

∣∣∣ĥx(y)− hx(y)
∣∣∣ = o

(
hb1K + hb2H

)
+o

((
ln n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2
)

a.co, as n→∞.

Proof of Theorem 3.8 . We consider the decomposition :

ĥx(y)− hx(y) =
1

1− F̂ x(y)

[
f̂x(y)− fx(y)

]
+

hx(y)

1− F̂ x(y)

[
F̂ x(y)− F x(y)

]
.

Remark that, the proof of Theorem 3.8 is a direct consequence of Theorem
(3.1), (3.5) and the following Lemma3.9.

Lemma 3.9 Under the assumptions of Theorem 3.1, we get :

∃η > 0 such that
∑
n∈NN

P
{

inf
y∈S

∣∣∣1− F̂ x(y)
∣∣∣ < η

}
<∞.

3.6 Appendix
In the following, we will denote ∀i ∈ In

Ki = K(h−1
H d(x,Xi)), Hi = H(h−1

H (y − Yi)) andH ′i = H ′(h−1
H (y − Yi)).

Proof of Lemma 3.3. Since this term is not affected by the dependence struc-
ture of the data, we can write that :

E
[
F̂ x
N(y)

]
=

1

E[W12]
E [W12[E(H1/X)]]

So, by an integration by parts and by using assumptions (H3) and (H5) we
get that :

1B(x,hK)(x) |E(H1/X)− F x(y)| ≤
∫
R
H ′(t)(hb1K + |t|b2hb2H)dt
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Thus, the claimed result of this lemma is a direct consequence of the
assumption (H6).

Proof of Lemma 3.4. The compactness property of the set S allows
us to write that, for some t1, t2, ..., tzn ∈ S :

S ⊂
zn⋃
j=1

(tj − ln, tj + ln) with ln = n̂−α−
1
2 and zn ≤ n̂α+ 1

2

Thus, we consider the following decomposition :∣∣∣F̂ x
N(y)− E[F̂ x

N(y)]
∣∣∣ ≤ ∣∣∣F̂ x

N(y)− F̂ x
N(tj(y))

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T1

+
∣∣∣F̂ x

N(tj(y))− E[F̂ x
N(tj(y))]

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T2

+
∣∣∣E[F̂ x

N(tj(y))]− E[F̂ x
N(y)]

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T3

(3.6)
where

j(y) = argminj∈{1,2,...,zn}|y − tj|

First, for the terms T1 and T3, we have that :∣∣∣F̂ x
N(y)− F̂ x

N(tj(y))
∣∣∣ ≤ 1

n̂(n̂−1)E[W12(x)]

∑
i 6=jWij(x)

∣∣Hi(y)−Hi(tj(y))
∣∣ .

≤ C ln
hH
fxD

Clearly, from the definition of ln and by the result of Lemma 3.2 we obtain,
under assumption (H8), that :

ln
hH

= o

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2

Hence : ∣∣∣F̂ x
N(y)− F̂ x

N(tj(y))
∣∣∣ = o

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2

and ∣∣∣E[F̂ x
N(tj(y))]− E[F̂ x

N(y)]
∣∣∣ = o

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2

Second, for the term T2, we can write that, for any η > 0 :
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P

(
sup
y∈S

∣∣∣F̂ x
N(tj(y))− E[F̂ x

N(tj(y))]
∣∣∣ > η

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2
)

= P

(
max

j∈{1,2,...,zn}

∣∣∣F̂ xk
N (tj)− E[F̂ xk

N (tj)]
∣∣∣ > η

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2
)

≤ zn max
j∈{1,2,...,zn}

P

(∣∣∣F̂ xk
N (tj)− E[F̂ xk

N (tj)]
∣∣∣ > η

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2
)

Then, notice that this latter can be treated by using the following
decomposition [2] :

F̂ x
N(tj(y)) =

n̂2h2
Kφ

2
x(hK)

n̂(n̂− 1)E(W12)︸ ︷︷ ︸
T1

[

(
1

n̂

∑
j∈In

KjHj(tj(y))

φx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S1

(
1

n̂

∑
i∈In

Kiβ
2
i

h2
Kφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S2

−

(
1

n̂

∑
j∈In

KjβjHj(tj(y))

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S3

(
1

n̂

∑
i∈In

Kiβi

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S4

]

by a similar fashion, the claimed result will be obtained as soon as the
three following equalities (3.7), (3.8) and (3.9) have been checked :

∑
n

znP

{
|Sk − E[Sk]| > η

(
log n̂

n̂φ(hK)

)1/2
}
<∞, for k = 1, 2, 3, 4 (3.7)

cov(S1, S2) = o

(
log n̂

n̂φ(hK)

)1/2

(3.8)

and

cov(S3, S4) = o

(
log n̂

n̂φ(hK)

)1/2

(3.9)

In order to show the required result (3.7), we denote first :

∆k,l
i =

1

hkK
Kiβ

k
i H

l
i(tj)−

1

hkK
E
[
Kiβ

k
i H

l
i(tj)

]
for k = 0, 1, 2, and l = 0, 1

Then, it can be seen that : for all 1 ≤ i ≤ 4, there exists some integers
k, l such that :

Si − E[Si] =
1

n̂φx(hK)

∑
i∈In

∆k,l
i
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We consider the spatial decomposition of Tran [30]. More specifically, for
a fixed integer pn, we define :

U(1,n, j) =

2jkpn+pn∑
ik=2jkpn+1
k=1,...,N

∆k,l
i

U(2,n, j) =

2jkpn+pn∑
ik=2jkpn+1
k=1,...,N−1

2(jN+1)pn∑
iN=2jNpn+pn+1

∆k,l
i

U(3,n, j) =

2jkpn+pn∑
ik=2jkpn+1
k=1,...,N−2

2(jN−1+1)pn∑
iN−1=2jN−1pn+pn+1

2jNpn+pn∑
iN=2jNpn+1

∆k,l
i

U(4,n, j) =

2jkpn∑
ik=2jkpn+1
k=1,...,N−2

2(jN−1+1)pn∑
iN−1=2jN−1pn+pn+1

2(jN+1)pn∑
iN=2jNpn+pn+1

∆k,l
i

and so on. The last two terms are :

U(2N−1,n, j) =

2(jk+1)pn∑
ik=2jkpn+pn+1
k=1,...,N−1

2jNpn+pn∑
iN=2jNpn+1

∆k,l
i

and

U(2N ,n, j) =

2(jk+1)pn∑
ik=2jkpn+pn+1

k=1,...,N

∆k,l
i

For J = {0, ..., r1 − 1} × ... × {0, ..., rN − 1}with ri = 2−1nip
−1
n , i =

1, ..., N , we denote by :

T (n, i) =
∑
j∈J

U(i,n, j) for 1 ≤ i ≤ 2N .

It is then clear that :

1

n̂φx(hK)

∑
i∈In

∆k,l
i − E

[
1

n̂φx(hK)

∑
i∈In

∆k,l
i

]
=

1

n̂φx(hK)

2N∑
i=1

T (n, i) (3.10)
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Notice that, T (n, 1) is the sum of the random variables ∆k,l
i over large

blocks, whereas the other terms, that is T (n, i), for 2 ≤ i ≤ 2N , are sums
over small blocks.

We remark also that as raised in Biau and Cadre [4], if one does not
have the equalities ni = 2ripn, the term say T (n, 2N + 1) (which contains
the ∆k,l

i ’s at the end and which is not included in the above blocks) can be
added. So, this term does not impact too much on the demonstration. Thus,
we can write, for all η > 0 :

P

(∣∣∣∣∣ 1

n̂φx(hK)

∑
i∈In

∆k,l
i − E

[
1

n̂φx(hK)

∑
i∈In

∆k,l
i

]∣∣∣∣∣ ≥ η

)

≤ 2N max
i=1,...,2N

P(T (n, 1) ≥ ηn̂φx(hK))

Therefore, the desired result follows from the evaluation of the following
quantities :

P (T (n, i) ≥ ηφx(hK)) , for all i = 1, ..., 2N

We consider only the case when i = 1, because the other cases are very
similar. To do that, we enumerate the random variables U(1,n, j) for each
j ∈ J in the arbitrary way Zk,l

1 , ..., Zk,l
M where

M =
N∏
k=1

rk = 2−N n̂p−Nn ≤ n̂p−Nn .

Thus, for each Zk,l
j there exists certain j in J such that :

Zk,l
j =

∑
i∈I(1,n,j)

∆k,l
i

where I(1,n, j) = {i : 2jkpn +1 ≤ ik ≤ 2jkpn +pn; k = 1, ..., N}. Notice that,
the set I(1,n, j) contains pNn sites, and these sites are distant from each other
by at least pn. Moreover, under assumptions (H4) and (H5), there exists a
positive constant C such that :

1
hkK
Kiβ

k
i H

l
i(tj) ≤ 1

hkK
Ki|δ(Xi, x)|k

≤ 1
hkK
K(h−1

K δ(x,Xi))|δ(Xi, x)|kI]−1,1[(h
−1
K δ(x,Xi))

≤ K(h−1
K δ(x,Xi)) ≤ C

Then, according to Lemma 4.5 of Carbon [5] one can find independent ran-
dom variables Z∗1 , ..., Z∗M which are identically distributed as Zk,l

j for j =
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1, ...,M and such that :

M∑
j=1

E
∣∣∣Zk,l

j − Z
∗
j

∣∣∣ ≤ 2CMpNn ψ((M − 1)pNn , p
N
n )ϕ(pn)

Now, we write :

P(T (n, 1) ≥ ηn̂φx(hK)) ≤ B1(n) +B2(n)

where

B1(n) = P

(∣∣∣∣∣
M∑
j=1

Z∗j

∣∣∣∣∣ ≥ Mηn̂φx(hK)

2M

)
and

B2(n) = P

(
M∑
j=1

∣∣∣Zk,l
j − Z

∗
j

∣∣∣ ≥ ηn̂φx(hK)

2

)
– Concerning the term B1(n) : by using the Bernstein inequality we ob-
tain that :

B1(n) = P

(∣∣∣∣∣
M∑
j=1

Z∗j

∣∣∣∣∣ ≥ Mηn̂φx(hK)

2M

)
≤ 2 exp

(
− (ηn̂φx(hK))2

MV ar[Z∗1 ] + CpNn ηn̂φx(hK)

)
In order to determine the behavior of this term, we have to evaluate
V ar[Z∗1 ]. Indeed :

V ar[Z∗1 ] = V ar

 ∑
i∈I(1,n,1)

∆k,l
i

 =
∑

i,j∈I(1,n,1)

|Cov(∆k,l
i ,∆

k,l
j )|.

Let Qn =
∑

i∈I(1,n,1)

V ar(∆k,l
i ) and Rn =

∑
i6=j∈I(1,n,1)

|Cov(∆k,l
i ,∆

k,l
j )|. By

assumption (H1), we get that :

V ar[∆k,l
i ] ≤ C(φx(hK) + (φx(hK))2)

hence
Qn = o(pNn φx(hK))

Now, for Rn, we use Masry’s techniques [26] and we consider the follo-
wing sets :

E1 = {i, j ∈ I(1,n, 1) : 0 < ‖i− j‖ ≤ cn}
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and
E2 = {i, j ∈ I(1,n, 1) : ‖i− j‖ > cn}

where cn is a real sequence that diverges to +∞.

By splitting the sum in Rn into two separate summations over
sites within E1 and E2, we can write :

Rn =
∑

(i,j)∈E1

|Cov(∆k,l
i ,∆

k,l
j )|+

∑
(i,j)∈E2

|Cov(∆k,l
i ,∆

k,l
j )|

= R1
n +R2

n

On one hand, we have :

R1
n =

∑
(i,j)∈E1

|E[KiKj]| − |E[Ki]E[Kj]|

≤ CpNn c
N
n φx(hK)((φx(hK))1/a + φx(hK))

≤ CpNn c
N
n φx(hK)(a+1)/a

and on the other hand, we have :

R2
n =

∑
(i,j)∈E2

∣∣∣Cov(∆k,l
i ,∆

k,l
j )
∣∣∣

As from Lemma 2.1(ii) of Tran [30], we get :∣∣∣Cov(∆k,l
i ,∆

k,l
j )
∣∣∣ ≤ Cϕ(‖i− j‖)

then :
R2

n ≤
∑

(i,j)∈E2

ϕ(‖i− j‖) ≤ CpNn
∑

i:‖i‖≥cn

ϕ(‖i‖)

≤ CpNn c
−Na
n

∑
i:‖i‖≥cn

‖i‖Naϕ(‖i‖)

Let cn = (φx(hK))−1/Na, then we obtain :

R2
n ≤ CpNn c

−Na
n

∑
i:‖i‖≥cn

‖i‖Naϕ(‖i‖)

≤ CpNn φx(hK)
∑

i:‖i‖≥cn

‖i‖Naϕ(‖i‖)

and, because of (3.3), we get :

R2
n ≤ CpNn φx(hK)
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Furthermore, under the same choice of cn as above, we obtain also :

R1
n ≤ CpNn φx(hK)

So,
V ar[Z∗1 ] = o(pNn φx(hK))

This last result combined with the definitions of pn,M and η are en-
ough to show that :

B1(n) ≤ exp(−Cη0 log n̂)

Consequently, an appropriate choice of η0 allows us to write that :∑
n

znB1(n) <∞.

– Concerning the term B2(n) : by using the Markov inequality we can
write that :

B2(n) = P

(
M∑
j=1

|Zk,l
j − Z

∗
j | ≥

ηn̂φx(hK)

2

)

≤ 2

ηn̂φx(hK)

M∑
j=1

E|Zk,l
j − Z

∗
j |

≤ 2
MpNn

ηn̂φx(hK)
ψ
(
(M − 1)pNn , p

N
n
)
ϕ(pNn )

Then, since n̂ = 2NMpNn and ψ
(
(M − 1)pNn , p

N
n
)
≤ pNn , and by choo-

sing η = η0

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2

we get that :

B2(n) ≤ n̂pNn (log n̂)−1/2ϕ(pn)

Moreover, by taking pn = C

(
n̂φx(hK)

log n̂

)1/2N

, we arrive at :

B2(n) ≤ n̂ϕ(pn)

This last inequality together with the assumption (H8) is enough to
prove that : ∑

n

znB2(n) <∞.
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Now, we show results (3.8) and (3.9). To do that, we write :

Cov(S1, S2) =
1

n̂2φ2
x(hK)

∑
i∈In

Cov

(
KiHi,

Kiβ
2
i

h2
K

)
+

1

n̂2φ2
x(hK)

∑
j6=i∈In

Cov

(
KjHj,

Kiβ
2
i

h2
K

)
and

Cov(S3, S4) =
1

n̂2φ2
x(hK)

∑
i∈In

Cov

(
KiHiβi

hK
,
Kiβi

hK

)
+

1

n̂2φ2
x(hK)

∑
j 6=i∈In

Cov

(
KjHjβj

hK
,
Kiβi

hK

)
Under assumptions (H4) and (H6), for k′ = 0, 1 and l′ = 1, 2, we obtain that :∣∣∣∣Cov(KiHiβ

k′

i

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣E
[
K2

i Hiβ
k′+l′

i

hl
′+k′

K

]
− E

[
KiHiβ

k′

i

hk
′
K

]
E
[
Kiβ

l′

i

hl
′
K

]∣∣∣∣∣
≤ C [E(K2

i ) + E(Ki)E(Ki)] ≤ Cφx(hK)

It follows that : ∑
i∈In

Cov

(
KiHiβ

k′

i

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)
= o(n̂φx(hK))

Concerning the quantity :

∑
j 6=i∈In

Cov

(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)

we use the following decomposition :∑
j6=i∈In

Cov

(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)

=
∑
j6=i

(i,j)∈E1

Cov

(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)
+
∑
j6=i

(i,j)∈E2

Cov

(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)

Once again, we use assumptions (H4) and (H6) to show that :
for all i 6= j in E1 :∣∣∣∣∣Cov

(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)∣∣∣∣∣ ≤ C
(
φ(a+1)/a
x (hK) + φx(hK)2

)
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and for all i 6= j in E2 :∣∣∣∣∣Cov
(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)∣∣∣∣∣ ≤ Cϕ(‖i− j‖)

So, ∑
(i,j)∈E1

Cov

(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)
≤ Cn̂cNn φx(hK)(a+1)/a

and ∑
(i,j)∈E2

Cov

(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)
≤ Cn̂c−Nan

∑
i:‖i‖≥cn

‖i‖Naϕ(‖i‖)

Because of the same choice, as above, of the sequence cn = (φx(hK))−1/Na,
we obtain : ∑

j 6=i∈In

Cov

(
KjHjβ

k′

j

hk
′
K

,
Kiβ

l′

i

hl
′
K

)
= o(n̂φx(hK))

Finally, on the first hand, the case (k′, l′) = (0, 2) implies that :

Cov(S1, S2) = o

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2

and, on the second hand, the case (k′, l′) = (1, 1) gives :

Cov(S3, S4) = o

(
log n̂

n̂φx(hK)

)1/2

Proof of Lemma 3.2. The proof of Lemma 3.2 is omitted, because it is very
close to the proof of the last part of Lemma 3.3 for which it suffices to
replace Hj by 1.

Proof of Lemma 3.6. By using the stationarity of observations, the
conditioning by the explanatory variable and the change of the usuel
variable t =

y − z
hH

we obtain :

h−1
H E[H ′1(y)/X] = h−1

H

∫
R
H ′(y)fX(y − hHt)dt,

we then deduce :∣∣h−1
H E[H ′1(y)/X]− fx(y)

∣∣ ≤ ∫
R
H ′(t)

∣∣fX(y − hHt)− fx(y)
∣∣ dt.
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Finally, by assumption (H3’) that becomes :∣∣h−1
H E[H ′1(y)/X]− fx(y)

∣∣ ≤ C

∫
R
H ′(t)(hb1K + (|t|hH)b2)dt

By remarking that the last inequality is uniform on y, the use of the
assumption (H6) achieve the proof of Lemma 3.6.

Proof of Lemma 3.7. The proof of this lemma is very close to the
proof of Lemma 3.4. Specifically, by keeping the same notations as those
used in Lemma 3.4 and by recovering topologically the compact S by
intervals of lengths ln = n̂−

3
2
α− 1

2 and zn ≤ n̂
3
2
α+ 1

2 allow us to get :

ln
h2
H

= o

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2

Therefore, by assumption (H9) and Lemma ?? we obtain :
sup
y∈S

∣∣∣f̂xN(y)− f̂xN(tj(y))
∣∣∣ = o

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2

and

sup
y∈S

∣∣∣Ef̂xN(y)− Ef̂xN(tj(y))
∣∣∣ = o

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2

(3.11)

On the other hand, for all η > 0, we write :

P

(
sup
y∈S

∣∣∣f̂xN(tj(y))− E[f̂xN(tj(y))]
∣∣∣ > η

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2
)

= P

(
max

j∈{1,2,...,zn}

∣∣∣f̂xN(tj)− E[f̂xN(tj)]
∣∣∣ > η

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2
)

≤ zn max
j∈{1,2,...,zn}

P

(∣∣∣f̂xN(tj)− E[f̂xN(tj)]
∣∣∣ > η

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2
)

Then, it remains to show that :

∑
n

zn max
j∈{1,2,...,zn}

P

(∣∣∣f̂xN(tj)− E[f̂xN(tj)]
∣∣∣ > η

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2
)
<∞

(3.12)
Clearly, the proof of (3.12) is very close to the proof of the convergence

of the term T2 in (3.6). More precisely, it is based on the following decom-
position :
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f̂xN(tj) = T1[

(
1

n̂

∑
j∈In

KjHj(tj(y))

hHφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

T2

(
1

n̂

∑
i∈In

Kiβ
2
i

h2
Kφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S2

−

(
1

n̂

∑
j∈In

KjβjHj(tj(y))

hKhHφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

T3

(
1

n̂

∑
i∈In

Kiβi

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S4

]

Thus, it suffices to show that :

∑
n

znP

{
|Tk − E[Tk]| > η

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2
}
<∞, for k = 2, 3 (3.13)

Cov(T2, S2) = o

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2

(3.14)

and

Cov(T3, S4) = o

(
log n̂

n̂hHφx(hK)

)1/2

(3.15)

The result (3.13) is given by a straightforward modification of the spatial
decomposition used in the proof of (3.7) where ∆k,l

i is replaced by :

∆′ki :=
Kiβ

k
i Hi(tj(y))

hkKhHφx(hK)
− E

[
Kiβ

k
i Hi(tj(y))

hkKhHφx(hK)

]

and by taken pn = C

(
n̂hHφx(hK)

log n̂

)1/2N

.

Notice that, the main step in this calculus is the computation of the variance
term of

∑
i∈In

∆′ki .

Moreover, both results (3.14) and (3.15) is based on the evaluation of :

∑
i,j∈In

Cov

(
1

hk
Kiβ

k
i Hi(tj),

1

hk′
Kjβ

k′

j

)

for (k, k′) ∈ {0, 1} × {1, 2}. Then, all it remains to evaluate :

∑
i,j∈In

Cov

(
1

hk
Kiβ

k
i H

l
i(tj),

1

hk′
Kjβ

k′

j H
l′

j (tj)

)
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for (k, k′) ∈ {0, 1} × {1, 2} and l, l′ ∈ {0, 1}.
Notice that, this latter is given by using the fact that :

E[Hi/Xi] = o(hH) and E[HiHj/(Xi, Xj)] = o(h2
H), for all i 6= j.

So, by same arguments as those used in the proof of Lemma 3.4 we obtain
that : ∑

i∈I(1,n,1)

∣∣∣∣Cov( 1

hk
Kiβ

k
i H

l
i(tj),

1

hk′
Kiβ

k′

i H
l′

i (tj)

)∣∣∣∣ = o(pNn hHφx(hK))

and for some sequence cn which diverges to +∞, we obtain that :∑
i6=j∈I(1,n,1)

∣∣∣∣Cov( 1

hk
Kiβ

k
i H

l
i(tj),

1

hk′
Kjβ

k′

j H
l′

j (tj)

)∣∣∣∣
≤ CpNn

cNn h2
Hφx(hK)1/aφx(hK) + c−Nan

∑
i:‖i‖≥cn

‖i‖Naϕ(‖i‖)


Now, if we choose cn = (hHφx(hK))−1/Na, then we can write :∑

i6=j∈I(1,n,1)

∣∣∣∣Cov( 1

hk
Kiβ

k
i H

l
i(tj),

1

hk′
Kjβ

k′

j H
l′

j (tj)

)∣∣∣∣ ≤ CpNn hHφx(hK)

Finally, we obtain, for (k, k′) ∈ {0, 1} × {1, 2} and l, l′ ∈ {0, 1}, that :∑
i,j∈In

Cov

(
1

hk
Kiβ

k
i H

l
i(tj),

1

hk′
Kjβ

k′

j H
l′

j (tj)

)
= o(pNn hHφx(hK))

The rest of this proof follows the same steps as in the proof of Lemma 3.4.
Therefore, we can write :

sup
y∈S

∣∣∣f̂xN(tj(y))− Ef̂xN(tj(y))
∣∣∣ = oa.co

(√
log n̂

n̂hHφx(hK)

)
(3.16)

Finally, the result of Lemma 3.7 is a consequence of (3.16) together with
(3.11).
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Proof of Lemma 3.9. It suffices to note that

inf
y∈SR
|1−F̂ x(y)| ≤ (1−sup

y∈SR

F x(y))/2⇒ sup
y∈SR

|F̂ x(y)−F x(y)| ≥ (1−sup
y∈SR

F x(y))/2.

In terms of probability, we obtain

P
{

inf
y∈SR
|1− F̂ x(y)| ≤ (1− sup

y∈SR

F x(y))/2

}
≤

P
{

sup
y∈SR

|F̂ x(y)− F x(y)| ≥ (1− sup
y∈SR

F x(y))/2

}
<∞.

Then, just take that η = (1− sup
y∈SR

F x(y))/2 and apply the results of lemma

3.2-3.4 to complete the proof of Lemma 3.9.
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

4.1 Conclusion
Dans cette thèse, nous avons proposé une estimation non paramétrique

de la fonction de hasard conditionnelle par la méthode locale linéaire, dans
le cas où la variable explicative est fonctionnelle. Nous avons abordé aussi
l’estimation par polynômes locaux du point à haut risque, de la fonction de
répartition conditionnelle, et de la densité conditionnelle.

Sous certaines conditions, nous établissons la convergence presque com-
plète, et nous donnons ègalement les vitesses de convergence correspondantes.
L’estimateur proposé est une généralisation au cas fonctionnel de l’estimateur
par local linéaire introduit par Fan et Gijbels (1996). De plus l’estimation
par la méthode de noyau est un cas particulier de notre approche. Plus préci-
sément, la supériorité du modèle local linéaire sur la méthode à noyau, dans
la partie biais, est toujours conservée même en statistique fonctionnelle.
En ce qui concerne la dépendance spatiale, nous avons opté dans ce travail
pour une présentation permettant de trouver les mêmes propriétés asympto-
tiques que le cas indépendant en mettant des conditions supplémentaires sur
la dépendance spatiale. Ainsi, on peut dire que la considération spatiale est
exploitée à travers les hypothèses utilisées. Mentionnons également que nos
vitesses de convergence gardent toujours la même structure de la convergence
en statistique fonctionnelle.
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4.2 Perspectives
Il est à noter que l’originalité de ce sujet offre de nombreuses perspectives,

nous exposons dans ce qui suit, quelques développements futurs possibles qui
se situent dans la continuité de ce travail effectué dans le cadre de cette thèse.

– La première perspective est la question associée à la normalité asymp-
totique de nos estimateurs et les cas dépendante. Cette proprité asymp-
totique nous permet de construire des intervalles de confiance et de faire
des testes statistique.

– la sélection des paramètres de lissage est un sujet de recherche impor-
tant pour améliorer les vitesses de convergence.

– D’autre thèmes méritent d’être abordés, tels l’estimation de la régres-
sion robuste, de la regression relative,...
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