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RESUME

L'effet des déformations de cisaillement sur le déversement élastique des poutres a parois
minces a section variables, bi-symétriques ouvertes et fermées coniques sous une combinaison
de forces axiales et de flexion est étudié dans cette thése. Pour ce faire, une théorie géométrique
non linéaire de poutre est présentée selon un nouveau modele cinématique incorporant des
composants de déformation de cisaillement. La méthode de Ritz est appliquée pour obtenir les
équations d'équilibre gouvernant, puis les charges de flambage sont calculées en résolvant le
probléme de valeur propre en se basant sur la singularité de la matrice de rigidité tangente. Les
résistances de déversement élastique données par la méthode proposée sont genéralement en
bon accord avec la simulation par éléments finis utilisant le logiciel Abaqus. Les résultats
numériques pour les consoles et les poutres a parois minces simplement appuyées avec des
sections ouvertes et en box révelent que la solution de stabilité classique a tendance a surestimer
la résistance réelle de déversement des poutres en console.

Mots clés : Déversement, Poutre a section variable en console, Déformation de cisaillement,
Méthode de Ritz.



ABSTRACT

The effect of shear deformations on elastic lateral buckling of tapered thin-walled open and
closed bi-symmetric section beams under combined bending and axial forces is investigated.
For the purpose, a geometrical non-linear beam theory is presented according to a new
kinematic model that incorporates shear flexibility components. Ritz method is applied to
obtain the governing equilibrium equations, then the buckling loads are computed by solving
the eigenvalue problem basing on the singularity of the tangential stiffness matrix. The elastic
lateral buckling resistances given by the proposed method are generally in good agreement with
the finite element simulation using Abaqus software. The numerical results for cantilevers and
simply supported thin walled beams with open and box sections reveal that the classical stability
solution tends to overestimate the real lateral buckling resistance of short tapered box cantilever
beams.

Keywords: Lateral-torsional buckling, Tapered | beams and cantilevers, Shear flexibility
Ritz method.
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NOTATIONS

y : Angle de glissement ;

i1 - Coefficient partiel pour la résistance des barres aux instabilités ;
o - Coefficient partiel pour la résistance des sections transversales ;
¢ : Angle de rotation ;

7 : Contrainte tangentielle ;

S Caractéristique sectorielle de la section ;

S - Facteur dépendant de la classe de la section ;

6 : Angle de torsion ;

o : Fonction de gauchissement ;

oer - Contrainte critique de flambement élastique ;

op : Contrainte de déversement ;

ow . Contrainte normale de gauchissement ;

opv : La composante de la torsion uniforme ;

opw : La composante de la torsion non-uniforme ;

o: La variation virtuelle ;

A : Parameétre d’élancement ;

Lt Coefficient de réduction au déversement ;

A : Surface de la section ;

b : Largeur de la semelle de la section ;

bf : Largeur de la semelle ;

Bw : Bimoment ;

C : Centre de cisaillement ;

Cy, Cz et Cs : Facteurs dépendant du type de chargement et des conditions d'appui ;
Cb : Un facteur d’ajustement tenant compte du chargement ;

E : Module d’¢lasticité longitudinale ;

fy : Limite d’élasticité ;

G : Module de cisaillement ou de glissement ;

G : Centre de graviteé ;

h : Hauteur de 1’ame de la section ;

i : Rayon de giration ;



o : Moment d'inertie sectoriel de la section ;

lo : Moment d’inertie polaire ;

Ir : Quatrieme moment d'inertie du centre de cisaillement ;
It : Constante de torsion d'ordre supérieur ;

lw : Constante de gauchissement ;

ly : Moment d’inertie par rapport a I’axe y ;

Iz : Moment d'inertie par rapport a lI'axe z ;

Is : Moment d'inertie d'une semelle selon son axe fort
J : torsion de St-Venant;

K : Constante de torsion uniforme ;

K : Coefficient de flambement ;

kc : Coefficient pour les parois élancées en console ;
kv, kg : Coefficients d'encastrement aux appuis ;

Ky, kz : Courbures ;

| : Longueur totale de la poutre ;

Ip : Longueur de déversement (distance entre deux appuis latéraux);

Ip : Distance entre deux maintiens latéraux pour 1’état limite plastique (déversement) ;
Ir : Distance entre deux maintiens latéraux pour I’état limite inélastique ;
Ik : Longueur de flambement ;

Mecro : Moment critique de déversement élastique

My et M; : Moments de flexion par rapport a ’axe y et z ;

Mb,rd : Moment de résistance au déversement ;

Mcrd : Résistance a la flexion par rapport a un axe principal de la section ;
Mer : Moment de flexion élastique ;

Mo : Moment de flexion plastique ;

Mt : Moment de torsion ;

My, Myy, Myz ,Myr et Mys, : Moments de couplage ;

Mt : Moment de flexion des semelles

Msv: Moment de la torsion de St-Venant ;

Mg: Responsable du gauchissement non linéaire ;

N : Force axiale ;

Ne¢r : Charge critique de flambement élastique,

NEe : Charge critique d’Euler



tf : Epaisseur de la semelle ;

tw : Epaisseur de I’ame ;

Vo, W, 6, et y, : Amplitudes associées aux déplacements suivant les axes X, Y et Z ;
“etw' : Les déplacements ou les degrés de liberté ;

Wy : Module de section selon I’axe fort (dépend de la classe de section) ;

W, : Moment de résistance par rapport a la fibore moyenne des ailes.

W, , - Module plastique de la section ;

W

., - Module élastique de la section ;

W, , - Module élastique de la section efficace ;

za : Distance entre le centre de cisaillement C et le point d'application de la charge ;
zc : Distance entre le centre de gravité G et le centre de cisaillement C.
¢, : Larotation de la section transversale au tour de I’axe Y.

¢, : La rotation de la section transversale au tour de ’axe Z.

w . Coefficient de géomeétrie.
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INTRODUGTION GENERALE

Généralités :
Dans le monde de la construction, les structures sont réalisées a partir de plusieurs piéces
assemblées entre elles dont elles épousent des formes différentes afin de résister aux charges

extérieures. Plus précisément on peut distinguer quatre grandes classes d’éléments constitutifs
fondamentaux d’une construction selon leur étendue dans 1’espace :

1. Les corps pleins,

2. Les plaques et les enveloppes de type voute ou coque
3. Les piéces allongées pleines de type poutre ou tige.

4. Les pieces allongées a parois minces.

Cette these est consacrée uniquement a 1’étude du comportement au déversement élastique de
la quatriéme classe des modeles schématiques de calcul.

Une piéce allongée a paroi mince est toute piéce constituée par des corps se présentant sous
forme de voiles longs, prismatiques ou cylindriques ; leur caractéristique distinctive réside dans
le fait que chacune de leurs trois dimensions est d’un ordre différent de celui des deux autres :
I’épaisseur du voile est petite par rapport a une dimension caractéristique de sa section
transversale, qui a son tour doit étre petite par rapport a la longueur du voile.

Les exemples de telles pieces sont: les profilés métalliques, laminés, soudés ou rivetés,
travaillant comme poutres ou comme poteaux, les éléments de formes et de cadres, etc.

Le trait caractéristique des pieces longues en voiles minces réside dans le fait que ces piéces
travaillent a la torsion en tant que systémes dans 1’espace, pouvant subir des déformations
longitudinales (allongements variables d’un point a un autre) et donc éprouver des contraintes
longitudinales proportionnelles a ces déformations.

Le domaine des constructions ne cesse de s’améliorer et d’aller vers la modernité conceptuelle
et architecturale. Batir des constructions spatiales innovantes et fluides qui offrent une liberté
de conception illimitée aux architectes et aux ingénieurs de structures exige d’aller vers le
domaine des constructions métalliques. Afin de parvenir a toutes les exigences fonctionnelles
de conception et de satisfaire la demande architecturale pour I’esthétique, les structures élancées
minces aux nuances d’acier de plus en plus performantes sont adoptées. Elles sont favorisées
en raison de leur rendement sur le plan sécurité et économie autrement dit le rapport
poids/résistance.

Utiliser des éléments en acier a sections variables offre un avantage économique certain, qui
s’illustre par le fait que la matiére est mieux répartie dans les zones les plus sollicitées de
I’élément, et ainsi avoir une meilleure répartition des contraintes. Cette astuce ingénieuse offre
un dimensionnement plus économique et une utilisation de I’acier de fagon plus rationnelle.

Le comportement au flambement des éléments a parois minces a sections variables est
considéré comme une tache plus difficile par rapport a ceux qui ont des sections uniformes, cela
s’explique par le fait que les paramétres géométriques des éléments a sections variables ne sont
pas constants, ils varient selon leur position suivant 1’axiale.
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INTRODUGTION GENERALE

Du point de vue analytique, les équations d'équilibre sont de plus en plus compliquées a
appréhender en présence du coefficient de raideur qui est lui aussi variable, ainsi il est tres
difficile d’obtenir une solution pratique et facile.

Par conséquent, il n'est pas surprenant que dans les codes de conception tels que le code
européen "Eurocode 3" [1], ne présente aucune recommandation pour le cas de la résistance des
poutres a section variable. 1l est a noter que la prédiction précise de I'état limite de stabilité est
d'une importance fondamentale lors de la conception de ce type d'éléments structurels.

A cet effet, on est dans I’obligation de prendre en compte ’effet de non linéarité du matériau
pour effectuer un dimensionnement optimal de I’élément. Ainsi, un investissement impérieux
est nécessaire afin de décrire une analyse correcte du comportement de ces éléments.

Objectif de la these :

L'objectif principal de cette these est d'étudier I'effet de déformation de cisaillement sur la
résistance au flambement élastique des poutres a parois minces a sections variables pour des
sections bisymétriques ouvertes ou fermées soumises a des forces de flexion et axiales
combinées.

Dans ce but, les relations de déplacement et de déformation sont d'abord exposées sans aucune
hypothese simplificatrice sur l'amplitude de l'angle de torsion, en présence des termes de
flexibilité de cisaillement.

Basé sur la méthode de Ritz, les équations d'équilibre du déversement élastique sont dérivéees
pour les éléments a section variables a parois minces de sections transversales bisymétriques
sous une combinaison de forces de flexion et de forces axiales. Ainsi, les équations résultantes
sont couplées et non linéaires.

Le présent document est organisé comme sulit :

Dans le chapitre 1, nous présentons des notions fondamentales sur la torsion uniforme des
poutres, ainsi la théorie fondamentale de torsion non uniforme des poutres spatiales qui est bien
connue par la théorie de Vlassov. La différence des sections transversales & parois minces et
son influence sur le comportement des poutres soumises a des efforts de flexion et des efforts
de torsion sont discuté dans cette partie.

Le deuxieme chapitre est consacré a une revue de la littérature qui traite les phénomeénes

d’instabilité de flambement et de déversement des éléments a parois minces. Une analyse
théorique et réglementaire selon la norme européenne 1’Eurocode 3 est présentée en détail.

17



INTRODUGTION GENERALE

Nous présentons par la suite, dans le chapitre 3, le développement analytique a partir d’un
champ de déplacement qu’on a proposé dans notre analyse. La méthode de Ritz est utilisée pour
déduire les équations d’équilibres pour les ¢léments & parois minces a sections variables de
section transversale bisymétrique. Le code Matlab [2] est utilisé pour la résolution numérique
des équations non linéaire du modele proposé.

Nous terminons le travail par un quatriéme chapitre par une mod¢lisation numérique a ’aide
du logiciel commercial par élément fini Abaqus [3]. Des éléments coq ont été choisis pour
modéliser les différentes parois des éléments traités. Plusieurs longueurs de poutres et
différentes valeurs de variation de la section suivant I’axe de la poutre faisaient 1I’objet d’une
étude paramétrique. Les résultats numériques obtenus par la méthode de Ritz ont été validés
par ceux donnés par la modélisation a 1’aide du logiciel Abaqus.

Etat de la question :

Les éléments & parois minces a section variable que ce soit une section ouverte ou bien fermée
apparaissent de plus en plus dans la composition des structures modernes. Leur particularité est
le fait qu’une colonne ou bien une poutre offre une résistance meilleure et optimale aux
différentes charges extérieures. L’ingéniosité s’illustre par le fait que la matiére est mieux
utilisée a I’égard d’un élément a section constante. Malgré toute cette séduction technologique
de la forme qu’elle présente aux ingénieurs de structures et architectes, ces éléments présentent
une faiblesse vis-a-vis aux différents phénomeénes d’instabilité, les plus courants sont le
flambement et le déversement. Et cela se produit dés qu’un élément a parois mince est soumis
a une contrainte de compression qui dépasse le seuil critique de résistance.

Il existe un grand nombre de références dans la littérature qui ont traité le comportement des
éléments a parois minces a sections ouvertes ou bien a sections fermées, également a sections
constantes et a sections variables dont est 1’objet de notre travail dans cette these. Plusieurs
auteurs ont étudi¢ les phénomenes d’instabilité pour des poutres planes et par la suite ils ont
effectué un élargissement de leurs formules pour les poutres spatiales. En premier temps, des
formules analytiques ont été présentées pour prédire des résistances de flambement et de
déversement des éléments a parois minces a sections ouvertes, ensuite les travaux ont été un
peu plus difficiles a étudier notamment lorsqu’il s’agissait de 1’effet de variation de la section
au niveau de ’axe de I’élément étudié, la prise en compte des grandes déformations de torsion
dans les formules et I’effet de couplage des efforts. L’apparition des méthodes numérique,
spécialement la Méthode des EIéments Finis avec le développement des outils informatique ont
permis aux chercheurs de mieux prédire le comportement de ces éléments sous différents
parametres pour différentes formes. Nous présentons dans cette partie les travaux qui ont eté
plus pertinents pour le domaine des structures a parois minces, a savoir des travaux analytiques,
numeériques et ceux effectué¢ a base d’essais.
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Vlassov [4] a consacré toute sa vie scientifique a la théorie des structures a parois minces. Sur
la base de la théorie mathématique d’élasticité, les méthodes de la résistance des matériaux et
de la statique de constructions, il a pu obtenir les résultats les plus claires et simples pour prédire
le comportement exact des structures a parois minces. Il a démontré que la théorie pratique
connue au paravent par Bernoulli-Euler [5] concernant la flexion des poutres n’est plus valable
pour les poutres a parois minces par le fait que la section transversale de la piéce fléchie se
déforme et ne garde plus sa planéité. Il était le premier a faire apparaitre 1’effort du Bimoment
dans une poutre & parois mince soumise a un effort de torsion, qui par la suite va provoquer une
déformation de la section transversale qu’il lui donne le nom de gauchissement.

En 1925, Nadai [6] a étudié le comportement des plaques de largeur variable sous I’effort de
torsion. Il a illustré que méme si la section transversale est variable le long de la plaque la
rigidité de Saint-Venant reste inchangée.

De son c6té, Lee [7] a appliqué le méme principe d’analyse de Nadai pour les poutres, sauf que
la variation linéaire de la section transversale touche toutes les dimensions de cette derniére. Il
a présenté une nouvelle équation différentielle de torsion non uniforme dont des thermes
supplémentaires apparaissaient qui ne figuraient pas dans 1’équation des poutres prismatiques.
Ces thermes sont mis en évidence par la suite par Vlassov en 1962 [4]. Cependant, on note que
les équations développées pour les poutres a section constantes ne sont plus valables pour
analyser le comportement spatial des poutres a section variable. A cet effet, I’étude des poutres
a section variable nécessite une formulation tres particuliére notamment 1’étude du phénoméne
de déversement qui est considéré comme un point non négligeable pour le dimensionnement de
ces éléments soumis a la torsion.

Fogel et Ketter en 1962 [8] ils ont étudié le comportement des poutres a section variable
sollicitées aux efforts normaux et moment de flexion appliqués a leurs extrémités. La variation
de I'inertie de la poutre dans le sens de la flexion a été prise avec des approximations
polynomiales. Les résultats obtenus ont été présentés sous forme d’abaques. Les effets de
plasticité ont été pris en compte ce qui fait que leur analyse est considérée comme une étude
compléte.

Cywinski [9] a basé son développement sur la méthode énergétique variationnelle proposée par
Timoshenko pour étudier les poutres a section variable mono-symétrique. Etant donné que
I’expression du bimoment qu’il présente dans sa formulation pour les poutres a section variable
est similaire a celle des poutres prismatiques, son travail est considéré comme une analyse
approchée

Bazant [10] a présenté des équations d’équilibre des poutres a parois mince et a section variable
en | mono-symétrique dont elles ont fut I’objet de sa théorie en 1965. En revanche, sa théorie
est loin d’étre originale vu que le phénomeéne de gauchissement n’est pas pris en compte et cela
explique que I’expression de la déformation axiale utilisée est la méme que celle utilisée pour
les poutres a section constante.

Wilde [11] a appliqué les travaux de Vlassov aux cas des poutres a section variable en
considérant les parois minces de la poutre comme étant une coque mince dans 1’espace en
adoptant les mémes hypothéses de Vlassov qui s’illustre dans 1’absence de la distorsion sur le
contour et la conservation de la rigidité de la section transversale. Ainsi il met en évidence des
équations d’équilibres générales qui traitent les poutres a section variables comme cas
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particulier. Naturellement, de nouveaux thermes apparaissent dans son équation pour le cas de
la torsion en comparaison avec celle de la poutre prismatique. On peut déduire aussi que les
équations aux cas particuliers proposées par Lee sont identiques a celles de Wilde. Bien que
Wilde est considéré comme étant le premier chercheur qui a proposé un ensemble général
d’équations qui traitent les poutres a parois minces a sections variables, son approche est trop
générale étant donnée qu’il considére que la section transversale peut subir des rotations suivant
n’importe quel axe, ce qui met en présence un grand nombre de thermes dans sa formulation
qui reste également trop limitée par rapport aux petits déplacements.

Culver et Preg [12] ont traité 1’équilibre des éléments de section en I a hauteur d’adme variable.
IIs ont établi des équations d’équilibre en adoptant les travaux de Lee [7] a partir des éléments
dans leur position déformée pour le cas comprimé et le cas fléchi autour de 1’axe fort de la
section. Des tables et des abaques paramétrés ont été créés pour présenter les solutions des
équations d’équilibre.

Massey et McGuire [13] ont traité le comportement au déversement des poutres a section
rectangulaire dans la phase élastique. Ils ont négligé le phénoméne de gauchissement engendré
par la torsion dans leurs équations différentielles proposées. Ils ont comparé leurs résultats
fournis par leurs formules avec ceux fournis par des essais sur des modéles réduits. Les résultats
ont été présentes sur des abaques.

Kitipornchai et Trahair [14], [15] ont appliqué 1’approche de Wilde [11] pour les sections en
| & @me linéairement variable. Leurs deux articles n’ont pas cessé de contribuer de fagon
majeure aux problemes des poutres a parois pinces a section variable. En proposant de réécrire
les équations d’équilibre en torsion a partir des hypothéses géométriques pour une poutre en I
que ca soit doublement ou monosymétrique. Ils ont proposé des équations différentielles
similaires a celle de Wilde a 1’état déformé de la poutre. Leurs formules deviennent plus
compliquees pour le cas des sections monosymetriques, ainsi le phénomeéne de déversement est
étudié pour ce cas. Face a cette complexité des équations différentielles, leur résolution a été
faite par la méthode des intégrales finies. lls ont calibré par la suite leurs résultats numériques
par ceux obtenues a partir d’essais sur les poutres en aluminium. Le résultat de la comparaison
était considéré comme excellent.

Djalaly [16] a présenté une étude analytique sur les poutres a parois minces a sections ouvertes.
Son travail est considéré comme complet étant donné que les résultats qu’il obtenait les utilisait
pour le cas des poutres a sections variables en modifiant les thermes de gauchissements dans
I’expression de la déformation axiale.

Brown [17] est I’un des premiers chercheurs qui ont étudié le comportement spatial des poutres
prismatiques a section variable dans les cas des petites rotations. Il a présenté des valeurs du
moment critique de déversement élastique de la poutre de section en | en prenant compte
I’influence du niveau d’application de la charge et I’influence de variation de la section
¢galement. La procédure de sa formule était d’écrire 1’équation de déformation totale de la
section, et de résoudre les équations d’équilibres obtenues par la suite par la méthode des
differences finies centrées. Ses résultats ne tiennent pas compte des termes supplémentaires de
torsion étant donné qu’il a utilisé dans sa formule I’expression de déformation non linéaire des
poutres prismatiques.
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Galea [18] a calculé les déplacements et les efforts critiques de flambement des poutres a
section en I a hauteur d’ame linéairement variable. Pour cela il utilise le mod¢le d’élément fini
poutre plan qui présente 3 degrés de liberté pour chaque nceud. Son développement numérique
est par la suite élargi pour le calcul de stabilité linéaire.

Suivant le méme élément fini, Karabilis et Beskos [19] ont étudié le cas statique ainsi que
dynamique des poutres a section variable pour les formes rectangulaire, tubulaire et en I. la
formulation numérique est basée sur des équations différentielles d’équilibre.

Olowokere [20] a étudié le déversement élastique des poutres a sections variables en |
monosymétriques. Il integre un ratio de surface entre la section globale et les deux semelles a
la base de son analyse. Des abaques ont été créés pour illustrer les résultats obtenus.

Shiomi et Kurata [21] proposent de mettre en place une longueur équivalente dans leur
méthode de calcul de I’effort normal critique Ncr. La méthode des éléments finis est utilisee
pour la résolution des formules. 30 éléments de poutres prismatiques ont été choisis pour
approcher la variation des sections transversales des poutres. Les résultats donnés par leurs
formules ont été calibrés avec ceux données par des essais.

Un travail trés complet que Wekezer [22], [23] a publié sur ses deux articles. Cela est expliqué
par le fait que I’expression du champ de déplacement qu’il a utilisé contient les termes qui
décrivent la torsion. En s’appuyant sur la théorie des coques dans son analyse, il s’offre la
possibilité d’étudier le comportement des poutres a parois minces a section ouverte et a section
variables dans le cas des grands déplacements. Il compare ses résultats par la suite avec ceux
de Kitipornchai et Trahair, et conclue par la suite que I’élément fini qu’il a utilisé peut etre
considéré comme une référence numérique pour les chercheurs qui utiliseront la méthode des
éléments finis dans leurs travaux.

Wang et al [24] ont cherché le degré optimal de variation d’une poutre sollicitée a une charge
transversale. Afin d’y procéder deux méthodes ont été utilisées, la méthode énergétique de
Timoshenko [25] et I’approche des multiplicateurs de Lagrange. Ils ont conclu que les
conditions d’appuis de la poutre permettent d’économiser de maniere significative de la maticre
de la poutre, ils ont noté également que la variation de la section n’a pas une grande influence
sur la résistance au déversement dans le cas des sections rectangulaires.

En se basant sur les principes de la mécanique des milieux continus, Yang et Jong [26] ont
présenté des équations d’équilibre a partir de champ de déplacements aux petits déplacements.
Leur analyse est aussi considérée comme un des cas particuliers de celle fournit par Wekezer
malgré la présence des thermes qui décrivent la torsion dans leur formule.

Funk et Wang [27] ont fait une analyse limitée au cas élastique pour les petits déplacements
des poutres a section variable. Pour y procéder, ils ont divisé 1’élément fini poutre en n trongons
a partie égale. Les matrices de rigidité ont été créés a 1’aide des développements en série. Le
calcul des caractéristiques géométriques de chaque section transversale de 1’élément étudié a
¢té fait a partir de la méthode d’interpolation Gregory-Newton. Les mémes démarches ont été
reprises pour le cas des poutres spatiales.

Bradford [28] a développé un élément fini poutre a 4 degrés de liberté pour chaque nceud pour
étudier le déversement élastique des poutres en I a section variable. 1l a pris en compte I’effet
de variation de la hauteur de 1’ame de poutre sur I’élément et il met en évidence les termes de
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torsion sur I’expression de déformation. Il apparait qu’il a négligé la distance qui est variable
suivant la longueur de la poutre entre le centre de cisaillement C et I’axe de référence qui passe
par a mi-hauteur pour les sections mono-symétriques, alors qu’a vrais dire cet écart n’est pas
nul. En revanche, 1’application de son modele est correcte pour le cas des poutres a section en
| bisymétrique. 1l montre par la suite que ses résultats sont en bonnes concordances avec ceux
de Kitipornchai et Trahair.

En 1988, Bradford [28] a propose une formulation complete sur les poutres a parois minces a
section ouverte et variable. L’originalité de sa formule s’illustre par le fait de repérer les
déplacements transversaux des points de la section par rapport a un axe passant 1’axe a mi-
hauteur de la section.

Takabatake [29] a étudié le comportement non linéaire des poutres a parois minces de contour
fermé a section variable. Il a mis en évidence des équations générales dans le cas dynamique
en utilisant le principe d’Hamilton. 1l a validé ses résultats avec ceux des méthodes numériques.

Lee et al. [30] ont étudié les déplacements d’une poutre a section variable dont les appuis sont
élastiques. En se basant sur les fonctions de Green pour un calcul exact, ils proposent des
équations différentielles de flexion a coefficients non constants.

Fertis et al. [31], [32] ont fait appel & la méthode des systemes équivalents pour traiter le cas
des sections variables aux variations arbitraires. Cette méthode s’explique par le fait de
remplacer la rigidité variable réelle par une rigidité constante équivalente suivant la longueur
de la poutre en gardant la méme ligne élastique.

A leur tour Romano et Zingone [33], [34] en se basant sur les résultats de Lee et al. Ont
présenté des solutions aux équations différentielles qu’ils mettent en évidence mais pour des
poutres & section rectangulaire et variable ainsi que pour différents types d’appuis dans le cas
plastique et dans le cas élastoplastique.

En 1993, Tang [35], [36] a traité le comportement des poutres spéciales a sections variables en
commencant par développer un modele d’élément fini plan en ajoutant une matrice de torsion
indépendante. Son analyse est incompléte étant donné qu’il ne met pas en évidence le
phénomeéne de déversement pour les poutres a parois minces, cela s’explique par le fait qu’il a
dissocié le couplage entre la flexion et la torsion de la poutre étudiée. Il a présenté les résultats
de 4 types de sections variables a 1’aide d’intégration numérique (Gauss), et pour la section en
I il a utilisé la matrice infitésimale de maniére exacte.

Polyzois et Qing [37] analysent le comportent au déversement des poutres a parois minces a
section variable selon le code américain AISC [38]. Ils ont pris la petite section comme section
de référence ainsi que la variation de la section était prise selon la longueur de déversement de
la poutre étudié. L’originalité du travail s’illustre sur le fait qu’ils ont tenu en compte le cas des
structures a nceuds déplagables en utilisant des coefficients correcteurs dans le calcul de la
contrainte critique.

Braham [39] il propose des formules pour le calcul du moment critique du déversement des
poutres a sections variables soumises a des diagrammes de moments linéaires. 1l tient en compte
dans ses formules uniquement le changement de hauteur de I’ame de la poutre. Le moment
critique calculé a été effectué a partir d’une section équivalente qui est par définition la section
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du milieu de la poutre. On note également que sa méthode de calcul est basée sur les concepts
de multiplications de charge de Merchant-Rankine [40].

Rajasekaran [41] a procédé au développement d’un modéle non linéaire pour étudier le
comportement des poutres a parois minces a section variable suivant la méme démarche établis
par Wekezer, Yang et Yau. Les champs de déplacements et des déformations sont traités de
maniere tres rigoureuse, en utilisant la matrice des cosinus directeurs de Love [42]. Etant donné
que pour repérer les coordonnées de section transversale a partir d’un axe autre que celui de la
ligne des centres de gravité G, les termes des moments statiques et des moments d’inerties ne
s’annulent plus, il obtient par la suite des expressions trés complexes.

Mendera [43] a travaillé sur le calcul de la résistance ultime au flambement des poutres a
sections variables. Il a procédé par I’utilisation de 1’approche de type Ayrton-Perry en
concevant 1’équation classique de I’Eurocode 3 [1] et d’adapter le calcul de 1’effort normal
critique Ner par le biais d’une inertie équivalente. Il a présenté des définitions approchées pour
des inerties équivalentes.

Gupta [44] a utilisé un élément fini poutre a 4 degrés de liberté a savoir déplacement et rotation
selon 1’axe faible, rotation de torsion et gauchissement pour analyser le déversement élastique
des poutres en I a section variable. Une variation linéaire et parabolique de la hauteur de 1’dme
est utilisée dans la formulation. Ce type de variation est adopté juste par ce que 1’élément fini
choisi I’autorise.

Tena-Colunga [45] a étudié a son tour le cas des poutres spatiales a section compacte, ce qui
veut dire que I’effet de gauchissement est nul, par la méthode des ¢éléments finis. Afin qu’il
puisse intégrer son modéle dans un code par élément fini il a utilisé des matrices de flexibilité
élastique dans sa formule. Cette démarche a pour but de proposer de nouvelles formules de
dimensionnement dans les tableaux.

Braham [46] a traité le phénomene de déversement des poutres a section monosymetrique a
hauteur d’ame linéairement variable soumises a des diagrammes linéaires de moment de
flexion. En développant I’angle de torsion en série de sinus, les équations d’équilibres
proposées ont été résolues par la méthode de Galerkin. Le moment critique de déversement est
déterminé pour le cas des poutres soumises a la flexion pure.

Braham [47], [48] a fait appel a la modélisation par élément fini en prenant compte de la non
linéarité matériel et géométrique des poutres a parois minces et sections variables. 1l a déterminé
les valeurs des charges ultimes et critiques des poteaux a partir des expressions polynomiales
qu’il a proposées. Les coefficients de ces derniers ont été déterminés a partir d’un lissage des
résultats numériques fournis.

Ermopoulos [49] a étudié des poteaux & inertie variable dans le cas des structures a nceud
déplacables. 1l a présente les valeurs des efforts critiques Nc¢r sous forme de tables en fonction
des rigidités transmises par les éléments adjacents et du type des nceuds a savoir fixes ou
déplacables.

Les travaux de Paavola et Salonen [50] sont connus comme les plus récents et plus originals
concernant ’analyse numérique sur 1’étude du comportement plan des poutres a section
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variable. Basé sur la théorie des coques, des expressions sous forme matriciel dont le
développement est fait analytiquement au départ sont présentées pour des poutres cintrées a
section variable. Les résultats numériques présentés étaient pour le cas de section rectangulaire.

En 2000, Kim et Kim [51] a présenté un travail tres remarquable. On note que le couplage
flexion-torsion et les grands déplacements ont été pris en compte dans son expression de
champs de déplacement. On peut qualifier son travail comme complet a partir de ces deux
hypotheses. Ils ont écrit les expressions de deformations et de contraintes des efforts internes
généralisés, ils ont déduit par la suite les matrices de rigidités qu’ils dérivent ultérieurement.
Malgre ce remarquable travail, il est considéré comme incomplet étant donné qu’ils n’ont pas
utilisé les termes de torsion dans leur formule.

Ronagh et al. [52] on choisit le centre de cisaillement C comme repére des coordonnés de
section transversale. Ce choix de repérage a été pris pour simplifier la définition des fonctions
de gauchissement. Malgré I’originalité du travail, leur approche reste trés restreinte vue qu’elle
n’est applicable que pour le cas des sections doublement symétriques.

Braham [53] a traité le phénoméne de déversement des poutres a section monosymetrique a
hauteur d’ame linéairement variable soumises a des diagrammes linéaires de moment de
flexion. En développant 1’angle de torsion en série de sinus, les équations d’équilibres
proposées ont été résolues par la méthode de Galerkin. Le moment critique de déversement est
déterminé pour le cas des poutres soumises a la flexion pure.

Baptista [54], [55] a fait appel a la modélisation par élément fini en prenant compte de la non
linéarité matériel et géométrique des poutres a parois minces et sections variables. Il a déterminé
les valeurs des charges ultimes et critiques des poteaux a partir des expressions polynomiales
qu’il a proposées. Les coefficients de ces derniers ont été déterminés a partir d’un lissage des
résultats numériques fournis.

Mohri et al [56] ont développé un modele non linéaire pour traiter le phénomene post
flambement des éléments a parois minces a section ouverte sollicité en compression. Le modele
tiens en compte les relations non linéaires entre les moments fléchissant et les courbures. Les
effets de gauchissements ont été pris en compte dans I’équation d’équilibre de torsion. Les
équations d’équilibre ont été établies a I’aide de la méthode de Galerkin pour différentes formes
de sections, telles que les sections bisymétriques et monosymétriques.

Andrade et al. [57,58] ont analysé le comportement de flambement latéral de torsion élastique
des poutres a sections variables a parois minces mono-symétriques par la méthode de Ritz, dont
les résultats sont comparés avec ceux obtenus par notre travail dans le chapitre 4.

Lei et Shu [59] ont présenté un nouveau modeéle théorique pour le déversement des poutres en
| & &me variable, selon les hypothéses de Vlassov a paroi mince.

Mohri et al [60] développent un modéle théorique et numérique pour prédire le comportement
des poutres a parois minces a sections ouvertes en présence de grandes torsions. lls utilisent un
modele en élément fini & deux nceuds avec 7 degrés de libertés sur chaque nceud. Le phénoméne
du gauchissement, I’effet de couplage flexion-torsion et I’effet des grands déplacements ont été
pris en compte dans le modéle. Ainsi ce modele proposé a éte incorporé dans un code en elément
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finis établis par la maison. De nombreux exemples en comportement linéaire et non linéaire
avec présence d’instabilité par bifurcations ont été présentés pour justifier I’efficacité du modele
numeérique propose.

Serma et al. [61] ont présenté une méthodologie approximative rapide qui peut étre appliquée
aux colonnes présentant une variation génerale de la rigidité et soumises a toute distribution de
charge axiale.

Asgarian et al. [62] et Soltani et al. [63] ont utilisé la méthode des séries de puissance, a la
fois dans la stabilité en flexion et les analyses de vibrations des poutres a paroi mince a section
variable.

Plus récemment, Trahair [64] a décrit un modéle en éléments finis simple pour la résistance
au déversement des poutres en console a section variable, basé sur la théorie classique de la
stabilité linéaire.

Une analyse de flambement et au post flambement des poutres a parois minces a sections
variables ouvertes en console a été présenté par Mohri et al [65]. Ils utilisent le méme élément
fini spatial utilisé en [60] mais avec une nouvelle cinématique qui tiens en compte les grandes
torsions, le couplage flexion-torsion et des termes décroissants en flexion et en torsion. lls ont
comparé les résultats obtenus avec ceux données par une modélisation numérique a I’aide d’un
code commercial qui procéde par la MEF en utilisant les éléments coque. Ainsi, ils ont trouvé
que les points de bifurcation sont en accord avec les solutions de stabilité non linéaire.

Benyamina et al [66] ont développé un modeéle non-linéaire selon un nouveau modéle proposé
par la cinématique pour étudier le comportement au déversement élastique des poutres a parois
mince a section variable en I. la méthode de Ritz est déployée afin de dériver les équations
d'équilibre algébrique. Malgré qu’ils n’ont pas pris en compte ’effet de gauchissement dans la
formule générale de déformation de la section, les résultats analytiques obtenus présentent une
bonne concordance avec ceux données par une modélisation numérique effectuée a I’aide du
code Abaqus [3]. Différentes variations de hauteur de 1I’ame ainsi que la position de
I’application de la charge faisaient I’objet de I’étude paramétrique.

Saoula et al [67] ont développé un modé¢le analytique non linéaire pour étudier 1’effet de
distorsion sur la résistance au déversement élastique des poutres en box a parois minces a
sections prismatiques sous un chargement combiné flexion-effort axial. La théorie de 1’ordre
élevée a été adoptée dans ce travail. lls ont utilisé les méthodes de de Ritz et Galarkin pour
discrétiser les équations d’équilibre. Les charges critiques au déversement ont été obtenues en
déduisant la matrice tangente de rigidité. Les résultats numériques obtenus ont été confrontés
avec ceux donnés par la modélisation par élément a I’aide du code commercial Abaqus [3]. La
longueur de la poutre, ’excentricité de la charge également 1’épaisseur des parois faisaient
I’objet de I’étude paramétrique de leur travail. Ils ont conclu que les valeurs de la résistance au
déversement obtenues par les méthodes classiques telle que I’Eurocode 3 sont surestimées pour
le cas des poutres a parois minces.

De nombreuses recherches ont été consacrées aux effets des déformations de cisaillement sur
le comportement des structures composites a parois minces sous charges de flexion et de
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torsion. Pluzsik et al. [68] ont proposé un nouveau modeéle analytique de poutres composites
simplement appuyées avec des sections fermées soumises a des charges sinusoidales. Dans leur
modele, les effets du gauchissement et de la déformation par cisaillement ont été pris en compte.
De la méme maniére Laszla et al. [69] ont utilisé le méme modéle pour le flambement de
torsion en flexion de poutres composites avec des sections ouvertes.

Sebastian et al. [70] ont montré que la théorie classique qui omet la flexibilité de cisaillement
est inexacte pour la prédiction de flambement latéral. Dans un travail récent, Ziane et al. [71]
ont développé une matrice de rigidité dynamique exacte pour étudier la vibration libre des
poutres en box en FGM.
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CHAPITRE TORSION DES PIEGES A PARDIS MINCES

1.1.Introduction :

La Résistance des Matériaux est I'une des sciences fondamentales de I'ingénieur constructeur.
Elle lui fournit le moyen de calculer les efforts dans une structure et de dimensionner celle-ci
en conséquence, a partir des propriétés des matériaux employés. Les méthodes élémentaires
sont suffisantes pour satisfaire ces besoins dans les cas courants, par exemple pour I'étude de
constructions modélisables a I'aide des éléments barres ou bien éléments poutres. Toutefois,
I'analyse devient vite complexe lorsqu'il s'agit de structures composées de voiles ou de coques
minces et la compréhension de leur fonctionnement est beaucoup moins intuitive. En général
on a recourt au calcul par éléments finis, mais on ne peut en interpréter les résultats si on n'a
pas bien identifié certains phénomenes grace a une réflexion théorique approfondie.

Parmi les phénomenes physiques qui deviennent plus complexe lorsqu’il s’agit de piéces
composées de voiles et de coques minces, la torsion. Les recherches ont démontré qu’il est
impératif d’abandonner certaines hypothéses conservées par la RDM lorsqu’une piéce a parois
mince est soumise a un effort de torsion notamment la conservation de la section plane apres
déformation donnée par Saint-Venant. Vlassov a démontré que de telles sections ayant une
certaine caractéristique géométrique ne conservent plus leur planéité aprés déformation sous un
effort de torsion, cependant un phénomene ait naissance et c’est le gauchissement.

Cette partie est consacrée a illustrer le phénomene de la torsion pour les poutres ayant des
sections droites a parois minces ouvertes et fermées ainsi qu’a expliquer le phénomene de
gauchissement qui est associé a ce type de poutre.
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1.2.Types de sections droites :

Le génie civil par définition est de répondre aux charges extérieures par une section d’un corps
bien défini réalisée a la base d’un matériau qui se présente fréquemment par un béton ou un
acier. Les sections de poutres se différent entre elles selon les dimensions et les formes qu’elles
présentent. Ainsi on distingue les sections massives, les sections formées parois minces dont
I’ensemble peut étre ouvert ou bien fermée.

Une section a parois minces est toute section composée d’éléments dont une de ses dimensions
appelée épaisseur est plus petite des deux autres. La forme de ce type de section composée est
¢tablie a base d’une ligne moyenne, elle définit la section moyenne au milieu de chaque
épaisseur d’élément qui compose la section. Si la section moyenne est fermée on dit que la
section a parois mince est section fermée comme les sections en box, dans le cas contraire la
section a parois minces est ouverte (Fig.1.1).

R
cellule | === ¢paisseur |
ligne moyenne —f f
Sections massives Sections fermées a parois minces Sections ouvertes a parois minces

Fig.1.1 : Sections droites types [72].

1.3.Difference de comportement entre section fermee et section ouverte a
parois minces :

La formation des contraintes tangentielles d’une poutre sollicitée a un effort de torsion est
différente si la section a parois mince est fermée ou bien ouverte. Pour illustrer le phénomeéne,
on fait appel a I’analogie hydrodynamique pour les deux types de sections (Fig.1.2). Dans la
section ouverte, la ligne moyenne de la section est considérée comme un centre de circulation
du fluide, autrement dit la contrainte tangentielle posseéde deux sens tangentielles dans la méme
épaisseur, par contre dans la section fermée, le fluide circule au tour du centre de la cellule en
gardant un seul sens dans la méme épaisseur. Les contraintes produites dans les sections
fermées développent ainsi un moment de torsion bien supérieur a celles des sections ouvertes.
La différence des efforts des deux sections s’explique par le fait que le bras de levier dans la
section fermée équivaut au diametre par contre celui de la section ouverte équivaut a 1’épaisseur
de la paroi mince. On conclut par la suite que sous un effort de torsion la section fermée et
beaucoup plus résistante que la section ouverte [73].
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,
pi] : dF
3
X T
-~
dF
@ dT=§tdF ®) dT =2rdF

Fig.1.2 : Circulation des contraintes tangentielles de torsion : a) section ouverte ; b) section
fermée [72].

Les formules analytiques qui résolvent le probleme de torsion uniforme sont uniquement pour
quelques formes de sections massives a savoir, le cercle, le triangle équilatéral, la couronne et
I’ellipse. A cet effet et pour répondre au probléme de la section rectangulaire, on est quasiment
dirigé vers la voie approchée a I’exemple des éléments finis. L’analogie hydrodynamique
présente une meilleur méthode d’illustration des contraintes tangentielles également et
d’indiquer celles qui sont optimales dans une section (Fig.1.3).

Fig. 1.3 : Circulation des contraintes tangentielles de torsion dans des sections massives [73].

La formation des contraintes tangentielles z pour une section rectangulaire est présentée dans
la Fig. 1.4. 7, est la valeur maximum des contraintes qui se produit au milieu du grand cote

de la section rectangulaire.

Fig. 1.4 : Contraintes tangentielles de torsion dans une section rectangulaire [73].
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1.4.Torsion uniforme :

La torsion uniforme expliquée par Saint-Venant [78], lorsque les sections transversales tout le
long de la poutre sont sollicitées a un seul moment de torsion qui est constant et 1’équilibre des
sections transversales est assuré uniquement par 1’ensemble des contraintes tangentielles ce qui
rend les sections transversales libre de toutes efforts supplémentaires, autrement dit les sections
sont libres de gauchir. Dans le cas ou les conditions ne sont pas remplies, la torsion devient non
uniforme [79].

1.4.1. Etude du mode de déformation :

Pour présenter le mode de déformation d’une poutre produit par un effort de torsion, on
considere une barre de section circulaire dont les mesures sont prises préalablement. Fabriquee
en caoutchouc afin de pouvoir la déformer facilement et on trace une grille sur sa surface
latérale. Aprées application d’un effort de torsion, on remarque que les dimensions de la barre
avant et apres sollicitation sont presque les mémes en revanche les lignes longitudinales forment
des hélices autour de la barre. Le changement de 1’angle entre les lignes de grille est considéré
comme la seule déformation subite par la barre aprés un effort de torsion d’ou I’angle était droit
avant la sollicitation.
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Fig. 1.5 : Déformation apparentes d’un barreau en caoutchouc de section circulaire [74].

La seule déformation consiste donc a une rotation des sections parallélement les unes aux autres
(Fig.1.5). Pour déterminer quantitativement la valeur de déformation subite par la barre en
caoutchouc, isolons un disque de longueur AX comme le montre la Fig.1.6. La section
supérieure est soumise a une rotation par rapport a celle inférieure d’angle Ag.

Fig. 1.6 : Lorsqu’une
membrure droite de
section circulaire est
soumise a une torsion,
la seule déformation
est une rotation des
sections, parallélement
les unes aux autres
[74].

31



CHAPITRE TORSION DES PIECES A PAROIS MINCES

La partie ABCD se déforme et prend la position 4’BCD’ qui se trouve en état de cisaillement
pure. La barre subit une déformation de cisaillement suivant la longueur AX qu’on appelle
également angle de glissement y,, et qui a pour valeur :

AAI

=— 1.1
Vx6 BA ( )

AA' est un arc du rayon r qui correspond a la différence d’angle entre la section supéricure et
la section inférieure, et I’expression devient :

d
Yeo = rd—f (1.2)

Le rapport d/dX est constant, il représente I’angle de torsion par rapport a la longueur de la
barre et on le désigne par 6.

Txo =T 0 (1.3)

>/

©) g

Fig.1.7 : Mesure de la déformation d’un élément d’une membrure de section circulaire en
torsion [74].

1.3.2. Relation entre la contrainte et la déformation :

La relation linéaire entre la déformation de cisaillement et la contrainte de cisaillement dans le
cas des petites déformations selon la loi de Hook s’écrit sous la forme :

D’ou G est le module d’élasticité en cisaillement du matériau.
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La Fig.1.8.a montre la distribution des contraintes de cisaillement sur la face latérale du petit
bout de caoutchouc et la Fig.1.8.b montre sa distribution suivant sa section.

X

rag
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=

T e,

,
P
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M

Fig.1.8 : a) contraintes de cisaillement agissant sur un petit élément ; b) répartition de la
contrainte de cisaillement sur la section [74].

Condition d’équilibre :

Nous passons maintenant a 1’étude de 1’équilibre de la barre pour déterminer les efforts internes
de résistance. Pour que le bout de barre AX soit en equilibre, il faut que :

Tox = Txp - (1.5
L’effort de cisaillement repris ainsi vaut :
dF =7,, dA. (1.6)
Et le moment M a pour valeur par la suite d’un bras de levier r:
dM =r dF =r 7,, dA=Gr?adA. (1.7)
Et le moment résistant de toute la section vaut :

M =jGr20 dA:G@er dA=Gal, (1.8)
A A
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Avec |, moment d’inertie polaire de la section circulaire.

L’expression de I’angle de torsion unitaire & en fonction du moment de torsion est :

ezd_(pzﬂ (1.9)
dx G'p

A partir de I’expression 1.9, on peut déterminer I’angle de rotation total ¢ de la section de la
barre de longueur L sollicitée a un effort de torsion M.

Mg ML (110)

¢ = |
0 P p

—r

Et I’expression de la contrainte en fonction du moment de torsion s’écrit également sous la
forme :

Mr
Tyo —I—. (1.11)
p

| M

iy

[

Fig.1.9 : Angle de rotation total entre les deux sections situées aux extrémités d’une

membrure située aux extrémités d’une membrure de longueur L, soumise a un moment de
torsion [74].

1.5.Torsion uniforme des sections fermées a parois minces :

Comme indiqué au-dessus, dans le cas des poutres a sections fermees de parois minces, on peut
admettre que les contraintes de cisaillement ne varient pas suivant 1’épaisseur, typiquement
similaire de la distribution des contraintes tangentielles produite par une force de cisaillement.
Ainsi, on peut considérer que le flux de contrainte de cisaillement f =zt est constant suivant
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la ligne médiane de la paroi. Une théorie a été développée pour le calcul des contraintes des
déformations des poutres a sections fermées a parois minces soumises a un effort de torsion par
Bredt.

Tiils

Fig. 1.10 : Détermination de contrainte de cisaillement provoquée par le moment de torsion
[75].

Comme le montre la Fig.1.10, sur la base d’équilibre de la section, 1I’expression de 1’équation
(1.12) présente la relation entre le couple de moment d M, de torsion et la contrainte de

cisaillement 7z . Naturellement, un moment est le produit d’un effort dF avec le bras de levier r
qui se situe entre le centre de la paroi mince, qui est la ligne médiane de la paroi et le point
arbitraire O.

dM, =2zt ds.r=2f dsr (1.12)
Avec : f est le flux de cisaillement qui est constant.

On peut écrire I’expression d’un élément de force tangentielle appliquée sur trongon d’élément
de surface Q=t ds , par:

dF =zt ds (1.13)

Aprés intégration de 1’équation (1.12), I’expression du moment de torsion repris par la section
devient :

Mtzsz rds=2f A et f=—t (1.14)
L’expression de la contrainte devient :
T=—- (1.15)

Avec :
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A:Ujr ds (1.16)

A représente l'aire de la surface limitée par la ligne centrale et le point arbitraire O.

L’expression de la contrainte tangentielle 7 présentée par 1’équation (1.12) est applicable pour
un matériau de comportement linéaire et non linéaire, matériaux isotropes ou anisotropes. Elle
est considérée comme la premiére formule développée par Bredt pour les poutres a parois
minces a sections fermées.

Le principe de conservation de 1’énergie reste la solution idéale pour la détermination des
déformations subites de la section a parois minces sous un effort de torsion a cause du manque
d’informations sur le comportement de la barre sous un effort de torsion. Cependant, si le
matériau a un comportement élastique, le principe de conservation énergeétique est applique :

Uu=W

D’ou W représente le travail des charges extérieures et U I'énergie potentielle élastique,
représentées par les expressions suivantes :

W :%Mt 0 (1.17)
et

U :ijr 7 dQ (1.18)
ZQ

Ainsi, I’expression de la déformion angulaire & au tour de I’axe normale de la section a parois
minces sous ’effet d’un effort de torsion M, s’écrit :

1 2
0= tds 1.19
N lik (1.19)
Avec :
T
=— 1.20
773 (1.20)

En remplagant 1’expression de la contrainte (1.12) dans 1’équation (1.12), I’expression de la
déformation angulaire & en fonction du module de cisaillement G et des propriétés
géomeétriques de la section transversale J :

M ds M
0=—L[]—=—= 1.21
4GA2m t GJ (121)

Avec :
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4A?
Ujds/t

J= (1.22)

Le produit GJ représente la rigidité de torsion. On considérant que 1’épaisseur de la paroi est
constante, L'intégral [J]ds représente naturellement le périmétre de ligne centrale de la paroi

mince. J appelé également constante de torsion par Bredt en 1986 est donnée par I’expression
(1.23) dans le cas ou I’épaisseur des parois sont constantes sur toute la section transversale :

4 A%t
p

J=

(1.23)

1.6. Torsion uniforme des sections ouvertes a parois minces de forme
quelconque :

On généralise pour le cas d’une section dont la ligne moyenne décrit un contour ouvert
quelcongue. En effet, M et par suite J sont directement proportionnels au volume limité par la
membrane ; or ce volume pour une section composée de plusieurs rectangles allongés est égal
a la somme des volumes associés a chaque rectangle. Par conséquent [72]:

J =%th3 (1.24)

Ou les b se mesurent sur la ligne moyenne. Dans chaque rectangle i, on a :

M
Tmax = Txti (1.25)

Ou:

b est la longueur de la paroi mince hauteur de la section.
t est I’épaisseur de la paroi mince.

longueur b

bljl: Ii ta .X b3
| t i3 \ o t
3 3 3 2by 5 + bot3 btd
byty + bats +baty 1] b adl
J= 3 3 3

Fig. 1.11 : Sections ouvertes a parois minces : calcul de J [72].
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1.7.Torsion non uniforme :

La résistance a la torsion déepend de la géométrie de la section et du matériau qui la compose.
Le moment de torsion My agissant sur une barre est équilibré par des efforts intérieurs de deux
types bien distincts : le premier, qui est prépondérant dans les sections fermées, est un flux de
cisaillement fermé a I’intérieur de la section du matériau ; le second, qui est prépondérant
dans les sections ouvertes est composé de contraintes normales et de contraintes tangentielles
induites par la variation de ces mémes contraintes normales. La résistance & un moment de
torsion est donc décomposée en deux modes de résistance : d’une part la torsion uniforme ou
de St-Venant My et d’autre part la torsion non uniforme M.

Les efforts correspondants a un mode de résistance ne peuvent se développer que si la section
transversale, qui aimerait gauchir, voit son gauchissement empéché par des conditions d’appui
adéquates. On dit qu’une section plane gauchit lorsqu’elle ne reste plus plane apres déformation
sous I’action d’un moment de torsion extérieur [76].

Pour mieux comprendre la différence entre la résistance a la torsion uniforme et la résistance a
la torsion non uniforme, prenons le cas de deux poutres en console sollicitées par le méme effort
de torsion My a leur extrémité. La section d’une des poutres a la forme circulaire a parois mince
et I’autre présente une section circulaire ouverte a parois mince. La section circulaire fermée
reste plane aprés déformation, tandis que I’autre a section ouverte présente des déformations
hors plans de torsion, on dit qu’elles gauchissent. Ce gauchissement qui est présent dans la
section a paroi mince a section ouverte est visible dans I’extrémité libre de la poutre, ce qui
veut dire que la section ne présente aucune résistance a ce point, donc la section a cette abscisse
résiste uniqguement au moment de torsion uniforme My St-Venant, en revanche de ’autre
extrémité de la poutre ou la section est encastré, le gauchissement est empéché, ce qui veut dire
qu’elle présente une résistance a une torsion non uniforme Mw. En dehors de ces deux points
extrémes de la poutre qui se trouvent a ses extrémités, toutes les autres sections présentent une

résistance mixte My , en torsion uniforme et en torsion non uniforme.

M=M,+M,, (1.26)

L I T

Fig.1.12 : Influence de la forme de la section sur le comportement a la torsion [76].
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Dans 1’¢tude de la torsion non uniforme, en plus des hypotheses fondamentales de la statique
des barres, nous admettons que [76] :
e Les contraintes normales sont constantes sur 1’épaisseur des parois (parois minces),
e Les contraintes tangentielles agissant sur la ligne moyenne des éléments de parois sont
considérées comme constantes sur 1’épaisseur de celles-Ci.
e Ladéformation due au cisaillement est négligeable.

1.7.1. Notion de bimoment :

Les contraintes normales et tangentielles sont calculées au niveau de la fibre moyenne des
eléments ainsi sollicités a partir des efforts(N,Ty,Tz, My, M., MX), dans la theorie classique.
Les contraintes normales sont dues a I’effort normal N et aux moments fléchissant M, et M,

au tour des axes Y et Z, les contraintes tangentielles sont dues aux efforts de cisaillement
V, et 'V, et au moment de torsion M, . En plus des déformations sous le moment de torsion

de St-Venant M, les profilés & parois minces a sections ouvertes telles que en I, U, Couen Z

, des déformations dus a I’effet du gauchissement sont ajoutées, dont elles sont définies comme
des déformations longitudinales suivant I’axe des X. Un nouvel effort apparait dans le systeme,
en plus des autres efforts, qui va provoquer le gauchissement de la section et a qui on a donnée
le nom du bimoment par Vlassov [4].

Pour faire apparaitre I’effort du bimoment dans une section a parois mince a section ouverte et
voir comment il fait gauchir la section, prenons une poutre en console de section double Té
chargée a son extrémité libre par une force N de traction concentrée excentrée suivant les deux

axes principaux de la section Y et Z par les deux valeurs e, = b/2 et e, =h/2 respectivement

Fig 1.13.a. Le chargement appliqué sur la poutre est convertis en une charge concentrée
appliquée au centre de gravité de la section avec deux moments de flexion M, et M, comme

le montre la figure Fig. 1.13.b.

Fig 1.13 : Console de section en double Té sollicitée & deux moments et un effort normal.
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En résumé I’ensemble de ses trois effort (N, M, et M) sollicitent en méme temps la poutre en

console. Par la suite on va isoler les trois sollicitions pour que chacune d’elle sollicite seule la
poutre en console, ainsi chaque sollicitation est décomposee en forces concentrés de valeur N/4
de tel sorte qu’elles gardent la méme valeur de la sollicitation totale, voir Fig.1.14.

N/4 7

N/4 N/4

Effort de flexion
suivant ’axe Y

Effort normal

s

N4

Effort de flexion
suivant ’axe Z

Fig 1.14 : Séparation des trois efforts de la console [4].

Fig 1.15 : Réunion des trois sollicitations apres séparation [4].

Si on réunit a nouveau les trois sollicitations écartées préalablement, on obtient I’état de charge
présenté dans la Fig. 1.15 qui est différe de 1’état de charge initial, donc elle est incompléte.
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Afin d’obtenir I’ensemble de la charge initiale totale, un ensemble de forces est ajouté et
présenté sur la Fig. 1.16. Cette sollicitation complémentaire se présente sous forme de deux
moments fléchissant de méme valeur mais de sens opposés appliqués sur les deux ailes de la
poutre. Les deux moments font fléchir les ailes de la poutre dans des sens opposés [77].

Cette quantité d’effort présenté par un couple de deux moments égaux M ', , de sens opposés

écartés par une distance h et dont la dimension Nm? et que par la suite la section transversale
de poutre subira le phénomeéne de gauchissement est appelle par Vlassov [4] le bimoment. On
constate que pour dimensionner une poutre de section ouverte a parois mince, on est dans
I’obligation de prendre en considération la résistance de la section transversale au

gauchissement par le calcul de I’effort du bimoment B, .

M' =bN/4 (1.27)
B,=hM", (1.28)

Fig.1.16 : Effort de bimoments.

1.7.2. Distribution des contraintes et des déformations :

Nous avons démontré au paragraphe précédent comment cette nouvelle quantité d’effort appelé
bimoment apparait dans les sections & parois minces a section ouvertes sollicités par une
combinaison d’efforts de flexion et de traction. Maintenant, nous allons présenter les différentes
€quations qui présentent les déformations de gauchissement et les contraintes produites d’une
poutre en console de section & parois minces a section ouverte de type | sollicité par un seul
effort de moment de torsion. Le choix de la poutre en console nous permet de voir de maniere
parfaite les déformations dues au gauchissement Fig.1.17.
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M, 1

x <=y
L

Fig.1.17 : Exemple de la barre a section en double té soumise a un effort de torsion.

Telle que nous avons expliqué au début, une poutre a sections ouvertes a parois minces
sollicitées & un moment de torsion, provoque des deformations longitudinales hors plans en plus
des déformations angulaires et cela et dus aux flux de contraintes produit dans la section. Cela

s’explique par le fait que le flux fermé de contraintes tangentielles 7, produit dans la section

provoque sa rotation d’un angle ¢(x), ainsi on I’appelle déformation due au moment uniforme
M, de la section. De plus, chaque semelle de la section ouverte est sollicitée a un moment de
flexion M, " etun effort de cisaillement V, produisant des déformations longitudinales vy, (x)
et Vi (X) suivant I’axe X de I’aile supérieure et inférieure respectivement. Autrement dit, les
contraintes normales o,, et tangentielles 7, qui sont liées aux translations des ailes

représentent 1’état des contraintes d a la torsion non uniforme M, .

Torsion
non uniforme

|
vap(d |
1 O - |

|
|
Y ———

T*H vw(,)'

J

Ty Tw

Fig.1.18 : Décomposition des déformations de la section et contraintes tangentielles
correspondantes [76].
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o

Fig.1.19 : Déformation et contraintes résultant de la flexion des ailes [76].

Le moment de torsion total résistant au moment de torsion sollicitant une poutre a section
ouverte a paroi mince est a la fin équilibré par le moment résistant de la torsion uniforme M,

associe a la valeur du moment résistant de la torsion non uniforme M.

M=M,+M, (1.29)
1.7.3. Analyse élastique de la torsion non uniforme :

Rappelons que I’expression du moment de torsion uniforme de St Venant traité au paragraphe
antérieurement est comme suit :

M =jGr29 olA:G@J'r2 dA=Gal (1.30)
A A

L’angle de torsion par unité de longueur € =d¢/dx au contraire du cas de la torsion uniforme
n’est plus constant dans le cas de la torsion non uniforme. Par convention, on utilisera
dorénavant le terme w au lieu de @ pour présenter les équations différentielles.

L’équation qui décrit le bimoment est :

dM,
M,=B,=M; h=h (1.31)
dx
Avec :
M;, : Le moment de flexion appliqué aux semelles.
h - La distance entre les centres de gravité des semelles de la section en 1.
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L’équation différentielle qui décrit le déplacement de la semelle est :

2 M
d d\)/((ZX) —v'(X) = _?fz (1.32)

Avec | moment d’inertie de la semelle suivant ’axe Z.

D’ou I’expression du déplacement latéral v qui s’écrit :

Vi =D (1.33)

L’expression du bimoment s’écrit & nouveau comme suit :

2
Mw:—E '; h " (x) (1.34)

Avec :
m d3¢(x)
X)=
v"(x) ax®

. (1.35)

En remplagant (2.19) et (2.21) dans (2.18), on arrive a I’équation bien connue de torsion non
uniforme :

M =Gl y'—EI, p" (1.36)

2
s

Dans laquelle 1, = présente I’inertie de gauchissement de la section.

Le moment de torsion mixte présenté par son expression dans 1’équation (1.29) a vu le jour pour
la premiere fois par Vlassov [4]. Ce moment résistant relie a la fois 1’angle de torsion des

sections ¢, le moment d’inertie de St Venant |, et le moment d’inertie de gauchissement |, .
La présence du paramétre |, contribue a la prédiction de la résistance a la torsion non uniforme

des poutres prismatique a section ouverte faite de parois minces de maniére plus exacte et plus
réelle.

Fig. 1.20 : Déformée de gauchissement d’une poutre en 1.
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1.7.4. Caractéristiques géométriques des sections ouvertes :

Dans la théorie classique, les caractéristiques géométriques des sections qui interviennent dans
le calcul des sections sont : le centre de gravité, 1’aire de la section, le moment statique et les
moments d’inertie statiques et quadratiques. De plus, afin d’introduire I’effet de gauchissement
dans le calcul de la résistance des sections des profilés a parois minces a sections ouvertes
sollicités a la torsion non uniforme, d’autres caractéristiques géomatiques sont nécessaires et
qui sont : le centre de torsion, la coordonnée sectorielle, le moment d’inertie de torsion uniforme
et de gauchissement.

1.7.4.1. Moment d’inertie :

Les moments statiques et quadratiques classiques (liés a la théorie des poutres), sont donnés par
les relations suivantes :

A=([dA, S,=[zdA, s,=[ydA
A A
,=[Z2dA, L=[y?dA, 1, =[yzdA (1.37)
A A A
0_\ —

Fig. 1. 21 : Coordonnées de centre de gavité [77].

Dans I’analyse des poutres a parois minces et profils ouverts, les coordonnées d’un point qui se
trouve sur le contour de la section transversale, est repéré par rapport aux axes principaux
centraux. La position de 1’origine et de la direction de ces axes principaux est définie par les
trois conditions données par les équations suivantes [77] :

Sy=[zdA, (1.38.a)
A

S, =[ydA, (1.38.h)
A

wz=jysz (1.38.c)
A
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Les deux équations (1.17-a et 1.17-b) sont utilisées pour localiser I’origine des coordonnées
principales. Ce point particulier est appelé : le centre de gravité de la section transversale.
L’équation (1.17-c) donne la direction des axes principaux.

1.7.4.2. Surface sectorielle :

La coordonnée sectorielle est une variable qui intervient dans le calcul de la torsion non
uniforme. Elle se réfere par rapport a la ligne moyenne du contour de la section transversale du
profilé ouvert (Fig. 1.22). La coordonnée sectorielle du point M , mesurée a partir du péle D et
du point initial M1 , est représentée par deux fois 1’aire formée par deux segments DM, DM et
I’arc MM [77].

Fig.1.22: Surface sectorielle [77].
Ou:

D est le pble auxiliaire de la coordonnée sectorielle qui représente le centre de rotation des
points du contour transversal.

My est appelé point initial a partir duquel on mesure la surface sectorielle.

M est le point d’intersection du segment DM et de la tangente au contour transversale de la
section en ce point M.

C est le centre de torsion.
Soient wg, @p les surfaces sectorielles qui correspondent respectivement aux péles C et D.
L’aire du triangle CMMy, selon la figure 1.22, est donnée par [77] :

CMM1=CAM -CBM; —BAMM; (1.39)

D’ou:
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Aire(CMM1) =%[(y— Yo)+dy][(z—2p)+dz]
(1.40-3)

1 1
—[z—z0 +§dzjdy—§(y—y0)(z—zo)
L’aire du triangle DMM;1 est donnée par :
. 1
Alre(DMM1)=E[(y—yd )+dy |[(z-24)+dz]
1 1
—(z—zd +Edzjdy—5(y— e )(z—124)

(1.40-b)

Fig. 1.23 : [77].

Comme la surface sectorielle est le double de 1’aire balayée par le point M, en se déplacant sur
le contour transversal de la section par rapport a un péle quelconque, on a:

dae =2 xaire(CMM, ) =(y -y, )dz - (z—2z,)dy (1.41-a)
dap =2 x aire(DMM, ) =(y -y )dz - (z—z4)dy (1.41-b)

La différence des deux surfaces sectorielles (1.40-a) et (1.40-b) donne :

d(@c —wp)=(2—24)dy- (Yo —¥q )dz
(1.42)

L’intégration de I’équation (1.21) donne :
we =ap +(2g=24)Y - (Yo~ Ya)2+Co (1.43)

Ou Co est une constante arbitraire, dépendant du point initial a partir duguel on mesure les
surfaces sectorielles [77].
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On suppose que le point Mi(y1,z1) est I'origine des arcs s et en supposant que les surfaces
sectorielles @, mp sont également comptées a partir de ce point, ¢’est-a-dire que pour s=0 on

a oc =wp =0. D’apres ces conditions :

Co=—(20-24) Y1 +(Yo—Va )% (1.44)
Apres avoir remplacé Co par sa valeur, 1’équation (1.22) devient :
w=amc =ap+(2-24)(Y = Y1)~ (Yo~ Ya )(2-2) (1.45)
A partir de la relation 1.24, on constate que 1’unité de @ est de m?.

Les caractéristiques géométriques liées a la coordonnée sectorielle sont définies par rapport au
centre de torsion, elles sont données par :

= dA . 1, =0 dA

=[wda s, =[yodA (1:40)
A A

1.7.4.3. Centre de torsion :

Le centre de torsion est point bien particulier de la section transversale massive ou bien mince,
ouverte ou fermée. Lorsque les charges appliquées a la poutre ne passent pas par ce centre, la
flexion de la poutre s’accompagne nécessairement d’une torsion. Le centre de torsion a pour
propriété de rendre la surface sectorielle orthogonale aux coordonnées (y, z) mesurées dans les
axes principaux centraux d’inertie [77], ce qui se traduit par :

[yoda=0 [z dA =0 (L47)
A

Apres avoir remplacé (1.24) par sa valeur, on trouve :

Iya)D dA + Iyz(zo—zd) dA - j(yo—yd)zy dA=0 (1.48.a)
A A A
ijD dA + j( —74)zy dA - I ~yg)z® dA= 0 (1.48.b)
A A
Yo ,C
'535%\\ %0 Fig. 1.24 : Centre de torsion

Y d’une section a paroi mince
[77].
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La solution du systeme 1.27-a et 1.27b d’équation, nous donne :

|, [op 2dA-1, [ op ydA

Yo=Yaq t A 2A
11, -1,
(1.49)
|y [ op ydA-1,, [ wp 2dA
Zg =124 ——H A
0 d

2
11, =15,
Dans le cas particulier ou les axes y et z de la section sont des axes principaux, 1’équation (1.28)
devient :

IwD zdA

Yo =Ya + A4 ——
y

(1.50)
ij ydA
A

ZO=Zd— |

z

Il est convenable de se rendre compte que pour les profilés ouverts simples ou composés, ayant
un axe de symétrie dans la section transversale, le centre de torsion se trouve sur cet axe. Si la
section a deux axes de symétrie le centre de torsion se trouve a I’intersection de ces axes et
coincide dans ce cas avec le centre de gravité [77].

Pour les profilés qui suivent, on donne la répartition de la coordonnée sectorielle principale, la
position du centre de torsion et ’expression du moment d’inertie de gauchissement en fonction
des caractéristiques géométriques de la section [77].

—
,=:_.F,__ I?éﬂ T hb/4

t
h + C=G
Io=I; h¥4

| "A
>

(a) : iF'rr::ﬁlés en [ symétrique
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by
i#_—._.! _ —3 T hybi/2
Rip =] »
™ Vo= ——F h
F+_G h DL 2 2
} Yo fo=1; 4(h -¥p) +5 2y
ty'f
==l L T Yober2
— -
2
() : Profilés en [ monosymétrique
t ygh ~
Q_ - ~boto
1_3‘13 h/2 yo b-Y0 L
- h Yo 2btpt_ht
c ijf G l; 3
R /I 1,=Yoly+1/6 (b-3Y0) b2 h2t;
— :-'{}hy'l
2
(b) : Profilés en U
i e | -
A t + _b-d
wy bt e
] o d
h lc=c i i
— —7 i t+2bt
[,o DUl 2ht +bt
o fib g ©=12 " ht+2bY
——— L/\—d‘-

(d) : Profilésen Z*
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(e) : Profilés constitués d’un faisceau de plaques minces

Fig.1.25 : Caractéristiques géométriques des sections pour la torsion [77].
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1.8.Conclusion :

La torsion est la sollicitation subie par un corps soumis a I'action d'un couple de forces opposees
agissant dans des plans paralleles et dont I'é1ément de réduction est un moment de force agissant
dans l'axe de la poutre. On a montré sur ce chapitre qu’une piece change de comportement en
fonction de sa section transversale lorsqu’elle est sollicité a un effort de torsion, a savoir entre
section fermé ou ouverte, section pleine ou section formé de parois mince.

Vlassov a démontré que le principe de Bernoulli qui met en évidence la conservation des
sections planes apres déformation doit étre abandonné en présence des sections ouvertes
formées a parois minces. Cependant il a donnée naissance au phénomene de gauchissement par
le développement de la méthode des aires sectorielles. L effet du gauchissement doit étre pris
en considération pour 1’étude de 1’instabilité des poutres aux sections ouvertes a parois minces
d’une part. D’autre part, la théorie de Saint-Venant reste valable uniquement pour les sections
pleines circulaires.
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CHAPITRE 2 INSTABILITE DES POUTRES A PARDIS MINGES -
ASPEGT ANALYTIQUE ET REGLEMENTAIRE

2.1. Introduction :

Les ouvrages métalliques rencontrent un franc succés dans le monde de la construction et cela
a cause des nombreux avantages que recele ’acier. La plupart des grands secteurs industriels y
ont recours. L’utilisation des éléments élancés aux parois minces rend les constructions plus
modernes et leur refletent un aspect plus innovent en offrant une liberté de conception illimité
aux architectes et aux ingénieurs de structures. En plus de I’avantage du gain économique, ces
éléments sont beaucoup plus sensibles aux divers phénomeénes d‘instabilité. Cependant leur
dimensionnement doit étre plus rigoureux et plus précis afin que leur utilisation réponde aux
services que présente 1’ouvrage.

Dans ce chapitre, nous allons nous consacrer a 1’é¢tude de I’instabilité du flambement et du
déversement des élements métalliques. On va commencer par expliquer les différents
phénomenes ensuite en déduire les charges critiques du flambent et du déversement ainsi que
les charges critiques présentées par le réglement européen I’EC3.
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2.2. Flambement :

Les théories sur la stabilité ont été élaborées afin de déterminer les conditions par lesquelles
une structure, en équilibre, cesse d'étre stable. L'instabilité est essentiellement une propriété des
structures de géométrie extréme, comme par exemple les éléments comprimés d'élancement
important, les plaques minces plates ou encore les coques minces cylindriques.

2.2.1. Définition :

Le flambement est un phénoméne mécanique d’instabilité qui affecte des éléments de structures
soumises a la compression. Lorsque 1’élément sollicité a une charge N de compression atteint
une certaine valeur de compression, 1’élément sollicité subit une flexion dans la direction
perpendiculaire a la direction de la charge. La déformation de 1’élément se produit dans le sens
de faible inertie pour les sections qui procedent une inertie plus faible vis-a-vis I’autre. Cette
charge provocatrice d’éventuelle déformation est appelée charge critique de flambement Ny
qui peut avoir une nature mécanique ou bien thermique. Autrement dit, le systéme d’équilibre
d’un élément sollicité en compression est stable si la valeur de la charge N est inférieure a Ner,
le systeme est métastable si N atteint la valeur critique Ncr, par la suite il sera instable si la
charge N dépasse la valeur critique et ainsi 1’élément sollicité se ruine et ne répond plus aux
services souhaités (Fig.2.1).

Fig.2.1 : Stabilité de forme d’une barre comprimée [76].

Dans les problemes classiques de flambement, le systeme est dit stable si la charge N est assez
petite, autrement dit aprés déchargement la barre revient a sa position initiale. Si la charge N
est égale a la charge critique N¢r qu’on I’appelle aussi charge de flambement, la barre garde sa
position déformée apres déchargement, la barre se trouve a un nouvel état d’équilibre dit
métastable ou indifférent. Pour le dernier cas si la charge N est supérieure a la charge critique
Ner le systeme cesse d'étre stable et il est appelé instable, ainsi la barre se dérobe, la déformation
s’accentue et devient inacceptable.
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2.2.2. Théorie de flambement plan élastique par bifurcation :

En 1744, Euler a été le premier a définir la valeur de la charge critique de flambement qu’on
appelle également charge critique d’Euler. Pour établir les équations d’équilibre, il considére
un élément parfaitement rectiligne sans aucune imperfection de forme initiale, bi articulé aux
extrémités et soumis uniquement a une charge de compression centrée. Par conséquence, selon
ces hypotheses adoptées par Euler, la charge critique déduite est appelée charge critique de
bifurcation et qu’on appellera par la suite le systeme dans son état instable par flambement
par bifurcation. En revanche, si un élément comprimé ne tient plus compte des hypothéses
adoptées par Euler, par exemple I’apparition d’une flexion supplémentaire provoquée par une
imperfection initiale de 1’élément ou bien I’excentrement de la force de compression,
I’existence de forces transversales, le phénoméne d’instabilité se nomme ainsi le flambement
par divergence. Naturellement la valeur de la charge critique déduite d’un tel systéeme imparfait
sera inférieur a la charge critique d’Euler dite de bifurcation.

F
F F
e=0 o Ve
instable —] [— a#0
Fer Bl [ neutre ou indifférent
Z { —
e=0 E.o——d)o— - ’\C¢O H#C
a=0 J'- ,/ 0#0
stable - |/
— e

Fig.2.2 : Flambement par bifurcation et par divergence [73].

Le cas de poutre étudié par Euler pour illustrer le phénomene mécanique de flambement est
considéré comme un cas fondamental pour établir les équations d’équilibres. Ainsi on trouve :
On considére que la section transversale posseéde une inertie suivant 1’axe Y qui est plus forte
que celle suivant ’axe Z :

V" +lv -0 Suivant I’axe Z (2.2)
El

z

w" +lW: 0 Suivant ’axe Y (2.2)
y

Avec v la fléche suivant I’axe Y et w la fléche suivant I’axe Z. la vérification au flambement
est toujours faite selon la zone faible, et dans notre cas on considére toujours une veérification
selon I’axe de faible inertie qui est I’axe Z.
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y
FKNF :.:F{NF__..E
T | ‘ | =T |
L | . L ]

Fig.2.3 : Cas fondamental d’Euler [73].

La solution de 1’équation différentielle est de la forme :
v=C,sinkx+C, coskx (2.3)

Les constantes C, et C, sont définies & partir des conditions aux limites aux droit des appuis
v(0) =0et v(L) = 0. Ainsi la charge critique de flambement devient :
B n*r2El

N = L2 (2-4)

Avec :

n : Nombre entier.

E : Module d’¢élasticité du matériau.

| : moment d’inertie de I’axe perpendiculaire a celui de la fléche.
L : longueur de la barre.

Si on prend n=0, cela veut dire que I’effort dans chaque section est nul, ce qui ne refléte pas du
tout le cas de 1’état de notre poutre €tant donné qu’elle est fléchie sous un effort existant.
Cependant, pour déterminer la petite valeur de la charge critique de bifurcation dite aussi charge
critique d’Euler, on prend la plus petite valeur de n et qui est égale a 1, et la valeur devient :

B 7°El

T (2.5)

L’expression finale de F définie tout simplement une résistance au flambement d’un élément
parfait biarticulé de section constante soumis a une charge de compression centrée. A cet effet,
I’expression F change de valeur en fonction des conditions aux appuis autre que celles du cas
fondamental d’Euler, et par la suite la longueur de la barre L change de valeur et a la quelle on

attribue le nom de longueur de flambement |, . Cette derniére est définie comme une distance

mesurée entre deux points d’inflexion de la barre étudiée. L’expression de la résistance critique
au flambement d’une barre devient :

72El
=— (2.6)

N

cr
Ik

Les longueurs de flambement sont illustrées sur la figure suivante :
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Barre tenue transversalement Barre non tenue transversalement
' —T— ' ' ' | !
| J Ix l | | I
) e R i |
f— ' _‘} i '
4’_ —— . IK lK
’
\ ]
\ ]
\ \
\
Ix =0.51 0.71 1.0/ 1.01 2.0( oo
‘—e

Fig.2.4 : Longueurs de flambement Ix de barres soumises & la compression sous différentes
conditions aux appuis [76].

A partir de I’expression (.), on peut déduire I’expression de la contrainte critique de bifurcation
qui vaut :

g = =
A AL

N, B, (i) =
=—— =7E =7 @.7)
LK

Avec :

A : Aire de la section.
i : Rayon de giration de la section de la barre par rapport au plan de déformation considéré

(i=\l/A).

A : Elancement de la piéce.
Courbes de flambement et élancement limite :

On obtient une vue d’ensemble de la sensibilité au flambement par bifurcation en tragant le

graphiphe de la fonction o, = 7T2E/ >\|§ , dénommé courbe d’Euler et asymptotique aux axes.

Ter

[ ———— Ll

Fig.2.5 : Courbe de flambement d’Euler [73].
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La figure présente la courbe de flambement des barres qui font partie du cas fondamental
d’Euler établi par la contrainte critique d’Euler ocr en fonction de 1’élancement Ak . Cette courbe
dite également hyperbole d’Euler n’est valable que dans le domaine élastique selon les
hypotheses d’Euler. A cet effet, la valeur de la contrainte critique de bifurcation doit &tre

inférieure a celle de la contrainte limite de compression du matériau o, . On détermine par la

suite la valeur de 1’abscisse correspondante & o, et qu’on appelle élancement limite A, par

I’expression suivante :

A =7 |— (2.8)

2.2.3. Flambement élastique par divergence :

Euler a traiter le phénoméne mécanique de flambement pour un cas particulier, a savoir une
barre parfaitement rectiligne, bi-articulée aux extrémités, sollicitée a une seule et unique force
de compression appliquée au centre de la section transversale de la barre. Son cas traité reste
purement théorique et il ne refléte jamais les cas qu’on trouve dans la pratique. Une barre
métallique sortie de ’'usine de laminage n’est jamais parfaite suite aux présences de certaines
déformations initiales due a la fabrication des profilés. On note également que les charges
appliquées ne sont pas parfaitement centrées dans 1’axe de la barre. 11 est strictement interdit de
négliger la présence des contraintes résiduelles dues a la température de refroidissement apres
moulage des profilés métalliques. Ainsi, la présence des efforts supplémentaires a celle de la
compression en plus de la présence des imperfections physiques de la barre nous conduisent a
ce que la charge critique d’Euler n’est plus celle qui définit sa résistance vis-a-vis de I’instabilité
au flambement.

A. Poutre droite sous une charge de compression excentrée :

Pour cet exemple, considérons une barre rectiligne de longueur L soumise a des efforts de
compression F sur chacun de ses cotés excentrés d’une distance € suivant I’axe central x de la
barre.

x | w(x)
fa 28 I
1 s }_ ; -
2 T | r|€
_\.’\ S ER 5 /| mie
|
| L |

I 1

Fig.2.6 : Poutre comprimee excentriquement ( EI = cste ) [73].
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Dans une section d’abscisse x de la configuration déformée (2", le moment de flexion (3)
vaut, en grandeur et en signe

M =—N(e+w) (2.9)

L’expression de I’équation différentielle dans la section d’abscisse X s’écrit :
w. N
w +E(e+w):0 (2.10)

Apres intégration de 1’équation linéaire du second ordre, la solution est :

. IN N
w=C_C,sin,/—x-+C,cos,|—x—e
| ‘/EI +C, ‘/EI (2.11)

Les constantes d’intégration C, et C, se déterminent par les deux conditions aux limites
L
wl——|=0
2
_ L /N
onen tire C, =0 et C, =€/ C0S (E a) ; ’équation de la déformée est ainsi :

Cosafﬁx
wW=e —EI_]_ (2.12)

N L
cos ( ag)

On pose k= Jﬁ
El

La fleche maximale a qui se produit au milieu de la barre a pour valeur :

1

La représentation graphique de la variation a en fonction de N fournit la courbe a I’allure
hyperbolique de la figure, admettant une certaine asymptote horizontale. En effet :

Si N=0,alorsk=0, cos(kL/2) =1 et a=0 ; la tangente en ce point a pour équation :
2

a=Ne—=a, 2.14
8E| lin ( )

Qui n’est autre que la solution linéaire du probléme (fléche d;, d’une poutre soumise a un
moment constant N e [73] ;
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—ee—————— 0
e} < ez <eg
Flexion Flexion
initiale faible initiale forte
a
— p— — L

Fig.2.7 : Poutre comprimé excentriquement : (a) Courbes fleche-charge pour diverses valeurs
(e1, €2, e3) de I’excentricité e :

2) Linéaire, poure=-e3, 2) Second ordre poure =e3, 3) Asymptote quelle que soit
la valeur de e [72].

FL — =1 Fle

e "

Fig.2.8 : Diagramme des moments de flexion [72].

Si N croit par incréments égaux (AN, =AN, =AN,...)les incréments correspondants de

fleche augmentent toujours davantage (A& < Aa,< Aa,..)soulignant ainsi le caractére
divergent du phénomene ;

Le cosinus du dénominateur s’annule lorsque kL/2—7/2 , ce qui fournit N =7 El 12,
ordonnée de 1’asymptote horizontale ; lorsque la force de compression tend vers cette valeur, le
dénominateur cos(kL/2) diminue indéfiniment et la fleche a de la poutre croit au-dela de toute

limite.

Et on observe qu’elle ne dépend pas de I’excentricité e. De plus, la poutre ne saurait en aucun
cas supporter une force supérieure a cette valeur critique.

Le moment de flexion maximal se produit au milieu de la poutre et vaut, en valeur absolue [73],

Ne

Mex = N(e+a):m

(2.15)
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Il croit aussi indéfiniment lorsque N tend vers la valeur limite N
B. Barre comprimée avec une courbure initiale légéere :

On considéere pour ce cas une barre soumise a des forces de compressions sur chacune de ses
extrémités. La barre possede une Iégere fleche initiale w;, .

L’équation différentielle de la déformée finale est de la forme :

w'-k* w+w, =0 (2.16)

avec k=,|—.
El

0 ETI = cste

-

Fig.2.9 : Flambement d’une poutre possédant une déformée initiale W, (X) [73].

Si la courbe initiale est un arc de sinusoide d’équation,
W, (X) = w, sinW—LX (2.17)
Avec W, est la déformation initiale a mi portee.
L’équation différentielle s’écrit :
W'+ k*w = —k*w, sin7r—LX (2.18)

L’intégrale en est, compte tenu des conditions aux limites w(0) =w(L) =0,

W, .
w(x) = — S—sin— (2.19)
e

Et on observe que la déformée initiale W, et le flambement W ont une forme semblable
(affinité).
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e
wW=w|—|= N
2 Nee 4

N
(2.20)
Et la fleche totale au milieu de la barre vaut :

L W,
W= W, —i—W[E] = ON (2.21)

1—

cr

On remarque que I’expression de la fléche de la barre est tout simplement équivalente a la fleche

initiale de la barre multipliée par la quantité J/[l—N]. Elle correspond a un facteur de la

cr
fleche initiale w, . Ainsi on peut déduire que I’expression du moment de flexion de la barre peut

étre écrit de sorte que le moment de flexion initiale est multiplié par la quantité mentionnée
précédemment :

(2.22)

Avec M, = Nw,

i)

La quantitt K appelée facteur d’amplification, permet 1’évaluation de 1’influence de la
résistance a I’instabilité de flambement sur la capacité portante de la barre. Cela s’explique par
le fait que les éeléments imparfaits sollicités a la compression perdent leur équilibre par
divergence et non pas bifurcation [72].

point de bifircation /bg}‘iﬁ'cm‘mu d ‘équilibra

\}* "y

divergence d équilibre

> v
Fig.2.10 : Equilibre par bifurcation et par divergence d’une barre comprimée.
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C. Les contraintes résiduelles :

Un corps métallique lorsqu’il est soumis a une différence élevée de température, un ensemble
de contraintes internes se crée tout en gardant son équilibre en dehors de toutes forces
extérieures. Leur existence qui a 1’origine thermique est causé par des différents processus de
fabrication des profilés en acier a savoir :

e Laminage & chaud pour les piéces reglementées,

e Soudage des plaques en acier entre elles pour les PRS,

o Découpage pour les poutres alvéolaires ou bien les éléments avec des ouvertures dans
I’ame.

o Pliage des plaques pour les profilés formés a froid.

D’une part structurelle, une plastification primaire développée dans la section transversale en
dehors de toute charge extérieure fait apparaitre ces contraintes résiduelles, ainsi elle provoque
un changement de comportement mécanique de la piece en diminuant sa rigidité et par la suite
elle amplifie les déformations des parois de la section. Leurs présences affectent la valeur de la
résistance mécanique d’un élément comprimé si leurs valeurs de compression sont importantes.

2.2.4. Les courbes de flambement européennes :

La convention européenne de la construction métalligue, CECM, présente des courbes de
flambement qui prennent en considération des paramétres en fonction du rapport d’élancement

X de la barre pour définir la charge critique de flambement N, a travers le rapport de contrainte
& . Les paramétres pris en considération dans les travaux de CECM pour établir les courbes
réglementaires sont :
e Le type de proportion de la section droite.
e Le mode de fabrication de la piece.
e Le plan de flambement considéré.
7
1

0,5

T=ogfoe

w1y

0,2 I =2 (he=nvEloe) 2

Fig.2.11 : Courbes de flambement européennes des barres en acier [72].
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La figure présente quatre courbes de flambement d’une barre simplement comprimée en
commencant par celle qui est la plus basse et c’est elle qui présente une forte imperfection de
la barre en allant vers celle qui présente 1’état fondamental d’Euler.

2.3. Déversement :
2.3.1. Définition du déversement élastique :

Le domaine de I’industrie a connu un grand développement notamment dans le domaine
métallurgique et dans la fabrication des pieces métalliques. La fabrication de pieces métalliques
laminées aux sections rationnelles a pu voir le jour gréce a la révolution technologique des
machines et des processus de laminage et profilage des poutres et poteaux qui ont connue
jusqu’a ce jour une utilisation majeur et indispensable pour faire partie des squelettes des
constructions les plus modernes. Ainsi on trouve des sections en I, en H ou bien U laminées a
chaud, ou bien des plaques aux épaisseurs selon le besoin qui sont soudées entre elles pour avoir
une section voulue qu’on appelle également les PRS, Poutre Reconstituées Soudées.

Le comportement mécanique différe d’une section a une autre selon les sollicitations subites
par la piéce métallique. L’ingénieur de structure choisira le type de section nécessaire qui
convient pour faire partie des éléments constituants de la structure afin qu’elle puisse résister
et répondre aux différentes charges extérieures.

Les sections en double Té sont largement utilisées pour répondre aux efforts de flexion. Elles
sont favorisées a cause de la présence de leur grande inertie pour un minimum d’acier qu’elles
présentent. Malgré ’efficacité de résistance qu’elles présentent a travers leurs formes, elles
restent toujours sensibles au phénoméne de déversement.

Pour illustrer ce phénoméne d’instabilité, prenons 1’exemple d’une poutre de section en I
simplement appuyée sollicitéte a la flexion pure. Naturellement aprés application du
chargement, la poutre va fléchir suivant le plan de la charge, I’axe de forte inertie de la section.
Evidement il va y avoir une partie tendue et une partie comprimée dans la section. Cependant,
apres avoir atteint une certaine valeur de charge extérieure, la partie comprimée de la section
va subir une flexion latérale suivant I’axe de faible inertie de la section pour échapper a 1’effort
de compression excessif. En plus du déplacement vertical w que subit la poutre au départ, et le
déplacement horizontal v de la partie comprimée de la section, un autre déplacement s’ajoutera
qui se présente avec une rotation f de la section autour du centre de cisaillement de la section.
Cet ensemble de mouvements que connait la section s’appelle un déversement. La poutre en
double Té connaitra ce phénomeéne d’instabilité si elle n’est pas maintenue latéralement afin
d’augmenter sa rigidité suivant I’axe de faible inertie.
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Fig.2.12 : Phénoméne de déversement d’une poutre en double T¢ [76].

2.3.2. Moment critique de déversement elastique (état fondamental) :

L’exemple de la poutre simplement appuyée soumise a la flexion simple est considéré comme
un cas fondamentale et particulier pour expliquer le phénomeéne de déversement d’une poutre
bisymétrique qui a déja été traité par Timoshenko selon ses hypothéses :

e Barre parfaitement rectiligne de section bisymetrique et constante sur toute sa longueur.
e Barre idéale sans imperfections.

e Section de la barre indéformable.

e Appuis de type « appuis a fourche ».

e Matériaux infiniment élastique et linéaire.

e L’inertie de la section |, est faible vis-a-vis I’inertie ly.

o Petites déformations sinp ~p,cosp =1 .

Dont on peut établir les équations d’équilibres selon 1’état déformé de la poutre suivant les axes

(SRR

Flexion selon I’axe m, en tenant compte du fait que M, =M, cosp~M, :

w"(X) + M, _ 0 (2.23)
E_Iy = :
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Flexion selon I’axe (, en tenant compte du fait que M, =M, sinp~p M, :

M
V"(X)—HO(X)E—IV =0 (2.24)
. . . dv dv
Torsion au tour de I’axe ¢ , en tenant compte du fait que T = My sin— ~ My —
dx dx
El, ©’)—GK¢'(X)+M, v'(x)=0 (2.25)

En dérivant une seule fois I’équation 3 et en remplacant dzv(x)/ d2x par sa valeur trouvée de
I’équation 2, on obtiendra par la suite 1’équation différentielle :

B 409~ GK (9~ 1 (X)=0 (2.26)

z

Dont la solution est :
o(x)= Acosh(ax)-+ Bsinh(ax)+Csin(3x)+ Dcos(3x). (2.27)

Afin de déterminer les constantes A, B, C et D on doit mettre en évidence quatre conditions aux
limites a savoir ¢ =" =0 pour X=0 et x=1Ip.

Et ainsi on obtient I’expression du moment critique de déversement élastique :

M., Ii\/GK El,

2
mEl

14
I7GK

(2.28)

D

X=Ip : Longueur de déversement (distance entre deux appuis latéraux empéchant le
déversement).

G : Module de glissement.

K : Constante de torsion uniforme.
GK :Rigidité de torsion

E : Module d’¢lasticité.

: Moment d’inertie par rapport a I’axe z
El, Rigidité de flexion latérale.
: Moment d’inertie sectoriel de la section.

El, Rigidité de torsion non uniforme.

2.3.3. Moment critique de déversement élastique (formule
empirique) :

La poutre soumise a la flexion pure étudiee précédemment est consideré comme un cas
particulier a base d’hypotheses pour simplifier I’illustration du phénomeéne de déversement.
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Naturellement, en pratique ce cas ne fait jamais partie d’un élément constituant une structure.
Des sections dissymétriques sous des efforts beaucoup plus combinés entre traction,
compression, flexion et de torsion font partie des sollicitations majeures d’une poutre, en
présence de différentes conditions d’appuis comme des encastrements qui sont les plus
fréquents des cas.

Différents auteurs ont traité le cas du phénomeéne de diversement des poutres a parois minces
afin de mettre en pratique une formule plus générale applicable sur différents parameétres. Clark
et Hill et par la suite Djalaly ont propose une équation empirique détaillée pour le calcul de la
charge critique de déversement élastique. L’équation empirique proposée tient en compte le
type de chargement, son application ainsi que le type des conditions d’appuis, elle est également
connue par le surnom de 1’équation a trois facteurs.

2 2 2
El L (G K21
T2 | gy 4Gy Bl Kb, Cozg +C3B | (2.29)

Mch:Ol—IZ I 2
kVKp D z| T™El

G, Cy et C3 : Facteurs dépendants du type de chargement et des conditions d’appuis

k, et Kp : Coefficients d’encastrement aux appuis.

Za : Distance entre le centre de cisaillement C et le point d’application de la charge
(positive si ce dernier est situé entre le centre de cisaillement et la semelle
tendue).

v : Caractéristique sectorielle de la section, 3 = 0 pour une section bisymétrique.

La caractéristique sectorielle est donnée par I’expression suivante :

1
ﬁzzc+2—fz V2472 dA (2.30)
ly A
Zc est la distance entre le centre de gravité G et le centre de cisaillement C. Elle est positive
si le centre de cisaillement se trouve entre le centre de gravité et la semelle comprimée.

Les grandeurs caractéristiques 3, 7c, |, et K changent d’expression pour les sections mono-
symétriques comme suit :

3 3 3 3

1 8cr b L 8ci o bd
=Ic+ +2GC tHh b+ — +2q b +— 231
=1 2|yb2 1 2 b 2|70 e b+ (23D)

bycit,—b,c3t
7o =211 222 (2.32)
2

Iw:2 b,+b, “cit cit, (2.33)

3cit+cit,
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K:%2c1 t2+2c, t3+ b +b, d® (2.34)

Un tableau accompagne 1’expression de déversement précédente sur lequel les valeurs des
facteurs C1, C2 et C3 sont présentées en fonction des conditions aux limites de la poutre et des
positions d’application de la charge. Ces tableaux sont disponibles dans les travaux de Mohri
etal. et Brahma

2.3.4. Etude normative sur le déversement :

Le travail de Gardner, L., et Nethercot [83] avec le réglement européen EC3 [1] ont exigé que
pour dimensionner une poutre sollicitée a la flexion, chacune de ses sections doit répondre au
critére de résistance et au critére d’instabilité a la fois. Fig. 2.5.

EN 1993-1-1(5.5)

Classification of cross-sections

] 1

Resistarice of cross-seclions Buckling resistence af members

EXN 1993-1-1{6.2.5} EN 1983-1-1{6.3.2) [LTE]
Eending moment Uniform members in bending

F

EN1993-1-5(13[LB]
—#  Plate buckling «ffeets due to
direct stresses

DINIHAIRY

Fig.2.13 : Clauses dans I’EC3 impliquées dans la Vérification a la flexion [1].

Les formules de dimensionnement et de vérification des sections transversales présentées par
le réglement européen EC3 sont basées sur le principe des rotules plastiques, autrement dit, les
résistances des sections sont vérifiées a la phase plastique, a I’exception de cératines sections
¢tant donnée qu’elles ne peuvent pas présenter une résistance ultime plastique, ainsi leurs
vérification vont étre restreintes juste dans la phase élastique. C’est pour cela, avant d’entamer
une vérification de résistance de n’importe quelle section, L’EC3 classe les sections
transversales en acier en 4 classes en tenant compte I’effet d’instabilité de voilement local. Le
passage par cette clause est considérée comme analyse préliminaire vis-a-vis du risque de
voilement local de chaque paroi de la section transversale étudiée soumise a la compression.

La clause EN 1993-1-1(6.2.5) indique la formule qui calcule le moment résistant a la flexion
M p . La formule de calcul présentée par la clause ne tient pas en compte 1’effet d’instabilité

de déversement de la section transversale mais uniquement le I‘effet du risque au voilement
local de la paroi comprimée a I’aide du module de section W, qui est en fonction de la classe

de section.
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W, f
Mgp = —— (2.35)

TYmo

Avec: W, = W,  pour laclasse de section 1 et 2.

W, = Wy pour la classe de section 3.

W, = W pour la classe de section 4.

Les allures de la loi de comportement moment-rotation correspondant d chaque classe de
section sont présentées ci-dessous, mettant en évidence la résistance et la capacité de
rotation qui peuvent étre atteintes avant apparition du phénoméne de voilement local
(correspondant d la branche descendante des courbes), tout risque de déversement étant

empéché.
M
‘ ¥
lasse 1
-_-i ........ MoiRd oo i _

I i

@ HH_Hd A ______icumez E

| Classe 3 :

: \ |

W | Classed | I

] I |
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M ! '} ! 1 !
a 1 »Z >4 »-

Fig.2.14 : Loi de comportement des différentes classes de section EC4 [81].
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2.4. Conclusion :

Les éléments de structures élancés a parois minces présentent un avantage structurel et
économique du fait de leur réduction de section pour répondre aux charges extérieures. Mais
celan’empéche qu’elles sont toujours sensibles vis avis aux phonemes d‘instabilités, la majorité
d’entre elles se ruinaient par instabilité avant que leur résistance n’atteigne la limite élastique.
Dr’ailleurs il ne faut pas nier que la majorité des structures élancées se ruinent par instabilité
mécanique.

Les résistances de ruine ont été calculées préalablement pour des cas simplifiés a des barres
parfaites, par conséquent les hypotheses adoptées ne refletent pas les barrent utilisées en
pratique. Cependant, il est dans 1I’obligation de prendre en compte les différents paramétres afin
de prédire un comportement réel de la barre ainsi sollicitée.

Le réglement européen de construction en acier I’Eurocde 3 présente des formules pour prédire
la valeur de résistance vis-a-vis des phénomenes d’instabilité de flambent et de déversement
traité dans cette these. Les formules présentés sont valables uniquement pour les petits
déplacements, ainsi pour prédire les charges de résistance d’instabilités dans le domaine poste
¢lastique, on est dans 1’obligation de faire appel a des modeles numérique et a la modélisation
par la Méthode des éléments fini pour une analyse rigoureuse.
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INSTABILITE NON-LINEAIRE DES
CHAPITRE 3 POUTRES A SECTIONS VARIABLES,

3.1. Introduction :

Dans ce chapitre est présenté une formule analytique qui traite 1’instabilité non linéaire des
poutres et des colonnes a parois minces doublement symétriques pour des sections variables
ouvertes | et H et pour des sections fermées en box. Un nouveau modeéle cinématique est utilisé
dans ce travail établie selon les hypothéses de la théorie des éléments a parois minces en
adoptant I’hypoth¢se de Timoshenko des sections étudiées apres déformations. En plus de la
présentation classique des déplacements, un nouveau degré de liberté figure dans les relations
du champ de déplacement et qui est le gauchissement.

L’effet de déformation de gauchissement dans le déversement élastique des poutres de
différentes sections soumises a différentes charges et sous différentes conditions aux limites a
été pris en compte dans ce travail.

Le modele théorique non linéaire présenté dans ce travail est développé selon la théorie d’ordre
élevé et dans le cadre des grands déplacements.

Les équations d’équilibre des €léments étudiés ont été obtenues en appliquant la méthode de
Ritz. Alors gque les charges de flambement sont évaluées en résolvant le probleme de la valeur
propre en exigeant la singularité de la matrice de rigidité tangentielle
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3.2. Modeéle théorique :
3.2.1. Propriétés géométriques de la poutre :

Un élément d'une poutre rectiligne a parois minces de section ouverte et variable selon sa portée
est représenté dans la figure (Fig. 3.1) et un systéeme direct de coordonnées rectangulaire est
choisi. On désigne par X I'axe longitudinal et par Y et Z les axes principaux de flexion
perpendiculaire a I’axe X

Fig.3.1 : Repere dans une poutre & paroi mince a section ouverte variable suivant la portée.

3.2.2. Cinématique :

Un élément en parois minces de section ouverte est représente dans la figure (Fig. 3.2). L'origine
de ces axes est située au centre de gravité G. Le centre de cisaillement avec des coordonnées
(Ye, Zc) dans le plan GYZ est dénoté C. Considérant M, un point sur le contour de la section
transversale avec ses coordonnées (y, z, ), ® est la coordonnée sectorielle utilisée dans le
modele de Vlassov [4] pour la torsion non-uniforme.

Fig 3.2 : Un élément d’une poutre a parois minces de section ouverte [66].
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Les hypothéses fondamentales de la théorie des éléments a paroi mince sont :

e Mateériaux élastiques linéaires et homogenes.

e Hypothese inchangée du contour, le contour de la section transversal a paroi mince ne
se déforme pas dans son propre plan.

e les résultantes de force et du moment correspondant a des contraintes

circonferentielles o et y ., sont négligees.

Suivant ces hypotheses, les composantes des déplacements du contour de la section de la poutre
(fig. 3.2), sont en fonction de ceux du centre de gravité ou de cisaillement G. les déformations
de la poutre en fonction de x sont : le déplacement axial uo(x) suivant x, le déplacement vertical
(fleche) w(x) suivant z, déplacement latéral v(x) suivant y, I’angle de torsion 6(x). En
compagnie de ces déformations illustrées dans les figures (Fig. 3.2a a d). 1l est a noter que les
déformations de distorsion n’accompagnent pas le déplacement axial.

S

Fig. 3.3: Les degrés de liberté et les formes de déformations d’un élément & parois minces :

(@) flexion suivanty, (b) flexion suivant z, (c) torsion et (d) gauchissement [86].

A partir de ces hypotheses, le rapprochement des déplacements d'un point M peut étre dérivé
de celui du centre de cisaillement C pour étre sous la forme suivante :
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Uy =U—Y(4,cos6, +4,sinb,)—z(¢, cosd, —¢,sin 6, ) — w0, 3.1)
vy, =V—1zsiné,—y(l-cosé,) (3.2)
W, =W+Yysing, —z(1-cosé,) (3.3)

¢, et ¢, sont les rotations de la section transversale au tour de I’axe y et I’axe z respectivement.

Pour les poutres a parois minces aux sections symétriques le centre de gravité G coincide avec
le centre de cisaillement C. Dans ces formules, la notation (.") signifie la premiére dérivation
par rapport a la variable x.

Le déplacement propose par Mohri et al [84] est verifié en considérant ¢, =w'et que ¢, =V’
Le déplacement axial est obtenu par la condition de nullité de déformation tangentielle dans la
surface moyenne (deuxiéme hypothese). La condition de déformation tangentielle de Green [82]
le long du contour est utilisée, le déplacement axiale est alors déduit par intégration suivant le
contour ‘s’ (Fig. 3.4) et son expression finale est donnée par :

Ut =Uy +YVy +2W,, . (3.4)

En remplagant les équations (3.1), (3.2) et (3.3) dans I’équation (3.4) on aura : la déformation
tangentielle

u"y=u—y(g,cosd +g,sing)—z(¢, cosb, —g,sinb,) - wo, (3.5)

+y (v—zsin6, — y(1—cos6,))+z (w+ysing, —z(1—cosb,))

Fig 3.4 : Déplacement axial correspondant au segment a section variable.

La déformation tangentielle de Green et Zerna [82] en incorporant les grands déplacements est
donnée par :
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P L U (36)
bo2lox, ox o ox ox

Pour le cas des poutres a parois minces, le tenseur de déformation normale est divisé en
déformations linéaires et non-linéaires comme suit :

&y =Eg+EN (3.7)
Ou:
La déformation linéaire est donnée par :

et = 6;; , (3.8.2)

Et la déformation non linéaire est donnée par I’expression suivante :

ot - 1{(% j {@NM ” (3:8b)
2|\ ox OX

Les déformations tangentielles sont données par les expressions suivantes :

e :1(% (g Dy Dby OOy a‘NMj (39)
2\ oz OX OX 01 oOX oz

&y _1fou, +avM +avM Oy +aWM o, (3.10)
2L oy ox ox oy ox oy

En remplacant les équations (3.2), (3.3) et (3.5) dans les équations de (3.7) a (3.10), on obtient :

£y =U =Y (4,080, +4,sin0, )-y(4,sin6, +4,c0s0, )+ Y0, (4,sin 6, — ¢, cosb), )
+2 (¢, sin6, - 4, c0s6, )+ 2(4,sin 6, — ¢, c0s 6, ) + 26, (¢, Sin 6, + ¢, cos 6, )

+Z (W' cosé, —Vv sin HX)— 20, (v' cosé, +w sin GX)+ y (W' sing, +v cosex) (3.11)
+y0,( cos6, - sin GX)JFEV'Z oW 2°0; 42 Y07 -6, - wb,—1y0,+1'Y06,
2" 27 2 2
' ; ' - ow
2¢,, =00, (v —¢Z)+sm 0, (w —¢y)_49X [z +Ej (3.12)
' i ' [ Ow
2¢,, =c0s6 (w —¢, )—sinb, (v —-¢,)-0,| —— 213
X2 X( ¢y) x( ¢z) X(@Z yj ( )

Dans le cas présent, I’angle de torsion est considéré comme petit, ce qui implique que les
équations cosé, et sin g, sont approximativement égales a :
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cosd, =1. (3.14)
sing, =46,. (3.15)

Apres simplification des équations ci-dessus, les équations de déformations sont données par
les expressions suivantes :

Sy =u _y<¢y0x +¢z')+z(¢z'9x _¢;/)+ yﬁx (yxz _exj/xy)_ze; (yxy +Hx7/xz)_a)0>l<l

Lo o o\ , (3.16)
+§(R9X +VS+W )—Gxgu+ y (nyxz +7/Xy)+ z (7xz —nyxy)
. ow
ngy =¥yt 7.0,— 6,1 +E (3.17)
( Ow
2gxz =Vx _7xy9x _gx -y (318)
oz
D’ou les fonctions w et R sont définies par:
W= +1y—1Y
(3.19)
R=y*+7° (3.20)

Les deformations transversales y, et y,, de I’état stationnaire de la poutre a parois minces

sont données par I’expression :

7xy :VI _¢z (321)
Ve =W — @, (3.22)

Apres d’autres simplifications, les composants de déformations normales et tangentielles sont
présentés comme suit :

glt‘ = U' - y(¢zl + ¢;/9x + e;(sz) - Z(¢;/ - ¢zl9x + H;(Qxy)

1 . . . . . . (3.23)
~w0, +§<R8X2 +V? +W2)—9Xl//+ yQ, +2Q,
- ow
26, =Q,, 0, [z+—] (3.24)
oy
. Ow
2¢,, =Q,, -0, (—— yj (3.25)
oz
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Q, et Q,, sont les déformations transversales définies dans I’état déformé de la poutre a parois

minces, et qui sont définies comme suit :

sz =7x _yxye (326)

X

Q) =7y +7.40 (3.27)

X

A partir de 1’équation (3.23), on doit noter que les cing premiers termes sont liés d’aprés la
théorie des poutres prismatiques. Les six termes (@) ont été introduit pour ce nouveau travail,
specialement par Yeong et al [26]. Ces termes due a la configuration des poutres a parois
minces a sections variables sont proportionnels a la dérivée de 1’angle de torsion ' et du
coefficient de geométrie y.

Les deux derniers termes sont originaux et ils n’ont jamais été considérés au paravent par les
chercheurs. Ces parameétres permettent d’évaluer la contribution de la déformation au
cisaillement sur le comportement a la flexion des poutres a parois minces a sections
transversales variables.

Une fois les composants de déformations sont définis, le tenseur de Piola-Kirchhoff de
contraintes pour un matériau élastique peut étre présenté sous la forme :

0':(X B E O gix
He el o

E et G dénotent le module de Young (le module d’¢élasticité longitudinale) et le module de
cisaillement.

3.3. Les équations d’équilibre :

Les équations d’équilibre sont a dériver a partir de condition stationnaire de potentiel total. En
désignant par U I'énergie de déformation de I'élément et par W le travail des charges
conservatrices appliquées, la condition stationnaire de potentiel total, donné par :

SU-W)=0 (3.29)

Les expressions des contraintes résultantes des sections transversales symétriques des poutres
a parois minces sont les suivants :

N ZE[e.dAc EAU Y+ % 4 Lo g 3.30
= J/;‘c"tt' = .(U -}-74-7‘{‘? ) ( . )
M, =E[&.2dA=—E[T (4, 4,60, +6,2,)-T1,Q, | (3.31)
A
M, =—E [ &, ydA=EI (¢, +4,6,-60Q,)-El,Q, (3.32)
A
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B, =—E[&.0dA=E[T,0"1,,0'] (3.33)
A
T, =2G[5,dA=GK, AQ, (3.34)
A
T, =2G[£,dA=GK, AQ, (3.35)
A
M,, =2G || (y—a—wj—g 2+ 92V da=Gie" (3.36)
sV A Xz oz Xy ay
My = E[ &,R*dA= NI, +% Ef6? (3.37)
A
N, =—E[ &,y d A=El, (¢, + 4,0, -0,Q,)—ELQ, (3-38)
N, =—E[&.2d A=EI, (4, -4,0,+0,0,)-ElQ, (3.39)
M, =—E [ sy dA=E[T,0+1,,6"] (3.40)
A

I, et I, sont les propriétés géométriques de la section transversale de la

!

Dou A1, 1,,3J,1
poutre en respectant la position du centre de cisaillement. En présence de la variation de la section

transversale de I’élément, tous ces parametres varient avec la position de la coordonnée x de I’axe normal
de la poutre.

Les termes |, et 1, des équations (3.33) et (3.40) résultent a partir du couplage torsion non

uniforme et la variation de la hauteur de la section transversale @ et y, leurs expressions sont
comme suit :

I, = [ wodA (3.41.a)
[, = jAy/dA (3.41.b)
Ces termes correspondant aux équations (3.41.a) et (3.41.b) ont beaucoup été discutés sur la
stabilité sous la combinaison torsion-flexion des poutres a parois minces donné par Yeong et

al [26]. Les nouveaux termes géométriques i Iy I et I, qui définissent la variation de la
section sont définies comme suit :

I, =] zz'dA (3.42.a)
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M= jA 22 dA (3.42.b)
I, = jAyy'dA (3.42.c)
I, = jAy'z dA (3.42.d)

K, et K, sontles facteurs correcteurs de cisaillement qui correspondent a I’axe de forte inertie

et ’axe de faible inertie respectivement. Afin de simplifier I’écriture des équations pour les
sections en | et les sections en box de forme rectangulaire, on utilise les formules empiriques
comme suit [25] :

5A,
=W 3.42.e
Y BA ( )
5A
K,=— (3.42.)
6A

D’ou A, et A, sont les surfaces des sections de la semelle et I’ame de la poutre respectivement.

La variation de I'énergie de déformation d’un élément est :

U = [[ (005, +20,,62,, +20,,05,) dA dx. (3.43)
LA

D’ou o est le tenseur de contrainte de Piola—Kirchhoff. ¢, de,, et 5¢,, sont les variations

des tenseurs de déformation de Green obtenues a partir des relations (3.23), (3.24) et (3.25)
comme sulit :

5&.=6U —Yy50,0, — Y$,00, — Y@, +166,0, + 29,60, — 164, + Y 5, +75Q,,

. . . . , L o . 3.44
1Y50,Q, +Y6,6Q,, ~250.Q,, ~20,6Q, 50,y +RO,50, +V SV +WEW — w0, (549
: ow
265, =X, — 50, (z + —j (3.45)
oy
([ Ow
258)(2 = &xz — 50)( (E — yj (346)

A partir des equations (3.30 - 3.40), la variation de 1’énergie de déformation peut étre exprimée
comme une fonction résultante de déformation qui agit sur la section transversale de 1’élément
a paroi mince, I’expression de variation de 1’énergie de déformation U devient :
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SU =5U (N)+6U (M,)+6U (M,)+8U (B,)+8U (T)+8U (T ,)

(3.47)
+o0U (Mg,) +0U (M) +0U(N,)+5U(N,)+5U(M,)

Dans 1’équation au-dessus, les huit premiers termes représentent respectivement la
contribution des résultantes des deformations de N, My, M;, Bo Ty, T2 ,Msv et Mr . 1ls sont
exprimeés par :

SU(N) :J.N(5u5 +V'OV'+ W' oW dx (3.48)
L
SUM,)=[[(-M,+M,0,)54,+M,¢',60,-M,Q,56,-M 0,50, |dx (3.49)
1
SUM,)=[[(M,+M,0,)5,+M,¢,50,-M,Q,50',~M, 8, 5Q,, |dx (3.50)
1
oU (B,) =[B,, 56, "dx (3.51)
1
U (T,) =[ T,5Q, dx (3.52)
1
U (T,) =[T,6Q,,dx (3.53)
SUM,)=[M 56", dx (3.54)
1
SU (M) =[M .6',56", dx (3.55)

Cependant les dernieres quantités sont spécifiques pour la spécification de la variation de la
section transversale des poutres a parois minces, écrites comme suit :

SU(N,)=—[N,.5Q, dx (3.56)
L

SU(N,)=—[N,5Q,dx (3.57)
L

SUM )= j M, 56", dx (3.58)
L

Dans les équations au-dessus, les forces additionnelles Ny et N sont associées
respectivement avec les déformations de cisaillement Qxy et Qx; .
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I1 est admis que le phénomene d’instabilité le plus complexe est largement observé pour le cas
des structures restreintes. Dans ces circonstances, 1’effet de couplage entre les déformations
axiales, de flexion et de torsion a été obtenu. Afin de fournir une étude théorique consistante
des poutres a parois minces a sections variables, la force axiale gx appliquée sur la ligne centrale
sans aucun excentrement est combinée en agissant sur la direction latérale. Contrairement a la
force axiale, la force latérale g, agissant sur la ligne SS' situé sur le contour de la section avec
une excentricité e; (Fig.3.5). On obtient :

oW :_"(qX SUy(X) +0, S ) dx. (3.59)

L

Z Z

Fig 3.5 : EIément poutre a parois minces soumis aux charges axiales et latérales
uniformément réparties.

Dans cette équation,w; est le déplacement vertical correspondant a la ligne (SS'). Ce

déplacement est la dérivé du point de cisaillement de I’Eq (3.3) selon les hypothéses
2

cinématiques quadratiques. Par conséquent, lorsque la fonction circulaire cos@, =1—?, on

obtient I'expression finale du travail externe:

oW :j(qx5u0(x)+qz5w +0,e,6,60,) dx (3.60)

L

En utilisant les équations (3.29, 3.47, 3.48-3.60), la variation du potentiel total est alors une
fonction des déplacements virtuels et aussi de leurs dérivées du, dv, ow , ddy, op; et 66. Les
équations d'équilibre général pour un élément a paroi mince bi-symétrique sont dérivées comme
suit :

N'=gq, (3.61)
J’[—Mye'x ~Ny+T,+(M,0', +N,.—=T,)8, + Nv' [ov'dx =0 (3.62)
L
[[[-M, 0, =N, +T,=(M, 6", +N,.~T,)6, + Nw'Jsw'~ g, 6w [dx = 0 (3.63)
L
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j [(MZ +M,0,)58",+[(M,0" +N,.—T,) +(-M, 0", -N,, +Tz)9x}5¢z}dx -0 (3.64)
L

j [(—l\/ly +M,60,)5¢4',+[(M,0" +N,.—T), +(M,0", +N, —TZ)]5¢Z}dx -0 (3.65)
L

f [M, 4+ M, ¢', (M, 0", +N,.=T,)7, +(M,0',+ N, —T,)y, —0,0 ] 50, -

L -[M,Q, +M,Q,-M, -M, -M.0", |50'+B,50",,

(3.66)

Ces équations permettent de prédire les charges élastiques de flambement pour des éléments
bi-symétriques des poutres en box.

Lorsque les charges axiales sont réduites & une force axiale concentrée P agissant au niveau de
I’extrémité de la poutre et la charge de flexion q; au niveau e; (Fig.4), les équations d'équilibre
suivantes sont présentées comme suit :

N=-P (3.67)
{[(—Ry + R,0,)0V'-Pv'sv']dx =0 (3.68)
{ [(R, + R,0,)0W+Pwsw+q,5w]|dx=0 (3.69)
! [(M,)5¢",+[(R,)-R,8, |59, |dx =0 (3.70)
[ [W,5¢,~[R,0,+R,]|5¢, |dx=0 (3.71)

L

[M, ¢',+ M, ¢', R 3, +R,»,-0q,0]00,

g ) dx =0 (3.72)
L _|:My7/xy+Mz7/xz_Msv_MV/_MRQIX:Ié‘ng_'_Bwé‘ “x
Ou:
M,0" +N, —T,=R, (3.73)
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MZHIX+NZ'_TZ:RZ (374)
M, +M 0,=M, (3.75)
M, M0 =M, (3.76)

3.4. Analyse du déversement :

La présente étude est consacree a la stabilité des poutres-colonnes sous la charge concentrée Q
appliquée a la position x = 0 pour les poutres simplement appuyées et dans le bord libre pour
les poutres en porte-a-faux.

Dans le cas de poutres simplement appuyées avec gauchissement libre sur les appuis, les modes
de déplacement en flexion et en torsion sont approximatives par des fonctions polynomiales.
Puisque l'origine de lI'axe des X est a mi- portée, I'approximation suivante est faite pour les
composantes de déplacement correspondant au premier mode de déversement.

v w 6= Zn:{vi W, Q}HZ—LXT —1} (3.77-a)

i=1

(b, #.)-2p, ¢ }@ (3.77-b)

i=1

Et leurs formes de variations virtuelles sont :

{ov ow 86, }= Zn:{5vi SW, 5@}((2—57 —1} (3.78-3)

i=1

{54, 5¢z}=i{6¢w m}({j (3.78-b)

OU Vo, Wo, ¢, ¢, sont les amplitudes de déplacement associées. Avec les relations (3.77) et

(3.78), les déplacements disparaissent aux supports x = + L/2 et sont au maximum a l'origine
(x = 0). Tandis que, dans le cas d'une poutre en porte-a-faux, les fonctions de forme sont
exprimées comme suit :

v w 6}= zn:{vi W, Q}(%)M (3.79.a)

i=1

9, #.)=214, %}(%i (3.79.b)
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Et leurs forms de variations virtuelles sont :

{ov ow 66, )= Zn:{&vi SW, 59i}(%jiﬂ 2502)
{56, 5¢z}=j {50, m}[f) (3.80-
b)

Les solutions numériques dérivées a partir des équations d'équilibre (3.68-3.72) sont établies,
selon la méthode de Ritz. Apres intégration des équations indiquées (3.68-3.72) sur toute la
longueur du contour de ligne médiane, des équations d'équilibre non linéaires couplées sont
établis. La matrice tangente K: est définie comme la matrice Jacobienne des équations
d'équilibre obtenues par rapport aux modes d'amplitude de déplacement. On considére
ensuite I'état fondamental correspondant a la déflexion initiale & I'état de pre-flambement. Il
peut étre raisonnable de supposer que les composantes de déplacement correspondant a I'état
fondamental sont sous la forme :

v weg, ¢ 0)=0wg oo
(3.81)

Les charges de flambement sont obtenues en mettant (d et K¢ = 0) de I'état fondamental, apres
détermination des coefficients de Ritz W; et ¢ . (i =1 .. N) en fonction des charges appliquées

Q et P a partir de la version linéarisée des équations d'équilibre en relation avec les équations
(3.69 et 3.71).
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3.5. Conclusion :

Une analyse non linéaire sur le déversement des poutres métalliques a parois minces de sections
variables ouvertes et fermées faisait 1’objet de ce chapitre.

Un modele théorique non linaire a été présenté correspondant a un nouveau modele cinématique
établi selon la théorie des éléments a parois minces en adoptant I’hypothése de Timoshenko sur
les sections transversales. Un nouveau phénomene également qui est le gauchissement faisait
partie de cette analyse non linéaire.

Les équations qui régissent I'équilibre élastique sont réalisées a partir de I'état stationnaire.
Deuxiémement, les modes de déplacements en flexion, en torsion et en distorsion sont
rapprochés par une fonction sinusoidale afin d'en tirer les équations d'équilibre algébriques. Un
systéme d’équations pour les poutres en box et simplement appuyées est obtenu. De ce systéme,
une équation analytique est proposée pour la résistance au déversement et au flambement en
fonction des caractéristiques géométriques de la section, de la rigidité classique, et la hauteur
de charge.
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CHAPITRE 4 RESULTATS ET DISCUTIONS.

4.1. Introduction :

L’objectif de cette partie est de vérifier la validité du présent modéle théorique compte tenu de
la non-linéarité géométrique pour I'analyse du flambement et du déversement des poutres a
parois minces a sections variables. Les charges de flambement et de déversement fournies par
la présente méthode avec et sans déformation de cisaillement sont comparées avec celles
données par la simulation par éléments finis a I'aide du logiciel Abaqus [3] également par les
résultats donnés par Andrade et al [58].

Des parameétres faisaient 1’objet de la validation du mod¢le proposé pour 1’analyse de la stabilité
du déversement et du flambement a savoir le type de section a parois minces ouvertes ou
fermées, le coefficient de variation de la section «, la charge axiale et la portée de la poutre
étudiée.
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4.2. Résultats et validation numériques :

Une analyse Numerique par éléments finis est effectuée en utilisant le code commercial Abaqus
[3]. Dans ce code, chaque paroi mince d’une poutre étudiée est modélisée par 1’élément coque
S8R5 avec un maillage régulier comme indiqué dans (Fig.4.1).

a) Poutre a section variable en | simplement appuyée.

b) Poutre en box a &me variable en console.
Fig.4.1 : Modélisation des poutres de section en I et en box a 1’aide du code Abaqus [3].

La comparaison des résultats présentés ci-dessous constitue les charges critiques obtenues avec
la présente méthode en tenant compte la déformation par cisaillement (QcrSD), la théorie sans
déformation par cisaillement (Qcr) et I'analyse par éléments finis donnée par le code Abaqus.

Les erreurs relatives associées aux valeurs QcrSD et Qcr sont données respectivement par les
expressions suivantes :
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RESULTATS ET DISCUTIONS

4.2.1. Exemple 1 : Déversement des poutres en | a @me variable :

(4.1)

(4.2)

Dans cet exemple, on considére la stabilité au déversement des poutres aux inerties variables
simplement appuyées (Fig.4.2). La longueur des poutres varie entre 6 m a 12 m. Les charges
élastiques de flambage sont évaluées pour les parametres de variation de section (a = 0,0, 0,20,
0,40 et 0,60). La charge concentrée Q est appliquée a la semelle supérieure a mi- portée de la
poultre.

L2

I
A

e

b

hmax=600 mm; b=150mm:;

t=12.7mm and t,=9.5 mm

Fig.4.2 : Poutre en IPE 600 simplement appuyée avec variation de la hauteur de 1’ame de
I’exemple 1.

Chargement sur semelle superieure
Moment de déversement [KN.m] Ecart d’erreur relative
Méthode Méthode
Sans prposée avec
L (m) a Andrade MEF . X - ) (A1 %) (A2 %)
déformation de | déformation de
et al [58] (Abaqus) cisaillement cisaillement [Qu**/MEF] | [Qe/MEF]
ch chSD
0,0 100.75 98.03 101.81 101.80 3.85 3.86
6 0,2 85.07 81.39 81.33 81.41 0.02 0.07
0,4 72.55 68.36 65.27 65.45 4.26 452
0.6 65.84 58.70 60.84 60.92 3.78 3.65
0,0 40.24 39.31 42.84 42.85 9.00 8.97
0,2 36.06 35.139 36.11 36.13 2.82 2.76
9 0,4 32.81 31.63 31.27 31.32 0.98 1.14
0.6 31.03 29.23 28.70 28.67 1.92 1.81
0,0 22.03 21.57 23.60 23.60 9.41 9.41
12 0,2 20.36 19.89 20.40 20.40 2.56 2.56
0,4 19.03 18.49 17.82 17.83 3.57 3.62
0.6 18.22 17.49 15.98 15.97 3.85 3.86

Tab.4.1.a: Poutre en 1600 a ame variable simplement soumis a une charge latérale concentrée
de I’exemplel. Sur la semelle supérieur e;= 0.3 m.
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Chargement sur semelle superieure
Moment de déversement [KN.m] Ecart d’erreur relative
Charge Méthode Sans Meth ode
L (m) a Axiale MEF déformation de dg{f&ﬁigﬁge (A1 %) (A2 %)
(KN) (Abaqus) cisaillement o [Q«+P/IMEF] | [Qc/ MEF]
(Per/ 2) Qur cisaillement
QcrSD
0,0 206. 71.93 72.71 72.66 1.015 1.084
0,2 205. 60.24 61.53 61.56 2.191 2.141
0,4 201 50.71 53.14 53.15 4.812 4,792
0.6 194 44.53 48.78 48.75 9.477 9.544
0,0 92. 29.2 29.87 29.87 2.295 2.295
0,2 92. 26.28 26.92 26.91 2.397 2.435
0,4 91. 23.911 24.77 24.76 3.551 3.592
0.6 90. 22.40 23.62 23.62 5.446 5.446
0,0 52 16.13 16.52 16.51 2.356 2.418
0,2 52 14.96 15.33 15.32 2.406 2.473
0,4 52. 14.00 14.40 14.39 2.786 2.86
0.6 51. 13.36 13.95 13.95 4.416 4.42

Tab.4.1.b : Poutre en 1600 a &me variable simplement soumis a une combinaison de charge
axiale et charge latérale concentrées de I’exemplel. Sur la semelle supérieure ;= 0.3 m.

Le tableau Tab.4.1.a montre les charges de déversement des poutres a &me variable simplement
appuyées obtenues a partir de différentes méthodes. Ces résultats démontrent I'exactitude de la
méthode proposée par rapport a ceux donnés par Andrad et al [58] et par la MEF. 1l convient
de noter d'aprés cet exemple qu'aucun effet significatif sur la réduction des charges de
déversement, en raison de la déformation par cisaillement, n'a été rapporté. Cependant, la
différence entre la méthode proposée et les résultats de la MEF ne dépasse pas les valeurs de
Al = 9,5%.

D'autre part, I'effet de la charge axiale de compression P sur la réduction du déversement est
rapporté dans le Tab.4.1.b. A partir de ces résultats, il a été clairement prouvé que les charges
de déversement des poutres prismatiques sont fortement influencées par les charges axiales de
compression par rapport aux poutres & ame variable. On obtient une réduction significative de
30% observée pour o = 0,0 et L = 12m contre 13% pour o = 0.6.

92




CHAPITRE 4

Fig.4.3:

RESULTATS ET DISCUTIONS.

P . L=6m_—
400 -
350 —— MEF {Abaqus)
Sans effet de cisaillement
i Avec effet de cisaillement
200
e0 1 Poutre 1600 simplement appuyé a dme variable
200 — L=9% m \CD
150
8 L=12 m
S
E:l T I T I T I T I T I T I 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 o

Effet du paramétre de variation de section a sur la charge critique axiale Pcr de la
poutre de I’exemple 1.

A partir de la Fig.4.3 on constate que les résultats obtenus par la méthode proposeée et ceux qui
ne tiennent pas en compte la déformation par cisaillement sont tres proches de ceux fournis par
la MEF. Etant donné que le mode de flambement axial correspond a la déviation autour de I'axe
z, les charges de flambement axial restent inchangées avec le paramétre de la variation d’inertie

a.

(b)
Z Z T
—pger Q: (.F:
. 11T a1
fq}ﬁ E’ ———————— j_lhﬁ—{? F?IH ——— }’
5 — fw
L
¥ ¥ bf

Fig.4.4 : Poutre en IPE 600 en console avec variation de la hauteur de 1’ame sous une charge

uniformément repartie.

Le cas (b) concerne I'estimation des charges critiques de déversement cr des poutres en console
1600 avec un paramétre de variation de section (o = 0,5), soumises & des charges réparties
uniformes (Fig.4.4). La portée de la console varie entre 3 m et 10 m.
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Dans le cas (b), les charges critiques de déversement des consoles en 1600 a sections variables
estimées par la présente methode sont comparées avec celles données par la modélisation a
I’aide du code Abaqus.

Les tableaux Tab.4.2-a et Tab.4.2-b fournissent la variation des charges de déversement avec le
nombre n considéré dans la série de puissance et la charge appliquée par compression sur les
bords libres.

Charge axiale Oer Oer er er (MEE

de (Present) | (Present) | (Present) | (Present) | 9 ’

L i _ _ _ _ Abaqus)
compression | avecn=2 | avecn=3 | avec n=4 | avec n=5 (kN)

(kN) KN KN kN kN

3 P=0 140.512 131.94 131.23 131.01 131.35
Pc/2=205.805 | 117.739 110.051 | 109.527 | 109.366 109.52
A P=0 61.556 56.781 56.648 56.521 56.378
Pc/2=116.015 53.128 48.601 48.548 48.454 48.052
6 P=0 19.011 16.818 16.834 16.74 16.569
Pcr/2=39.084 17.130 15.032 15.053 15.014 14.886
10 P=0 4.288 3.517 3.488 3.477 3.365
Pcr/2=18.602 3.520 2.854 2.820 2.813 2.727

Tab.4.2-a: Poutre en console en IPE600 avec variation de la hauteur de I’ame de (¢=0.5) chargée au
niveau de la semelle supérieure. Comparaison de la charge critique de deversement gcr avec et sans
application de la charge de compression.

Chargc;a axiale ; Qer t ; Qer t Qer Qer y

L comprission gv«reecsﬁr:]Z) gv«reecsﬁr:]?z (Pzﬁile)nt) (Pzﬁile)nt) qE[(E\') )
(kN) KN kN

P=0 1047.786 | 697.701 657.674 652.534 608.75

3 P/2=205.805 | 655.226 461.936 446.173 443.696 420.30

P=0 348.212 226.958 213.287 211.927 199.52

4 Po/2=116.015 | 217.161 150.409 144.820 144.183 137.69

P=0 75.029 47.563 44.385 44,179 42.444

° Pc/2=39.084 54.185 36.028 34.216 34.094 32.925

P=0 11.495 7.062 6.482 6.462 6.214

10 Pc/2=18.602 7.293 4.786 4.486 4.474 4.329

Tab.4.2-b: Poutre en console en IPE600 avec variation de la hauteur de 1’ame de (0=0.5) chargée au
niveau de la semelle inférieure. Comparaison de la charge critique de déversement gcr avec et sans
application de la charge de compression.

Les résultats présents menent aux remarques suivantes :
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1. Un excellent accord est obtenu entre les charges de déversement élastique Qcr obtenues
par la méthode proposée et celles données par FEM.

2. On remarque que les charges de déversement convergent lorsque le nombre n est
augmenté (n>3).

3. On peut conclure que pour une meilleure précision sur les charges de déversement, il
n'est pas nécessaire de prendre plus de 3 termes dans I'expansion de la série de puissance.

4. La présence de la charge de compression axiale P = 0,5 P¢r diminue la résistance au
déversement aux moyennes de 16% lorsque la charge uniformément repartie est
appliquée sur la semelle supérieure et de 29% lorsque 1’application de la charge est sur
la semelle inférieure.

4.2.2. Exemple 2 : Déversement des poutres en | avec largeur variable des
semelles :

L'exemple considéré consiste a une poutre en | avec largeur de semelles variables simplement
appuyée (Fig.4.5), sous des charges latérales concentrées appliquées a mi- portée de la poutre.
Les charges considérées agissent sur la semelle supérieure.

'l
C X
I:-a] Q;I_“' I =430, bin=190
L7 P2 if=14.6; mw=294
"Ib - ﬂ. ‘Ib
ZI Z Z1
o )
1 Y. ;
P 1:' l‘ff ie-
— L. ——-= h | =¥ T
_nl‘
racy =
bm

Fig.4.5 : Poutre en IPE450 a ame variable simplement appuyée de 1’exemple?2.

Le Tab.4.3.a fourni les moments de déversement sans forces axiales de compression. On
remarque, a partir de ce cas, que la déformation par cisaillement n'affecte pas la résistance au
déversement.
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Chargement semelle superieure
Moment de déversement [KN.m] Ecart d’erreur relative
Meéthode sans Meéthode proposee
L (m) o MEF déformation de | avec déformation (A1 %) (A2 %)
(Abaqus) cisaillement de cisaillement [QcPIMEF] [Qc/MEF]
Qcr QcrSD
0,0 174.24 183.83 183.81 5.49 5.50
6 0,2 150.41 154.66 154.60 2.79 2.83
0,4 128.36 122.50 122.47 4.59 4,57
0.6 105.02 111.18 111.13 5.82 5.87
0,0 70.33 72.39 72.39 2.93 2.93
0,2 61.60 65.90 65.98 7.11 6.98
9 0,4 53.14 54.75 54.75 3.03 3.03
0.6 44.17 44.85 44.84 1.52 1.54
0,0 38.65 38.71 38.70 0.13 0.16
12 0,2 34.01 36.49 36.48 7.26 7.29
0,4 29.58 30.29 30.29 2.40 2.40
0.6 24.77 24.73 24.73 0.16 0.16

Tab.4.3.a : Poutre en 1450 a semelle variable simplement appuyée soumise a une charge de
flexion sur la semelle supérieure del’exemple2.

Comme indiqué dans le dernier exemple, on a encore observé que la charge de compression
affecte fortement le déversement des poutres prismatiques avec une réduction significative de
32% obtenue pour la portée L = 12m.

—— MEF (Abaqus)
B Sans effet de cisaillement
; Avec effet de cisaillement

Poutre 1450 simplement appuyée
a semelle variable

Fig.4.6 : Effet du parametre de variation de la semelle o sur la charge critique de flambement
de la poutre de I’exemple 2.
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Comme représenté sur la Fig.4.6, a I'inverse de la poutre a ame variable, les semelles variables
sont fortement affectées par la réduction des charges de flambement axial. Dans ces
circonstances, la charge de flambage axial diminue de maniére monotone avec le paramétre de
variation a.

Chargement semelle superieure
Moment de déversement [KN.m] Ecart d’erreur relative
Méthode
Meéthode sans
Charge ) proposée avec
L (m) o ) MEF déformation de ) ] (A1 %) (A2 %)
axiale o déformation de )
(Abaqus) cisaillement o [Mo/FEM] | [Ritz/FEM]
(KN) (Per/ 2) cisaillement
ch chSD
0,0 483 120.96 127.17 127.05 4,79 5.13
6 0,2 394 108.8 113.02 112.94 3.66 3.88
0,4 306 94.50 98.25 98.21 3.78 3.97
0.6 215 79.23 82.51 82.49 3.95 4,14
0,0 216 50.75 50.60 50.57 0.36 0.30
0,2 175 45.54 43.45 43.44 4.83 4.59
9 0,4 136 39.31 37.42 37.41 5.08 4.81
0.6 96 33.70 32.50 32.49 3.72 3.56
0,0 122 28.53 28.79 28.78 0.87 0.91
1 0,2 99 25.45 24.67 24.67 3.16 3.06
0,4 77 22.30 21.19 21.19 5.24 4.98
0.6 54 18.96 18.36 18.35 3.32 3.16

Tab.4.3.b : Poutre en 1450 a semelle variable simplement appuyée soumise a une
combinaison de charge axiale et de flexion sur la semelle supérieure del’exemple2.

4.2.3. Exemple 3: Deéversement des poutres en caisson simplement
appuyées a ame variable :

La stabilité des poutres en caisson simplement appuyées soumises a une charge uniformément

répartie est étudiée dans cet exemple.

Pour ce cas de charge, les solutions analytiques fournies par la présente méthode en employant
a la fois des fonctions de forme polynomiale et trigopnométrique sont comparées aux résultats
donnés par la modélisation a I’aide du code Abaqus en utilisant les éléments coques.
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7 Z

q‘-

—f

hm Y

1

It It ¥ E?/f
A A A

hm = 600; bf=150
if=tw=t.

Fig.4.7 : Poutre en box simplement appuyée a ame variable de I’exemple 3.

La portée des poutres étudiées varie entre 6 m et 12 meétres. Le parametre de variation de la
section o est compris entre 0,5 et 1 (cas prismatique). Le terme n de la série de puissance a été
successivement augmenté afin d'obtenir une prédiction satisfaisante de la charge de
flambement.

La comparaison des charges critiques gcr est donnée dans le tableau 4.4.a et le tableau 4.4.b.
Les résultats sont en bon accord avec les solutions données par Abaqus. Lorsque les fonctions
trigonomeétriques sont utilisées, les erreurs relatives sont inférieures a 7,5%. Alors que lorsque
les fonctions de forme polynomiale sont employées, celles-ci conduisent a une estimation moins
précise des charges de flambage pour n < 3. Ces valeurs sont trés conservatrices lorsqu'elles
sont comparées aux solutions de modélisation numérique par Abaqus.

Chargement semelle superieure
Moment de déversement [KN.m] Ecart d’erreur relative
Meéthode sans Meéthode proposée
L (m) a MEF déformation de avec déformation de (A1 %) (A2 %)
(Abaqus) cisaillement cisaillement [QSPIMEF] [Q/MEF]
Qur chSD

0,0 174.24 183.83 183.81 5.49 5.50

0,2 150.41 154.66 154.60 2.79 2.83

° 0,4 128.36 122.50 122.47 4.59 4.57

0.6 105.02 111.18 111.13 5.82 5.87

98




CHAPITRE 4

RESULTATS ET DISCUTIONS

0,0 70.33 72.39 72.39 2.93 2.93
0,2 61.60 65.90 65.98 7.11 6.98
9 0,4 53.14 54.75 54.75 3.03 3.03
0.6 44.17 44.85 44.84 1.52 1.54
0,0 38.65 38.71 38.70 0.13 0.16
0,2 34.01 36.49 36.48 7.26 7.29
2 0,4 29.58 30.29 30.29 2.40 2.40
0.6 24.77 24.73 24.73 0.16 0.16
Tab.4.4.a : Comparaison des charges de flambement de la poutre de I’exemple 2.
Chargement semelle superieure
Moment de déversement [KN.m] Ecart d’erreur relative
. Méthode sans Méﬂ?Ode
L (m) o Charge axiale MEF déformation de p,roposee' avee (A1 %) (A2 %)
(kN) (Abaqus) cisaillement def-orr-natlon e [Mow/MEF] | [Ritz/MEF]
(Per/ 2) cisaillement
Qer QcrSD
0,0 483 120.96 127.17 127.05 4.79 5.13
0,2 394 108.8 113.02 112.94 3.66 3.88
° 0,4 306 94.50 98.25 98.21 3.78 3.97
0.6 215 79.23 82.51 82.49 3.95 4.14
0,0 216 50.75 50.60 50.57 0.36 0.30
0,2 175 45.54 43.45 43.44 4.83 4.59
9 0,4 136 39.31 37.42 37.41 5.08 4.81
0.6 96 33.70 32.50 32.49 3.72 3.56
0,0 122 28.53 28.79 28.78 0.87 0.91
0,2 99 25.45 24.67 24.67 3.16 3.06
e 0,4 77 22.30 21.19 21.19 5.24 4.98
0.6 54 18.96 18.36 18.35 3.32 3.16

Tab.4.4.b : Comparaison des charge de flambement et de déversement de la poutre en 1450
soumise a une combinaison de charges axiale et de flexion de I’exemple 2.
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L a Présent | Présent | Présent | Présent _ Fonctipn_ Abaqus
n=2 n=3 n=4 n=>5 Trigonometrique [3]
1 3388.827 | 3349.840 | 3349.306 | 3349.298 3401.872 3239.3
L=6m 0.8 | 3009.510 | 3022.661 | 3025.200 | 3025.356 2993.326 2844.5
0.5 | 2416.631 | 2469.720 | 2469.991 | 2469.861 2372.643 2328.00
1 758.444 | 749.430 | 749.310 | 749.308 759.620 758.60
L=10m 0.8 673.737 | 677.178 | 677.795 | 677.834 667.960 646.19
0.5 542.313 | 555.135 | 555.201 | 555.163 529.002 525.26
1 442.694 | 437.386 | 437.316 | 437.314 443.201 412.28
L=12m 0.8 393.271 | 395.337 | 395.704 | 395.727 389.666 375.48
0.5 316.736 | 324.343 | 324.382 | 324.359 308.566 293.73

Tab.4.5: Comparaison des charges de flambement des poutres en box simplement appuyées a
ame variable soumise a une charge uniformément répartie sur la semelle supérieure et sans
force axiale de compression.

4.2.4. Exemple 4 : Déversement des poutres en caisson en console a ame

variable :

Une poutre en caisson a section variable comme le montre la Fig.4.8 est considérée. Le long de
I'axe longitudinal, la console présente une section uniforme des semelles, alors que la hauteur
de I’ame varie linéairement. Les propriétés géométriques sont h = 0,6m, b = 0,2m; Les
épaisseurs des semelles et des &mes sont tr = ty = 30mm. La portée de la console varie de 3m a
8m et le paramétre de variation o est fixé a la valeur de 0,5.

b
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Immax = 600; b=200
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Fig.4.8 : Ame variable de la poutre en box en console de I’exemple 4.
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Fig.4.9 : Charge critique de déversement Qcr pour la poutre a &me variable en box de
I’exemple 4.

La poutre est soumise a une force a I’extrémité. Les charges de flexion Qcr et QcrSD résultants
a P = 0, évaluées pour différentes positions de charge, sont représentées sur la Fig.4.9. Ces
grandeurs de charge sont respectivement relatives a la semelle supérieure et aux centres de
cisaillement.

On peut observer a partir de la Fig.4.9 (a et b) que I'effet de déformation par cisaillement est
significatif pour la poutre courte et que les résultats de la charge de flexion avec et sans
déformation par cisaillement convergent chaque fois que la longueur de la poutre augmente.
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Les resultats donnés par le modéle propose en utilisant la méthode de Ritz sont en bon accord
avec ceux donnés par la simulation numérique par éléments finis. Cependant, les charges de
déversement évaluées par le modele proposé obtiennent des approximations raisonnables. En
fait, l'erreur est de 47 = 3,75%. La méthode classique qui ignore les déformations de
cisaillement tend a surestimer la charge de flexion avec une erreur 42 = 15%.

()
1?|:u:n:|l —— MEF (Abaqus)

Sans effet de cisaillement
= 15000 4 Avec effet de cisaillement
< {

m i a
e u]
S 14000 o
o )
= 13000 - \
g7
i J
=
m 12000

11000

Q . 1III::II:I I ZI:I:III:I I 5-3:3-3 I HI::I-:I
P(KN)
(b)

— MEF {Abaqus)
Sans effet de cisaillement

18000 —

= 17000 Avec effet de cisaillement
< -
Oy 16000 - K‘:
un | \:
B 15000 4
o } \n
o 4
2 oo SRS SR
< _ ]
EE 13000 i
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Fig.4.10 : Interaction entre la charge de déversement Q et la charge axiale P de la poutre en
box a ame variable de I’exemple 4. (a) charge appliquée sur la semelle supérieure, (b) charge
appliquée sur le centre de cisaillement de la poutre.
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Dautre part, les effets de déformation par cisaillement sont significatifs pour les poutres en
caissons chargées au niveau du centre de cisaillement, et plus acceptables lorsque la charge est
appliquée sur la semelle.

L'effet de la charge axiale de compression P sur la réduction de la résistance au déversement
est rapporté sur la Fig4.10.a et Fig4.10.b, ceux-ci correspondant respectivement aux charges
agissant au niveau de la semelle et du centre de cisaillement. La portée de la poutre en console
estde 4 m.

On peut voir a partir de ces résultats que les erreurs relatives 41 et 42 diminuent avec les
augmentations de l'intensité de la charge de compression. Par exemple, dans le cas d'une poutre
en caisson aux ames variables chargee au niveau de la semelle, représentée sur la Fig4.10.a,
I'erreur A1 varie Entre 3% pour P = 0 et 0% pour P = 4000 kN, alors que l'erreur 42 varie de
10% pour P = 0 a 4,5% pour P = 4000 kN.

Sous la charge latérale positionnée au centre de cisaillement comme est montrée sur la
Fig4.10.a, I'erreur relative 41 est comprise entre 3,5% pour P = 0 kN a 0,25% pour P = 4000
kN et 42 de 12% a 4%.

4.2.5. Exemple 5 : Déversement des poutres en console avec variation de
la largeur des semelles :

Dans cet exemple, la stabilité au déversement d’une poutre en caisson en console aux largeurs
des semelles variables est étudiée (Fig.11). La portée de la poutre varie de 3 m a 6 m.
Les charges élastiques de flambement sont évaluées pour les paramétres de variation de la
largeur de la semelle (o = 0,5).

I =400, bmax =200

if=tw=1=30.
Z
Z J,Q 0
— 7
E B P X
o —t— i Y
g ._...
L " bmax

Fig.4.11 : Poutre en box en console a semelle variable de I’exemple 4.
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Buckling loads @ (KN)

Fig.4.12 :

Buckling laods @

RESULTATS ET DISCUTIONS.

(@)

—— MEF (Abagus)
Sans effet de cisaillement
Avec effet de cisaillement

L

(b)

—— MEF (A baqus)
Sans effet de cisaillement

L0000 ] \‘&VEC effet de cisaillement

Charge de déversement de la poutre en box a ame variable de 1’exemple 4.

(Fig 4.12.a et Fig 4.12.b) fournissent les charges de déversement évaluées avec de différentes
positions de chargement suivant la hauteur. On deduit les commentaires suivants :

1. Le modéle théorique proposé donne une approximation suffisante pour éviter le mode
de déversement par rapport au modele classique, dans lequel la déformation par

cisaillement est omise. A cet effet,

le modéle proposé permet d'obtenir des

approximations raisonnables, en particulier dans les cas ou la charge est placée sur la
semelle avec 41 < 8%.
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2. La position de charge au centre de cisaillement, présente des erreurs relativement plus
élevées, avec des valeurs plus prononcées de 41, atteignant 13%.

3. A partir des résultats obtenus, la méthode classique qui ignore la déformation par
cisaillement n'est plus valable pour la prédiction de la stabilité de I'élément poutre en
caisson aux semelles variables. L'erreur 42 est supérieure a 15%.

4. On voit que le modele classique surestime la charge de déversement pour les poutres
courtes (L = 3m). Pour cette poutre, I'effet de déformation par cisaillement est plus
notable, avec une erreur relative importante 42 = 36%.

Les courbes d'interaction des éléments en caisson aux semelles variables avec L = 3 m sont
représentées sur la Fig 4.13.a et la Fig 4.13.b.

— MEF {Abaqus)

360004 (a)
1=

32000

24000

20000
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Fig.4.13 : Interaction entre la charge de déversement Q et la charge axiale P pour la poutre en
box a semelle variable de I’exemple 4. (a) charge appliquée sur la semelle de la poutre, (b)
Charge appliquée au centre de cisaillement de la poutre.
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Les charges numériques de déversement deduites de la méthode proposée concordent trés bien
avec celles fournit pat la MEF avec 41 <4.5%. La méthode classique qui ignore la déformation
par cisaillement surestime énormément la résistance réelle du déversement. On peut constater
que le modeéle classique conduit a des erreurs relatives plus prononcées 42 en atteignant la
valeur de 36%. Il semble juste de dire qu'il existe une limite de validation pour le modele
classique.

Par contre, indépendamment des positions latérales de chargement, lorsque la poutre est chargée
sur la semelle (Fig.13.a), l'erreur relative Al change est comprise entre 0% pour P = 0 kN et
3,5% pour P = 1000 kN. Dans le cas de la poutre en caisson charge au centre de cisaillement
(Fig.13.b), I'erreur 42 varie de 17% pour P = 8000 kN a 36% pour P = 0 kN.
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4.3. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons comparé les résultats du modéle théorique non linéaire proposé
dans ce travail et qui a été formulé au chapitre 3, avec ceux des modeéles numériques en éléments
finis élaboré par le code Abaqus également avec les resultats des travaux donnés par Andrade
et al afin de valider et d'évaluer la performance de la formule analytique proposee dans I'analyse
du déversement élastique des poutres de section en | et en box aux sections variables.

Nous avons également consolidé la validation de notre modele analytique par une étude
paramétrique des modeéles numériques élaborés par Abaqus. A cet effet, pour décrire le
comportement des poutres a paroi mince de section variable qu’elles soient ouvertes ou bien
fermées les écarts mis en évidence sont tout a fait satisfaisants ainsi que les données de la
formule proposée convergent a celles du modele numérique.
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Ce travail de these a été consacré pour une analyse compléte et détaillée des phénomenes
d’instabilité mécanique de flambement et de déversement des poutres a parois minces a section
variables a sections ouvertes et fermées. Nous avons présenté au début le comportement des
différentes sections a parois minces qu’elles soient ouvertes ou fermées vis-a-vis de la torsion.
Ainsi le phénomene de gauchissement produit par un nouvel effort qui est le bimoment a été
illustré pour la premiére fois par Vlassov, il est considéré comme une partie non negligee.

Nous avons montré également les différentes expressions qui définissent les efforts de
résistance de flambement et de déversement. Euler est considéré le premier a établir une
expression théorique exacte sur la base d’hypothéses pour définir la résistance au flambement
d’une barre comprimée. Malheureusement son expression ne couvre pas la résistance au
flambement élastique des barres réelles et industrielles, cependant le CECM a pris en
considération toutes les imperfections que peut subir une barre industrielle pour prédire sa
résistance au flambement élastique.

Le but de cette these était de traiter le phénomene d’instabilité de flambement et de déversement
des poutres a parois minces a sections variables de section ouvertes et fermées. Plusieurs auteurs
ont travaillé sur ce domaine mais aucun d’eux n’a pris en considération I’effet de gauchissement
de la section droite des poutres fléchies. A cet effet, un modéle analytique a été développé a la
base d’un nouveau champ de déplacement ainsi proposé en tenant en compte I’effet de
déformation de la section transversale. L’effet du gauchissement a été introduit a travers les
cordonnees sectorielles et que par la suite on a déduit la quantité du bi moment. Les équations
d’équilibres énergétiques ont été déduites par la méthode de Ritz. Par la suite le code Matlab
était un outil utilisé pour la résolution numérique des équations ainsi obtenues.

Nous avons présenté par la suite, dans le chapitre 3, le développement analytique a partir d’un
champ de déplacement qu’on a proposé dans notre analyse. La méthode de Ritz est utilisée pour
déduire les équations d’équilibres pour les ¢léments a parois minces a sections variables de
section transversale dissymétrique. Le code Matlab est utilisé pour la résolution numérique des
équations non linéaires du modéle proposé.

Différents parameétres ont été pris en considération pour mettre en évidence ’efficacité du
modele analytique proposée a savoir le degré de variation de la section transversale le long de
la poutre étudiée, le point d’application de la charge au niveau de la section transversale, les
conditions d’appuis, le type de la section utilisée qui se présente par des sections en | et des
sections en box et le type de chargement. Les résultats numériques obtenus ont été confrontés
avec ceux donnés par la modélisation par la Méthode des Eléments Finis a 1’aide du code
commercial Abaqus.

L'étude des effets de la déformation de cisaillement sur la prédiction du déversement révéle que
cet effet peut étre important pour les poutres en console en box a section variable de courte
portée, en particulier lorsque la charge est appliquée au centre de cisaillement d’un élément en
box a semelle variable.

Cependant, dans le cas de poutres en | a section variable simplement appuyée, sous la
combinaison de forces axiales et de forces de flexion, I'effet de déformation en cisaillement n'a
pas d'incidences particulieres sur les charges de flambement.
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D'autre part, les résultats indiquent que les erreurs relatives 4/ et 42 diminuent avec
l'augmentation de I'intensité de la charge de compression.

Il a été indiqué que lorsque les déformations de cisaillement sont omises dans la théorie
classique de la stabilité, la charge critique des éléments en box a section variable en console est
extrémement surestimée.
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