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Résumiés :

Résumé:

L’effet de déformation de distorsion dans le déversement latéral élastique des poutres en box a
parois minces sous un chargement combiné flexion-force axiale est examiné dans ce travail. A cet
effet, un mode¢le analytique non linéaire est développé pour contenir la stabilité des poutres en box
latéralement libre selon une théorie d’ordre élevé et dans le cadre de grands déplacements. Le modéle
mécanique et les hypotheéses de comportement sont résumés dans le choix d’un champ de

déplacement approprié.

Les méthodes de Rizg et Galarkin sont utilisées pour discrétiser les équations d’équilibre et puis
les charges de déversement seront déduites a partir de la matrice tangente de rigidité en variant la
longueur de la poutre, 'épaisseur des parois ainsi que P'excentricité de la charge. Les différentes
solutions seront discutées puis comparées avec celles obtenues par la simulation numérique par
¢léments finis. Les résultats numériques montrent que pour la résistance latérale de déversement les

solutions obtenues par les méthodes classiques sont surestimées.
Mots clés:

= Déversement latéral de torsion ;
=  Poutre en box ;

= Méthode de Ritg;

= Méthode de Galarkin ;

= Déformations de distorsion.
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Résumiés :

Abstract

The effect of distortional deformation on the elastic lateral buckling of thin-walled box beam
elements under combined bending and axial forces is investigated in this paper. For the purpose, an
analytical model is developed for the stability of laterally unrestrained box beams according to higher

order theory.

Ritz and Galerkin’s methods are applied in order to discretize the governing equilibrium
equations and then the buckling loads are obtained by requiring the singularity of the tangential
stiffness matrix. The different solutions are discussed and then compared to the finite element
simulation using ABAQUS software where shell elements are used in the mesh process. The
numerical results reveal that classical stability solutions as those adopted in Eurocode 3 overestimate
the real lateral buckling resistance of thin-walled box beam members, particularly for the ones with
high ratios between the height and the thickness of the cross-section. Numerical study of incidence

of compressive forces on lateral buckling resistance of thin-walled box beam is investigated.

Keywords:

Lateral-Torsional buckling;
®»  Box beam;

®  Gualerkin's method,

®  Riz’s method;

=  Distortion deformation.
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Notations

Principales notations :

Les principales notations utilisées sont présentées ci-dessous. Les autres symboles
précisant des détails ou introduits pour les besoins d’'une démonstration sont présentés dans

le cours du texte.

* 7 :Angle de glissement ;

"  yu;: Coefficient partiel pour la résistance des barres aux instabilités ;
" o Coefficient partiel pour la résistance des sections transversales ;
* ¢ :Anglede rotation ;

* 7 :Contrainte tangentielle ;

» fB . Caractéristique sectorielle de la section ;

*  Bw: Facteur dépendant de la classe de la section ;

* @ :Anglede torsion ;

" ® :Fonction de gauchissement ;

* o, : Contrainte critique de flambement élastique ;

= ¢gp: Contrainte de déversement ;

* 0, : Contrainte normale de gauchissement ;

" y(x): Déformation de distorsion

" op,:La composante de la torsion uniforme ;

"  opy: La composante de la torsion non-uniforme ;

= Yy et Yy: Les fonctions de distorsion ;

=  J: La variation virtuelle ;

= 1 :Paramétre d’élancement ;

= yrr: Coefficient de réduction au déversement ;

= 4 : Surface de la section ;

* ): Largeur de la semelle de la section ;

*  bf: Largeur de la semelle ;

= B, :Bimoment;

= (C: Centre de cisaillement ;

* (), Cyet Cs: Facteurs dépendant du type de chargement et des conditions d'appui ;

* (,: Un facteur d’ajustement tenant compte du chargement ;



Notations

E : Module d’¢lasticité longitudinale ;
fy : Limite d’élasticité ;
G : Module de cisaillement ou de glissement ;
G : Centre de gravité ;
h : Hauteur de I"ame de la section ;
i : Rayon de giration ;
I : Moment d'inertie sectoriel de la section ;
Iy : Moment d’inertie polaire ;
I : Quatrieme moment d'inertie du centre de cisaillement ;
1, : Constante de torsion d'ordre supérieur ;
1, : Constante de gauchissement ;
Iy : Moment d’inertie par rapport a 'axe y ;
Iz : Moment d'inertie par rapport a I'axe z ;
I;: Moment d'inertie d'une semelle selon son axe fort
J : torsion de St-Venant ;
K : Constante de torsion uniforme ;
K : Coefficient de flambement ;
kc : Coefficient pour les parois élancées en console ;
kv, k@ : Coefficients d'encastrement aux appuis ;

ky, kz : Courbures ;

[ : Longueur totale de la poutre ;

Ip : Longueur de déversement (distance entre deux appuis latéraux);

[, : Distance entre deux maintiens latéraux pour I’état limite plastique (déversement) ;
Ir :Distance entre deux maintiens latéraux pour I’état limite inélastique ;

Iy : Longueur de flambement ;

M..p Moment critique de déversement élastique

M, et M. : Moments de flexion par rapport a 'axe y et z ;

My, pa : Moment de résistance au déversement ;

M, ra : Résistance a la flexion par rapport a un axe principal de la section ;
M, : Moment de flexion élastique ;

M, : Moment de flexion plastique ;

M,: Moment de torsion ;

My, My,, M. Mg et My, . Moments de couplage ;
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Notations

My : Moment de flexion des semelles

M,,: Moment de la torsion de St-Venant ;

Mp: Responsable du gauchissement non linéaire ;
N : Force axiale ;

N, : Charge critique de flambement élastique,
Nk : Charge critique d’Euler

tf : Epaisseur de la semelle ;

tw : Epaisseur de ’ame ;

Vo, W, 6, et x,: Amplitudes associées aux déplacements ;

u” v etw : Les déplacements ou les degrés de liberté;

Wy : Module de section selon I'axe fort (dépend de la classe de section) ;

W, :Moment de résistance par rapport a la fibre moyenne des ailes.
1.y - Module plastique de la section ;
oy Module élastique de la section ;

W, : Module €lastique de la section efficace ;
za : Distance entre le centre de cisaillement C et le point d'application de la charge ;

zc : Distance entre le centre de gravité G et le centre de cisaillement C.
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Introduction générale

Introduction générale.

1. Introduction:

La tendance actuelle, dans le domaine des constructions métalliques est d’aller vers des
structures plus élancées, plus légéres en utilisant des nuances d’acier de plus en plus performantes.
Mais en contrepartie, cela peut d'augmenter le risque de ruine par instabilité. Il devient alors
nécessaire de disposer de méthodes de calcul adaptées, performantes, permettant d'analyser de fagon
précise le comportement des éléments structuraux. Actuellement, les principales méthodes utilisées

sont les suivantes :

®= Les méthodes expérimentales: sont les plus performantes mais aussi les plus couteuses,
et difficiles a2 mettre en place ;

= Tutilisation des formules approchées : est la solution la plus employée dans les bureaux
d’études et de conception, elles sont souvent intégrées a des codes de dimensionnement.
L’avantage principal de ces formules est la rapidité, la facilité d’utilisation et la possibilité
d’automatiser les calculs ;

® Les méthodes numériques : sont des méthodes modernes favorisées par le progres des outils
informatiques, elles permettent d’examiner le comportement des structures jusqu’a la ruine,
et elles sont les plus a méme de représenter la réponse réelle des structures apres les
méthodes expérimentales. La méthode numérique la plus utilisée a I’heure actuelle est

certainement la méthode des éléments finis.

Vu que 'emploi des éléments de poutre dans les structures de Génie Civil est courant, la maitrise
de leur comportement est essentiellement importante, et comme le domaine des Constructions
Métalliques est le domaine qui nous intéresse ici, nous nous intéressons aux types de poutres a parois
minces qui sont couramment employés. Ces poutres est trés sensible aux phénomenes d'instabilité, il
s'avere indispensable de tenir compte de comportement non linéaire du matériau acier si on veut

vraiment optimiser leur dimensionnement.
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On se propose ici d’aborder la stabilité des poutres en box a parois minces, de ce fait le but de
cette contribution étant la mise au point de formules approchées performantes pour ce type
d’éléments, qui seraient mises a la disposition des concepteurs. La premicre étape dans une telle
démarche consiste a disposer d’un outil de référence, fiable, rapide et simple a utiliser, capable de
représenter avec précision le comportement de ces éléments. A cet effet, le moyen de calcul
numérique le plus performant a heure actuelle pour les poutres a parois minces et d’une section
en box réside dans I'utilisation de la méthode des éléments finis. En effet, I'implantation de ces
formules dans des codes de calcul numérique devient la solution la plus pratique pour les poutres a

parois minces en box.

Dans cette investigation, une équation fondamentale est développée pour Ianalyse de
déversement latéral des poutres a parois minces en box a section rectangulaire en acier sous un
chargement combiné flexion-compression (force axiale). Le modéle proposé prend en considération
les effets de plusieurs déformations non classiques a savoir les déformations de distorsion. On se
basant sur les méthodes de Ritz et Galarkin les équations principales d’équilibre d’une poutre
simplement appuyée sont dérivées. Les équations résultantes sont non linéaires et fortement
couplées. Ce modele peut étre utilisé pour prédire la résistance vis-a-vis le déversement latéral en
utilisant la condition de singularité de la matrice tangente de rigidité. Plusieurs applications sont
considérées pour les poutres en box a parois minces sous des charges reparties combinées avec des

forces latérales.

Dans une premicre démarche, il s’avere nécessaire de donner a ce type d’éléments une base
théorique consistante au chapitre I, et de traduire davantage le comportement particulier des poutres
a parois minces en box. Cependant, on doit commencer par une étude théorique qui contient un
rappel des notions et de concepts de base de la torsion, ainsi que la théorie des surfaces sectorielle
fondement de la théorie de Vlassov concernant la torsion des poutres spatiales. On apportera un soin

tout particulier au traitement des phénomenes de torsion, et de distorsion dans I'espace.

Le deuxieme chapitre sera consacré a une revue générale sur l'instabilité des éléments a parois
minces (flambement et déversement), analysée de différents points, théorique et réglementaire avec
une comparaison normative montrant comment un phénomene linstabilité est mené dans la
pratique. Nous nous intéressons au cas des poutres métalliques en générale et les poutres a section
en box en particulier. Les concepts assez théoriques détaillés ici sont en fait au cceur du probléme du

développement de formules de dimensionnement.
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Le champ de déplacement proposé ainsi que les développements analytiques faisant 'objet de
troisieme chapitre, des formules analytiques simples qui concernent les charges critiques de
déversement sont exposés. Ces formules peuvent étre utiles pour la conception des poutres

métalliques a section constantes en box.

En fin, nous complétons ce travail par le quatrieme chapitre, ce dernier sera consacré a la
validation des résultats obtenus par les solutions numériques basées sur la méthode de Ritz ainsi que
la méthode Galarkin. Des exemples ont été traités et comparés aux résultats des simulations par

éléments finis en utilisant le code commercial ‘ABAQUS’.

2. Objectif et cadre de la these:

Les objectifs de ce travail de recherche peuvent étre résumés en trois aspects:

* Le développement d'un modele analytique de comportement non linéaire des poutres
spatiales a parois minces et d’une section fermée en box, ce modele doit étre capable
d’analyser le comportement non linéaire, et de traiter les problemes de grands déplacements
de structures formées de telles poutres;

* Ja mise au point d’'un outil numérique de calcul rapide sur la base des développements
théoriques effectuées précédemment;

®= Ja mise au point de formules analytiques de calcul rapide et efficace. Ces formules
analytiques, doivent permettre d'étudier un phénomene d’instabilité élastique (déversement)

avec une précision raisonnable.

Une autre vision de ce travail recherche consiste 2 montrer que parmi les travaux qui ont été
concentrés sur le déversement des poutres a parois minces, aucun travail qui contient un modele
analytique simplifié qui traite les poutres en box en tenant ne compte les effets de déformations de
distorsion. Cependant, les approches classiques de la théorie des poutres a parois minces ne
s'appliquent pas dans le cas des sections en box, donc il est nécessaire de recourir a un modele
adapté. Nous verrons en effet que la distorsion joue un role treés important dans le comportement

des sections fermées a parois minces sous un chargement statique.

Cette these s'inscrit en conséquence dans le cadre de l'analyse non linéaire des structures spatiales
formées de poutres a parois minces en box, par une méthode analytique. Puisque les poutres
considérées dans ce travail sont des poutres a parois minces, les développements sont orientés vers le
domaine de la Construction Métallique, dont le principal champ d'application des développements
proposés ici. Dans cette investigation, un développement pour I'analyse de déversement latéral des
poutres a parois minces en box a section rectangulaire en acier sous un chargement combiné flexion-

compression (force axiale).
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3. Etat de la question:

Les structures a parois minces sont souvent utilisées dans les constructions métalliques, les
structures a parois minces en box sont employées dans les structures du batiment compte tenu de
leurs performances structurelles avec un rapport rigidité /poids tres élevé. Cependant les concepteurs
de telle structure peuvent tirer avantages de ce type d’élément structural en utilisant des méthodes de

conception et d'analyse simples a utiliser avec une précision acceptable.

Cette partie de la thése se veut ¢tre un inventaire non exhaustif des différentes approches
relatives au probléme de l'instabilité rencontrées dans la littérature. Compte tenu du grand nombre de
chercheurs qui se sont penchés sur ’étude des structures formées de poutres depuis des décennies, il
parait impossible de pouvoir présenter une synthése de tous ces travaux qui serait complete. Méme
dans le domaine plus restreint des poutres a section variable, cela parait difficile. Ainsi, I’état de la
question présenté ici ne reprend que certains travaux de recherche notamment ceux qui s’intéressent

a I’étude des éléments en box.

L’investigation du comportement des structures métalliques en box sous un chargement statique
a été présentée par Vlassov [100] et ensuite étendue pour les poutres en courbe par Dabrowski [87],
en autre cette théorie de Vlassov a été employée par Fu et Hsu [44]. Chandra et Al [31] pour les
structures en box asymétriques soumises a une combinaison de charges axiales/forces latérales et un
moment de torsion. La poutre en box soumise a un chargement suivant son plan de symétrie, celle-ci
fléchie initialement par rapport a son axe majeur, cependant une certain valeur de charge extérieure,
la structure a parois minces est susceptible a2 un phénomeéne d’instabilité appelé « déversement » qui
se manifeste par un déplacement latéral (hors plan) de la semelle comprimée engendrant un moment

de torsion.

Ainsi, certains auteurs ont d'abord étudié le cas du flambement plan des poutres a section variable.
En 1962, Fogel et Ketter [42] étudient le comportement plan sous effort normal et moments
d'extrémité d'une poutre a section variable. En faisant des approximations polynomiales sur la
variation de l'inertie dans le sens de la flexion, ils proposent de résoudre mathématiquement les

¢quations obtenues, et présentent les résultats sous forme d'abaques.

Braham [25] propose une nouvelle méthode de calcul du moment critique de déversement, basée
sur une nouvelle équation différentielle de la torsion des poutres a section variable. Il utilise la
méthode de Galerkin pour résoudre cette équation, dans le cas d'une poutre sur appuis a fourche,

et propose une nouvelle définition de la hauteur équivalente, sur base des résultats obtenus.
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L'approche de type «Ayrton-Perry» a également été reprise par Mendera [71] et Tochacek [97]
pour le calcul de la capacité ultime au flambement de poutres a section variable. Ils proposent de
conserver le format classique de 'EuroCode 3 [40], et d'adapter le calcul de l'effort normal critique
N, par le biais d'une inertie équivalente, dont ils donnent les valeurs dans des tables de Tochacek,
pour différentes sections et plusieurs types de variation, ou grace a des définitions approchées pour

une inertie équivalente (Mendera).

Une autre facon analogue pour calculer un effort normal critique consiste a substituer une
longueur équivalente dans le calcul de IN,, comme le proposent Shiomi et Kurata [93]. IIs utilisent
pour cela la Méthode des Eléments Finis, et choisissent d'approcher la variation de section au moyen
de 30 éléments de poutre prismatiques. Ils proposent ensuite des formules de dimensionnement,

qu'ils confrontent a des résultats d'essais.

De méme, Olowokere [83] utilise cette technique de segmentation pour étudier le déversement
¢lastique de poutres a sections en I. Son étude englobe le cas de sections mono symétriques (semelles
différentes), et repose sur l'utilisation de ratios de surface entre les semelles et la section totale. Les
résultats sont présentés sous forme d'abaques, et peuvent étre directement utilisés dans des formules
de dimensionnement. Nethercot [81] étudie également le déversement élastique des poutres en I a

section variable, pour différentes conditions d'appui et types de chargement.

En 1993, Polyzois et Qing [84] proposent des formules de dimensionnement pour poutres a
parois minces et section variable, et traitent le déversement de tels éléments en utilisant le format du
code américain AISC [4], la section de référence est la section la plus petite, et l'effet bénéfique de la
variation de section est pris en compte au travers d'une longueur de déversement différente. Leurs
résultats sont présentés dans des tables correspondant a différents cas de chargement et de
conditions d'appui, l'originalité de cette approche tient dans la prise en compte des structures a

nceuds déplagables, au moyen de coefficients correcteurs dans le calcul de la contrainte critique.

Dans le méme ordre d'idées, Ermopoulos [41] étudie le flambement des poteaux a inertie
variable dans le cas de structures a nceuds déplagables. Dans le but de présenter un
travail directement utilisable pour le dimensionnement, il propose des tables donnant les
efforts critiques N, en fonction des rigidités apportées par les éléments adjacents et du type de

comportement de la structure, c'est-a-dire a nceuds fixes ou déplacables.

Le déversement des structures a parois minces en particulier celles en box est prédominé par un
effet de couplage flexion-gauchissement. Il est donc important de bien prédire des charges critiques
limites au-dela desquelles l'instabilité par déversement aura lieu. Cette démarche est trés importante

dans la conception des structures métalliques a parois minces en box.
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Les études les plus récentes trés fortement marquées par apparition de méthodes numériques,
et en particulier la méthode des éléments finis, I'apport de I'outil informatique a en effet beaucoup
changé la maniere d’aborder ces problemes, les méthodes de résolution numériques ayant ouvert de
nouveaux horizons. Le phénomene de déversement des poutres a parois minces en acier a été traité
par plusieurs auteurs, et des améliorations dans le calcul des charges critiques ont été successivement

obtenues pour les poutres de section uniforme.

Laudiero et Zaccaria [58] ont formulé une méthode par éléments finis dans le cas de I'instabilité
élastique des poutres a section asymétrique. Yoo [108] a étudié Peffet de gauchissement dans I’étude
du flambement des structures a parois minces. En se basant sur 'approche variationnelle, Zhang and
Tong [109] ont développé un modele avec couplage «flexion-torsion » pour étudier le déversement
de ce genre de structure. La méthode de Rayleigh-Ritz a été employée par Kitipornchai et Trahair

[54,55] pour étudier I'instabilité des poutres en I, sous un gradient moment (chargement progressif).

En se basant sur 'approche Galarkin, Mohri et Al [73,75] ont présenté une solution analytique
simplifiée pour étudier le moment critique de déversement des poutres en I sous un chargement
latéral (de flexion). Pour les autres travaux des auteurs [76,77], ils ont présenté plusieurs solutions
dans le cas de combinaison « charge axiale-moment ». Machado et Cortinez [65] ont étudié Ieffet de
déformations de cisaillement ainsi que le déplacement de pré-instabilité dans I’évaluation des

moments de déversement des poutres simplement appuyée en matériaux composites.

Pour les poutres a section variable Ronagh et Al [87] ont formulé une procédure par éléments
finis pour I’étude de déversement des poutres en I doublement symétriques. Récemment, Andrade
et al [9] ont employé la méthode de Ritz pour l'analyse de déversement des poutres mono et bi-
symétriques a section variable. Dans la méme prospection, Benyamina et al [18] ont énoncé une
formule analytique simple de déversement latéral des poutres en I a section variable. Tres
récemment, Mohri et al [78] ont développé une approche non-linéaire par éléments finis pour étudier
le comportement des poutres a parois minces et section variable dans le cas de grande torsion. Le
mode¢le est capable de capturer le comportement post-critique des poutres en état de grands

déplacements et de torsion.

Bien que quelques travaux étaient concentrés sur le déversement des poutres a parois minces,
aucun travail qui contient un modéle analytique simplifié qui traite les poutres en box en tenant
compte les effets de déformations de distorsion. Cependant, il est utile de connaitre que Peffet de
distorsion joue un role tres important dans le comportement des sections fermées a parois minces

sous un chargement statique et méme pour I'analyse des vibrations libres. Kim et Kim [51,52] ont
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montré l'importance des déformations de distorsion. Généralement, ce type de déformation

et négligé dans les théories existantes des poutres en box.

Suivant le réglement Européen des structures en acier « 'Eurocode 3 » [40], et contrairement aux
autres sections, le déversement latéral de torsion des poutres dans le cas de sections rectangulaires
creuse ne nécessite pas d’étre vérifié. Cela est d au moment d’inertie polaire qui est trés grand
et donc la section est plus vulnérable au phénomene de linstabilité locale. Ce constat peut étre
expliqué par le fait que les régles de 'Eurocode 3 sont limitées a des nuances d’acier dont la limite
¢lastique  f, < 700 MPa. Cependant, et avec les récents développements de I'acier a haute limite
¢lastique  (f, > 1000 MPa), les regles actuelles de calcul de ’'Eurocode 3 peuvent étre généralisées

aux éléments avec des sections en box.

Il est nécessaire de soulever que les modcles analytiques existants tels que reportés dans
I'Eurocode 3 vont éventuellement conduire a des résultats trop optimisés. Par conséquence, il semble
que ces modeles ne constituent en aucun cas une extension convenable et efficace pour le traitement
et Panalyse des poutres a parois minces en box a cause du rapport élevé entre la hauteur et I'épaisseur
de la section. Un apercu supplémentaire pour les poutres en box ou le déversement latéral et le
flambement sont décrits dans [88]. Les solutions adoptées sont similaires aux théories des poutres
classiques. Ses solutions sont dérivées selon le mode¢le de stabilité Linéaire. La considération de leffet

de cisaillement n’a pas été discutée sauf dans le cas d’un comportement pur.
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La torsion des éléments a parois minces:

Etude bibliographique

1.1 Introduction:

Les éléments a parois minces et a sections ouvertes sont largement utilisés en construction
métallique. Ce type de construction est parmi les plus modernes et les plus rationnels, puisqu'il
permet d'atteindre le maximum de rigidité avec le minimum de poids.

On les qualifie de minces du fait que I'épaisseur est généralement trés inférieure aux dimensions
de la section droite (de l'ordre du 1/10), mais leur inconvénients est surtout leur tres faible résistance
a la torsion. En conséquence, on évite autant que possible de les solliciter et les calculer en torsion,
en supposant que le chargement est appliqué au niveau de la ligne moyenne liant les centres de
gravités des sections droites de I'élément.

Dans la pratique, les charges extérieures ne sont jamais appliquées au centre de gravité. La torsion
est souvent présente et elle est la source des désordres créés dans les structures du fait de
l'augmentation importante des déplacements. D'ou l'intérét que nous portons a la torsion.

En Résistance des Matériaux, 1'étude de la torsion des poutres constitue un probléme particulier,
d'une part parce que les sollicitations de torsion ne sont pas les plus fréquentes dans la vue
quotidienne de l'ingénieur, et d'autre part parce que c'est un phénomene particulicrement délicat a
¢tudier; en effet, l'expérience a montré qu'il était nécessaire dans la plupart des cas d'abandonner
I'hypothése de la conservation des sections planes au cours de la déformation: on dit qu'elles
gauchissent, et on va appeler le phénomene associé «gauchissement ». Clest Saint-Venant qui a
montré pour la premicre fois que cette hypothese devait étre abandonnée [99] Ceci est lourd de
conséquences, et contribue a rendre complexe I'étude de picces soumises a de la torsion. On peut
montrer que tous les types de sections ne se comportent pas de la méme maniere lorsqu'elles sont
soumises a2 un moment de torsion, c'est pourquoi il est nécessaire de différencier: Les sections
pleines, les sections fermées a parois minces et les sections ouvertes a parois minces.

Par souci de performance et pour mener une étude générale concernant le comportement des
parois minces soumises a la torsion nous nous intéressons aux sections pleines, les sections ouvertes
et fermées a parois minces. Au cours du temps, différents auteurs ont proposé des modecles
analytiques pour étudier ce phénomene, et c'est pour cela qu'on peut trouver plusieurs théories de la
torsion des poutres, de plus en plus complétes au fur et a mesure des années. Nous nous
intéresserons d'abord a la torsion uniforme, qui constitue le cas le plus simple, puis a la torsion non
uniforme.
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La résistance d'un élément structurel au chargement de torsion peut étre considérée la somme de
deux composantes. Quand l'angle de torsion par unité de longueur est constant le long de I’élément
(Fig. I.1a), on est dans un état de torsion uniforme (ou de St Venant) [99], et les déplacements
longitudinaux de gauchissement sont également constants. Dans ce cas, le moment de torsion
appliqué est résisté uniquement par des efforts de cisaillement distribués autour de la section. Le
rapport du moment de rotation agissant a I'angle de torsion par unité de longueur est défini comme

la rigidité de torsion GI, de I’élément.

La deuxieme composante de la résistance au chargement de torsion peut agir quand l'angle de
torsion par unité de longueur varie le long de I’élément (voir Fig. I.1b et c), donc on est dans un
état de la torsion non-uniforme [99]. Dans ce cas les déformations de gauchissement varient, et un
ensemble supplémentaire d'efforts de cisaillement peut agir en méme temps que ceux dus a la torsion
uniforme pour résister a l'action du moment de torsion extérieur. La rigidité de I’élément lié a ces

efforts de cisaillement est proportionnelle a la rigidité de gauchissement £7

Moment de torsion constant Moment de torsion Gauchissement
Extrémités libres variable empéché
(b)Torsion non uniforme (c)Torsion non uniforme

(a)Torsion uniforme

Fig. I.1 : Poutre en I soumise a la torsion uniforme et non uniforme.

Quand la premicre composante de la résistance domine complétement la deuxiéme, I’élément est
dans un état de torsion uniforme. Ceci se produit quand le paramétre de torsion

K =z EI,/GI L’ esttres petit, comme indiqué dans la figure (Fig. I.2) [1]. Les sections fermées

a parois minces dont les rigidités de torsion sont trés grandes se comportent de la méme fagon que
font les sections en L, en T ou les sections rectangulaires étroites, dont les rigidités de gauchissement
sont négligeables. D'autre part, si la deuxieme composante de la résistance domine absolument la
premicre, I’élément est dans un état de torsion non-uniforme désigné sous le nom de la torsion de
gauchissement. Ceci peut se produire quand le parametre K de torsion est trés grand, comme indiqué
dans (Fig .I.2), qui est le cas pour quelques sections ouvertes a parois tres minces (telles que les
sections en U formées a froid) dont les rigidités de torsion sont tres petites. Entre ces deux
extrémités, le chargement de torsion est résisté par une combinaison de l'uniforme torsion ainsi que
la torsion de gauchissement, et I’élément en général est dans un état de torsion non-uniforme. Ceci se
produit pour des valeurs intermédiaires du parametre K, suivant les indications du schéma (Fig. 1.2),
qui sont appropriées pour les sections en I laminés a chaud [99].
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Fig. 1.2 : Comportement des sections vis-a-vis la torsion [99].

Un membre est dans un état de torsion uniforme ou non-uniforme dépend également de la
disposition de chargement et les conditions pour restreindre le gauchissement. Si le couple de torsion
appliqué est constant le long de ’élément et le gauchissement est non restreint comme dans (Fig.
I.1a), alors D’élément sera dans la torsion uniforme, méme si la rigidité de torsion est tres petite. Si,
cependant, le couple de torsion varie sur la longueur de I’élément (Fig. I.1b), ou si les déplacements
de gauchissement sont restreints (Fig. I.1c), alors I'angle de torsion par unité de longueur variera,
et de ce fait on sera dans la torsion non-uniforme. Généralement, ces variations dans certains cas
peuvent étre ignorées, et I’élément peut étre analysé comme s’il est dans la torsion uniforme. Cette
méthode d'analyse meéne habituellement aux appréciations satisfaisantes des angles de torsion, mais
peut produire des sous estimations des contraintes locales.

Cependant, les éléments structuraux de la charpente, sont rarement habitués pour résister
seulement a la torsion, et il est beaucoup plus courant que la torsion se produise en méme temps
avec la flexion et les autres sollicitations. Par exemple, quand la poutre en Box comme montré dans
(Fig. I.3a) est soumis a une charge excentrée, ceci provoque la flexion (Fig. I.3b), la torsion (Fig.
I.3c), et la distorsion (Fig. 1.3d). Il peut également y avoir des interactions entre la flexion et la
torsion. Par exemple, les contraintes longitudinales dues a la flexion peuvent causer un changement
de la rigidité de torsion efficace. Ce type d'interaction est tres important dans I’étude de linstabilité
(déversement) des éléments a parois minces soumis a une combinaison de flexion-torsion. En
outre, les rotations significatives de torsion peuvent causer des augmentations des contraintes de
flexion dans les éléments a parois minces et a section ouverte. Cependant, ces interactions sont
habituellement négligeables quand la rigidité de torsion est tres élevée, comme dans le cas des
sections fermées a parois minces [99].
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(a) Charge

Excentrée (b) Flexion (c) Torsion (d) Distorsion

Fig. 1.3 : Déformations d’un box sous charge excentrée.

Les effets de la distorsion des sections transversales sont seulement significatifs dans le cas des
sections ouvertes a parois trés minces, et dans les sections fermées a parois minces avec des
chargements de distorsion élevés. Ainsi, pour les poutres en box (Fig. I.3), les parois peuvent se
courber hors de leurs plans comme indiqué dans (Fig. 1.3d), engendrant la distorsion de la section
transversale. Pour cette raison, la distribution des contraintes de flexion et de cisaillement seront
changgées.

1.2 La torsion uniforme:

I.2.1 Déformations et contraintes élastiques:

La torsion uniforme, on dit aussi torsion de Saint-Venant [90], concerne :

= Les poutres soumises a un moment de torsion constant sur la longueur de la poutre ;

* Poutre dont toutes les sections sont libres de gauchir.

Sil'une de ces deux conditions n'est pas remplie, on patle de torsion non uniforme [96]. Dans le cas
de la torsion uniforme, comme indiqué sur la figure (Fig. I.1a), on a:

" Les lignes qui étaient a l'origine parallele a 'axe de la torsion deviennent spirales apres la
torsion ;

" Les sections transversales tournent avec un angle® en tant que corps rigides autour de
'axe de la torsion ;

" Les sections transversales se déforment hors de leurs plans, le gauchissement (u) étant

constant sur la longueur de I’élément (voir Fig. 1.4)

Spirale

Element

(OxxFsx1)

(v
Dépl t 2
ép a(c;men s / Mt
2
gauchissement — e

Fig. 1.4 : Déplacements de gauchissement dus a la torsion.
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La torsion uniforme M, engendre a n’importe quelle section de la poutre des contraintes de
cisaillement 7 et 7 _, qui agissent dans le plan de la section. La distribution de ces contraintes peut

étre visualisée en utilisant 'analogie de Prandtl ou I'analogie de la membrane.

On se propose d'étudier une poutre infiniment longue a axe rectiligne et de section circulaire

constante, constituée d'un matériau isotrope et soumise a deux moments de torsion M, égaux

et opposés, supposés appliqués aux sections extrémes (Fig. I.5).

T
—E— _..-“/ A
dx§ [ —— ] |L
S R

M,

Fig. 1.5 : Poutre circulaire soumise a la torsion uniforme.

Le moment de torsion est donc constant dans la poutre le long de la fibre moyenne et vautM, .

On démontre ici facilement que [69] :
* Toutes les sections droites tournent pendant la torsion autour de leurs centres respectifs,
" Toutes les sections droites restent planes et circulaires apres déformation,
* Un rayon quelconque tracé dans une section droite reste rectiligne au cours de la torsion,

* L'angle compris entre deux rayons quelconques d'une méme section ne peut varier au

cours de la torsion.

La conséquence des résultats précédents est qu'au cours de la torsion, chaque section droite se

comporte comme un disque rigide qui tourne autour de la fibre moyenne.

On note ¢(x)l'angle de rotation de la section d'abscisse x comptée par rapport a la section
d'abscisse x=0, et O(x) =dg/dx l'angle de torsion par unité de longueur, qui est donc constant
dans le cas étudié. En étudiant le troncon de poutre de longueur infinitésimale dx de la figure
(Fig. 1.6), qui trace une ligne «ab», situé sur le rayon p et devenu « ab’ apres déformation, on montre

que l'angle de glissement y s'écrit, en faisant l'approximation des petits angles (cosy = 1) :

v _ pde _
Il = p (1. 1)
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Ce résultat permet d'étudier la répartition des contraintes et déformations dans la section de la

poutre.

|_~Ymax

B’/

dp=0dx

Fig. I.6 : Sections circulaires infiniment voisines aprés déformation.

En effet, la distribution des contraintes tangentielles 7 , équilibrant le moment de torsion externe

M, , s'écrit, grace a la loi de Hooke:
T=Gy=Gpb (I1.2)

La répartition des contraintes dans une section est donc linéaire, comme indiqué sur la figure
(Fig. L.7).

Fig. 1.7 : Répartition des contraintes tangentielles dans une section circulaire.

Pour I'élément d'aire dA4 hachuré sur la figure (Fig. 1.8), I'effort de cisaillement repris vaut .44,
et donc le moment a une distance p vaut: 7 pdAd =Gy =GOp’dA. En écrivant 1'équilibre en

rotation de tout le troncon, on a:
_ 2 14 254
M, =[ GOp*dA=GO| p*da=G1,0 (I.3)

D’ou I, est I'inertie polaire de la section. On remarque ici que dans le cas particulier des sections
circulaires, on a I, = I, =] : désignant I'inertie de torsion (de Saint-Venant) de la section. Dans toute la

suite, on appellera rigidité torsionnelle de Saint-Venant la quantité GI,
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Fig. 1.8 : Section circulaire de la poutre soumise a la torsion.

On peut maintenant exprimer l'angle dont a tourné la section d'abscisse x au cours de la torsion
en fonction de la rigidité a la torsion comme suit:

dp _M,(x)

9 =
) dx G,

(I.4)

Sila section et le moment sont faiblement variables, Massonnet [69] propose d'admettre en

premicre approximation que les résultats précédents restent valables, et que cet angle vaut:

L

1EM,
¢(x)=5j; - (I1.5)

t

I.2.2 Torsion uniforme des poutres a section pleine de forme quelconque:

Les équations précédentes, établies pour le cas des sections circulaires, ne sont plus valables pour
des sections quelconques, nous allons en effet montrer que ’hypothese de conservation des sections
planes au cours de la déformation doit ici étre abandonnée, et que les contraintes tangentielles ne
peuvent plus étre distribuées comme sur la figure (Fig. 1.7). Il devient donc nécessaire de modifier
l'approche analytique du paragraphe précédent de fagon a prendre en compte ces nouveaux
phénomenes.

On considere a présent le cas d'une poutre sollicitée dans le méme cas de figure qu'au paragraphe
(I.2.1), mais avec une section rectangulaire (Fig. 1.9). Lorsqu'on observe la déformée des sections
d'un trongon de cette poutre, on constate qu'elles gauchissent au cours du chargement, et on voit
ainsi que l'hypotheése de Bernoulli de conservation des sections planes n'est plus respectée. On
remarque également que les petits carrés tracés sur la barre se transforment en losanges: leur
distorsion varie le long du coté de la section, depuis une valeur nulle sur les cotés jusqu'a un
maximum au milieu. Une section non circulaire soumise 2 un moment de torsion quelconque
présentera donc inévitablement un déplacement axial de chacun de ses points, que nous appellerons
déplacement de gauchissement ou plus simplement gauchissement.
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Tmax

=

Fig. 1.9 : Section rectangulaire avant et aprés torsion.

Si on s'intéresse a présent a la distribution des contraintes dans une section, il est clair d'aprés la
figure (Fig. 1.10) que la contrainte de cisaillement en un point du bord de la section ne peut plus étre
répartie perpendiculairement a un rayon issu du centre de gravité G et passant par ce point, comme
dessiné sur la figure (Fig. 1.7), mais qu'elle doit obligatoirement étre tangente au contour de la
section; en effet, si ce n'était pas le cas, en vertu du théoreme de réciprocité des contraintes
tangentielles, celle-ci admettrait une composante normale au bord de la section non nulle, qui ne
serait équilibrée par aucun effort extérieur. La contrainte de cisaillement ne peut donc étre que
tangente au contour, c'était d'ailleurs le cas pour les sections circulaires, mais compte tenu de la
symétrie de révolution, la direction de la contrainte était également perpendiculaire au rayon

considéré.

/N

Fig. 1.10 : Contraintes de cisaillement dans une section rectangulaire.

La distribution des contraintes de cisaillement, c'est-a-dire leur direction et leur intensité en un
point donné de la section, est donc dans le cas général assez différent du cas des sections circulaires.
Cependant, méme dans des cas ou la section n'est pas circulaire, la relation entre la dérivée de l'angle

de torsion et le moment appliqué reste valable puisqu'on reste en élasticité:

_M,(x)
GI,

0(x) (I1.6)
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I.2.3 Torsion uniforme des sections ouvertes a parois minces:

La distribution des contraintes dans une section ouverte a parois minces est similaire a celle dans
une section rectangulaire, comme indiqué dans la (Fig. I.12a). De méme, ces contraintes sont
paralleles aux parois de la section, et varient linéairement a travers I’épaisseur (t). Le constant ou

l'inertie de torsion (I l) est égale approximativement a :

bt’
3.0 T B T T T T T T 1.0

= %
=< 25} % 08 &
~ I, l:ljr 2
B 34 =
< 20Fk i3 I b J o6 B
= =
- =
z Z
2 : =
S ~tmax >
2 1.5 e 404 2
Z AL
3 3
= 10 F————— e T T — 02 §
= Z

= 0.5 I ] I ] I I I I I 0

0 2 4 6 8 10

Width—thickness ratio A/t

Fig. I.11: Les propriétés torsionnelles d’un élément rectangulaire [99].

cisaillement T,{

constant

t,max
m [ = Flux de
b 4
—

]
b

(a) Section (b) Section
ouverte Fermée

Fig. I.12 : Les contraintes de cisaillement dues a la torsion uniforme dans les sections a parois minces.

Dont (b) et (t) sont respectivement la longueur et I’épaisseur de chaque parois de la section. La
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contrainte de cisaillement maximale est donnée par :

Mt
T ™ ]— (11.8)

t

Ou ¢ est Pépaisseur maximale.

mi

I.2.4 Torsion uniforme des sections fermées a parois minces:

Le comportement des sections fermées a parois minces vis-a-vis la torsion uniforme est assez
différent a celui des sections ouvertes. Si l'épaisseur de la paroi est faible, il semble raisonnable
d'admettre que la contrainte de cisaillement reste a peu pres constante dans le sens de 1'épaisseur
(Fig. 1.12b), de la méme facon comme dans le cas de contraintes de cisaillement provoqué par une
force de cisaillement.

On considére un élément a section rectangulaire (tube) de la (Fig. I.13), avec la présence d’une
trouée (OE) le long de cet élément, le gauchissement de la section est du enti¢rement a la torsion du
tube. La distribution du gauchissement causé par la torsion est illustrée dans la figure (Fig. I.13b).
Le déplacement relatif au niveau de trouée est:

r Déplacements de

i gauchissement relatifs /K

E £ S do [

y < s . o il L} Pods
0 d; ' \
X
Trouée
Yo
I
zy

(b) déplacements de
gauchissement

(a) Section en box avec trouée

Fig. 1.13 : Le gauchissement dans un tube avec trouée.
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(a) Section ouverte (b) Section fermée

Fig. 1.14 : Le cisaillement dans des sections a parois minces.

dqu
Uy —u, ~ _EI 0, ds (11.9)
o

dans laquelle est la distance perpendiculaire a partir du tangent de la lione centrale jusqu’au centre
q Lo perp p g g Jusq

de torsion (Fig. 1.14a).

Cependant, si le tube ne présente pas une trouée (enfermé), le déplacement relatif de
gauchissement n’aura pas lieu. Dans ce cas, le déplacement di a la torsion (Fig. I.15a) est
parfaitement équilibré par celui di au flux de cisaillement de la lighe centrale de la section
(Fig. 1.15b), donc le déplacement relatif total est nul. Le déplacement da a une rotation @vaut :

_%Cﬁpods

bien que le déplacement da au flux de cisaillement égale a (Fig. I. 15b):
) Sﬁ (Tt /G)ds
Ainst:

r, , _do
(_f)Eds —Eiﬁpods (11.10)

le flux de cisaillement (7,f)est constant autour de la section, bien que Cﬁ P,ds égale a deux fois la

surface hachurée (4,), comme indiqué dans la figure (Fig. 1.14b). De ce fait :

z'tth%ds =264, % (I.11)
X

En effet, le moment résultant dG aux contraintes tangentielles tout autour de la section, équilibre le
moment de torsion externe My, donc:

M, = §rip,ds (I1.12)
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donc:
M
Tt= 2At (I1.13)

La grandeur A, dans I’équation (I.13) représente l'aire de la surface limitée par la ligne centrale,
cependant 1/2.p,ds est la surface du triangle hachuré verticalement dans la figure (Fig. 1.14b). Dans
ce cas, I'inertie de torsion est donnée par:

44}
, = (II.14)
4) (1/¢)ds
Substituant la valeur de (/,) dans I’équation (I.11) on aura :
44 d
=G 2P (I1.15)
$(1/t)ds dx
Donc l'inertie de torsion est:
44’
[, =—— (II.16)
95 (1/t)ds
L'équation (I.13) est connue comme /a premiére formule de Bredt, et a été développé sans avoir besoin

d'aucune référence a des propriétés rhéologiques du matériau (Victor D. S. 20006). Ainsi, elle est

valable pour le comportement du matériau linéaire ou non-linéaire, déformation élastique ou

plastique, matériaux isotropes ou anisotropes, matériau ou homogéne ou hétérogene, ... etc.' La
contrainte maximale de cisaillement peut étre obtenue a partir de I’équation (I.13) :
M
_ t
Tt,max - 24 ¢ (1117)
e“min

Flux de
cisaillement 7,/

constant

STy

Déplacements relatif
de gauchissement

Déplacements relatif
de cisaillement

do .
- el i, /G )ds
ax JE; ! # ( / / )
(a) déplacements de (b) déplacements de gauchissement
gauchissement dus 2 la torsion dus au cisaillement

Fig. 1.15: Le gauchissement d’une section fermée a parois minces.

" Dans le cas d'une paroi mixte (deuxc matérianx: dans ['épaissenr) la premicre formule de Bredt n'est valable que dans les conditions de
V'éconlement de cisaillement M/ (2A), bien que la contrainte de cisaillement ne pent pas étre constante dans l'épaissenr si le module de
cisaillement des deuxc matérians: n'est pas le méme.
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Pour de déterminer la déformation causée par la torsion, le comportement de matériau doit
évidemment ¢ctre pris en considération. En outre, comme la fagon dont la barre se déforme sous
torsion n'est pas défini a priori et donc nous ne savons pas quelle partie de la distorsion provoque la
barre de tourner autour de son axe (déformation de torsion) et quelle partie provoque le
gauchissement de la section transversale, la rotation unitaire de torsion € ne peut étre obtenue au
moyen de considérations géométriques. C'est un probleme similaire a celui de calculer les déviations
causées par la force de cisaillement et peut étre résolu de la méme maniere, c'est a dire par le biais du
principe de la conservation de I'énergie. Si le matériau a un comportement élastique, le travail (W)
effectué par le couple dans la déformation en torsion, est égal a l'énergie potentielle élastique (U)
emmagasinée par les distorsions. Si le comportement du matériau est linéaire, ces deux quantités
sont exprimées par unité de longueur de la barre, de la facon suivante:

W=%M,9 (I1.18)
et

1
U=E£r;/dQ (I1.19)

Avec 2 = t.ds, la surface d’'un trongon ds de la paroi. Ainsi, le principe de conservation de I'énergie

conduit a la conclusion :

_ 1 2
e_G—MgST tds (11.20)

dont:y =7/G . En substituant la contrainte de cisaillement donné par (I.13) dans cette expression
(I.20), on obtient la rotation unitaire en fonction du couple de rotation, le module de cisaillement G

et les propriétés géométriques de la section transversale, qui sont représentés par la quantité | (/,):

M, cds M, M,

t

4G4 YT TG G

(I1.21)

Cette expression est connue comme /a deuxiéme formule de Bredt. Le produit GJ représente
clairement la rigidité de torsion.

L'analogie de la membrane peut étre également employée pour les sections fermées a parois
minces dans le but de déterminer la configuration des efforts de cisaillement dans les parois, en
imaginant que les frontiéres internes de la section sont fixées a un plat horizontal et supportées a une
distance équivalente a (7,f)au-dessus des frontieres d'externes par les pressions transversales, les

forces dans la membrane se sont étendues entre les fronticres, suivant les indications de (Fig. I. 16b).

Ainsi la pente (T[t) / t de la membrane est totalement constante a travers I'épaisseur de la paroi,
et elle est équivalente a la contrainte de cisaillement (7, ), alots que deux fois le volume (A4,7,¢) sous la

membrane est équivalent au couple uniforme M, indiqué par (I.13) [99].

L'analogie de la membrane est utilisée dans (Fig. I. 16) pour montrer la différence en terme de
rigidité entre les sections fermées et celles ouvertes a parois minces. On peut distinguer que le
moment de torsion (qui est proportionnel au volume sous la membrane) est beaucoup plus grand
pour la section fermée que celle ouverte quand les contraintes de cisaillement maximales est
identiques.
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La Section Shit

La distribution

|5 A
des contraintes —-'{— VA VA i
2 8

Plaque
horizontale

Membrane Lot i Membrane

7 1, S - —
L’analogie de la ’ﬂ, ﬁ | |

membrane

(a) Tube avec trouée
(Section ouverte)

(b) Section fermée

Fig. 1.16: La comparaison de la torsion uniforme: (a)section ouverte et (b) fermée.

I.3 La torsion non uniforme:
I.3.1 déformations et contraintes élastiques:

Dans cette partie, nous allons étudier le comportement d'une poutre (ses déplacements,
déformations et contraintes) dans le cas de la torsion non uniforme [100], le phénomene étant
relativement complexe, nous avons choisi de I'aborder dans un premier temps sous un aspect plus
physique. Ceci permet de mieux saisir ce que les différentes grandeurs utilisées représentent.

Dans le cas de la torsion non uniforme, l'angle de torsion par unité de longueur (dg/dx) et le
gauchissement (u)varient le long de Iélément. Cette variation de gauchissement induit des

déformations et des contraintes longitudinales (o, ) .Quand ces contraintes normales varient, on aura

des contraintes de cisaillement (7, ) associées et distribuées autour de la section, et celles-ci agissent

conjointement avec les contraintes de cisaillement de la torsion uniforme pour résister le moment de
torsion appliqué. Les contraintes de gauchissement toujours dans le cas de la torsion non uniforme,
et pour les sections fermées ont été traitées dans [99], alors que quelques exemples de la torsion non
uniforme concernant les sections ouvertes et variables sont discutés dans [54,55].

1.3.2 Déplacements et contraintes de gauchissement:

Dans un ¢élément dont la section est ouverte a parois minces, les déplacements dus au
gauchissement (1) sont beaucoup plus grands que ceux dus au cisaillement, et ces derniers sont
habituellement négligés. Les déplacements dus au gauchissement surgissent parce que les lignes a
l'origine paralleles a I'axe de la torsion deviennent hélicoidales, comme indiqué, dans les figures
(Fig. 1.17 et Fig. 1.18). Dans le cas de la torsion non-uniforme, l'axe de la torsion est le lieu du

centre de cisaillement, puisqu'autrement I'axe de centre de cisaillement serait déformé, et I’élément

serait courbé aussi bien que tordu. Un élément (Sx x 8 x t) de la paroi tourne (a,d¢/dx) autour de
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la ligne (ao) a partir du centre de cisaillement S, suivant les indications de Figures (Fig. 1.4 et Fig.

1.17). La variation du déplacement di au gauchissement (Ou)de I'élément est montrée dans

(Fig. 1. 18), et est égale:

ou :—p()@é‘s (I1.22)
dx

Comme on a indiqué, p, est la distance perpendiculaire a partir du tangent de la ligne centrale

jusqu’au centre de torsion (Fig. 1.18). Le déplacement da au gauchissement est donné par:

do
=(a —a)— I1.23
u=(a,-a) . (I1.23a)
o= j: pyds (I1.23b)
1 ¢E
@, == jo atds (I1.23¢)

Dans le cas de la torsion non uniforme, les déplacements de gauchissement (#) varient le long de

Pélément (Fig. I.Ib). A cause de celui-ci, des déformations longitudinales auront lieu, et les
contraintes normales longitudinales correspondantes valent :

Ligne paralléle a Paxe de
torsion

Spirale

L’axe de torsion

Fig. 1.17: La rotation d’une ligne parallé¢le a ’axe de torsion.
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(a) La Section

L’axe de
torsion

Helix

(b) Gauchissement
d’un élément

Fig. 1.18: Gauchissement d’un élément sous I’effet de torsion.

d’e
o,=E(a, -a I1.24
w ( n ) dx2 ( )
Par conséquent, ces contraintes sont responsables de ce qu’on appelle le bimoment :
B=- o, (a,-ayds (I1.25)
o v n :
Substituant la valeur de o, dans (I.24) on aura:
d*p
B=-FElw I1.26
e (IL.26)
avec :
£ 2
1= (a,-a)us (11.27)

est l'inertie de gauchissement. Si on remplace (I1.26) dans (1.24), on peut exprimer la contrainte
normale de gauchissement :
B(a, —a)

o, = _T (I1.28)
Lorsque les contraintes normales o, varient le long de I’élément, des contraintes de cisaillement

7 auront lieu (méme analogie que la flexion). Le flux de cisaillement du au gauchissement dans ce

cas vaut :

e

dx’

Les contraintes de cisaillement dues au gauchissement entrainent un moment de torsion dont sa

T t=-FE

[ (a,—a)s (I1.29)

valeur:
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E
M, = pyr, s (I1.30)

Ce moment peut étre exprimé par [100]:

d’e
M, =-EI I1.31
w v (IL.31)
A partir des équations (I.26) et (I.31), le moment M est lié au bimoment par:
m, =98 (I1.32)
dx

La figure (Fig. I1.19) est une illustration du momentM et de bimoment et ce dans le cas d’une

section en I. Pour la méme section, le bimoment égale a :

B=d M, (IL.33)

dont M, est le moment de flexion des semelles, et d, la distance entre les centres de gravité des
semelles, I'inertie de gauchissement / vaut :

2

1.d

I _ Z f
Y4

(I1.34)

I.3.3 Analyse élastique de la torsion non uniforme:

1.3.3.1 La torsion uniforme:

Quelques sections ouvertes a parois minces (cas des sections en L ou T) ont une faible inertie de

gauchissement. Dans ce cas-1a, on peut négliger le moment de gauchissement M , et d’analyser

I’élément comme étant dans le cas de la torsion uniforme.

I.3.3.2 La torsion de gauchissement :

Les sections ouvertes a parois tres minces possédent une inertie de torsion [ faible, bien que
quelques-unes telles que les sections en I, ont une inertie de gauchissement /  importante. Dans ce
cas, il est adéquat d’étudier DI'élément comme si le moment de torsion appliqué sera résisté par le
moment de torsion de gauchissement M, de ce fait M = M . Ainsi, 'angle de rotation ¢(x) peut
étre obtenu a partie de I’équation suivante :

e
dx’

—EI, M, (I1.35)

Alors :

2
Ax

~ElLp=[ [ | M drdxds+="—+ dyx+ 4, (I1.36)
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Ou 4,4, etA4, sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions aux limites du

probleme.

Les contraintes normales de gauchissement &,
Le Bimoment B = 4,0,

\Les contraintes de cisaillement T
N LK L’effort de cisaillement } .
- A

v

~ B
V;
z % (a) Rotation de /I\{\

la section (b) le Bimoment

Et les contraintes de gauchissement

Fig. 1.19 : Le Bimoment et le contraintes normales de gauchissement (section en I).

1.3.3.3 La torsion non uniforme :

On considere une poutre console sollicitée par un moment de torsion M: a son extrémité libre,
et empéchée de gauchir a l'encastrement (Fig. 1.20), une des deux extrémités étant bloquée au
gauchissement, on se trouve dans un cas de torsion non uniforme [67].

En décomposant le moment de torsion M, en deux efforts tranchants T agissants dans les

semelles, on voit que lors de la torsion de la barre, I'empéchement de gauchissement entraine la
flexion de ces semelles, de sorte que le moment de torsion sera équilibré dans chacune des sections

par le moment de torsion propre de la barre M (de Saint-Venant) et par le couple engendré par les

efforts tranchants dans les semelles M, (moment de torsion de gauchissement).

A
A
I
'

1
]

Fig. 1.20 : Poutre en I en torsion non uniforme.
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Lorsque ni la rigidité torsionnelle ni la rigidité au gauchissement peuvent étre négligées (cas des
sections en I ou en U), le moment de torsion appliqué est équilibré par une combinaison de moment
de torsion uniforme ainsi que le moment de gauchissement, donc :

M, =M_+M, (11.37)

Nous avons vu au paragraphe ({I1.2.2) que le moment de torsion de Saint-Venant s'exprime:

d
M, =G =2 (I1.38)
dx
Puisqu'on considere ici le cas de la torsion non uniforme, l'angle de torsion par unité de longueur ¢’
n'est plus constant, et il convient donc d'utiliser @' et non 0 dans les équations. Le moment de

torsion de gauchissement s'écrit alors:

am ,
(I1.39)
dx

ou (M) représente le moment de flexion dans les semelles, et (d,) la distance entre centres de

M,=V, d =d,

gravité des semelles. En remarquant que le centre de gravité du profil est confondu avec le centre de

cisaillement, le déplacement latéral du centre de gravité d'une semelle (v, ) s'écrit :

d
v, =—f(p, et en tenant compte de I'équation d'équilibre en flexion des semelles:

2

M ,(x) =-EI vi(x) ou I, estlinertic d'une semelle selon son axe fort, on en déduit que :

El.d.’ g
L, de (I1.40)
2 dx

En remplacant (1.38) et (I.40) dans (I1.37), on arrive a Iéquation différentielle de la torsion non
uniforme est :

3
M, =192 g 49 (I1.41)
dx dx
2
dans laquelle E£I, = —L 1 estla rigidité au gauchissement, et [, l'inertie de gauchissement.

L'équation (I.41) a été mise en évidence pour la premicre fois par Vlassov [100], elle est a
rapprocher de (I.3), et lie le moment de torsion appliqué a I'angle de torsion dans la poutre, en
fonction des inerties de torsion de Saint Venant et de gauchissement. Elle est d'application pour
l'é¢tude de la torsion non uniforme des poutres a parois minces et section ouverte. On constate ici la

présence de linertie /,, qui traduit I'influence du phénomene de gauchissement sur la réponse en

torsion de telles sections; elle apporte une contribution importante de résistance a la torsion, et les
cas de poutres a parois minces résistant a la torsion principalement grace a l'effet de gauchissement
ne sont pas rares.

A titre illustratif, on donne ci-dessous l'allure de la déformée de gauchissement d'une poutre en
box soumise a un moment de torsion (Fig. 1.21):
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Fig. 1.21 : Déformée de gauchissement d'une poutre en box.

La solution générale peut étre écrit sous forme de:

o(x) = p(x)+ A€’ + 4,7 + 4, (11.42)
avece .
E] 272
e kL (I1.43)
T

La fonction p(x) dans la solution générale dépend de la variation du moment M le long de la poutre.

1.4 La distorsion:

La torsion et la distorsion d'un élément soumis a la flexion peuvent étre provoquées par la
distribution locale des forces appliquées autour de la section transversale, suivant les indications de
(Fig. I.3). Si le membre répond de manicre significative a I'un ou l'autre de ces actions, la distribution
des contraintes de flexion peut étre considérablement différente a celle calculée par la méthode
habituelle, alors que des efforts supplémentaires de distorsion peuvent étre induits a cause de la
flexion hors-plan (latérale) des parois (Fig. I.3d). Pour éviter une éventuelle faille, le concepteur doit

augmenter la rigidité de 'élément ou bien limiter la torsion et la distorsion.

La résistance a la distorsion d'un élément a parois minces dépend de la disposition des parois
transversalement. Les éléments avec des cellules fermées triangulaires ont des résistances élevées en
raison de l'action comme un bloc de la section qui transfére les charges de distorsion en des
contraintes de flexion dans le plan de la section et de cisaillement dans parois. D'autre part, les
parois des éléments avec des cellules rectangulaires ou trapézoidales se courbent hors de leurs plans
(flexion latérale des parois) sous un chargement de distorsion et notamment quand la résistance a la
distorsion est faible. Des charges concentrées peuvent étre distribuées localement en fournissant des
diaphragmes rigides (transversalement) qui réduisent ou empéchent la distorsion locale. Cependant,
ces diaphragmes ne sont pas enticrement efficaces quand les charges de distorsion sont distribuées
ou peuvent se déplacer le long de I’élément. En pareils cas, il est nécessaire d'analyser la distorsion de
la section transversale et les efforts induits par les déformations de distorsion [99].
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La résistance a la torsion d'une section ouverte a parois minces est comparativement petite, et le
mode dominant de la déformation est la rotation de I’élément. Puisque la rotation de I’élément est
généralement expliquée, I'importance des déformations de distorsion se situe dans son influence sur
le comportement vis-a-vis la torsion. Les déformations de distorsion sont significatives dans les
¢léments a parois trés minces, pour lesquels, la rigidité de distorsion réduit a une vitesse beaucoup
plus rapide que la rigidité de gauchissement, qui varie directement avec I'épaisseur . Ces déformations
de distorsion peuvent induire des contraintes de flexion significatives dans les parois, et peuvent
augmenter les angles de la rotation et changer la distribution des contraintes de gauchissement [99].

Les éléments a sections fermées et a parois minces ont un bon comportement vis-a-vis la torsion,
et les déformations dues a la torsion uniforme ne sont pas habituellement de grande importance
excepté dans les éléments courbés. D'autre part, les éléments a section rectangulaire et trapézoidale
ne sont pas tres résistants aux chargements de distorsion, et les déformations de distorsion peuvent
étre grandes, alors que les efforts induits par ces chargements peuvent dominer les calculs pendant la
conception.

La distorsion des éléments qui ont des sections rectangulaires ou trapézoidales unicellulaires peut
étre classée en tant qu'uniforme ou non-uniforme. La distorsion uniforme se produit quand le
chargement appliqué est uniformément distribué le long d'un élément d’une section transversale
constante sans présence d’un aucun raidisseur qui peut restituer la section comme un diaphragme
rigide. Dans ce cas le chargement de distorsion est résisté seulement par la rigidité de flexion des
parois de la section. Dans le cas de la distorsion non-uniforme, les déformations varient le long de
I’élément, et les parois se plient dans leurs plans, produisant les efforts de cisaillement qui aident a
résister au chargement de distorsion.

Peut-étre la méthode la plus simple pour analyser la distorsion non-uniforme est a l'aide d'une
analogie d'une poutre sur une fondation élastique (analogie de BEF). Dans cette analogie, qui est
montrée schématiquement dans (Fig. I.22), le chargement de distorsion correspond aux charges
appliquées a la poutre dans l'analogie, et la résistance des parois a la flexion latérale correspond a la
rigidité (raideur) & de la fondation élastique, alors que la résistance des parois a la flexion dans leurs
plans correspond a la rigidité de flexion (E7)de cette poutre. L'analogie de BEF peut expliquer la
distorsion dans le cas des charges concentrées ou réparties, pour des diaphragmes rigides qui
permettent ou empéchent les déformations de gauchissement, et pour les diaphragmes flexibles ou
en présence des raidisseurs, comme indiqué dans (Fig. 1.22).
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(2) Vue en élévation d’un A
élément en box I

B
| Y | ‘

; Rigs Concentrated Flexible Distributed .. e 38
diaphragm . 4 exible ; diaphragm
fasts distortional diaphragm distortional e
’ load | = load rp £ d
warp [ e | prevente
| 0 | rieidity &1 q |
(b) Poutre sur une X
Fondation élastique /\ $ $ = % % I_ % $ = = ,%
FITTIT7T7 77727777 77707770 777777 777 7777 7777 77777,
Foundation modulus
El d*'w/d" + kw= ¢
Distorsion = Déflexion w
La rigidité de flexion = Rigidité de la poutre E/
(c) L’analogie BEF La rigidité latérale = Raideur k de fondation
Charges de distorsion = Charges 0, g
Contrainte normale = Moment

Contrainte de cisaillement Effort tranchant

Fig. 1.22 : I’analogie de BEF pour un box en distorsion [99].

Beaucoup de solutions pour des problemes des poutres sur des fondations élastiques ont été
obtenues, et ceux-ci peuvent ¢tre employés pour trouver les contraintes de flexion hors-plan ou
latérale des parois d’'une section fermée (qui sont liées aux réactions de la fondation), ainsi que les
contraintes de gauchissement et les efforts de cisaillement dus a la distorsion non- uniforme (qui
sont liés au moment de flexion et a Peffort tranchant dans la poutre sur cette base élastique). La
distribution des contraintes de gauchissement dus a la distorsion dans une section rectangulaire ou
en box sont montrées dans (Fig. 1.23).

Les déplacements

4 ’(:7 de distorsion

/ Les contraintes normales
de gauchissement par distorsion

Les contraintes de cisaillement
de gauchissement par distorsion

Fig. 1.23 : Les contraintes de gauchissement dues a la distorsion
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1.5 Conclusion

Dans le calcul des poutres spatiales, la torsion joue un réle tres important et non négligeable. Dans
ce chapitre on a présenté les différentes théories de torsion concernent chacune un type particulier
de section: sections circulaires, pleines ouvertes et fermées a parois minces.

La théorie de Saint-Venant est exacte pour les sections pleines circulaires, la théorie de Bredt est
exacte pour les sections fermées en parois minces tant que ’hypothéese sur I'épaisseur de la paroi est
vérifiée. La théorie de 1Vassov est une bonne approximation du comportement en torsion des

sections ouvertes a parois minces.

D'une maniére générale, les théories de Saint-Venant et Vlassov sont suffisantes pour caractériser
les contraintes et déformations de torsion dans une poutre, a condition qu'elle ne soit pas sollicitée

uniquement en torsion, ce qui est un cas assez rare de sollicitation dans une structure courante.

Nous avons donc balayé les théories les plus classiques de la torsion des poutres prismatiques,
depuis la torsion uniforme jusqu'a la torsion non uniforme, en nous concentrant plus
particuli¢crement sur les poutres a section fermées et parois minces. Nous avons en particulier montré
qu'il était nécessaire d'abandonner I'hypothese de conservation des sections planes pour les poutres a

section non circulaire.

Les notions de gauchissement et de distorsion ont été introduites et détaillées, et seront reprises
par la suite. Ces phénomenes, relativement complexes, constituent le point le plus délicat a traiter

dans les développements a suivre.
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L’instabilité des éléments a parois minces:

Aspect analytique & réglementaire

I1.1 Introduction:

La construction moderne utilisant le matériau acier est caractérisée dans tous les domaines,
notamment en génie civil, par 'emploi de structures minces. Ces structures bénéficient des avancées
technologiques et des procédés de fabrication trés performants. Ainsi, on arrive a fabriquer des
¢léments de plus en plus minces avec une résistance beaucoup meilleure. Ce qui conduit a des
structures tres légeres.

Cependant, 'emploi des éléments minces et élancés rend les structures tres sensibles aux
instabilités de forme. Les instabilités peuvent étre globales ou locales. L'instabilité est globale quand
I'élément est concerné par l'instabilité sur toute sa longueur. C'est le cas du flambement des colonnes
(instabilité par effort normal) ou du déversement des poutres (instabilité par flexion).

L'étude des instabilités consiste a trouver les charges maximales qu'une structure peut supporter
sans perte d'équilibre. On patle alors de charges critiques. De nombreux travaux s’intéressent au
déversement des poutres. Dans ce chapitre, le flambement et le déversement des poutres a parois
minces sont étudiés. Apres la description des phénomenes, une étude théorique et réglementaire des

charges critiques sera donnée.

I1.2 Etude du flambement:

I1.2.1 Etude analytique du flambement:

I1.2.1.1 Principe de flambement :

La résistance ultime des éléments comprimés est tres souvent définie non pas par un critere de
résistance en section, mais par un critére de stabilité de forme. Afin d’illustrer en quoi consiste un
probleme de stabilité de forme, on peut faire une analogie entre le flambement d’une barre bi-
articulée parfaitement rectiligne et I’équilibre d’une balle parfaitement sphérique sur une surface sans
frottement (Fig. IL.1)
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N1 <N, N2 =N¢r
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Fig. II.1: Stabilité de forme d’une barre comprimée.

La barre étant soumis a une charge axiale de compression (V;), supposons qu’on lui impose un
petit déplacement latéral, si la barre revient a sa position initiale lorsque la cause déplacement est
supprimée, on dit qu’elle est en éguilibre stable. 11 existe une charge (), supérieure a (N;), pour
laquelle la barre garde sa position déformée apres la suppression de la cause du déplacement latéral,
quelle que soit la grandeur de ce dernier, il a alors trouvé un nouvel état d’équilibre et on dit qu’elle
est en équilibre métastable on indifférent. La charge (N3) est appelé charge critique de flambement
élastique N,,. Pour une charge (N3) supérieure a (N, la barre se dérobe si on lui impose un petit

déplacement latéral ; la déformation s’accentue et devient inacceptable et le systeme est alors zustable.

L’étude de la stabilit¢é d’un systéme consiste a déterminer la valeur de la charge critique pour
laquelle le systeme est en équilibre métastable. La charge critique dépend de la forme de la barre a
I’état métastable, qui est caractérisée par la longueur de flambement (). La théorie développée dans
ce chapitre se concentre essentiellement sur la détermination de cette longueur.

I1.2.1.2 Théorie linéaire du flambement élastique :

Cette théorie, établie dans ses fondements les plus simple par Euler en 1744 [96], elle ne fait donc
ici que lobjet d’un bref rappel pour le flambement plan (ou flambement par flexion) d’une barre
droite simplement comprimée. Les principales hypothéses a la base de cette théorie sont :

* Barre prismatique bi articulée parfaitement rectiligne ;

= Barre idéale sans imperfections (déformations initiale, contraintes résiduelles, etc...) ;

* Barre sollicitée en compression pure par une charge parfaitement centrée ;
=  Matériau infiniment élastique linéaire ;

= Déformation par torsion empéchée ;

Considérons la barre comprimée de la figure (Fig. I1.2). La charge critique N, est égale a la
charge pour laquelle la barre est en équilibre indifférent. Pour obtenir cette valeur, on impose une
déformation a la barre chargée et 'on écrit son équation d’équilibre dans la position déformée. Cette

position représente donc un état d’équilibre possible. La représentation graphique du phénomeéne est
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caractérisée par une augmentation de la charge N sans aucune déformation w jusqu’a une valeur de
charge N =N, ou le déplacement latéral w comporte un point de bifurcation. I’ensemble des
points situés sur les deux troncons horizontaux de la courbe N-w de la figure (Fig. II.2) représentent
également un état d’équilibre possible. Ce phénomeéne est appelé flambement par bifurcation.

IN

-
=z
-
=z
Z
>

Déformée
. N“ 1]
- .. - v . & . -
i |
IN
tn Nt
w(x)
tn
w
e = — L

Fig. II1.2 : Flambement plan d’une barre bi-articulée (bifurcation d’équilibre).

La condition d’équilibre entre les moments extérieurs et intérieurs permet d’écrire les équations

différentielles ci-apres, suivant le type de flambement :

= Selon'axe y:

EI, dwg 4 LN () =0 (IL.1)

= Selon l'axe z :

EL d 2v(x)

+Nv(x)=0 (IL.2)
I est nécessaire de préciser la terminologie utilisée pour désigner le type de flambement que nous
allons toujours considérer selon un axe. Ainsi, le flambement selon I'axe y dépend de linertie 1,
mais correspond a une déformation w dans la direction de I'axe z, donc perpendiculairement a 'axe
. De méme, le flambement selon I'axe z dépend de l'inertie /;, mais correspond a une déformation v

dans la direction de I’axe y, donc perpendiculairement a I'axe z.

En admettant une déformée sinusoidale et une rigidité £/ constante, on obtient par intégration, en
introduisant les conditions aux limites pour une barre bi-articulée (a savoir w=w" =0 pour x=0 et [ ),

la valeur de la charge critique de flambement élastique N, ou charge critique d’Euler Ng, donnée

par:

(11.3)
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* [E:module d'élasticité
* [:moment d'inertie par rapport a l'axe perpendiculaire au plan de déformation

* [:longueur de la barre

Il est important de préciser que la charge critique de flambement correspond en fait a une
résistance, et non pas a une sollicitation (méme si 'on utilise le terme charge), d’une barre idéale
comprimée. Le cas de la barre bi-articulée correspond au cas fondamental de flambement. II est
possible de déduire la charge critique de barres présentent d’autres conditions d’appuis en
introduisant la notion de longuenr de flambement Ii. Celle-ci est égale a la longueur de la barre fictive qui
aurait la méme charge critique que la barre étudiée; c’est aussi la distance entre deux ponts
d’inflexion de la déformée (Fig.II.3). D’ou l'expression généralisée donnant la valeur de la charge
critique de flambement élastique :

2
N, =Z2 (11.4)
lk
Barre tenue transversalement Barre non tenue transversalement
1 ! I I I U
Ix
! 'l Ix Il |I Ix 'r — Ir Ir
| /4 | |
|
- —_— 1 l
' K . K
\ |
\ L]
1 _+_ |‘
Ix =0.51 0.71 1.0! 1.01 2.0{ oo
\—e

Fig. I1.3 : Longueur de flambement /; d’une batre comprimée pour différentes conditions d’appuis.

La contrainte moyenne de compression, définie comme /z contrainte critique de flambement élastique
vaut alors :
N, #'El _rn’E

cr

0, == =S (IL.5)
k k

= A :aire de la section ;

" j:rayon de la giration de la section de la barre par rapport a 'axe perpendiculaire au plan
de déformation (i =+/1/A4)

Avec Iélancement (Ax) de la barre défini comme étant égale au rapport entre sa longueur de

flambement Ik et son rayon de giration 7:

Ay =K (I1.6)
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Il faut relever que 'équation (IL.5) permet d’exprimer I’élancement (Ax) en fonction de la charge
critique de flambement élastique selon expression suivante :

/EA /E
/1K=7T N—crzﬂ' O_—Lr (H7)

Sil'on représente (IL.5) graphiquement, on obtient la courbe de (a.,) en fonction de (Ak) donnée a
la figure (Fig. I1.4-a), appelée hyperbole d’Euler, qui est la courbe de flambement pour des barres
parfaitement rectilignes constituées d’un matériau infiniment élastique linéaire. La courbe de

flambement est limitée par la droite horizontale correspondant a la limite d’élasticités f, (Fig. I1.4-b).

Pratiquement, si Pon effectue des essais en employant des barres industrielles, on obtient les
courbes de flaimbement de la figure (Fig. II.4-c). Pour de grands élancements, ces courbes sont trés
proches de ’hyperbole d’Euler, mais lorsque I’élancement diminue, elles s’en écartent passablement,
pour s’approcher de la limite d’élasticité dans le cas de trés faibles élancements. On constate que la
contrainte de flambement (ok) est plus faible que la contrainte critique de flambement élastique (o),
obtenue par la théorie élastique. Ceci est di principalement a d’effet défavorable des contraintes
résiduelles et des imperfections géométriques inhérentes a chaque profilé.

OcAEuler)
(a) Matériau infiniment Barre idéale
élastique linéaire
E
1
€ Ak
—— -
Ao ) o
(b) Acier : diagramme / - _{ )P_f}-s_s-rji T:n" e eeeekeessdFe E 355 Barre idéale
O-€ idéalisé =
idéalisé [ fy=235 N/mm?2
'F- ——— - — - e ————— - - FQE 235
)
/
E
. . a . .
(c) Acier : diagramme fy = 355 N/mm?2 Barre industrielle

! fy=235N/mm?

P —————— — ——

-..._-

E
ol

Fig. I1.4 : Allure des coutrbes de flambement selon les hypothé¢ses effectuées.

En conclusion, la théorie linéaire du flambement élastique est insuffisante pour déterminer la
résistance ultime d’une barre comprimée. Elle montre cependant 'importance de I'élancement (Ag)
sut la valeur de la charge critique (N, est inversement proportionnelle au carrée de I'lancement Ak).
Notons enfin que emploi d’un acier a haute résistance n’est pas avantageux pour les picces élancées,
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car la charge critique n’est pas directement proportionnelle a la limite d’élasticité de l'acier. En fait,
pour les grands élancements, le calcul de la charge critique n’est pas un probleme de résistance, mais
plutét de déformation (fleche inacceptable), fortement influencé par le module d’élasticit¢ du

matériau
I1.2.1.3 Cas particulier du flambement par flexion et torsion (flambement spatial) :

Nous avons étudié le phénomene de flambement par flexion en admettant que la déformation par
torsion de la barre étant empéchée. Or, pratiquement, cette condition n’est pas toujours réalisée ; le
phénomene d’instabilité qui dicte la ruine d’une barre est alors le flambement par flexion et torsion.
Ce dernier représente en fait le mode d’instabilité le plus générale d «’une barre droite ; le flambement
par flexion seule ou par torsion seule (enroulement hélicoidal autour de 'axe de la barre) sont des cas
particuliers (Fig. IL.5).

Par flexion Par torsion ]L Par flexion et torsion

Fig. I1.5 : Différents modes de flambement d’une barre comprimée.

Le phénomene du flambement par flexion et torsion (appelé aussi flambement spatial) d’une
barre simplement comprimée peut étre étudié comme un phénomene d’instabilité par bifurcation
d’équilibre. La position de Iéquilibre indifférent de la barre est une position dans laquelle les sections
ont subi une translation et une rotation par rapport a ’état non déformé de la barre (Fig. IL.5). Les
équations différentielles de la déformée, pour une charge axiale dont le point d’application est au
centre de gravité G de la section (Fig. IL.6), sont tres semblables a I’équation différentielle (I1.1
et IL1.2) utilisée pour flambement par flexion ; elles sont les suivantes [96]:

=  Flexion selon I'axe y :
2
EI 4 w(x) + N[w(x) = yco(x)]=0 (I1.8)

2
Y dx

= Flexion selon 'axe 7z :

2
EL dd;(f) + N[v(x) +zep(x)] = 0 (1.9)
* Torsion autour de I'axe x (axe longitudinale) :
4 2 2 2
El M+(Nic2—GK)d 4GOI VO A B VAl € (1.10)
C dx! dx’ dx’ dx’
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* yc: cordonnée y du centre de cisaillement C ;

= zc:cordonnée z du centre de cisaillement C ;

» y:déplacement du centre de cisaillement C dans la direction de I'axe y ;
"  w:déplacement du centre de cisaillement C dans la direction de I'axe z ;
" ¢ rotation de la section ;

®» Jw : moment d'inertie sectoriel de la section ;
" jc: rayon de giration pour flambement par flexion (i; = y; + z; + ([y +1, )/A) ;

= K : constante de torsion uniforme ;

G : module de cisaillement.

Fig. I1.6 : Flambement par flexion et torsion.

En intégrant le systeme d’équation ci-dessus et en tenant compte des conditions aux limites pour

une barre bi-articulée selon ses deux axes d’inertie (a savoir v=w=¢p= v"=w"=¢"=0 pour x=0 et /),

on obtient expression suivante :

ié(Ncr_N )(Ncr_N

cry crz

)N, =N

cro

)— N’ z¢*(N, — N,

cry

—N2yc*(N.-N_)=0 .11
) cry Cr crz) (

" N, charge critique de flambement élastique de la barre (flambement par flexion et torsion)

" Ney: charge critique de flambement élastique (flambement par flexion seule) selon 'axe y (axe
fort) (N, =7°EI, [I)

" N charge critique de flambement élastique (flambement par flexion seule) selon I'axe z (axe
faible) (N,. = 72EI_[1?)

" Ney: charge critique de flambement élastique par torsion (N, = [GK + (ﬂ'zE]w /P )} i)

I1.2.2 La résistance ultime au flambement:

I1.2.2.1 Principe du flambement par divergence :

L’étude classique du phénomene d’instabilité d’une barre comprimée considére une barre idéale,
exécutée en un matériau homogene, ayant un axe parfaitement rectiligne et une application centrée
de la charge : il s’agit des hypotheses a la base de la théorie linéaire du flambement élastique traité a la
section (§ II.2.1.2). En réalité, 'axe d’une barre industrielle présente une déformée initiale due aux
tolérances d’exécution ; elle n’est de ce fait jamais absolument rectiligne et les charges sont appliquées

avec un e certaines excentricité wy par rapport a 'axe x, comme le montre la figure (Fig. I1.7). La
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section d’une barre industrielle se différencie également de celle d’une barre idéale par la présente de
contraintes résidnelles dwes au laminage et au refroidissement de la section. L’ensemble de ces
imperfections conduit a des efforts supplémentaires dans la barre (effets du second ordre) et a

chaque valeur de la charge N correspond une déformation w non nulle.

1N ‘ N Comportement élastique
(1°" ordre)
>
Déformée Flambement par bifurcation
Initiale NL_’, -L— — T —— —

Flambement par divergence
'™ ordre)

"o Wiot

Fig. I1.7 : Flambement par divergence de I’équilibre.

Lors de la mise en charge de la barre, la courbe charge-déformation commence déja avec une
déformation wy, puis elle va d’éloigner de la droite correspondant au comportement élastique
(1*" ordre) de la barre (Fig. I1.7). La déformation wy,, devient rapidement excessive, et la résistance
ultime au flambement Nk de la barre est alors atteinte lorsque les efforts intérieurs excédent sa
résistance en section. A noter que la résistance ultime au flambement Nk est toujours inferieure a la
charge critique de flambement N, On patle dans ce cas de flambement par divergence, par opposition

flambement par bifurcation (§ 11.2.1.2).

On peut calculer la valeur de la résistance ultime de flambement Nk a partir des courbes de
flambement européenne établies par CECM (Convention FEuropéenne de la Construction
Métallique), en tenant compte des différentes imperfections affectant les barres industrielles. Ces
imperfections sont de différentes natures comme nous allons voir dans le paragraphe suivant.

I1.2.2.2 Les imperfections des barres industrielles :

A. Déformée initiale :

Les barres industrielles (profilés laminés ou composés soudés) comportent des imperfections
géométriques. Les imperfections de fabrication font que I'axe des barres n’est pas absolument
rectiligne mais qu’il décrit une courbe quelconque dans I’espace. Cette déformée initiale engendre des
efforts secondaires qui se traduisent par une réduction de la résistance ultime au flambement.
Considérons une batre bi-articulée comprimée comporte une déformée initiale wy(x) (Fig. IL.8).

Admettons que I’équation de sa déformée initiale soit sinusoidale :

Wy (X) = W, sin% (I.12)

wy : déformation initiale de la barre a mi- portée (x=[/2)
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Etat initial Etat final

1 Déformée initiale 1~ Déformée totale

2
! T
1 w(x)
2 X
-

Fig. I1.8 : Effet de second ordre.

A cause de la déformée initiale wy(x), la barre est soumise non seulement a un effet normale de
compression, mais aussi 2 un moment de flexion My(x) qui vaut Nwy(x). Ce moment provoque une
déformation supplémentaire w;(x), qui crée a son tour un moment de flexion supplémentaire M;(x)
égale a2 Nw;(x). Ce dernier provoque alors une déformation wy(x), qui crée a son tour un moment
M>(x), et ainsi de suite. On patle alors d’effer du second ordre (deuxieme ordre). La déformée totale due a
leffet de second otdre, qui correspond en fait a la somme des déformations w;(x), est désignée par

w(x), tandis que le moment di a w(x), sera noté M(x).

En écrivant selon (II.1) équation différentielle de la barre :
d*w(x) d*w(x)

EI
dx? dx?

+ N[w0 (x)+ w(x)] =El

+N[w0 sin%+w(x)}=0 (I1.13)

Et on intégrant celle-ci en tenant compte les conditions aux limites (a savoir w(x)=0 pour x=0 et /),

on peut calculer 'expression de la déformée additionnelle w(x) due a I'effet de second ordre :

Wo

W(X) = 2

sin% (I1.14)

Y3
EI
Sachant que (N, = 7°EI / I*) (charge critique de flambement élastique (I1.4)), la déformation

additionnelle au milieu de la barre (x=I/2) vaut :

[ w,
=—)=w= II.15
w(x 2) w N, » (I1.15)
N

Et la déformation totale :
W, =W, T W=W, ! (II.16)

1 _ NCV

N
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La relation (II.16) permet de constater que la déformation totale Wy, correspond a la déformation
initiale Wy majorée par un facteur d’amplification, qui dépend du rapport entre la charge appliquée N
et la charge critique de flambement élastique N, de la barre.

La figure (Fig. II.9) illustre l'influence de la déformée initiale sur la résistance ultime au
flambement pour deux valeurs d’élancement. Les diagrammes charge-déformation représentés sont
déduits d’essais effectués sur des barres comprimées bi-articulées de section rectangulaire, auxquelles
on a imposé une courbure initiale dans le plan de flexion.

On constate que pour un élancement faible (Ax=40), le comportement des barres est quasi linéaire
jusqu’a la ruine. Pour de grands élancements (Ax=120), les fleches sont beaucoup plus grandes et les
courbes ne sont plus Linéaires. On remarque également que la diminution de la résistance ultime

peut étre trés importante suivant la valeur de la fleche initiale.

N IV *N[kN] ANIKN]
400 + Ag =40 400 + Ag =120
S
/ 300 150
JE S 200 -
F 4
v 100
w
n (mm]
—

Fig. I1.9: Influence de la déformée sur la résistance ultime au flambement.

B. Contraintes résiduelles:

Les contraintes résiduelles, qui forment un état de contraintes auto-équilibré sur une section
droite, peuvent ¢tre  d’origine thermique (laminage, soudage.) ou mécanique (dressage).les
contraintes résiduelles influencent le comportement d’une barre comprimée, car les zones plastifiées
prématurément diminuent la rigidité de la section. En effet, lorsque la déformation spécifique ¢ d’une
fibre dépasse I'allongement limite élastique &,, le module d’élasticité longitudinal £ de cette fibre est
nul. Ce phénomene est illustré a la figure (Fig. I1.10) qui montre que la rigidité de la section est
constante jusqu’a un effort normale N égal a la charge N,;, correspondant a la charge maximale que
peut supporter la section sans qu’aucune fibre ne soit plastifiée. Des que la charge dépasse Ny, la
rigidité de la section baisse alors relativement rapidement, pour finalement étre nulle lorsque toutes

les fibres de la section sont plastifiées (N = N
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‘ Rigidité EI

N N pl

Fig. I1.10: Influence des contraintes résiduelles sur la rigidité d’une section.

I1.2.2.3 Les courbes de flambement européennes:

La conclusion la plus importante des travaux de CECM est que 'on ne peut pas vérifier toutes les
picces comprimées a partir d’'une seule unique courbe de flambement. Il est nécessaire de considérer
chaque cas séparément, en tenant compte des caractéristiques relatives a la forme de la section, a son
mode d’élaboration et a sa géométrie. Les imperfections influencant la résistance ultime de barres
comprimées ont pu étre classées, selon leur ordre d’importance, de la manicre suivante :

= La déformée initiale ;

= Jes contraintes résiduelles ;

= La variation de la limite d’élasticité ;

» Ladispersion de la valeur du module d’¢élasticité E ;

* La forme réelle de la section d’une barre (tolérance de laminage) ;

» I’excentricité des charges axiales.

Les courbes de flambement adoptées pour le dimensionnement découlent des travaux d’une
commission de la CECM chargée de Iétude du flambement des barres simplement comprimées. Ces
travaux comprennent d’une part des essais (plus de mille), effectués sur des profilés du commerce
et sur des sections composées a ame pleine, et d’autre part une simulation sur ordinateur du
comportement de telles barres.

Les résultats des études de la CECM ont montré qu’il était possible de considérer trois courbes de
flambement fondamentales pour I'ensemble des barres comprimées utilisées couramment dans la
pratique. La figure (Fig. IL.11-a) montre Iallure générale de ces courbes, pour lesquelles la
contrainte de flambement ok est donnée en fonction de I’élancement Ax. Une telle représentation a
cependant le désavantage d’étre dépendante du type d’acier. Pour éviter cela, les deux notions
suivantes ont été introduites :

* e coefficient de flambement k: qui cotrrespond au rapport entre la contrainte de flambement o

et la limite d’élasticité :

=2k (I.17)
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" Le coefficient d’lancement A, : défini par I'expression suivante :

Y, f
2= 2l | (I.18)
Ncr cr
o \ A x = oKlfy \ Exemples d'applications
5 1 - 1.0 -
4 \ \ ‘ '¢_
\ 1 \
a |\ ‘ e [\ _ ¢
o ) b\ \Euler . ’_I_"
- c\ &
‘
0.51 oIo
0 - 0 - - T -
0 Ag Ag =lgli 0 02 1.0 20 Ag=Ag/Ag
(a) Relation & — A, (b) Relation k — A,

Fig. I1.11: Courbes de flambement.

Le domaine d’application de ces courbes est en général le suivant :

" Courbe (a) : applicable aux sections dont les fibres extrémes sont sollicités dans la direction
de flambement considérée, sont sollicitées par des contraintes résiduelles de traction ou des
sections libres de contraintes résiduelles (profilés tubulaires);

* Courbe (b) : applicable aux profilés en double T¢é flambant selon I'axe fort, ainsi qu’a tous les
cas ne faisant pas partie des courbes a et c.

" Courbe (c) : applicable aux sections dont les fibres extrémes, dans la direction de flambement
considéré, sont soumises a des contraintes résiduelles de compression (profilé en double Té

flambant selon l'axe faible, les corni¢res ou les fers ronds et carrées).

Une représentation analytique des trois courbes de flambement est donnée dans les normes de
construction métallique (par exemple SIA161 et Eurocode 3). L’Eurocode 3 (§ 5.5.1) définit une
quatriéme courbe de flaimbement qui (Courbe d), qui s’applique aux profilés en double T¢é et aux
sections composées d’ame pleine dont I’épaisseur des ailes dépasse respectivement 100 mm

et 40 mm.

La contrainte de flambement (ox) pouvant étre définie a partir de (IL.17) comme étant égale au

produit de la limite d’élasticité (f,) avec le coefficient de flambement & :

o=k, (11.19)

La résistance ultime au flambement Ng d’une barre peut finalement étre établie de la fagcon

suivante :

Ny =owA=kf, A=kN, (I1.20)
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I1.3 Etude de déversement :
I1.3.1 Principe du déversement

Les poutres fléchies sont en général constituées de profilés en I. Comme leur inertie par rapport a
l'axe faible z est de beaucoup inférieure a celle relative a l'axe y, cela peut étre la cause d'un
phénomene d'instabilité appelé déversement. Pour illustrer ce phénomene, prenons le cas de la
poutre en porte-a- faux sollicitée a son extrémité par une charge concentrée verticale (Fig. I1.12). Si
pour une faible charge, elle ne se déforme que perpendiculairement a son axe de forte inertie
(verticalement, dans ce cas), la partie comprimée du profilé va se dérober latéralement pour échapper
a la compression si I'on augmente la charge: la poutre déverse, ce qui fait subir a chaque section — en
plus de la déformation verticale — un mouvement de translation horizontal accompagné d'une

rotation autour de son centre de cisaillement.

Fig. I1.12: Phénoméne du déversement.

I1.3.2 Théorie linéaire de déversement élastique:

I1.3.2.1 Principe de déversement :

D'une facon générale, on peut dire que la résistance ultime d'une poutre fléchie qui déverse est
atteinte pour une charge Qp inférieure a la charge O, correspondant a la plastification totale de la
section (Fig. I1.13). Une fois que le déversement s’est produit, la poutre montre un comportement
instable similaire a celui correspondant au flambement par divergence. (Fig. I1.7)

Q

A Plastification

| T —
!
Q,

~ Déversement

IQ

Déformation verticale
Fig. I1.13: Comportement d'un élément fléchi.
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On pourrait considérer le déversement comme un flambement latéral de la membrure comprimée
de la poutre dans le plan horizontal. Cette conception, justifiée au paragraphe (§ I1.3.3.3), est
cependant simpliste et conservatrice. En effet, supposons que la moitié comprimée de la poutre
montrée a la figure (Fig. I1.14) flambe latéralement et qu'elle subisse de ce fait un déplacement latéral
v, on voit que cette partie ne peut flamber seule. La continuité avec la moitié tendue du profilé exige

que les deux parties de la section subissent une rotation d'un méme angle.

Position non Translation Rotation P'0s1tlo,n
déversée déversée
s '
%‘ My F T
I-“__1 ) Z . - + - .I_u —
o " \’
2

Fig. I1.14: Translation et rotation d'une section d'un élément

de poutre sujet au déversement.

Ce raisonnement simple montre que l'on doit tenir compte, dans I'étude du déversement, non
seulement de la rigidité de flexion latérale, mais aussi de la rigidité torsionnelle de la section.

I1.3.2.2 Déversement d'une poutre simple en flexion pure :

Considérons le cas fondamental utilisé pour I'étude du déversement, a savoir la poutre simple de la
figure (Fig. II.15) sollicitée en flexion pure. En partant de I'état déformé de la batre, on peut calculer
la valeur de la charge critique pour laquelle le systéeme est en équilibre métastable. Ce cas fondamental
de la poutre simple a été résolu par Timoshenko (19606) [96] en considérant les hypotheses suivantes:

e barre parfaitement rectiligne de section bi-symétrique constante sur toute sa longueur,
e Dbarre idéale sans imperfections (déformation initiale, contraintes résiduelles, etc.),

e section de la barre indéformable,

e appuis de type «appuis a fourchey,

e matériau infiniment élastique linéaire,

e inertie /z de la section faible vis-a-vis de l'inertie Iy,

petites déformations (sing =¢, cos@ =1).

I1 faut préciser ici qu'un appui a fourche correspond a un appui simple a la flexion ou la rotation

@ de la section autour de l'axe x ainsi que le déplacement latéral v sont empéchés.
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l a) Elevation

Position initiale
Position déformée r---=--1

b) Plan ¢) Section

Fig. I1.15: Déversement d'une poutre constituée d'une section en I bi-symétrique,
sollicitée en flexion pure.

On peut des lors établir les équations différentielles relatives a cette poutre en écrivant les
conditions d'équilibre pat rapport au systeme de coordonnées (& 1, §) a l'état déformé, ce qui

représente un systeme de trois équations a trois inconnues (v, w et @) :

» Flexion selon 'axe 7, en tenant compte du fait que Mn =My cosep ~My :

d’w(x)
El, P +M,=0 (Ir.21)

* Flexion selon l'axe &, en tenant compte du fait que M= My singp ~My :

2
BLe V(zx) +o(x) M, =0 (11.22)
dx ’
: ' . . dv dv
* Torsion autour de l'axe &, en tenant compte du fait que 7= My sin — ~ Myd—
X X

3
£, TP G dot) gy )
dx dx Yodx

(11.23)

La relation (IL.21) est indépendante des deux suivantes: c'est I'équation d'une barre sollicitée en
flexion pure. En dérivant une fois (IL.23) et en remplacant d*v(x)/dx’ par sa valeur tirée de (I1.22),
on obtient I'équation différentielle suivante :

4 2 M2
dx* dx’ EI

z
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Sa solution est du type : @(x)= A4 cosh(a x) + B sinh(ax) + C sin(fx) + D cos(p x).

Pour déterminer les quatre constantes d'intégration, on dispose de quatre conditions aux limites, a
savoit: @ = @" = 0 pour x = 0 et Ip. Le moment critique de déversement élastigne McrD, pour lequel le
systeme est en équilibre métastable, se formule finalement de la fagon suivante, on remarquera que
cette relation est indépendante de la limite d'élasticité f, de l'acier, (Hirt et al. [49] et ECCS [39]) :

2
M, =" |okEl |1+ e

crD
D D

(I1.25)

Ip :Longueur de déversement (distance entre deux appuis latéraux empéchant le déversement) ;
»= G :Module de cisaillement ;
K : Constante de torsion uniforme ;
* GK: Rigidité de torsion ;
= [ :Module d'élasticité ;
* [z :Moment d'inertie par rapport a l'axe z ;
» FEI :Rigidité de flexion latérale ;
= [, :Moment d'inertie sectoriel de la section ;

» FEI, : Rigidité de torsion non uniforme.

Précisons encore que les équations différentielles (IL.21) a (II.23) sont valables a condition
qu'aucune des déformations v, w ou @ ne soit entravée entre appuis. Si cela était le cas (aile
supérieure de la poutre tenue latéralement, par exemple), elles s'exprimeraient différemment et le
moment critique de déversement élastique ne pourrait pas étre établi avec (I1.25).

I1.3.2.3 Moment critique de déversement élastique (Méthode approximative)

Le cas particulier de la poutre simple en flexion pure ne se rencontre pratiquement jamais dans
une structure. De plus, les appuis d’une poutre sont souvent des encastrements élastiques a la flexion
et a la torsion, les charges extérieures ne se réduisent pas a un simple moment de flexion et la section
de la barre peut étre dissymétrique (Fig. 11.16).

CAS GENERAL CAS FONDAMENTAL
(Section mono-symétrique) (Section bi-symétrique)
Conditions d’appui : Conditions d’appui :
w =0, w'Z0 w=0, w'=0
v=0, v £0 v=20, v"'=0
p=0, @'#0 p=0, ¢"=

Fig. I1.16. Conditions d'appui, charges et types de sections transversales.
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Plusieurs chercheurs ont étudié le déversement afin de trouver une méthode de calcul plus
générale, applicable a de nombreux cas pratiques. Citons parmi eux Clark et Hill [30] ainsi que Djalaly
[38] qui ont proposé sur une base empirique la formule généralisée (I1.6), qui tient compte de
maniére plus détaillée du type de chargement de la barre et de ses conditions d'appui. Les hypotheses
de calcul sont identiques a celles énoncées dans la théorie de Timoshenko [96] au paragraphe
(§ I1.3.2.2), a la différence pres que la section peut étre mono-symétrique, qu'elle peut étre chargée
entre les appuis et que les conditions d'appui sont plus générales:

7El 1,(GKk, I,

M =C—=| [(C,z +C.B)* +—= +1|+(C,z +C 11.26
oD lkvkwl; (C,z, 3B) 7 2 E] (C,z, B) ( )

z

D’ou:

= (), C, Cs: facteurs dépendant du type de chargement et des conditions d'appuis

* k, k, :coefficients d'encastrement aux appuis

= z,:distance entre le centre de cisaillement C et le point d'application de la charge (positive si
ce dernier est situé entre le centre de cisaillement et la semelle tendue)

avec la caractéristique sectotielle de la section S (8 = 0 pour une section bi-symétrique) définie par :

ﬂ=zc+%f2(y2+zz)dz4 (I1.27)

y A

=z distance entre le centre de gravité G et le centre de cisaillement C (positive si le centre de

cisaillement se trouve entre le centre de gravité et la semelle comprimée)
I1.3.2.4 Influence des conditions d'appui

La valeur du moment critique de déversement élastique donnée par (II.26) dépend des
conditions d'appui de la poutre en flexion latérale (déplacement latéral v du centre de cisaillement)
et en rotation (angle@), de méme que de la possibilité de gauchissement. Les conditions d'appui en
flexion latérale influencent directement le coefficient d'encastrement k,, tandis que les conditions

d'appui en rotation influencent le coefficient d'encastrement k, Pour une poutre simple, on a pour les

deux cas extrémes suivants:
e (as général de la poutre sur deux appuis a fourche (Fig. 11.15) :
v=v"=0 dou k,=1.0
p=¢"=0 dou k,=1.0
e (Cas particulier de la poutre parfaitement bi-encastrée, avec gauchissement empéché:
v=v"=0 dou k,=0.5

o=¢"=0 dou k,=0.5
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Le tableau (Tableau II.1) donne pour quelques cas concrets d'appuis les conditions aux limites
et les coefficients d'encastrement correspondants. Théoriquement, pour chaque poutre présentant
des conditions d'appuis différentes, il faudrait intégrer le systeme d'équations différentielles en tenant
compte de ces conditions aux limites. Pratiquement, on peut toutefois admettre pour le
dimensionnement les valeurs suivantes des coefficients d'encastrement:

e k, = 1.0 pout tous les cas ou les appuis de la poutre n'empéchent pas sa flexion latérale (pat
exemple les appuis constitués d'une colonne dont on néglige la résistance a la torsion) ;

e k, = 0.5 pour tous les cas ou les appuis de la poutre empéchent sa flexion latérale (patr
exemple les appuis constitués d'un élément rigide a la torsion) ;

e k,= 1.0 dans tous les cas, pour autant que les appuis de la poutre empéchent une rotation
des sections d'extrémité.

Tableau II.1. Conditions aux limites et valeurs approchées des coefficients d'encastrement d'une poutre dont

les deux appuis sont identiques.

Schémas des appuis Conditions aux limites | k, etkg Remarques
% - " =0 Raidisseurs ou appuis latéraux au niveau de la
= }Vo W = N . .
¥ mly ' =0 k = 1.0 membrure comp'nmée nécessaires afl'n
=0 =0 k" _ 1'0 d'empécher la rotation de la poutre aux appuis
&= = @~ ¥ | (wp: déplacement vertical de 'appui).
w=0 w'=0 Liaison articulée dans laquelle les cornitres
v=0 v =0 ky = 1.0 | doivent étre suffisantes pour empécher la
=0 ¢"=0 k=10 rotation de la poutre aux appuis.
om0 e Liaison semi-rigide avec gauchissement
_ " =0 & =10 partiellement empéché par la plaque de téte.
V.= v.= v = ° | On néglige la résistance A la torsion de la
g =0 =0 [kp=101 colonne.
w=0 w =d Liaison semi-rigide avec ﬂexign partiel_lement
= & _ empéchée (kg < 1.0). On néglige la résistance
v=0 v =0 ky =10 . . & o
iy " =0 kn= 1.0 a la torsion de la colonne (&: inclinaison de
¢ ¥ ’ la colonne).
ot i ) ' = @y Encastrement parfait de la poutre 2 la torsion,
= gauchissement empéché par les raidisseurs.
v=0 v=0 k, = 1.0 : b A
il) i) ko= 0.5 On néglige la résistance 2 la torsion de la
P = 9= =" | colonne (P : inclinaison de la colonne).
walll WPl Encastrement parfait de la poutre 2 la flexion
v mifl o k, =05 | a la torsion, gauchissement empéché par
- _ v~ 7 | l'appui que l'on consid2re comme étant rigide
=0 ¢ =0 k=05 ;s 1orsion. .

I1.3.2.5 Influence du type de chargement :

Le moment critique de déversement élastique M.,p est fonction du type de chargement de la
poutre et de son systeme statique (conditions d'appui); pratiquement, on en tient compte par les
facteurs C;, C> et Cz dans (I1.26). Le cas le plus défavorable est celui de la poutre simple sollicitée
par un moment de flexion constant. Dans le cas d'un moment linéairement variable ou de charges
appliquées entre les appuis, la compression maximale n'est atteinte sur toute la longueur de la poutre
que dans une seule section, ce qui se traduit par des facteurs C;, C> et Cs plus élevés afin de tenir

compte de cet effet favorable.
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Le tableau (Tableau II.2) donne les valeurs (tirées de [38]) de ces trois facteurs pour les cas de
charges les plus courants et pour les conditions d'appui suivantes: k, = 1.0 (cas usuel), 0.5 et 2.0
(pour la poutre en porte-a-faux) et k, = 1.0 (valeur admise normalement). Pour des systemes
statiques dont les conditions d'appui sont telles que 0.5 < k, < 1.0, on peut soit obtenir les facteurs
C;, C; et Cs par interpolation, soit choisir k, = 1.0 (méthode conservatrice), les facteurs peuvent étre

trouvés dans (Boissonnade et al. [22]).

Tableau II.2. Valeurs des facteurs C,, C et C; pour k, = 1.0

Mode de chargement k, = 1.0 k, = 0.5 ky, = 20
Q|G |GG |G |GG |G |G
M( g s)M (100 @ |100f100| @ |1.14
m{ 2 s )me 132 @ [099]|1s1| @ |227
m( s - 188 | @ 094215 @ |215
m( a )M2 (270 | © |068[3.09| @ |1.55
m{ g s )M |275| @ [000]315| @ (000
T O I 9 1.13 | 0.46 053 097 030 0.98
A Q
[T AT 9
128 | 1.56 | 0.75 | 0.71 | 0.65 | 1.07
lo 136 | 0.55 | 1.73 | 1.07 | 0.43 | 3.06
A Q
P o g 1.56 | 1.27 | 2.64 | 0.94 | 0.71 | 4.80
e £ i} Rl § 1.05 [ 043 | 1.12 | 1.01 | 041 | 1.89
A Q
B ! n
4 < 1o 18 o3| @
a
205|083 @

@ Sans influence s'il n'y a pas de charge transversale

@ Sans influence pour une section bi-symétrique
I1.3.2.6 Influence du point d'application de la charge

La position du point d'application des charges extérieures, par rapport au centre de cisaillement
de la section de la poutre, peut également influencer la valeur du moment critique de déversement
élastique, suivant que les charges créent un moment secondaire stabilisant ou déstabilisant
(Fig. I1.17). On tient compte de la position des charges en introduisant (avec son signe) dans (I1.26)

la distance z, entre le centre de cisaillement et le point d'application de la charge.

_52-



Chapitre2 : L instabilité des éléments a parois minces: Aspect analvtigue &° réglementaire

POSITION NON DEVERSEE POSITIONS DEVERSEES

g aile comprimée
_—

T I«E II 4

Moment secondaire Moment secondaire Moment secondaire
stabilisant nul déstabilisant

Mep,1 >Mep,2 Mcrp 2 Mcp3<Mep2

Fig. I1.17. Influence de la position des charges.

Selon la position du point d'application des charges extérieures, on peut considérer les trois cas

suivants:

e la charge engendre un moment secondaire stabilisant (charge suspendue, par exemple) :
I'hypothese de calcul avec la charge introduite au centre de cisaillement est conservatrice ;

e La charge agit au centre de cisaillement (attache d'une solive sur 1'ame d'un sommier, par

exemple) : I'hypothese de calcul avec la charge introduite au centre de cisaillement est exacte ;

e La charge engendre un moment secondaire déstabilisant, comme par exemple pour les voies
de roulement de ponts roulants ou les poutres maitresses de ponts mixtes avec dalle ripée
(stade de montage) : il est alors nécessaire d'en tenir compte lors de la détermination du
moment critique de déversement élastique avec (I1.26).

I1.3.2.7 Influence des appuis intermédiaires

Pour augmenter la valeur de la charge critique de déversement, on peut soit choisir une section
plus importante, soit disposer des appuis latéraux intermédiaires (solution en général plus
économique). On cherche a empécher, au droit de chaque appui, tout déplacement latéral du centre

de cisaillement (v = 0) et toute rotation de la section (¢ = 0).

En général, on se contente d'appuyer la membrure comprimée de la poutre, ce qui est souvent la
solution la plus simple du point de vue constructif. Méme si une légere rotation des sections est tout
de méme possible, on peut généralement la négliger et admettre ¢ = (. Les appuis latéraux doivent
étre dimensionnés pour reprendre une force de déviation de l'ordre de I % de 1'effort normal de

compression N = M/b, ou M est le moment de flexion au droit de l'appui.

On voit dans les formules (II.25) et (I1.26), que le moment critique M., peut étre déterminé de
différentes manieres. Une seule solution exacte et simple est disponible pour étre utilisé avec des
conditions d’appuis patfaites (II.25). Cela conduit a 'utilisation de méthodes d'approximation pour
calculer M., pour tous les autres cas. Chacune des méthodes d'approximation sont connues pour
donner de bons résultats [82].
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I1.3.3 Résistance ultime au déversement (Etude Normative) :
I1.3.3.1 Principe linéaire du moment de déversement :

La théorie linéaire permettant de calculer le moment critique de déversement élastique, est basée
sur le modele d’instabilité par bifurcation de I'équilibre. En réalité, le moment de flexion maximale
que peut reprendre une section est égal au moment plastique M. Or, le moment critique de
déversement élastique M.p obtenu avec (II.25) dépasse cette valeur critique pour des faibles
élancements. De méme que pour le flambement, le modele d’un comportement élastique n’est plus
valable dans le domaine de petits élancements ; cela est da a la mauvaise corrélation du modele
théorique avec le comportement réel de Iélément. Les hypotheses énoncées au paragraphe
(§ I1.2.2.2) ne tiennent pas compte, entre autres, de la limite d’élasticité de I'acier et des imperfections
des éléments (imperfections géométriques, contraintes résiduelles, etc..). Il est donc nécessaire de

définir, de fagon analogue au flambement, la résistance ultime au déversement Mp.
I1.3.3.2 Le moment critique de déversement selon L’Eurocode 3:

I’Eurocode 3 [40] dispose de plusieurs méthodes afin de tenir compte du cas de déversement:
" un cas général,
" un cas ajusté aux profilés laminés ou sections soudées équivalentes,
= une méthode simplifiée,
* une méthode générale pouvant étre utilisée aussi bien pour le déversement que d’autres cas
d’instabilités.

L’organisation « Access Steel », d’aprés un accord avec les principaux instituts techniques en
construction métallique en Europe, a publié un document « Non-Conflicting, Complementary
Information » (NCCI) afin de déterminer Mer [30], basé sur I’équation (1I1.26) :

_ Gn’El ( k. y 1, (kL)y* GI,

wECT (kL) k' 1. x* EL

w

+(Cyz,)" —Cyz, (I1.28)

D’apres cette formule qui a été adoptée par ’Eurocode 3 [40], il est possible de constater que 'EC3
est ouvert a une grande variété de situations par rapport aux autres reglements en vigueur tel que
PAISC (PInstitut Américain de la Construction Métallique). Cependant, 'EC3 est complexe mais
essaie de couvrir le plus large éventail de cas possibles, et dispose de bien des manieres pour s’ajuster
au cas étudié (plusieurs méthodes pour approcher un probleme).

I1.3.3.3 Calcul simplifi¢ du moment critique de déversement élastique (la norme SIA 161):

I1 est possible de recourir a2 une méthode de calcul simplifiée pour déterminer le moment de

déversement (la simplification consiste a ne pas utiliser les coefficients &, k, C;, Cs et C3), a

condition que les hypotheses suivantes soient remplies :

" Le systéme statique est une poutre simple avec appuis a fourche v =v"=0ct 9= 9" =0) ;

= La section est bi-symétrique et indéformable ;

® Les charges agissent dans le plan de symétrie de la section et leur point d’application au
centre de cisaillement ;

Un tel principe de calcul simplifié est d’ailleurs repris dans la norme SIA 161.
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Examinons d’abord le moment critique de déversement élastique M,,p donné par le cas fondamental
de la poutre simple en flexion pure par (II.25), qui peut s’exprimer, en séparant I'influence de la
torsion uniforme et non- uniforme, de la fagon suivante :

2 4
GKEI. n'EL EI
M, =" 2 2 2o s (I1.29)

I Iy

Historiquement, on a en général utilisé la contrainte critique de déversement élastique o.p, qui est
liée au moment critique de déversement élastique M,,p de la fagon suivante :

M ‘D
o, == (I1.30)
‘D Wy

W, : estle moment de résistance par rapport a la fibre moyenne des ailes.

Avec (II.29), la contrainte critique de déversement élastique o..-p peut donc se formuler ainsi :

2 2

(I1.31)

En définissant les termes entre crochets par la composante de torsion uniforme op,
et, respectivement, non uniforme opy, la contrainte critique de déversement élastique peut donc
s’écrire pour une section bi-symétrique sous la forme d’une somme vectorielle de deux composantes,
représentant d’une part la résistance en forsion uniforme ($t-1'enant) de la poutre et d’autre part la

résistance en forsion non-uniforme :

C.,, =0, +0,’ (II.32)

* op,:la composante de la torsion uniforme ;

"  0opy :la composante de la torsion non-uniforme ;

En général, une barre sollicitée par un moment de torsion résiste simultanément en torsion
uniforme et en torsion non-uniforme ; on dit qu’elle travaille en torsion mixte. Le moment de torsion
extérieur est équilibré d’une part par un flux de cisaillement (torsion uniforme), et d’autre part par
des contraintes normales associées a des contraintes tangentielles (torsion non-uniforme). La part de
ces deux modes de résistance dépend principalement de la géométrie de la section transversale, mais
¢galement de la portée et des conditions d’appui.

Lors de calcul de la résistance ultime au déversement d’une poutre, on peut, suivant le cas,
négliger l'une des deux résistances a la torsion (Fig. II.18). Un profilé tubulaire résiste
essentiellement en torsion uniforme, car la composante de torsion non-uniforme op, peut étre
négligée. Pour une poutre composée d’ame pleine, dont la longueur de déversement est faible, c’est
par contre la composante de torsion uniforme op, qui peut étre négligée : la section résiste donc
essentiellement en torsion non-uniforme. Un profilé laminé résiste quant a lui en torsion mixte, mais
la composante de torsion uniforme (St-Venant) 0p, est souvent prépondérante, comme le montre la
tigure (Fig. 11.18).
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Torsion uniforme Torsion mixte Torsion non uniforme
4 ——
]
0} 0 A LR
| A M
L
e
Opw <<Opy Opy << Opy

dr:rD = ODV ach = Vdgv + dgw dch E0Dw

Fig. I1.18: Mode de résistance a la torsion de quelques sections.
I1.3.3.3.1 Calcul de 1a composante de la torsion uniforme (opy):

A partir de (I1.31) et (I1.32), on obtient, en introduisant un coefficient # pour tenir compte du

type de chargement, la valeur de la composante de torsion uniforme :

To =15 ~_ [GKEL (I1.33)

D y
Le coefficient # est analogue au facteur C; de (I1.26). Pour un moment constant le long du trongon

de poutre considérée, on a # = C; =1.0. Pour un troncon de poutre dont la rotation des sections
d’extrémités est empéchée et sur lequel le moment de flexion varie linéairement, la norme SIA 161

définit le coefficient # a I'aide de la relation suivante :
n=1.75-1.05y +03y> (pour:—0.5<w <1.0) (I1.34)

Avec: Wy =M

win /M o rapport pour le troncon examiné, entre le plus petit moment d’éxtrimié et le plus

grand (avec leur signe);
I1.3.3.3.2 Calcul de 1a composante de la torsion non-uniforme (op,):

En considérant le second terme entre crochets de (I1.31) on obtient avec (I1.32), en introduisant
¢également le coefficient # pour tenir compte de type de chargement, la valeur de la composante de

torsion non-uniforme suivante :

ol (11.35)

(I1.36)
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Avec:

" Ay:estlasection d’'une aile ;

= 4, :estlasection de 'ame ;

On constate alors que le terme entre crochets de (I1.36) correspond au carré du rayon de giration ip
de la membrure comprimée de la poutre, composée de la semelle comprimée Ay et du sixieme de

I'ame (4,/6), qui s’exptrime donc ainsi :

(11.37)

Cette définition, valable pour les sections bi-symétriques, permet finalement d’exprimer la
composante de torsion non-uniforme de la facon suivante :

2
oy, =n—L (11.38)

(I /ip)’

C’est (I1.38) qui montre I'analogie entre le déversement d’une poutre et le flambement latéral —dans
le plan horizontal- de la membrure comprimée de cette poutre, comme cela a été mentionné au
paragraphe (§IL.3.2.1). Le rayon de giration ip fait en effet intervenir les caractéristiques de la
membrure comprimée de la poutre. En admettant, selon la norme SIA 161, que sa «longueur de
flambement » Ig correspond a la longueur de déversement /p corrigée par le coefficient # pour tenir
compte le type de chargement :

I = Iy (I1.39)

Jn

L’¢élancement de la membrure comprimée est alors donné par :

A =% (I1.40)

La composante de torsion non-uniforme peut alors s’exprimer par la relation suivante (dont la

similitude avec (IL.5) démontre I'analogie avec le flambement d’une barre):

’E

w 2
ﬁ’K

op (IL.41)

Cette démonstration confirme par conséquent que le déversement peut étre assimilé a un
flambement latéral de la membrure comprimée d’une poutre, dans tous les cas ou la composante de

torsion uniforme op, est négligeable.
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I1.3.3.4 Calcul du moment critique de déversement :

Le moment critique de déversement élastique M.,p exprimé par (IL.29), est assimilé a I'aide de la
théorie de la stabilité élastique. Pour établir le moment de déversement Mp d’une poutre réelle, il faut
tout comme pour le flambement, tenir compte de ses imperfections géométriques et structurales,
ainsi que de la limite d’¢lasticité de l'acier. Le moment de déversement Mp, qui ne peut pas étre

supérieur au moment plastique My, s’obtient par la relation suivante :

(I1.42)

" Mp: moment élastique M,; ou plastique M, de la section (selon le type de calcul de la résistance) ;

* M.p:moment critique de déversement élastique (selon I1.30).

La norme SIA 161 utilise également (IL.41), (I1.33) et (I1.32) pour définir respectivement les
composantes de torsion non-uniforme op,, et de torsion uniforme op,, ainsi que la contrainte critique
de déversement élastique g.p. La détermination du moment de déversement se fait par contre en

établissant d’abord une contrainte de déversement op:
0.45

1
op=|—=5| /|, (11.43)
1+Ap

Définie a ’aide du coefficient de déversement A

p > et dont la formulation est analogue a celle du

coefficient de flambement /I_k défini par (I1.18):

= (Calcul plastique :

- M Z,
Ap = P /s 2 (II.44 - a)
Mch O-ch W)’
= Calcul élastique :
- M
Ap = 4 = (IL.44-0)
Mch

L’analogie entre le déversement et le flambement est illustrée a la figure (Fig. I1.19), qui compare,
en fonction du coefficient de déversement A, , la contrainte de déversement op selon (I1.43) avec la

contrainte de déversement élastique o.p obtenue avec (I1.44-b). Une comparaison avec la figure
(Fig. II.11) permet de constater la similitude des démarches permettant d’établir les contraintes de
déversement op ou de flambement og sur la base, respectivement, des contraintes critiques de

déversement o.p ou de flambement o, élastiques.
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‘ olfy \

1.0

N\ Grp (11.30b)
N\
op (11.29)

0

Fig. I1.19: Comparaison des contraintes de déversement ogp et de déversement élastique gcp.

Le moment de déversement Mp est donné, selon le type de calcul effectué, par les relations
sutvantes :

* Calcul plastique :
M,=0,Z, (I1.45 - a)

* Calcul élastique :

MD :UD Wy (11.45_b)

L’Eurocode 3 (§ 5.5.2 annexe F) utilise pour le déversement d’un élément fléchi une approche basée
sur les mémes principes que ceux énoncés dans cette section, avec cependant une formulation
différente. Ainsi, la résistance de calcul au déversement d’un élément fléchi non maintenu
latéralement est définie par :

Mo - X By Wyt (11.46)

b.RA
Vn

" ¥, : Coefficient de réduction pour le déversement ;

* [, :Facteur dépendant de la classe de la section :

-Classe [ et2: B, =1
-Classe 3: g3, = Wd’y/W

ply

-Classe 4: g, = Wy /Wp

l,y

" W, :module plastique de la section ;
" W, ,:module élastique de la section ;
" W, ,:module élastique de la section efficace ;

" f,:limite d’¢lasticité¢ de acier ;

" v, : facteur de résistance pour les vérifications aux instabilités des batres (y,,, =1.1) ;

Le coefficient de réduction pour le déversement y,,dépend de I’élancement réduit A, et du

moment critique élastique de déversement M,,. Ces valeurs sont définies dans I'annexe /" en fonction
de la répartition des moments et des conditions d’appui.
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I1.4 Conclusion :

L’étude des phénomenes d’instabilité élastique est particuliérement importante en construction
métallique, car ils sont tres fréquents du fait de lutilisation d’éléments minces et de grand
¢lancement. A cet effet, nous avons examiné successivement les deux phénomenes d’instabilité
(flambement, déversement) sous leurs aspects théoriques ou analytiques et réglementaires.

Dans cette partie, nous avons présenté une analyse analytique et réglementaire du flambement
ainsi que de déversement des poutres a parois minces. Beaucoup de parametres interviennent dans le
calcul des charges critiques (charge axiale normal ou moment critique). Les principaux parametres
intervenant sont la forme de la section transversale (le moment d'inertie par rapport a ’axe faible
et les caractéristiques géométriques de torsion. Le point d'application de la charge par rapport au
centre de torsion joue un role tres important dans la résistance au déversement. Les conditions aux
limites de la poutre vis a vis de la flexion et du gauchissement interviennent aussi.

Nous avons montré ici qu’a partir des concepts théoriques simples de stabilité et de résistance, il
est possible de construire avec succes des formules approchées du comportement réel des éléments
de construction métallique. Ces formules ont été dérivées sur la base de la théorie Linéaire.

La théorie linéaire permettant de calculer le moment critique de déversement élastique, est basée
sur le modele d’instabilité par bifurcation de Iéquilibre. De méme, et pour Pétude d’un tel
phénomene d’instabilité (le flambement ou le déversement), le modele d’un comportement élastique
n’est plus valable dans le domaine de petits élancements ; cela est da a la mauvaise corrélation du

modele théorique avec le comportement réel de I’élément.

Les formules réglementaires, qui se basent sur les hypotheses et les modeles théoriques, tiennent
en compte, entre autres, d’autres facteurs qui ont été pas pris en considération dans les formules
analytiques, a savoir la limite d’élasticité de I’acier et les imperfections des éléments (imperfections
géométriques, contraintes résiduelles, etc..). Il est donc nécessaire de définir la résistance ultime d’un

¢lément vis-vis le phénomene d’instabilité étudié.
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L’instabilité non-Ilinéaire des éléments

a parois minces en box.

IT1.1 Introduction:

Les ’études et les investigations analytiques précédentes qui traitent les phénomenes
d’instabilité, sont amplement larges dans les poutres prismatiques a parois minces de section
ouvertes, mais elles sont tres limitées, si ce n’est pas inexistantes dans le cas des poutres a section
fermées.

A cet effet, Pobjectif de cette thése est de proposer une formule analytique efficace pour analyser
I'instabilité non linéaire des éléments (poutres ou colonnes) a parois minces doublement symétriques
en box. Pour atteindre cet objectif, des relations de déplacement sont d'abord exprimées en tenant en
compte, et en plus des autres déplacements habituels, un autre degré de liberté qui est la distorsion.

L’effet de déformation de distorsion dans le déversement latéral élastique des poutres en box a
parois minces sous un chargement combiné flexion-force axiale est considéré dans ce travail.
Cependant, un modele analytique non linéaire est développé pour contenir la stabilité des poutres en
box latéralement libre selon une théorie d’ordre élevé et dans le cadre de grands déplacements. Le
modele mécanique et les hypotheses de comportement sont résumés dans le choix d’un champ de
déplacement approprié.

La méthode de Galarkin est utilisée pour obtenir les équations d’équilibre des poutres simplement
appuyées. La condition de nullité de la matrice de rigidité tangente est utilisée pour déterminer
Iexpression de la solution analytique. En plus, ces solutions qui concernent les moments de
déversement latéral pour une poutre en box et en présence d’une charge axiale, peuvent étre dérivées
en utilisant la méthode de Rizz appliqué dans I’équation de la variation de I’énergie de déformation.
L’analyse de la stabilité d’'un élément en box est étudiée en tenant compte le déplacement initial qui
correspond a 'état précritique ou I’état fondamental.

I1I1.2 Modg¢le théorique pour ’analyse des ¢léments en box:
I1I.2.1 Propriétés géométriques de I’élément en box

Un élément d'une poutre rectiligne a parois minces de section fermée en box est représenté dans la
tigure (Fig. IIL.1) et un systeme direct de coordonnées rectangulaire est choisi. On désigne par x
l'axe longitudinal et par y et z le premier et le deuxieme axes principaux de flexion respectivement.
L’origine de ces axes coincide avec le centre de gravité G de la section. Vu la symétrie que présente la
section en box suivant z et y, le centre de gravité G coincide avec celui de cisaillement.
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0: Centroid and shear center
G.C: Geometric Center

Fig. IT1.1: Les axes locaux se trouvent au milieu de chaque paroi.

On note par b et h respectivement la largeur et la hauteur de box, I'épaisseur des parois t est
considérée constante et largement petite par rapport aux autres dimensions de I’élément, la longueur
de I’élément est L. Un systeme de coordonnés local (n,s,x) attaché a chaque parois joins le systeme
de coordonnés global (x,y,z) (Fig. IIL.1).

II1.2.2 Cinématique:
Les principales hypotheses adoptées dans notre modele théoriques sont :

* Ja poutre avec une section fermée a parois minces montre des déformations de
gauchissement et de distorsion importantes;

* Iln'yapas de déformations de cisaillement dans la surface médiane de la section.

* Les déplacements, 'angle de rotation ainsi que la distorsion peuvent étre grands mais les
déformations sont petites, ceci permet d’adopter le comportement élastique linéaire;

* La poutre est soumise a des charges uniformes gx et gz suivant respectivement les directions

Xetz,

* Le contour de la surface médiane des parois qui constituent la section en parois minces de la

poutre est considéré rigide.

Suivant ces hypotheses, les composantes des déplacements du contour de la section de la poutre
(fig. I11.2), sont en fonction de ceux du centre de gravité ou de cisaillement G. les déformations de
la poutre en fonction de x sont : le déplacement axial u,(x) suivant x, le déplacement vertical (fleche)
w(x) suivant z, déplacement latéral v(x) suivant y, I'angle de torsion 6(x). En compagnie de ces
déformations illustrées dans les figures (Fig. IIL.2a a d), il sera convenable d’introduire une
nouvelle composante qui décrit la déformation de distorsion noté y(x) comme indiqué dans la figure
(Fig. III.2e). Il est a noter que les déformations de distorsion n’accompagnent pas le déplacement

axial.
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Fig. IT1.2: Les degrés de liberté et les formes de déformations d’un élément en box :
(a)flexion suivant y,(b) flexion suivant z,(c)torsion,(d)gauchissement, et (e)distorsion

De ce fait, les déplacements des parois de la section peuvent étre écrits sous la forme:

u'(s,x,n) =u, + Z' (s)w,'(x) + Y (s) v', (x) — Q' ()0 (x) (II.1)
vi(s,x,m) = &y (%) = & wy (%) = 1 (5)0(x) +17' (s,m) 1 () (II1.2)
W (5,6,m) = =&, (6) = &, () = 0(x) + 4/ (5) £ () (I1L.3)
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Dans ces équations: u'(x,s,n), V'(x,s,n), w'(x,s,n) (i=1..4) indiquent respectivement les déplacements
axiaux, tangentiels et normaux du contour de la section. Dans ces formules, la notation (.') désigne la
dérivation par rapport le variable X.

Les fonctions Z(s), Y{(s), Q' (s), h'(s),n'(s,n) et w'(s) décrivent les déformations de contour de la
section de la poutre, qui sont simples a écrire en utilisant la théorie connue des poutres a parois

minces de Vlassov. Donc, on peut les définir comme suit :

2= 5 +Ex9) (IIL4a)
,. b
Y'(s) = (& 5t 1S) (111.4b)
Q)= 5= s (IIL4c)
h(s)=&"Z' (s)+&,Y'(s) (IIL.4d)
n'(s,n) = (& Z'(s) +n ‘9"’(; (5)y )
A)
W' (8) ==& Wy () +E () (IL41)
V() =& W) +E W, (s) (IIl.4g)
¢ = (H(;il)m)(i -2) (I11.4Ah1)
& = %_l)i)@ —10) (I11.442)

A partir des équations plus avant, les déformations de distorsion y(x) sont liées aux coefficients

v, (s) et w,(s), ces derniers sont aussi en relation directe avec les déformations de la distorsion

dans le plan (in-plane distortion) ou leffet de « Losange » y(x) comme indiqué dans le figure (Fig.
II1.2e). Les fonctions y,(s) et y,(s) sont choisies pour satisfaire la condition d’équilibre de

moment (in-plane moment) comme a été suggéré par Kim and Kim [19].

Pour la stabilité¢ de la section fermée a parois minces de la poutre, les composants de zenseunr de
Green, incluant les grands déplacements ainsi que les déformations linéaires et non-linéaires sont
considérés. Comme il a été affirmé par plusieurs auteurs [18-75], dans le tenseur de déformations,
seulement les produits de V' et W' ainsi que leurs dérivations seront retenus et les autres termes non-
linéaires seront négligés, donc les composants des déformations sont réduits aux suivants:
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. . 2 . 2
. ou'(s,x,n) +l ov'(s,x,n) N ow'(s,x,n) (Il 52)
0x 2 0x 0x

P ou' (s, x,n) N ov' (s, x,n) N ov' (s, x,n) ov'(s,x,n) N ow' (s,x,n) ow' (s, x,n)
Vs Os Ox Ox Os Ox Os

(1115 b)

L'insertion des relations (III.1.a-b-c) dans les équations (III.5.a-b) conduits a l'expression de
déformations axiales suivantes:

£.=¢& +e, (I11.6)
La partie linéaire est donnée par:
e/ =u'y+ Z (s)w,"(x)+ Y (s)v"y (x) — Q' (5)0"(x) (111.6b)

Et la partie quadratique non-linéaire est définie comme:

&= %( & (0 () 3 (0)) + (R (5)? +5M)0') + (' () +y' () 7))
~&' Z'(9) =& VDO +(E 1)=&y (VD@ +(E s+E T ()W)
~(& vy +E N (W) 2 () = (B ()n' () +sy' ())0'(x) ¢ '(x) (IIT.6¢)

Les déformations de cisaillement sont données par :

Vo =(E 2 (5) - E Y (s)+n a‘g )y 1)+ 267 Y (5)0'(x) (111.64)

s
Une fois les composants de déformations sont définis, le zensenr de Piola-Kirchhoff de contraintes pour
un matériau élastique peut étre présenté sous la forme:

o | |[E 0]fe,
{ Ho GH%’;} (-

E et G dénotent le module de Young (le module d’élasticité longitudinale) et le module de
cisaillement.
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IT1.3 Les équations d'équilibre:
IT1.3.1 Condition stationnaire de potentiel total :

Les équations d’équilibre sont a dériver a partir de condition stationnaire de potentiel total. En désignant
par U I'énergie de déformation de I'élément et par W le travail des charges conservatrices appliquées, la
condition stationnaire de potentiel total, donné par :

SU-W)=0 (I11.8)

Ou (5 ) dénote la variation virtuelle. LLa variation de I'énergie de déformation d’un élément en box

avec une longueur L, et une section F, (/=1..4) pour chaque parois est donnée par:

/

oU

4
[ (o602, +7,8y.)dF, (II1.9)
=1 g

F,

l

La variation de I’énergie (5U )de déformation peut étre exprimée en fonction des termes qui

présentent action des résultantes de contraintes, ces termes appelés aussi les éléments de réduction
dans le domaine élastique qui sont définis par les relations suivantes :

' 1 2 2 12 12
N=E |:”0 (x)+ E-(Vo (%) +w, (x))j| F+2(A4y+By)0" (x)+2(A4, + By (%)

+2(4;5 + B5)0'(x) 1 (x)

(IL.10q)

M, =E [Fl é +2B, ng(x) + [Fl h_22 +2B, jv(; (0)0'(x)+ [Fl h_22 ~2B, jvg (x) ;('(x)} (I1.10b)

M. =E (Fz % +2A, jv(;'(x) - [Fz %+ 24, jw(; (x)0'(x) + (Fz % +24, jwo' (x) ;(’(x)} (IL.10c)

nob
B, = EK A1+?Blj0"(x)} (IL.10b)

((A4 +B,)—2(4; + B, )@]0’2@)

M, =2E +[(A5 +B;)-2.(4, +B3)(/12LAB”)jZ’2 (x) (I11.10¢)

+((36 +B)-2(4,+ BQMLAB”)JQ'(@ ()

M, =2Gb(bF,0'(x)- B, 1) (.10 1)
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i A, +B ]
((Ag +By)-2(4, + B, )%]9'2@)
A, +B
M, =2E +((A9 +B,)-2.(4, +B7)%j;ﬁ(x) (II1.10g)
A.+B
+((B11 +B,,)-2(4, +B, )(15—1415)]0'()())(’()6)
B hZ h2 7
[F{ B 2B, J wy(x) + [Fl E 2B, jv(; (x)0'(x)
MW =F e (IIT.10Ak)
+[E 7 +2B;+24, jv(; () x'(x)
_ . . _
(Fz TH2A, jvg(x) - (F — 24, jwa (®)0'(x)
MW =F . (IIT.107)
+[Fz 7 +24,;+2B,, J W(; (x)x'(x)
i A, + B
L(A16 +B)—2( A5+ B )%j 0" (x)
A, +B
M, =2E +((A17 +B,,)—2(4;s + B, )%];ﬁ (x) (I11.10 /)
A.+B
+((B18 + By ) - 2(A15 + B )%} 0'(x).x'(x)
M,, =2G[bBy, 0'(x)~ (4, +By) () ] (I11.10k)

Dans ces équations, N est la force axiale, M , et M _ sont les moments de flexion, B, est le /-

moment [94 ,100], le parametre M, est la résultante des contraintes a ordre supérieur, qui est

responsable du gauchissement non linéaire et joue un role important dans la stabilité¢ et le

comportement non linéaire. M, est le moment de torsion de St-V enant’, [95].

Les termes M, , My,

My, Myg et My, dans les équations (II1.10.a-k) sont déduits du couplage entre les fonctions de

gauchissement et les fonctions y.

? Apparne pour la premicre fois dans un mémoire, déposé a I' Académie Frangaise des Sciences par Saint-Venant Barré 1855. Savant
étrangers, XIV: 233-650.
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Avec la prise en compte de déformations de distorsion y(x), des éléments de force additionnels
sont dérivées dans les équations (II1.10.a-k). Toutes ces forces sont dues a la déformation de

distorsion, et cela refléte la contribution des variables g et wy.

Les parametres 4; (i =1,.., 22) et B; (j =1,.., 23) sont en fonction des dimensions de la section
(b, h, t). Les termes A; sont définis dans I'annexe. Pour les coefficients B; sont définis de la méme
maniere que A; en remplagant réciproquement b par . F'1 et F2 sont respectivement la surface de la

semelle et de 'ame, avec F est la surface totale de la section de la poutre.

Substituant les déformations linéaires et non-linéaires obtenus par les équations (IIL.6.a-d),
et ’équation de contrainte (IIL1.7) dans I’équation de I’énergie (IIL.9), et en utilisant les relations
(II1.10.a-k), on obtient expression de la variation de Iénergie de déformation suivante qui est
exprimée en fonction des éléments de réduction agissant sur la section transversale :

oU =06U, +6U, +6U, +6U,+0U, +6U_,+ U, +6U, +6U,. +6U,,+oU,, (1]

Dans cette équation, les premiers termes dU, , U, , dU,, , dU,, , dUg et dU,, représentent la

contribution de résultantes N, M), M., B, My et My, respectivement. Ces termes sont exprimés par :
SU, j N&ul (x)dx + j NV, (xX)SV, (x)dx + j Nl (x)S W, (x)dx + j —(A + B,)0'(x)50'(x)dx

j (4s +Bys) 1 (x)30" (x)dx+j (45 +Bi5)0'(x)57’ (x)dx+j —(A + B,) 1 ()57 (x)dx

(I1.12q)
SU, = ! M _5v!(x)dx + ! M ,0'(x)5v} (x)dx + ! M v} (x)80'(x)dx (I1.12b)
SU, = ! M, Sw](x)dx — [ M_6'(x)SwW, (x)dx — [ MW, (x)50'(x)dx (I11.12¢)
SU, = [ B, 50"(x)dx (I11.12d)
SU, = ! M ,0'(x)50'(x)dx (I1.12¢)
SU,, = ! M 56'(x)dx (T1.12.1)

-69-



Chapitre 3 1 instabilité non linéaire des éléments a parois minces en box

Cependant, les dernieres quantités sont 8U,, 8U,, 8U, , 8Uy , et dUsv,, montrent la contribution

de déformations de distorsion 7y (X), et sont définies comme suit :

sU, = j M, 7'(x)8y'(x)dx (I11.13q)
L

ovu,, = I M, x'(x)év, (X)+IMWV5 (x)Sx" (x)dx (I11.13b)
L L

8U,. = [ M,,.x'(x)Sw; (x)dx + [ M, wy ()67 (x)dlx (I11.13¢)
L L

U, = [ M, 2 (x)36' (x)dx + [ M, 6'(x)Sy'(x)dlx (II1.13d)
L L

8U,,, = [ M., 57 (x)dx (IIL.13¢)
L

Dans cette présente étude, linstabilité (déversement ou flambement) des éléments poutres ou

poteaux est considérée. Les charges appliquées sont alors réduites a des charges repartiesq_ et ¢, .
Egalement, les charges g sont appliquées sur la ligne centrale sans excentricité, mais les autres

charges latérales g, sont appliquées le long de la ligne (77') qui se trouve a une hauteur e, pat

rapport au centre de cisaillement C (Fig. I1I.3).

z A

<Y

[
N |

LD .

Fig. II1.3: Une poutre en box sous des charges axiales et réparties
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La variation du travail extérieur est définie par cette relation :

5W:J.(qx5u0(x)+qz5w, (5,X))dx (1I1.14)

Dans cette équation, wx(s,x) est le déplacement vertical de la ligne (7). Ce déplacement est
déterminé a partir de I’équation (IIL1.9) [73,76], si on remplace expression de wy(s,x) dans (II1.14)

on aura :

W = [ (.01, (x))dx + [ (6w, (x))dx —e. [ (. (0C) + 2(x)3(O() + 2(x))dx (I1.15)

L
e, : dénote lexcentricité des charges latérales g, a partir du centre G, appelé aussi parametre d’hantenr

de charge « load heigh parameter ».
La variation du potentiel total est alors en fonction des déplacements virtuels ou,,dv,, 0w, ,50
et Oy, et de leurs dérivés. Apres l'intégration par parties, les équations d’équilibre sont alors

obtenues a partir des conditions stationnaires (III.12), (II1.13) et (II1.15) en référence aux relations

des éléments de réduction (II1.10a-k). Les équations d'équilibre sont ordonnées de la fagon suivante:

N'=—q, (I11.164)
M."=(Nvy(x))'=(M,00x))'-(M,, x'(x))' =0 (I11.16b)
M," = (Nw,(x))'= (M. 0(x))'= (M, 7'(x)) = q, (I1L.16¢)
B," —M,'-(M0'(x))-(M,v, (x)+(M.w,'(x))

_[%((As + B, )0'(x) + (45 + Bs ) '(X))} - (MV,R X '(x))' =q.(6(x)+ x(x)) (111.16d)
(M, 2(x)) + M, +(M,,v,'(x)+ (M, w,'(x))+(M,,0'(x))'

+[2—];((A7 +B,)x'(x)+ (A4 +B;)0 v(x))} '_(MV/RZ'(X))' =~ (0(x) + 7 (x)) (I1L.16¢)

Ces équations permettent de prédire le moment de déversement élastique d’un élément en box
bi-symétrique sous un chargement combiné efforts axiaux ou normaux et moment de flexion.
Lorsque les efforts axiaux sont limités a une force axiale P appliquée aux extrémités de la poutre,

et une charge repartie g, avec une excentricitée_, les équations d’équilibre élastiques de flexion-

torsion sont obtenues par la substitution des expressions des résultantes de contraintes, ou les
¢éléments de réduction des équations (III.10) dans I’équation (II1.16). Pour plus de simplicité les
termes non-linéaires seront conservés jusqu’au deuxie¢me ordre, dans ce cas, les équations d’équilibre
deviennent :
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N=-pP

2
Fz%+2AlJvéV(x)+Pvg(x)—E[

b’ j
W '
~E| =28, j(Wé'(x)z'(X)) -0
h2 "
+E Fl?+2B1 wy (x)+ Pw, (x)+E

F, §+ 2A1)(w(’) ().0'(x))

h2

+E| F, -+ 24, (W, (x).2'(x)) - E[Fl —+25, j(wg(x)e'(x))'

hZ

h? , NN h
(FI 7+2B1j(vo(x)0 (x)) +E(Fl 5

b2

+E{Fz —+24 (V(x)0'(x)) - E(Fz S +2A, j(v(;'(x) 7)) =¢z

bZ

h2 P 14 P 14
+E(7Al +7B1J91V(x)+2z(,43 +B3)(9 (x)+ZZ(A15 +B15)Z (%)

_E(Fl % +2B, j(w(;'(x)v(; () + E(Fz

2

% +24, j(vg(x)w(; )

~2Gb* F,0"(x) + 2GbB,y 1" (x) = ¢, (0(x) + 7(x))

P

hZ

—E[Fl =28, j(wgoc)v(; () —E(Fz

+2Gb B, 0"(x) —2G( 4y, + By, ) 1"(x) =

P "
2;(‘415 +BIS)0”(X)+2Z(A7 +B7)Z (x)

§+2A2](vg<x)w(; @)

q,(0(x)+ x(x))

(I1.17a)

(I1.17h)

Zsz(va 0)7'(x)

(I1.17¢)

(IL.174)

(IL.17¢)

Dans ces équations, ()" dénote la dérivée d’ordre 4 par rapport au variable X. dans les équations

différentielles précédentes, le signe positif est considéré dans le cas d’une charge de compression P.
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IT1.4. Analyse de déversement :
I11.4.1. Equations algébriques d'équilibre pour les poutres sur appuis simples :

Le déversement d’une poutre en parois minces avec une section en box doublement symétrique
est investigué. Dans le cas des poutres simplement appuyées avec gauchissement libre, les modes de
déplacements dans le cas de flexion, de torsion et distorsion sont rapprochés par des fonctions
sinusoidales. Puisque I'origine de I'axe X est positionnée a extrémité de la poutre et que I'étude
considere le déversement d’une poutre simplement appuyée, les approximations des composantes de
déplacements correspondants au premier mode de déversement sont adoptées:

V) _wx) 0 _ x(x) _ . 7x (II1.18)
v W, 6, Yo L '

Dont v,,w,,0,et y,sont des amplitudes associées aux déplacements. Les relations de

déplacements (II1.18) s’annulent pour (x = 0, ez x=L) et elles sont maximales pour (x=+1./2) voir le
tigure (Fig. II1.3). Afin de résoudre le systeme d’équations différentielles non linéaire (II1.17a-e), la
méthode d'approximation du Galerkin est d'abord appliquée.

Apres la substitution de v(x), w(x), 0(x) et y(x) (IIL.18) et en considérant les équations
(ITL.17a-e), et suite aux intégrations et simplifications, les quatre équations couplées d'équilibre
peuvent étre présentées de la forme suivante :

(P. - P, —%leoeo +%P2WO)(O =0 (II.19a)
(Py—P)WO-i-%P} V090+%P4 Voggo—i—zM():O (II1.19b)
A4 +8) b pyy 2stB) by +%P7V0W0 _%(90 F M, =0 (IL19c)
2(4, +B7)(P8—P);(O _ 2(A15];r BIS)(P6+P)00 +%ngowo _iizz(% +6,)M, =0 (11.19d)

Dans les équations algébriques (II1.19a-e), P, et P, sont les charges critiques de  flambement d’Euler, et
M, est le moment maximal de premier mode en flexion dans la poutre. P., P, et M, sont donnés

par les relations suivantes :

2
P = 7; Lf (b°F, +44,) (I11.20a)
2
P = ’; Lf (h’F, +4B)) (I11.20b)
2
M, = ‘128 ! (I1.20¢)
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Dans le systeme algébrique composé d’équations (II1.19a-b), les P; (7=1..9) sont définis par les
relations suivantes :

2

P - ”LZE (BF, + 2b°F, + 84, +4B,) (I1.21a)
n’E
P = 7(-;,25 +2b°F, + 84, +4B,) (II1.216)
7’E
=" (b*F, +2h°F, +8B, +44,) (I1.21c)
7’E
P== (2h*F, —b*F, —8B, —44,) (11.21d)
2 ’ ’ Gb’FF,
p=_LtrF [, b, GO (I 21e)
2I*(4, + B,)\ 2 2 (4, + B,)
P, = % (II1.21 1)
(AIS + BIS)
7’E
P, = o (~h*F, +b°F, + 44, —4B)) (I1.21g)
3 = GF U, By) (I11.21h)
(4, + B,)
2
B =T W F = b F, ~ 44, +48,) (I.217)

A cette étape, il est important de mentionner qu’a partir du systeme (IIL.19a-b), les équations
d’équilibre algébriques de la structure avec une section bi-symétrique en box sous une charge axiale P
peuvent étre obtenues facilement en posant My = 0. Pareillement, le méme systéme peut étre utilisé
pour établir le systeme algébrique qui gere le déversement latéral de la poutre en éliminant la charge
axiale P. Encore, on remarque clairement que le systeme (II1.19a-b) inclut les déformations de
distorsion.

Quand on atteint un tel systeme d’équations non linéaires et fortement couplées, les solutions
analytiques ne sont pas évidentes et ne sont pas uniques, et deviennent complexes avec la présence
des points singuliers. En premier lieu, et si possible, 'estimation des points singuliers peut aider a
trouver les solutions. Pour I'étude du comportement des éléments poutre-poteau, un moment
critique My peut étre obtenu quand la charge axiale P est appliquée. Cela, méne a une interaction
entre le moment de déversement latéral My et la charge axiale P. Ce développement sera clarifié par
la suite.
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I11.4.2 Solutions analytiques des charges critiques :

L’interaction de la charge latérale de déversement avec la charge axiale P pour une poutre a parois
minces en box est considérée selon le systeme (II1.19a-b), avec (M, #0, P#0). Ce systeme est non-
linéaire et fortement couplé. Les charges critiques sont calculées par les points singuliers de la matrice
tangente [K,/ du systtme (III.19a-b) dans /éat fondamental. 1a stabilité d’une poutre en box est
analysée en tenant compte le déplacement initial dans 1'état précritique, appelé aussi « I’état
fondamental ».

II est raisonnable de considérer que I’état fondamental peut étre obtenu par une approximation
suffisante au moyen de la théorie de linéarisation. Les composants de déplacements dans I'état

fondamental sont sous la forme :{v,,w,,0,, ¥, it = {0,w,, 0, 0}, ou la fleche w, est liée au

moment appliqué par la relation (II1.24). Cette procédure mene a I'expression suivante de la matrice

tangente de rigidité [K;] évaluée dans I’état fondamental :

_ 5 5 _
(P.—P) 0 -—Ew, —bw,
RY/4 RY/4
0 (P,—P) 0 0
K |=| 2 2(4,+B,) 8e, 2(4,+B.) 8e, (1I1.22)
: ]-—B% 0 ——=P;-P)-—M, ———"F+P)-—M,
3 F T F /8
2 2(4+B.) 8e, 2(4, +B,) 8e,
~ B, 0 _A(Pﬁ']))_ 2 M, #(PS_P)_ 2 M,
| 37 F V4 F V4 i

Les charges critiques ou le moment critique de déversement M, sont calculées a partir de la

matrice tangente en posant (det [K;]=0) dans I’état fondamental. On obtient 'expression suivante :

_32e,
97

B|C,P(P,—-P)+C,R (P,+ P
(E"'Pz)(P7_R))W02MO+ 4 {1[ 27(8 ) 39(6 )] }WOZ

97* |-B,[C,P,(Py+ P)+ C,P,(P,— P)]

8

+(P. - P)[-2C, (P, + P) ~ C,(P,— P) — C, (P,— P)| == M, + (III.23)
T

(P. = P){C,C, (= P)(P,— P) = C;’ (P, + P)(Py+ P)} = 0

Cette équation combine w, et M, qui ne sont pas indépendants. Afin d'obtenir le moment de

flexion critique, on peut employer 1’équation (III.17¢) correspondant a I'état fondamental {0, w,, 0,
0}, et ce apres avoir négligé les termes d’ordres élevés. Ceci mene a une expression approximative

pour w, en fonction deM, :

Wy = —
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L’insertion de Iéquation (II1.24) dans (II1.23) donne une équation de troisiecme degré (ITI.25) dont

Iinconnu est M|, . Donc, le moment critique de déversement peut étre obtenu a partir de :

F(P)M, +G(P)M,” + HP)M, +1(P) =0 (I11.25)
Avec:

F(P):—%(P1 +B)(P,-B) (II1.26a)
G(P) = %{P1 [C,P,(P,—P)+ C,P,(P;+ P)] - B,[C, P, (P,+ P) + C, B, (P;— P) ]} (II1.26b)
H(P)= f; (P -P)(P,- P)2 [-2C,(P,+ P)~C,(P,~ P)~C,(P,— P)] (II.26¢)
[(P)=(P,-P)(P,- P)2 {C.C,(P,— P)(B,—P) - C{ (P, + P)(P,+ P)} (I1.26d)
C = 24, +5) (I11.26¢)

F

C, = @ (I1.26 f)
C, = @ (I1.26g)

La solution de I’équation (II1.25) aurait déterminé analytiquement la valeur du moment critique M, .

Il est a noter que la charge axiale de déversement peut étre calculée a partir de I’équation (IIL1.25) en

posant :

I(P)=0 (I11.27)
Selon Téquation (III.26d), la charge axiale critique de flambement P, est la plus petite parmi les

quatre charges critiques distinguées Py, P-, P, ;)1 et Py 4, alors:

P, =min(P,F, R

0, 1

P

2 ) (II1.28)

Les expressions des charges critiques d’Euler Py et P; sont données par les relations (II1.20a-b).
Alors que les charges critiques de flambement dues a la torsion et a la distorsion Py, i et, Pp 4,2

sont :
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. (GG, P+2C7 P+CG, PS)—\/(qc2 P.+2C2P,+CC,P, )2 -4(GC,-C7)(CGC, PR -G P)

@ = Z(C’ICZ_CSZ)
(I1.294)
. (GG P+207 P+ CG, P8)+\/(C1C2 P.+2CP.+CC,P, )2 -4(GC,-C)(GC, PR—C P
@02~ 2(C1C2—C32)

(IT1.29b)

Les solutions analytiques précédentes sont possibles a déterminer a l'aide de la méthode de
Galerkin appliquée dans les équations d’équilibre de la poutre. En plus, ces solutions qui concernent
les moments de déversement latéral pour une poutre en box et en présence d’une charge axiale,
peuvent étre dérivées en utilisant la méthode de Riz appliqué dans I’équation de la variation de
I'énergie de déformation (III.11), selon les relations (IIL.18) et (IIL.20-c). Apres intégration de

I’équation (II1.11), quatre équations d’équilibre non-linéaires et fortement couplées sont obtenues.

A ce stade, il est important de mentionner que la matrice tangente [K;] est définie comme la
matrice Jacobienne du systeme d’équations d’équilibre qui concernent 'amplitude des déplacements
(Vo, Wy, Oy et y). L’analyse de la stabilité d’un élément en box est étudiée en tenant compte le
déplacement initial qui correspond a I'état précritique (I’état fondamental), ce déplacement est obtenu
a l'aide de I’équation (II1.24). Les charges critiques ou les moments critiques de déversement Mp;.
sont calculées par la condition de singulatité de la matrice tangente (det [K;], =0), dans Iétat

fondamental (v, w,,6,, x,) = (0,w,,0,0) .
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IT1.5 Conclusion :

Le comportement non linéaire des poutres doublement symétrique en box est étudié dans ce
chapitre. A cet effet, un modcle non-linéaire est développé selon une nouvelle cinématique de
modele proposé. En premier lieu, les équations qui régissent I'équilibre élastiques sont réalisées a
partir de 'état stationnaire. Deuxiemement, les modes de déplacements en flexion, en torsion et en
distorsion sont rapprochés par une fonction sinusoidale afin d'en tirer les équations d'équilibre
algébriques. Un systeme d’équations pour les poutres en box et simplement appuyées est obtenu. De
ce systeme, une équation analytique est proposée pour la résistance au déversement et au
flambement en fonction des caractéristiques géométriques de la section, de la rigidité classiques, et la
hauteur de charge.

A partir de la condition de nullité de la matrice de rigidité tangente, on a déterminé I'expression
d’une équation simple a utiliser et qui permet de prévoir les solutions analytiques. En plus, ces
solutions qui concernent les moments de déversement latéral ainsi que la charge axiale de
flambement pour un élément en box, peuvent étre dérivées en utilisant la méthode de Riz appliqué
dans I’équation de la variation de I’énergie de déformation.

L’analyse de la stabilité d’un élément en box est étudiée en tenant compte le déplacement initial
qui correspond a I'état précritique ou I’état fondamental. Cet état fondamental peut étre obtenu par
une approximation suffisante au moyen de la théorie de linéarisation. Donc, nous avons proposé
une méthode de calcul des charges critiques du déversement ou de flambement des poutres ou des
colonnes en box, soumises a des charges transversales et axiales. Le moment ou la charge critique
sont calculés a partir d’'une équation de troisieme degré (II1.25).
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Résultats & discutions.

IV.1 Introduction:

Dans le but de valider et d'étudier la précision et 'efficacité de la méthode analytique proposée

pour Panalyse des éléments a parois minces en box, une comparaison a été faite entre :

® Les résultats de stabilité fournis par ’équation (II1.25) qui concernent le déversement et le
flambement ;

= Lasimulation par éléments finis utilisant le logiciel ABAQUS [1,2];

= La formule de I'Eurocode 3 [40];

En plus les résultats obtenus par la méthode de Galarkin, ceux qui ont été donnés par la méthode
de Rifz sont également considérés pour la comparaison. Cette étude comparative implique I'analyse
de stabilité au déversement des poutres en variant la section du box (différentes épaisseurs), ainsi que
la longueur de la poutre L, avec les mémes conditions aux limites (simplement appuyées).

L'analyse par éléments finis est effectuée en utilisant le code de commerce ABAQUS (Abaqus
2003) [1,2]. Dans ce code, chaque poutre a parois minces en box étudiées est discrétisée en élément
Shell S8R5 comme indiqué dans la figure (Fig. IV.1).

Les déformations de distorsion

ler mode de déversement latéral

Le long de la poutre (Shell model)

Fig. IV.2. Vue de maillage en élément Shell de la poutre en box.
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IV.2 La formule de ’Eurocode-3-:

La formule adoptée par 'Eurocode3 [40] pour calculer le moment critique de déversement est
souvent recommandée aux profilés en I ou H. cette formule est donnée par :

— 72 El I, LGl
MEC3:C1TZ ]_W+ E] +(C e) (Wl)

zz

Avec :

= [.:le moment d'inertie par rapport a l'axe z ;
= [,:le constant ou l'inertie de torsion ;

= [,:le moment d'inertic de gauchissement.
= (et C, sont des coefficients qui dépendent de la nature de chargement et les conditions

aux limites.

Il parait que cette restriction est probablement expliquée par le fait que les éléments en box
montrent une résistance moins par rapport au déversement latérale de torsion élastique (LTB). De
plus, et avec la large utilisation de la qualité de l'acier « Maraging », I'’équation de calcul du moment de
déversement (IV.1) peut étre prolongée aux éléments en box.

IV.3 Résultats et validations numériques :

Dans le calcul numérique, les effets de la charge axiale P, de 'épaisseur des parois de la poutre, de
la longueur de la poutre, et de Pexcentricité des charges verticales sont prises en compte pour
analyser le déversement latéral des poutres en box, tout en conservant les mémes conditions aux
limites (appuis simples).

Dans tous les cas structurels envisagés dans les comparaisons, les résultats présentés
comprennent : la charge axiale critique et le moment critique (P, Mo) donnés au moyen de
I'équation (IIL.25), les solutions numériques obtenues par la méthode de Rig (P, M), I'analyse
pat éléments finis Shell (Prgy, Mgy, les valeurs de la méthode classique sans Peffet de la distorsion
(P M), et les valeurs déduites de la formule de PEC3(IV.1), (M)

Les erreurs relatives associées aux valeurs (P, My), (P Myi), (PoMc) et (Mye;) sont données

respectivement par les expressions suivantes:

‘( P, M) = (Pegy » FEM)|

( FEM > FEM)

(IV.22)

’( Ritz ’Mthz) ( FEM ° FEM )|

( FEM > FEM)

A, = (IV .2b)
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|(R:>Mc) o (PFEM ’MFEM )|

;= (IV.2c)
(PFEM ’MFEM)
My.,—-M
A, :M (IV .2d)
MFEM

Dans les exemples traités, il s’agit d’une poutre simplement appuyée sous un chargement
uniformément reparti, et sous des charges concentrées de compression appliquées aux extrémités
libres comme indiqué dans la figure (Fig.IIL.3). Les propriétés géométriques sont: une hauteur
h=0.6m, et une largeur b=0.2m. La longueur de la poutre varie de 8§ m a 12 m. le moment de
déversement élastique ainsi que la charge axiale critique seront évalués pour différentes épaisseurs des
parois de la poutre. Dans tous les exemples, le module d'élasticité longitudinal et le module de
cisaillement du matériau sont respectivement: E=210 GPa et G=80.77 GPa, avec un coefficient de

Poisson égal a 0,3.

IV.3.1 Le moment de déversement élastique:

Les résultats de calcul du moment de déversement quand la chatrge axiale est nulle (P=0), pour
les différentes positions de hauteur de charge (ez = 0.3m, 0.0 et -0.3) sont donnés dans les tableaux
(Tableau IV.1.a-c), et sont comparés avec les autres résultats. Ces hauteurs de charge correspondent
a la semelle supérieure, le centre de cisaillement G et de la semelle inférieure respectivement. Les
résultats obtenus par le modéle proposé, en utilisant les deux méthodes : Galerkin et Ritz, sont en
bon accord avec ceux obtenus par la simulation numérique en éléments finis. Cependant, les
moments de déversement latéral évalués par le modecle proposé atteignent des approximations
raisonnables. De ce fait, les erreurs relatives importantes qui ont étés observées sont de ordre de

Ay =T7.48% et Ay=9%.

A partir de ce qui ’a été obtenu comme résultats, les méthodes classiques qui ignorent I'effet de
déformation de distorsion sont loin d’étre valable pour prédire la stabilit¢é d’un élément en box, et
cette conclusion peut étre confirmé par la valeur de Ierreur relative Az qui est supérieure a 20%. Ce
qu’on remarque aussi, a partir des résultats, c’est que les valeurs des moments de déversement de
I'Eurocode 3 obtenus par I’équation (IV.1), sont pratiquement similaires a ceux obtenus par les
méthodes classiques (sans leffet de distorsion). Les moments de déversement calculés selon la
formule de I’Eurocode 3 sont plus élevés que ceux des solutions numériques pour toutes les
longueurs considérées, dont Perreur relative peut atteindre la valeur A=34%. En conséquence, la

résistance des éléments en box au déversement latéral est alors surestimée.
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Tableau IV.1-a: Moments de déversement d’une poutre simplement appuyée soumise a une charge repartie (e, = 0.3 m) : comparaisons et erreurs relatives.

Moment de déversement en (KN.m)

Sans effet A% A% A Y
L(m) | (mm) | Méthode de| Méthode | FEM de (Galarkin/ | o. Y5 p s
o tz/FEM) | (M,,/FEM) | (Myc,/FEM
Galarkin | deRitz | (ABAQUS) | Distortion |Eurocode3| * pEnp | ) | Mo/ FEM) | (Meca/ FEND
o |20 | 17737.04 | 1752422 [ 17909.12 | 26777.13 | 2403878 0.96 2.15 49.52 34.22
25 | 24499.07 | 24141.92 | 244416 | 33532.54 | 30096.20 0.23 1.22 37.19 23.13
o |20 [ 16109.14 | 1585504 [ 1586875 | 2167038 | 19429.24 1.51 0.08 36.56 2243
25 | 2014586 | 19820.85 | 211575 | 27138.06 | 24325.54 478 6.27 28.27 14.97
L, |20 [ 1367556 | 1344883 [ 1407978 | 1819882 | 1630268 2.87 4.48 29.26 15.79
25 | 1710233 | 1682031 | 184842 | 22790.93 | 2041131 7.48 9.00 23.30 10.42

Tableau IV.1-b: Moments de déversement d’une poutre simplement appuyée soumise a une charge repartie (e, =-0.0 m) : comparaisons et erreurs relatives.

Moment de déversement en (KN.m)

Sans effet A% A A A%
L(m) t(mm) Méthode de Méthode FEM de (Galarkin/ R_itZ;F(;EM M ;F;:‘:M M 4/F0EM
Galarkin de Ritz (ABAQUS) | Distortion Eurocode 3 FEM) ( ) | (M, ) | (Mg )
g 20 19589.87 19754.27 19046.4 2840491 25335.973 2.85 3.72 32.95 33.02
25 25179.92 24713.46 25902.4 35575.05 31723.05 2.79 4.59 27.19 22.47
10 20 16092.94 15794.6 16622.4 22718.47 20263.91 3.19 4.98 26.83 21.90
25 22592.56 22104 22130 28453.21 25372.34 2.09 0.12 22.22 14.65
12 20 13675.56 15197.84 14618.88 18929.59 16884.39 6.4 39 22.77 15.49
25 18819.58 18413.98 19177.2 23707.91 21140.863 1.86 3.98 19.11 10.24
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Tableau IV.1-¢c: Moments de déversement d’une poutre simplement appuyée soumise a une charge repartie (e, =-0.3 m) : comparaisons et erreurs relatives.
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Moment de déversement en (KN.m)
Sans effet A%
. A% A3% As%
L(m) | t(mm) | Méthode de| Méthode FEM de (Galarkin/ Ritz/FEM M_ /FEM) | (M..../FEM
Galarkin de Ritz (ABAQUS) Distortion Eurocode 3 FEM) ( ) ( ob ) ( EC3 )
2 20 20129.85 20147.24 20200.80 30131.64 26703.16 0.35 2.65 49.16 32.19
25 28601.40 27807.34 27349.60 37741.97 33437.84 4.58 1.67 38 22.26
10 20 17822.27 17364.15 17371.25 23817.26 21134.44 2.60 0.04 37.11 21.66
25 23742.27 23082.38 23078.75 29832.09 26464.20 2.87 0.01 29.26 14.66
12 20 15530.69 15968.73 15147.36 19689.71 17486.85 2.53 5.42 29.99 15.44
25 20726.52 20147.24 19848.6 24661.79 21896.49 4.42 1.50 24.25 10.31
Tableau IV.2: Charges critiques axiales de flambement d’une poutre simplement appuyée : comparaisons et erreurs relatives.
Moment de déversement en (KN.m)
Sans effet )
L(m) |t(mm) | pe : de (G:ﬁ;rﬁin/ Ar%o As%o
Méthode de| Méthode FEM _ ) (Ritz/FEM) | (Pct /FEM)
Galarkin de Ritz | (ABAQUS) | Distortion FEM)

2 20 8635.9 8635.9 8531.8 8678.91 1.22 1.22 1.72

25 10794.87 10794.87 10687 10885.03 1.01 1.01 1.85

10 20 5526.97 5526.97 5495.3 5554.5 0.58 0.58 1.08

25 6908.72 6908.72 6892.4 6966.42 0.24 0.24 1.07

12 20 3838.17 3838.17 3825.5 3857.29 0.33 0.33 0.83

25 4797.72 4977.2 4790.6 4837.79 0.15 3.90 0.99
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IV.3.2 La charge axiale critique:

A partir du tableau (Tableau IV.2), on peut distinguer que les résultats obtenus par les méthodes
classiques sont assez proches a ceux offerts par logiciel ABAQUS. Cette série de résultats révele
que Peffet de déformation de distorsion n’a pas d’incidence sur la charge axiale critique.

IV.3.3 L’effet de la charge axiale sur le moment de déversement élastique:

L’objectif de cette section est de montrer Ieffet de la charge axiale de compression P sur la
diminution du moment latéral de déversement pour une poutre en box a parois minces simplement
appuyé sous une charge uniformément repartie. Dans cette étude paramétrique, épaisseur des parois
t varie de 20 mm a 25 mm. La charge repartie peut étre appliquée au niveau: de la semelle
supérieure, du centre de cisaillement, et de la semelle inférieure.

Des courbes d’interaction (Moment de déversement-Charge axiale) pour la poutre en box
prédéfini sont représentées dans les figures (Fig.IV.2), (Fig.IV.3) et (Fig.IV.4). Les moments de
déversement numériques qui résultent de la méthode de Rifg sont parfaitement conformes aux
solutions analytiques dérivées de la méthode de Galarkin. L.a méthode analytique classique qui ignore
Peffet de déformations de distorsion, surévaluent largement la résistance réelle de déversement
latéral. Sous une charge axiale de compression, les courbes d’interaction Moment de déversement-
Charge axiale, diminuent d’une manié¢re non-linéaire et ce a partir du moment de déversement latéral
pur Mo (0) quand P est nulle (P=0 KN), jusqu’a la dispatition des moments de déversement qui

correspond a la charge axiale critique (P atteint la valeur de P).

En ce qui concerne la position de la charge latérale, et lorsque la poutre est chargée au niveau de
la semelle supérieure(Fig.IV.2), I'erreur relative entre les valeurs de résistance au déversement de la
méthode proposée et celles du modele analytique classique diminue progressivement quand la charge
axiale de compression augmente. Par exemple, dans le cas d’une poutre en box avec une épaisseur
des parois de =20 mm comme indiqué dans la figure (Fig.IV.2-a), l'erreur relative vatie
constamment entre 5/% pour P=0 KN a 36 % pour P=5250 kN, tandis que cette méme erreur
varie de 51 % pour P=0 KN a 40 % pour P=6750 KN quand {=25 mm comme montré dans la
tigure (Fig.IV.2-b).

Cependant, ces constatations ne restent plus vrais quand la charge latérale est appliquée au centre
ou au niveau de la semelle inférieure comme présenté respectivement les figures (Fig.IV.3)
ct(Fig.IV.4). Sous une charge latérale positionnée au centre du box, I'erreur relative varie entre 43%
pour P =0 KN a 67 % pour P =5250KN (Fig.IV.3-a) quand t=20mm. Dans le cas d’une poutre
en box dont I’épaisseur des parois est de t=25mm (Fig.IV.3-b), cette erreur varie de 44% pour P=0
KN a 90% pour P=6750KN.

En conséquence, importantes erreurs relatives ont été observées lorsque la charge est appliquée au
niveau de la semelle inférieure. On note que dans le cas d’un box avec une épaisseur des parois t=20
mm (Fig.IV.4-a), lerreur varie de 37% pour P=0 KN a 100% pour P = 5250 KN. Concernant le
méme box mais avec une épaisseur t=25 mm (Fig.IV.4-b), lerreur varie de 37% pour P=0 KN a
147% pour P=6750 KN.

Cette divergence peut étre expliquée par I'effet de déformation de distorsion qui doit joindre la
torsion de toute la section en box comme indiqué dans la figure(Fig.IV.1).
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Fig. IV.2 : L’interaction Moment de déversement-Charge axiale pour une poutre en box sous un chargement
reparti au niveau de la semelle supérieure (a) Box avec =20 mm, (b) Box avec =25 mm.
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Fig. IV.3 : L’interaction Moment de déversement-Charge axiale pour une poutre en box sous un chargement

reparti au centre du gravité (a) Box avec =20 mm, (b) Box avec =25 mm.
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Fig. IV.4 : L’interaction Moment de déversement-Charge axiale pour une poutre en box sous un chargement
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Chapitre 4 : Résultats et discussions

IV.4. Conclusion:

Cette partie présente et discute les résultats de I'étude comparative effectuée afin de valider
et d'évaluer la performance de la formule proposée dans l'analyse de déversement élastique des

poutres ou des colonnes de section en box.

Cette étude a porté sur une analyse de déversement non linéaire de plusieurs poutres simplement
appuyées soumises a des charges latérales réparties appliqués a des différentes positions dans la
section ainsi que des charges axiales. Les résultats obtenus a partir de I'analyse du modéle, sont
numériquement mis en ceuvre au moye  n deux méthodes Galarkin et Ritz.

Dans les cas envisagés dans la validation et la comparaison, les résultats présentés comprennent : la
charge axiale critique et le moment critique donnés au moyen de l'équation (IIL.25), les solutions
numériques obtenues par la méthode de Galarkin et Ritg, 'analyse par éléments finis Shell, les valeurs
de la méthode classique sans leffet de la distorsion et les valeurs déduites de la formule de
PEC3(IV.1).

Généralement, et au moyen de quelques exemples numériques, les résultats obtenus a l'aide de la
formule proposée sont en bon accord avec ceux obtenus par des solutions de simulations par
¢léments finis. Sur la base de cette étude comparative, il est possible de conclure que la formule
proposée donne des estimations raisonnables et mieux que celles obtenues par les autres mode¢les
qui ignorent I'effet de distorsion, ainsi que celles obtenues par les formules normatives.
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Conclusion générale:

Au cours de ce travail, nous nous sommes attachés a donner une solution au probleme de
déversement des poutres a parois minces et a sections fermées comme celle d’'un box. Dans cette
¢tude, un nouvel modele cinématique non linéaire a été adopté pour analyser la stabilité et le
comportement des éléments (colonnes-poutres) en box. En plus des wvariables cinématiques

conventionnels, 'effet de déformation de distorsion ('effet de Losange) d’une section est introduit.

Les équations d’équilibre pour un chargement axial et de flexion sont déduites en utilisant la
procédure de Galarkin. Ces équations qui gerent 1'équilibre élastiques sont réalisées a partir de 1'état
stationnaire. Puis, les modes de déplacements en flexion, en torsion et en distorsion sont rapprochés
en utilisant une fonction sinusoidale afin d'en tirer les équations d'équilibre algébriques, et ce dans le

cas d’'une poutre simplement appuyée.

L’analyse de la stabilité d’un élément en box est étudiée en tenant compte le déplacement initial
qui correspond a I'état précritique ou I’état fondamental. Cet état fondamental peut étre obtenu par
une approximation suffisante au moyen de la théorie de linéarisation. A partir de la condition de
nullité de la matrice de rigidité tangente, on a déterminé expression d’une équation simple a utiliser
et qui permet de prévoir les solutions analytiques. En plus, ces solutions qui concernent les moments
de déversement latéral ainsi que la charge axiale de flambement pour un élément en box, peuvent
étre dérivées en utilisant la méthode de Rizz appliqué dans I'équation de la variation de I’énergie de

déformation.

Les solutions analytiques proposées prennent en considération leffet de déformation de
distorsion, la hauteur de charge (excentricité), et l'intensité de la charge axiale de compression pour

une poutre a parois minces en box soumise a des charges uniformément reparties.

Une étude comparative des résultats effectuée afin de valider et d'évaluer la performance de la
formule proposée dans l'analyse de déversement élastique des poutres ou des colonnes de section en
box. Cette étude a porté sur une analyse de déversement non linéaire de plusieurs poutres
simplement appuyées soumises a des charges latérales réparties appliqués a des différentes positions
dans la section ainsi que des charges axiales. Dans les cas envisagés, les résultats présentés
comprennent : la charge axiale critique et le moment critique donnés au moyen de 1'équation (IT1.25),

les solutions numériques obtenues par la méthode de Galarkin et Ritz, Panalyse par éléments finis
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Shell, les valeurs de la méthode classique sans l'effet de la distorsion et les valeurs déduites de la

formule de PEC3.

Les résultats de calcul du moment de déversement quand la charge axiale est nulle, dans le cas
d’une charge axiale uniquement, et dans le cas d’une interaction : moment-charge axiale pour les
différentes positions de hauteur de charge sont comparés avec les autres résultats. Cependant, les
charges de déversement latéral ou de flambement évalués par le modcle proposé atteignent des

approximations raisonnables.

A partir de ce qui ’a été obtenu comme résultats, les méthodes classiques qui ignorent I'effet de
déformation de distorsion sont loin d’étre valable pour prédire la stabilité dun élément en box,
et cette conclusion peut étre confirmé par les différentes valeurs de Ierreur relative. De ce fait, on

peut conclure que:

® les résultats obtenus a l'aide de la formule proposée sont en bon accord avec ceux obtenus
par des solutions de simulations par éléments finis utilisant le logiciel ABAQUS;

= Jeffet de déformation de distorsion n’a pas d’incidence sur la charge axiale critique.

* Les moments de déversement qui résultent de la méthode de Riz sont parfaitement
conformes aux solutions analytiques dérivées de la méthode de Galarkin ;

= Ta méthode analytique classique qui ignore leffet de déformations de distorsion, surévalue
largement la résistance réelle de déversement latéral ;

® Les valeurs des moments de déversement de 'Eurocode 3 obtenus par I'équation (IV.1),
sont pratiquement similaires a ceux obtenus par les méthodes classiques (sans l'effet de
distorsion) ;

* Les moments de déversement calculés selon la formule de I'Eurocode 3 sont plus élevés que
ceux des solutions numériques pour toutes les longueurs considérées. En conséquence, la
résistance des éléments en box au déversement latéral est alors surestimée ;

®  que la formule proposée donne des estimations raisonnables et mieux que celles obtenues par
les autres modeles qui ignorent leffet de distorsion, ainsi que celles obtenues par les
formules normatives.

= Jeffet de déformation de distorsion est tres important pour prédire la stabilité des éléments

en box, et doit joindre la torsion de toute la section.

Finalement, il est tres requérant de noter que lorsque Peffet de déformation de distorsion est
omis dans les théories classiques de stabilité tel que celles adoptées dans ’'Eurocode 3, la résistance

d’un élément a parois minces en box au déversement latéral est extrémement surestimée.
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Aunnexes

Annexe 1: les constantes d’une section en box (apres intégration).
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Annexe 2 : les constantes d’une section en box (formes mathématiques).
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