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Résumé

Dans ce travail, l'analyse de vibration libre des nano plaques a gradient fonctionnel (FG)
dépendant de la taille et reposant sur une fondation ¢lastique a deux parametres est étudiée sur
la base d'une nouvelle théorie de déformation trigonométrique non locale.

Cette théorie inclut des variables intégrales indéterminées et contient seulement quatre
inconnues, qui sont inférieure a ceux de la théorie de déformation du cisaillement classique
(FSDT).

Le modele Mori-Tanaka est utilisé pour décrire la distribution progressive des propriétés du
matériau le long de I'épaisseur de la plaque.

La dépendance a la taille de la plaque FG est analysée avec la théorie de 1'¢lasticité non locale
d'Eringen.

En appliquant le principe de Hamilton, les équations de mouvement sont obtenues pour une
théorie de la plaque de déformation de cisaillement a quatre variables raffinée puis résolues
analytiquement.

Pour montrer l'exactitude de la théorie actuelle, nos résultats de recherche dans des cas
spécifiques sont comparés aux résultats disponibles dans la littérature, ou un bon accord sera
démontré.

Enfin, l'influence de divers parametres tels que les parameétres non locaux, I’index de la loi de
puissance, les paramétres de fondation élastiques, le rapport de longueur sur diamétre et le
rapport d'épaisseur sur la fréquence non dimensionnelle des plaques rectangulaires FG a
'échelle nanométrique sont présentés et discutés en détail.

Mots-clés: Théorie de 1'¢lasticit¢ non locale; Nano plaque FG; Vibration libre; Théorie
raffinée; Elastique fondation.

Abstract

In this work, free vibration analysis of size-dependent functionally graded (FG) nanoplates
resting on two-parameter elastic foundation is investigated based on a novel nonlocal refined
trigonometric shear deformation theory for the first time.

This theory includes undetermined integral variables and contains only four unknowns, with
is even less than the conventional first shear deformation theory (FSDT).

Mori—Tanaka model is employed to describe gradually distribution of material properties
along the plate thickness.

Size-dependency of nanosize FG plate is captured via the nonlocal elasticity theory of
Eringen. By implementing Hamilton’s principle the equations of motion are obtained for a
refined four-variable shear deformation plate theory and then solved analytically. To show
the accuracy of the present theory, our research results in specific cases are compared with
available results in the literature and a good agreement will be demonstrated.

Finally, the influence of various parameters such as nonlocal parameter, power law indexes,
elastic foundation parameters, aspect ratio, and the thickness ratio on the non-dimensional
frequency of rectangular FG nanoscale plates are presented and discussed in detail.

Keywords: Nonlocal elasticity theory; FG nanoplate; free vibration; refined theory; Elastic
foundation.
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Introduction générale

Un matériau composite est un assemblage d'au moins deux composants dont les
propriétés se complétent. Le nouveau matériau ainsi constitu¢, hétérogene, posséde des
propriétés que les composants seuls ne possédent pas.

Ce phénomene, qui permet d'améliorer la qualité de la matiére face a une certaine
utilisation (légereté, rigidité a un effort, etc.) explique l'utilisation croissante des matériaux
composites dans différents secteurs industriels. Néanmoins, la description fine du composite
reste complexe du point de vue mécanique de par la non-homogénéité du matériau.

Les matériaux a gradient de propriétés (FGM) sont des matériaux composites
hétérogeénes pour lesquels des propriétés matérielles, tel que module de Young, masse
volumique et coefficient de poisson varient continuellement, conférant un avantage
considérable par rapport aux matériaux homogenes et feuilletés dans le maintien de l'intégrité
de la structure

FGM peut également étre défini comme un composite dans lequel les propriétés du
matériau varient progressivement selon une certaine direction en fonction des coordonnées de
la position pour obtenir la résistance et la rigidité souhaitées.

A T'heure actuelle, les matériaux FGM sont de plus en plus fréquemment utilisés dans
les domaines de 1'énergie, l'aéronautique, l'aérospatiale, I'¢lectronique, l'automobile et
l'industrie chimique.

L'objectif principal du présent travail est 1'étude d'une nouvelle théorie non locale de
déformation de cisaillement est utilisée pour 1’analyse de la vibration libre pour un nono-
plaque rectangulaire type FGM reposant sur fondations élastiques.

La présente thése comprend quatre chapitres répartis comme suit:

Le premier chapitre donne un apercu sur les matériaux fonctionnellement gradués
(FGM), propriétés, comparaison avec les matériaux composites traditionnels ainsi que les
diverses techniques appliquées pour sa fabrication. Dans cette partie, on présente aussi les
applications des FGM dans les nanostructures tels les dispositifs nano optoélectroniques, les
matériaux thermoélectriques, et enfin les nano composites avancées contenant une forte
concentration de nanotube de carbone CNT.

Dans le chapitre II, on présente les grandes familles de méthodes d’étude des
nanostructures, ainsi sur les différents types de modéles ou approches de modélisation.

Le chapitre III consiste a mettre en ceuvre une nouvelle théorie non locale de

déformation de cisaillement est utilisée pour 1’analyse de la vibration libre pour un nono-
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plaque rectangulaire type FGM reposant sur fondations élastiques. Les propriétés efficaces
des matériaux composites homogenes macroscopiques peuvent étre dérivées des structures
matérielles microscopiques hétérogenes en utilisant des techniques dhomogénéisation. Pour
notre cas, la technique d’homogénéisation Mori-Tanaka est adoptée.

Dans le chapitre IV, des résultats numériques et graphiques sont présentés pour
I’analyse de la réponse a la vibration libre dépendante de la taille des nano plaques intégrées
FG modélisées sur la base d'une nouvelle théorie de la déformation du cisaillement a quatre
variables. L’étude est faite pour 1’analyse d’effets des paramétres de fondation élastiques, le
rapport aux dimensions de la plaque FGM, 1’effet du gradient (n) et I’effet du parameétre non
local p sur la fréquence.

Afin de démontrer la validité de la présente méthode, des comparaisons de résultats
issus du présent modele avec ceux existant dans la littérature sont réalisées.

En fin, une conclusion générale sera présentée et des perspectives arrétées.
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Chapitre I Applications des matériaux FGM dans les nanostructures

Chapitre I Applications des matériaux
FGM dans les nanostructures

1.1 Introduction

Les nanostructures sont largement utilisés dans les appareils et les systémes micro et
nano-¢échelle tels que les biocapteurs, les microscopes a force atomique, les systeémes micro-
¢lectro-mécaniques (MEMS) et les systémes nano ¢€lectromécaniques (NEMS) en raison de
leur supérieures caractéristiques : mécaniques, chimiques et électroniques.

La nanotechnologie est également intéressée par la fabrication de matériaux a gradient
fonctionnel (FG) et de structures d'ingénierie a 1'échelle nanométrique, ce qui permet une
nouvelle génération de matériaux avec des caractéristiques révolutionnaires et avoir des

dispositifs améliorés.

1.2 Matériaux FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel (Functionnally Graded Materials : FGM) ou les
matériaux fonctionnellement gradués sont une nouvelle classe de matériaux composites dont
la microstructure et la composition varient graduellement et continuellement de maniére a
optimiser les performances mécaniques et thermiques de la structure qu’ils constituent.

La variation continue des propriétés (figures I.1 et 1.2) trouve son application lorsque, par
exemple, la face supérieure est exposée a une haute température alors que la face inférieure
est exposée a une basse température. Dans ce cas, la face supérieure est a 100% céramique et
la face inférieure est a 100% métal, avec une transition graduelle entre les deux.

L’utilisation de la céramique n’est pas fortuite. Ce matériau est choisi grace a ses
caractéristiques exceptionnelles qui sont énumérées comme suit:

- faible réactivité chimique, bonne tenue a la corrosion ;

- haute température de fusion ou de décomposition ;

- haut module d’élasticité et haute dureté ;

- charge a la rupture élevée ;

- bas coefficient de frottement, bonne résistance a 1’usure ;

- conservation des propriétés a haute température ;

- faible coefficient de dilatation thermique (donc bonne résistance aux chocs thermiques) ;

- faible conductivité thermique (donc bonne résistance a la température).

17



Chapitre 1 Applications des matériaux FGM dans les nanostructures

Cependant, les céramiques sont réputées Etre fragiles et trés vulnérables aux défauts de petites
tailles.

Les caractéristiques du métal sont données comme suit :

- Bonne résistance mécanique ;

- Conductivité thermique élevée,

- Trés bonne ténacité.

Phase céramique

avec mclusions
metalliques

} Matrice en ceramique

Zone de transition

Matrice métallique
avec inclisions en
ceéramique

L.

} Phase métallique

Figure L. 1 :Variation continue de la microstructure (schématisée)

Figure 1. 2: Variation continue de la microstructure (photo)

Selon la nature du gradient, les matériaux FGM peuvent étre regroupés en types suivants
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Chapitre 1 Applications des matériaux FGM dans les nanostructures

1) Type de gradient de fraction (figure 1a)

2) Type de gradient de forme (Fig.1b)

3) Type de gradient d'orientation (Fig.1c)

4) Taille (de matériau) type de dégradé (Fig.1d)

..- — —
.-i—r —_—  —
P & - - —
P o - - —
P o = - —
.--—r — —
.-_ —_—  ——
.-.-—---—-—
(b)
i1 & V== ® & & -
i1 ¢s20-=- @O -
1172222 @920
-l - -
117222-- @®9%"~""
o g = .-.-
.."*’- .. II'
11 ¢ == @O ©
(c) (d)

Figure 1. 3: Sur la base des différences de gradients, les différents types de matériaux classés a
des fins factices peuvent étre de (a) type de gradient de fraction, (b) type de dégradé de forme,
(c) type de gradient d'orientation, et (d) type de gradient de taille

La plupart des « FGM » sont constitués de céramique et de métal dont les propriétés

mécaniques sont comparées dans le tableau I.1.

-Bonne résistance thermique ;
La face a haute température Céramique -Bonne résistance a I’oxydation ;
-Faible conductivité thermique ;

-Elimination des problémes de
Céramique-métal | I’interface ;
-Relaxer les contraintes thermiques

Continuité du matériau d’un point a ’autre
« couches intermédiaires »

- Bonne résistance mécanique ;
La face a basse température Métal -Conductivité thermique élevée ;
-Trés bonne ténacité ;

Tableau I. 1: Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal
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1.3 Utilisation

L'intérét pour les applications des FGM est dii a leurs caractéristiques variables que
celles des matériaux composites traditionnels. Apres plus de 30 ans de recherche, les
applications des FGM sont offertes de maniere attendue et inattendue pour profiter a la
société.

La plupart des avantages de ces matériaux dépendent du fait qu'il peut étre adapté
selon les exigences, ce qui prolonge ainsi considérablement les outils bien utilisés de la
science des matériaux. Au départ, les FGM sont utilisées dans l'aérospatiale, mais au cours
des derniéres décennies, les chercheurs montrent leur application dans d'autres domaines,
comme les matériaux industriels, les optoélectroniques, les biomatériaux et les matériaux
énergétiques. FGM est treés prometteur dans de conditions d'exploitation et de chargement
importants.

A titre d’exemple, la figure 1.4 montre les concentrations de contraintes trouvées dans
les panneaux de protection thermique conventionnels a l'interface carrelage /superstructure.
Il démontre ¢galement comment une FGM réagit contre ces concentrations de contraintes en

modifiant progressivement les propriétés du matériau par 1'épaisseur du matériau.

- Spalling
Cracking 0
L I § o e § \J/ == g

Compression / Tension

Thermally Induced Stress

Conventional Thermal Shielding

o

<

Compression / Tension

Functionally Graded Maternial Thermally Induced Stress

Figure 1. 4: Protection thermique dans un matériau conventionnel & FGM
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1.4 Comparaison FGM et les matériaux composites traditionnels

Généralement, les F.G.M sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant
des composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites
présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes. Le changement continu
dans la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les F.G.M des
matériaux composites conventionnels comme illustré sur la figure 1.6 (Koizumi 1996). 1l en
résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas, on
peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de microstructure différente (Boch et
al. 1986).

Le concept FGM peut étre appliqué dans divers domaines pour des usages structuraux
et fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes ont ¢té¢ conduits au cours des années 80 et
90 afin de développer l'architecture des FGM, et d’étudier également ces matériaux pour les
applications de hautes températures (par exemple, éléments pour navettes spatial
hypersonique) ainsi que pour des applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs
thermoé¢lectriques et thermo-ioniques). Ces programmes ont conduit au développement de la
conception architecturale du FGM et de ces perspectives.

Le schéma ci-dessous résume 1’emplacement des FGM dans la hiérarchie industrielle des

nouveaux matériaux

Propriétés o Résistance mécaniaue o °
o Conductivité thermigue /

Eléments constituants:

)

Structure céramique O gggggg = g g g 2 gg
metal ® gggg;g: gg gggg
microporosité O 8‘%}}3 ?}gg : g g g g gg
fibre ow | oZwreg | 2262

Matériaux exemple FGM NON-FGM

Figure 1. 5: Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les
matériaux composites conventionnels
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[ COMPOSITE
A

—

[ ENGINEERING ]

A

[ ADVANCED PARTICULATES, FORMES, FIBRES,... }

[ ELASTOMER ][ POLYMER ] [GLASS ] [ METAL ] [ CERAMIC ]

[ ORGANIC INORGANIC ]

i

[ BASE MATERIALS ]

Figure I. 6: Représentations hiérarchiques des matériaux modernes

Yoshihisa (2004) a établi un modéle simple illustrant les différences entre les
matériaux a gradient de propriétés (FGM) et les matériaux plus conventionnels (figure I .7).
Le matériau plan composé a une caractéristique plane, et le matériau relié¢ a une frontiere sur
l'interface de deux matériaux. Les FGM ont d’excellentes caractéristiques qui différent de
ceux des matériaux plans composés et reliés. Par conséquent, les FGM attirent l'attention en
termes de leur application dans les domaines industriels puisqu’ ils ont une double propriété
des deux maticres premieres qui sont mélangées ensemble, et la distribution composante est

graduée sans interruption. Par exemple, I’'un des FGM qui se composent du métal et de la
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céramique a la caractéristique de la conductivité thermique et de la force métallique dans le

coté en métal et la résistivité aux hautes températures dans le c6té en céramique.

Figure 1. 7: La distribution composante des matériaux (Yoshihisa 2004)

Matériau plan composé (a), Matériau relié (b), Matériau fonctionnellement gradué (c)
Récemment, l'utilisation de matériaux FG a été largement répandue dans les micros et

nanostructures tels que les systémes micro et nano-électromécaniques (MEMS et NEMS)

1.5 Applications FGM dans les dispositifs nano optoélectroniques

De nos jours, les matériaux FGM sont largement utilisés pour les couches anti
réfléchissant, les fibres, les verres GRIN et d'autres éléments passifs fabriqués a partir de
diélectriques, également pour les capteurs et les applications énergétiques. Par exemple, la
modulation de I'indice de réfraction pourrait étre obtenue dans de tels composants grace a la
modification de la composition du matériau. Une autre possibilité est d'appliquer le concept
de gradation dans les dispositifs actifs a semi-conducteurs. Dans les semi-conducteurs, la
fonction matérielle peut décrire le taux de bande interdite énergétique, 1'indice de réfraction,
la concentration du porteur, la mobilité des porteurs, la longueur de diffusion, le champ
¢lectrique intégré et d'autres propriétés qui influent fortement sur les parametres des
dispositifs optoélectronique.

Les matériaux a gradient fonctionnel sont des matériaux en perspective pour
l'optoélectronique moderne, des périphériques, comme les lasers a bord de faible seuil et

réglables photo détecteurs.

1.5.1 Photo détecteur a haute efficacité et cellules solaires

La limitation fondamentale de l'efficacité des cellules solaires a base de silicium

homogene est la largeur énergétique constante des bandes dans les matériaux en vrac. Parce
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que le rayonnement énergétique €levé est absorbé dans une couche superficielle sous la
surface, il est nécessaire de former un champ électrique a proximité immédiate de la surface.
Les porteurs générés peuvent effectivement étre séparés dans un champ é€lectrique, donc la
longueur de diffusion des supports devrait étre plus longue que la jonction profondeur.

Un autre facteur qui diminue l'efficacité de la génération du transporteur est la différence de
l'écart énergétique et de 1'énergie des photons absorbés. En utilisant des matériaux avec une
gradation de I'écart de bande énergétique, il est possible de faire correspondre le bord
d'absorption avec I'écart de bande, ce qui améliore I'efficacité de génération. L'appareil de
cascade de jonctions avec différentes largeurs énergétiques de largeur de bande pourrait étre
l'une des solutions . Une autre fagcon de surmonter cette limitation est 1'utilisation de matériaux

classés. L'idée d'un tel dispositif est illustrée a la figure 1.8.

ol Al Gay_N (n) GaN (p)
AlL,Ga,_N (n) y Ec
........................ Er
GaN (p) E,
Substrate /_
Xy >
X

Figure L. 8: Schéma de structure p-n photodiode avec couche graduée

I.5.2 Couches tampons graduées pour I’ hétéro-épitaxie

Typiquement, les nitrures sont cultivés sur des substrats qui ne s'adaptent pas de
maniére structurelle et thermique a la couche épitaxiale. Le décalage structurel et thermique
peut atteindre jusqu'a 30%. Il existe plusieurs méthodes qui pourraient aider a surmonter ce
probléme, comme la technique de super couche épitaxiale latérale multicouches a basse
température ou l'application de substrats structurés. En utilisant des matériaux classés, comme
exemple AlyGa; 4N 1l est possible de distribuer la déformation dans la couche tampon et de
réduire les fissures dans la couche active. Parce que le réseau et le coefficient de dilatation
thermique changent continuellement avec le contenu d’Al dans GaN, la tension est donc
agitée doucement a travers une couche graduée. L'idée de la couche tampon graduée est

illustrée a la Figure 1.8.
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Active layer: AIN, GaN, Al,Ga,_N (x = const)

Graded buffer layer: AIN, GaN, Al,Ga,_,N (x # const)

Low-temperature nucleation layer: AIN, GaN, Al,Ga;_.N (x = const)

Substrate: Al,O,, SiC, Si

. TR | i
Figure L. 9: Structure de heteroepitaxie rainurée A™ N composés avec une couche tampon
graduce

1.5.3 Photo détecteurs réglables

La théorie fondamentale de la génération de bande a bande suppose que seuls les
photons avec une énergie supérieure a I'écart énergétique peuvent créer une paire ¢lectron-
trou. Le concept principal de photo détectrice accordable se référe a la possibilité de déplacer

le bord d'absorption. Un autre défi dans de tels dispositifs est la séparation des supports

généres.
U+ (tun.)
E A
— Al,GaN (n) GaN (p) E.
Al,GaixN (n) e Er
Ey
Depletion region /—
GaN (p+
) (P+) X

X

Figure I. 10: Schéma de structure Photo détecteurs réglables

Le concept schématique de la photo détectrice accordable en tension est représenté sur
la Figure. 1.9. En changeant la tension entre la région p et n, il est possible de moduler
I'épaisseur de la région d'appauvrissement. Parce que seuls les supports qui atteignent la
région d'appauvrissement peuvent étre séparés, la tension influence donc le bord d'absorption

(la région d'appauvrissement recouvre la couche avec un écart énergétique différent).
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1.6 Applications FGM dans matériaux thermoélectriques

Un bon matériau thermoélectrique possede un coefficient Large Seebeck, une
conductivité €lectrique élevée et une faible conductivité thermique. Une conductivité
électrique €levée est nécessaire pour minimiser le chauffage de Joule, tandis qu'une faible
conductivité thermique permet de conserver la chaleur aux jonctions et de maintenir un grand
gradient de température.

Ces matériaux, cependant, ont un rapport constant de la conductivité €lectrique a la
conductivité thermique, de sorte qu'il n'est pas possible d'augmenter un sans augmenter
l'autre. Les métaux les mieux adaptés aux applications thermoélectriques possedent donc un
coefficient élevé de Seebeck. Malheureusement, la plupart de ces métaux posseédent des
coefficients Seebeck de 1'ordre de 10 microvolts / K, ce qui entraine une efficacité de
seulement des fractions de pourcentage. Par conséquent, le développement de semi-
conducteurs formulés avec des coefficients Seebeck supérieurs a 100 microvolts / K a
augmenté l'intérét pour la thermoélectricité. Plus tot, on ne savait pas que les semi-
conducteurs ¢taient des matériaux thermoélectriques supérieurs en raison de leur rapport plus
¢levé entre la conductivité électrique et la conductivité thermique, par rapport aux métaux.
Une valeur de mérite supérieure Z d'un matériau thermoélectrique présente une performance
supérieure a une plage de températures étroite spécifique. D'autre part, la température
spécifique peut étre déplacée vers une température plus €élevée en augmentant la concentration
du support. Le tellurure de bismuth (Bi2Te3), le tellurure de plomb (PbTe) et l'alliage de Si-
Ge (SiGe) sont utilisés respectivement pour la gamme de température basse, moyenne et
haute. Habituellement, on utilise un matériau thermoélectrique monolithique et uniforme, bien
qu'il existe un gradient de température dans le matériau thermoélectrique. Par conséquent,
chaque partie n'a pas une concentration de porteur appropri¢e pour chaque température. On
peut s'attendre a deux fois une performance supérieure a celle d'un matériau thermoélectrique
traditionnel, si le gradient de concentration du support approprié est effectué¢ pour s'adapter au
gradient de température. L'exécution d'un changement par étapes de la concentration du
transporteur est également une méthode d'exécution pour une application pratique. C'est un
concept fondamental de la conversion d'énergie des FGM.

I1 est essentiel de choisir un matériau approprié¢ pour chaque partie pour s'adapter au
gradient de température. Le matériau appropri€ est un matériau avec une concentration
adéquate du support et un composé appropri¢ pour correspondre a la température de chaque

partie le long du gradient de température. L'assemblage FGM de ces matériaux et les
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¢électrodes de montage avec interface FGM sont également essentiels, parce que la relaxation
du contrainte thermique causée par la différence de coefficient de dilatation thermique est
importante a haute température.

Les matériaux thermoélectriques a structure FGM présentent une performance
supérieure a celle des matériaux monolithiques. L'assemblage FGM est également une
technique utile pour le réglage d'une électrode.

Afin de relacher le charge thermique et de supprimer l'inter-diffusion. Cependant, il est
difficile d'améliorer la performance en contrdlant la taille des cristaux. D'autre part, la mesure
exacte de la conductivité thermique a haute température est un autre probléme pour la

conception précise d'une FGM.

1.7 Applications FGM dans les nanotubes de carbone

Le concept de matériau a gradient fonctionnel (FGM) a également été utilisé pour la
premiére fois pour relier les matériaux classiques a leurs nano composites avancées contenant
une forte concentration de nanotube de carbone CNT, ce qui est prometteur pour des
applications structurelles, €lectroniques et biomatériaux inexplorées mais nouvelles.

Contrairement aux matériaux composites, les composites FG ont de nouvelles
propriétés uniques, la capacité a fabriquer des propriétés mécaniques directionnelles, une
capacité de température plus élevée (propriétés de dilatation thermique inférieure), une
excellente fatigue et une résistance aux fractures. Le développement technologique
relativement immature et les méthodes de fabrication complexes actuelles sont les principaux
inconvénients. Il est difficile de satisfaire aux exigences strictes de stabilité dimensionnelle

pendant la gradation et entraine un colt plus élevé du produit.

1.7.1 Applications CNT dans FGM

Les poudres métalliques sont utilisées dans 1'industrie pour la diversité des produits et
applications. La métallurgie de poudre traditionnelle est le procédé ou la poudre de métal ou
d'alliage est compacte a un corps vert et ensuite fritté jusqu'a la forme nette proche a un
niveau ¢élevé les températures.

Les poudres métalliques les plus importantes utilisées sont: Fer et acier, cuivre,
aluminium, nickel, molybdéne (Mo), Tungsténe (W), Tungsténe cabine (WC), Tin (Sn) et
leurs alliages.

Matrice métallique renforcée CNT Matrices classiques fonctionnelles, En raison de leur

combinaison unique de dureté, de ténacité et de résistance, sont universellement utilisés dans
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les outils de coupe, les perceuses, 1'usinage des matériaux résistants a l'usure, des mines et du
forage géothermique.

Les matériaux a composition graduée fonctionnelle renforcés par la CNT ont la
capacité de générer de nouvelles fonctionnalités et d'exécuter de nouvelles fonctions qui sont
plus efficaces que les plus grandes structures et machines.

En raison de 1'utilisation fonctionnelle des matériaux FGM, leur propriétés physiques /
chimiques (par exemple stabilité, dureté, conductivité, réactivité, sensibilité optique, point de
fusion, etc.) peuvent étre manipulés pour améliorer les propriétés globales de matériaux

conventionnels.

1.7.2 Processus de fabrication

Les matériaux a gradient fonctionnel FGM renforcé par nanotube de carbone (FG-
CNTRC) sont des composites préparés par une variété de techniques traitement.
Poudre métallurgique est le plus populaire et largement appliqué comme technique de
préparation des composites FGM renforcées par nanotube de carbone. Les électrodépositions
et les dépots €lectrochimiques sont les secondes techniques les plus importantes pour le dépot

de revétements minces des matrices métalliques de matrice CNT ainsi que le dépot de métaux

sur CNT.
FG-CNTRC Matériel

Défi de Fabrication
* dispersion homogéne de CNT dans la matrice
» force de liaison interface entre CNT et matrice
* ¢tat chimique & la stabilité structurelle des CNT

Poudre i Vaporisation e
it Déposiion o [ rowveles
metaiurgique solidification . électrochimique
1
1 R

. : s moléculaire
Alliage mécanique et Pulvérisation par
ittage

Me¢élange / alliage

Dépot d'électrodes
Dépot électrolytique

haud

Dépot laser a
Syntonisation par étincelles [lifilage fondu
Procédé de déformation des

oudres en compression

Figure I. 11: Techniques de traitement FGM renforcé par nanotube de carbone
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1.8 Conclusion

L’utilisation des matériaux FGM a connu un développement remarquable, notamment
dans les nanostructures. Ceci va pousser les chercheurs a explorer ses caractéristiques
mécaniques, ¢lectriques et autres afin d’avoir une bonne utilisation dans les divers domaines

techniques.
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Chapitre II Elasticité non locale dans 1’étude des plaques

Chapitre I1 Elasticité non locale dans
I’étude des plaques

I1.1 Introduction

La compréhension de la réponse mécanique des structures a 1'échelle nanométrique
(Structures a petite échelle de dimension nanométrique), telles que flexion, vibration et le
flambement, est indispensable pour le développement et la conception précise de ces
Nanostructures. Jusqu'a présent, I'expérimentation sur 1'é¢tude des actions des structures a
I'échelle nanométrique est réalisable, mais assez difficile. La manipulation de chaque
parametre a I'échelle nanométrique est une tache compliquée. En outre, les méthodes de
simulation par ordinateur telles que la modélisation de la dynamique moléculaire (MD) et la
simulation de nanostructures sont trés cotiteuses et coliteuses dans le temps pour les systemes
de matériaux a échelle réduit. En outre, du point de vue d'un ingénieur, nous ne sommes peut-
étre pas spécialisés en MD car il s'agit plus d'une chimie traitant des atomes, des molécules,
des liens et des forces inter atomes

Modélisation et étude des nanostructures est résumé dans la figure I1.1.

Theorie Théorie Modifice

Poutres.Plate. | |pj;cticité | |Contrainte Couplée
Coque.Solide Nonlocal

Méthodes Surface
Théories Energie
— Exoerimental Milieux Continus
Modelisation des P Courantes Modeles Multi-Scale
Nanostructures e
Theorie des
Mécanique Milieux Continus| . | Meéthodes Hybrides
des Milieux Ameliorées
Analytique | - |Continus Méthodes
|| Mécanique | | Ab-initio -
| Quantique Méthodes Théorie
* | Semi-Empériques | © DmSIFE
Fonctionnelle
Meécanique | | Dynamique Simulation

Moléculaire | | Moléculaire | | Monté Carlo

Figure II. 1: Approches utilisées pour modélisation et étude des nanostructures
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Certaines des investigations antérieures et actuelles sur les nanomatériaux et les
nanostructures, telles que les CNT et les graphémes, sont réalisés par les méthodes
expérimentales. Une approche expérimentale a 1'échelle nanométrique est évidemment une
meilleure fagon d'analyser le comportement du matériau car il est plus réaliste. Cependant,
dans 1'¢tude expérimentale, le controle de chaque parametre a 1'échelle nanométrique est une
tache difficile.

Concernant MD, en raison des inconvénients physiques et du manque de possibilités
de méthodes d’expérimentation, de nombreux scientifiques et ingénieurs ont recours a la
simulation technique a niveau atomique.

Les méthodes de simulation sont en fonction d’échelle de longueur et celui du temps comme

illustré dans la figure I1.2.

. Methodes
Temps i) A ) Milieux Continus
mesa-echelle .
-
10 i} ~
S
{ms) 107 |~ |
.-
— - J'-J-- \\
e il s
Molaculare ,E-‘f'#.# »
(ns) 107 I nremier ~of !
(ps) 102 F 0. :
. ® . F=ma
(fs) 10 = -
___.-"'-.]'I'l:'-=g5'"- = = & o ™ }
100 104 10 107 1046 104 104
{nm) {wm)

Longueur (m)

Figure II. 2: Méthodes de simulation

La dynamique moléculaire se réfere a des simulations d’informatiques coliteuses
représentant des mouvements physiques d'atomes et des molécules a I'échelle nanométrique.
Dans une simulation MD, le mouvement de Les atomes individuels dans un assemblage de N
atomes ou de molécules sont modélisés sur la base d'une dynamique déterministe
newtonienne ou d'un type Langevin Dynamique stochastique, compte tenu des coordonnées
de position initiales et des vitesses des atomes. En appliquant les équations de mouvement de
Newton, les trajectoires des molécules et des atomes sont alors déterminés. Les fonctions

potentielles sont définies selon lequel les particules interagiront. Dans les simulations MD, les
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forces entre les particules et I'énergie potentielle sont définis par la mécanique moléculaire
des champs de force. Les méthodes de simulation moléculaire, cependant, souffrent du
désavantage que ceux-ci sont sophistiqués, nécessitent plus de ressources informatiques,
nécessitent de résoudre un grand nombre d'équations et sont trés coliteux et prennent un long

temps d’étude.

I1.2 Apercu sur les nanostructures

Une nanostructure est un petit objet de taille intermédiaire entre les structures
moléculaires et microscopiques (taille micrométrique). Les propriétés remarquables des
nanostructures sont a l'origine d'une recherche intense dans le monde entier. Par conséquent,
ces jours-ci, un nombre croissant de structures a I'échelle nanométrique sont fabriquées
Dans le monde entier et sont utilisés comme ¢léments de base domaine de la nanotechnologie.
Certaines des structures a 1'échelle nanométrique comprennent les nanoparticules, les nano
fils, les nano poutres, les nano anneaux, les nano rubans, les nano plates, les nanotubes (CNT)
et les composants des nano machines.

e Nanoparticules : Ce sont de petits nano-objets considérés comme une unité entiére en
ce qui concerne son transport et ses propriétés. Ces particules présentent des propriétés
dépendant de la taille et ont des dimensions dans la gamme de 1-100 nm.

Ces nanoparticules peuvent étre incorporées dans un matériau parent pour former des

nano composites avancées.

e Nano poutre and nano tiges Ces structures a petite échelle sont classées en
nanostructures unidimensionnelles. Elles ont des applications dans des systémes micro
¢lectromécaniques (MEMS) et des systémes nano ¢électromécaniques (NEMS). La
figure I1.2 (a) montre 1'image de force atomique typique d'un nano barre de
dimensions nanométriques

e Nano fils : Il s'agit de nanostructures unidimensionnelles avec des diametres dans la
gamme des nanometres. Ces nano fils ont généralement un rapport d'aspect, c'est-a-
dire une longueur de diametre de 1000 ou plus. Ils peuvent étre utilisés pour construire
la prochaine génération de dispositifs informatiques, améliorer les dispositifs de
cellules solaires, etc. Une image typique du nano fil est illustrée a la figure I1.2 (b).

e Nano plaques : Ceux-ci sont reconnus comme des nanostructures bidimensionnelles.
Les nano plates sont un nouveau sous-groupe de nanostructures ascendantes avec une
forme bidimensionnelle. Des exemples de nano plates minces sont des feuilles de
grapheéne, des nano plates d'or, etc. Une image typique de nano plate est illustrée a la
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figure I1.2 (c¢). Les nanostructures bidimensionnelles ont une application potentielle
dans le stockage de l'information, le catalyseur, les transducteurs, les cellules solaires,

les MEMS / NEMS et les composants dans les nano machines, etc.

(c)

Figure II. 3: a) Une image de microscope a force atomique de nano barre avec un diamétre de
35,3 nm d'environ 600 nm de longueur ; b) les nano fils ; ¢) microscope électronique a
balayage a grossissement élevé de nano plates d'or monocristallin ; d) balayage de
micrographies ¢électroniques de nano anneaux de 100 nm de diameétre

e Nano anneaux : Un nano anneau est un petit cristal formé par un anneau. Le diameétre
est compris entre 50 nm et 1 pm. Les nano anneau pourraient servir de capteurs a
l'échelle nanométrique, de résonateurs et de transducteurs. Ces structures a petite
¢chelle pourraient constituer une plate-forme unique pour étudier les effets
piézoélectriques et d'autres phénomenes a petite échelle. La figure I1.2 (d) montre une

image de nano anneau extraite du microscope électronique a balayage
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e Nano rubans : Ce sont des bandes minces de nano feuilles ou des CNT a une seule
couche déroulés. Les nano rubans tels que les nano feuilles de graphéne peuvent une
alternative technologique aux semi conducteurs de silicium en raison de leurs

propriétés semi-conductrices.

50K *50 000 1I00nm Y

Figure II. 4: a) Microscope ¢électronique a balayage de SWCNT cultivé sur pointe conique de
Si, b) foret MWCNT sur substrat en verre

Chaque ¢lément en forme de tige est I''mage de MWCNT avec un diameétre de l'ordre de

dizaines de nanometres.

e Nanotubes : Parmi les nombreuses structures nanométriques, les nanotubes ont
suscité un grand intérét pour la communauté scientifique en raison de leurs propriétés
mécaniques, ¢lectroniques, ¢lectrochimiques et électriques exceptionnelles.

Les nanotubes sont des cylindres longs et minces de macromolécules composées
d'atomes de carbone dans un arrangement hexagonal périodique. En général, on a
distingu¢ deux variétés de ces tubes, la CNT a une seule paroi dénommée SWCNT et
la CNT a plusieurs parois dénommée MWCNT, cette derniere consistant en un
ensemble de Tubes concentriques a paroi unique imbriqués a l'intérieur. Un CNT a

double paroi est illustrée a la figure 11.4.
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tube externe

tube interne

Figure II. 5: Schéma d’un nanotube de carbone a double parois

Atomes de carbone
(a) nanotube de carbone a seule paroi

(b) simple feuille graphene

Figure II. 6: Schéma a)nanotube a un seul tube b) feuille grapheéne
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I1.3 Approches de la mécanique des milieux continus

En de telles applications, les petites influences d'échelle sont souvent démontrées.
Ces influences peuvent €tre prises en compte par 1’utilisation d’une mécanique des milieux
continus dépendant de la taille telle que la théorie du gradient de déformation (Nix and Gao,
1998; Lam et al., 2003; Aifantis, 1999),et la théorie du couple contrainte modifié¢e (Koiter,
1969; Mindlin and Tiersten, 1962 Toupin, 1962),

I1.4 Théorie d’élasticité non locale pour plaques

Le développement d'une équation de mouvement nécessite des relations constitutives
non locales. Des relations constitutives bidimensionnelles non locales sont fournies. Des
relations analytiques simples sont fournies pour déterminer les fréquences naturelles et les
charges de flambement des feuilles de graphéne a couche unique idéalisées (SLGS). Une
tentative a été faite de souligner la signification de I'effet de la non-localité sur la réponse des
feuilles de graphéne. La nouvelle méthode structurale non locale peut réduire 'écart entre la
dynamique moléculaire (MD) et la mécanique du milieu continu sans effet d'échelle pour
fournir un moyen viable d'étudier des objets nano importants au-dela de graphene. Les feuilles
de graphéne peuvent étre modélisées en tant que nano plate en théorie du milieu continu non

local.

I1.4.1 Non-locale plate pour feuille graphéne

Le diagramme schématique des feuilles de graphéne comme plate non locale est
illustré a la figure I1.6. Les atomes de carbone du graphéne a petite échelle sont considérés
comme n'étant pas de nature locale. Cela implique que la contrainte & un point dépend non
seulement de la contrainte a ce point, mais aussi des contraintes de tous les points du corps.
En utilisant ce concept, les feuilles de graphéne discretes peuvent étre modélisées comme une
plaque ¢élastique non-locale continue. La nature discréte du graphene est décrite dans un

continu ¢élastique non local.
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Atomes de carbone

L ¥

10 "m échelle
107 m échelle

Graphéne comme une plate modele non locale
Graphene comme une plate discrete :

Figure II. 7: Modélisation d’une feuille graphéne en théorie non local plaque
I1.4.2 Relations constitutives pour non-locale plaque

Considérons l'origine choisie dans un coin des SLGS rectangulaires. Les axes de
coordonnées dans la plaque non locale mappée équivalente sont indiqués a la figure I1.7.
La coordonnée x de 1'axe est prise le long de la longueur des feuilles de graphéne, la
coordonnée y est prise le long de la largeur et la coordonnée z est prise le long de 1'épaisseur

du graphéne (compte tenu d'une épaisseur atomique constante, h).

Nonlocal Plate

()

Figure II. 8: Mod¢le de plate non locale avec le systéeme de coordonnées

En utilisant la théorie du milieu continu avancé de la théorie des plaques non locales, en
appliquant comme équations de régulation pour une structure de graphene (plaque idéalisée),

beaucoup d'études ont été menées par des chercheurs. Les études comprennent l'analyse de

40



Chapitre II Elasticité non locale dans 1’étude des plaques

flexion, de vibration et de flambement du graphéne, qui a ét¢ brievement discuté dans ce
chapitre. Il est important de noter que 1'¢lasticité locale est capable de donner une prédiction
étroite du comportement au graphéne par rapport aux résultats de la simulation MD.
Cependant, les résultats locaux ne sont pas exacts car nous ignorons les effets de taille
importants a I'échelle nanométrique. A partir des théories des plaques non locales, les études
sur l'analyse de flexion, de vibration et de flambement du graphéne ont prédit une plus grande
déviation, des fréquences plus petites et des charges de flambement par rapport aux théories

classiques des plaques.

I1.5 Conclusion

Diverses méthodes sont utilisées pour 1’é¢tude des plaques, vu que les méthodes
expérimentales se présent dans la plus part des cas coliteuses, les modeles proposés peuvent

donner satisfaction et avoir un reflet scientifique dans I’analyse des nanostructures.
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Chapitre III.  Analyse de la vibration libre
des nano plaques FGM avec fondations
¢lastiques

II1.1 Introduction

En se référant a 1'¢tude mécanique des structures de plaques, le comportement linéaire
de vibration a la flexion libre des nano plates FG dépendant de la taille est analysé par
Natarajan & al(2012) en employant la méthode iso géométrique basée sur la méthode des
¢léments finis. Dans cette recherche, ils ont utilisé la relation constitutive non locale basée sur
la forme différentielle d'Eringen issu de la théorie de 1'¢lasticité non locale. Les propriétés
dynamiques de la poutre FG avec I'obtention du matériel de la loi de puissance dans les
directions axiale ou transversale ont été étudiées par Alshorbagy & al. (2011). Eltaher & al.
(2012) a étudié l'analyse des vibrations libre des nano poutres dépendants de la taille de FG.
En employant une formulation analytique, I'analyse dynamique des plaques circulaires
annulaires FG Mindlin a 1'échelle nanométrique est étudiée par Hosseini-Hashemi & al.
(2013). Les réponses de résonance des micro-nano plates FG via le modele de plaque
Kirchhoff sont étudié¢es par Nami & Janghorban (2014). Dans ce travail, ils ont adopté la
théorie de 1'¢lasticité non-locale et la théorie du gradient de déformation avec un parametre de
gradient pour inclure les influences a petite échelle.

Daneshmehr & Rajabpoor (2014) ont utilisé une théorie de plaque d'ordre supérieur
non locale pour 1'analyse du flambement des nano capteurs FG sous des charges bi axiales
dans le plan en utilisant une quadrature différentielle généralisée (GDQ). Sur la base d'une
théorie du par contrainte couple modifiée, Jung & al. Propose un modéle pour les plaques
nanométriques sigmoides a gradient fonctionnel (S-FGM) reposant sur un milieu ¢élastique.
(2014). Al-Basyouni & al. (2015) a étudié le comportement de flexion et de vibration
dépendant de la taille des micro-poutres FG en fonction de la théorie de la contrainte couple
modifiée et de la position de surface neutre.

Rahmani & Pedram (2014) ont étudi¢ les effets de taille sur la vibration de FG nano
poutres basés sur la théorie de la poutre Timoshenko non locale. Bedroud et al. (2015) ont
étudié la stabilité¢ axisymétrique / asymétrique des nano plates circulaires et annulaires FG
modérément épaisses sous des charges compressives uniformes dans le plan. Zare et al.
(2015) a examiné les fréquences naturelles d'une nano plate FG pour différentes combinaisons

de conditions aux limites. Belkorissat et al. (2015) ont discuté des propriétés de vibration de
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la nano-plaque FG a l'aide d'un nouveau modéle a quatre variables affiné non local. Larbi
Chaht et al. (2015) ont présenté a la fois des analyses de flexion et de flambement des poutres
a ¢échelle nanométriques dépendants de la taille FG, y compris l'effet d'étirement de
I'épaisseur. Zemri & al. (2015) ont étudié la réponse mécanique d'une poutre a I'échelle
nanométrique de FG en utilisant une théorie de faisabilité¢ de la théorie de la déformation du
cisaillement non linéaire raffinée. Ahouel & al. (2016) a analysé le comportement mécanique
dépendant de la taille des nano poutres déformables par cisaillement trigonométrique FG, y
compris le concept de position de surface neutre. Bounouara & al. (2016) ont présenté une
théorie de déformation du cisaillement de zéro-ordre non local pour la vibration libre des
plaques a 1'échelle nanométrique FG reposant sur une base ¢€lastique.

Dans ce travail, une nouvelle théorie non locale de déformation de cisaillement est
utilisée pour 1’analyse de la vibration libre pour un nono-plaque rectangulaire type FGM

reposant sur appuis élastiques. (Figure II1.1)

Ceramic "

Metal

K K.

s
Figure III. 1: Schéma d’une plaque rectangulaire FG reposant sur des fondations ¢élastique

II1.2 Formulation théorique

I11.2.1 Propriétés effective du matériau FGM

Les propriétés efficaces des matériaux composites homogenes macroscopiques
peuvent €tre dérivées des structures matérielles microscopiques hétérogenes en utilisant des
techniques d'homogénéisation. Pour notre cas, la technique d’homogénéisation Mori-Tanaka

est adoptée. Cette méthode fonctionne bien pour les composites avec des régions de la
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microstructure graduée ont une matrice continue clairement définie et une phase particulaire
discontinue.

On suppose que la phase matricielle est renforcée par des particules sphériques d'une phase
particulaire.

L'indice "e" désigne la valeur effective d'une propriété matérielle particuliére ou, comme 'c' et
'm' désignent celle des constituants céramiques et métalliques respectivement. Le module

effectif (K) et le module de cisaillement (G) sont calculés comme indiqué ci-dessous:

K, — K, B V. (IIL.1a)
K. — K B _ B(Kc _ Km)
1+ -W3x 576,
G, — K, B A (IT1.1b)
Gc - Gm B _ (GC — Gm)
1+ (1 VC) Gm + fl
Avec
Gm (9K, + 8Gp,) (I11.2)

h =6k, 26,0

Ou V; (i=c, m) est la fraction de volume du matériau en phase. Les indices ¢ et m représentent
respectivement les parties céramique et métallique. Les fractions volumiques des phases
céramique et métallique sont liées par V. +V,=1, V; écrit comme suit:

(II1.3)
>0

2z + h\"
Vc(z)z( 2h ) o

Ou 7 est I'indice gradient qui détermine la distribution du matériau sur l'€paisseur de la plaque
et z est la distance du plan médian du nano plaque FG.

La figure II1.2 illustre la distribution de la fraction de volume de la partie céramique a travers
la direction z pour la plaque FG.

Le module effectif d’Young E et le coefficient de Poisson v peuvent étre calculés a partir des

€quations suivantes:

_ 9KG (I1L.4a)
3K+G
)= 3K — 26 (111.4b)
23K + G)

La densité effective p est calculée a partir de la régle de mélange ci dessous
P =pVe+ pmVm (IIL.5)
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Figure II1. 2: Variation de la phase céramique a travers 1’épaisseur de la plaque

I11.2.2 Equations cinématiques

Les équations classiques de la théorie de cisaillement d’ordre ¢levé (HSDT) sont

données comme suit :
ow
u(x,y,z,6) =u(x,y,6) —z—2+ f(2)0,(x, y, 1)

OWO

5, +Hf@6,6y.0

v(x;y;z;t) = UO(xry;t) —Z

W(x;y; Z, t) = WO(xly' t)

Ou ug, Vo, Wy, By, 8, sont les cinq variables de déplacements, f(z) présente la fonction de
forme qui représente la variation de la déformation et contrainte de cisaillement le long de
I’épaisseur de la plaque.

L’état de déplacement sera proposé avec seulement quatre inconnus :

ow

0+hﬂﬂj¢&wimx

) ) 't = ) )t -
u(x,y,z,t) = up(x,y,t) z2—~
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ow
v(x,y,2,t) = vo(x,y,t) — za—y" +kof (2) j o(x,y,t)dx (I1L.7b)
w(x,y,z,t) = we(lx,y,t) (IIL.7¢)
Les constantes k; et k, dépendent de la géométrie et on a aussi la fonction cosinus proposée
dont la forme est donnée comme suit:
nz
z <T[ + 2cos (T)) (1IL8)
f(2) =
2+ m)
Les équations de déformations peuvent s'écrire comme suit :
(2% Y
0x
(Ex ) o
Ey dy
L ay b = ou , dv | (I11.9.a)
% dy 0x
Xz ou  ow
\Vyz) 92 T ox
v v
\oz ' 9z J
Une écriture simplifiée aura la forme suivante :
0 b
0 b S yz | _ yz
Eyr=13& r+z ky + f(2) ky ’{sz} = g(2) { f } (111.9.b)
0 b S Xz
Vxy Vxy kxy kxy
(o (9w
g2 dx k2 dx2
v 92w I11.10
ol _ [ b _ ) _ 0 (II1.10.a)
83’ RERAKI N
Vxy dug | avo| \kp, . 9%wg
dy dx / \ axayJ
k; k19
0
s | _ k20 Yyz| _ (ki) 0 dy
y (= 5 5 yo K f 0 dux (TI1.10.b)
—_ —_ 2
35(‘,')/ klayfgdx+kzaxf9dy Xz
df (z
g(z) = j;( ) (I11.10.¢)
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L’intégrale employée dans 1’équation ci-dessus se résolve par la solution Navier et qu’on peut

donner comme ci joint

aj@d a3 af@d _p 28 f@d 2% (L1
ay] U T % axay tax) T T Gxay’ =
90
f@deB’—
dy

Pou lesquelles 4’ et B’ sont déterminés selon le type de solution considérée, dans le choix de

cas Navier.

Alors 4’ et B’ sont formulés comme suit :

! ! 1 2 2
A =_a_,B =-% ky=a? k,=p (II1.12)

I11.2.3 Equations du mouvement

Avec le principe de Hamilton, pour lequel le mouvement pour une structure élastique
dans un intervalle de temps 7/ <t<t2, est tel que I’'intégrale avec le temps pour 1’énergie

potentielle est :

0 = [ (8U, + 6U; — 6K)dt (I.13)

68U, : Variation de I’énergie déformation de la plaque

86Uy : Variation de I’énergie déformation du milieu €lastique
6K : Variation de I’énergie cinétique

68U, : Variation de I’énergie déformation de la plaque

L’énergie de déformation virtuelle peut étre calculée comme suit:

oU, = [oxbe, + 0y 0y + TyyOVuy + Ty, 0Vy, + TuzOVxz|AV (IIL.14)
Avec A est la surface de la section et N, M et S sont exprimés par les formules suivantes :
b S _ h/2 .
(Ni) Mi ) Mi ) - f—h/Z(l’ Z, f)o-idZ ) (l =X, xy) (ITI.15.a)
et
h/2
S ¢S\ —
s, yz) — J g(r o Tyz)dz (111.15.b)
—h/2
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0,6(d + zk2 + f(2)kS) +
0,6(ed + zkb + f(2)k3) +

§U, = J Txy6(yxy +zk2, + f(2)k; y) +1dV =

Tyza(g (Z)]/yz) +

- Tx26(g(2)vx2)
N,6€2 + M2SkL + MSSkS +

N, 8ep + MESkY + M3Sks + (IIL.16.a)
[ Nyy 8y, + M2, 6k%y, + M3, 6k3y +|dA
S520Vyz +
5525)@02
N, (65”") + MP ( aZ‘SW°) + M5 (k,660) +
N, (62”0) + M2 ( o 6W°) + M3 (k,06) +
| d6u, . 95V, b 828w, s 2 dA
ny(7+ 2%) + b, (—22 - 200 1 My (ky— f69dx+kzaf66dy)+
yz(kz f 69dy) +
I S3,(ky [ 56dx)
Une autre écriture simplifié¢e
65u0 65u0
N6 (B )+1vxy(a )+
a6V, a6V,
Ny (550) + My (522) +
_ b _ 626W0 b _ 625W0 b _ 626W0
oUp = f M ( dx2 ) + My ( dy? ) + Mxy( 2 axay) + dA (1I1.16.b)
2
M3 (ky66) + M5 (k,60) + M [klA’a % 4 k,B'2 5"] +
S5z (k2B' 659) + 55 (ko a‘5‘9)
Intégration par partie
ddu, dou, 0N,
6u0: jN 6( ) + j ny6 (W) = Nx6u0 - j 6uoﬁ + ny6u0 —
J 5uo a (ITL.17.a)
dov, dov, JdN,
6170: jNy6< ax ) + f ny6 <W) = Nx5v0 - j 6”0W+ ny6U0 —
ONyy (IIL.17.b)
— |6
v 3y
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s [ (

86: MS (ky66) + M5 (k,60)+M; lklA’ +k

Récapitulatif :

duy:

926w, 26w,
M3 <— P >+M5 (— 3572 + M2, | =2

m)) dxdy =
d0xdy
_ (_ OSWO) _ f (_ OSWO) oM?P Y (_ 65WO> B

- 0x ox /) 0x Y dy

B f (_ 06w0> oM} 2, (_2 65w0) B f (_2 66WO) oM2, _
dy / dy d0x 0x ay
, [ 08w aMb 62Mb
. ( — ) = (96wo) - f 08wo ——*| +
( O(Swo) ]

62
dy
) aMb
+ M2, (—2 ﬂ) - [—"y (=26w,) — f( zawo)

dx
B,6259 N
27 9xdy

b y
+ My +

aM
Y (aawo) f 06w, —

Mb
-

2266

0x0dy

(. 080\ . ( 356
+ Syz (sz E) + SXZ (klA E) =
= M$(ky60) + M3 (k;80) + by A [

[ . 850 [as0aMs,
koB My ox J ox oy

: 950
+ k,A'|SS,860 — j 66 ——| =
= Ms(k169) + MS(k259) +

a6
Xy a

066 OMy,,
dx 0dy

]+k23' 55 56 — f&e—

(II1.17.d)

660 Mxy xy-
A My, ——
Hlad' M3y 5=, 80 - 56° oy ||
080 [OMS, 92M%, ]|
’ S _
+ k,B Mxy — ay Y Y axay | +
+ sz, S;ZSH + klA, I:SJEZ(S‘H -
dN, Ny,
0x dy
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dN, N ONyy
dy d0x

6170:

92MP  92M2, 09*Mb
Swy: L2224
0x? dxdy dy?

2 S

. S
56: M) + M3 ) + 522

as;z>
AI
+ (kl 0x

0K : Variation de I’énergie cinétique _1’équation générale s’écrit comme suit

ok = | J 0| (50) (5e) + (50) (5) + (50) (G v

Eguatlon : selon ’axe u

[ o) (o — 252 + ka f (A S) (8120 2
On a (/,, Ji, Ki) sont les masses d’inertie définit comme suit :

(10111112) = f h/2(1 Z, Zz)p(Z)dZ
h/2

(Il!]ZJKZ) = f_h/z(f' Zf'fz)p(z)dz

66W0

. 0S5,
Yk, A + k,B'] + | k,B 3y

+hf (A 20

-~

I( [ 161, = Iy 01y \I
0Wo o . — _ 9o o
To)1 ! (25000 =-hT2eu |
, 00\ . ,00 .
U (k1f(Z)A a) duy =J1k:A aSqu
( f ( 66v‘v0) _ dow, )
o\ ™% d0x - Tt d0x
f ( awo>( 65v‘v0) _ dwy dow,
jp(z){ 7 ox )\ Tax % ox ox
f N A,aé ( 65W0> _ kA,6965w0
\ 1/ () 0x z dx =~k dx 0x )
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(I11.21.2)

(II1.21.b)

(I1L.22.a)
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>

( . , 066 . ,080
J 2o (k1f(Z)A g) = Jitlok1 A"~
7 2%0) ( /290) _ _y Qo 4998
Jp@) 4 [ (-252) (kuf (D)4 % = —J; 22y 4 2
, 00 , 060 ,2 00066
U (kif @A) (laf @A T7)  =KekfA? 52
Eguation2 . selonl’axe v
j , oW, Tk 5 a0 5 8w, Tk 5 Y
p(z)\ Vo — 2 9y 2f (2) dy Vg — 2 3y 2f (2) 3y
( vaS 1'70 = 107.]051-70 )
f( aWO)S. _ IaWo5.
fp(z){ z dy Vo =1y Vo »
f k B’a‘9 O = kB’aéc?'
\ 2f (2) 9y Vo =J1k; dy Uoj
( j ( 661}\/0) - Iy dow, )
Vo\—2 3y = 11V dy
J ( 6v’v0>( 66W0) _ 0wy 08wy
jp(z“ oy )\ 8y Y
f N B,aé ( aawo> N B,aé 08wy
\ 2f (2) 9y Z 3y J2k2 dy ay
( , ,050 080 )
JUO kof (2)B W = J1Vok,B W
f ) f( awo) N B,adé 0o B,ac%‘v>
Z J— [ES— — J— — [E—
p Z 3y 2f (2) 3y 2 3y 2 3y
f y B,aé N B,a59 _x sz,Zaé 066
\ 2f (2) dy 2f (2) 3y 2K2 dy ay )

Eguation 3 : selon axe w

jp(Z)W06W0 = 10W06W0
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Gl
5”0+]1k114 -~ 6U,0

SUO: 10u06u0 a a
6170: 101706170 a 6170 +]1k2 @6170
el 06w dow 0w 06w 0wy 06w
Sw,: ToWodg — Ity 2200 - 0 _ 1,1, ayo I ol 0 ax0+ , ayo ayo (I11.24.b)
/80 36w, /00 36w,
— k1A P ]Zsz' 3 dy |
1L 0856 ow, 086
69: ]1U0k1A a—+]1170k23 ay _]2 ax klA ax -
g, 1,000 ka2 26 056 T Kk2B" 26 056
%y dy ? 6y K2 dx Ox 2727 9y ay
On procede a I’intégration par parties
Premier terme
Iou06ﬂ0 == _IO [1105110 - f ﬁ05u0]
aWO . _ aWO aVVO
_Il Eé‘uo _Il [ ] )
,60 106 a6 (I11.25.a)
jlklA aSuo :]1k1A [a(guo - jaé‘uol
Second terme
101'7061.70 == _IO [1'7051}0 - j 1'7'0(5170]
1,20 55, = —1, [Be gy, — 2
h3, v = ~h [ay 61?0 ] i (I1.25.b)
a0 36 06
]1k2B @67}0 =]1k2 @6170 - f@é‘vo
Troisiéme terme
10W06W0 = 10 [W05W0 — f W05W0]
. dowy 0,
_Iluow = _11 [u06W0 j. 5W0:|
P auo dilg
- _Il [u06W0 ax 5W0 a 6W0]
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65W0 . . avo
110, =—I [U05W0 — f—5W0]

0x dy
. . avO avo
= —11 [U05W0 ay 5W0 jgé‘wo]
dwy 06w, ow, 62\/'\/0 '
I, — = - _ | =2 —
2 9x ox Zlax Owo 9x2 6Wo
o 9%, 9%,
=1, WdWO_W(SWO—I_ W(SWO
, 0w, 08wy awoa' azwoa. - (I11.25.¢)
2 oy dy 2|79y Wo 3y? Wol =
owy . 0%y, 92w,
:Iz Wé‘wo—a_yzé‘woﬁ' 6_)125W0
96 08vg Gl 926
— A — = — A l—o6wy — | — 0w, | =
]2k1 ax ax ]2k1 [ax 5W0 axz 5W0]
o6 . 8% 026
= —J2k,A a—x5W0 32 —dw, + 327 Swy
Gl 66W0 06 020
_]Zsz ay ay ]ZkZ 6y6w0_ 6—3126W0 =
06 . 226 926
= _]Zsz @6W0 ayz 6W0 ja_:yzé‘WO
Quatriéme terrn.e
060 ,
]1k1A u’O Ox _jlklA |:u066 f—SQ
= Jiku A" [t 9——59 j—ae
Y . vy .
]1sz'1'706— = J1k;B’ [1’7050 - Ja—yode] = (I11.25.d)
dvy
— J,k,B’ [voae - 0_59 f 59]
ey 2o 296 _ koat |20 56 azwﬂ 56| =
]2 1 dx Ox - ]2 1 Ox 9x2 =
|20 55— W0 s 4 [0 5
2t ox 0x2 0x2
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dw, 056 oW, . 92,
_jzsz,_—Z _]ZkZB, WSQ _j 66

dy 0dy dy?
—J,k, B [%69—%59+f66;0 ]
) 200080, ,[00 . (076
Kokf A o——— = Ky kA [a 560 — W‘%’]
= K,k24'* 6—959—6—959 faz—g(se]
0x 0x? dx?
L ,
K,k3B ’Zgz%= kB ’2[—69 %59]:
, 2[00 . 08%6 026
= K,k5B @66_W69+ 6_37269]

En regroupant les termes duy, vy, 6wy, 88 on obtient ce qui suit :

a6

Sug: — Iyii 16W0+ kA’
Up: oUo 1 Jikq 9x

0x

g 90
5170: - 10170 — 11_ +]1sz,_

ady dy
dii, 0d7, 0%, 0%w,
Swo:  IgWo— h(ax +E) 92 T ay? )~ (111.26)

,0%0 9%
— | kA 7= EY) + ok, B y?

iy, 9y , 62\)[1 9%,

dy?
+ K, | k2 A'Zazé k2 B'Zazg
2 dx2 27 Qy?

8 Uy : Variation de I’énergie déformation du milieu ¢lastique
Le milieu ¢€lastique est représenté par le modele Winkler-Pasternak pour lequel est inclus la

rigidité normale et de cisaillement pour I’appui élastique

R = K,,w + K,V*w (I1.27)

avec Iy, et K s sont les coefficients de rigidités transverse et de cisaillement pour le milieu

¢lastique respectivement.
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Avec

02 02
2 [ _ (II.28)
"= (5)* (5)

V* représente 1’opérateur Laplace dans un systéme cartésien & 2 dimensions

L’énergie de déformation virtuelle pour le milieu élastique peut étre calculée comme suit:

(111.29)

ow 05W ow 65W>] p
X
dx 0x ay dy Y

En substituent les équations (I11.24.b), (I11.29) et (II1.16.b) dans I’équation. (II1.13) et on

6Uf=J[K W6w+K(

mettant les coefficientso u,, 6v,, o w, ets 9 égal a zéro, les équations Euler Lagrange sont

obtenues comme suit:

sug: e My 1, %0 g ary, 92
Yo' Gy dy ot =175 1 hax
ON ONy, ow
S0t T2+ 5 = Iy~ 1 50+ b
5 92M? o 02M2, N 0ZMb Koo + K12 (111.30)
Wor Tax2 oxdy = dy? wWo Wo =
) dii, 07, e 020 926
:IOWO Il<ax+E)_12vW0+Jz k1 Ox 2+szW
s s ) GZMS ) 65,?2 0S5,
00: — klMx - kzM (klA + sz ) a klA Ox sz ay =
di, a7V,
=/, (klA’ 92 + sz’ )
2¢ 026
((k1A )2— + (k,B’ )2 97 >+

,621?(/ |02V,
|l G+ kB 5

I11.2.4 Modzéle d’élasticité non locale pour nano plaque FG

Selon la théorie de 1'¢lasticité non-locale d'Eringen (1972), 1'état de contraintes en un
point intérieur d'un corps est considéré comme fonction de déformations de tous les points
dans les régions voisines.

Pour les solides ¢élastiques homogéenes, les composantes de contraintes-tensions non locales et

a chaque point x dans le solide peuvent étre exprimées comme suit:
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0;;(x) = [a(lx" — x|, D)t;;(x")dQ(x") (LIL31)

ou t;;(x") les composants disponibles dans le tenseur de contrainte local au point x qui sont
associés aux composants tenseurs de déformation &;

(I11.32)
tij = Cijrin
Le concept de 1'équation (II1.31) est que la contrainte non locale a n'importe quel point est une
moyenne de pondération du contrainte local de tous les points proches, et le noyau non local
considere l'influence de la déformation au point x’ sur la contrainte au point x dans le corps
¢lastique. Le paramétre a est une longueur de caractéristique interne (par exemple, parametre
de réseau, distance granulaire, longueur de liaisons C-C). En outre, x x 'est une distance
euclidienne et 7 une valeur constante donnée comme suit:
eoa

=T

Qui présente la relation d'une longueur interne caractéristique, et une longueur externe

(111.33)

caractéristique, / (par exemple, longueur de fissure et longueur d'onde) en utilisant une
constante, ¢, dépendante de chaque matériau. Le coefficient e est évalué¢ expérimentalement

en comparant les courbes de diffusion des ondes planes avec celles de la dynamique
atomique. Dans le mod¢le d'¢lasticité non local, les points subissent un mouvement de
translation comme dans le cas classique, mais la contrainte a un point dépend des états de
contraintes dans une région proche de ce point. En ce qui concerne l'interprétation physique,
le mod¢le non local introduit des interactions a longue distance entre les points dans un
modele de milieu continu. De telles interactions a longue distance se produisent entre des
atomes chargés ou des molécules dans un solide. Eringen [1972, 1983] a déterminé
numériquement la forme fonctionnelle du noyau. Par une sélection appropriée de la fonction
du noyau, Eringen a montré que I'€quation constitutive non locale donnée en forme intégrale
(voir 1'¢quation (I11.31)) peut Etre représentée sous une forme différenticlle équivalente

comme Suit:

(1 — (eqa)V?) oy = tyy (I11.34)

V? est l'opérateur Laplacien. Par conséquent, la longueur de 1'échelle (e a) considere les

effets de la petite taille sur le comportement des nanostructures. Ainsi, les relations

constitutives de la théorie non locale pour une nano plate FG peuvent étre écrites comme suit:
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(0x) [Ci1 Ciz 0 0 0 7(&)
gy C., C,, 0 O 0 &y (IIL.35)
(1- #V2)< Ixyp =10 0 Cg6 0 0 | Vxy;
Tyz 0 0 0 C55 0 Vyz
\Txz ) L 0 0 0 0 Cya- \Vxz/

Pour lequel 4 = (eo a)2 et les coefficients de rigidités C;; sont exprimés comme suit :

c c E(z) _ VE(2) C el = E(z) (IIL36)
Intégrer I'équation. (II1.35) sur la section transversale de la plate donne la contrainte - force et
la contrainte- moment des plaques FG non linéaires raffinées comme suit:
N ) (&)
fo ) [Au Az O By B, 0 B B 0 p
| |Ae An 0 Bu B 0 B B, 0%
Xy 0 O A66 0 0 B66 O O Bg6 yxy
sz Bll BlZ 0 D11 D12 0 Dfl DfZ 0 k;\lg (11137)
(1—-uv®){ My =By, By 0 Dy Dy O Df, D3 0 |{kb;
MJIC)y O O B66 0 0 D66 O O Dg6 k}?y
M; BY, By, 0 Diy Dy, O Hj Hi, O kS
X
M By, B3 0 Di, D3y 0 Hi, Hp 0 kS
y
S 5 0 1{re
(1- /NZ){ xz} = [ >5 ] { 111.38
S;Z 0 451:4 y_’)(/)Z ( )
Avec les rigidités en section transversale sont définies comme suit:
(Aij'Bijr Dij! BLS],DLS},HLS}) ==
h/2 (I11.39.2)
= J Cij(1,2,2% f(2),2f (2), f?(2))dz, (i,j = 1,2,6)
—h/2
h/2
— 2 N
Ay = j Cjlg@D)dz, (0,j =45) (I11.39.b)
—h/2

Les équations non-locales du mouvement des nano plaques FG en termes de déplacement
peuvent étre obtenues en remplagant les équations (I11.37), (II1.38) par les équations (I11.30)

comme Suit:
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6 uo 6 uo 6 vo 63 6 W()

+ (A12 + Ase) 55> — Bi1 Ixdy?

/ B’ a6
(B66(k1A + k,B ))@ + (B ky + Blzkz) o = (1 — uV?)|[lyiiy — Iydy o + (11.40.2)
J1A'k1d,4 6]

A11 + A66

0%v, 0%v, 2u, 23w,
Ay —— 3y? A66F+ (A2 +A66)—_ 227553
93w 3

0
— (By, + 2366) + (BSs (kA" + kB ')) ay (I11.40.b)

+ (B32k, + sz’ﬁ)@ =(1—uv )[10170 —Ld,wo + 1B k2d29]

63 3 3U a3v0
By —— 523 =+ (Byy + 2Beg) —— Y 6y2 + (B2 + 2866) X20y + By o

94w, w 0*w
— D1y —— 52 —2(Dqp + 2D66) - :
026 , 9%
+ (Dislkl + Digzkz) W + 2(Dg6(k1A + sz ))_axzayz +
2

040
+ (Dizk, + Dzszkz)a_yz + (1 = uV?)(—=K,wo + K VPwy) =

(I11.40.c)

=(1- MVZ)[(QWO + 11(d1_7:lo + d, ) — I (dy1Wo + dapWy) +
+ Jo(kyA'd110 + k,B'd;,0)]

auO 6 Ug

— (Bss (k1A' + kaB)) 5 —% 5

a3 0 K

k,B' )) zvo (B12k1 + Bzzkz) R — (D71ky + D12k2) WO
x40y

2(Dgs k1 A" + k2B")) 5=

—(Bi1ky + Bizky) =0 — (B (ki A" +

62W0

+ (D12k1 + Dzzkz) - Hf1k%9 -

aWO
262

H22k29 — 2H{,k.k,0 ((k1A' + k2B )2H66) dx Zay T (I11.40.d)

'\ 026
24 (kB2 0+ 35k A2 38 = (1 = uVP) [~y Gy Ay +
k,B'd, 1) ‘!j]z (k1A'dy W + sz da,Wo) — Kz((k1A )2d1416 +
(sz’)deZB)]
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III.3 Procédures des solutions

Sur la base de la technique Navier, une solution analytique des équations de
mouvement pour 1’étude de la vibration libre pour les nano plaque FG est présentée.

Les variables de déplacement a adopter ont la forme ci-dessous :

Uo (U,.,e“tcos(ax)sin(By))
Vg - w | Vmme™tsin(ax)cos(By) (1141
= Zm:lZn:l LWt - . ’
Wy Wne'“tsin(ax)sin(By)
o \X,,,e“tsin(ax)sin(By)
a=mn/a et [ =nn/b (I11.42)
substituons 1’équation (I11.41) dans I’équation(I11.40), on obtient
S11 S12 S13 S1a mqq 0 my3 My Unn 0
S12 S22 S23 Saa| 12 0 my myz My, Vinn ([ _ ) 0 (I11.43)
S13 S23 S33 S3a Mmqy3 Mpz Mgz May Winn 0
S1a S2a S3a Sas My Myy Mgy Myy Xmn 0
Avec
S11 = —(A110% + AgeB?), S12 = —aP(A1n + Ags), Si3 = a(Ba” +
By,B% 4 2Bgs8?),
Sia = a(kyBf; + k,BY, — (ki A’ + k,B)BésB?),
Saz = —(Age@® + A328%),  Sy3 = B(ByaB* + Byya® + 2Bgga?),
Sza = B(kyB3, + kyBf, — (k;A" + k,B")Bgga®)
S33 = —(Dy1a* + 2(Dyy + 2Dgg)a®B? + Dy ) + A(Kw + K (a® + 32))
S34 = —k1(Diya® + Di, % — 2A'Désa”B?) —
— k,(D3,B% + Dfya® — 2B'Désa®B?)
Sas = kf(—H{; — A?HZea®f? — A AZsa?®) + k3(—H3, — B'*Hgea? B —
12 45 2 s IS 2 P2 (I11.44)
B'“A348%) — k1k,(2HT, + 2A'B H£6“ B*)
]
myy — Iy, myz=al; ,myy = %: My, = —ly, Mmy3 = P,
Ik
Mmyy = %,m% = —Iy — 12(a2 + “2), M3y = —Jo(ky + ky), myy =
=Ky (kfB? + k3a?)

a2 B2
A=1+u(a?+p?)

Ou sont les opérateurs différentiels suivants :
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02 03 0+
dij = %%’ dij = d;j

(111.45)

0x;0x;0x; - 0x;0x;0x,0xp,’

d
=—,(G,j,Lm=12
d; axi’(l’]’l’m ,2)

I11.4 Conclusion

La formulation théorique a été établie par le calcul des propriétés efficaces du nano
plaque FG tel le module effectif (K) et le module de cisaillement (G) selon la technique
d'homogénéisation de Mori-Tanaka .La théorie classique de déformation par cisaillement
(HSDT) d'ordre supérieur a permis d’obtenir le champ de déformations. L’¢état de
déplacement sera propos¢ avec seulement quatre inconnus En mettant en ceuvre le principe de
Hamilton, les équations non-locales de mouvement sont obtenues et elles sont résolues par la
méthode Navier. Selon la théorie de 1'¢lasticité non-locale d'Eringen, 1'état de contraintes sera
déterminé.

Et en fin, une solution analytique des ¢quations de mouvement pour une libre vibration

pour les nano plaque FG est présentée.
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IV.1 Introduction

Dans ce chapitre, plusieurs résultats numériques et illustratifs sont présentés pour
¢tudier la réponse de vibration libre dépendante de la taille des nano plaques intégrées FG
modélisées sur la base d'une nouvelle théorie de la déformation du cisaillement a quatre
variables. Les propriétés du matériau de la nano plate FG varient dans le sens de I'épaisseur
selon la technique dhomogénéisation Mori-Tanaka.

La surface supérieure de la plaque est en céramique (Si3N4), et la surface inférieure est riche

en métal (SUS304)

Masse volumique De 2370 kg/m3
céramique

Module d’Young E. 348.43¢’ N/m®

Masse volumique Pm 8166 kg/m’
métallique

Module d’Young E, 201.04¢’ N/m?

Tableau IV. 1:Données choisies pour 1’étude

Le coefficient de Poisson v est supposé€ constant selon I’épaisseur de la plaque est vaut 0.3.

- o o  Kyat _ K.a? _ Eph3 (IV.1)
w_a)h ’GC, (l)—(l)h Em’ kw—_Dm ) ks_ Dm, Dm_12(1—v2)

fréquence naturelle avec nonlocale théorie wy;,

Rapport fréguence = ~ — =
pport fréq fréquence naturelle avec locale théorie wy,

IV.2 Etude paramétrique

Dans cette section, afin d’étudier les effets des différents paramétres de la plaque et du
chargement thermique sur la réponse de la plaque en terme de température critique, divers

résultats sont présentés sur les figures IV-1 a IV-9.

a) Effets des parameétres de fondation €lastiques sur le comportement de vibration du
nano plaque FG: Figures. IV 1 et IV .2 présentent des variations du rapport de
fréquence par rapport aux constantes Winkler et Pasternak, respectivement avec

ah=10etn=>5
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Figure IV. 1: Effet du parametre de module Winkler sur le rapport de fréquence de la nano
plaque FG carrée pour différents parametres non locale (k,=0, a/h=10, n=5)

De la Figure. IV. 1, on observe qu'il existe une influence significative du parameétre non local
sur la réponse aux vibrations des nano plates FG soutenues par des fondations €lastiques. Les
rapports de fréquence fondamentaux, y compris le modele non local, sont toujours plus petits
que le modele local (n = 0). Cela implique que l'utilisation de la théorie locale pour analyse
sur les nano plates FG entrainerait une prédiction excessive de la fréquence. En outre, en
augmentant les valeurs de parameétre non local (p), les fréquences calculées par la théorie non
locale deviennent plus petites par rapport a la théorie locale. En outre, on observe que
l'augmentation du coefficient de module Winkler entraine une augmentation du rapport de
fréquence. Cette tendance croissante est li¢e a la rigidité de la base €lastique. Avec des valeurs
importantes du coefficient de Winkler, le taux d'augmentation de valeur de fréquence
diminue. Cela implique que l'influence non locale sur la réponse aux vibrations des nano
plates FG perd son importance a mesure que les valeurs du coefficient de Winkler
augmentent. Ainsi, bien que l'influence non locale rende les nano plates plus souples, la base
¢lastique externe "empéche" les nano plates et I'oblige a étre plus rigide. Par conséquent, on
peut conclure que 1'influence non locale devient plus significative dans le cas de plaques sans

fondation ¢lastique.
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Figure IV. 2: Effet du parameétre de module Pasternak sur le rapport de fréquence de la nano
plaque FG carrée pour différents parametres non locale (k,,=100, a/h=10, n=5)

La variation du rapport de fréquence pour le premier mode avec module de cisaillement est
présentée dans la Figure. IV. 2. Le rapport de fréquence augmente avec I'augmentation du
coefficient de module de cisaillement. Cependant, les rapports de fréquence, y compris le
modele non local, sont toujours plus petits que le modele local. Avec des valeurs de parameétre
non local (n) plus élevées, les fréquences sont moins comparables. Contrairement a la
variation du rapport de fréquence avec le coefficient de Winkler, qui n'est pas linéaire, la
variation du rapport de fréquence en fonction du coefficient de cisaillement de Pasternak ()

est de nature linéaire.

b) Effet du parametre non local sur la fréquence sans dimension des plaques FG carrées
non locales avec et sans fondation ¢élastique est tracé sur la Figure. IV. 3.

L'effet d'un parametre non local sur la fréquence non dimensionnelle des plaques FG carrées
non locales avec et sans fondation ¢élastique est tracé dans la Figure. IV. 3.0n constate que la
fréquence non dimensionnelle de la nano plate FG diminue en raison du fait que la présence

de non-localité rend la structure de la plate plus souple. Par conséquent, le modele de plate

non locale fournit des résultats de fréquence inférieurs par rapport au modele de plaque locale.
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Figure IV. 3: Effet du parametre non local sur la fréquence de la nano-plaque carrée FG avec
et sans fondation ¢lastique (a/h=10, n=5)

c) La variation de la fréquence non locale avec le coefficient de module Winkler est
tracée dans la figure. IV. 4 et avec le module Pasternak a la figure IV.5.
d) La variation de la fréquence non locale avec le module Winkler est présentée a la
figure. IV. 4 pour différentes valeurs a/h.
On constate qu'avec 'augmentation du module Winkler, la fréquence non locale augmente de
maniere linéaire. En outre, on observe que la variation de la fréquence non locale de la plaque
a 1'échelle nanométrique est significativement affectée par le rapport entre cotés et épaisseurs.
Pour une plaque mince (a’/h = 100), I'influence du parameétre non local sur la fréquence est
inférieure a la plaque épaisse (a/h= 10).
Par conséquent, le rapport entre épaisseur de la plaque a 1'échelle nanométrique joue un role
considérable dans l'examen de la réponse vibratoire libre des plaques a l'échelle nanométrique

reposant sur une fondation €lastique.
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Figure IV. 4: Effet du parametre de module Winkler sur la fréquence non locale de la nano-
plaque carrée FG pour différents rapports a/h (k;=0, u=2, n=5)

La figure IV.5 présente la variation de la fréquence non locale par rapport au module
Pasternak avec différentes valeurs de a / h. La considération de la fondation Pasternak donne
des valeurs supérieures de fréquence a ceux de la fondation Winkler. La fréquence non locale
augmente avec l'augmentation du parametre de module Pasternak. La variation se révele étre
de nature non linéaire. Cependant, on constate que la variation de la fréquence non locale est
plus affectée par des valeurs de rapport latéralement inférieures a 1'épaisseur (a / h = 10),

comme le montre la figure. IV. 5.
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Figure IV. 5 : Effet du parameétre de module Pasternak sur la fréquence non locale de la nano-
plaque carrée FG pour différents rapports a/h (k,,=0, u=2, n=5)

e) la variation de la fréquence non locale par rapport aux rapports a/ b avec et sans la

présence de fondations ¢lastiques dans la figure IV.6.

0.035

—kw=0,ks=0
0.030

——kw=100,ks=0
0.025 +

——kw=0,ks=10
0.020 T ——kw=100,ks=10

W
0.015 +
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0.005

0.000 : : : : ' : - - -
0.5 1 1.5 a/b 2 2.5 3

Figure IV. 6: Effet du rapport a/b sur la fréquence non locale du nano-plaque carrée FG pour
différentes valeurs des parameétres de fondation (a/h =10, u=2, n=5)
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La figure IV.6 montre la variation de la fréquence non locale par rapport aux rapports a/b
avec et sans les fondations €lastiques. On peut voir a partir de cette figure que I'augmentation
du rapport a / b réduit la valeur de la fréquence non locale.

En outre, on constate que la présence de fondations élastiques augmente la fréquence non

locale et rend la plaque plus rigide.

f) Effet du parametre de module Winkler et Pasternak sur la fréquence non locale de la

nano-plaque carrée FG pour les trois premiers modes Fig. IV.7 et IV.8.

0.030

0.028

0.026

mode 1
mode 2

0.024 mode 3

0.022 +

0.020 +

0.018

0.016 +

0.014

0.012 +

0.010

0.008

0 100 200 300 400
parametre Winkler k,,

Figure IV. 7: Effet du parameétre de module Winkler sur la fréquence non locale de la nano-
plaque carrée FG pour les trois premiers modes (a/h =10, ks=0, u=2, n=5)
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Figure IV. 8: Effet du paramétre de module Pasternak sur la fréquence non locale de la nano-
plaque carrée FG pour les trois premiers modes (a/h =10, kw=0, u=2, n=5)

Dans la figure IV.7, la variation du parametre de module non-local par rapport au
module Winkler est présentée pour différents modes vibratoires. On constate que la fréquence
non locale augmente linéairement avec l'augmentation du parametre Winkler et que les
fréquences calculées deviennent plus importantes pour les modes vibratoires.

La figure IV.8 montre la variation de la fréquence non locale par rapport au module de
Pasternak pour différents modes vibratoires. On peut voir que la fréquence non locale
augmente de manieére non linéaire avec l'augmentation du paramétre Pasternak. Encore une
fois, les fréquences non locales se révelent plus considérables pour les modes vibratoires.
g) Effet du gradient (n) et du parameétre non local p sur une fréquence non
dimensionnelle pour nano-plaque carrée FG (a) premier mode; (b) deuxiéme mode; (c)

troisiéme mode. figure IV.9
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Figure IV. 9: Effet du gradient (n) et du paramétre non local (p) sur la fréquence non
dimensionnelle pour nano-plaque FG carrée simplement appuyée avec (a/h= 10, ks=k,~100):
(a) premier mode; (b) deuxiéme mode; (c) troisiéme mode

La figure IV.9 illustre I'influence de l'indice de gradient () sur la fréquence non-locale
non dimensionnelle des trois premiers modes de nano-plate carré FG pour diverses valeurs du
parametre non local. On peut observer que la fréquence non dimensionnelle diminue avec
I'augmentation de l'indice de gradient. Ceci est dii au fait qu'une augmentation de 1'indice de
gradient entraine une diminution de la rigidité de la nano-plate FG. Il y a une variation

abrupte des réponses lorsque 1'indice de gradient passe de 0 a 2.

IV.3 Etude comparative

Afin de démontrer la validité de la présente méthode, quelques comparaisons des
résultats issus du présent modeles avec ceux de la littérature sont réalisées.
Dans le premier exemple, on considére simplement des nano plaques homogeénes compatibles
avec différentes valeurs de parameétre non local, I'épaisseur de la plaque et le rapport
d'épaisseur de la plaque. Les résultats donnés dans le tableau IV.1 sont comparés a ceux

fournis par Belkorissat et al. (2015), Bounouara et al (2016) et Aghababaei et Reddy (2009).
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On constate que les résultats numériques actuels sont en trés bon accord avec les résultats

disponibles dans les références citées.

ab | alh u | Présent| Réf® | Ref® | TSDT® | FSDT@ | CPT®
0 | 0.0930 | 0.0930 |0.0930| 0.0935 | 0.0930 | 0.0963

1 0.0850 | 0.0850 |0.0850| 0.0854 | 0.0850 | 0.0880

0 2 | 0.0788 | 0.0787 |0.0787| 0.0791 | 0.0788 | 0.0716

3 0.0737 | 0.0737 |0.0737| 0.0741 | 0.0737 | 0.0763

4 10.0696 | 0.0695 |0.0695| 0.0699 | 0.0696 | 0.0720

| 5 0.0660 | 0.0659 |0.0659| 0.0663 | 0.0660 | 0.0683
0 | 0.0239| 0.0238 |0.0238| 0.0239 | 0.0239 | 0.0241

1 0.0218 | 0.0218 |0.0218| 0.0218 | 0.0218 | 0.0220

" 2 ]0.0202 | 0.0202 |0.0202| 0.0202 | 0.0202 | 0.0204

3 0.0189 | 0.0189 |0.0189| 0.0189 | 0.0189 | 0.0191

4 10.0178 | 0.0178 |0.0178| 0.0179 | 0.0178 | 0.0180

5 0.0169 | 0.0169 |0.0169| 0.0170 | 0.0169 | 0.0171

0 | 0.0588| 0.0588 |0.0588| 0.0591 | 0.0589 | 0.0602

1 0.0556 | 0.0555 |0.0555| 0.0557 | 0.0556 | 0.0568

0 21 0.0527 | 0.0527 |0.0527| 0.0529 | 0.0527 | 0.0539

3 0.0503 | 0.0503 |0.0503| 0.0505 | 0.0503 | 0.0514

4 1 0.0482 | 0.0481 |0.0481| 0.0483 | 0.0482 | 0.0493

) 5 0.0463 | 0.0463 |0.0463| 0.0464 | 0.0463 | 0.0473
0 | 0.0150 | 0.0149 |0.0149| 0.0150 | 0.0150 | 0.0150

1 0.0141 | 0.0141 |0.0141| 0.0141 | 0.0141 | 0.0142

" 2 | 0.0134] 0.0134 |0.0134| 0.0134 | 0.0134 | 0.0135

3 0.0128 | 0.0127 |0.0127| 0.0128 | 0.0128 | 0.0129

4 10.0122| 0.0122 |0.0122| 0.0123 | 0.0123 | 0.0123

5 0.0118 | 0.0117 |0.0117| 0.0118 | 0.0118 | 0.0118

Tableau IV. 2: Comparaison de la fréquence fondamentale w=whVp/G) du nano plaque FG

@ Bounouara & al(2016)
® Belkorissat & all (2015)

©) Aghababaei & Reddy (2009)
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Dans le deuxiéme exemple, les nano plaques FG (n = 5) avec différentes valeurs de
parameétre non local, rapport de géométrie (a / b) et rapport c6té / épaisseur (a / h) sont
étudiées. Les fréquences naturelles calculées a 1'aide de la théorie de déformation
trigonométrique non linéaire actuelle sont comparées a celles de Belkorissat et al. (2015) dans

le tableau IV.3. Encore une fois, un trés bon accord est trouvé entre les résultats.

Mode 1 Mode 2 Mode 3
a/b a’h U

Réf@ | Présent | RéfF®@ | Présent | RéEf® | Présent
0 0.0432 | 0.0437 [0.1029| 0.1041 0.1915 0.1940
10 1 0.0395 | 0.0399 |0.0842| 0.0852 0.1358 0.1376
2 0.0366 | 0.0370 [0.0730| 0.0738 0.1110 0.1125
i 4 0.0323 | 0.0327 |0.0596 | 0.0604 0.0861 0.0872
0 0.0111 | 0.0112 [0.0274| 0.0277 0.0536 0.0542
20 1 0.0101 | 0.0103 [0.0224| 0.0227 0.0380 0.0385
2 0.0094 | 0.0095 |0.0194| 0.0197 0.0310 0.0314
4 0.0083 | 0.0084 |0.0158| 0.0161 0.0241 0.0244
0 0.1029 | 0.1041 |0.1574| 0.159%4 0.2397 0.2431
10 1 0.0842 | 0.0852 |0.1177| 0.1192 0.1587 0.1609
2 0.0730 | 0.0738 |0.0980| 0.0993 0.1269 0.1287
5 4 0.0596 | 0.0604 |0.0772| 0.0782 0.0968 0.0982
0 0.0274 | 0.0277 |0.0432| 0.0437 0.0688 0.0696
20 1 0.0224 | 0.0227 |0.0323| 0.0327 0.0455 0.0461
2 0.0194 | 0.0197 |0.0269| 0.0272 0.0364 0.0368
4 0.0158 | 0.0161 |0.0212| 0.0215 0.0277 0.0281

Tableau IV. 3: Comparaison de la fréquence naturelle du nano plaque FG (a=10, n=5)

@ Belkorissat & all (2015)

La fréquence fondamentale non dimensionnelle des nano plaques carrées FG est fournie dans
le tableau IV .4 pour différentes valeurs du parametre non local, de I'épaisseur de la plaque, de
l'indice de gradient (n) et des parameétres de fondations (kw, ks).

On constate que la fréquence fondamentale sans dimension augmente lorsque les parameétres
de fondation augmentent. Par rapport a l'effet du paramétre Winkler, on peut observer que les
réponses aux vibrations des nano plaques FG sont plus affectées par le parametre de fondation
Pasternak que le parametre Winkler. On remarque également qu'avec l'introduction de
fondations ¢élastiques, la plaque devient plus rigide, tandis que le paramétre non local rend la

plate plus souple. En outre, on constate que 'augmentation de 1'indice de gradient (n) entraine
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une réduction de la fréquence. Ceci est di au fait que I'indice de gradient donne une

diminution de la rigidité de la nano plaque FG.

Indice gradient (n)

kw ks a’h u 0 2
Réf® | Présent | REF® | Présent Réf@ | Présent
0 0.1409 | 0.1410 | 0.0717 0.0733 0.0655 | 0.0663
1 0.1288 | 0.1289 | 0.0655 0.0670 0.0599 | 0.0606
10 2 0.1193 | 0.1194 | 0.0607 0.0621 0.0555 | 0.0561
3 0.1117 | 0.1117 | 0.0568 0.0581 0.0519 | 0.0525
0 0 4 0.1053 | 0.1054 | 0.0536 0.0548 0.0490 | 0.0496
0 0.0361 | 0.0362 | 0.0184 0.0188 0.0168 | 0.0170
1 0.0330 | 0.0331 | 0.0168 0.0172 0.0153 | 0.0156
20 2 0.0306 | 0.0307 | 0.0156 0.0159 0.0142 | 0.0144
3 0.0286 | 0.0287 | 0.0146 0.0149 0.0133 | 0.0135
4 0.0270 | 0.0270 | 0.0137 0.0141 0.0125 | 0.0127
0 0.1793 | 0.1793 | 0.0980 0.1002 0.0908 | 0.0919
1 0.1699 | 0.1699 | 0.0936 0.0957 0.0868 | 0.0878
10 2 0.1628 | 0.1629 | 0.0903 0.0923 0.0839 | 0.0848
3 0.1573 | 0.1574 | 0.0877 0.0897 0.0815 | 0.0825
0 20 4 0.1529 | 0.1529 | 0.0856 0.0876 0.0797 | 0.0806
0 0.0456 | 0.0456 | 0.0249 0.0255 0.0231 | 0.0234
1 0.0432 | 0.0432 | 0.0237 0.0243 0.0220 | 0.0223
20 2 0.0413 | 0.414 | 0.0229 0.0234 0.0212 | 0.0215
3 0.0399 | 0.0400 | 0.0222 0.0228 0.0206 | 0.0209
4 0.0388 | 0.0388 | 0.0217 0.0222 0.0202 | 0.0204
0 0.1516 | 0.1516 | 0.0792 0.0810 0.0728 | 0.0736
1 0.1403 | 0.1404 | 0.0736 0.0753 0.0677 | 0.0685
10 2 0.1317 | 0.1318 | 0.0694 0.0710 0.0639 | 0.0646
3 0.1248 | 0.1249 | 0.0660 0.0675 0.0608 | 0.0615
100 0 4 0.1192 | 0.1192 | 0.0633 0.0647 0.0583 | 0.0590
0 0.0387 | 0.0388 | 0.0202 0.0207 0.0186 | 0.0188
1 0.0358 | 0.0359 | 0.0188 0.0193 0.0173 | 0.0175
20 2 0.0336 | 0.0336 | 0.0177 0.0181 0.0163 | 0.0165
3 0.0319 | 0.0319 | 0.0168 0.0172 0.0155 | 0.0157
4 0.0304 | 0.0305 | 0.0161 0.0165 0.0148 | 0.0151
0 0.1877 | 0.1878 | 0.1036 0.1059 0.0962 | 0.0973
1 0.1788 | 0.1789 | 0.0994 0.1017 0.0924 | 0.0935
10 2 0.1721 | 0.1722 | 0.0963 0.0985 0.0896 | 0.0907
3 0.1669 | 0.1670 | 0.0939 0.0960 0.0875 | 0.0885
100 20 4 0.1627 | 0.1628 | 0.0920 0.0941 0.0858 | 0.0867
0 0.0477 | 0.0477 | 0.0263 0.0269 0.0244 | 0.0247
1 0.0454 | 0.0454 | 0.0252 0.0258 0.0234 | 0.0237
20 2 0.0436 | 0.0437 | 0.0244 0.0250 0.0227 | 0.0230
3 0.0423 | 0.0423 | 0.0238 0.0243 0.0221 | 0.0224
4 0.0412 | 0.0412 | 0.0233 0.0238 0.0217 | 0.0220

Tableau IV. 4: Comparaison de la fréquence non dimensionnelle & du nano plaque FG

@ Bounouara & al(2016)
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IV.4 Conclusion

L’¢étude du comportement a la vibration des nano plaques FG reposant sur une base
¢lastique a deux parametres est étudiée dans le cadre d'une nouvelle théorie de plaque de
déformation trigonométrique non-locale. Il est indiqué que les réponses a la vibration des
nano plaques FG sont affectées par divers parametres tels que les constantes de fondation
¢lastiques, les paramétres non locaux, l'indice du gradient, et le rapport entre épaisseur-
longueur. On constate que la présence de non-localité¢ diminue la rigidité de la plaque et réduit
la fréquence des nano plaques FG. Contrairement au parameétre non local, les parametres de
fondation ¢lastique de Winkler et Pasternak améliorent la structure de la plaque et augmentent

les fréquences.
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Conclusion générale

Dans ce travail, le comportement a la vibration des nano plaques FG reposant sur une
fondation ¢lastique a deux parameétres est étudié en utilisant une nouvelle théorie de plaque de
déformation trigonométrique non-locale. Les propriétés mécaniques des nano plaques FG
varient progressivement selon le modele de Mori-Tanaka. Le principe de Hamilton et les
relations constitutives non locales d'Eringen, ainsi que les équations différentielles non-
locales de mouvement sont obtenues. Ensuite, ces €quations sont résolues en utilisant la
méthode analytique de Navier.

Enfin, il est indiqué que la vibration libre des nano plaques FG est affectée par divers
parametres tels que les constantes de fondation élastiques, les parameétres non locaux, l'indice
de gradient, les rapports entre épaisseurs et longueur. On constate que la présence de non-
localit¢ diminue la rigidit¢ de la plaque et réduit la fréquence des nano plaques FG.
Contrairement au parametre non local, les parametres de fondation élastique de Winkler et
Pasternak améliorent la structure de la plaque et augmentent les fréquences.

Toutes les études comparatives effectuées dans notre étude ont montrées que les
résultats obtenus pour I’analyse de la vibration libre d’une plaque a gradient de propriétés
(FGM) simplement appuyé€es sont presque identiques a ceux obtenus avec d'autres théories
de déformation de cisaillement.

Les conclusions suivantes ont été observées a partir des résultats typiques obtenus
pour les différents indices de gradient n, le rapport de géométrie, le rapport d'épaisseur, les
parametres de rigidité de la fondation, et du paramétre non local u.

e La présence de non-localité diminue la rigidité de la plate et réduit la fréquence
des nano plaques FG;

e les parametres de fondation ¢lastique de Winkler et Pasternak (4, k)
améliorent la structure de la plaque et augmentent les fréquences;

e La fréquence naturelle diminue avec I'augmentation de rapport de géométrie et
le rapport d’épaisseur ;

e Le parametre de cisaillement (Pasternak) a plus d'effet sur la fréquence
fondamentale que le paramétre Winkler.

e La fréquence non dimensionnelle diminue avec 1'augmentation de l'indice de
gradient. Ceci est dii au fait qu'une augmentation de 1'indice de gradient

entraine une diminution de la rigidité¢ de la nano-plaque
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En perspective a ce travail, nous envisageons d’appliquer la présente théorie de
forme sinusoidale a quatre variables pour le calcul de différentes formes de structures en
matériaux a gradient de propriétés sous la combinaison des différents types de chargement et

des conditions aux limites en tenant compte des effets de la température. .
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