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Résumé

L’objectif de cette thése est d’étudier le comportement des solutions de certains sys-
temes hyperboliques ot la dissipation est introduite par la présence d'un terme ther-
moélastique ou viscoélastique. Nous avons commencé par un systéme thermoélastique
de Timoshenko avec deuxiéme son en présence d’un terme mémoire infinie. En utili-
sant la méthode des multiplicateurs, on a montré un résultat de décroissance dans le
cas ou la fonction de relaxation décroit exponentiellement ou polynomialement ou d’une
maniére plus générale. Dans second probléme, on a étudié l'existence, I'unicité et la
stabilité asymptotique d’un systéme linéaire unidimensionnel de la thermoélasticité de
Timoshenko, ot la conduction thermique est donnée par la loi de Cattaneo, et le couplage
se fait par ’équation de déplacement. On a montré que le systéme est exponentiellement
stable si et seulement si le numéro de stabilité y est nul. Par ailleurs, lorsque y # 0, on
a montré la stabilité polynomiale.

En fin, on a étudié D'existence, I'unicité et la stabilité asymptotique d’un systéme
unidimensionnel de Bresse, ot la conduction thermique est donnée par la loi de Cattaneo
agissant sur I’équation concernant la rotation angulaire. On a établi ’existence et 'unicité
des solutions du systeme et on a prouvé que le systéme est exponentiellement stable en
fonction de certains parametres du systéme. En outre, on a montré que, en général, le
systéme n’est pas exponentiellement stable.

Mots Clés : Systéme thermoélastique avec deuxiéme son, systéme de Timoshenko,
systeme de Bress, décroissance exponentielle, décroissance polynomiale, décroissance gé-
nérale, mémoire infinie, loi de Cattaneo.

Abstract

The aim of this thesis is to study the long time behavior of solutions of certain
hyperbolic systems where the dissipation is induced by the presence of a thermoelastic
or viscoelastic term. We start with a system of Timoshenko-thermoelasticity with second
sound in the presence of an infinite history term. We prove, using the multiplier method, a

general decay result from which the exponential and polynomial decay estimates are only
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special cases. In the second problem, we study the well-posedness and the asymptotic
stability of a one-dimensional linear thermoelastic Timoshenko system, where the heat
conduction is given by Cattaneo’s law and the coupling is via the displacement equation.
We prove that the system is exponentially stable provided the stability number y is null.
Otherwise, we show that the system lacks exponential stability. Furthermore, in the latter
case, we show that the solution decays polynomially.

Finally, we study the well-posedness and the asymptotic stability of a one-dimensional
Bresse system, where the heat conduction is given by Cattaneo’s law effective in the shear
angle displacements. We establish the well-posedness of the system and prove that the
system is exponentially stable depending on some parameters of the system. Furthermore,
we show that in general, the system is not exponential stable. In this regards, we prove
that the solution decays polynomially.

Keywords : Thermoelasticity with second sound, Timoshenko system, Bress sys-

tem,exponential decay, polynomial decay, general decay, infinite history, Cattaneo’s law.
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INTRODUCTION

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback), elle
consiste donc & garantir la décroissance de ’énergie des solutions vers 0 de facon plus ou
moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le probléme de stabilisation auquel on s’intéresse revient & déter-
miner le comportement asymptotique de I’énergie que l'on note FE (t) (c’est la norme
des solutions dans 'espace d’état), a étudier sa limite afin de déterminer si cette limite
est nulle ou pas, et si cette limite est nulle, & donner une estimation sur sa vitesse de
décroissance vers zéro.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que 1’on peut étudier. Le premier degré consiste

a analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro, i.e.
E(t) — 0, lorsque t — +00.

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance la plus rapide de ’énergie, c¢’est-a-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle, i.e.
E(t)<Ce™™ Vt>0,

ou C' et § sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Quant au troisiéme, on étudie des situations intermeédiaires dans lesquelles la décrois-

sance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial, par exemple,
E() <Ct™®, Vt>0,

ou C' et « sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Au cours des derniéres décennies, beaucoup de travaux sur l'existence locale, 'exis-

tence globale, et le comportement asymptotique des solutions & quelques problémes de



conditions initiales et au bord aussi bien qu’a des problémes de Cauchy dans la thermoé-
lasticité unidimensionnelle et multidimensionnelle ont été effectués.

A cet égard, l'objectif de cette thése est d’étudier le comportement des solutions
de certains systémes hyperboliques ot la dissipation est introduite par la présence d’un
terme thermoélastique ou viscoélastique. A ce sujet, plusieurs résultats concernant la
décroissance des solutions en thermoélasticité non classique ont été prouvés. Dans cette
étude, on généralise et on améliore divers résultats antérieurs.

Description et objectif de la thése

Dans la suite, on donnera une bréve analyse du contenu de la thése qui est divisiée
en deux parties, et chaque partie est divisée en trois chapitres.

La premiére partie consiste en un support théorique de I'étude, s’intitule "le cadre
conceptuel et théorique de la thése", on trouvera dans cette parties les différents concepts
clés sur lesquels notre étude sera fondée. Cette partie comporte deux chapitres, le pre-
miere chapitre présente un bref résumé de la théorie de la thermoélasticité classique et
non classique ot nous allons introduire les cadres physiques utilisés dans cette thése, et
nous allons aussi exposer le formalisme mathématique de la théorie de la themoélasti-
cité. Cette derniére constitue la source des problémes a étudier. Ensuite, nous rappelons
quelques résultats concernant ’existence et le comportement asymptotique des systémes
thermoélastiques, particuliérement les systémes de Timoshenko et Bresse. Le deuxiéme et
le troisiéme chapitres sont consacrés a la présentation de quelque rappels sur les espaces
de Sobolev et la théorie des semi-groupes, respectivement.

La seconde partie est réservée a ’étude du "comportement asymptotique de quelques
systémes thérmoélastiques", et elle comporte trois chapitres :

Chapitre 1. On considére un systéme thermoélastique de Timoshenko avec deuxiéme
son en présence d’'un terme mémoire infinie. En utilisant la méthode des multiplicateurs,
on va montrer un résultat de décroissance dans le cas ot la fonction de relaxation décroit
exponentiellement ou polynomialement ou d’une maniere plus générale.

Chapitre 2. On étudie I’existence, I'unicité et la stabilité asymptotique d’un systéme li-



néaire unidimensionnel de la thermoélasticité de Timoshenko, ot la conduction thermique
est donnée par la loi de Cattaneo, et le couplage se fait par I’équation de déplacement.
On va montrer que le systéme est exponentiellement stable si et seulement si le numéro
de stabilité y est nul. Par ailleurs, lorsque x # 0, on va montrer la stabilité polynomiale.

Chapitre 3. On étudie 'existence, 'unicité et la stabilité asymptotique d’un systéme
unidimensionnel de Bresse, ol la conduction thermique est donnée par la loi de Cattaneo
agissant sur I’équation concernant la rotation angulaire. On va établir 'existence et 'uni-
cité des solutions du systéme et de prouver que I’énergie est exponentiellement stable en
fonction de certains parameétres du systéme. En outre, on va montrer que, en général, le
systéme n’est pas exponentiellement stable.

Méthodologie

Dans ce travail, pour assurer le caractére bien posé de nos problémes, on utilise la
théorie de semi-groupes pour établir l'existence et 1'unicité des solutions. En théorie des
semi-groupes, le théoréme de Hille-Yosida est un outil puissant et fondamental reliant les
propriétés de dissipation de ’énergie d’un opérateur non borné A : D (A) CH — H a

Pexistence, I'unicité et la régularité des solutions d’une équation différentielle

O (t) = AD(t), t>0,

Pour les résultats de stabilité, on utilise la méthode des multiplicateurs basée sur la
construction d’une fonction de Lyapunov £ équivalente a ’énergie E de la solution. On

désigne par £ ~ E 1’équivalence

WE () <L) <asE(t), t >0, (1)

pour deux constantes positives o et . Pour établir la stabilité exponentielle, alors il

suffit de montrer que

!

L ()< —cL(t), t >0, 2)



pour un certain ¢ > 0. Une intégration simple de (2) sur [0, ] avec (1) méne au résultat
souhaité de la stabilité exponentielle. Il vaut la peine de noter que la difficulté dans ce
travail est de trouver la fonction de Lyapunov adéquate.

La méthode utilisée pour montrer I’absence de stabilité exponentielle est basée sur le

théoréme de Gearhart-Herbst-Priiss-Huang des systémes dissipatifs :

Théoréme 1 Soit {S (t) = eAt}t>O un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert. Alors

{S(t)},>¢ est exponentiellement stable si et seulement si iR C o(A) et

m|)\|_,+oo ||(2)\I — A)_IHL(H) < +00.

En utilisant ce théoréme, on peut alors montrer I’absence de stabilité exponentielle
grace au procédé suivant :

On montre qu’il existe une suite de valeurs réelles A, de telle sorte que

(X I — A)”

1H£(H) — foo.

Il est équivalent & prouver qu’il existe une suite de vecteurs F), € H et une suite de

nombres A, € R, avec ||F},||,, < 1 de tels sorte que
“(i/\ul - -’4)_1 FH”H = ||(I)u||H — +00,

ou

i\, — AD, = F,.

Quelques inégalités utiles

Dans cette partie, on présente les inégalités qu’on utilise tout au long de ce travail :



Inégalité de Poincaré

Soit 2 un domaine borné de R™. Soit p un réel supérieur ou égal a 1. Alors il existe

une constante positive C' telle que
17
HU’HLP(Q) <C ||vu||LP(Q) , Yu e Wy? ().

Inégalité de Holder généralisée

Soit f et g deux fonctions respectivement dans LP (§2) et dans L9 (), avec

1 1 1
pg>let —4 - =-—
p oq T

Alors, le produit fg est dans L (€2) et I'on a

/ ol de| < / P de / gltdr |
Q Q Q

Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant % + % =1let p,g>1. Alors
2 € 1

V(a,b) € R7,Ve >0, ab§§ap+2—b‘1.
€

Une inégalité utile

Soient a; (1 <i < n) des réels strictement positifs et p > 1. Alors

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soientt H un espace vectoriel et (., .) son produit scalaire. Alors



|(u, )] < (u,w)? (v,0)2.
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Chapitre 1

Théorie de la Thermoélasticité

Ce chapitre présente un bref résumé de la théorie de la thermoélasticité classique et
non classique, ot nous allons introduire les cadres physiques utilisés dans cette thése et
nous allons exposer le formalisme mathématique de la théorie de la themoélasticité. Cette
derniére constitue la source des problémes a étudier. Ensuite, nous rappelons quelques
résultats concernant ’existence et le comportement asymptotique des systémes thermoé-

lastiques, particulierement, les systémes de Timoshenko et Bresse.

1.1 Thermoélasticité classique et non classique

La thermoélasticité est une branche de la mécanique appliquée. Comme son nom 1'in-
dique, elle s’intéresse aux effets de la chaleur sur les contraintes et déformations dans
les corps solides élastiques et vice-versa. Ainsi, c’est une extension de la théorie conven-
tionnelle d’élasticité isotherme. Cette extension prend en compte les processus, ou les
contraintes et les déformations proviennent non seulement des forces mécaniques, mais
également des variations de la température.

Les processus thermoélastiques ne sont pas totalement réversibles. Si la partie élas-
tique peut étre récupérée, attendu que les déformations causées par la chaleur sont ré-

versibles théoriquement (par refroidissement), la partie thermique peut étre perdue a



jamais. Ce phénomene doit son existence a la dissipation d’énergie durant les transferts
thermiques : la chaleur se diffuse spontanément des zones les plus chaudes aux zones les
plus froides de sorte qu’il faut une intervention externe pour ramener le systéme a ses
conditions thermiques initiales.

L’effet du champ de température sur le champ de déformation n’est pas un phénomeéne
a sens unique. Il est connu, expérimentalement, que la déformation d’un corps produit
un changement de sa température. En d’autres termes, la déformation agit comme une
source ou un puits de chaleur.

En toute rigueur, les aspects mécaniques et thermiques sont couplés et inséparables,
ce qui peut vite compliquer la résolution des problémes thermoélastiques. Cependant,
en pratique. il est souvent possible de réduire ce couplage et d’évaluer les champs de
température et de déformation dans cet ordre, séparément.

Malgré le couplage entre la température et les déformations, le chauffage ou le refroi-
dissement d’un corps n’est pas toujours accompagné de contraintes. Prenons I'exemple
d’un corps homogene et libre de s’étendre a ses frontiéres. Si on éleéve sa température
uniformément, on n’y verra pas apparaitre de contraintes. Par contre, dés qu’on confine
les extrémités de ce corps entre deux obstacles immobiles (murs,...), des contraintes vont
s’y développer.

Si la source des contraintes est la chaleur, on parle de contraintes thermiques. De plus,
si le matériaux est élastique, les contraintes sont dites thermoélastiques. Les contraintes
thermiques qui apparaissent dans des matériaux non élastiques sont le sujet de disciplines

telles que la thermoplasticité et la thermovisco-élasticité [37].

1.1.1 Thermoélasticité classique
Dérivation des équations

Problémes non linéaires Dans la suit nous donnons un bref résumé de la dérivation
des équations non linéaires décrivant le comportement thermoélastique d’un corps B [38] :

Soit @ C R", n = 1,2 ou 3, un domaine borné représentant la configuration de

9



référence d’un corps élastique thermiquement conducteur B. Désignons par X (z,t) la
position du point de référence = a Uinstant ¢, et par u (z,t) = X (z,t) —z et 6 =T —Tj
le déplacement (vecteur) et la différence de température, respectivement, 7" et T étant
la température absolue et la température de référence. Alors, I’équation (mécanique)
de conservation de la quantité de mouvement qui décrit les déformations du corps et

I’équation (thermique) de conservation de 1’énergie s’écrivent

puy = div S + pf (1.1)
et
e = tr (SEy) —divg + g, (1.2)
ou
P la densité,
S le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhof,
e I’énergie interne,

F =1+ Vu le tenseur de gradient de déformation,

q le flux de chaleur,
f la force externe du corps,
g I’apport de chaleur externe.

Notons I’entropie par 7 et par

Yp=e—(0+To)n (1.3)

I’énergie libre de Helmholtz.
De la seconde loi de la thermodynamique (I'inégalité de Clausius-Duhem), on peut

supposer dans la thermoélasticité classique que v, S, 1 sont des fonctions de (Vu, @)

10



(voir, par exemple, [13]), i.e.

(Vu,0), n=——(Vu,0) (1.4)

et ¢ dépend de (Vu, 0, VE) vérifiant

q(Vu,0,V0).Vo <0,

ou I'exemple typique est la loi de Fourier

avec k = K (Vu, 0) est le tenseur de conductivité thermique.
A Taide des représentations ci-dessus, la loi de conservation de I’énergie (1.2) peut
étre réécrite comme
(0 +To)n, +divg =g,
ou

0%
0 (Vu) 00

_o%
o0

(0 + Tp) 0, — Vu| +divg = g. (1.6)

Le systéme d’équations thermoélastiques (1.1), (1.6) avec le flux de chaleur ¢ obéissant
a la loi de Fourier (1.5) est un systéme couplé hyperbolique-parabolique.

Pour que le probléme soit mathématiquement bien posé, il faut en général spécifier :

1. Les conditions initiales :

u(t =0) = ug, w(t =0)=uy, 6(t=0) =6, (1.7)

2. Les conditions aux limites sur le bord, par exemple : si €2 # R”,"un milieu assujetti

rigidement avec la température maintenue constante sur les limites",

u=0, # =0 surJdQ (condition de Dirichlet), (1.8)

11



ou "traction libre isolée",

Sv =0, % =0 (condition de Neumann), (1.9)
v

ou d’autres combinaisons des conditions aux limites pour u et 6. Ici, v = v (x) est

le vecteur normal unitaire au point x € 0f).

Problémes linéaires L’investigation des équations linéarisées jouera un roéle impor-
tant. Supposant que |Vul|, [Vuy|, 0], |6:] et [V6| sont petits, et en utilisant des expansions
de Taylor (par exemple % (Vu,0,x) = % (0,0,2)+O (|Vul| + |6])), la linéarisa-

tion du systéme (1.1) et (1.6) conduit alors au systéme (7Ty = 1 sans perte de généralité)

puy — DT SDu+ DITO = pf,
60, — VIkVO +TTDu, = g,

ol p (x) peut étre considérée comme une matrice densité symétrique, S = S (x) € M x M
est une matrice symétrique et définie positive contenant la module élastique (M = 6 dans
R3), I' = I' (x) est un vecteur avec les coefficients de détermination que I’on appelle le
tenseur de contrainte thermique, 6 = 0 (z) est la chaleur spécifique et k = k(z) est le
tenseur de conductivité thermique. Toutes les fonctions sont supposées étre lisses. D est

une abréviation pour un gradient généralisé

g 0 0
0 0 0
o 0
0 0 0 5 )
D := dans R°, D := 0 Oy dans R*, D := 0; dans R.
0 03 O
Jy O1
dg 0 O
Oy 01 0

De cette maniére, le cas général (linéaire) non homogene et anisotrope est décrit. La

12



contrepartie linéaire des conditions aux limites (1.9) s’écrivent
NT(SDu—~T0) =0, v'kVH =0,

ou N provient du vecteur normal v de la méme fagon que D provient du vecteur gradient

V. Les modules élastiques Cjjii, ¢, j,k,l = 1,...,n, qui sont donnés en général par

0%

Oijkl = (0,0,1’)

satisfont dans le cas linéaire

Cijki = Criij = Cjinl-

L’hypothese de positivité de C; j ., dans le sens

o > 0, V&, = €5 € R, Yo € Q1 £;Cimb > ko O €l

J,k=1

implique que la matrice S = S (z) est uniformément définie positive car

C’1111 C'1122 C'1133 C11123 C'1131 C'1112

C12222 C12233 C'2223 C’2231 02212

- - Csz33 C33a3 Clzzr Cszio
S = dans R3,
: - : Cozaz Cozzr Cazin

C'3131 C'3112

Cllll C11122 01112
S = . 02222 02212 dans R2, S = 01111 dans R.
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Dans le cas simple d'un milieu homogeéne isotrope, nous avons

20+ A A A 0 00
20+ A A 0 00
S = 2utA 000 dans R3,
w0 0
w0
I
20+ A A 0
S = . 2+ XA 0 dans R?, S =7 > 0 dans R,

I

et le systeme réduit dans le cas bidimensional ou tridimensional est donné par :

Ugy — ((2u+)\) VvVl — uV x Vx) u+Vl = f,
80, — KAO +~yVTu, = g,

ol la densité p = 1 sans perte de généralité, o et A sont les modules de lamé avec p > 0

et 2 +nA > 0, de plus §,k > 0 et v # 0.

Remarque 2 Dans l’espace unidimensionnel, sous certaines hypothéses, le systéme li-

néaire de base s’écrit comme suit :

U — TUgy T 79:1: - f>
59t - ’f‘gzmc + Y = 9,

et le systéme non linéaire peut s’écrire comme le systéme suivant :

Uy — Q (u:r; 9) Ugy + b(um(g) ‘9:10 = f7
¢ (ug,0)0y —d(04,0) 00 + b (uy, 0) uye = g.
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1.1.2 Thermoélasticité non classique

Dans la théorie classique, on obtient un systéme couplé hyperbolique-parabolique tel
que le systéme hyperbolique d’élasticité couplé avec le modele parabolique classique de

conduction de la chaleur, typiquement donnée par la loi de Fourier

q=—rVo,

qui exprime le flux de chaleur proportionnellement au gradient spatial de températur.
Alors dans le cas classique, la température se propage a vitesse infinie. Les expériences
ont montré que la conduction de chaleur dans certains cristaux diélectriques & basse
température est libre de ce paradoxe (la vitesse de propagation infinie) et les perturbations
qui sont presque entiérement thermiques, peuvent se propager & une vitesse finie. Cette
propagation de 'ondulatoire de la chaleur est connue sous le nom de deuxiéme son (second
sound). Il a d’abord été détecté dans I'hélium He, puis dans des cristaux de diélectriques
puretés de floride de sodium Naf, et bismath Bi. La gamme de température, pour
laquelle le deuxiéme son est détectable, est en fait la propagation tout a fait petite et
normale diffusive qui intervient au-dessus de lui.

Dans la théorie non classique, pour pallier a ce paradoxe, Maxwell-Cattaneo a proposé
un modele dans lequel la température se propage a vitesse finie. Cette loi de transfert de
la chaleur est appelée loi de Cattaneo [12].

Nous verrons que le signal de la chaleur se propage a une vitesse infinie dans les
équations (1.1) et (1.6). Pour remédier a ce paradoxe, dans certains cas, une approche
consiste a utiliser la loi de Cattaneo suivante a la place de la loi de Fourier pour la
conduction de la chaleur

Tq¢ + q+ Kk (Vu,0) Vo = 0, (1.10)

ou 7 > 0 est le temps de relaxation, et 1’énergie libre de Helmholtz 1) donné dans (1.3)
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est une fonction de (Vu, 0, q). A partir de (1.3), nous obtenons

% Vu,0,q), (1.11)

0
S(VU,Q,Q) = —¢ (VU7Q7Q)a U(VU,H,Q) = _%(

0 (Vu)

et la loi de conservation de ’énergie (1.2) peut étre donc écrit comme suit :
(0 +To)n, + %qt +divg = g,
ce qui est équivalent &
(0 4 To) [~1ggbs — tr (SoVur)] + [0, — (0 + To) Vg q: + divg = g. (1.12)

Le systéme d’équations (1.1), (1.10) et (1.12) est purement hyperbolique, dans lequel
le signal de chaleur se propage comme le son, donc ce systéme est appelé thermoélasticité
avec deuxiéme son.

Le systéme d’équations (1.1), (1.10) et (1.12) peut s’écrire dans le cas unidimensionnel

comme
Ut — @ (Ugy 0, q) Uy + b (U, 0,q) 0, — 1 (U, 0) qq: = f,

et - d(uﬂm 97 q) Gz + b (um 87 Q) Upy — Qg (Um, 9) qq9t = ¢,
T (Ug, 0) gt + q + K (uy,0) 0, = 0.

Remarque 3 Dans le cas 1 — D linéaire, le systéme de base donné par :

utt_auwx_’_/ger - f7
coly — Vqz + Puiy = 9,
Tq +q+ KO, =0,

et dans le casn — D (n=2,3) par :

g — pAu — (p+ X)) V (divu) + gV = f,
coby —ydivg + fdivuy = g,
Tq + q+ VO = 0.
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Un autre modeéle de propagation de la chaleur considere que ¢ est aussi dépendant de
Ieffet de mémoire. Dans les matériaux a mémoire, la loi classique de Fourier du flux de

chaleur est remplacée par la formule suivante [66] :

¢
q= _E/ e T(t=9)yp (x,$)ds, (1.13)

T J-x

o 7 > 0 est le temps de relaxation,. Il en résulte facilement de (1.13) que 'on obtient

I’équation de Maxwell-Cattaneo

th—l—q+/fV0:0,

en plus, nous tenons & prendre en compte la conductivité de Fourier « (6), ou

t
q=—k(0)VO — ao/ e 9IvY (x,s)ds, «p = constant.

—00

A la fin du siécle dernier, Green et Naghdi [[22], [23]] ont introduit trois types de
la théorie thermoélastique fondés sur une égalité entropique au lieu de l'inégalité en-
tropique habituelle. Dans chacune de ces théories, le flux thermique est donné par une
hypothése de comportement différent. En conséquence, les trois théories sont obtenues
et ont été appelées thermoélastique de type I, type II et de type III, respectivement. Ce
développement est effectué d’'une maniére rationnelle afin d’obtenir une théorie entiére-
ment compatible, qui intégrera la transmission d’impulsion thermique d’une maniére tres
logique et éléve le paradoxe de la vitesse infinie de propagation de la chaleur induite par
la théorie classique. Lorsque ces théories sont linéarisées, le type I conduit & la conduction
de la chaleur habituelle par la loi de Fourier (1.5), le type II conduit & une équation du
télégraphe

O + %et = A9 (1.14)

qui est hyperbolique et transmet des ondes & une vitesse finie ¢, et le type III conduit &
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I’equation de type de Jeffrey

7q: + q+ kVO + 75, VO, = 0.

Les deux théories de types II et III pour le flux de chaleur dans un solide rigide
fixe accommodent la vitesse d’onde finie, mais seulement le type II n’implique aucune
dissipation d’énergie.

conformément & la classification utilisée dans [22] pour le flux de la chaleur dans
un solide rigide fixe, la dérivation de Green et Naghdi [23] est appellé thermoélasticité
classique (ou thermoélasticité de type I). Cependant, la procédure qu'’ils ont utilisé pour
le développement d’équations constitutives est basée sur la procédure proposée dans
[21], qui emploie une loi de balnce de Uentropie et exige la satisfaction de I’équation
d’énergie réduite avant d’imposer toute autre restriction résultant de la seconde loi de la
thermodynamique. En outre, ils ont considéré dans une autre théorie thermoélastique, la
partie thermique qui résulte de la transmission de la chaleur sous forme d’ondes et est
analogue a celle de la réponse d’un matériau élastique dans une théorie mécanique. Ils se
sont référés a lui comme thermoélasticité sans dissipation d’énergie (thermoélasticité de

type II), car il ne comporte aucune dissipation d’énergie. Les modeéles en 1 — D et n — D

sont
Uy — Qg + 0, = 0, (1.15)
01t — KOz + By, = 0,
et
gy — pAu — (p+ ) V (divu) + BVO =0, (1.16)

Htt — xkA0O + /Ble Ut = 07
respectivement. Equations (1.15)—(1.16) permettent la propagation des ondes sans amor-
tissement (damping).
Plus tard dans [24], Green et Naghdi dérivent des modeles de thermoélasticité de type

III pour les milieux isotrope en utilisant les équations constitutives développées dans [22].
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Le systéme 1 — D est donnée par :

Uy — Qg + B0, =0,
" B (1.17)

Qtt - ’iexac - 59tzx + Butm‘ = 07

et dans n — D par :

uy — pAu — (pp+ A) V (divu) + fVE =0,
Qtt — kA — §A9t + Ble Ut = 0.

(1.18)

1.2 Systémes de Timoshenko

En 1921, dans [71], un modeéle simple décrivant la vibration transversale d’une poutre

a été développé. Ce modeéle est donné en conformité avec les équations suivantes :

pASOtt (fﬁ’,t) = Sﬂc (xvt)>
/?tht (l‘,f}) = M, (I,t) - S(I,t),

(1.19)

ou t désigne la variable temporelle, et x est la distance le long de la ligne moyenne de la poutre.
La fonction ¢ représente le déplacement transversal de la poutre et ¢/ I’angle de rotation
du filament de la poutre. Nous utilisons p pour la densité, M pour le moment de flexion,
S pour la force de cisaillement, A pour Iaire de la section transversale et I pour le second
moment de la section transversale de la poutre.

Les relations entre déformations et contraintes pour le comportement élastique de la

poutre en flexion sont donnés par :

M (z,t) = EIb, (x,t) | (1.20)

S (z,t) = EAG (¢, + ) (2, 1), (1.21)

ol F représente le module de Young, G le module de rigidité, et k le facteur de forme.

Considérant le couplage des équations (1.18) — (1.19) et (1.20) — (1.21), Timoshenko [71]
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établit les équations aux dérivées partielles suivantes pour les vibrations mécaniques dans

les poutres planes sans la présence de mécanismes dissipatifs :

P1¥Py — KR (S% + @D)m =0,
Pz%t - bwzx + K (9035 + ¢) = Oa

(1.22)

en posant p; = pA, py = pl, k = EAG et b = EI. La stabilité des systémes de type
Timoshenko (dans des domaines bornés) a requ beaucoup d’attention ces derniéres an-
nées, et plusieurs résultats concernant l’existence et le comportement asymptotique de
I’énergie ont été établies. Fondamentalement, trois types de mécanismes dissipatifs (ou

des combinaisons de ceux-ci) ont été envisagés :

1. La dissipation par frottement obtenu en introduisant un amortissement (damping)

par frottement qui peut agir soit sur le bort soit au voisinage du bord.

2. La dissipation thermique qui est obtenue par la conduction de la chaleur compte

tenu de la loi de Fourier ou de la loi de Cattaneo.

3. La dissipation viscoélastique donnée par les effets de mémoire.

Murtioz Rivera et Racke [55] ont étudié le systéme de Timoshenko avec dissipation
thermoélastique efficace dans ’équation de moment de flexion, ce qui signifie qu’ils ont
considéré M = by, + 0, produit par la loi de Fourier. Plus précisément, les auteurs ont

considéré le systéme d’évolution suivant :

P1Pu — K (P, + @b)x =0,
p3b — [Osy + 1y, = 0.

Les auteurs ont montré que le systéme (1.23) est exponentiellement stable si et seule-
iv = —fr _ b
ment si y = 0 (avec y = o p2).
Le systeme de Timoshenko avec la loi de Cattaneo est particulierement intéressant

car le comportement du systéme de Timoshenko en thermoélasticité du second son est
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différent de celui de thermoélasticité classique. En fait, le premier exemple dans ce sens

a été donné dans [19]; Ferndndez Sare et Racke ont étudié le systéme

prpu — k(g +9), =0,

P2y — Wby + K (0, + 1) + 90, =0,
P30 +qe + 0y, = 0,

Tq +q+ Kk, = 0.

(1.24)

Ils ont montré que ce systéme n’est pas exponentiellement stable, méme si les vitesses
des deux premiéres équations (1.24) sont égales (i.e. = %)

Un résultat encore plus surprenant est que le couplage de Cattaneo "détruit" méme
la stabilité exponentielle. Plus précisément, Mutioz Rivera et Fernandez Sare [54] ont

considéré un systeme de type Timoshenko avec un terme mémoire agissant dans une

seule équation. Ils ont examiné le probleme suivant :

P1py — K (0, + ¢),1; =0,

o (1.25)
ptht - b¢xx+f0 g(t) 17/}£E$ (t_ 87') d3+5(@x+¢) = 07

avec des conditions aux limites homogénes dans un domaine borné, et ils ont montré que la
dissipation donnée par le terme mémoire est suffisamment forte pour stabiliser le systéme
(1.25) de facon exponentielle si et seulement si = % et la fonction de relaxation g
décroit exponentiellement. Alors que la loi de Cattaneo "détruit" cette propriété, comme
[19]. Pour cette raison, certains termes d’amortissement supplémentaires pourraient étre
nécessaires pour rétablir la stabilité exponentielle du systéme (1.24). Cette situation a

été étudiée par Messaoudi et autres [48], ol une version non linéaire du systéme (1.24) a

été également examiné et un terme d’amortissement de la forme pp, a été introduite. A
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savoir, ils ont examiné le probléme suivant :

;

P18 — 0 (), + pipy = 0,

P2l — by + K (9 + 1) + 80, =0,
p30i + e + 0y, = 0,
T+ q+ kB, =0,

(1.26)

\

ou (z,t) € (0,L)x (0,400), p > 0, et la fonction non linéaire o est supposée étre

suffisamment lisse et satisfait
o, (0,0) =0y (0,0) =&

et

Op,0, (0,0) = 0w, (0,0) = oy = 0.

Concernant les systémes de Timoshenko pour les matériaux a mémoire finie, Ammar-

Khodja et al. [7] ont étudié le systéme linéaire de la forme

P1pe — K (0, + T/J)I =0,

t (1.27)
ptht - waa: + K (pr + w) + fo g (t> wxx (xat - S) ds = 07

avec des conditions aux limites homogénes, et ils ont montré, en utilisant la méthode
des multiplicateurs, que le systéme (1.27) est exponentiellement stable si et seulement si
x = 0 et g décroit exponentiellement. Précisément, sous certaines conditions techniques
supplémentaires sur ¢’ et ¢”, ils ont établi un résultat de décroissance exponentielle (res-
pectivement polynomial) pour g décroit de fagon exponentielle (respectivement polyno-
miale). Ce dernier résultat a ensuite été obtenu par Guesmia et Messaoudi [29] avec des
conditions plus faibles que celles qui sont considérées dans [7]. En outre, Messaoudi et

Mustafa [46] ont discuté (1.27), pour la fonctions de relaxation satisfait

g () <=¢(t)g(t), vt =0, (1.28)
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ou ¢ : Ry — R, est une fonction différentiable non croissante, et ils ont donné un résultat
de décroissance plus générale, a partir duquel, les résultats habituels de décroissance
exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers.

La stabilité de (1.27), dans le cas ou les vitesses des ondes sont différentes, a été

étudiée par Guesmia et Messaoudi [31] sous la condition
g ()< =€(t)g" (1), vt =0,

ol p > 1, et une estimation de décroissance générale pour ’énergie de solutions réguliéres
a été prouvée.

Dans [32], Guesmia et Messaoudi ont considéré le systeme (1.25), ou la fonction de
relaxation ¢ satisfait la relation (1.28). Sous la méme hypothése sur g et £ imposée pour
le cas de mémoire finie, ils ont établi des résultats de décroissance générale dans les cas ol
les vitesses de propagation sont égales et différentes. Ces résultats ont permis d’améliorer
certains des taux de décroissance connus.

Guesmia [26] a considéré un systéme de type Timoshenko avec un terme mémoire
et un amortissement par frottement agissant seulement dans I’équation de I'angle de

rotation. Il a examiné le probléme suivant

p1Py — K1 (o, + w)z =0,
pothe — Koty + K1 (@, + 1) + b () h(y,) + 7 g (1) (a(2) ¢, (t — 5)), ds =0,

et il a montré que la dissipation donnée par ces controles complémentaires est assez forte
pour garantir la stabilité du systéme en ce qui concerne les vitesses de propagation sont
égales, ainsi que dans le cas contraire. Un résultat similaire & celui trouvé par Guesmia
et Messaoudi [33] dans le cas ou le terme mémoire et I’amortissement par frottement
agissant dans 1’équation du déplacement transversal.

Dans [27], Guesmia a étudié le systéme de Timoshenko avec une mémoire infinie et

un retard distribué (distributed time delay) a la fois agissant sur I’équation de 'angle de
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rotation

plsott — R (@x + ¢)x = Oa
ptht - Hmem + K1 (Spm + ¢) + f0+°° g (t) w:m: (t - 3) ds + f0+oo f (S) % (t - 8) ds = 0.

Il a donné des estimations de décroissance pour les deux cas de vitesses. Les taux de
décroissance obtenus dépendent des noyaux de la mémoire et le retard & ’'infini. Dans le
cas d’inégalité de vitesse, le taux de décroissance dépend également de la régularité des
données initiales.

La constante y est un nombre important qui caractérise le comportement asympto-
tique des solutions au systeme Timoshenko. Cela a été prouvé pour le comportement
viscoélastiques dans [[6], [7], [18], [20], [51], [46]], pour le comportement thermoélastique
avec la loi de Fourier et aussi a la dissipation thermoélastique de type I1I dans [[49], [51],
[55]], et le systéme Timoshenko avec dissipation aux limites dans [[8], [53]].

Plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les deux cas linéaires et non
linéaires ont été établies sans I’hypothése ﬁ = %. Pour le systéme de Timoshenko pur
(c’est-a-dire sans conduction de chaleur) dans le domaine borné, il existe une vaste lit-
térature. Le lecteur intéressé est appelé a regarder [[2], [44], [47], [56], [57], [70]] pour les

systémes de Timoshenko avec amortissement par frottement, et [[7], [30], [52]] pour les

systemes de Timoshenko avec amortissement viscoélastique.

1.3 Systémes de Bresse

Le probléme de l'arc de cercle est également connu comme le systéme de Bressse.
Les structures élastiques de type arc sont des objets d’étude largement exploités dans
I'ingénierie, ’architecture, I'ingénierie marine, I’aéronautique et d’autres. En particulier,
les vibrations libres sur les structures élastiques sont un sujet de recherche important dans
I'ingénierie et aussi en mathématiques. Dans le domaine de ’analyse mathématique, il

est intéressant de connaitre les propriétés qui concernent le comportement de 1’énergie
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associée au modele dynamique respectif. Pour les lois de rétroaction (feedback), par
exemple, nous pouvons demander a quelles conditions & propos du modéle dynamique
doit étre assuré I'obtention de la décroissance de I’énergie des solutions dans le temps t.
En ce sens, la propriété de stabilisation a été étudiée pour des problémes dynamiques dans
les structures élastiques sont traduits en fonction des équations aux dérivées partielles
[64].

Le systéme de Bresse original est donné par les équations suivantes (voir [9]) :

P10y = Qu + IN + F,
pothy = My — Q + F, (1'29)
pswi = Ny —1Q + I3,

ou F; sont les forces extérieures et IV, () et M désignent la force axiale, la force de cisaille-
ment et le moment de flexion, respectivement. Ces forces sont les relations contrainte-

déformation (stress-strain) pour le comportement élastique et elles sont données par :

N = ko (wz — ),
Q= k(o +lw+v), (1.30)
M= b,

Ici py= pA, py= pl, k = kAG, kg = EA, b= El et | = R™! ou p est la densité du
matériau, F est le module d’élasticité, G est le module de cisaillement, k& est le facteur de
cisaillement, A est la surface en coupe transversale, I est le second moment de la section
transversale et R est le rayon de courbure. Les fonctions ¢, 1 et w désignent, respecti-
vement, le déplacement transversal, I’angle de rotation d’un filament et le déplacement

longitudinal de la poutre.
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Considérant le couplage des équations (1.29) et (1.30), nous obtenons

Pry — K (y + 1w + 1), — kol (we — lp) = Fi,
p2¢tt - bqu)arx + K(Soa: +lw + ¢) = F27
p3wtt — Ko (ww - l§0)$ + K’l (90:5 + lw + ¢) = F3'

Il y a un bon nombre de publications relatives a la stabilisation du systéme de Bresse
[3], [72], [41] et [16]. En particulier, dans [41], Liu et Rao ont étudié la stabilisation du
systeme de Bresse avec deux lois différentes de dissipation thermique agissant sur les
équations concernant le déplacement longitudinal et la rotation angulaire. Sous la condi-
tion d’égalité des vitesses de propagation des ondes, ils ont établi un taux de décroissance

exponentiel de ’énergie. Dans le cas contraire, ils ont montré que la solution lisse décroit

1/2 1/4

polynomialement vers zéro avec des taux ¢t~/ ou ¢t~/* pour les conditions aux limites de
type Dirichlet-Neumann-Neumann ou Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet respectivement. Dans
[16], Fatori et Rivera ont considéré le systéme de Bresse avec une loi de dissipation de
température globale agissant sur I’équation de rotation angulaire. Ils ont établi le méme
taux de décroissance exponentielle de ’énergie dans le cas d’égalité des vitesses de pro-
pagation des ondes. Dans le cas contraire, ils ont montré que la solution lisse décroit

polynomialement vers zéro avec des taux t~1/3.

Remarque 4 St R — +o0, alors | — 0, et ce modéle se réduit auzr équations de

poutre de Timoshenko.
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Chapitre 2

Rappels sur les espaces de Sobolev

en dimension un

Dans ce chapitre, on présentera quelques définitions et théorémes fondamentaux (les
espaces de Sobolev, le théoréme de Lax-Milgram, le théoréme de Hille-Yosida...) que nous

utiliserons dans la deuxiéme partie de la thése.

2.1 Définition et propriétés élémentaires des espaces
L7 ()

Soit a < b et I = Ja, b un intervalle dans R (pas forcément borné) et 1 < p < +o0.

On appelle espace de Lebesgue L? (1), I'espace
b
LP (I) = {u : I — R; u mesurable et / lu (z)|P dz < +oo} :

Sa norme est

ol = ( | )P dx);’ |
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Si p = 400, on pose
L% (I) = {u: I — R; u mesurable et il existe une constante c telle que |u| < ¢ p.p sur I}.
On définit sur L*> (I) la norme :
|ull ;oo = inf {c € RT tel que |u| < c p.psurl}.

Remarque 5 On dit qu’une fonction v : I — R appartient o L} (1) si 1gu € LP (1)
pour tout compact K C I.

L’espace L? (I) muni du produit scalaire
b
(u,v) = / wvdz, u,v € L* (1)

est un espace de Hilbert.

LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < 4o0.

Théoréme 6 (Inégalité de Hélder) [10]. Soit 1 < p < 400, on désigne par q l’exposant
conjugué de p i.e. i + é = 1.

Soient u € LP (I) et v € L1 (I). Alors uv € L* (I) et

Jwvll e < llull g 0ll o -

Dérivée faible

Soit I un ouvert de R, une fonction v € L}, (I) a une dérivée faible dans L} (I) s’il

1

existe v € Lj,,

(I) telle que pour toute ¢ € C3° (I) on ait

/abu(x)gp'(x)dx: —/abv(x)go(m)dx.

Cela revient a dire que v est la dérivée de u au sens des distributions, on écrira
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2.2 Espace de Sobolev W7 ()

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels par-
ticulierement adaptés a la résolution des problémes d’équations aux dérivées partielles.

Soit I = ]a, b| un intervalle borné ou non et soit p € R avec 1 < p < 400.

Définition 7 L’espace de Sobolev, noté WP (I), est constitué des fonctions de LP (I)
dont la dérivées au sens des distributions, s’identifie a une fonction de LP (I).

La définition précédente s’écrit donc comme ceci :

WP (1) = {u € LP(I), g€ LP(I) tel que /ugo’dx = —/ggpdx, Vi € C} (I)}
I I
Pour p =2, il est d’usage de remplacer la notation W2 (I) par H' (I).

Proposition 8 [1], [14] et [15].

1. L’espace WP (I) muni de la norme définie par :

lullwrs = llll o + 1l o

est un espace de Banach.

2. L’espace H' (I), muni du produit scalaire :
(u’ U)Hl - (ua U)LQ + (ula U/)L2 )

est un espace de Hilbert.

Proposition 9 (Densité) [14], [1]. Soit u € WP (I) avec 1 < p < +oo, alors il existe

une suite (u,) dans C° (R) telle que u,|; — u dans WP (I) .
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Corollaire 10 (Intégration par parties) [10]. Soient u,v € WP (I) avec 1 < p < +00.
Alors uv € WP (I) et

(uwv) 1 = u'v 4+ w'.

De plus on a la formule d’intégration par parties

/:u’v:U(:B)v(:v)—u(y)v(y)—/myuv’, Yo,y € 1.

2.3 Espace de Sobolev W7 (])

Définition 11 FEtant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < 400, on définit par

récurrence l’espace
WP () ={ue W™ P I), «' e W (I)}.

On pose
H™(I) =W™*(I),

et l'espace H™ muni du produit scalaire

m

(U, 0) g = (u,0) 12 + Z (u(i)> U(i))m

=1

est un espace de Hilbert.

2.4 Espace de Sobolev W,"" (I)

Définition 12 Etant donnés 1 < p < 400 et m € N, on désigne par Wi"? (I) la ferme-
ture de C™ (I) dans W™ (I). On note Hy* (I) = Wi (I).

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle des fonctions de Wy (I)
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Théoréme 13 [10]. Soit uw € WP (I), alors u € Wy” (I) si et seulement si u = 0 sur
ol.

Le Théoreme 13 explique le role important joué par l’espace I/VO1 P(I). En effet, les
équations aux dérivées partielles sont couplées avec des conditions aux limites, c’est-a-dire

que la valeur de u est prescrite sur 0I.

Proposition 14 (Inégalité de Poincaré) [10]. On suppose que I est borné. Alors il existe

une constante ¢, (pendant de |I|) telle que
1,
lullyrn < llllLe s Yu € WoP (1)

. 1 o L, \
Autrement dit, sur Wy ” (I), la quantité ||u/[|,, est une norme équivalente a la norme

usuelle de W2 (T),

Remarque 15 On a la caracterisation suivante deH{" (I) :
Hr()={ue ™), u=u = ..=u""Y =0 sur oI} .
1l convient de bien distinguer
Hy(I)={ue H*(I), u=u" =0 sur 9I}

et
H*(I)NnHy(I)={ue H*(I), u=0 surdl}.
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Chapitre 3

Rappels sur La théorie des

semi-groupes

3.1 Quelques définitions

Définition 16 Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire (.,.) et de norme

associée ||.|| et soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné. O

Définition 17 n dit que A est dissipatif si
Ve € D(A), (Az,z) <0.

Définition 18 Une famille {S ()}, d’opérateurs linéaires continus est dite semi-groupe

fortement continu (ou Cy-semi-groupe) sur H si elle satisfait les propriétés suivantes :
i) S(0) = Id,
i) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s >0,

iii) Pour chaque x € H, S (.)x est continue sur [0, +oc0[. i.e.
lim ||S(t)z — =0.
i (1S () 2 =zl
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Définition 19 On appelle générateur infinitésimal du Co-semi-groupe {S (t)},5,, tout
opérateur A défini sur l’ensemble

D(A) = {x € H, lim w existe}

t—0t+

par

Az = lim Stz —
t—0t

Parfois on note {e*} _ - pour {S (t)},5,-

Définition 20 Un semi-groupe fortement continue {S (t)},5, sur H est dit de contrac-

tions st [|S ()| pop. gy < 1, VE > 0.

Exemple 21 On considére l’espace L* |0, +o00[, 1 < p < +o00. L’espace L*]0, +oo[ muni

i1 = ( [ s <:c>|2d:c)é ,

est un espace de Hilbert. On définit :

de la norme

St f)x)=f(t+x),Vt>0etxec]0,+o00|.

Evidemment S (t) est un opérateur linéaire et en plus, on a :

“+o00

”S(t)ng:/0+oo|f(t+x)]2dx:/

t

2 oo 2 2
W)l dys/o @) dy = [1£I2.

Donc S (t) est un opérateurs linéaires continus. 1l est facile de vérifier que S (0) = Id

et S(t+s)=5(t)S(s), Vt,s >0, et d’autre part, on a

. . oo 2 2
Ji 1507 = fla= i ([ 1 +0) - s@fas) o

Par conséquent {S (t)},~, est un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur

33



L?10, +o00l. Soit
A:D(A) C L?]0,4+o0[ — L?]0, +oo|

le générateur infinitésimal du Co-semi-groupe {S (t)},o- Si f € D (A), alors on a

Af (@)= i T 2T o,

t—0t

uniformément par rapport & x. Par conséquent
D(A) C {f € L*)|0,400[: f' € L*]0,+o0][} .

Si f € L*]0,+oo[ tel que f' € L*]0,+o00[, alors

_f’

HS(t)f—f
t

2 /+°° S(t+z)—5S(x)

2

- /0+°° LT - (@) s

t
- [Tl re-rwa

uniformément par rapport a x quand t — 07. Donc

dx — 0,

{f € L?]0,+oc[: f' € L*]0,400[} C D(A).
Par conséquent
Af = f" et D(A)={f € L*]0,+oo[: f € L?]0,+o0[} .

Définition 22 {eAt} >0 €St dit exponentiellement stable s’il existe des constantes posi-

tives o et M telles que

%) ey < M, 2 2 0.

Définition 23 {eAt} o €St dit analytique si e admet une extension T (\) pour \ €
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Nog={X€C, |arg(N)| < 0} pour certain 6 > 0 telle que A\ — T (\) est analytique et

limyen,—o ||T(N) 2 — 2| =0, Vz € H,
TA+p)=TNT (), YA pe Dy,

ou de maniére équivalente (voir le Théoréme 5.2 dans le livre de Pazy [58], p.61-62), il

existe une constante K > 0 tel que

|Aet|| < Kt™', vt > 0.

3.2 (jp-Semi-groupe généré par un opérateur dissipa-
tif

Supposons que I'opérateur linéaire A génére un Cy-semi-groupe {eAt} sur un espace

£>0
de Hilbert H. Alors, nous avons

Théoréme 24 (Hille-Yosida) [58]. Un opérateur linéaire (non borné) A : D(A) C
H — H est le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe de contractions {S (t)},5,

st et seulement si

i) A est un opérateur fermé et D(A) = H,

ii) L’ensemble résolvant o (A) de A contient RY et pour tout A > 0
1O — A7 < .
A

Théoréme 25 (Lumer-Phillips) [42]. Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire
et D(A) est dense dans H. Alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
de contractions si et seulement st

i) A est dissipatif,

ii) Il existe A > 0 tel que Im (A — A) = H (A est maximal).
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3.3 Stabilité exponentielle et analytique

Dans cette section, nous recueillons quelques résultats dans la littérature concernant
les conditions nécessaires et suffisantes pour que un Cy-semi-groupe soit exponentielle-
ment stable ou analytique. Le premier résultat que nous allons mentioner est sur les
conditions nécessaires et suffisantes de la stabilité exponentielle d’un Cy-semi-groupe sur
un espace de Hilbert. Le résultat a été obtenu par Gearhart (voir [73]) et Huang [36], de

maniere indépendante (voir aussi Priiss [59]).

Théoréme 26 [4/2]. Soit {S (t) = eAt} un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert.

t>0

Alors {S ()}, est exponentiellement stable si et seulement si
sup{ReA, A€o (A)} <0

et

sup ||(AT — A)_lH < +o00.
ReA>0

On voit ainsi que ce théoréeme est équivalent a 1’énoncé suivante :

Théoréme 27 [42]. Soit {S (t) = e}, un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert.

t>0

Alors {S ()}, est exponentiellement stable si et seulement si
iR Co(A)

et

Ty poc [| AT = A) 7| ) < o0

Théoréme 28 [/2]. Soit {S (t) = eAt} un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert.

t>0

On suppose que iR C o (A). Alors {S(t)},5, est analytique si et seulement si

limy oo [|A (GAT — A)” < +oo0.

1
||£(H)
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3.4 Le Théoréme de Lax-Milgram

Le théoréme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution d’équa-

tions différentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires.

Définition 29 On dit qu’une forme bilinéaire
a(u,v) : Hx H— R

est

1. Continue s’il existe une constante C' telle que
|a(u, v)| < cllull[jo]l,  Vu,v e H,
2. Coercive s’il existe une constante a > 0 telle que
a(v,v) > a|v|?, Yv e H.

Théoréme 30 (Lax-Milgram) [10] Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive.

Alors pour tout ¢ € H' il existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v) Vv e H.
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ue H et %a(u,u)—(gp,u) :Mz'n{%a(v,v)—@o,v}}.

veH
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Deuxiéme partie

Comportement asymptotique de

quelques systémes thermoélastiques
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Chapitre 4

Décroissance générale de I’énergie
des solutions d’un systéme
thermoélastique de Timoshenko de

type mémoire avec deuxiéme son

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le systéme thermoélastique de Timoshenko sui-

vant :
(
P10 — K(py + 1) =0, dans (0,L) x (0,400),
Pty — 0, + K(p, + 1) + 00, + f0+°° g(8),, (z,t —s)ds =0, dans (0,L) x (0,+00),
p3bi + gz + 0, =0, dans (0,L) x (0,400),
| 7@+ Bq+ 0. =0, dans (0, L) x (0,400)
(4.1)

ol ¢ est le déplacement transversal de la poutre, 1 est 'angle de rotation du filament

de la poutre, 6 est la différence de température, ¢ est le flux de chaleur, les coefficients
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0;, B, k, 9, b sont des constantes positives et g est une fonction positive non croissante
qui caractérise le matériau. Ceci est un systéme thermoélastique de type Timoshenko
ou le flux de chaleur est donné par la loi de Cattaneo. Il modélise la déformation d’une
poutre épaisse viscoélastique, en prenant en compte le transfert de chaleur au cours du
processus.

Depuis 1921, quand il a été introduit par Timoshenko [71], le systéme de la forme

pey = (K (pr = 1)), dans (0, L) x (0, +-00),
Iﬂ,lvbtt = (Ej¢z)x t K (()Oﬁ - ¢) ) dans (Oa L) X (07 +OO)

a été étudié par de nombreux chercheurs et des différents mécanismes d’amortissement
ont été utilisés pour stabiliser les vibrations. Ici, ¢ désigne la variable de temps, = est la
variable de ’espace le long de la poutre de longueur L dans sa configuration d’équilibre,
@ est le déplacement transversal de la poutre et ¢ est 'angle de rotation du filament
de la poutre. Les coefficients p, I,, E, I et x sont, respectivement, la masse volumique,
le moment polaire d’inertie d’une section transversale, le module d’élasticité de Young,
le moment d’inertie d’une section transversale, et module de cisaillement. Les résultats
obtenus au cours des trois derniéres décennies montrent que la présence de la dissipation
pour les deux équations conduit a la stabilité uniforme (exponentielle ou polynomiale)
sans aucune condition sur les valeurs des constantes p, I,, F, I et k. Ceci a été démontré
par Feng et al. [17], Kim et Renardy [40], Messaoudi et Mustafa [45], Raposo [60], Santos
[63], Shi et Feng [67], [68] et d’autres.

Dans le cas d’un seul amortissement dans la seconde équation, il a été démontré
que la stabilité uniforme peut étre obtenue pour des solutions faibles si et seulement si
K EI

b= % Dans le cas contraire (% #* I—) , un taux plus faible de décroissance est obtenue
p P

pour des solutions fortes. cet égard, nous citons, entre autres, le travail de Soufyane et
Wehbe [70], Guesmia et Messaoudi [30], [29], Ammar-Khodja et al. [7], Rivera et Racke
[56], [57], Ferndndez Sare et Rivera [54], Messaoudi et Mustafa [46], [47] et Messaoudi et
Said-Houari [50].
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Pour la stabilisation des systémes de Timoshenko utilisant 'effet de la chaleur, le
premier travail était par Rivera et Racke [55], ou ils ont considéré, dans (0, L) x (0, +00),

le systéme suivant :

P11y — 0(Pgy )z = 0,
Pget — Kby + /yth =0,

ol ¢, Y et O désignent le déplacement transversal de la poutre, I’angle de rotation du
filament et la différence de température, respectivement. Sous des conditions appropriées
sur o, p;, b, k et 7, ils ont prouvé plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour
le systeme linéarisé et le résultat de non stabilité exponentielle pour le cas des vitesses
d’onde différentes. Guesmia et al. [35] ont considéré le cas de vitesses différentes et ont
établi plusieurs résultats de décroissance polynomiale. Ils ont également montré que la
condition d’égalité des vitesses est nécessaire pour obtenir la décroissance exponentielle.

Pour les systémes thermoélastiques de Timoshenko de type III, Messaoudi et Said-

Houari [50] ont discuté le systéme suivant :

P1Pu — K(py + 1)z =0, dans (0, L) x (0,4+00),
Py — Wby, + K(i0, +10) + B0, = 0, dans (0, L) x (0,+00), (4.3)
P30 — 00 + Yy — KBpzw = 0, dans (0, L) x (0,+00)

et ont prouvé un résultat de décroissance exponentielle si les vitesses de propogation sont
égales. Lorsque les vitesses de propagation sont différentes, un résultat de décroissance
polynomiale a été obtenue récemment par Messaoudi et Farah [43].

En ce qui concerne les systémes thermoélastiques de Timoshenko avec deuxiéme son,
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Messaoudi et al. [48] ont étudié dans (0, L) x (0, +00), le systéme suivant :

(

P1Pu — 0 (90, V) + pp, = 0,

Pty — by + K(0, + ) + B0, = 0,
P30t + ¥4z + 6%, =0,

Tq +q+ kO, =0,

\

ol ¢ est le déplacement transversal, 1) est ’angle de rotation du filament, 6 est la différence
de température, q est le flux de chaleur, p;, b, k, v, 9, k, xk et T sont des constantes positives.

La fonction non linéaire o est supposée étre suffisamment lisse et satisfait

05, (0,0) =0y (0,0) = K

et

Op.0, (0, 0) =0,y (O, 0) = Oynp = 0.

Plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les deux cas linéaire et non linéaire
ont été établies en présence d’un amortissement (damping) par frottement fort pep,.

Ferndndez Saree et Racke [19] ont considéré dans (0, L) x (0, +o0),

P1Py — 0(Pg, ¥)e =0,

Py — by + (0, + ) + S0, =0,
P30t + VG + 0y, = 0,

Tq +q+ kO, =0,

\

et ils ont montré que le couplage par la loi de Cattaneo provoque une perte de la décrois-
sance exponentielle obtenue dans le cas du couplage par la loi de Fourier. Cette propriété
surprenante tient méme pour le systéme (4.1). Précisément, ils ont montré que les deux
systémes (4.1) et (4.4) ne sont plus stables de fagon exponentielle, méme pour des vitesses
égales (ﬁ = %)

Tres récemment, Santos et al. [65] ont considéré (4.4) et introduit un nouveau numéro
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de stabilité )
et ont utilisé la méthode de semigroupe pour obtenir le résultat de décroissance exponen-
tielle pour y = 0, et de décroissance polynomiale pour y # 0. Dans un travail ultérieur,
Said-Houari et Kasimov [62] ont étudié le probléme de Cauchy pour le systéme (4.4) et
ont utilisé la méthode des multiplicateurs dans ’espace de Fourier pour montrer, sous la
condition y = 0, que le taux de décroissance induite par la chaleur du deuxiéme son est
le méme que le taux de décroissance obtenue pour le probléeme de Cauchy de (4.2) établie
plus tot par Said-Houari et Kasimov [61].

Dans le présent travail, nous nous sommes intéressés a (4.1) associés aux conditions

initiales et «histoirique»

90(1:’0) = %o (:E), Pt (fL‘,O) =¥ (I‘), dans (0, L),
Yy (:L‘, 0) =1 (:L‘) , 0 ($, 0) = 6o (:L’) » 4 ($, O) ={qo (:L‘) ) (4'5)
U (x,t) =g (z,1), dans (0, L) x (—o00,0]

et les conditions au bord

0 (0,t) =@ (L, t)=60(0,t) =0 (L,t) =0, t>0, (46)
07

¥, (0,8) =, (L,t) = teR.

Notre objectif est d’établir un résultat de stabilité générale et uniforme pour les
noyaux de type de décroissance générale, & partir duquel la décroissance exponentielle et
polynomiale habitueles sont des cas particuliers. La méthode de Guesmia et Messaoudi
[32] pour traiter le terme histoirique infinie est différente de celle utilisée par Guesmia
[25] et ne nécessite pas les conditions de convexité ou 'utilisation de 'inégalité de Young
généralisée comme dans [25]. En outre, le résultat de Santos et al. [65] suit directement
de notre résultat en prenant g = 0. Il faut noter que ’approche de semigroupe utilisée

dans [65] ne peut pas traiter notre probléeme pour les noyaux de type de décroissance
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générale.

4.2 Préliminaires

On commence d’abord par énoncer les hypothéses suivantes sur la fonction de relaxa-
tion g

(A1) g : R, — R est une fonction différentiable telle que

+0o0
g(0)>0,b—/ g(s)ds=1>0.
0
(A2) 11 existe une fonction différentiable ¢ : Ry, — R, telle que
gty < —CMgt), t=0,
Ct) > 0,¢(t)<0, vt>0.

Comme ( est décroissante, alors ¢ (¢) < ((0) =

Remarque 31 Nous citons quelques fonctions qui verifient les conditions (Al) et (A2),

pour a et ¢ bien choisis de telle sorte que b — f0+oo g(s)ds=1>0:

a

t) = —— >1
gl( ) (1 +t)V7 4 )
g2 (t) = ae " 0<p<,
gs(t) = ¢ v>1

(14+t)[In(1+4+t)]"’

Lemme 32 Pour tout u € C ([0,+00), H* (0,L)), on a les estimations suivantes :

(7™ 0 39 s () — s (¢ = ) ) e < (b= 1) (g o) (1),
Iy (o7 () e (8) = s (¢ = 9)] ds) do < =g (0) (9 o ws) (1),

44



L p+oo
(goug)(t) = /0 /0 g(t—s)|ug (t) —ugy (t — s)|* dsda.

Démonstration. On a

[ (/0+°°g<s>\um<t>—ux<t—s>|ds)2dx=/j (/Omg”?gl/%s)\um(t)—ux<t—s>|ds)2dx,
en wtilisant Vinégalité de Canchy-Scwarz, on obtient
([ ot —sas)
< ([ [ erers] [T 6o o -] /)
< ([Toas) [T a6 0 - ul- s as

< (b—l)/o () s (8) — s (2 — $) ds,

. . 1, ’ .
et d’autre part, comme ci-dessus, mais en considérant g au lieu de g, on trouve

(f ) e (1) — e 1 9) i)
([ [ (o) sl [ [ ()" @0 -t~ s>r>2ds] m)
< ([Tea) [Td O -

< ™ [ g 60 s ) s

2

IN

+oo
< =00 [ 9O = et =) s
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Lemme 33 Pour tout ¢ € C ([0,400), H* (0, L)) et pour tout n > 0, on a l'estimation

/OL (/O+Oog(3)wx(x,t—s)ds>2dm <(1+mn) (5—5)2/0L%2cd35+(1+%) (b=10)(gov,) ().

Démonstration. On a

[ (/0+°°g<s>wx<x,t—s>ds)2da:
< /OL(/Omg(s)[wm(x,t—s)—wx<t>|+|¢x<t>uds)2daz
< /OL(/Omg(s)m(x,t—s)—wx<t>|ds)2dx
[ ([ oa) e
2 [([ st -vonas) ([ o0 0las)

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient, pour tout n > 0,

[ ([T ee—sa) e
< /OL(/Omg(s)wx,t_s)_%Ws)?dx

([T o) [Cva

w2 [ ([T -vonas) ([ o @) w
< (1+n) (/Omg(s)dsf/ﬂidx

D ([T 00w v i) ae
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Or, d’apres le Lemme 32, pour tout n > 0, on trouve

2

/OL </O+Oog(3)¢x(x,t—s)ds) dr < (1+77)(b—l)2/0Lw§dx

+(1+%> (b—=1)(gov,) ().

On vérifie aisément que

2dt2f0 a:tdx—i-/ffo (z,t)dr =0,
dtfo :z:tdm—i—ﬁfo x,t)dx = 0.

En effet, on intégre d’abord les équations (4.1)s et (4.1)4 sur (0, L), on trouve

po [ pdx = b [ b,ode + k[ (o, + ) dr+ 6 [i Ouda + [ 5 g (8) Uy (2,1 — 5) dsda = 0,
T fOL qdx + 3 fOL qdx + fOL 0.dx =0,

et les conditions au bord permettent de conclure que

o [ dz + s [y bdz = b,y — k[ply — 0 [0)y =[5 g (s) [, (x.t — 8)]f ds =0,
% foL qdx + é foL qdx = _% [9]5 =0.

Donc, la solution générale de (4.7) est donnée par

[ (2,1) dz = ¢ (x) cos ( %t) + ¢; (z) sin ( gt) ,

fOL q(z,t)dr = cy (2) e 71,

Les conditions initiales ¢ (z,t) = ¥y (x) (t < 0), ¥, (z,0) = ¥, (x) et q(x,0) = qo (2)

/ o (z) dx, ¢ (x) \/72/ Yy (z)dx et ¢y (x) = /OLqO(x)d:E,
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donc

S (2, 1) do = (fOL o (2) dm) cos (\/p:t) v \/Z (fOL by (2) dx) sin (\/p:t) ,

Jy at@.tyde = ([ a0 (2)do) e 5.

Enfin, posant
D (x,t) = (z,t) — L {(fo o (z dx) cos ([t) \/%(f(fwl () dx) sin <\/:ﬁ2t)] ,
G(2,t) = q(z,t) = qo () e,

on vérife facilement que (w,@,@,cj) satisfait (4.1), (4.5) et (4.6).

De plus, on a

fo Y (z,t)dr =0,

[RNIN (4.8)

Par conséquent, I'inégalité de Poincaré peut étre appliquée pour {ﬂ et ¢. Dans la suite,

pour simplifier les notations, on écrit 1 et ¢ au lieu de 1~ﬁ et ¢. On pose

L2(0,L) = {wELQ(O,L):/Lw(x)dxzo},
H!(0,L) = H'(0,L)NL%(0,L),
H?(0,L) = {weH?(0,L): w,(0)=w,(L)=0}.

On introduit I'espace de Hilbert suivant
H =H, (0,L) x L*(0,L) x H! (0,L) x L2 (0,L) x L*(0,L) x L?(0, L),
muni du produit scalaire

L L L L
(0.8), = « [ (ot )@t Ddotpy [ widosd [ vddosp, [ vids
0 0 0 0

L L
+p3/ 00dx + T/ qqdz,
0 0
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- . \T
pour & = ((p,u,@b,v,ﬁ,q)T et & = (ﬂﬂ,@b,@,@,c]) € H. On définit aussi

€ H\ e H2(0,L)NH}(0,L) % € H2(0,1) N H (0, L),
ue H!(0,L),ve H}(0,L),0 € Hy(0,L),q € H(0,L)

Proposition 34 Soit &5 = (¢, 1, %, (-,0) ,wl,ﬁo,qo)T € 'H donnée et supposons que
(A1) et (A2) sont vérifice. Alors, le probléeme (4.1), (4.5) et (4.6) admet une solution
faible unique ® € C ([0,4+00),H). De plus, si &g € F, alors, le probléme a une solution
forte unique ® € C ([0, +o0), F) N C* ([0, +o0) , H) .

Ce résultat peut étre prouvé en utilisant la méthode de Galerkin.

4.3 Deécroissance générale

Dans cette section, on considére le systéme (4.1), (4.5) et (4.6) et on montre la stabi-
lisation de I’énergie associée a la solution.
On commence par dériver la fonctionnelle d’énergie. Pour cela, en multipliant 1’équa-

tion (4.1); par ¢,, et en intégrant sur (0, L), on trouve

L L
,01/ Pypydr — “/ @ (0, +V)dr = 0.
0 0

En intégrant par parties le terme fOL 0 (p, — 1)zdzx, on obtient

L L
P1 / rppdr — [0y (¢, + ¢>]0L + "5/ ot (p, +)dz = 0,
0 0

les conditions au bord permet d’écrire la derniére égalité, sous la forme

pd [*

L
= ©2dr + /1/ ©pl@, +)dx = 0. (4.9)

Par ailleurs, en multipliant 1’équation (4.1)y par v, et en intégrant sur (0, L), on
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trouve

0 = p, / e b / " toande £ / (o + i)

+5/ 0,0, dx+/ qpt/m (z,t — ) dsdx,

et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit

2dt/ @/’thb/ Vart d:cm/ Ui, + )da

+00
+5/ 0, dm—/ xt/ t)(x,t — s)dsdx,

or

L +o00
/ ¢zt/ (x,t — s)dsdx
L
= / wwt/ g(t—8)Y, (z,s)dsdr
0 00

- [ a0 mwww—%(s)}dmds—/ (—s) / o ()0 (1) dods
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alors

—%% _;g(t—s)/oLwi(t)dxdst/_t (t—s) dS/ ¢ t)dx + g /¢dx

- 12 mg<s>/0 (6 () b, (¢~ 9)° dmds—l/ g<s>/ () =, (¢ = 5))" dods

1d

- ds/ Vidr + = / ds/ wzd:c—l— g /wd:c
2dt J,

1d

- 5% g<s>/0 (e 0) = 0 e =) s 3 [ g<s>/0 (1 () =, (t — 5))° drds

1d —+o00 L
——— d 2da.
s | owas [t

C’est-a-dire

/ /°° Lot sydsde = 24 M@_l(gw)(t)
1
:

— b—ldt/w

ou

“+o00

(ot () = [ gs) / (6 (6) — b, (t — 8))? deds,

+oo L
@ovd @) = [ g [ 0.0 -0 dods
Alors, on deduit
- 2dt/ Yidz +2dt/w +§E o) (1)

+H/o Y (@, + ) dx+5/0 V0, dr — 5 (g oqpx) (t). (4.10)
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En multipliant 1’équation (4.1)3 par 6, et en intégrant sur (0, L), on obtient

L L L
p3/ 00,dx + / 0q.dx + 5/ 0, dx = 0,
0 0 0

en utilisant encore 'intégrale par parties avec les conditions au bord appliquée cette fois

. L
cl au terme 6 _.dxz, on trouve
0 xt )

p d L L
= 02dx + / 0q.dx — & / 0,1, dx = 0. (4.11)

En multipliant ’équation (4.1)4 par ¢, et en intégrant sur (0, L), on obtient
L L L
7'/ qqidx + B ¢*dx + / q0.dx = 0,
0 0 0
puis, en intégrant par parties le terme fOL q0.dx, on obtient

L T d
/ q.0dx = oy 2dx+6/ (4.12)
0

En remplagant (4.12) dans (4.11), on obtient

L
d
LU dr = *dr + —— 2d
/0 Yydr = 2dt/ +2dt ‘Wrﬁ/

Ensuite, on remplace cette dérniére égalité dans (4.10), on trouve

L
th/ Vida +§E/ P2d +§%(90¢ t)+’f/0 V(0 +)dx
d /
432 0%&4—55/0 q2da:+5/0 q2da;—%(g o%) (1) . (4.13)
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Finalement, en additionnant (4.9) et (4.13), on arrive a

py d 2 2
_ A% d
0 2dt/0 erd 2dt/ Yida 2dt/¢ !

+li(go¢x)( )+/<a/ (cpx+¢)t (P + )dx

2dt 0

p3 d 2 Td 2 /L2 L

= O°dr + - — qd dr — — t
+2dt/0 G ) ddes | g 5 (9 00,) @),

donc

o Pld 2 P2 & La ha
0= S +2dt/ Yida +2dt/¢ 2d %“/’

pd L 1d
+53£ 0dw + 5 (g0 w><>+m/ ¢*dx + /Qd“’_‘gw)()

Maintenant, on introduit la fonctionnelle d’énergie

L L L L
B0 =t = (n [ dven [vtact [ acss [ 0ra)

1 - ’
+3 (p3/0 0 dx + T/O ¢*dz + (g o ¢,) (t)) :

(4.14)
On remarque que F (t) est positive, et sa dérivée verifie
d L 1/,
YE)y=-8] ¢de+= (g o %) (t) < 0. (4.15)
dt 0 2

Notre résultat principal dans ce paragraphe est ’estimation de la décroissance générale

résumée dans 1’énoncé suivant

Théoréme 35 Soit (129, o1, Yo (-0) 1y, 00, qo) € H. Supposons que les hypotheses (A1)
et (A2) sont satisfaites telles que Img > 0 :

L
/ Vi, (2, 8) de < mg Vs <0 (4.16)
0

53



et

b 5
o= (pz_ﬁ) (T_&) Ty
K Pk Kps
————

X

Alors il existe deux constantes strictement positives dq et oq telles que la solution du

probléme (4.1) ,(4.5) et (4.6) vérifie pour tout o € ]0, 6|

t . +o0
E(t) <og (1 +/ g7 (s) dt) o= Jo C(s)ds 4 0'0/ g(s)ds, Vt>0. (4.17)
0 t

Exemple 36 Pour illustrer notre résultat, nous considérons quelques exemples :

1. Soit g (t) = de= " avec 0 < ¢ <1 et d > 0 assez petit. Alors (A1) et (A2) sont
satisfaites, avec C (t) = q(1 —i—t)_l. Et pa conséquent, (4.17) implique pour deux

constantes positives c; €t co,
E(t) < cpe~ 20" v e R

2. Soit g (t) = ﬁ, avec q > 1 et d > 0 assez petit, Alors (Al) et (A2) sont satisfaites
avec ¢ (t) = q(1+t)"". Done, (4.17) donne, pour deuz constantes positives ¢, et

C2,

@ Vt € RY.

E(’f)ﬁm,

La démonstration du Théoréme 35 est basée sur la construction d’une fonction de
Lyapunov qui est équivalente & F (t) et une approche de Guesmia et Massaoudi [32].

Pour cela, on utilise la technique de multiplicateurs afin de montrer les lemmes : suivants

Lemme 37 Sous les hypothéses (Al) et (A2), la fonctionnelle

L L
I =—p, / P dr — py / Yipyda
0 0
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vérifie, pour toute solution du probléeme (4.1),(4.5) et (4.6),
L L L
L < —01/ w?dﬂf—pg Ib?derﬁ/ (¢, + 1) d
0 0
+2b ¢ dr + — 57 O°dx + — o7 (b—l) (go,) (). (4.18)

Démonstration. En multipliant ’équation (4.1); par ¢ et en intégrant sur (0, L),

on obtient

L L
P / ppydr — H/ p(p, + ¥)adz = 0,
0 0
puis, en intégrant par parties le terme fOL o(p, +1).dz, on trouve
L . L
m/ peydr — k[o(p, +¥)ly + fﬂ/ P2y + ¥)dz =0,
0 0
on revient aux conditions au bord qu’ impliquent
L L
P1 / poydr + ’ﬁ/ P, (0, +)dz = 0. (4.19)
0 0

D’autre part, en multipliant I’équation (4.1)y par ), et en intégrant sur (0, L), on
obtient

. / S / ) + 5 / o, + P

—|—5/ wﬁd:c—l—/ 1/1/+oo . (@t — s)dsdx,

on conclut, a l'aide de la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord,

que

L L L
p2/0 1/;wttdx+b/0 1/zidx+/<o/0 Vo, +)dx
L L +o00
—5/0 Y, 0dr — /0 1/195/0 g(s), (z,t — s)dsdz. (4.20)

95



Gréce a 'inégalité de Young, on obtient

400 L +00 2
/ / xt—s)dsd:c<g/ iﬂdx—i-% (/0 g(s)wz(x,t—s)ds) dx.

Or d’apres le Lemme 33, on arrive &

/ /+oo Lzt —s)dsdr < [% 27( ) (b—1) ]/ W2 da

1 1
(1 + 7]) (b—=10)(go,)(t). (4.21)

27

D’o, en combinant (4.19)-(4.21), on trouve

. d [F
I, = _pldt/ ppdx Pz%/ Y, dx

L
— / e —py [ vRdo 4 n / (g, + )da
0 0

1 1 2
+§ |:2[)+’7+;(1+77)(b—l) :|A ”Lﬂidl‘

—5/0L¢x0d:c+%<1+%) (b—10)(go,)(t).

En choisissant alors n = bi

—~, 7 = b et en utilisant I'inégalité¢ de Young, on obtient le

résultat désiré. m

Lemme 38 Sous les hypothéses (A1) et (A2), la fonctionnelle

L T
I, = —,03/ 0/ W, (s,t) dsdx
0 0
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vérifie, pour toute solution du probléeme (4.1),(4.5) et (4.6) et pour tous n,, €1 > 0,

, 1 1 L L
I, < &(1+—+—)/ dex+én1/ Yidw
Ui €1 0 0

L 1 L
+Ceq / (o, +)de + — | ¢Pdx
0 20 Jo
5 L 2 ~
0 [ e e (g0,) (1) (4.22)
0

Démonstration. En multipliant I'équation (4.1)3 par [; ¢, (y,t) dy et en intégrant
sur (0, L), on obtient

L T L T L x
oo [0 [ viwtrdys s o [ ot dydes [ [t dyds =0
0 0 0 0 0 0

Gréace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit

L x L L
oo [ 00 witvtydvis [ qvde s [ vids=o
0 0 0 0

D’apres I'égalité précédente, on a

d L T
pui |0 [ vty
0 0

L T L x
= pg/ 0/ Yy (y7t)dydfv+p3/ Gt/ Yy (y,t) dydx
0 0 0 0

L x L L
— o [0 [ valwtydudos [ avdoss [uan (4.23)
0 0 0 0

que

Dans (4.23), on remplace 1, par

1

+oo
P2 0
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il vient

ok [0 [ tsist

= / /{bibm— (¢, +1b) — 50, —/0%09(8)@/)”(-,75—8)(18} (y,t) dydx
—/0 q1/1td$—5/ Yidx

_ _%/OLe%dH“p?’/ / (0, + 1) () dyda + 223 /e%zx
_/quwtdx_é/o ¢§dx+ / /+OO (x,t — s)dsdx.

En appliquant l'inégalité de Young a la derniére égalité et le Lemme 33 (n = 1), on

voit que
_p3dt/ / W, (s,t) dsdz
b L
sﬁ/ +_n1/¢d+”p3/92dx
4110y de1py

L2
,02 0

1 7 5[t o, L 2
2—5 dx—|—§ Q,Dtdl‘—5 Yidz

P3 Lo b_l _l) o
+4mp2/0 0+ 200 /1/)dx+ m (g0, (1),
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alors

bps 0p3 Kps P3 b
—p / /zb (s,t)dsdr < ( +—+ + /de
Ydt ' dmpy P 451/02 4nypy
b 2(b—
+m<%+ %>/¢wx
2

2

L L
L /(sox+w>dx+25 ida

——/‘wﬂ L2020 ) m (g0, (1),

ce qui donne 'inégalité cherchée. m

Lemme 39 Sous les hypothéses (Al) et (A2), la fonctionnelle

L L T
@z@/¢MM—m/Uﬁ/w@ﬁmw
0 0 0

vérifie, pour toute solution du probléme (4.1),(4.5) et (4.6) et pour tout e5 > 0,

"= 1 g 2 L[* 2 o [* 2 - 2 (b—1)
L<é(1+= W2dr—~ | ide+— | Pde+e, | Qidr+ (gov,)(t).
€2 0 4 Jo L Jo 0 2l
(4.24)

Démonstration. En multipliant I’équation (4.1)s par 1, et en intégrant sur (0, L),

on obtient

pg/meﬂx—b/%¢¢miﬂ+&AL¢wg+¢ﬁh

+5/ ¢9da:+/ ¢/+Oo (z,t — s) dsdx,
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et d’aprés la formule d’intégration par parties, on a

L L L
0 = p / Ybud — B[, )E + b / YRd + / gy + )z + 5 (6]

o0 L o0
—a/jwm{zﬁ[ g<s>wx<x,t—s>dsk—/0%/0+ g (s) b, (.t — ) dsd,

alors, sous les conditions au bord, on déduit que

L L L
= dxr + b 2d d
0 pzfo Pipdz + / %xﬂ/ﬂ (s + )de
L L “+00
_5 Oz — — ) dsdz.
/wa v /¢/ 9(5) b, (2.t — 5) dsdz

Par conséquent

d L L L
Pz%/ Yihdr = pz/ ¢?d$+P2/ Y, dr
0 0 0

L L
— o [ wido—b [ vl
0 0

L L
—H/O (o, +)dx + 5/0 W, 0dx

+ /OL Y, /:OO g(s), (x,t — s)dsdz. (4.25)

On pose maintenant

w:/omw(s,t)ds.

En multipliant ’équation (4.1); par w, et en intégrant sur (0, L), on obtient

L L
P1 / wpydr — ff/ w(p, + ¥)edr =0,
0 0

on utilise d’abord l'intégration par parties, on trouve

L L
o / wpnds — K [wp + DL+ R / (i, + P)da = 0,
0 0
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puis on utilise (4.8), on conclut que

L L
o / opud + / (s + )z = 0,
0 0

il en résulte que

d L L L
—Pig / wedr = —p / wipyde — py / weyds
0 0 0

L L
= —p / wipdr + K [ Y (o, + ) da. (4.26)
0 0

En additionnant deux derniéres égalités (4.25) et (4.26), on obtient

d L d L L L L
pugp [ v =i [wpds = g [ wideb [Citaes / b, 0da
0 0 0

“+oo
—py / wipdx + / / x,t —s)dsdx,
0

ce qui implique d’apres I'inégalité de Young, que

d L
pr [ pldt/ wpds < p2/ wtdaz—b/ ¢daz+5/ b 0dz

—l—— dl’+€2/ dx—|—7/ Vidx
462 0

1 L —+o00 2
+— / g(s)v, (x,t—s ds) dzx.
o B ANICTAET

Au terme fOL w?dz, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz qu’ on utilise & plusieurs
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reprises, on trouve

/Owadx = /OL(/:%(S,t)ds)de
< L/{/ﬁ;ﬁ? (s,t) dsdx
< L/O /0 W2 (s,1) dsdz

L
< LQ/ ¢f(s,t)ds,
0

on en déduit alors que

d [* d [*
I3 = P2£/ Q/J@Dtdfv—m@/ wedz
5 L
<p2 )/ wtdx—b/ Yida + g/ z/)dm+%c 0 dx

L +00 2
+52/0 d:L‘—f-’}// (e dm—l—417 (/0 g(s)sz(x,t—s)ds) dx.

D’apres le Lemme 33, on arrive a

IN

: d [ d [
o= / wtda:—pld— J

< (o 28 [Citar— (0= Je—r - aswo-07) [ v

52 ) 1 1
+ﬁ 0 dx+52/0 gotd:B%—E(l—i—ﬁ) (b=1)(gov,) (@),

avec 1), v et ¢ choisis de fagon que b — QC —y— 4l (1 +n)(b— l)2 > 0.

En prenant, par exemple 1 = l’ v=2 et ¢ = 5=, on obtient (4.24). =

2b7

Le lemme suivant est trés important. Sa preuve sera donnée en détails.
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Lemme 40 On suppose que x, = 0, sous les hypothéses (Al) et (A2), la fonctionnelle

“ (7— - ﬁ) /L @Dx@tdx

)
“o o+ s —M/ bypda

T < )/ %/W t—s)dsdm]

vérifie, pour toute solution du probléme (4.1),(4.5) et (4.6) et pour tous p, €3 > 0

, 52p L L L
I, < —{—1—553}/ (g0x+w)2d:)s+é/ wid:c+é/ Yidx
0 0 0

=X [Pz /OL@/)t(soﬁzb)

5/01

P3
~ 1 g 2 ~ 1 g 2
—i—c(l—l—g)/o qu+c<1+a>/0 Vidx
_ [ ¢ i
ri [ tde = (g o) 0+ Elg0w) (0, (427)

Démonstration. En multipliant 'équation (4.1); par (¢, + 1), et en intégrant sur

(0, L), on obtient
L L L
T AR Ly Ay R

L L 400
) / 6. (p, + )z + / (s + ) / 9(5) by (1 — ) dsd,

sous les conditions au bord, une intégration par parties donne

L L L
= 1 / bulios + )z 1 b / Bl + P)uda + 5 / (s + 0)da

0

L L “+o00
. / 6.(0, + )z — / (s + 1) / 9(8) 6, (2.t — 5) dsd,
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donc, cette fois encore, on applique l'intégration par parties pour déduire

d [F L L
p2%/ Vi(p, +¥)dx = P2/ Yy (o, +V)dr + /)2/ U, (p, + U)dr
0 0 ; 0 )
= _b/O @/)x(@x + ¢)$dl‘ - I{/() (9095 + 1/))2d113
L
=5 [ 0ot i gy [ il + 0t
L +00
+/0 (0r + )z / g(s), (z,t— s)dsdz
L L
—0 ( (0, + )]y / 0(0, +1)s >
L
"‘/ (0r + )z / g(s), (z,t — s)dsdz
0 . 0
Pz/o V(0 + ¥)d

D’apreés les conditions au bord, on trouve

d L
pigs |l + s
L L L
- b oz — e+ 8 [ (o, +b).d
/%(ww v / (s + )2da + / (s + )
L 00 L
+ / (s + ) / 9(8) 6, (2t — 5) dsde + p, / Bulpn + P)ede
L L
= b/o U, (o, + 1) da:—/-c/o (o, + 1) d:c—l— /Qgpttda:

L 0
T /0 (o + ). / 9 (), (2.t — 5) dsdz + p, /0 by(pu + V). (4.28)

Par ailleurs, en multipliant I’équation (4.1); par v, et en intégrant sur (0, L), on

L L
91/0 Vyppdr — "‘f/o V(0 +V)dr =
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alors

d L L
Pl% Yppdr = Pl/ VYo +P1/ VY, oudr
0 0

L L
o / oorda + R / 0u(n + ¥)ade
0 0

ce que implique

bgl dt / by, _bpy / b pydz + b / Uy (@ + ¥)ad (4.29)

En additionnant les deux égalités (4.28) et (4.29), on obtient

g [ oo+ 28 [y e
b Spy "
= pl/ Yopprd x_"i/ (90x+¢) T+ — pl Opydx
0

0

L “+00 L
" /0 (s + 1) /O 9() 6, (2.t — 5) dsd + p, /0 Bulp + P)ed,

donc

pQE 0 Kk dt J,
L 5p1 L
= / Ypppdr — "f/ (90:5 + ¢) dr + — / Oy dx
0 0

L “+o00 L L
T / (0 + ) / 9(5), (et — s) dsdz + py / W2z + p, / buomds,
0 0 0 0

et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit que

g [ ooy 22 /wm (2= 0) [ et

L
Sp, d
—/f/ (¢, +1)*dz + pldt Qsotdl’——l/ O, dx
0 K Jo

L +00 L
+/0 (o, + ¢)$/0 g(s)v, (x,t —s)dsdr + p2/0 Yida. (4.30)
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On déduit de (4.1), et I'intégration par parties que

1) L ) L
% Oippdr = I{_ppl [_Qw_&/}xt]@tdm
0 3 J0
) L 52
= - pl/ Qepydr — P / VYyprd
Kps3 Jo 0
5 d L L
= ht gpdx—i——l/ Qzrpdx
kps dt Jg 3 Jo
52 L
P1/ Yppdr
KpPs Jo
donc
) op; d
-% Gmw——7%% dwﬂ—/%%m
0 3
5 py /L
- Y opde. 4.31
kps Jo t Pt ( )

En utilisant I’équation (4.1),, on trouve

5 L 5 L
o Qo dr = pl/(—@—&ﬁ%ﬂ
0

kp3 Jo THP3

68p, /L 8p; /L
= - dx — 0.,d
7503 Jo qp.ar THps P,ax

= __é@g;t/’ q(p, +¢)dx -+ /f qdz

Tﬁps

/ 0.0, dx. (4.32)

TP
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D’autre part, d’apres (4.1),, on voit que

5,01 L P1 L oo
/ 0,0,dz = / ot B — {0y + ) — / 0(8) 0, (0,1 — 5) ds| o, da
0 0 0

TPy THP;
L
T/ip3 TKP3
L
/ byt — 1L / (60 + V)
Tlip?, TKP3
p L +oo
4 /(gpx—i—wwdx— / / z,t — s)dsdx,
Tkp3 Jo THp3
en utilisant I'intégration par parties, on a
L
S / by + P2 / Yo
TKpPs Jo T/{pgdt
b
—pl/zp (0, + 1), dx+ /wd
T3k
y L
. / (p, +¢)’dz + —1 / (0, + )oda
TKP3 Jo TKP3 Jo
01 L +oo
t — s)dsd
+mp3 JC / 9(5) 0, (2.t — 5) dsd
+o0
/ / (r,t —s)dsdz,
75,03
donc
5 L L
O [ hpdn = 2 / Dyl — 1L / boripuda
TKpPs Jo 7'/<c,03dt
b b L
- [;1 /w:p ttdx+ [)1 / ¢2d - A /(¢x+¢)2d$
TK=p3 TKP3
K
o / (p0 + )il
TKP3 Jo
B[ o, [ g6 (et 9 dsa
+ gpx—l—@bx/ g(s)Y, (z,t —s)dsdx
TKP3 Jo 0

_h /wa " (5 (1, — 5) dsde
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d’ou

et par conséquent

0P
TKP3

Thps

L
/ 0,p,dx
0

L L
5p1 / Qw@xdl' — p1p2 / ¢t x p1p2 / /%bxt(,ptdx
0 0

TKps dt TKps

bp? bp% /L
d d
TI{Q,OS dt/ VYyppdr + —— 5205 Jo Vyppdx
b L
1o / vido = 22 [ b P
TKP3 Jo TKP3 Jo

pl L —+o0
— s)dsd
T /0<%+w>m/0 9(5) W, (2.t — 5) dsda

02

P1P2 1 P1P2
d
T/ip?)dt/ Vepadr (Tli2p3 7'/<;,03>/ Varprde

bPl 2 Kkpq /L 2
dx — d
m%dt/ (UNE wx T i (¢, + ) °da

Thps
L +o0
oy / (o, + V)dx + TZ; /0 (o, + w)x/o g ()Y, (x,t —s)dsdz

T 3

+oo
/ / (x,t — s)dsdx. (4.33)
T’fp?,
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En remplagant (4.33) dans (4.32), on obtient

0 L op L 0p L
[ gpde = 20 [, 4 ) da s ”1/ quda + 2122 /zz)t%da:
kps Jo TEP3 Jo TKP3 dt
2
_< bgl - P1P2)/ ¢xt¢td$+ / Yppid
TR®P3  TKP3

b L L
[ty 2 (soxw)?dx
TKP3 Jo TRhP3 Jo

L L +oo
- | <¢$+¢>¢dx—721 / (ot 0), [ 0(5) 0 (ot = ) s

THpy Ps

“+o0o
/ / (x,t — s)dsdx. (4.34)
T rh,

En remplagant encore (4.34) dans (4.31), on trouve

L

) 6p, d [* )
e = =08 [+ 0 oy = 20 [ e
K Jo /{p3dt TKP3

bp?
_ PP / Yyppdr — —21 / Vpda

 TR2py dt
b 62

+( /;1 b ,01)/ .0,
TR™p3  TRP3  KP3 /) Jo

L L
~ /0 (¢x+¢)2dx+%/o (¢, +)Yda

TKpP3
2 [, [ o ) dsa
+ Y, + x/ g(s)v, (x,t—s)dsdr
TEP3 0
+oo
/ / (x,t — s)dsdz. (4.35)
T’fp?,
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Enfin, en remplagant encore (4.35) dans (4.30), on obtient

/ ¢t<,0x+1/}dx+ / Y pdx

pZdt
_ op d 5p1 d 0Bpy
Tk dt 0 de + K dt qwgpdx T/-fp / 1(p, +v)d
501/ P1P2 / /
d
TRPg qudr 7'/1 3dt Vipade 7'/{ p3 dt Votprdr

K P1 2

by kp, [*
wda:+p2/ vido - 22 / (0, + V)

3

ks Jo
p L +o0o
pr(r= L) [ [ 0600 et —s) s
Kps 0 0
p L —+o00
! / . g(s)Y, (x,t —s)dsdx
TKP3 Jo 0

Alors

i/Lz/)( +¢)dm+bﬁ T—— /¢ dx
X IOth 0 tSO:E Tk p3/€ dt ¢t

opy d[* opy d[* P1P2 /
= pdr+ L — d
o dr + oore di qp,d " rhpa di Yy dr

Kk dt

o T /( o)
- TXXO 0 a:tgotx TX T /€,03 0 x
b L L 55 L
- "lx/ ¢idm+p2x/ d - ’”x/ 0oy + ) da
TRP3 0 TRP3 0

ﬁpl/ gz — 21 /0L<sox+¢>wd:c

+o0
—i—ﬂx - / g&tt/ (x,t —s)dsdx
/1,03
+o00
/ / (r,t —s)dsdz,
T%pg
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ce qui implique

d [*F b
x[p%/ ¢t(¢x+¢)dx+£(f pgf{) dt/ Y pda

opy d 5/01 d [* _ P1P2 /
S 0 d d
pdr + — pore qp.d Thps di e dr

_ 1 L P1
= __XXO/ wmt%dx——x (T_m_,og)/o (¢g +)’dx
Bp, "
d 2dx — ! d
/ V2 ~r+p2></ Yida /O q(p, + ) dz

mp3 TEp;
L K L
+ Bplx / qidx — pl X / (¢ + V)0da
Thps " Jo

+00
h _ _
+RX(T )dt/ / o (@t —s)dsdx
t

T“x( —fﬁé)/ %(éanwxﬁw4i/mgxp_@wx@¢wm)dx
/+°° z,t — s)dsdz,

T/'ip3

donc

Q/Lw +w)dx+—bp1 / Yoyl
X | P2 t\ P T ,03/£ at Pt
0p1 1 d _ P1P2 /
- Op,d d
K dt/ P x+ p3k dt qu Thps di Vrpade

= _—XXO/ %sotdx——x (T—&)/ (¢, +1)’dx
T 0 T RpP3 0
b L L 55 L
_h x/ ¢§daz+p2x/ Ve — plx/ q(p, + ) dzx
0

TKRP3 TRPs
opp
#2000 [ gt - /(%+¢wm

+0o0
TP
—_— — t —s)dsd
+/~€X(T ﬁpg)dt/ gOt/ ot
+o0o
+T—plx (7’— )/ cpt/ t) — 1, (x,t — s)| dsdx
Kp3

+o0
/ x,t — s)dsdx.
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A Taide de I'inégalité de Young et les Lemmes 32 et 33, il en résulte que

d [F bp,
X {Pzﬁ/ ¢t(@x+¢)d$+; (T pgﬁ) dt/ Yo dx

opy d opy d[* _ P1P2 /
B 9 d d
%x+3dt qp,d Thps di Vyp dx

+o0o
_Th _
- < )dt/ got/ Lzt s)dsdx]
1 P1 - 2
—fmq/dmﬁw——XT——— /<%+wwm
kpPs/ Jo

5P1
oy /¢dx+p2x/ vide + 2 lea‘z/o (g, + )%

L 90 |/ Pr - 0 5”1 |Xy/ P S0 Bpl o |/ o

4637'/£p3

2y, / (o + 0+ 1y / P
0
L

+T_p1X <T—&>u/ ©2dx

K KpP3 0

TP P1 1 41 L 2
A - d
KX(T A) Lo (g 0w 0+ 52 [ vt

le[b—l / Y2+ (b—1) (g0, )()}

IN

ks

En simplifiant la dérniére inégalité, on obtient alors le résultat souhaité. m

Lemme 41 Sous les hypothéses (Al) et (A2), la fonctionnelle

L T
15:7'/ 9/ qdsdx
0 0

vérifie, pour toute solution du probléme (4.1),(4.5) et (4.6) et pour tout n, >0

’ ~ L 2 7'(5 L 2 1 L 2
L <éf ¢gde+—n, | ¢p(x)de— = 0*dzx. (4.36)
0 P3 0 2 Jo

Démonstration. En intégrant d’abors I’équation (4.1), sur (0,2) C (0, L), puis en
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intégrant sur (0, L) aprés la multiplication par #, on trouve

L T L T L T
7'/ 9/ qtdsdx—i—ﬁ/ 0/ qudx—l—/ 9/ 0,dsdx = 0,
0 0 0 0 0 0
L T L T L
7'/ 9/ qtdsdx—l—ﬁ/ 9/ qudx—l—/ 6*dx = 0,
0 0 0 0 0

en déduit alors que

d L T L T L T L
7'—/ 0/ gdsdx :7'/ Qt/ qudx—ﬁ/ 9/ qudx—/ 6dz. (4.37)
dt Jo 0 0 0 0 0 0

En multipliant ’équation (4.1)3 par fom qds et en intégrant sur (0, L), on obtient

L T L T L T
p3/ Ht/ qud:c—i—/ qm/ qud:c—i—d/ wzt/ gdsdr = 0,
0 0 0 0 0 0

a 'aide de I'intégration par parties, il résulte que

L T T L L T L L
,03/ Ht/ gdsdx + [q/ qu} —/ ) {zﬁt/ qu} — 5/ Y,qdx =0,
0 0 0 0 0 0 0 0

c’est-a-dire
L @ L L
p3/ Gt/ qudx:/ q2dx+5/ Y,qdz. (4.38)
0 0 0 0

En remplagant (4.38) dans (4.37), on obtient

L x L L
Ti/ (9/ qdsdr = l/ q2d:1:+T—6/ Y, qdx
dt Jo 0 P3 Jo P3 Jo

L x L
—f / 0 / qdsdx — / 6 dzx. (4.39)
0 0 0

donc
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En utilisant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, on conclut que

d L @ (L -5 L
T— 0/ gdsdr < — de—i——n / Vids + / ¢*dx
dt/o 0 P3 ! ' 4nyps Jo
1 L L
+—/ d+—/ (/ qu) dm—/ 0% dx
2 Jo 0
L

T 9 70 L 9
— dm+—774/ wtdx—l—4 / q dx
P3 Jo N4P3

1 2L2 L
+—/ 0 dx —I—ﬁ / qzds—/ 0%dx,
2 Jo 2 Jo 0

IN

ceci implique que

L T 2L2 L
Ti/ 9/ qdsdzr < (ﬁ + 0 —i—l)/ ¢dx
443 ps/) Jo
/ VF (x x——/ 6%dx,

ce qui achéve la démonstration de (4.36). =

Maintenant, on introduit la fonction de Lyapunov
1
E - NE + le + N1[2 + Nglg + Ng]4 + N4I5,

ou N, N1, No, N3 et N4 sont des constantes strictement positives & déterminer plus tard.

Lemme 42 Pour N > 0 assez grand, il existe deux constantes strictement positives oy
et ag vérifiant

o E (1) < L(t) < anE (1), Yt > 0. (4.40)

Autrement dit, les fonctions E et L sont équivalentes.
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Démonstration. A 'aide des inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, on a

p [* py [* p
L) < NE(t)—I——l/ 902d:c+—2/ Yo 4+ Ordr + 2 / Yida
8 Jo 8 Jo 8
1 L 1 L g
—|——N1p3/ 92d:c+—N1L2p3/ ¢§da:+—N2p2/ ¢2dx+—N2,oz/ Yida
2 0 2 0 2 0 2 0
1 L 1 L
—i——ngl/ ¢§dx+—N2L2p1/ Vidx
2 0 2 0
1 L L b L
+=Ns x| | s 1/)?dfv+pz/ (9, +¥)%dz + L1 |7 - L1 / Yhda
2 0 0 TR P3k|Jo

b L 5 L ) L
L2 _&/ ordx + L pl 0%de + 2L | Rd
TK P3k 0 K Jo

5p, [* 5 L r
—l—ﬁ / ¢dx + A / ©2dx + P1P / Yidx + M/ ©2dx
KPs Jo KpPs3 Jo TKP3 Jo TRP3 Jo

TP p| " ! P1 > [*
il 2] [ o™ ] (00 [Cate 0o Den) o)

K Kps Kps

1 L L
+§N4 (T / 0%dx + TL? / q2da:).
0 0

_l_
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En simplifiant 1'inégalité précédente, on trouve

b
Lo 7o
K K

P1

Pk

r L
|22 Ny L?p, + =Nap, / Vi
8 2 2 o

o

kps

I

[py | 1 2 1 1 P1P2 /L 2
—~4+-NL —N. —N. d
Ty Tl st 5 Nape g 3 x| P2+Tﬁp3 ; Yrde

L
P b—ﬂ) 2 Iy
(b-1) /wa

Pk

1 b 27
+5 N3 x| <ﬁ h

K

T — +

2 TK

P
Kps3

1 L
3N [, 0o
0

1 16p, 1 L
-N — AN, _N, 0%d
+(2 103+ 5 3|X|+2 4T>/0 x

) 1 L
‘I‘ (—]\[3ﬁ |X‘ —|— —N47'L2) / q2dﬂf
2 Kps 2 0
1 AN
+-Ns x| <—1 + =2 / 02
2 kps  Thps/ Jo

PLI P (b~ 1) (gou,) (1),

T — ——
K

+N3 | x|
P3

a 'aide de I'inégalité de Poincaré, on voit que

foL e < foL ¢ida¢

. : (4.41)
Jy PPz < [ p2da,

et en tenant compte de
L L L
/ prdr < 2/ (0, + ) *dz + 2/ Yidz,
0 0 0
on déduit qu’ il existe ay > 0 vérifiant
L(t) <axE ().
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D’autre part, en utilisant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, on a

mo[F pa [* p
L) > NE(t)——l/ (,02d$——2/ e — P | p2dr - 22 /¢tdz
8 Jo 8 Jo 8

1 L 1 L
——N1p3/ 0*dx — —N1L2p3/ Vlda
2 0 2 0

1 g 2 1 g 2 1 g 2 1 2 g 2
~3Nop, [ o= 3 Nap, [ wide— JNap, [ e = 3Nl [ v
0 0 0 0
1 L L b L
—5Ns x| [pz Yido + pz/ (¢, +)2dz + 2L |7 — L1 / Vydo
0 0 TR P3k
b L ) L o ) L
+ﬁ P / p2dz + 2L Pl 02d Pl p2dz + 221 opy P
Th P3k 0 kps Jo
op " p1p pLp p p | [F
+—1/ ©2dr 4+ 2 2/ Vida + L 2/ 2da:—|— Llr - 2 / ©2dx
kpPs Jo ThP3 kP3| .Jo
TPy 2 2
+2— — (b—l / Yrder+(b—1)(go, t)}
Plr— ol (e-07 (b= 1) (500, (1)

1 L L
—=Ny (T/ 0% dx + TL2/ qux> ,
2 0 0

donc, il existe une constante o > 0 telle que
L(t)> NE(t)—aF(t),
on choisit alors N assez grand et on déduit qu’il existe a; > 0 tel que

Démonstration. du Théoréme 35.
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En utilisant (4.15), (4.18), (4.22), (4.24), (4.27) et (4.36), on obtient ainsi

duw < oy [ Cde I (g o) 0+ ) (—pl / C e — p, / e

2

L
+/</0 (¢, +)2dx + 2b wdx+gl/ 92dx+2l(b—l)(go¢x)(t))

+N; ( (1+n—1+€1)/ 62d:c—|—0771/ Vidx

+551/L(<px+¢) d:c+25/ 2d:c——/ Vidz + iny (go, )())
o (12) [P f )
(672/0L02dx+5 /OLgode(b;ll) (gowz)(t)>

52[0 L
{—1 — cag] (¢, +)*dx + EN3 / Vidx
0 0

( 3L¢tdx+c<1+i)/OLqua:+é(1+i>/0L¢2dx)
w4 (o [ ptda = (5 00.) (0 + (000, ()
( OL 2dg;+_774/ V7 (w dx—%/o 02d3:>
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en simplifiant I'inégalité précédente, on trouve

4
(& P N
— §N1+Z— 1+ — cN3 — N4_7]4 77Z)tdx
[ b . - - 2 2
— |=Ny — = — &Ny, — N3 — N3 1+ ) %dw
_4 2 €3 0
52 g
— |Ns—— - — Nsces — - 5N151} / (g + ) da
L P3 4
_1 2 1
[rw- s e (124 L M—L/ﬁm
|2 81 YA

1 1
- _NB N12—5 — ¢N; (1—1— 53) —cNLl} /0 q 2dx
1 /
+ (§N - ﬁNg) (6 0w.) @)

dewmm W”mwmyw%»

8l 21

= 16N , alors

A ce point, on choisit d’abord g5 =

P1
16No

%—NQ€2—6N3M:%>O.

Maintenant, on choisit €; = N% et g3 = N%, puis on fixe N3 tel que

52
Ng— — ¢N3e3 — — — ¢Nie1 > 0.
P3 4

En choisissant n, = NLI et Ny assez grand, on déduit que

l b 1
~Ny— —~ — &N, —EN3 —éNs [ 14+ = | L? > 0.
4 2 €3
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En plus, on prend N, assez grand tel que

1 52 1 1 52
“Ny— — N1+ =+ =) =Ny=—>0.
2 Ty 16( +n1+€1> 7

En choisissant 1, = N%; et N; assez grand, on déduit encore que

5 | 5
N+ 22 any (14 =) —aNy — N2, > 0.

Finalement, on choisit N assez grand pour que

NB = Nigs =Ny (1+L1) =Ny >0,
LN — 82 L6 (0) Ny > 0,

K2p3  4p

et, en plus, le Lemme 42 reste vrai.

Par conséquent, on peut écrire

L L
L) < =X / ©idr — A / W2 da
0 0

L L
Y / W2 — Ay / (o, +0)da
0 0

L L
—\4 / 02dx — s / @Pdx
0 0

+co(got,) +a (9’ o %) (t),

ol ¢g, ¢ et A\; (1 =0, ...,5) sont des constantes strictement positives.

On conclut alors que, pour un certain p > 0,

!

L(t)<—pE({t)+c(gotp,), Vt>D0. (4.42)

Dans la suite, on applique une approche présenée par Guesmia et Messaoudi [32]. En
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multiplant (4.42) par ¢ (¢) et utilisant (A2) et (4.15), on trouve

COLW < A WEO+alBow)
< —KOBW+e [ 08 [ @0 =00 duds
< OB+ [ <006 [ 00 vt 5) deds

(
e / TCgs) / (s (8) — b, (t — 5))? duds
(

IN
|
s
I
—~
~
~—
&S|
~
|
%)
o
—~
Q\
o
<
8
~—
—~
~
~—

IA
|
s
Iy
—~
~
~—
&
~
|
DO
Q
o
&
—~
~—

D’apres la définition de E (), on a

2
TE(0), vt >0.

/ Prde < lE()
En utilisant (4.16) , on obtient

/OL(wm(t)—wx(t—s)fd:v < /1/1 da:+2/ V2 (t—s)d

E(0)+2my Vs>t>0.

IN

l

Par conséquent,
! / +OO
COL (O +2E ()<~ VEO+5,6(0) [ 9(5)ds
t
avec 3, = co (2E (0) 4 2myp). Maintenant, on pose

F=(L + 5 F,
h(t)=C(1) [, g(s)ds
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avec (3; = 2¢o. En employant le fait que £ ~ E, on déduit que
miE < F <myFE (4.44)
pour deux constantes positives my et my. Alors (4.43) devient
F' (1) < =80C (t) F (t) + Boh (1),

avec 0g = mil. Donc, pour o € |0, dq],

!

F (t) < —aC(t) F(t)+ Byh(t), Vt>0, (4.45)

ce qui donne

t ! t
(o Beonp(v) < preBien ), veso, (4.40

En intégrant ’équation (4.46) sur [0,7], on trouve

T
F(T) < e Jo ¢o)ds (F (0) + 62/ e Jo Sy (1) dt) , Wt >0.
0
Et par conséquent, (4.44) implique que

T
E(T) < L o s (F (0) + B, / e Jo S (1) dt) ., Vt>0. (4.47)
mo 0

Comme

+o0

R () = R [ g (s)ds

t

1 t 1ot
— - <€0'f0 C(S)ds) / g (S) dS,Vt > O,
t

o
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alors, par intégration par parties, on a

T

T . 1 . 400 T . 400 /
/ e JoS(=)dspy (t)ydt = — {e”fo C(S)“ls/ g(s) ds] — / e Jo S(s)ds (/ g (s) ds> dt
0 g t 0 0 t

o 0

et on en déduit alors

E(T) < 1 (F (0) e~ Jo C()ds 4 P / m g(s) ds)

mo g Jr
By o gTiris [ o icion
+ e 7 Jo S18Es [ Jo S84 g (1) (.
mo0o 0
D’autre part, (A2) implique que
/ . ’
(60 fot C(s)dsga (t)) _ <€O' Jo C(s)ds) ga (t) + e fg ¢(s)ds (ga (t))l
= 0 (1) el g7 (1) 4 5o s g (1) 7 (1)

< oQ (1) el OB (1) — ge o CIC (1) g (1) g7 (1) = 0,
et par conséquent, pour tout ¢ > 0,
t
e Jo C(s)dsgo (t) < gcr (0) )

D’aprés ce qui précede, on trouve

T T
/ ea'fo C(s)dsg (t) dt — / ea’fo C(S)ngO' (t) gl—a' (t) dt
0

0

< s oo

Donc on arrive a

T T +o0
E(T) <oy (1 + / g7 (1) dt> e~ Jo CG)ds 4 ao/ g(s)ds, Vt>0, (4.48)
0 T
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avec 09 = - max< F (0),22¢7(0),22 1 . Ceci termine la démonstration. m
mo ) o ) o

Remarque 43 On remarquera que s’il existe une constante o € 10,d¢] pour laquelle
fOT g7 () dt < +oo, alors (4.48) se réduit a
“+oo

E(T)<Ce™? Jo Cls)ds 4 O'(]/ g(s)ds, Vt>0,
T

pour une certaine constante C' > 0.

Remarque 44 Bien que nous pouvons obtenir la décroissance exponentielle comme un
cas particulier de l'estimation générale (4.48), il convient de mentionner que la décrois-
sance exponentielle peut étre obtenue sans la condition (4.16). Plus précisément, nous

avons le résultat suivant :

Théoréme 45 Soit (¢, ¢1,% (.,0),1,,00,q90) € H. Alors sous les hypothéses (Al),
(A2) et xo =0 et
Ja>0:g (t) < —ag(t), Vt >0, (4.49)

1l existe deux constantes strictement positives A et M telles que la solution du probléme
(4.1),(4.5) et (4.6) vérifie
E(t)< Me™, Vt>0. (4.50)

Démonstration. La preuve est similaire a celle du Théoréme 35 jusqu’a [’estimation

(4.42). En rappelant (4.15) et (4.49), on voit aisément que

L) < —aL(t)+elgor,)
< —aL(h)+ (g o)
< —oz[i(t)—%)E’(t).

En posant L = L+ 2 E'(t) ~ L, on obtient

L (t) < =AL(t), Vt>0.
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Une intégration simple donne le résultat souhaité. m

Remarque 46 Le résultat obtenu récemment par Santos et al. [65], en utilisant la théorie

de semigroupes, suit directement ce dernier théoréme en prenant g = 0.

4.4 L’absence de stabilité exponentielle

En utilisant le Théoréme 1, on peut alors montrer I’absence de stabilité exponentielle
grace au procédé suivant :

On montre qu’il existe une suite de valeurs A, telle que

[N T — A)‘lHE(H) — +o0.

Ceci est équivalent a prouver qu’il existe une suite de vecteurs F), € H et une suite

de nombres A, € R, avec ||F,||,, <1, tels que
1G0T = A7 Fyll, = 19l — o0, quand g — +o,

ou

i\®, — AD, = F,.

Maintenant, on considere le systéme résolvant

(

IAp — u, = fi,

iAp1u — K@y + ¥)a, = p1fa,

Y -, = fa (4.51)
iAo = Dy + Ky + ) + 00, + [ g (5) Uy (2,8 = 8)ds, = pafa,

IApsd + G + vy, = p3f5,

iATq + Bq + 0, =T f6,

ou A € Ret F' = (f1, fo, f3, f1, [5, fG)T € ‘H. Pour montrer que la condition x, = 0 est
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également nécessaire dans la stabilité exponentielle, on suppose qu’il existe & € H tel
que | @], # 0, et on prend fy = fy = fy = f5 = f = 0, alors

;

—Npo — K(p, + 1), = Al

) X =Wt Ko )+ [T () (@t =S =0,
iNpgh + o + NG, -0
IANTq + Bq + 0., -0

\

et on choisit fy = sin (“L—”a:) /p; dans (4.52) de telle sorte que F' = (0, f5,0,0,0, O)T € H.

Pour assurer les conditions au bord (4.6), on peut supposer que
@ = Asin (%x) 1 = B cos ('UL ) 0 = C'sin (HZT ) ,q =D cos (%x) :

Par conséquent, le systéme (4.51) est équivalent &

[Nk (4)"] A (5) B, — 1,
us 2 s us o
R (EE) At [N, +1(42)" + k| B+6 (4) €, =0, .
—z)\é( )B—l—z>\p3 ( )D, =0,
| (7)) O+ (iAT + B) D, —0,
ou 1 € N. On voit alors que
_ ()
(iAT + 5)

ce qui conduit & réécrire le systéme (4.53) comme suit

D1 K (45) 0 A 1
() o O(E) || B0
0 —iA0 (%) D3 C 0
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ou

? 2 . 1 2
p=—Npts <Mfﬂ> o ==X+ (%) th, ps=ilpg+ (iAT + ) (“”) '
Alors
-y §2 (pm 2
A = DP2p3 +Z>\5 ( ) _ K ) (454)
P1p2p3 — P3k? ( ) + iAp, 62 (“T) K — K2 (%)
_ p )2 . 2
o - INOK ( L) _ INK ( L) 5 (455)
pipaps — psk? (BX ) + iAp1 62 (“T) pips kK — k2 (42)
ol ; ,
; pm
K:p2+—z)\(5 (L) .
Pp3

On obtient ensuite, en remplacant ps par sa valeur,

52 ﬁ BT 4
K= p2+—<—> — ”3_(L> ..
ps \ L —X2psT +idpsf + (A7)

K

Maintenant, on prend A tel que p; (\) = d, ce qui donne \* = - (%)2 — %, oundeR

va, étre fixé plus tard. Donc on obtient

8 [ & (M)4
K=ps+ > (“L ) B (4.56)
P3 (1 - p—3) (4)? + 70+ iApyf

Tp3m

On note y; = 1 — Six; = 0, on prend d = 0 de sorte que K peut étre écrit

comme
2

Pok\ [ T2 6% rpm\2  p,o° u
K=(1-25) (25) +nt = (B5) - A (5 ) 4.57
( P1 ) L p3 \ L irp3f3 (457)
Par conséquent, puisque d = 0, on a

1 Pz“) & 18 ] P18
A= — [[1-22) 4+ = - Al & -
K ps  irp3f ir3p3f
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pour A assez grand. Donc

L
. (BT N2
2 = ol = AP oy [ fsin (o) [ o
0
L 2 2 L 52 2 j%uis 4
ek (2 (e :
pig AP~ 05 () (5 (1.58)

Ceci implique

[®ullyy — +o0

quand g — +o0. Enfin, on suppose que x; # 0 et x, # 0. Alors, on obtient

oo 9 2 2 d Td+ NS 52 2
K= _/ g(s)ds (ﬂ) +p3’§ Xo (M) 20 o — (ﬂ) .
0 L P X1\ L P oxy (B5)" + %d—i— ixpsBXx1 \ L
gi _ fo—i-oog (s)ds + %’;_g # 0, on va prendre d tel que
QT .
- g(s)ds)d:/-i —d=——Fg——
( 0 fo+ g(s)ds
Par conséquent, on a
d \ L piox1 N L P1r X, (”L—ﬂ) + %d + 1 A\p3 8 X1 L

)

Q

K T 2 K2 T\ 2 d 86> 7ds?
(u_) L x0<u_) by P2 52A+_2’
L P1 X1 P1Xa

L ,0% X1
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pour A assez grand. De (4.54), on a

K
nK — ()"
n2(L) +p3nxo(w)+ +p2 +z55/\+7d62

A:

L d P X1 P1X7
2 d ,55 ds>
d P3“ Xo (BT oo P2 WPOT N 4 T
p1 X1 (L) TR P1 T 1 +p1X1
035 Xo
2
o + p1 X1 Nl P1Xa1
4L Xo d  psd*xo

P1 X1

Alors

2

dz

e 2 > 2 _ (A2 N2 L.u_ﬂ
1913 _PN%H—!\!\mO sin (==

L o 2 L (1 Pixa ’ P\ 2
= o AP NS A RS (= (5F)"
p12’ | ’ ,U«| '%2 (d+,03d2X0 L

Ce qui implique
[P pull5 — oo,

quand p — +00. Si — fo s) ds + Pgn ))22 =0, alors

e “ (%)2+%d+i)\p35 (/@ pLd> pT—ld—H')\ﬂ(;_?(E)z
’ (iAT + B) pr) (M8 xi \ L
S (e ) ()

IAT 1 TX; \ L

i () +25d+idpsB [ pd\  Zd—Z 52 e B8 w2
- g () e () A ()

Q

2
Dans ce cas, on prend d = ”B‘j; de sorte que

2 w2
mKaﬂ%(%sz+&%§L(m+&£>.
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De (4.55), on voit que

2

—IAK (M) N —1AOK N NSk

IAT 1

— L
dpsK =2 ()" ade (w4 20) 20 (s
Par conséquent
2 2 2 r um
2 = ool = 1CPps [ foin (4]
0
CY2L 4 052/432L s

4
- S ()

Ceci implique que

||(I)M||’H - +OO,

quand g — +o00. Ce que achéve la démonstration.
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Chapitre 5

Décroissance des solutions d’un
systéme de Timoshenko avec

deuxiéme son

5.1 Introduction

En 1921, Timoshenko [71] a développé un modéle décrivant la dynamique d’un faisceau
lorsque la déformation de cisaillement transversal est pris en considération. Le modéle

est donnée par un systéme d’équations hyperboliques couplées de la forme

PP — K (SOJ? + ¢)x = 07 dans (07 L) X (07 +OO) )
p2¢tt - b¢x:c + K (9095 + ¢> = 07 dans (Oa L) X (07 +OO) )

(5.1)

ou t désigne la variable de temps, = est la variable de l’espace le long de la poutre
de longueur L dans sa configuration d’équilibre, ¢ est le déplacement transversal de la
poutre et ¥ est 'angle de rotation du filament de la poutre. Les coefficients p;, py, b et
k sont, respectivement, la densité de masse, le moment d’inertie de masse, le coefficient
de rigidité (de la section transversale) et le module de cisaillement d’élasticité.

Le modeéle a été étudié par beaucoup de mathématiciens et des différents mécanismes
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d’amortissement ont été utilisés pour stabiliser les vibrations. Les résultats obtenus dans
ces travaux montrent que la présence de termes d’amortissement dans les deux équations
conduit & la stabilité uniforme quelles que soient les valeurs des coefficients. Cela a été
démontré par Kim et Renardy [40], Mustafa et Messaoudi [45] et d’autres. Dans le cas
d’un seul amortissement dans la premiére ou la seconde équation de (5.1), la stabilité

uniforme est obtenue pour des solutions faibles si et seulement si pi = pi. Dans le cas
1 2

contraire ﬁ =+ %, un taux plus faible de décroissance est obtenu pour des solutions fortes.
A cet égard, nous citons, entre autres, le travail de Soufyane et Wehbe [70], Guesmia
et Messaoudi [30], [29] et [33], Ammar-Khodja et al. [7], Rivera et Racke [56] et [57],
Fernandez Sare et Rivera [54], Messaoudi et Mustafa [47] et [46] et Messaoudi et Said-
Houari [50], Almeida Junior et al. [4].

Pour la stabilisation des systémes de Timoshenko utilisant I’effet de la chaleur, Rivera

et Racke [55] ont considéré, dans (0, L) x (0, +00), le systéme suivant :

P1Py — k(@ + 1), =0,
Py — 0y + (@, + ) + 70, =0, (5-2)
P30t — KbOpw + 71 = 0,

avec des constantes positives p, , o, b, k et . Ils ont obtenu un résultat de décroissance

exponentielle lorsque les vitesses de propogation sont égales; i.e % = %. Dans le cas de

vitesses différentes; i.e ﬁ =+ %, ils ont obtenu un résultat de décroissance polynomiale.
Diverses estimations de la stabilité générale pour le systéme (5.2) ont été prouvées par
Guesmia et al. [34] en additionant d’une mémoire infinie sur la premiére ou la deuxiéme
équation. Ces estimations dépendent de la régularité des données initiales et les vitesses
de propagation des ondes tout en permettant au noyou de décroitre faiblement & I'infini

avec un taux qui peut étre arbitrairement proche de ¢~1.

Almeida junior et al. [5] ont considéré le systéme thermoélastique unidimensionnel de
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Timoshenko

P1Py — K, + )z + 00, =0,

PPy — Wy, + K0, +1b) — 0 =0, (5.3a)

p3ty — VWoa + (0, +1b)e = 0,
dans (0, L) x (0, +00), avec deux types de conditions au bord (Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet
ou Dirichlet-Neumann-Neumann) et ils ont établi des résultats de stabilité exponentielle
et polynomiale en fonction des vitesses de propagation des ondes et les données initiales.
Dans les systémes (5.2) et (5.3a), I'équation de la chaleur est gouvernée par la loi de la
conduction thermique de Fourier, ce qui indique que le flux de chaleur est proportionnelle
au gradient de température. Par ailleurs, il est bien connu que le modéle utilisant la loi
classique de Fourier conduit au paradoxe physique de vitesse infinie de la propagation
de la chaleur. En d’autres termes, toute perturbation thermique & un point sera instan-
tanément transféré aux autres parties du corps. Cependant, des expériences ont montré
que la conduction thermique dans certains cristaux diélectriques a basse température se
propage avec une vitesse finie (voir [39]).

Pour surmonter ce paradoxe physique, mais en gardant I’essentiel d’un processus de
conduction de la chaleur, de nombreuses théories ont ensuite vu le jour. L’'un d’eux est
I’avénement des effets du deuxiéme son observés expérimentalement dans les matériaux a
une température trés basse. Les effets du deuxiéme son surviennent lorsque la chaleur est
transportée par un procédé de propagation des ondes a la place de la diffusion habituelle.

Cette théorie suggeére de remplacer la loi classique de Fourier

q++0, =0,

ol ¢ est le flux de chaleur et v est le coefficient de conductivité thermique, par une loi

modifiée de conduction thermique appelée la loi de Cattaneo

TG +q+ 70, =0,
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ou ici, le parametre 7 > (0 représente le temps de relaxation qui décrit le décalage de la
réponse du flux de chaleur a un gradient de température. Le systéme de chaleur obtenue
est de type hyperbolique et donc, automatiquement, il élimine le paradoxe de vitesses
infinies.

Mettre la théorie ci-dessus en considération, le systéme (5.2) devient

p1pu — (0, +¥)e =0,

patu — bibyy + K0, + 1) + 00, = 0,
P30 + qz + 0, = 0,

T +q+ 0, =0.

(5.4)

Fernédndez Sare et Racke [19] ont considéré le systéme (5.4) dans (0, L) x (0,400),
avec des conditions initiales et au bord de type Dirichlet-Neumann-Dirichlet et ils ont
prouvé que le systeme n’est pas exponentiellement stable méme si les vitesses de propa-
gation sont égales. De plus, ils ont montré que la présence d’'un terme d’amortissement
viscoélastique de la forme f0+°o g (8) Yy, (z,t — s)ds dans la deuxiéme équation de (5.4)
n’est pas suffisante pour obtenir la stabilité exponentielle. Les résultats de [19] ont été
généralisées dans [34] au cas ou g ne converge pas de fagon exponentielle & zéro. D’autre
part, il a été prouvé par Guesmia et al. [34] que la stabilité uniforme (exponentielle,
polynomiale ou autres en fonction de la croissance de g a linfini) est valide sans au-
cune restriction sur les parameétres si la mémoire infinie est considérée dans la premiére
équation. De méme, Messaoudi et al. [48] ont montré que la présence d’amortissement
par frottement jup, dans la premiére équation (équation de déplacement transversal) de
(5.4) est assez forte pour stabiliser de fagon exponentielle le systéme quelles que soit les
vitesses de propagation des ondes.

Récemment, Santos et al. [65] ont considéré (5.4) et introduit un nouveau numéro de

la stabilité de la forme



et ils ont utilisé la méthode de semigroupe pour obtenir le résultat de décroissance expo-
nentielle pour Y = 0, et de décroissance polynomiale pour x # 0. En outre, un résultat de
stabilité, en utilisant ce nouveau numéro, a été obtenu par Said-Houari et Kasimov dans
[62] en considérant le probléeme de Cauchy pour le systéme unidimensionnel de Timo-
shenko couplé a la conduction thermique régie par la loi de Cattaneo ou la loi de Fourier.
Ils ont prouvé que la dissipation de la chaleur est suffisante pour stabiliser le systéme
dans les deux cas et ils ont conclu que les systémes de type Timoshenko-Cattaneo et
Timoshenko-Fourier ont le méme taux de décroissance, et ce taux dépend d’un certain
nombre de stabilité (qui est une fonction des parameétres du systéme), comme précédem-
ment identifié par Santos et al. dans [65] pour le systéme de Timoshenko dans un domaine
borné.

Dans ce travail, on considére

P10y — K(py + 1) + 00, =0, dans (0,1) x (0, +00),
Py — b, + K@, + 1) =0, dans (0,1) x (0, +00), (5.5)
P30 + @ +op,, =0, dans (0,1) x (0, +o00),
T¢ +q+ 0, =0, dans (0,1) x (0, +00),

\

Ici, on consideére les conditions au bord suivantes :

0. (0,8) = . (1,£) = (0,£) = ¢ (1,£) = 0(0,¢) = 6 (1,£) = 0, dans (0, +00)  (5.6)

et les conditions initiales suivantes :

90(‘%0):900(93)’ @t(xvo)zspl(x)v ¢($a0)=¢o($)7

dans (0,1). (5.7)
¢t($,0)=¢1($), 9($,0):90($), Q($70>:q0(x>7

Notre objectif est de prouver 'existence et 'unicité et établir en méme temps des

résultats de stabilité exponentielle et polynomiale en fonction d’un nombre de stabilité
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X, donné par
2

[ 7bps P1 P2 To
Xo = ( P 7) (/4; b) K

On vérifie aisément que

d? rl _
=l dr =0,

(5.8)
dtfo xtdx—i— fo t)dr = 0.

En effet, on intégre d’abord les équations (5.5); et (5.5)4 sur (0, 1), on trouve

P1 fol Pudr — K fol (pp +¥)edz + 0 fol 0.dx =0,
T fol qpdx + fol qdz + fol ,dx =0,

et les conditions au bord permettent de conclure que

L Lo (@, t)de =k [(p, + )]s — o [0]s =0,
4 Jy qdo + L [ gde = =2 [0]; = 0.

Donc la solution générale de (5.8) est donnée par

f01<p (z,t)dr = ¢y + 1t

1
fo (2,t) dx = cye™ =t

Les conditions initiales donnent

1 1 1
1 = / oy () dx, cg = / 0o () dr et cg = / qo () dz,
0 0 0

folw t)dv = fo po (v) da +tf0 ¢q () dz,

fo xtd:c-(foqo dx) -3t

donc
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Enfin, posant

@ (x,t) =@ (z,t) — fol o () dx — tfol ¢, (x) dx,

q(z,t) = q(2,t) — go (x) e =,

on voit que (,, 0, q) satisfait (5.5), (5.6) et (5.7). De plus, on a

/Olwx,t)dx:oet/olq(x,t)dx:o. (5.9)

Par conséquent, I'inégalité de Poincaré peut étre appliquée pour @ et q. Dans la suite,
pour simplifier les notations, on écrit ¢ et ¢ au lieu de @ et ¢, respectivement.

Le reste de notre chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous utilisons
la méthode de semigroupe pour prouver que le probléme (5.5), (5.6) et (5.7) est bien posé.
Dans la section 3, nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour établir un résultat
de stabilité exponentielle de 1’énergie quand y, = 0. Dans la section 4, nous montrons
que le systéme n’est pas exponentiellement stable si y, # 0. Dans la derniére section,

nous prouvons un résultat de stabilité polynomiale lorsque x, # 0.

5.2 Existence et unicité

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme
(5.5), (5.6) et (5.7) en utilisant la théorie de semigroupe. En posant ® = (¢, u, 1, v, 6, q)T ,
ol u = @, et v =1, le systéme (5.5), (5.6) et (5.7) est équivalent a

' (t) + AD () = 0, t>0,

. (5.10)
P (0) = (I)O = (8007901,%’%, 90,90) )
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ou l'opérateur A est défini par :

—U
—H(QOQC + )z + Hex
—v
b 2
Ty T + pZ(()O:v +w)
1 o

1q+ 20,

Ad =

On considére les espaces de Hilbert suivants :

L2(0,1) = {wEL2(O,1):/1w(s)ds—0}, H!(0,1) = H"(0,1) N L2(0,1),

H2(0,1) = {we H*(0,1):w,(0) =w, (1) =0}

et
H=H}(0,1) x L?(0,1) x Hy (0,1) x L*>(0,1) x L*(0,1) x L2(0,1).

L’espace ‘H est muni du produit scalaire

<(I>,<i>>H = /s/gl(gom+¢)(g~0x+{b)dx+p1 /Oluﬂda:+b/01wm1~ﬂxdx—l—p2/olv@dx

1 .
+p3/ 00dx + —/ qqdx.
0 Y Jo

Alors, le domaine de 'opérateur A est

®eH\ pe HI0,1)NH,(0,1),4 € H?(0,1) N Hy (0,1),

D(A) =
uwe H(0,1),v € H(0,1),0 € H(0,1),q € H!(0,1)
On a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 47 Soit &g € H. Alors il existe une solution unique ® € C(RT,H) du
probléeme (5.10). De plus, si @9 € D (A), alors ® € C (R, D (A))NC* (RT, H).
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Démonstration. On utilise I’approche de semigroupe. Dans ce qui suit, on montre

que A est monotone (i.e. —A est dissipatif). Soit &5 € D (A). En utilisant le produit

Scalaire, on trouve

1 1 K o
(A2 )y = [ (o) + )+ [ <—p—1(%+¢)m+p—191) wd

! 1 b K
0 0 P2 P2
L7 eI
+p3/ (—qx + z%) Odx + Z/ (—q + l&) qdz.
0 \P3 P3 TJo \T T

Apres la simplification et grace a la formule d’intégration par parties, on obtient

1/
(A®, D), = :Y/o ¢*dx >0, (5.11)

ce qui prouve que A est monotone. Maintenant, on démontre que A + I est surjectif; i.e.

R(A+1I)="H.Soit G = (g1, g2, g3, 91, g5, 9s)" € H, Il faut trouver ® € D (A) tel que

A+ d =0, (5.12)

L’équation (5.12) est équivalente a

.
—U+ Q=g

_Ii<90m + w)x + 00, + pru = p19o,

oY= (5.13)
=gy + K(py + ) + PV = paga,

Qe + 0Uy + p3f = p3gs,

| (1+7)q+70: = 7ge.

Supposons que @, 1 et g sont trouvés avec la régularité appropriée, alors, (5.13),
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(5.13)3 et (5.13)¢ impliquent

v = ¢ —gs€ Hy(0,1), (5.15)
1
6, — - (1+7)q+ §g6 c 12(0,1). (5.16)

A partir de (5.16), on trouve que

H(W)——<1;LT>/qu(y)der%/Oxgﬁ(y)dy (5.17)

et
0(0,t) =0(1,t)=0.

A T’aide de (5.14) — (5.17), il est facile de montrer que ¢, ¢ et ¢ satisfont

K, + V)t oo+ —2(1+7)q=p1 (92 +91) — Zgs € L7(0,1),
_bwmz + ,02¢ + '%(90:2 + ¢) = P2 (94 + 93) € L2 (Oa 1) )

~go + 5 [ a () dy — 00, = Zps [ 96 (y) dy — p3g5 — g1, € L* (0, 1).
(5.18)
La formulation variationnelle associée a (5.18) prend la forme
B((%%Q),((ﬁu%,%)) = F(%,%,%), (519)
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ot B est une forme bilinéaire de [H! (0,1) x HE(0,1) x L2(0,1)]* dans R définie par :

B((,q) . (o1, q1)) = & / <¢x+w><wlx+¢l>dx+“§” / dardz

1 1 1
T / bytnadz + py / byde + py / ooyde
0 0 0
1

1
—z(l—l-’i')/ quldac—l—g(l—i-T)/ oqrdx
Y 0 Y 0

+<1 ;T)ng /01 </qu(y) dy) </Om @ (y) dy) dz,

et I’ est une application lincaire de H} (0,1) x HJ (0,1) x L?(0,1) dans R définie par :

1 1 1
oT
F(e,vnq) = pl/ (gfﬁgl)soldaf——7 / gesoldﬂerpQ/ (ga + g3) Y1dx
0 0 0

+(1$7)p3/01 (% (/Ow%(y)dy) _g5> </0qu (y)dy> dx

- 1
+—(1+7) / q1q1dz,
Y 0

ou 'espace V = H! (0,1) x H} (0,1) x L?(0,1) est muni du produit scalaire

(o). (2.0)), = [ (ot )@+ D1t 0 [ ot T [ g

et la norme associée est

1 1 T 1
T =m/ (soxw)?d:wb/ z/zidw;/ Fdo
0 0 0

qui est équivalente & la norme

2 2 2 2 2 2
(e, ¢, DI = [l(pe + V)2 + lelly + 191l + 12113 + llallz

Pour résoudre le probléme (5.18), il suffit de montrer que B est continue et coercive, et

que F' est continue. On peut donc facilement voir que B et F' sont bornées, et de plus,
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on a, pour un ¢ > 0,

1 1 1
_ 2 (1+T) 2 2
B((0,,q) (ps10.0)) = H/O(%ﬂ/}) o 17 /qum+b/0 R
1 1
2 2
+p2/0wda:+p1/0<pdx

+(1;L—27)2p3/01 (/OxQ(y)dy)de

cllte, v, q)l3 -

v

Par conséquent, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le systéme (5.18) admet une

solution unique

p € H,(0,1), v € Hy(0,1) et g € L;(0,1).
En remplagant ¢ dans (5.14), 1 dans (5.15), et ¢ dans (5.16), on obtient
uw€ H(0,1), ve Hy(0,1) et 6 € Hy(0,1).
D’autre part, si (1,,¢1) = (0,0), alors
! T o oT 1
k| (epti)ede = — — (1+7)g+pp—p1(92+ 1) + 9| ¢rdr, Vo € H, (0,1).
0 0

(5.20)

Soit @ € Hg (0,1), pour ¢, = @ — [ pdx € HL(0,1), (6.18) devient

1 1 1 1
m/ (o, +V)pdx = —/ hipdx + hdx/ pdx
0 0 0 0
1 1

— —/0 (h—/o hdm)g@dm,

ou h = —=2(1+7)q+ prp—p(92+g1) + % g6 En utilisant (5.14), (5.16) et que h —
fol hdx € L?(0,1), on trouve

K@rr = _K'w:v + O—QI + P1U — P192 € Lz (07 1) :
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Par la théorie de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il en résulte que
o€ H*(0,1)NH!(0,1).

Par ailleurs, (5.20) est également vrai pour tout ¢ € C* ([0, 1]) vérifiant fol ¢ (s)ds =0.

En utilisant I'intégration par parties, on trouve

0, (1) (1) — ¢, (0)p(0) =0, Vo € C*([0,1]) vériﬁant/o ¢ (s)ds = 0.

D’ou

v, (1) = ¢, (0) = 0.

Donc

© € H2(0,1)NHL(0,1).

De la méme fagon, si (¢, ¢1) = (0,0), alors
Y€ H*(0,1)N Hy (0,1).
De méme, si (¢;,1,) = (0,0), alors
q€ H!(0,1).

Enfin, application de la théorie de la régularité des équations linéaires elliptiques
garantit 1’existence d’un unique ®¢ € D (A) tel que (5.12) est satisfaite. Par conséquent,
I'opérateur A est maximale. Ceci termine la preuve du Théoréme 47 (voir [11], chapitre

7). m
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5.3 Décroissance exponentielle

Dans cette section, nous montrons la stabilité exponentielle du systéeme (5.5), (5.6)
et (5.7), en utilisant la technique des multiplicateurs. A cet effet, nous avons besoin des

lemmes suivants :

Lemme 48 Soit &, € H. Alors, la fonctionnelle d’énergie définie par

1

-

E(t) =5 / {/w? + pot} + U2 4 K(p, + ¥) + pst? + ;qz dx (5.21)
0

satisfait, pour toute solution du systéme (5.5), (5.6) et (5.7),

1 1
E (t) = ——/ ¢*dr <0, Vt>0. (5.22)
Y Jo

Démonstration. En multipliant ’équation (5.5); par ¢,, et en intégrant sur (0, 1),

on trouve
1 1 1
Py / Prpudr — ff/ PPy + V)adz + 0'/ pi0zdr =0,
0 0 0
en intégrant par parties, on obtient
1 . 1 1
pl/ pipudr — py(p, +¥)]p + ff/ Pt (P + V)da + 0/ pibodr = 0,
0 0 0
les conditions au bord permettent d’écrire la derniére égalité sous la forme

1 1

d 1
P2 ordx + li/ O (0, +)da + a/ 0,0,dr = 0. (5.23)

Par ailleurs, en multipliant I’équation (5.5)s par v, et en intégrant sur (0,1), on

trouve

1 1 1
oy / Pobudz — b / Pbads + 5 / byl + ¥)de =0,
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et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit

th/ 1/}tdx+b/ ot dx—l—;{/ b+ )
alors

2dt/wtd +§£/¢d75+/€/ by, +)d (5.24)

En multipliant ’équation (5.5)s par € et en intégrant sur (0, 1), on obtient

1 1 1
,03/ 00.dx + / 0q.dx + 0/ Op,dr =0,
0 0 0

en utilisant encore I'intégration par parties avec les conditions au bord appliquées cette

. . 1 .
fois ci au terme [, 6¢,,dx, on voit que

2 — =
2dt/9dm—|—/ 0q.dx O'/ 0. p,dx = 0. (5.25)

En multipliant ’équation (5.5)4 par ¢ et en intégrant sur (0, 1), on obtient

1 1 1
7'/ qqidx + / ¢*dz + ’y/ q0.dx =0
0 0 0

puis, en intégrant par parties le terme fol qf,dz, on obtient

1 Td 1 1 1
0q,d e+ = 2dz. 5.26
/O Gadr =5 -g | 4 x+7/0q x (5.26)

En remplagant (5.26) dans (5.25), on obtient

0/1 0.dv =" 3 4 ezda;+—i 12dm+1/1 2dx
09015:8 _tho th q 'V[)q 9
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puis, on remplace cette dérniére égalité dans (5.23), on trouve

pd 12d+ /1 (0, +)do + 22 d/192d

5.27)

d 1 1 (

—i—l— ¢*dx + —/ ¢*dx = 0.
7 Jo

En additionnant (5.27) et (5.24), on arrive a

Pld w2d P2 @ a 2
2 dt +2dt/¢t 2dt/¢d +2dt <%+¢>d‘r

P3 2 2
—_— *dr + — — q°d dx =0,
+2dt/ +27dt $+7/0 !

donc

/ (pls@t + po7 + b2 + K(p, + ) + ps0” + 7q ) dx

[

N | —
QI’—‘ S
o

ce qui donne (5.22). =

Lemme 49 Soit (¢,1,0,q) une solution du probléme (5.5), (5.6) et (5.7). Alors la fonc-

1 T
B = _P3/ 9/ ¢ (y,t) dydz
0 0

vérifie, pour tout 1 > 0, [’estimation

/ 1 1 1 1 1
F, < 7 / ©2dr + &?1/ (¢, +0)*dz + ¢ <1 + —) / 0*dx + c/ ¢ddr.  (5.28)
2 Jo 0 €1/ Jo 0

Démonstration. En multipliant Péquation (5.5)5 par [ ¢, (y,t) dy, et en intégrant

tionnelle

sur (0,1), on obtient

1 T 1 T 1 T
pg/ 9,:/ o (y,1) dydw+/ qx/ @ (y,1) dydw+0/ soxt/ ¢ (y,t) dydz = 0,
0 0 0 0 0 0
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et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit

1 T 1 1
pg/ Qt/ ¢ (y,1) dyd:c—/ qwtdl‘—fv/ prde = 0.
0 0 0 0

D’apres I'égalité précédente, on a

p3dt/ / A dyda:_p3/ / P (Yt dyda:+p3/ Qt/o @, (y,t) dydx
—p3/ / Pu (Y, )dydx—i—/ qgotdx—l—a/ gptzdg:
0

Dans (5.29), on remplace ,, par % [k(p, +1)p — 00,], il vient

1 x
oy / / o0y ) dyde = 12 / 6 / 50y + 1)s — o8] (4 £) dydz
dt P1Jo 0
1 1
_/ QQOtdx_U/ prdz
0
= [, i 2 [
P11 Jo P1 Jo

1 1
—/ qp.dx — a/ pidz.
0 0

En appliquant I'inégalité de Young, on voit que

—p / /gp y,t) dydx < i/ 02dz + P3¢ /l(go + ) %dx
3dt t ) 451p1 01 1 0 T

1 !
—l—%/ 0*dx + — q2da:
P1 Jo 20

1 1
2 / Sde— o / so?da:,
2 0 0

(5.29)

alors

d 1 T o 1 p 1
—P3%/0 9/0 o, (y,t) dyde < —5/0 d$+—51/(90x+¢>2dx

+(U”3 >/ 92da:+— Fdz.
P1 de1py
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Ceci acheve la preuve de (5.28). =

Lemme 50 Soit (¢,1,0,q) une solution du probléme (5.5), (5.6) et (5.7). Alors la fonc-

tionnelle

1 1 x
Fompy [ wbde=p, [ o [ w0t
0 0 0

vérifie ’estimation

, b 1 1 1 1
F, < —5/ widx—i—c/ gofdx—i—c/ z/fd:c+c/ 0*dx. (5.30)
0 0 0 0

Démonstration. En multipliant 1’équation (5.5)s par ¢ et en intégrant sur (0,1), on

obtient
1 1 1
oy / d — b / N / o, + )z = 0,
0 0 0

et d’aprés la formule d’intégration par parties, on remarque que

1 1 1
oa / Pipd — by, Jb + b / Rda + / (pn + 1b)de =0,

alors, sous les conditions au bord, on déduit que

1 1 1
o2 / Yippde + b / da + / (pn + 1)da = 0.

Par conséquent
d 1 1 1
b | s = gy [ wtdap, [ vvde
0 0 0
1 1 1
— o [ wie-b [ i n [ e ude (3D
0 0 0

On pose maintenant

w:/ozw(s,t)ds,
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on multiple I’équation (5.5); par w et on intégre sur (0, 1), on obtient

1 1 1
01 / wpdr — m/ w(p, + ¥).de + 0/ wlydx = 0.
0 0 0

En utilisant d’abord 'intégration par parties, on trouve

1 1 1
o [ s = slote, + 0l + [ wnlo, +)da ot —o [ itz =0
0 0 0

Puis, on utilise (5.6), on conclut que

1 1 1
Pl/ wydr + “/ (e, +¥)dr — U/ Yldr =0,
0 0 0

il en résulte que

1 1

Wt@tdx_Pl/ wyds
0

1

= —h

d 1
—p—/wsﬁdrc = —p/
ldto t 10
/0

En additionnant (5.31) et (5.32), on obtient

d 1 d 1 1 1
oo | vvds—p 5 [wpde = <b [ ok, [ vt
0 0 0 0

1

1
—0/ dex—pl/ wp,dx,
0 0

il en découle, a I’aide des inégalités de Young et Poincaré

d 1 d 1 1 1
oo | s =G [weds < b [ wdnp, [ vt
0 0 0 0

b 1 ) c 0_2 1
e d -rr 0%d
+2/0 V,dr + o /o T

1 1
ol e+ 20 [ p2da.
0

2, 2
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wip,dx + Ii/ Y (o, + 1) de — a/ Yld.
0 0

(5.32)



Au terme fol w?dz, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz qu’ on utilise & plusieurs

1 1
/wfdazg/ V? (s,t)ds
0 0

reprises, on trouve

On déduit alors que

d [! d (!
B0 = o | wvide = [ woa
b 1 p 1
—5 / Vidr + 21 2da

+ p2 pl /wtd + 22 /92dx

IN

doit (5.30) m
Lemme 51 Soit (p,1,0,q) une solution du probléme (5.5), (5.6) et (5.7). Alors la fonc-

B0 =-n [ o) ([ o)

vérifie, pour tout 5 > 0, l’estimation

tionnelle

/ 1 1 1 1 1
F;(t) < —g / (0, + ) dx + 52/ Yidr + c/ 0*dx + ¢ (1 + 5_2) / ©ldr. (5.33)
0 0 0 0

Démonstration. On a

0 = -0 [ oo ([[aois) o
= —pl/ol(soﬁw)t (/Oxsot(S)ds) dw—pl/ol(goﬁw) (/Oxgott(s)ds) dx.

On remplace —p,¢,, par —k (@, + ), + 0b,, ca donne

B0 = o [ ([ aas)a—n [ o[ o)
oo ([ o) drro [ ([C060)s) as
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On revient aux conditions au bord qui impliquent

1 1 1 x
Fy(t) = —H/O (%+¢)2dw+p1/o s@fdw—pl/o %/0 ¢, (s) dsdx

1
—l—a/ 0 (p, +v)du.
0

En utilisant alors les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, on obtient

1 1
B < =5 [ rirdore | vt

o? [! 2 P% ! 2
— 0“d -— dx.
+21€ ; T+ (p1—|—4€2)/0 p;dx

Ceci coincide avec (5.33). m

Lemme 52 Soit (¢,1,0,q) une solution du probléme (5.5), (5.6) et (5.7). Alors la fonc-

tionnelle
1 T
Fy(t) = Tpg/ «9/ q(s)dsdx
0 0

vérifie, pour tout e3 > 0,

Fl(t) < 1P Pt ey [ o2 () d 1) g 5.34
at)s=5" | xégogot(x)x—i-c + — qu. (5.34)

€3

Démonstration. En intégrant d’abors I'équation (5.5), sur (0,2) C (0, 1), puis, en

intégrant sur (0, 1) aprés la multiplication par 6, on trouve

1 T 1 T 1 T
7'/ 0/ qtdsdx—i—/ 9/ qud:n+7/ 0/ 0.dsdr =0,
0 0 0 0 0 0
1 T 1 x 1
7'/ 0/ qtdsdx—ir/ 9/ quda;—l—fy/ 0%dx = 0.
0 0 0 0 0

donc
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On déduit que

1 T 1 x 1 x 1
Tp?’%/ 0/ qudx:TpS/ Qt/ qud:v—p3/ 0/ qud:p—ypS/ 0%dx. (5.35)
0 0 0 0 0 0 0

En multipliant ’équation (5.5)3 par fox qds et en intégrant sur (0, 1), on obtient

1 T 1 T 1 T
,03/ Ht/ qudx+/ qx/ qud:v—l—a/ <th/ qdsdx =0,
0 0 0 0 0 0

a I'aide de I'intégration par parties, il en résulte que

1 x x 1 1 x 1 1
p3/ Ht/ qdsdz + [q/ qu} —/ ¢dr +o [got/ qu} — a/ Yqdr = 0;
0 0 0 0 0 0 0 0

c’est-a-dire,
1 @ 1 1
p3/ Gt/ qud:c:/ qux+a/ o, qd. (5.36)
0 0 0 0

En remplagant (5.36) dans (5.35), on arrive a

d 1 T 1 1 1 1 T
Tp%/ 9/ qdsdx = —%03/ 92d$+7/ q2d:v+70/ qwtdsv—pg/ 9/ qdsdz.
0 0 0 0 0 0 0

Les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz donnent

d [* [ : : : (r0)° [
Tp3—/ 9/ qdsdxr < —7p3/ 0%dx + 7'/ ¢dr + 53/ O2dr + / ¢dx
dt 0 0 0 0 0 483 0

1 1
+%/ sz:z—k&/ ¢ dr,
2 Jo 27 Jo

1 1 2 1
F, < —%/ 02dx + +53/ e+ [+ 22y (7o) / Pdz,
2 Jo 0 2y 4es 0

dot (5.34). =

alors

Le lemme suivant est trés important. Sa preuve sera donné en détails.

Lemme 53 Soit (p,,0,q) une solution du probléeme (5.5), (5.6) et (5.7). On suppose
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que x, = 0. Alors la fonctionnelle

Fs5(t) = / Yy (o, +)dr — e ‘Pt¢xd$

Kk Jo
1
%(&_@ gd__(&_@)/ d
+a K b/ogpta: o\Kk b qux‘x

vérifie, pour tout 1 > 0,

Fl(t) < T”?/ zptdx—i—el/ Wb da:+c/ (o, + ¥)2dz

1
+c/ 0%dy + — ¢*dz. (5.37)
0

610

Démonstration. En multipliant 1’équation (5.5)s par (p, + 1) et en intégrant sur

(0,1), on obtient

1 1 1
o /0 bulios + )z — b /0 a0+ ) + R /0 (s + e =

sous les conditions au bord, une intégration par parties donne

1 1 1
oa /0 bl + 0)de + b /0 by + O)uda + & /0 (s + )z = 0,

donc, en appliquant encore une fois I'intégration par parties,

d ! 1 1
_pQ% /0 wt(% + Y/J)dx = —,02/0 wtt(g% + ¢)dx — p2/0 wt(‘Pz + ¢)tdx
1 1 2d
= ) :cd .

1
—102/0 Vi@, + ¥)idz. (5.38)

Par ailleurs, en multipliant 1’équation (5.5); par v, et en intégrant sur (0,1), on

obtient
1 1 1
pl/ Vppudr — Fv/ V. (o, +0)edr + o/ Y 0,dr =0,
0 0 0
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alors
d [ 1 1
Pl%/ Vppdr = Pl/ ¢xt@td$+/71/ VY, oudr
0 0 0
1 1 1
= o0 [ depdn o [0l dhdn o [ 00
0 0 0

ceci implique que

_%_/ w(ptdx___/ Donpyds — /w (0o + ) dx—i-—/ W 0,dx. (5.39)

En additionnant (5.38) et (5.39), on obtient

iy [t orte =28 [ pite =2 [t n [ o

/wtd:c Pz/ wtsomdw—/ ¥, 0,dx.

Grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit

que

—det/ Uy(p, + ) da —bﬁ—/ b pyda = (pg bpl)/ Vyprde

/wtd:wn/(wﬁw) d:c-|-_/ 0.0, dz. (5.40)

On déduit de (5.5); et I'intégrale par parties que

1 1
P3/ Orpydr = /[_Qx—ff%%t]@/]td$
0 0 ) X
= _U/ ¢t¢xtd$_/ ¢y dx
10 d ’ 1 1
= o [ vupdos 5 [ avido— [ adn
0 0 0
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donc

d 1 1
o [vasie =, [ e =% (oot [Cavar G
0

En utilisant I’équation (5.5),, on trouve

T/Olqt%dx = /01 (—q —70:) ¥, dx

1 1
= - / g dr — / 0., dz. (5.42)
0 0

Maintenant de (5.5),, on voit que

1 1 1
pr [ Oz b [ b dosw [ 0o+ ) =0,
0 0 0
alors
1 d 1 1 1
p2/ 0,0, dx = ,02%/ 01, dx + b/ 0., dx + H/ 9(p, +¥)dx. (5.43)
0 0 0 0

En remplagant (5.43) et (5.42) dans (5.41), on trouve

/Olwwtdx = adt/ Oy dr — —— i qwd + ”3/6%+w>

1
. / Qo da + — (bp3 1) / 0,4, dx. (5.44)
0

En remplagant (5.44) dans (5.40), on conclut que

b
S R

P3 bp,\ d 1 bpy d/l
P, )2 S p =)L d
’ <p2 /{)dt/o ewtdwa(pz 2 5 [ e

! 2 ! 2 Kps bp; !
77/Jtdl’+l€/ (o, + 1) dx—l——pa pg—? 0(p, + )dx
0

—;( b”l)/ o — ——xo/ 0,1 da.
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Donc

1
, 7—
Fl(t) = p2/ ¢tdx+—/ (o, +)2dz + - (%—%)/0 v, dz

—M@l—pz /9<p$—|—¢d:c— /ewdx

0pP2

L’inégalité de Young, implique que

Fl(t) < /wad ”’2/ wtda:+€1/ Vide
(s (5) [ v

P )2 ol
+7'li,03 <P1 _ P2 / 0%dx 4 (n b) / Q2.
20, 402y 0

L’estimation (5.37) est donc démontrée. m

Maintenant, on introduit la fonction de Lyapunov
L=NE+ N F| + Fy + NyF3 + N3Fy + NyF, (5.45)
oul N et N; sont des constantes strictement positives a déterminer attentivement.
Lemme 54 Pour N > 0 assez grand, il existe deux réels positifs o et ag vérifiant
aE(t) < L(t) <agE(t), Yt > 0. (5.46)

Autrement dit, les fonctions E et L sont équivalentes.

Démonstration. On pose L = NIy + Fy + NoFs + N3y + NyF5. A Taide des

inégalités de Young, Poincaré et de Cauchy-Schwarz, on trouve que

IN

1

a/ (G + 07+ 02+ (0 +0) + 02+ ) do
0

< aB(t).

ol
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Par conséquent

c’est-a-dire

L) = NE(t)] < aE(t);

(N—a)E(t) <L) <(N+a)E(t).

En choisissant N assez grand, on trouve (5.46). m

Maintenant, nous sommes préts a prouver le résultat principal de cette section.

Théoréme 55 Soit (p,1,0,q) une solution du probléme (5.5), (5.6) et (5.7). On suppose

que x, = 0. Alors, il existe ko, k1 > 0 tels que

E(t) < kee™™ vt > 0.

Démonstration. En utilisant (5.22), (5.28), (5.30), (5.33), (5.34) et (5.37) , on obtient

ainsi

[N 1 N. 1
Ny — eNg (1+—) —u}/ P
LY €3 €1 0

(o N 1 1
7 c— cNy (1 + —) — 53N3} / %?df”
L 2 9 0

] 1
7-T'O2N4 — 9Ny — c] / @D?dx
: 0

o »
S —aNy| | vide
_2 0

L , X
%Ng — ¢Ny — ¢Ny — eNy (1 4 —> _ c} / 02 dx
L 0

- N 1
% — CN4 — €1N1:| / (QOx + ¢)2dl’
L 0

€1

A ce point, on choisit N4 assez grand tel que

%N4—C>O.
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puis, on fixe Ny tel que

gN2 — N, > 0.

Maintenant, on choisit €5 assez petit pour que

TTP2N4—€2N2 —C > 0,

On prend N; assez grand tel que

N 1
u—c—cNg(l—f——> > 0,
2 9

puis, on choisit €, assez petit pour que

b N.
§—€1N4>0, et%—cN4—51N1>0.

En plus, on prend N3 assez grand tel que

1
%NS—CM—CNQ—CM <1+—)—c>0,
€1

puis, on choisit €3 assez petit pour que

N 1
7n 1—c—cN2(1+—)—€3N3>0-
2 &9

Finalement, on choisit N assez grand pour que

N 1 N
——ch—cN3(1+—)—C—4>o
Y €3 €1

et (5.46) est vrai. Par conséquent, pour un certain oy > 0

L t) < —agE(t), Vt>0. (5.47)
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Combinons (5.47) et (5.46) pour obtenir
L)< —aE () < -2L(t), Vt>0. (5.48)
Qg
Une intégration simple de (5.48) meéne &

L)< L0)e ™ Vt>0. (5.49)

ou ki = 52. Alors (5.49) et (5.46) impliquent

d’ou le resultat cherché. m

5.4 L’absence de stabilité exponentielle

En utilisant le Théoréme 1, on montre ’absence de stabilité exponentielle grace au

procédé suivant : on montre qu’il existe une suite de valeurs A, vérifiant

|(iX I — A)”

1H£(H) — T00,

ceci est équivalent a prouver qu'il existe une suite de vecteurs F), € H et une suite de

nombres de A, € R, avec || F,||,, <1 tels que
H(i/\ul - -’4)_1 FM”H = ||CI)M||H — +00,

ou

iXND, — AD, = F,.
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Maintenant, on considére le systéme résolvant

(

IAp —u = f1,
iANp1u— K(p, + U)o + 00, = pyfa,
iMp— v = Js,
iApov — b, + Ko, + ) = pafa,
iAp30 + Gu + oUy = psfs,
iIANTq + q + V0, =7 fs,

\

ou A € Ret F = (fl,fg,fg,f4,f5,f6)T € H. Pour montrer que la condition x, = 0

est également nécessaire dans le Théoreme 55, on suppose qu’il existe € H tel que
|®[];, # 0. On peut prendre fi = fo = f3 = f5 = f¢ = 0 et fy = sin(unz) /p, dans
(5.50), ce que implique F' = (0,0,0, f4,0, O)T € 'H. Pour assurer les conditions au bord

(5.6), on suppose que

w = Acos (prz), v = Bsin (unx), 0 = Dsin (urzx) et ¢ = E cos (urx) .

Par conséquent, le systéme (5.50) est équivalent a

—kurA + [—,02/\2 + bu’n? + /{} B=1,
1psAD — umE —ioA\urA = 0,
\ (itA+ 1) E+~yurD =0,

ou i € N. On voit alors que

Y
(iTA+1)
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ce qui conduit & réécrire le systéme (5.51) comme suit :

ou

P1 —KUT O A 0
— KT Do 0 B = 11,
—1oAUT 0 D3 D 0

P

P = _pl)\Q + /<glu27r2, Do = —p2)\2 + bM27T2 + K et p3 =ipzA + (iTA+ 1)

Alors
_ p1p3+z’/\02,u27rz B K
 pipaps 4+ iAo pcT2py — K2U2T2ps  poK — K2p2m2

B (5.52)

ou K = p; + i a?u?7?/ps3. On obtient ensuite, remplacant p3 par sa valeur,

—TAZ 40\

K = py + o?p2r? .
7 a —paTAZ i\ + w2y p?

Maintenant, on prend X tel que p; (\) = d, ce qui donne A\* = (bpn?® + k) /py — d/p,,

ou d € R qu’on fixera plus tard. Donc on obtient

—7 (bp*7® + k) [py + 7d/py + i

K =p + o?p?r? —. (5.53)
(v = p37b/py) TP — p3TH/ Py + p3Td/py + ipsA
On note x; = v — ’);—;b. Si x; = 0, on choisit d = k, et on trouve
—ob 2,2 2 2,2 2
K="P222 o2 2 R0, TR (5.54)
P2 tp3 P3
Par conséquent, puisque d = k, on a
K 1 1 1
B= — - _ —+ % 5 ) ~ —,
kK — k2pr? ko Zab _poiy g2 g
P2 P3 P3
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pour A assez grand. Donc

1
2 2 . 2
18,02 > palloal® = BN o, / sin ()2 da

br?

1 1
= 3 PE e g e = g ien (5.55)
Ceci implique
||CI)M||H — +00
quand p — +o0o. Enfin, on suppose que y; # 0 et x, # 0, on obtient
K = 2 2o T (p*T? + K) [py + 7d/py + i)
= prt+oum 53 y —
X122 — psTk/ ps + p3Td/ps + ips
= p—o2uin? (7b/py) B Y (TK/py — Td/py — iN) 2

- g
X1 X1 (a1 — p3Tk/py + psTd/py +ipsA)
b TH/p
= (_/31_ + R —= 02#) pir? — p1K/ pa + prd/py

P2 X1
v (TK/py — Td/py —i)) 2.2 2
— 3 : o
X1 (X172 U2 = p3Th/py + psTd/py +ipsA)
On va prendre d tel que
b b K2
<_P1—+H—02T—/p2>d = K =d= ; —p
P2 X1 —p1y,, TR 0T
_ hkpaxa
bxo

Par conséquent, on a

2 Y (T“/P2 - Td/Pz - i/\)

K
K = E/i2772 — 1/ pa + prd/ps —

2 02y (7h/py = Td/p)
EM2772 — p1k/pa + prd/py +i 2 A— 2X2 20,
1 1

Q
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pour A assez grand. De (5.52), on a

K
B = ——M =

dK — R

K - yo? TR/ po—T
(24252 — /o + prdpy + 5N — ArelezTilen) 52)

- yo? TK/py—Td
d <_P1/‘€//92 + p1d/py + ﬂx_%)‘ - %ﬂﬁ)
2 Pz/\2

[l 2,2
d b PXak
o2 ~ :
ZT’Y; A Yo?bd

Q

Alors

1
2 2 2142 . 2
1Pullz, = polloall” = [BI7 A Pz/o [sin (prr)|” da

1 2 2 4
= §|B| |/\u| PQ%COP‘AA )

ce qui implique

[@pllzy = +00

quand p — +o00. Ce que termine 1’épreuve

5.5 Décroissance polynomiale

Dans cette section, nous examinons la situation dans laquelle le nombre de stabilité est
différente de zéro (i.e. x, # 0). A cet égard, nous établissons un résultat de décroissance
polynomiale pour toute solution forte du systéme (5.5), (5.6) et (5.7).

Pour toute solution forte de (5.5), (5.6) et (5.7), on définit la fonctionnelle d’énergie

du second ordre

1
T
Et) == / [plso?t + P, + b2, + Ko, +0); + psbi + ;qf dz. (5.56)
0

Comme dans le Lemme 48, il en résulte que la fonctionnelle d’énergie du second ordre
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définis par (5.56), satisfait
1
E (t)= —;/ ¢dr <0, Vt>0. (5.57a)
0

Le théoreme suivant est le résultat principal de cette section

Théoréme 56 Soit (p,1,0,q) une solution forte du probléme (5.5), (5.6) et (5.7). On

suppose que xo 7 0. Alors, la fonctionnelle d’énergie £ vérifie

Ao

E(t) <=, V>0,

ol \g est une constante strictement positive.

Comme dans (5.45), on définit la fonctionnelle de Lyapunov £ comme suit
L=N(E+E&) + N F\ + Fy,+ NyFs + N3F, + N, Fs, (5.58)

ou F; ,i =145, et leurs dérivées restent les méme comme dans les Lemmes 49—49. En

outre, en utilisant la quatrieme équation de (5.5), on a

1 1 1
/ 0,0,dx < g / Y2da + £/ (q2 + qtz) dz. (5.59a)
0 0 €1 Jo

Par conséquent, la dérivée de Fy devient

1
0

1 e [ e [
+c/ 0*dx + — / ¢dr + — / (¢° + q7) da. (5.60)
0 €1 Jo €1 Jo

1 1
F(t) < —%)2/ wfdx+251/ @Zzidx%—c/ (¢, +)dx
0 0

Remarque 57 Il est important de noter que pour L, a laplace de L, (5.46) n'est pas

valable.

Démonstration. (du Théoréme ??7) Pour finaliser la démonstration du Théoréme

??, on dérive la fonctionnelle de Lyapunov £ définie dans (5.58) et on utilise (5.57a),
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(5.28), (5.30), (5.33), (5.34) et (5.60), on obtient

- [N 1 Nyl (!
L) < —|——cNy—cNs (1 + —) - u} / ¢ dx
L7 0

- , X
| 223N, — N, — eNy — eNy (1 i —> . c} / 0 du
L 2 &1 0

[oN 1 !
| ¢ — cN, (1 + —> — €3N31 / go?dx.
| 2 €2 0

En plus, avec les mémes choix de constantes comme dans la démonstration du Théo-

réeme 55, et en choisissant encore N assez grand pour que

N N,
R C_4 > 07
Y €1
on trouve
L (t)<—-ME(t), Vt>0, (5.61)

ol \; est une constante positive. Une simple intégration de (5.61) sur (0,t), rappelant

que FE est décroissante, on obtient

t 1 /4 5 L (0)
tE() < | E(s)ds< — (L£(0)—L(1)) <
W< [ o< (E0-£0) <=
Finalement, pour \g = )EO) = E(O); 5(0), on a
A
E(t)g?o, vt > 0.
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Chapitre 6

Décroissance des solutions d’un
systéme de Bresse avec deuxiéme

SOOIl

6.1 Introduction

Bresse systéme tient compte des déformations de arc d’'un cercle soumis aux déplace-
ments longitudinal et vertical et I’angle de rotation d’un filament, dénotés par w, ¢ et 1,

respectivement. Le systéme est donné par les équations suivantes :

P1Pu — k (0, + 1w+ ), — kol (wy — lp) = F1, dans (0,1) x (0, +00),
p2wtt - b¢x:c + k (9% + lw + 1/}) = F2a dans (07 1) X (07 +OO) ) (6 1)
pawi — ko (wy — L), + kl (p, +lw+1) = F5. dans (0,1) x (0, +00),

ou F; , i =1,2,3 désignent les forces extérieures exercées sur l'objet et les coefficients
Piy k, ko, I et b sont des constantes positives caractérisant les propriétés élastiques des
matériaux. Le systéme de Bresse (6.1) est un modéle linéaire couplant trois équations
des ondes et il a été initialement introduit par Bresse [9]. Lorsque F} = Fy = F3 = 0,

(6.1) est purement conservatif. Autrement dit, en prenant en compte les conditions aux
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bords, son énergie associée définie par la fonctionnelle

1

1
()= [ I+ b+ i + 063 4 Koy +6 4 1) + ko — 10)7] do
0

satisfait E’ (t) 0. Par conséquent, l'identité donnée par E (t) = FE (0) reste vraie
pour tout ¢ > 0. Cette identité est appelée la propriété de conservation de 1’énergie.
En outre, si [ = 0, alors les deux premiéres équations du systéme de Bresse se ré-
duisent au systéme de Timoshenko bien connu. Santos et Almeida Junior [64] ont consi-
déré (6.1) lorsque Fy = vy, Fo = vy, et F5 = 3w, , avec les conditions initiales
et les conditions aux bords de type Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet, et ils ont montré que
le systéme est exponentiellement stable sans imposer aucune condition sur les coeffi-
cients. Le méme résultat a été obtenu par Soriano et al [69] lorsque F; = a () g1 (¢;),
Fy = g2 (¢,) et Fy = v (x) g3 (wy), ot a,y € L*®(0,L) et les fonctions gy, g2 et g3 sont
continues et monotones. Un résultat similaire a également été établi par Guesmia et Ka-
fini [28] lorsque F} = — f;oo 91 (8) @up (T, 1 —8)ds, Fp = — 0+OO g2 (8) ¥, (x,t —s)ds et
F; = — f0+°° 93 (8) wey (x,t — ) ds, ou g; sont des fonctions différentiables décroissantes
satisfaisant quelques hypothéses. Précisément, ils ont établi I'existence et 'unicité de la
solution et la stabilité asymptotique de ce systéme, mais sans imposer aucune condition
sur les coefficients. Lorsque F} = F5 = 0 et F = 1), avec v > 0, et dans le cas d’égalité
des vitesses de propagaution(%1 = %2 et k = ko), Alabau Boussouira et al [3] ont établi

un taux de décroissance exponentiel de I’énergie du systeme. En revanche, quand les vi-

tesses de propagation sont différentes (4 # £2 ou k # ko), ils ont montré d’abord que

P2

le systéme n’est pas uniformément stable. Ensuite, sous la condition & = kg et £ B,

ils ont établi un taux de décroissance polynomial de type ¢t=2/3. Puis, dans les autres cas,
ils ont montré que I’énergie du systéme décroit vers zéro comme t~1/3.
Concernant le systéme thermoélastique de Bresse, Liu et Rao [41] ont étudié la stabi-

lisation du systéme de Bresse avec deux lois différentes de dissipation thermique agissant
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sur le déplacement longitudinal et la rotation angulaire

prpy — k (0, + lw + 1), — kol (wo — L) + 1701 =0,

Py — bhyy + K (0 + lw +¢) + 70, =0,

prww — ko (wy — o), + Kkl (¢, + lw~+ 1) + 701, =0, (6.2)
P30t — e + 2y, = 0,

301 — 1z + 7 (W — L), =0,

dans (0, L) x (0, +00) . Sous la condition d’égalité des vitesses de propagation des ondes,
ils ont établi un taux de décroissance exponentiel de I’énergie. Dans le cas contraire, ils
ont montré que la solution lisse décroit polynomialement vers zéro avec des taux t~/2 ou
t~1/4 pour les conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann ou Dirichlet-
Dirichlet-Dirichlet respectivement. Dans [16], Fatori et Rivera ont considéré le systéme
de Bresse avec une loi de dissipation de température globale agissant sur la rotation
angulaire. Ils ont établi le méme taux de décroissance exponentielle de 1’énergie dans le
cas d’égalité des vitesses de propagation des ondes. Dans le cas contraire, ils ont montré
que la solution lisse décroit polynomialement vers zéro avec le taux ¢~/3,

Dans le systéme (6.2), I’équation de la chaleur est régie par la loi de la conduction
thermique de Fourier, ce qui indique que le flux de chaleur est proportionnelle au gradient
de température. Par ailleurs, il est bien connu que le modele en utilisant la loi de Fourier
classique conduit au paradoxe physique de vitesse infinie de la propagation de la chaleur.
En d’autres termes, toute perturbation thermique a un point sera instantanément trans-
féré aux autres parties du corps. Pour surmonter ce paradoxe physique, mais en gardant
I’essentiel d’un processus de conduction de la chaleur, de nombreuses théories ont ensuite
vu le jour. L’un d’eux est 'avénement des effets du deuxiéme son qui se posent lorsque la
chaleur est transportée par un processus de propagation des ondes au lieu de la diffusion

habituelle. La théorie suggere de remplacer la loi classique de Fourier

q+0, =0,
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ou ¢ est le flux de chaleur et « est le coefficient de conductivité thermique, par une loi

de conduction thermique modifiée dite loi de Cattaneo

Tq +q+ 0, =0,

ici, le parametre 7 > 0 représente le temps de relaxation qui décrit le décalage de la
réponse du flux de chaleur au gradient de température. Le systéme de chaleur obtenu est
de type hyperbolique et donc, automatiquement, élimine le paradoxe de vitesses infinies.

En mettant la théorie ci-dessus en considération, nous obtenons le systéme de Bresse

suivant :
prpw — k(o + ¥ +lw)e — kol (we — lp) =0, dans (0,1) x (0, +00),
Patby — by + k(0 + 9 +lw) + 0, =0, dans (0,1) x (0, +00),
prwe — ko (wy — L), + kl(p, + 19 + lw) =0, dans (0,1) x (0,+00),
p39t + 4z -+ fﬂ/}:}ct = 07 dans (07 1) X (07 +OO) )
Togt + g+ 6, = 0. dans (0,1) x (0, +00),
(6.3)
Dans ce chapitre, on considére (6.3) avec les conditions au bord suivantes
0,t) =0(0,t) =w, (0,t) =, (0,t) =0,
PO =000 = 0.0 =0, 00 =0, 6
e, (L,t) =q(1,t) =w(1,t) =9 (1,t) =0,
et les conditions initiales suivantes :
()0('1:70) = 900 (‘T)7 th (.’13,0) =¥ (‘T)v 1/}(3:70) = 1/}0(3:)7 wt<aj70) = ¢1 (I‘),
Vo e (0,1).
w(‘xﬂo):wo (‘T)’ Wi (.T,O):(Hl (:E)a 0($;0):90 (:E)a Q(x70) = 4o (I’),
(6.5)

On va prouver 'exestence et 'unicité des solutions et établir la stabilité exponentielle
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et polynomiale en fonction des parameétres suivants :

2
k| koetgz(l—T0p3k) (%—%)—750. (6.6)
P1 -—_ 22
X

De plus, on va prouvé que le systéme n’est pas exponentiellement stable si & # 0 ou
k # k.

Le reste de notre chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous utilisons la
méthode de semigroupe pour prouver que le probléme (6.3), (6.4) et (6.5) est bien posé.
Dans la section 3, nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour établir la stabilité
exponentielle quand £ = 0 et k£ = ky. Dans la section 4, nous montrons que le systéme
n’est pas exponentiellement stable si & # 0 ou k # kg. Dans la derniére section, nous

prouvons un résultat de stabilité polynomiale lorsque & # 0 et k£ = k.

6.2 Existence et unicité

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour le probleme
(6.3), (6.4) et (6.5) en utilisant la théorie de semigroupe. En posant ® = (¢, u, 1, v,w, w, 0, )",
ol u =, v="1 et w=uwy, le systéme (6.3), (6.4) et (6.5) est équivalent a

&' () + AD (1) = 0, £ 0,
2 (0) - (I)O = (@07 ¢1’¢0’¢17w0aw17907q0)T7
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ou 'opérateur A est défini par

—U
_£(¢x + 1/) + ZW)x - l;_oll (woc - ZQO)
—v
_b k ol
Ad = p2w$$+p2(@x+w+lw)+p29x
—w
k kl
— o (we — 1), + (@ + ¥ + W)
1 a
Paqx+ P3U‘T

B 1
ol T 70

On considére les espaces de Hilbert suivants :

H(0,1) = {feH'(0,1):f(0)=0},
1(0,1) = {feH'(0,1): f(1) =0},
HZ(0,1) = H?(0,1)NnH}(0,1),
72(0,1) = H?(0,1)N H!(0,1)

et
H =H!(0,1)x L*(0,1) x H' (0,1) x L*(0,1) x H} (0,1) x L?(0,1) x L*(0,1) x L?(0,1)
muni du produit scalaire

1 1 1
(2.8) = k/<%+w+m><¢x+w+za>dx+ko/ <wx—w><wx—z¢>dx+p1/ utida
0 0 0

1 1 1 1 1
+b/ Y, 0, dx + p, / vodz + py / wwdz + ps / 00dx + Tg/ qqdz.
0 0 0 0 0

131



Alors le domaine de 'opérateur A est donné par :

deH\ pe H?(0,1), ,we H2(0,1),

D(A) =
u,HeH}(O,l),v,w,qEHj(O,l), (sz(l):wz(o) :77/}35(0):0

On montre maintenant que A est un opérateur maximal monotone. A cet effet, on a

besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 58 L’opérateur A est monotone et satisfait, pour tout ® € D (A),
1
(AD, D), = / x> 0, (6.9)
0

Démonstration. Dans ce qui suit, on montrons que A est monote (i.e. —A est

dissipatif). Pour tout ®, € D (A), et en utilisant le produit scalaire, on a

} 1

<ACI>,<I>>H = —k/o (u$+v+lw)(<pm+@/z+lw)dx—k0/0 (we — lu) (W — lp) dx
! k

+p1 /o <—p—1(90x + 9+ lw), — )) udx — b vxwmdx

1 b k
+p2/ < ¢m+p(30$+¢+lw—|—791)vdx
0

! k k:l
+p1/ <——0 (we — L), + o (o + ¥ +w) ) wdx
0

P1
eI
+p3/ <—qm + lvm) Odx + 7'0/ ( b q+ —9 > qdzx.
0 \P3 P3 0o \To

Apres la simplification et grace a la formule d’intégration par parties, on obtient
1
(40,0, = [ fda >0,

dott (6.8). m

Lemme 59 L’opérateur A+ I est surjectif.
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Démonstration. Soit G = (gl,gg,93,94,95796797,98)T € H, Il faut trouver ® €
D (A) vérifiant
(A+1)® =G. (6.9)
L’équation (6.9) est équivalente a

/

—u+ ¢ = g,

—k(p, + 1+ lw)e — kol (we — 1) + pyu = py o,

_U—i_w:g?n

b, + k(p, + 9+ 1w)+ 70, + pyv = ,

(0 (o, + ¢ )+ Pol = Pogs (6.10)
—w + w = gs,

—ko (W — L), + kl(0, + 9 + lw) 4+ pyw = py g6,
Qe + YUz + p30 = psgr,
(B4 70) g+ 0. = Togs,

\

Supposons que ¢, ¥, w et g sont trouvés avec la régularité appropriée, alors, de (6.10),

(6.10)3, (6.10)5 et (6.10)s, on trouve

U = =0 GHi <071>7 (611)
v o= ¢ —gs € H(0,1), (6.12)
w = w-—gs € H(0,1), (6.13)
0. = —(B+70)q+Togs € L?(0,1). (6.14)
A partir de (6.14), on trouve
0w.t) =~ @+70) [ a@dy+ro [ o)y (6.15)
0 0
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et 0(0,¢) = 0. A laide de (6.11) — (6.15), il est facile de montrer que ¢, ¥, w et ¢ satisfont

)
—k(p, + 1+ lw)e — kol (we — 1) + p1o = py (g2 + 1),
—b, + k(. + ¢+ 1w) + potp — v (B4 70) ¢ = py (94 + g3) — ToV9s;

(6.16)
—ko (wo = 1), + Fl(py + ¥ +lw) + prw = py (g6 + 95)
| e+ 03 (B+70) [y a(y)dy — v, = —ps (97 — 7o fy 95 (y) dy) — 9.
La formulation variationnelle associée a (6.16) prend la forme
B ((Sov ¢; W, Q) ’ (gpla wla Wi, QI)) =F (8017 ¢1; Wi, ql) ) (617)

- N 2
ou B est une forme bilinéaire de [Hj (0,1) x H!(0,1) x H}(0,1) x L?(0,1)| dans R
définie par :
1
B ((907¢awa Q) ) ((pla ¢1aw17 QI)) = k/ (pr + @D + l(ﬂ) ((,le + 77Z)1 + lwl) dx
0
1
+7€0/ (we — 1) (w1 — lpy) dx
0 1 1
+P1/ 90801dx+P2/ ¢¢1d$+p1/ wwidx
? o P
4 [ o=y (B m) [ oo
0 0

1 1
+v (8 + 7o) /0 Yardr + (B + 7'0)/0 qqdx

+p3(6+70)2/01 (/qu@)dy) (/;my)dy) dr

et F est une application lindaire de H! (0,1) x H!(0,1) x H!(0,1) x L?(0,1) dans R
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définie par :

1 1 1
F (o, ¥,w1,q1) = p1/ (92+91)s01dx+p2/ (94 + g3) ¥y dw —Tw/ g8 dx
0 0 0

1

1
o, / (g6 + g5) wnda + 7 (B + 7o) / gsnd
0 0

—p3 (B + 7o) /01 (97—70/:98 (v) dy) (/qu (v) dy) dx.

On pose V = H! (0,1) x H'(0,1) x H (0,1) x L?(0,1) muni du produit scalaire

((w,w,w,q),@,i},@,d))v = k/ol(soﬁwﬂw)(@ﬁiﬂa)dﬂ:
+ko /1 (We — L) (W, — lp)dx
0

1 1
—i—b/ szwxd:c—i-ﬁ)/ qqdz,
0 0
et la norme associée
1 1 1 1
(0, ¥, w, q)H%/ = k/ (0, + 1 +lw)*dz + ko/ (we — lcp)2 dzr + b/ V2da + 7'0/ ¢*dz.
0 0 0 0
Cette norme est équivalente & la norme
2 2 2 2 2
1(es ¢, w, @II” = (@, + ¢ + )5 + [[(wa = Il + [[¥2 12 + lall3 -

Pour résoudre le probléme (6.17), il suffit de montrer que B est continue et coercive, et

que F est continue. En utilisant le fait que

1

1
[ @rvtaityn < [ (o 04w + (o - o) + v,
0 0
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on voit que les formes B et F' sont bornées. De plus, pour certain ¢ > 0, on a

1 1
B((p,¥,w,q),(p,0,w,q)) = k/o(sox+¢+lw)2da:+ko/0 (wy — lp)? dz

1 1 1 1
+p1/ g02da:+p2/ w2dx—|—p1/ w2dx+b/ Vidx
0 0 0 0

2

wm) [ oty [ ([Catrar) a

c H(S07 @b, UJ, Q)H%/ :

Vv

Par conséquent, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le systéme (6.16) admet une

solution unique
e H!(0,1), e H(0,1), ¢ € H (0,1) et g € L*(0,1).
En remplagant ¢ dans (6.11), ¢ dans (6.12), w dans (6.13) et ¢ dans (6.14), on obtient
we HH(0,1), ve H(0,1), ve H(0,1) et € H(0,1).
En outre, si (¢, w1, q1) = (0,0,0), alors, pour tout ¢, € H} (0,1),
1 1
k/o (0 + ¥ + lw)py,de = —/0 [—kol (we = lp) + pro — py (92 + g1)] prdz. (6.18)
Ceci implique que
—kppy = ktby + (k + ko) lw, — (kol> + p1) @ + py (92 + 91) € L (0,1).

Par conséquent, par la théorie de la régularité pour les équations linéaires elliptiques,
il en résulte que

¢ € HZ(0,1).

Par ailleurs, (6.18) est également vrai pour tout ¢ € C* ([0,1]) vérifiant ¢ (0) = 0. En
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utilisant I'intégration par parties, on trouve
v, (1) ¢ (1) =0, Vo € C* ([0, 1]) vérifiant ¢ (0) = 0.

D’ou
i, (1) = 0.
De la méme fagon, si (¢, w1,q1) = (0,0,0), alors

Y € H2(0,1) et ¢, (0) = 0.
et si (p;,%4,q1) = (0,0,0), on obtient
we H2(0,1) et w, (0) = 0.
De méme, si (¢q,%,w;) = (0,0), alors
qge H (0,1).

Enfin, 'application de la théorie de la régularité des équations linéaires elliptiques
garantit I’existence d’un unique ®¢ € D (A) tel que (6.10) est satisfaite. Par conséquent,
Popérateur A est maximale. m

Finalement, en utilisant le Lemme 58 et le Lemme 59, on conclut que A est un
opérateur maximal monotone. Ainsi, par le théoréme de Lumer-Phillips, on a le résultat

d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 60 Soit &y € H. Alors il existe une solution unique ® € C (R*,H) du
probléme (6.7). De plus, si @ € D (A), alors ® € C(RT,D (A))NC' (RT,H).
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6.3 Décroissance exponentielle

Dans cette section, nous montrons la stabilité exponentielle de 1’énergie de la solution

du systéme (6.3), (6.4) et (6.5) en utilisant la technique des multiplicateurs. A cet effet,

nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 61 Soit &y € H. Alors, la fonctionnelle d’énergie définie par :

1 1
E@t) = 3 / (0167 + ot} + bp% + prwi + psb? + Tog?] da
0
1 1
+§ / {k:((,ox + 4 lw)? + ko (wy — lgo)Q} dx. (6.19)
0

satisfait, pour toute solution du systéme (6.3), (6.4) et (6.5),
/ 1
E (t)= —6/ ¢*dr <0, Vt>0. (6.20)
0

Démonstration. En multipliant I’équation (6.3); par ¢, et en intégrant sur (0, 1),

on trouve

1

1 1
P1 / Prpydr — k/ QP + U + lw)pdr — kol/ ¢ (wy — L) da =0,
0 0 0

en intégrant par parties le terme fol 0 (p, + 1 + lw),dzx, on obtient

1 1 1
pl/ O dr—k [0, (o, + 1 + lw)]?ﬂr’f/ %(%erﬂw)dx—kol/ ¢, (we — lp)dz = 0.
0 0 0

Les conditions au bord permettent d’écrire la derniére égalité sous la forme

ppd [

1 1
2 e+ k:/ 0oty + 1 + lw)ds — k:ol/ @y (we — lp) dz = 0. (6.21)
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Par ailleurs, en multipliant 1’équation (6.3), par 1, et en intégrant sur (0, 1), on trouve

1 1 1 1
P2/ )y dr — b/ Yy, de + k/ V(0 + ¥ + lw)dr + 7/ 0, dr = 0,
0 0 0 0

et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit que

2dt/ wfd:cw/ bty dm+k/ 0l soxwwda:m/ b fads = 0

autrement dit

th/@/}t th/ wdx+k/ ¢t¢x+¢+lwdl‘+’7/ Y, 0.dr =0. (6.22)

En multipliant ’équation (6.3)s par w; et en intégrant sur (0, 1), on obtient

1 1 1
P1 / wiwydr — ko/ wi (wy — L), dx + kl/ wi(, + ¥ + lw)dz = 0.
0 0 0

En utilisant encore l'intégration par parties avec les conditions au bord appliquées

cette fois ci au terme fol wi (wy — ly), dx, on remarque que

py d '

1 1
5 7 widz + ko / Wat (W — lp) dx + kl/ wi(p, + 1 + lw)dx = 0. (6.23)
0 0

De méme, en multipliant ’équation (6.3)4 par € et en intégrant sur (0, 1), on obtient

1 1 1
p3/ 00.dx + / 0q.dx + ’y/ O, dr =0,
0 0 0

la formule d’intégration par parties et les conditions au bord impliquent

2 — =
2dt/ de—i—/ 0q,dx /watda: 0. (6.24)
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En multipliant ’équation (6.3)5 par ¢ et en intégrant sur (0, 1), on trouve
1 1 1
ro [ audo+p [ qdo [ apar=o,
0 0 0

puis, en intégrant par parties le terme fol q0.dx, on déduit que

1

En remplagant (6.25) dans (6.24), on obtient

1 d 1
oy = 0’dx + —— 2d /
fy/oﬁwtdx 2dt/0 +2d T+

puis, on remplace la dérniére égalité dans (6.22), on trouve

2dt/wt +__/¢d%’+’f/ b9y + O + lw)da

Ps3 2 2
2
+2dt/0d+ dx+6/ (6.26)

Finalement, en additionnant (6.21), (6.23) et (6.26), on arrive a

1

Pld 2 py d w2 / /
0 pdr J, T ), +th vid +201t Vida

1
—i—/{:/ (o + ¥+ lw), (gox—i-w—i-lw)dx—i-kg/ (we —lp), (wy — lp) dx

ps d 2 2
+2dt/9d—l— dx+ﬁ/
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et donc

d 1d (!
GEWO = 55 [ o+ o+ 002 4 it 4 g6 o] da
dt 2dt J,
1d [* ) 5
+=— | [k(p, + ¥+ w)? + ko (we — lp)7] dz
2dt J,
1
= _6 q2d33',
0
d’oit (6.20). m

Lemme 62 Soit (p,1,0,w,q) une solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5). Alors la

fonctionnelle

1
Fy(t) = —p, / 0o + wwdr
0

vérifie, pour tout 1 > 0,

/ 1 1 1 1
F(t) < —pl/ gpfdx—pl/ wfdx+c(1+6—>/(gox+1/)+lw)2dx
0 0 1/ Jo
1

1
—|—61/ Y2da + /{:O/ (wy — lo)? da. (6.27)
0 0

Démonstration. En multipliant ’équation (6.3); par ¢ et en intégrant sur (0, 1), on

obtient
1 1 1
Pl/ poudr — k?/ o(p, + ¥+ lw),dr — kol/ 0 (W, —lp)dr =0,
0 0 0
puis, en intégrant par parties le terme fol o(p, + ¥ + lw),dx, on trouve

1 1 1
pl/ Py dr—Fk [p(p, + 1Y + ZW)]E%/ %(%WHW)dx—kol/ ¢ (wz — lp)dx = 0.
0 0 0

On revient aux conditions au bord qui impliquent que

1 1 1
01 / Ppudr + k‘/ 0, (0, + 1+ lw)dr — kol/ ¢ (we — lp)dz = 0. (6.28)
0 0 0
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D’autre part, en multipliant ’équation (6.3); par w et en intégrant sur (0,1), on

obtient

1 1 1
01 / wwydr — kg/ w(wy — ), dr + k:l/ w(p, + ¥+ lw)dx =0,
0 0 0

d’otu, on conclut, a l'aide de la formule d’intégration par parties avec les conditions au

bord,

1

1 1
P / wwydr + ko/ wy (we — lp) dz + k‘l/ w(p, + 1+ lw)dx = 0. (6.29)
0 0 0

En utilisant les équations (6.28) et (6.29), on a

/ d [! d [!
F(t) = _/)1%/0 oy — P1£/0 wwydz
1 1 1
= —p / ©2dr — p, / widx + k/ (0, + ¥ +lw)? d
0 0 0

1 1
—k /0 (o, + 1+ lw)dz + ko /O (wy — lo)? d. (6.30)

En appliquant alors I'inégalité de Young et 'inégalité de Poincaré, on obtient

, 1 1 k2 1
Fw < -n [ dtto—p [ aos (b 1) [t o tora
0 0 0

€1
1 1
+61/ Y2 + k:g/ (we — lp)* du.
0 0
Ceci donne (6.27). m

Lemme 63 Soit (¢,1,0,w,q) une solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5). Alors la

fonctionnelle

1 x
o) (t):—%/o 9/0 0, (5.4) dsda
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vérifie, pour tout 9 > 0,

1 1 1
B < -3 [ vioso [ Gdose [ oo lofde
0 0 0

1 1 1
+c <1 + —) / 0%dx + c/ ¢ dz. (6.31)
€2/ Jo 0

Démonstration. En multipliant I'équation (6.3)4 par [, (s,t) ds et en intégrant

sur (0,1), on voit que

1 T 1 T 1 T
p3/ Ht/ W, (s,t)dsdx + / qx/ W, (s,t) dsdz + fy/ Qﬁxt/ Y, (s,t)dsdz =0,
0 0 0 0 0 0

et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit que

1 €T 1 1
oo [ 0 [ witstydsde— [que—n [ utds=o
0 0 0 0

D’apres I'égalité précédente, on a

p3dt/ / W, (s,t) dsdx
1 T
= /)3/ ‘9/ Uy (5,1) dex"‘/)g/ 9t/ ¥y (s,t) dsdz
0 0 0 0
1 x 1 1
= py / 4 / Yy, (s,1) dsdx + / qUdx + / Yidr. (6.32)
0 0 0 0

Dans (6.32), on remplace ¢, par - [b¢xx — k(p, + 1 + lw) —~0,], il vient & écrir
papz d B
B E ¢t 5 t dsdx = xx - 9055 + w + lw) ’79;,;] (S, t) dsdx
~

- qwtdw P2 wt dx
7Y Jo

= —%/ Qz/dex—{—kp?’/ / (p, + 0+ lw)dsdx
7 Jo

1
iy [ 0o 22 gz — py / Wida.
0 Y Jo 0
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En appliquant I'inégalité de Young et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

, 1 e ! 1 e
F(t) < —<bﬁ> /92dx+252/ ¢§dx+—(@) /02dx
82 \ 7 0 0 des \ v 0

1 1
+eo / (0, + 1+ lw)dz + py / 0%da
0 0

et donc
1
0
1 2 9 2 2 1
P2 2 bps | Kps 1 / 2
—= d — — 0“dx.
+272/0q $+[p3+<872+472)62 0o

Ceci donne (6.31). =

1 1
Fy(t) < —%/ z/dex—l—Qeg/ ngd:c+a2/ (¢, + ¢ + lw)?dx
0 0

Lemme 64 Soit (p,1,0,w,q) une solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5). Alors la

fonctionnelle

1
F3(t) = 92/0 Yy de

vérifie

1 1
B < -5 [ vdotp, [ v
0 0

k2 1 1
+? / (o, + 9+ lw)2dx + c/ 0%dx. (6.33)
0 0

Démonstration. En multipliant 1’équation (6.3)s par ¢ et en intégrant sur (0,1), on

obtient

1
0

1 1 1
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d’apres la formule d’intégration par parties et sous les conditions au bord, on déduit que

1 1 1 1
%/7WMM+5/@@m+k/1ﬂ%+¢+MWM—7/1%Mx:0
0 0 0 0

Par conséquent

d 1 1 1
pr | s = gy [ vtdap, [ vvde
0 0 0

1 1
— o [ s [ i
0 0

1 1
—kz/o Y(p, + ¢ + lw)dx + ’y/o Y, 0dx. (6.34)

A Taide de 'inégalité de Young et I'inégalité de Poincaré, il résulte de (6.34)

d 1 b 1 1 72 1
b [ wvite < =5 [ o, [ars T [
0 0 0 0

k}2 1
+? (0, + 9 + lw)?dw,
0

d’on (6.33). m

Lemme 65 Soit (¢,v,0,w,q) une solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5). Alors la

fonctionnelle

1 T
Fy(t) = Top?’/ 6/ q(s,t)dsdx
o Jo

vérifie, pour tout 4 > 0,

, 1 1 1 1
ﬂ@ﬁ§J§AHM%HEAwwm+4ﬁ+5)4q%m (6.35)

Démonstration. En intégrant d’abors 'équation (6.3), sur (0,z) C (0, 1), puis en

intégrant sur (0, 1) apres la multiplication par 6, on trouve

1 T 1 T 1 T
TO/ 9/ qtdsdx+ﬁ/ 9/ qudx—i—/ 9/ 0.dsdx = 0,
0 0 o Jo o Jo
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alors

1 T 1 T 1
70/ 9/ qdsdx —|—ﬁ/ 9/ qudw—l—/ 6%dx = 0.
0 0 0 0 0

Donc on déduit que

o / / qdsdr = 7 / 0, / qdsdr — 3 / / qdsdx — / 6dz. (6.36)

D’autre part, en multipliant I’équation (6.3), par fox qds, et en intégrant sur (0, 1), on

1 x 1 T 1 x
p3/ Ht/ qud:c—l—/ qw/ qudx—l—’y/ th/ qdsdx = 0,
0 0 0 0 0 0

a l'aide de l'intégration par parties, il résulte que

1 x 1 1
p3/ Gt/ qud:v—/ q2dx—’y/ Y,qdx =0
0 0 0 0
1 x 1 1
s / 6, / qdsdr = / ¢*dx + v / V,qd. (6.37)
0 0 0 0

En remplagant (6.37) dans (6.36), on trouve

d 1 T
Tgp3%/0 9/0 qdsdx = 7'/ 2dx+707/ Y,qdx
—5p3/ / qud:t—p3/ 62dz. (6.38)

Il en résulte, en appliquant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz,

d 1 X 1 1 1
To%@/ 9/ qdsdr < _pg/ ‘92d$+70/ ¢*dr + €4 ¢fdx
0 0 0 0

2.2 1
+70’Y / q2dx+’03/ 02 +ﬁp3/ qzdx,

obtient

c’est-a-dire
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alors

, d 1 T
F,(t) = 7'0,03d—t/0 0/0 qdsdzx

P 1 1
——3/ 62d:c+54/ Vida
2 0 0

2 2,2 1
+ | 70+ ps + oY / q2dx.
2 484 0

IA

Lemme 66 Soit (p,1,0,w,q) une solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5). Alors, sous

la condition k = kg, la fonctionnelle

B (t) = —p, / (61 (e — 1) + el + 0 + 1)) do

vérifie
, 1 D l 1 1
F(t) < —kol/ (we — L) dx — 71 wfderpll/ oidx
0 0 0
1 1
+c / Vida + c / (¢, + ¥+ lw)?dz. (6.39)
0 0

Démonstration. En multipliant ’équation (6.3); par (w, — l¢) et en intégrant sur

(0,1), on obtient

1 1 1
01 / O (We — L) da — k:/ (we — 1) (pp + ¥ + lw)dx — kol/ (we — 190)2 dr = 0.
0 0 0

D’apres la formule d’intégration par parties et sous les conditions au bord, on déduit

que

1 1 1
01 / O (We — L) dx + k/ (we — 1), (p, + ¢ + lw)dx — /fol/ (wy — 190)2 dr =0,
0 0 0
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et donc on arrive a

d [ ' '
—p%/ o) (W — lp)dz = —pl/ 0 (wx—lw)tdl’—’%l/ (we = lp)*du
0 0 0

Tk /0 (@s — 12), (py + 1 + lw)da. (6.40)

D’autre part, en multipliant I’équation (6.3)3 par (@, + 1 + lw) et en intégrant sur
(0,1), on obtient

1 1 1
pl/ (gpx—l—g/)—l—lw)wttdx—k:o/ (g +V+1w) (wy — lp), dm+k:l/ (cpx—i—@ZJ—I—lw)de =0,
0 0 0

alors

d [! ' '
—,01% / (pr + @Z) + lw>wtd*r = —01 / (9050 + w + lw)twtdx + kl/ (pr + ¢ + lw)de
0 0

0

1
—ko/ (P + U+ w) (W, — lg), du. (6.41)
0
En additionnant (6.40) et (6.41) et en axploitant la condition k = kg, on obtient

1 1
= —/)1/ o (w ), dx P1/ (0 + U + lw)wde
0

1
+kl | (pp + 0+ lw)?dx — kol/ (wy — lp)? dx
0

N

ce qui implique

!

1 1 1 1
Fy(t) = —p /O Q1wWardz + pyl /0 pidr — py /O pwrdr — py i Ywidx

1 1 1
—pll/ widx + kl/ (¢, + 0 + lw)*dz — kol/ (wa — 1) da.
0 0 0
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En remarquant que fol O pwidr = — fol Ywardx, on déduit que

/

1 1 1
B = ol [ ho=pl [ Gde—p, [ vuds
0 0 0
1 1
+kl / (p + U + lw)*dz — kol / (we — L) da,
0 0

et par conséquant, d’apres 'inégalité de Young,

1

/

1 1
F,(t) < —k:ol/ (wy — 1) da — %l widz + pll/ ©2dx
0 0

0

1 1
Yida + kl/ (¢p + ¥ + lw)*dz.
0 0
Cette derniére inégalité coincide avec (6.39). m

Lemme 67 Soit (p,1,0,w,q) une solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5). Alors, sous

oo
/go(/ gox+1/)+lw)ds>dx

la condition k = kg, la fonctionnelle

vérifie

1 1 1
Fi(t) < P1/ w?dm—%/ dm—ko/ (wy — lp) dx
0

1
Tk / (0o + 0 + l)?de + 21 / V. (6.42)
0
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Démonstration. On a

, d 1 T d 1 T
R = oy | ot ([Taas)aon g [o([Cont v o) a
1 T 1 T
= —pl/o (we — o), (/0 wtds) dx — ,01/0 (we — L) (/0 wttd3> dx
1 T 1 T
—pl/o 2 (/O (o, +9+ lw)tds) da — pl/o Pre (/0 (oo +9+ lw)dS) dz.

On remplace —p,wy par —ko (W, — o), + Ekl(o, +1¢ +lw) et —p e, par —k(p, +1 +

lw)y — kol (wz — lp), on arrive &

e
—ko /01 (wWe — L) </0$ (we — 1), dS) dx

—k/o (0o + 1 + lw), (/0 (o, + 1 +lw)ds) d.

On revient aux conditions au bord qui impliquent

1 T 1
Fy(t) = —,01/ Wt (/ wtds) dx — pl/ ©2dx
0 0 0
1 T 1
—101/ 0, (/ wtds) dr — ko/ (we — 1) da
0 0 0

1 x
—k/o (pp + ¥+ lw), (/0 (p, +¥ + lw)ds) dz.

Une intégration par parties avec les conditions au bord donne

1 1 1
Fg(t) = pl/ wfdﬂc—m/ sofd-’ﬂ—ko/ (wa — lip)* dar
0 0 0

+k:/01(% + 9 + lw)?dz — py /01 @4 (/szptds) da.
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En utilisant alors I'inégalité de Young et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on arrive a

1 1 1
Fy(t) < P1/ widr — %/ ©rdx — ko/ (we — L) da
0 0 0

1 1
—l—k/ (¢, + ¥ + lw)dz + % / Yidr,
0 0

doit (6.42). m

Lemme 68 Soit (¢, 1, 0,w,q) une solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5). Alors sous

la condition k = kg, la fonctionnelle

Fr( /¢t¢m+¢+lwdx—l— /wgotda:

p x [*
i ?’x/ esotd:c——/ 4y + 1 + L) da

pzbﬂ / i, da + / bwd

vérifie, pour tout €, e¢g,7 > 0,

l{? 1
) < %5 Ouip 0+ ) — ¢ / (0, + 1 + lw)2dz

L 212
+57/( dx+—/1/)dx+s/¢dx
0
1
+€6/ wfdw+c(1+—)/ Y2dx
0 €/ Jo
11 t 1 L
+c| -+ — O°de +c( 1+ — q“dx. (6.43)
€ &7 0 €6 0

Démonstration. En multipliant I’équation (6.3)s par (¢, + 1 + lw) et en intégrant
sur (0, 1), on obtient

1 1
0 = p /0 bl + 9+ lw)dz — b /0 bra(oa 0 + )

1 1
+k/ (sow+w+lw)2dx+7/ 0. (0, + ¢ + lw)dx
0 0
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D’apres les conditions au bord et I’ intégration par parties, on voit que

1 1
— oo [ Galort vtz b [ et vt oo
0 0

1 1
+/<:/ (0, + 9 +lw)ds + v 0.(p, + 1+ lw)dx
0 0

donc

d 1
pgp [ dea+ v+ L)
1 1
= P2/ wtt(%JrleW)dﬂerpz/ wt(%+¢+lw)tdx
01 01 )
_ lw),dz — k i lw)2d
/wa«ww W)uda /O«o o+ lw)de

1 1
—fy/ 0.(p, + 0+ lw)dx + p, / (o, + 1+ lw)de. (6.44)
0 0

Par ailleurs, en multipliant I’équation (6.3); par ¢, et en intégrant sur (0, 1), on trouve

1 1 1
P1 / Vo pudr — k / Vo (0, + 9 + lw)edr — kol / Y, (we — lp)dr =0,
0 0 0

alors

1 1
pldt/ Yypdr = ,01/ thﬁotdx‘i‘M/ VYppopdr
0 0

1 1 1
_ / g 1k / b0+ + ) + kol / by (ws — ) da
0 0 0

ce qui implique

b b
zldt/@bxt = p1/¢xt@td$+b/¢ %+¢+lw)

+bl/ VY, (we — lp) dz. (6.45)
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En additionnant les égalités (6.44) et (6.45), on obtient

pzdt/wtsoxwmdw 4 [ e

1
= —k/ (p + 9 + lw)dz — v 91(% + ¢ + lw)dz
/ Bulipn + 10 + lw)ydz + 8 / o

+b5/0 b (s —

et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on conclut que

g [ oo vt 08 [

1
= —k/ (¢p + 9 + lw)dz — v Hm(gom + ¢ + lw)dz

0 . ,

40y [ 0o+ twydo v (- 22 / Yoo
0

1

+bl/ W, (we — lp) du. (6.46)

0

De (6.3),, on déduit que

1 1 /1
/ Ypdr = — / [_Pset - Qx] pydx
0 Y Jo

1 1
1
- Htgptdx——/ Gz, dx,
7 Jo 7 Jo

et d’apres la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on remarque

que
1 oy [ 1 1
[ e = =2 oo s [ gpo
0 Y Jo Y Jo
psd [ 1 1
—=— [ Op,dx+ = [ B¢ dx+—/ Qo de,
’Y dt 0 t 0 tt 0 t

153



et par conséquant,

1 1 1
ps d Ps3
Vupdr = — Op,dx + / O, dx
/o . v dt Jo ' 7 Jo "

1/t 1 !
Y Jo Y Jo

En multipliant ’équation (6.3); par 6 et en intégrant sur (0, 1), on obtient

1 1 1
01 / O, dx — k/ 0, + 1+ lw)dx — kol/ 0 (wy —ly)dx = 0.
0 0 0

En intégrant par parties et utilisant les conditions au bord, on déduit que

1 k 1 k)ol 1
Opudr = —— [ O,(p, +¢ +lw)de+— | 0 (w, —lp)dx.
0 P1 Jo P1 Jo

En utilisant I’équation (6.3),, on trouve

1 1d [!

(6.47)

(6.48)

1 1t
— | qlo, +v+lw),de = —— | qlp,+v¢+Iw dx——/q 0, + U+ lw)dz
~ [ nie = 25 [ ar—2 [ )

1d ! I
- q(¢x+¢+zw)dx——m/ (—Bq = 0.) (¢, + 1 + lw) da
0 0
1d [

ydt Jy
1

1
+— | O0.(p, +¢+w)dz.
TTo Jo

En remplagant (6.48) et (6.49) dans (6.47), on obtient

/1¢ d psd [Ty gy L1 1( b+ lw)d
" r = ——— T+ —— q(p, T V¥ +lw)dr
0 tht 'ydt 0 QDt 'ydt 0 SO
1k !
+<———p3)/ 0. (0, + 1+ lw)dz
Y7o P/ Jo

1
+£/ q(p, +¢+lw)dx
TTo Jo

kol [* I
+£3%0 / 0 (w, — lp)dx — —/ q(¢ + lw)dx.
TP1 Jo 7 Jo
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1
= Q(90x+¢+lw)da:~l—£/ q(p, + ¢+ lw) dx
YTo Jo

(6.50)

(6.49)



En remplagant (6.50) dans (6.46), on obtient

L R R TE

bps
——th/ Op,dz + X%/ q(p, + ¢+ lw)dx

b Topsk P1 P2 Y7o /1
SN (T g I /R S Y Y A lw)d
*m[( o )<k 5) =] ), et vt )
1 1
k / (ot )+ g [0+t
0
b 1 b kol 1
+—5></ 40y + 9 + lw) dz + 272 °x/ 0 (w, — 1) da
YTo 0 0

YP1
b 1 1
—;X/ q( + lw)dz + bl/ Y, (we — lp) dz.
0 0

D’autre part, en utilisant 'intégration par parties et les conditions au bord et prenant

en considération (6.3);, on a

1 1
bl/ U, (we —lp)de = —bl/o Y (we —
0

1
_ _ﬂ/ VY [prwy + kl(p, + U + lw)] dz

b
= / Y [k(p, + ¢ + lw)] d

plbl / Ywydz.
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De (6.3), , on déduit que

bl/ol b, (w

Ceci implique que

bl?
- I(P) dr = / (0 ptht 0, + V0 ]d

_p]i_bl%/ q/;wtdx+p1bl/ Ywidx
0

_ pobl* d /
T A

W/wd —Wz/wed

bl d
—pl——/ ¢wtdx+li—0/ Ywde.
0

ko dt 0

det/wtsoxwde /wtdx

bps d [*
—X—= Op,dr — — l
p21)12 / plbl d /

e Y dr + —— ko di Ywedx

1
e [ o, + o+ oo — & / (s + 0 + W)Yo
YTo 0

0

1 bﬁ 1
+p2/0 wt(w—l—lw)tdx—l—%x/o q(p, +¥+ lw)dx

bpakol 1 b !
+Mx/ 0 (wy — lp) dx — —X/ q(Y + lw)dx
YP1 0

272 2
p2bl / wtdx+ﬂ/¢d —Vbl / . 0da

bl
p1 / Ywd.
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Donc, a I’aide de I'inégalité de Young, il en résulte que

b 1 E [t
E ) < —¢& | 0.(0,+0+ lw)de — - / (P + ¢ + lw)?dz
YTo 0 2

b22 1 1
/wda:+6/ wdsc+56/ wtdx—i—ay/ (we — lp)* dx

x| pabl® | 3(pibl)* | 3p312 /
d
T\t oy T T T Takze, T e Yid

bp-koly)? bi2
N (bps 0;() +(72) /92(13:
4(vpy)” €7 dkge 0

2

b

b box)* 35X !
2y 2(y1o) k deg 0

En simplifiant la dérniére inégalité, on obtient alors le résultat souhaité. m

Maintenant, on introduit la fonction de Lyapunov
1
EZNE+F1+N2F2+N3F3+N4F4+7F5+F6+N7F7, (652)

ou N, Ny, N3, Ny et N; sont des constantes strictement positives & déterminer convena-

blement.

Lemme 69 Pour N > 0 assez grand, il existe oy, ap > 0 tels que
aE(t) <L) <aE(t), Vt>0. (6.53)

Autrement dit, les fonctions E et L sont équivalentes.
Maintenant, on est prét a citer et de prouver le résultat principal de cette section.

Théoréme 70 Soit (¢, 1,0, w, q) une solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5). On sup-
pose que & = 0 et k = ko. Alors, pour | assez petit, le probléme (6.3), (6.4) et (6.5)
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est exponentiellement stable; c’est a dire, il existe deux constantes strictement positives

R etr telles que la solution du probléme (6.3), (6.4) et (6.5) vérifie
E(t) < Re™™, Vt > 0.

Démonstration. (du Théoréme 70)

En combinant (6.20), (6.27), (6.31), (6.33), (6.35), (6.39), (6.42) et (6.43), on obtient

ainsi

- 1
Lt < — ﬁN—cNg—c(1+i)N4—c<1+l)N7}/q2dx
i 0

&4 €6

[y 1 P1 ! 2
— | =Ny — 4Ny — pyNg —c |14+ — N7———c/wtdx
_2 €6 2 0

b b2 L
— —N3 — —N7 — 8N7 — &1 — 2€2N2 wxdl'
|2 ko 0

[ 1 1 1 !
— &N4—c(1+—> N2—0N3—0<—+—) ]\G]/ 0%dx
| 2 €9 e ér 0

- 1
— pl—p1+%—€6N7]/ w?dl’
- 0

1
— [k)g — k’g —+ k?() — €7N7] / (wx — l(p)2 dCE
0

k k? 1 ! 2
—|sNr——Ns—c(1+ =) —Nago—k—c| [ (o, +¢+w)dz.
2 b €1 0
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. ; _ _ 1 _ b
A ce point, on prend d’abord ¢4 = iN €7 = 3N € = R et N3 = N7, et on peut

fixer g1 tel que

, 1 1 s
L) < —% ©ldr — % widr — 50/ (we — 1) da
0 0 0

A )
— (5 — 412> bN3 — 2e5 Ny — c} / Vida
L 0

-/{; 1
— ZN7 — Nogg — c} / (0, + 9 +lw)d
L 0
- 1
— %NQ—€4N4—p2N3—CN7—Ci| / ¢fd$
- 0

_ ] 1
— &]\Q —c <1 + —) Ny — ¢N3 — C‘| / 0*dx
| 2 €2 0

- 1 1
— |BN —cNy — ¢ (1 + —> Ny — c]\h} / ¢dzx.
L 0

€4

Maintenant, on choisit €5 = N%, aprés on fixe Ny tel que

k
ZN7—N2€2—C>O.

Pour [ assez petitet, on peut fixer N3 tel que

1 2

5—4[ bN3—2€2N2—C>0.
En choisissant ¢4 = N%; et N, assez grand, on déduit
LNy — 24Ny — pyN3 — e 0
5 2 — €4Ng — PolNg — clN7 — ¢ > .

En plus, on prend N4 assez grand tel que

1
@N4—c<1+—)N2—cN3—c>o.
2 E9
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Finalement, on choisit N assez grand tel que

1
5N-CN2-C(1+—>N4—CN7>O
€4

et (6.53) reste vrai. Par conséquent, pour un certain p > 0,

!

L (t)< —pE(t), Vt>0.

Combinons (6.54) et (6.53) pour obtenir

I

L (t) < —pE(t) < —pagL(t), Vt>0.

Une intégration simple de (6.55) meéne &
L(t) < L(0)e Pt vt >0.
Alors (6.56) et (6.53) impliquent que
E(t) < %?)e_p”t = Re ™, Vt>0.

Cecl termine la démonstration. m

6.4 L’absence de stabilité exponentielle

(6.54)

(6.55)

(6.56)

En utilisant le Théoréme 1, on montre ’absence de stabilité exponentielle grace au

rocédé suivant : on montre qu’il existe une suite de valeurs réelles \, telle que
L

(NI — A)”

1H£(H) — +0o9;

c’est-a-dire prouver qu'il existe une suite de vecteurs F), € ‘H et une suite de nombres
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Ay € R, avec ||F[,, <1 telles que
“(i/\ul - -’4)71 FM”H = ||CI)M||H — +00,

ou

XD, — AD, = F,.

Maintenant, on considére le systéme résolvant

(

A — 1 = f1,
iApru — k(p, + 1 +1w)y — kol (we — lp) = pyfa,
iAp — v = fs,
AU — Dy + k(0 + 0 +lw) +70, = pafa,
I —w =[5,
iAprw — ko (wo — L), + kl(p, + ¥ +lw) = py fo,
1IAPsO + G + YV = psf7,
| 1AToq + g+ 0, =Tofs,

(6.57)

ol A€ R et F = (f1, fa, fs, f1, 5. fo: fr. fs)" € H. Pour montrer que les conditions & = 0

et k = ko sont également nécessaires a la stabilité exponentielle, on suppose qu’il existe

® € H tel que ||®|,, # 0 et on choisit f1 = f3 = f5 = fo = fr = fs = 0, donc

(

—Xp10 — k(p, + 0+ lw)y — kol (wo — 1) = py fo,
—Npgt) — by + ko, + 0+ 1) + 90, = pofa,
—Npw — ko (we — 1), + kl(p, + ¢ +1w) =0,
iAp30 + ¢ +iNYY, =0,
iXToq + Bq + 0, =0.

\

(6.58)

On choisit f = sin (uz) /p;, et f1 = acos (uix) /p, dans (6.57) afin d’avoir F' =
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(0, f5,0, f4,0,0,0, O)T € 'H. Pour assurer les conditions au bord (6.4), on suppose que
p = Asin (,ugx) , ¥ = Bcos (,u%x) , w=Ccos (u%m) , 8 = Dsin (,u%x) et ¢ = F cos <u%x) .
Par conséquent, le systéme (6.58) est équivalent &

([ =A200+ 8 (5)" 4 kol?| Atk () B+ 1 () b+ ko C =1,

B() At | =Xy +b(5)° +k}3+m0+7(“§)p —a,
L(5) o+ K] A+ KLB + [—\p, + ko ()" + k] C =0, (6.59)
—i\y (“2—”) B+ i \psD (%) E =0,

| (&) D+ (idro+ B) E ~0,

ou p € N.

1. On suppose que & # 0 et k = kg et on prend A tel que
2
N2 4k (%) 4RI = 2K (%) ,

ce qui conduit a réécrire le systéme (6.59) comme suit :

;

2kl () A + & (E) B + 2KI (1) C —1,
B() A+ =Ny + b (4)" + k| B+RIC +4 () D =0,
2kl (47) A+ kiB + 2kl (&) C =0, (6.60)
—i\y () B+ idpsD — (&) E =0,

| (5) D+ (iAo +B) E — 0,

En choisissant o = 0 et en soustrayant (6.60), de (6.60),, on obtient
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En substituant la valeur de B dans (6.60), et (6.60),, on trouve

1
A= —C- ,
2k (%57) [(57) — 1]
()
E - (Z)\T0+5)D
D — Ay (B2 (idTo + B)

En remplagant A, B et D dans (6.60),, on voit que

T p2+b<%)
() o - b s O

iAy? ( 2”) (iATo + ) '
B() ~ 1) [idos Aro + ) + ()]

Donc, pour A = A, on a

[(5) e = 5o [ (5) 4]+ ()
V2 1 "’
e <7) [ N2paTo + iApsfl + ( 2]

/L_

2
_ _§+ Kb kpp:)( ) pzkl( W) pzklz] +z_:<u77r>2
G
Py \ 2

(1 m5) ()7 2 () — = ingus]
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Six,=1-"£ 3k # 0, le troisiéme terme s’écrit
2 Y
_ s (5)
™2 T T T 2 .
[Xl (5)" + Q—Ol’jf’kl (&) — —Of;g’lkl + Mp?ﬁ]
2 7\ 2 Topskl pis Top-kl2 .
_ v <M_W>2 n prl (MT) (2 ng - (%) - 0';—31 —i—z)\p?ﬁ)
p3x1 N 2 X (u?) + 27'Opl3kl (&) - 7'0;;9,11@12 a8
alors
L2 [(M_W) _1]20 _ kb §<M—> +2p2kl </¢_7r) +ﬁ_ pokI?
2 pixa \ 2 pp \2) 72 p
2 T 2 T kl T T kl2 .
ple (%) (2% (#7) - O% + Z/\P?ﬁ)
+ ur 2 27-0p3kl pry Topskl? N .
X1(2)+ (2) 1 + iApg
Donc
b b
¢— & A— - & B—0,D—0et £E—0
p1kXx p1kxy

lorsque . — +o00. Par conséquent

1 9 1
2> 1o dr = ko | BT 2 (BT
1Pull7 = ko/o (we — L) dx ko[ C 5 ZA] i sin (2 :v) dx

—mr

v

fufr o

Ceci implique que

[®ullyy — +o0
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quand g — +00. Si x; = 0, dans ce cas la, on a

R0 - Te = () (s () e
2 ()
3

[20 (&) — 2+ ixpyf]’

d’oul on a I’équivalence
2

v pm
C ~ —— (_> )
2k2pgl \ 2
pour u assez grand. Donc
1,2 > Sk o zAr~ Lo (=2 2(’”)4
i = 90 2 20\ 2k2p,1 '
Ceci implique que

[®ullyy — +o0

quand g — +o00.

2. Maintenant, on suppose que £ = 0 et k # kg. Ici, on prend a = 1 et on multiple

I’équation (6.59)s par m, on obtient

HmT K k 2 P\ 2 2
k(P A B 2 ko (PEY k2| =0,
(5) T ) +l(k;+k0){ ptho (55) | €

On va prendre A tel que

k

Ny KT 2| _
l(k+ko)[ )\p1+k0< ) +k:l] Kl

2

ce qui signifie que

2
“N2p, + ko (%) ~ kyl2 = 0.
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Ceci nous permet de réécrire le systéme (6.59) comme suit :

' [k ko) (42)? +2k012]A+k( ) B+ 1 (5) [k + ko) C =1,
C3 A+[< ko) (1m)? 4 b k| B IO+ () D =1,
k;( 7) A+ g B+ KIC =0, (6.61)
—i\y (&) B+ iApsD — (&) E =0,
| (i) D+ (iAo + ) B — 0.

On soustrait membre & membre les équations (6.61)s et (6.61)3 pour annuler A et B,

on trouve

ko) (Hm\E L kol Kk py
(( pl)(2) T Tt ko) BJ”(Q)D—L (6.62)

De (6.61)5, on conclut que

()
b= (iAo + )

En remplagant £ dans (6.61)4, on obtient

P1

(= 25) (5 2

~I ()" + (2 4 i) ()
D= 1 B

?

et en remplacant D dans (6.62), on constate que

Ji 2 keol2 Lk A2 (4T)?
<_p20>(%> S T T 27(12) 7Bt
P1 A1 0 |:Z)\'03 + (IATo+p) (%) :|
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et on a
iAy? (%)2 B iXy? (idTo + B) (“7)
[Mps + Trorh) (%)Q] iAp (iATo + B) + (4)°
ks (1) 4 [Pl - ix?p) (1)
X2 (%)2 + —Topglkop +1Apsf3

I

donc

B=1.

2rok )4 2rokol? . 2
poko\ [pTNZ  pokol? kkq — p(l) . (7 + [7 ;(7)10 +2)\’725} (%)

1) ey des
P 2 P1 (k + ko) X2 (B5)° + mp;’—lo + iApsf

[\ J/

(6.63)
Si)@:l—%¢0, alors

I - W)Ky_m%%>cﬁ_&)_f@1@ﬁy
P1X2 P1 ko b b 2
kaolz |:’T0k0l + 2)\ﬁi| )2
+

_l’_
n %+%> A%)+MﬂLHMﬁ

D’apres 'hypothese & = 0, on déduit que

~ bko _ Topsko P P\, Topsk\ (pr pa P 2
h= P1X2 [(1 P1 ) <k0 b) <1 P1 > <k b )} < 2 )
ool |:Tok0l 4 )\ﬁ} )2

TR M(ﬂf+Tm%l+M%5

b k kol kk
_ pz(lﬂ_ﬁﬁj>w_kdcﬁ>+ﬂzo+_ 0

P1X2 \Kps P1 2 P1 (k + ko)
2 | rokol? . 2
2 [t 4 ixg] (1)

7\ 2 Topskol? . :
X2 (N?) + Opp%o + iAp3f
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.. . b k
On distingue deux cas. Si 2L — T023% £ () alors on a
kp p !
2 1

b k 2
P2 <ﬁ — ToPs 0) [k — ko] (%) B — 1 quand p — +o0.

P1X2 \Epy P1
Sizﬁ—mzo, alors on a
P2 P1
2\
it 26B — 1 quand p — +o00.
X2

Alors dans les deux cas ci-dessus, on conclut que

=o(3)

En substituant cette expression dans (6.61); et (6.61)q, et & 'aide que D = O (1), on

obtient
(k= ko) ()" + 2hol2| A+ 1 (4) [k + ko] € =1-0(1),

k(M) A+ kIC —1-0(p),

(6.64)

alors

2k (%)~ 2[4 =1- () £ 0 ()

ce qui signifie
(F)A =532 —0(n.

2kok

Donc, a partir de (6.64), on a

ce qui implique

1 2
[@ull3 = Sho |~CEF —14] = +oc

quand g — +00.
Si x, =0, (6.63) devient
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2 \4 2 . T
=y (Iry? bl Kho O A ()7
P1 2 P1 (k + ko) [? +iApsf Y

et par conséquent

2

0 (FTY o _oft oL
Mpgﬁ<2)BN1:>B_0(#3>etD_0(N2>.

En procédant comme dans le cas y, # 0, on trouve

jeus k’—i-ko 1 k‘o—k‘
—)A — — .
(2) = Sk © k:l(?ko

Alors

H(I)MH; — +o00 quand g — +o0.

6.5 Deécroissance polynomiale

Dans cette section, nous examinons la situation dans laquelle le nombre de stabilité
est différente de zéro (i.e. £ # 0). A cet égard, nous établissons un résultat de décroissance

polynomiale pour la solution forte du systéme (6.3), (6.4) et (6.5).
Pour la solution forte de (6.3), (6.4) et (6.5), on définit la fonctionnelle d’énergie du

second ordre

1 1
Et) = 3 / (107 + Pty + D%, + pywiy + psb; + Tog7] dw
0
1 1
+3 [ o+ 0+ 102 4 o~ )] (6.65)
0

Comme dans le Lemme 61, il en résulte que la fonctionnelle d’énergie du second ordre,
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définis par (6.65), satisfait
1
E(t)= —B/ qidr <0, Vt>0. (6.66)
0

Le théoreme suivant est le résultat principal de cette section :

Théoréme 71 Soit (p,1,0,w,q) une solution forte du probléeme (6.3), (6.4) et (6.5). On
suppose que £ #0 et k = kg. Alors, la fonctionnelle d’énergie E vérifie

Ao

E(t) <=, vt>0,

ol \g est une constante strictement positive.

Comme pour (6.52), on définit la fonctionnelle de Lyapunov £ comme suit

. 1
L=N(E+E&)+ FiL+ NoFy + NsF3 + NoFy + 7F5 + Fg + N Fr, (6.67)

ou F; ,1=14aT1, et leurs dérivées vérifiant toujours les Lemmes 62—68. D’autre part, en

utilisant la cinquiéme équation de (6.3), on a

1 1
/ 02dr < c/ (¢° +¢7) du. (6.68)
0 0

Par conséquent, la dérivée de F%; devient

/ k

1 1 212 ol 1
F.t) < —— / (g, + ¥+ lw)idz + €6 / widx + v / Y2dr + E/ Yide
4 0 0 ko 0 0

! 1 ! 1 1 !
+a7/ (wm—lgo)Qdm—i-c(l—i——)/ ¢§d:c+c(—+—>/ 0*dx
0 €6 0 € &7 0
1 1 1
+c (1+—) / ¢dr +c / gidx. (6.69)
€6 0 0

Démonstration. (du Théoreme 71) Pour finaliser la démonstration du Théoréme 71,

on dérive la fonctionnelle de Lyapunov £ définie dans (6.67) et on utilise (6.66), (6.27),
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(6.31), (6.33), (6.35), (6.39), (6.42) et (6.69), on obtient

=/

1
L(t) < —|:6N—CN2—C(1+l>N4—C<1+l)N7:|/QQdZE
€4 6 0

1
—[BN — cN7]/ qfdm
0

-pl 1
- —+p1—pl]/ prde
0

L 2
[ 1 P1 ' 2
— —N2—54N4—p2N3—C 1+ — N7———C ¢td$
_2 €6 2 0
'b b2l2 1
—|=N3 — —N; —eN; — g, — 252N2} Vida
_2 ko 0

[ 1 1 1 !
— @N4—c(1+—) N2—0N3—0<——|——) J\G]/ 0%dx
| 2 €9 g €7 0

- 1
—1pr—m —+ % — 66N7] / wfdx
- 0

1
— [/{30 — /{30 + k?() - €7N7] / (wm - l(p)z dx
0

k k2 1 ! 2
— —N7——N3—C 14— —N282—k—0 (ng—l-w—l—lCU)dm
2 b €1 0

Avec les mémes choix des constantes comme dans la démonstration du Théoréme 70

et en choisissant N assez grand tel que
BN — cN7; > 0,

on trouve
L (t) < —=ME(t), Vt>0, (6.70)
oll \; est une constante positive. Une simple intégration de (6.70) sur (0,t) et rappelant

que FE est décroissante donne
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Finalement, pour A\ =

d’ou le eésultat cherché. m

£(0) _ E(0)+£(0)
A1
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