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Introduction

Les équations différentielles représentent un champ d’exploration trés impor-
tant. Elles sont utilisées aussi bien en mathématiques pures qu’en mathématiques
appliquées pour élaborer des modeles mathématiques de processus d’évolution
physiques et biologiques.

Une équation différentielle est une équation impliquant une ou plusieurs
dérivées d’une fonction inconnue. Si toutes les dérivées sont appliquées
par rapport a une seule variable, nous parlons d’équation différentielle or-
dinaire (EDO) [42]. Une équation mettant en jeu des dérivées par rapport
a plusiers variables est appelée équation aux dérivées partielles (EDP) [48]

. Les objectifs de la théorie des équations différentielles sont 1’étude quan-
titative et qualitative des solutions, qui sont progressivement enrichis dans
les mathématiques contemporaines (I’étude des systémes dynamiques ou la
résolution approchée par des procédés d’analyse numérique).

Les problemes les plus connus dans I’étude des équations différentielles sont
les problemes de Cauchy ou aux limites.

En 1960, les Mathématiciens A. Mishkis et V. D. Milman [82,83] ont in-
corporé aux équations différentielles des équations discretes qui s’appellent
les impulsions. Récemment, la théorie des équations différentielles impulsives
s’est distinguée comme un domaine d’investigation important parmi plusieurs
théories d’équations différentielles, étant donné que de telles équations ap-
paraissent dans de nombreux modeles mathématiques de processus réels et
de phénomenes étudiés en sciences appliquées. Une équation différentielle
impulsive représente une combinaison d’un processus continu décrit par une
équation différentielle et des sauts instantanés de 1’état appelés impulsions.
De nombreux travaux ont paru concernant les équations différentielles im-
pulsives [10,11,12,61] et beaucoup d’entre eux sont consacrés a ’étude de
I’existence de solutions aux problemes aux limites pour les équations différentielles
impulsives du second ordre, en utilisant différentes métodes, comme la méthode



des sur et sous solutions [62, 63, 64], la théorie du degré topologique [65, 100, 108]
et les méthodes variationnelles [22,103, 106, 113].

Il existe divers problemes concrets impliquant des phénomenes de bifurcation,
par exemple, les tourbillons de Taylor [17] et les changements catastrophiques
dans les écosystemes [98]. Le phénomene de bifurcation est un changement
qualitatif ou topologique dans le comportement de certains systemes, en
général I'analyse de la bifurcation est considérée quand il y a des parametres
dans 1’équation différentielle dans létude et dont le nombre des solutions
peut changer suivant les valeurs de ces parametres, qui se produisent dans
certaines familles données [24, 25, 45, 50,52, 78,90, 94, 95].

Soit, par exemple, I’équation différentielle suivante:

/7

w (t) = [t x(t),\)

ol f:R3 — R est une fonction réguliere donnée.

A est ici le parametre controlant la bifurcation . On dit qu’il y a bifurca-
tion en Ay si en une valeur de A\ arbitrairement proche de g, il existe une
dynamique topologiquement non-équivalente a celle en )\g. Rabinowitz a
établi le théoreme de la bifurcation globale a partir de la solution triviale
[95], et dans [94] la bifurcation a Uinfinie a été étudiée. Cette théorie a été
appliquée avec succés aux problemes de Sturm-Liouville pour les équations
différentielles ordinaires, les équations intégrales et les équations différentielles
partielles [71, 72, 73].

En 2011, Liu et O’'Regan [70] ont adopté une approche révolutionaire en intro-
duisant les téchnique de bifurcation aux équations différentielles impulsives
en utilisant les théoremes de Rabinowitz [94, 95]. Ils ont étudié l'existence de
solutions multiples pour I’équation différentielle impulsive du second ordre
suivante

' () +ra(t)f (t,z(t) =0, te€(0,1), t#t;,
Aa:]tt ax(t; —0), i=1,2,.. k, (1)
)

2(0) = z(1) = 0.

Ils ont transformé (1) en (2) donné par

y”<t>+Wa(t)f(t,ogt<1+ai>y<t>)=o, seon.
y(0) = y(1) = 0.



Le but était de confirmer I'existence de solutions multiples pour les problemes
ci-dessus en utilisant les propriétés des valeurs propres et des fonctions pro-
pres pour les équations linéaires correspondant au probleme (2).

Un travail récent sur cet aspect par Wang et Yan [105], ou ils ont consideré
I’équation différentielle impulsive du second ordre

—2"(t) = Af (t,z(t)), te€(0,1), t+#3,
A$|t:% = Aﬂx(%), 3
Axl|t:% = —)\/337/(% —0), @
x(O) = I(l) = 0.

Ils ont démontré que les propriétés spectrales de la linéarisation du probléeme
(3) sont similaires aux propriétés d’un probléme standard de Sturm-Liouville,
en utilisant des théoremes de bifurcation globaux de type Rabinowitz. Dans
[74], Ma, Sun et Elsanosi ont prouvé 'existence de changement de signe de
solutions du probléme (1) grace a des techniques de bifurcation globale.

En 2016, Niu et Yan [89]ont analysé le probleme suivant

—a (1) + f (t,2(t) = Aax(t), t€(0,1), t#3,

’ 4
ALy =~ (4), @)

En comparant les propriétés principales et spectrales des équations linéaires
correspondant a (4), ils ont prouvé l'existence de solutions via des théoremes
de bifurcation globaux de type Rabinowitz. Cependant, peu de travaux ont
abordé ce theme. Notons que dans le cas des équations différentielles im-
pulsives du premier ordre, il y a eu un seul travail [75] sur Panalyse des
bifurcations. Dans cette these, nous allons nous intéresser aux problemes
aux limites pour des équations impulsives d’ordre deux, en particulier le cas
ou des parametres apparaisses dans les équations différentielles ou bien dans
les effets impulsifs. Plus précisement, nous nous intéressons a l’existence des
solutions d’un probleme aux limites pour une equation différentielle d’ordre
deux contenant un parametre, de plus les effets impulsifs contiennent le
méme parametre [14]. Notre objectif est d’étudier 'existence des solutions
par l'intermédiaire du théoreme des fonctions implicites, quand ce dernier
n’est pas applicable, nous allons utilisé les théoremes de bifurcation a partir
des valeurs propres en utilisant les théoremes de Krasnosel’ski [54, 78, 25].
L’hypothese clés de ces théoremes est la multiplicité algébrique des valeurs



propres du probleme linéaire.

Cette these est composée de cing chapitres, une conclusion, des perspectives
et une bibliographie :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et résultats préliminaires
sur le degré topologique et ses applications. Le chapitre deux est consacré a
certains résultats sur les équations différentielles ordinaires et les équations
différentielles impulsives.

Dans le troixieme chapitre, nous allons étudier quelques thechniques de bifur-
cation a partir des valeurs propres en utilisant les théoremes de Krasnosel’ski.
Le quatri‘eme chapitre est consacré a I’étude de 'existence de solutions d’'un
probleme aux limites pour une equation différentielle impulsive d’ordre deux

u'(t) = Nf (tu(t),u'(t)), te(0, 1), t 7é th,

Au,(tk) = M (u(tk),u//(tk), )\) , k= T
u(0) = u(1) = 0.

En utilisant des techniques de bifurcation a partir des valeurs propres.

Le dernier chapitre aborde 'existence de solutions d’un probleme aux lim-
ites pour une équation différentielle impulsive d’ordre deux qui dépend im-
plicitement du parametre, de plus les effets impulsifs contiennent le méme
parametre, il s’agit du systeme

W)= (L0, te 0.1), ¢,
Au/(tk):nk( (tk) /( k),)\), k‘Zl,...,T’
Au' (t) = Ox (ultr), ' (), A) ,

u(0) = u(1) = 0.

Nous appliquons la méme approche utilisée dans le chapitre précédent.
A la fin, nous donnons quelques conclusions et perspectives.



Chapitre 1

Le degré topologique et ses
applications

Ce chapitre introductif a I'avantage de rappeler brievement les définitions et
les théoremes de base sur la notion du degré topologique en dimension finie
et infinie pour définir I'indice de Schauder.

1.1 Analyse spectrale d’opérateurs linéaires
compacts

Dans cette section, nous allons faire appel aux opérateurs compacts et aux
caractérisations de leurs spectre [19, 28, 30, 47].

1.1.1 Application compacte

Soient X et Y deux espaces de Banach et Q(C X) un ouvert.

Définition 1.1.1 Une application continue f : Q) — Y est dite compacte si
f(Q) est compacte.

Proposition 1.1.1 Les assertions suivantes sont équivalentes:
e (i) f est compacte.

e (ii) L’image de la boule unité est relativement compacte.



e (ii1) De toute suite (x,)nen bornée dans X, on peut extraire une sous
suite (xn, Jken telle que la suite f(x,,) converge dans X.

Remarque 1.1.1 Toute application linéaire compacte f est continue. La
réciproque est vraie si f est de rang fini.

Proposition 1.1.2 Si [l’espace X est de dimension finie, tout endomor-
phisme linéaire sur X est continu et compact.

Lemme 1.1.1 Soient K C X une partie fermée, bornée et f : K — X une
application. Alors, f est compacte si et seulement si f est limite uniforme
d’une suite (fn)nen d’applications compactes de rang fini.

Lemme 1.1.2 Soit f : X — Y wune application compacte différentiable au
voisinage d’un point xg € ). Alors, Uapplication D f(xg) : X — Y est un
opérateur linéaire compact.

1.1.2 Perturbation compacte de I’identité

Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques localement compactes et
f X — Y est une application continue.

Définition 1.1.2 f est dite application propre si ['image réciproque de tout
compact est un compact.

Remarque 1.1.2 Si X est compact, toute application continue est propre.

Proposition 1.1.3 Si X et Y sont de dimension finies, alors toute applica-
tion est propre si et seulement si ['image réciproque d’un borné est un borné.

Proposition 1.1.4 Toute application propre est fermée.

Définition 1.1.3 Une application de la forme f = I1—=T ou I est [’application
wdentité et T une application compacte est dite perturbation compacte de
I’identité ou application de Leray Schauder.

Proposition 1.1.5 Soit K C X un ensemble fermé et borné. Alors toute
perturbation compacte de ['identité définie sur K est une application propre.

Proposition 1.1.6 Soit F': X — X une perturbation compacte de l’identité,
coercive. Alors F est une application propre.



1.1.3 Caractérisation du spectre d’un opérateur com-
pact

Soit X un espace de Banach et L : X — X un opérateur linéaire compact.
Notons par (L) le spectre de l'opérateur L.

Définition 1.1.4 p € R est appelé valeur caractéristique de L s’il existe
x € X non nul tel que v = plLx.

Remarque 1.1.3 p est linverse d’une wvaleur propre A. On convient de
prendre =0 st A = o0.

Proposition 1.1.7 L’ensemble des valeurs caractéristiques de L est au plus
dénombrable et admet +oo pour seule valeur d’accumulation. Par suite,
I’ensemble des wvaleurs caractéristiques comprises entre 0 et 1 est fini et
chaque valeur non nulle p € o(L) est une valeur propre de L d’une mul-
tiplicité finie.

Théoréme 1.1.1 Soit u # oo une valeur caractéristique de L. Alors, il
existe un entier ng tel que Ker(uL — I)™ = Ker(uL — I)", ¥n > ng. De
plus, cet espace appelé espace caractéristique associé a p est de dimension
finie. Sa dimension est appelée ordre de multiplicité de p,

m(p) = dim[UKer(,uL —1)"|.

i=1

Proposition 1.1.8 5% pu n’est pas valeur caractéristique de L, alors plL — I
est inversible et d’inverse continu.

Lemme 1.1.3 (Lemme de Riesz-Schauder)
Soitent E un espace de Hilbert et u : E — E un opérateur linéaire compact.

Alors pour X\ # 0 valeur propre de L, le sous espace propre
E\(u) = Ker(u — M) est de dimension finie.

1.2 Le degré topologique en dimension finie

Cette section est consacrée a la définition et a I’étude des propriétés du degré
topologique en dimension finie (degré de Brouwer).



1.2.1 Le degré topologique de Brouwer

On note par €2 un ouvert borné de R" et €2 sa frontiere.
Soient f : Q — R™ une application de classe C'(Q2) N C(Q) et yo € R™.
On désigne par J¢(x) le Jacobien de f au point z, i.e.

Jy(x) = det[Df(x)]

N of;
o Df(x) = (- (x))hiz ij < n-
On désigne par S I'ensemble des points singiliers i.e.

S ={x€Q,Jp(x) =0}
On considere le probleme suivant:
(P): trouver x € Q tel que f(x) = yo.

On dit que le triplet (f,€,yo) est admissible si
f(z) #£yo Ve .

On désigne par A 'ensemble des triplets admissibles .
Sizel =N f'({y}) et Je(x) # 0, alors I' est un ensemble discret et
compact, il contient un nombre fini de points.

Définition 1.2.1 [96] (Degré topologique de Brouwer)
Soient f : 0 C R® — R™ une fonction de C*(Q)NC(Q) etyy & f(OQ)US(S).
Le degré topologique de [’application f relativement a €2 au point o, est
lentier
deg: A — Z
> signdp(z) siT #0

7Q7 T
(/2 90) = { ()EF si ['=10.

Définition 1.2.2 Soient a > 0, ¢ : [0,4+00[C R — R une fonction con-
tinue sur [0, 00|, on dit que ¢ est une fonction poids d’indice «, s’il existe

d€[0,a] telle que ¢(t) =0 pour t &I, al.

On note par W, I'ensemble des fonctions poids d’indice a.
On désigne par ||.||2 la norme Euclidienne de R™.

10



Remarques 1.2.1 1) Sip € W, et

g: R — R
. — glx) = e(lzl2)

alors g est une fonction continue a support compact dans R™.
Ainsi

/QO(HJZHQ)dLE est bien défini.

RTL

2) On note par W ={p € W, tel que /(p(H:cHg)da: =1}.

]Rn

Définition 1.2.3 [96]

Soient f :  C R® — R™ une fonction de classe C1(Q) N C(Q) et yo un
point de R™ tel que yo & f(O), alors le degré de f au point yo dans Q est
défini par

dego (.9 yo) = / (1 (@) - yolla) Ty () d,

ot p € W1 une fonction poids d’indice o tel que 0 < a <y = min{||f(z)—
Yoll2; © € 00}

Proposition 1.2.1 [96]

Soient f: Q C R™ — R™ une fonction de C*(Q) N C(Q), yo € f(00Q).

Si pour tout x € T' = QN f~1({yo}) avec Js(x) # 0, alors les définitions
1.2.1 et 1.2.3 sont équivalentes, c’est-a-dire

il existe une constante @ vérifiant 0 < & <y = min{||f(x)—yoll2;z € 0N}
telle que Yo € Wl avec « €[0,d], on a

Z signdp(z) siT #0
deg@(f, Q? yO) = zel
0 siT'=10.

Preuve i) SiT' =0, ie. yo & f(Q).
Par la compacité de €2, on a

Y2 = min{[[f(z) — yoll2 / = € 902} >0

11



done, pour @ = vy, et a € [0, Q]
p(If(@) = wll2) =0 Vo eQ, Vo e W,

ce qui donne

d@dﬁﬂmﬁz/@wﬂ@—yﬂﬁhwwx=0

Q

D’autre part, la définition (1.2.1) implique

d€g(f7 Qa yO) =0.

Donc les deux définitions sont équivalentes.

ii) Si T # (), alors il est discret et compact i.e. In > 0 tel que

I'={z1, ...z}

Par le théoreme de I'inversion locale [|, pour i = 1,....,n, il existe des voisi-
nages ouverts U(z;) et V;(yo) de x; et yo respectivement, tel que la réstriction
fi de f est un homéomorphisme de U(z;) vers Vi(yo).

On choisit U(z;) suffisament petit de telle sorte que signJ¢(x) est constant
sur U(z;) .

Puisque il y a un nombre fini de V;(yo), il existe @ € [0,~] tel que

K = B(yp,a@) CV; pouri=1,...,n.

Soit U; = f;1(K), alors
U; C Q.

SizeQ—(J_,U;)et Yoe Wl ona
(I1f(x) = yoll2) = 0,

ce qui donne

[ o) = whass = o.

Q—(UiL, Us)

12



Donc

deg,(f. Q) = / (@) — yoll2) 5 (x)de

Q

_ / o(|1F (@) = yoll2) Ty (x)dz

U?:l Ui

= > [ ll7@) = wll) o

= > [ 5@ - wlllsigny @)y @)z
T

n

= Zsign#(%)/@(”xH?)dx

=1 K

n

= Z signJy(x;)

=1

car [ pllel) = [ elllell) =1

K Rn
Par consequence

deg(ﬁ(fagayo) = ZSZ‘Q’I’LJ]”(I') = deg(fagvy())‘ u
zel’

La proposition suivante nous aide a voir que le degré est indépendent de la
fonction poids.

Proposition 1.2.2 [96] Soit f: Q@ C R* — R" une fonction de classe
CHQ) NC(Q),

si yo € f(O), alors pour @1, € Wi avec 0 < a < v = min{||f(z) —
Yoll2; x € 00}, on a

degs01 (f7 Qa yO) = deggm(fa Q? yO)‘

13



1.2.2 Extension de la définition du degré

Nous allons étendre la définition du degré aux applications qui sont seulement
continues de ©Q dans R™. En effet, pour une fonction f continue sur €, il
existe une suite de fonctions f;, de classe C''(f2) et continue sur Q vérifiant
la condition suivante

lim || fx — fllo = 0.
k—o00

Définition 1.2.4 [96]: Soit f : Q C R® — R" une fonction continue sur
Q, Q étant un ouvert borné, alors pour tout yo ¢ f(O2), le degré de f au
point yo dans €2 est défini par

d@g(f, Q> yO) = 1}320 deg(fka Qa y[))

1.2.3 Propriétés principales du degré topologique

Dans cette section, nous énoncons quelques propriétés du degré topologique
de Brouwer.

1) Le degré de I’Identité

Soit I I'injection canonique de  dans R™, i.e. I(z) = z. Vo € R, on a

_ 1 siy,e2
@ deetr.0m ={ o 05

_ B (=)™ siyo €0
) dog(-1.0.0) = { (7 2SS

2) La continuité par rapport a la fonction
Soient f,g: 2 C R" — R" deux fonctions de classe C! sur Q et continues
sur €2, yo € R satisfait v = min{|| f(z) — yol]2); z € 002} > 0.
Si v €]0,7[ et sup || f(x) — g(x)]]2 < - alors
zeQ

d@g(f7 Q7 ?JO) - d@g(g, Qv yO)

3) La continuité par rapport aux fonctions continues

Soient 2 un ouvert borné de R”, f: O € R®* — R” une fonction continue,
si yo € R™ tel que min{||f(z) — yoll2);x € 02} > a > 0, alors pour toute
fonction continue g : @ C R" — R™ vérifiant || f — gllo < 2o, on a

deg(f7 Qa yO) = deg(.ga Qa y0)

14



4) Invariance par homotopie

Soit H: Q x [0,1] C R™! — R™ une fonction continue, supposons que
yo € R™ satisfait V(z,t) € 0Q x [0,1] H(z,t) # yo, alors deg(H,Q, yo)
est constant pour tout ¢ € [0, 1].

5) Invariance sur le bord

Soient f,g:Q C R* — R™ deux fonctions continues sur €.

Siyo € f(O) et floq = glaq, alors

deg(f,$,y0) = deg(g,2,y0).

6) Additivité
Soient f : Q2 C R"™ — R" une fonction continue sur un ouvert borné € et

01, Qs deux ouverts bornés disjoints de R".
Si) = Ql U QQ et Yo g f(an) U f(an), alors

deg(f7 Qa yU) - deg(fa thO) + d@g(f7 QQ7y0)'

7) Propriété multiplicative du degré

Soit f:U — R et g : V — R™ deux fonctions de classe C1, ot U et V
sont deux ouverts bornés respectivement de R™ et de R™. soient yo ¢ f(0U)
et zo € f(OV). Alors

deg(f X g, U X V7 (y07 ZO)) = deg(f? U7 Z/O)deg(ga ‘/7 ZO)?
ou (f x g)(x,y) = (f(x),9(x)), V(z,y) € R" xR™.
8) Propriété d’excision
Soit f : R™ D 2 — R" une fonction continue sur un ouvert borné (2, alors
pour tout ensemble fermé K C €, tel que yo & f(K) U f(9£2), on a

deg(f797y0) = deg(f7Q - KvyO)‘

9) Propriété d’existence
Soient f : R™ D 2 — R”™ une fonction continue sur un ouvert borné €2 et

Yo & f(0L2).
Si deg(f,Q,y0) # 0, alors le probléeme

(P) : trouver z € 2 tel que f(z) =yo admet au moins une solution.

10) L’invariance du degré par translation
Soient f : R® D 2 — R”™ une fonction continue sur un ouvert borné €2,

Yo € f(OR) et ¢ € R™, alors
deg(f -6 Q7y0 - C) = deg(fv Qv yO)
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11) La continuité par rapport a y,
Solent {2 un ouvert borné et f: 2 C R"™ — R" une fonction de classe C! sur
Q) et continue sur € et yo & f(0Q). Si pour tout € > 0, ||y1 — yoll2 < ¢, alors

d@g(f, Qa yO) = deg<f7 Q? yl)

1.2.4 Applications du degré de Brouwer

Théoréme 1.2.1 [96](Théoréme de point fire de Brouwer)
Soit € un convexe, compact non vide de R™ et f : Q — Q une fonction
continue. Alors f admet un point fize.

Théoréme 1.2.2 [96](Théoréme de réduction) B
Soient R™ C R™ (n > m), Q C R" un ouvert borné et f € (2,R™). Si
peER™ etp ¢ F(ON), ou F(x) =x — f(z), alors

deg(F,Q,p) = deg(F’QﬂR"HQ ﬂRm,p)

Théoréme 1.2.3 [96] (Formule du produit de Leray)

Soit Q@ un ouvert borné de R™ et (f,g) € C*(,R™) x C*(Q,R™). On désigne
par C? les composantes connezes bornées de la différence R™\ f(0S2). Alors,
pour tout zg & (go [)(0R), on a

deg(go f.9,20) = Y deg(f,Q,C}).deg(g, C?, o).

=1

Théoréme 1.2.4 [96](Théoréme de Borzuk)

Soit 2 C R™ un ouvert borné, symétrique par rapport a l’origine et

f:Q — R™ une application continue, impaire telle que 0 & f(0K2). Alors
(a) Si0 & Q, le degré deg(f,Q,0) est pair.

(b) Si 0 € Q, le degré deg(f,2,0) est impair.

Théoréme 1.2.5 [96] (Degré d’une application paire)
Soit 2 C R™ un ouvert borné, symétrique par rapport a l'origine et
f:Q — R"™ une application continue, paire, i.e. f(x) = f(—x), YV € 0NQ.
Alors
deg(f,$2,0)est pair.
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1.3 Le degré topologique en dimension infinie

En regle générale, les théoremes de point fixe doivent étre appliqués dans
les espaces de dimension infinie. Nous avons vu que la notion du degré
topologique dans un espace de dimension finie sert a prouver le théoreme de
point fixe de Brouwer pour des applications continues d'un convexe fermé
dans lui-meme. Il n’est pas possible d’étendre cette notion aux espaces de
dimension infinie. Par exemple: On fournit une application continue de la
boule unité de I'espace de Hilbert Il5(N) dans lui-méme qui n’a pas de point
fixe.

1.3.1 Le degré topologique de Leray-Schauder

Rappelons que dans un espace de dimension infinie, la boule unité fermée
B(0,1) n’est pas compacte et qu'une application continue peut trés bien étre
non bornée sur les fermés bornés. En plus, on sait que I'image d'un fermé est
un ensemble fermé si f est une application fermée, ceci est vrai si elle est une
perturbation compacte. D une fagon générale, la continuité d’'une application
f ne suffit pas (et méme d’ailleurs une régularité superieure d’ordre au moins
C1). Pour cela on va introduire la notion des opérateurs compacts qui sont
des perturbations compactes de l'identité (i.e. des opérateurs ® du type
® =T1-T,ou T est un opérateur compact et I désigne I’application identité
de X)) pour donner la nouvelle définition du degré topologique et pour établir
des théoremes de point fixe analogues au théoreme de Brouwer.

Dans cette partie, X est un espace de Banach muni de la norme ||.||.

Le lemme suivant interviendra dans la définition du degré de Leray Schauder
dont la preuve est similaire a celle donnée dans [7].

Lemme 1.3.1 [96] Soient Q un ouvert borné de X et T : Q@ — X un
opérateur compact sans point fize sur 0S), alors si € > 0 tel que

lu—T(u)|| > 4 pour tout w € 0N, il existe un sous espace vectoriel de
dimension finie E. de X et un opérateur T. : Q@ — E. tels que

VueQ ||T.(u) — T(u)| <,
Vu € 0 |lu—T.(u)|| > 3e.

Nous allons maintenant voir que ’approximation 7 et I’espace de dimension
finie E. permettent de définir le degré topologique de I — T.
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Définition 1.3.1 [96](Le degré de Leray-Schauder)
Soient Q un ouvert borné de X et T : Q — X un opérateur compact n’ayant
pas de point five sur 0S). Soiente >0, E.C X etT.:Q — E. donnés par
le lemme 1.3.1.
On considere F' un sous espace vectoriel de dimension finie contenant E.,
tel que Qp = FNQ # 0. On définit le degré topologique de Leray Schauder
par

deg(I —T,Q,p) == deg(Ir — T.,Qr,p)

oupe€ F..

Remarques 1.3.1 1) Cette définition ne dépend que de T et Q.

2) Si Ty, Ts. sont deuz approximations de lopérateur T telles que pour
1=1,2,

on ait T;.(Q) C E. , alors

deg(Ip — Tie,Qp, p) = deg(Ip — Toe, Qp, p).

3) Si dimX < o0, les degrés de Brouwer et Schauder coinsident.

1.3.2 Propriétés du degré de Leray-Schauder

On va énoncer les propriétés les plus importantes du degré topologique de
Leray-Schauder. La démonstration de ces résultats découle de la définition
du degré de Leray-Schauder, ainsi que des propriétés analogues du degré de
Brouwer.

Dans la suite de cette partie, on suppose que X est un espace de Banach, 2
un ouvert borné de X et T': Q@ — X un opérateur compact.

1) Soient E,, C X des espaces de dimension finie, Il existe une suite d’applications
compactes T), convergeannt uniformément vers 1" et telle que

Vn e N, T,,(Q2) C E,. Alors
deg(‘[ - T7 Qap) = deg(‘[ - Tn7Q7p)

oupe€ b,
2)Le degré de I'Identité

1 si pef),
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3) Additivité B
Si 4, 5 sont deux ouverts bornés disjoints de Q et p & (I —T)(Q2\ Q2 UQy),
alors

deg(I —T,01 Uy, p) = deg(I =T, S, p) +deg(I —T,s,p).

4) Invariance du degré par translation
Sipe X tel que p & (I —T)(0%2), alors

deg(I =T, Q,p) = deg(I — T — p,2,0).

5) Propriété d’existence

Si p € X tel que pour tout u € 9Q, on a u—Tu # p et deg(I —T,Q,p) # 0,
alors il existe u € 2 tel que u —Tu = p.

6) La continuité par rapport a opérateur

Soient 17, T, deux opérateurs compacts de 2 dans X et p € X tel que

pé (I - Tl)(aQ) U ([ - TQ)(aQ)v

alors, si sup ||Tiu — Thul|| < e, on a
ueQ)

deg(I —T1,Q,p) = deg(I — 13,92, p).

7) Invariance par homotopie

Soient p € X et T} : Qx [0,1] — X un opérateur compact, tel que pour tout
(u,t) € 0Q x [0,1], on ait : uw— Ti(u) # p. Alors, le degré deg(I — T, 2, p)
est constant pour tout ¢ € [0, 1].

8) La continuité par rapport a p

Soient py et p; deux points de X tels que po,p1 & (I — T)(92). Si pour tout
e >0, [|[p1 — pol| < e, alors

d@g([ - Ta QaPO) = deg([ - Ta Qapl)'

1.3.3 Applications du degré de Leray Schauder

Théoréme 1.3.1 [96](Théoréme de point fire de Schauder)

Soient Q) un sous ensemble convezxe, fermé, borné non vide d’un espace de
Banach X et f : Q — Q une application compacte, alors f admet au
moins un point fize.
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Corollaire 1.3.1 [96] Soient 2 un sous ensemble convere, compact, non
vide d’un espace de Banach X et f : Q0 — Q une application continue, alors
f admet au moins un point fize.

Théoréme 1.3.2 [78]/(Théoréme de Schaefer)

Soit X un espace de Banach et f : X — X wune application compacte. On
a alors lalternative:

Ou bien, l’équation tf(z) = = admet une solution pour tout t € [0, 1].

Ou bien, l'ensemble S = {x € X : It € [0,1],tf(x) = x} est non borné.

Théoréeme 1.3.3 [78/(Théoréme de Rothe)
Soit B une boule ouverte d’un espace de Banach X et f : X — X une

application compacte tel que f(OB) C B. Alors f admet un point five dans
B.

Théoréeme 1.3.4 [78]/(Théoréme de Borzuk)
Soit X un espace de Banach et 2 C X un ouvert borné contenant l’origine et

symétrique par rapport a celui-ci. On considére une application compacte f
définie sur Q et impaire. Alors, si 0 & (I — f)(0Q), le degré deg(I — f,Q,0)

est impasir.

1.3.4 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Soient ) un ouvert, borné d’un espace de Banach X et f : @ — X une
application compacte, alors I'une des propriétés suivantes est satisfaite:

(i) f admet un point fixe dans .

(ii) il existe z € 0 , il existe t € [0,1] tel que z =tf(x).

1.4 L’indice de Schauder (Degré des points
isolés) [2§]

Dans cette section, nous allons faire intervenir le degré de Leray Schauder
pour calculer I'indice des perturbations compactes de l'identité.

1.4.1 L’indice des applications différentiables

Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension finie et Q(C X) un
ouvert borné. On considére une application f : 2 — Y continue et
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p & f(O). Sizy € Q est une solution isolée de 'équation f(z) = p, alors
il existe une boule B,, dans laquelle z( est la seule solution de I’équation
f(z) = p. D’apres la propriété de I'excision du degré topologique, on a

deg(fa Bm(l’o),p) = de.g(fa Br(x(])vp)a VT G]O, TO[-

Définition 1.4.1 On appelle indice de f au point xq relativement a p, l’entier

i(f, zo,p) = deg(f, Bry(20),p)-

Remarque 1.4.1 Supposons que f € C1(Q) et J;(xo) # 0. Alors

i(f,xo,p) = signd(xo).
Lemme 1.4.1 Soit A une matrice réguliere de type n X m et Ay, Ag, ..., Amm

les valeurs propres strictement négatives de A et de multiplicités respectives

j=m
71,72 ooy T Alors, sign(detA) = (=1)" otur= ) r;.
j=1

Preuve
Soient flm41, fhmt2s ---, n les valeurs propres positives de la matrice A et de
multiplicités respectives ki1, kma2, ..., kn. Alors

j=m j=n
det(A) = J[A7. ] wy
j=1

j=m+1
j=m j=n 3
o § (CUEDVERS | o3
i=1 j=m+1
Par suite, sign(detA) = (—1)".
Remarque 1.4.2 X\ > 1 est une valeur propre de I — A si et seulement si
1 — X <0 est valeur propre de A.

Corollaire 1.4.1 Soit A une matrice réguliére de type n x m et T’ =1 — A.
Alors

sign(detA) = (—1)°

ou = Z ra(T) et ry désignant la multiplicité de la valeur propre \.
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Théoreme 1.4.1 Soient xo =0 € Q et f(0) =0. Alors

Z(fa 07 0) = (_1)/8

ou 3 désigne la somme des multiplicités des valeurs caractéristiques de l’opérateur
I — D¢(0) comprises strictement entre 0 et 1.

Preuve
D’apres le Corollaire 1.4.1, on a

i(£.0,0) = signJ;(0) = (~1y

ou r est la somme des multiplicités des valeurs propres, superieures a 1 de la
matrice T = I — D¢(0).

Remarque 1.4.3 S’il n’existe pas de valeur caractéristique comprise entre

0 et 1, on pose g =0.

1.4.2 L’indice des applications linéaires compactes

Soit X un espace de Banach de dimension finie et L : X — X un opérateur
linéaire compact. On désigne par p une valeur caractéristique de L et par
m(u) son ordre de multiplicité.

Théoréme 1.4.2 On a

i(I — L,0,0) = (—1)°

ot f=> " m(n).

0<p<l

Corollaire 1.4.2 Soit Q un ouvert borné de X contenant [’origine et soit
A # 0 une valeur non caractéristique. Alors

deg(I — \L,Q,0) = (—1)°

ou = Z m(u), ou bien =0 si L n’a pas de valeur caractéristique.
O<pu<A
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1.4.3 L’indice des perturbations compactes de ’identité

Soit X un espace de Banach, 2 C X un ouvert borné et K : Q — X
un opérateur compact. Considérons la perturbation compacte de 'identité
F =1— K et soit ug € © une solution de ’équation F(u) = 0.

Théoreme 1.4.3 Supposons que K soit Fréchet-différentiable au voisinage
de ug et que 1 n’est pas une valeur caractéristique de K,(uo). Alors ug est
une solution isolée de l’équation F(u) = 0 et on a la formule de calcul de
lindice

i(I — K, up,0) = i(I — K (up),u0,0) = (—1)°

ou = E m(u) et p représente une valeur caractéristique de l’opérateur
O<pu<l
/!

}(<U0)

Corollaire 1.4.3 Sous les hypothéses du théoreme 1.4.3, pour tout \ qui
n'est pas valeur caractéristique de K'(0), on a

i(I — A u,0) = (~1)F;
o = Z m(p) et p représente une valeur caractéristique de 'opérateur

o<pu<<A

K'(0).
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Chapitre 2

Equations différentielles

Les équations différentielles décrivent 1’évolution de nombreux phénoménes
dans des domaines variés. Dans ce chapitre, nous allons donner quelques
définitions et résultats préliminaires sur les équations différentielles ordinaires
et impulsives.

2.1 Equations différentielles ordinaires [21]

Une équation différentielle ordinaire notee EDO, d’ordre n est une rela-
tion entre la variable réelle ¢, une fonction inconnue z(t) et ses dérivées
z'(t), ...,z (t) définie par

F(t,z(t),z'(t),..., ™ (t)) = 0,

ou x est une fonction inconnue de la variable réelle ¢t a valeurs dans un espace
/ . Y e :

de Banach E, z', ..., 2™ designent les dérivées successives de z, et F' est une

fonction réguliere donnée définie sur I x E™*! ol I est un intervalle ouvert

de R.

2.1.1 Equations différentielles d’ordre n

Une équation différentielle d’ordre n s’écrit sous forme
2 () = ft,z(t), 2 (1), ..., 2"V (1)), (2.1)

ou f: I x E" — E est une fonction continue.
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Définition 2.1.1 Une fonction ¢ : [ — E est dite solution de l’équation
différentielle (2.1) si elle est de classe C™(I) et qui satisfait les deux condi-
tions suivantes:

(1) (8 p(t), 9 (1), ey 01 (
(i1) ™ (t) = f(t, ( ) (t

Définition 2.1.2 L’équation différentielle (2.1) peut se ramener a un systéme
du premier ordre

t)) € I X E"
)s e ~D(t)) pour tout t € I.

’

X'(t) = F(t, X(t)) (2.2)

ot o(t)

ZEl(t)

et la nouvelle fonction F':

x(n,'g)(t)
ft,z(t), 2(1), ..., 2 1(1))

Les solutions de ce systeme sont les fonctions @, o1, ....,0n_1 : I — E de
classe C1, telles que

{ P (t) = p1(t), 01(t) = @a(t), .. o (t) = P (D),
Pn1(t) = F(t, 0(1), 01(1), -, (1))

Les fonctions o1, @, ..., on_1 sont les dérivées successives de .

Pour cette raison, ’étude d’une équation différentielle d’ordre n peut, en
général, revenir a I’étude d'une équation différentielle d’ordre un.

Les problemes des équations différentielles les plus répondus sont les problemes
aux limites et de Cauchy.

25



Définition 2.1.3 Soient U C E un ouvert connexe et f : I xU — E
une fonction continue. Le probleme de Cauchy est donne par le systéme

d’équations
x(tg) = wo.

Résoudre le probleme de Cauchy revient a trouver un intervalle J C I con-

tenant ¢y € I et des solutions ¢ de classe C! sur J satisfaisant (2.3).

Proposition 2.1.1 Une fonction ¢ : I — U est une solution du probléme
de Cauchy si et seulement si
(i) La fonction ¢ est continue et ¥Vt € I, (t,p(t)) € I x U.

t

(i) t) = x0 + / f(s,0(s))ds.

Définition 2.1.4 On dit que [ est k-Lipschitzienne en x s’il existe k > 0
telle que

(8 21) = (&, w2)|| < Kljzy — 2]
pour (t,x1) € I x E et (t,x3) € I X E.

Définition 2.1.5 On dit que f est localement Lipschitzienne si pour tout
point (to,xo) € I X U, il existe un voisinage V' de (ty,xo) dans I xU et k > 0
tels que l'on ait

1St z1) = f(t @) || < Kllzy — o

pour (t,x1), (t,z5) € V.

Théoréme 2.1.1 (Cauchy-Lipschitz)

On suppose que f € C(I x U, E) est localement Lipscitzienne par rapport a
x.

Ezistence: Y(to,ro) € [ x U, il existe 7 > 0 et ¢ € C'([tg — 7,t0 + 7], U)
solution de (1.3) avec J = [to — 7,1y + 7).

Unicité: Si 1 est une autre solution de (1.3), elle coincide avec ¢ sur un
intervalle d’interieur non vide inclus dans [ty — 7,19 + T].

Régularité: Si de plus f est de classe C",r > 1, alors ¢ est de classe C™*.

Théoréme 2.1.2 Si f est continue et localement Lipschitzienne, et si (ty, zo) €
I x U, ilyaun plus grand intervalle J, > ty dans lequel existe une solution
v Jy — E du probléeme (1.3).

Cette solution ¢ est unique. Elle s’appelle la solution maximale du probléme

(1.3).
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Théoréme 2.1.3 On suppose f € C(I X E, E) est continue et Lipschtzienne
par rapport & x. Alors ¥(tg, zo) € I x E, il existe une unique p € C*(I, E)
solution du probléme (1.3).

2.1.2 Equation différentielle dépendant d’un parametre

Supposons que la fonction f(¢,x(t)) dépend d'un parametre A qui varie dans
un espace topologique L. Nous considérons une équation différentielle

!

x (t) = f(t,z(t),\) (2.4)

ou f: I x B(xg,r) x L — E une fonction continue. [ désigne un intervalle
compact et B(xg,r) désigne la boule fermée avec ||z — x¢|| < r dans E.
On suppose que

Lo ||f(t,z, N)|| < M sur I x B(xg,r) x L,
2. || f(t,x1, N) — f(t, 9, N)|| < El|zy — x2|| pour t € 1.

Autrement dit, f est k-Lipschitzienne en x, avec une constante k indépendante

de t et de \.

Théoreme 2.1.4 Sous les conditions 1 et 2. Si on fixe A € L, alors I’équation
(1.4) a une solution et une seule v = (), définie dans J = IN[to— 17, to+ 7]
telle que p(ty) = .

Remarques 2.1.1 Cette solution dépend du choix du parameétre A notée
o(t,A).
Proposition 2.1.2 (¢, \) est une fonction continue du couple

(t,\) € J x L.

2.2 Equations différentielles du second ordre
avec des conditions aux limites

Dans cette section, nous allons nous intéresser a un probleme aux limites

qui est constitué d’une équation différentielle ordinaire du second ordre dont
on recherche une solution avec des conditions aux limites du domaine de
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résolution.
Nous considérons I’équation différentielle du second ordre
"

z' (t) = f(t,x(t),z (t)), pour t € I =]0,1] (2.5)

ou f: I x R? = R est une fonction continue.

La solution de cette équation est une fonction z : I — R de classe C? sur [
a valeurs dans R, dont la dérivée vérifie (2.5).

On peut considérer des conditions aux limites a I’équation différentielle (2.5)
pour étudier le probleme aux limites posé sur l'intervalle I =]0, 1], par ex-
emple le cas des conditions de Dirichlet, on obtient

' (t) = f(t,z(t),2'(t) Vtel,

Définition 2.2.1 Une fonction z(t) est une solution du probléme

2 (t) = f(t,2(t), 2 (1))
z(t) =z
I(tQ) = X2

avec 0 <t; <ty <1.
Si elle est de classe C? et satisfait (2.5) sur (t1,t3), continue sur [t1,ts] et
qui satisfait les valeurs aux bord de ty et ts.

Lemme 2.2.1 La fonction x € R est une solution du probleme (I) si et
seulement si x est continue et satisfait [’équation suivante

1
z(t) = /G(t, s)f(s,:c(s),x/(s)>ds
0
ou G est la fonction de Green donnée par

Glts) = {t(s—l) si 0<t<s<l,



2.3 Equations différentielles impulsives

Les systemes impulsifs sont devenus incontournable dans certains processus
réels et phénomenes naturels. Une équation différentielle impulsive représente
une combinaison d’un processus continu décrit par une équation différentielle
ordinaire et des sauts instantanés de 1’état appelés impulsions.

2.3.1 Equations différentielles impulsives du premier
ordre [10]

Définition 2.3.1 Une équation différentielle impulsive est un systéme de la
forme

{x'(t)zf(tw(t)), t#b, tER,
A$(tk) :Ik($(tk)), k= 1,...,’/“

ot f:RT x R" = R™ est une fonction donnée. Les I, € C(R™,R"™) sont des

fonctions impulsives.

Az(ty) = z(tf)—a(ty) avec z(t)) = lim z(tp+h) et z(ty) = lim z(t, — h).
h—07+ h—0~

Nous considérons 'équation différentielle impulsive

#'(t) = f(t,2(t), t#t,, te[0,1],
Ax(ty) = Ii(x(ty)), k‘kz 1...,r (2:6)

avec la condition initiale

2(0) = xo. (2.7)

Définition 2.3.2 Soient Jy = [0,t1], Jpy = (tg,tes1], k = 1,...,7 avec
tro1 =1 et soit xy la réstriction d’une fonction x a Jy.

Les solutions de l’équation (2.6) sont définies sur l’espace des fonctions con-
tinues par morceaux

PC ={z:[0,1] = R",z € C(Jp,R"), k = 0,...,7, tel que z(t;) et z(t;])
exitent et satisfont x(ty) = x(t;) pour k=1,...,r}

Lemme 2.3.1 (PC([0,1]), ||.|lpc) est un espace de Banach muni de la norme
2]l pe = maz{||zxloo, k = 0, ..., 7}

0l [|zpfloo =  sup  fa(t)].
te[tk,tk+1]
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Définition 2.3.3 La fonction x : [0,1] — R™ est une solution de l’équation
(2.6) si

o (1) (t,x(t)) € [0,1] x R™;
e (2) La fonction z(t) est différentiable et x° = f(t,x(t));

e (3) La fonction x(t) est continue sur Jy et si t = ty, alors x(t}) =
x(ty ) + Lp(z(t7).

Définition 2.3.4 Chagque solution x de (2.6) vérifiant lim x(t) = xo est une
t—0t

solution du probléme (2.6) — (2.7). De plus, x € C*(J, R™).

Lemme 2.3.2 Une fonction x € PC([0,1]) est une solution du probléme
(2.6) — (2.7) si et seulement si

—a:0+/fsx dS—I—Z]k x(tx))
O<trp<t
pour t € [0,1].
Preuve:

Supposons que x est une solution de (2.6) — (2.7), alors
pour t € [0,t1], on a

2 (t) = f(t,x(t ;»/ /(s,x(s))ds
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Sit €|ty,ta], on a

2@ = fhalt) = /x/(s)dSZ /f(s,x(s))d

ti+h ti+h

= z(t)=z(t; +h)+ / f(s,z(s))d

t1+h

= lim z(t) = hli)r&[x(tl +h)+ / f(s,x(s))ds]

h—0+
t1+h

= z(t) = z(t]) +/f(s,a:(s))d
= a(t)=z(t]) + L(z /fsx

Puisque z(t]) = x(t1) alors z(t;) = zo + /f(s,x(s))ds.
Donc

£(t) = w0 + L (a(t1)) + / £(s,2(s))d

Ainsi, si t €tg, tr11], on a

D’ou



Théoréme 2.3.1 Soit f : [0,1] x R™ une fonction continue sur J, x R™.
Pour chaque x € R™, on suppose que

lim  f(t,y) <oo >ty

(tvy)%(tk 733)

Alors, il existe ¢ : [0,1] — R™ une solution du probléme (2.6) — (2.7).

2.3.2 Probleme aux limites d’une équation différentielle
impulsive du second ordre

Les équations différentielles impulsives jouent un role primordial dans les sci-
ences appliquées.

Il y a beaucoup de travaux qui ont étudier I'existence des solutions pour les
problemes aux limites et spécifiquement les équations différentielles impul-
sives du second ordre.

Soit le probleme aux limites d’équation différentielle impulsive du second
ordre

(/1) = f (tu(.u ), te©1), t+h, (2.8)
Aulty) = s (u(tk), u’(tk)) , k=1,....1 (2.9)
A () = O (u(ti), ' () ) (2.10)

[ u(0) = u(1) =0, (2.11)

ot r € N* = N\ {0}, Au(ty) = u(t]) — ulty), Au'(tx) = ' (t7) — ' (),
D=ty <t <ty <... <zfr<t,n+1:1,f:1'/><R2 — R est une fonction
régulicre, n, € CY(R% R) et 6, € C'(R% R) sont des fonctions impulsives
avec I =1 — {t;};_,.

Commengcons par définir 'espace des fonctions impulsives PC*(I) pour i € N
ou la solution du probleme (2.8) — (2.11) doit étre définit.

Définition 2.3.5 Pour tout 1 > 0, on définit ’espace des fonctions impul-
S1Ves par

PCUI) = {u € C/(I',R)/ul9) est continue a gauche de ty,

et uY) (t}) existe pour tout k,j; 0 <k <r,0<j <i}.
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Lemme 2.3.3 a) (PC(I),]|.||:) est un espace de Banach muni de la norme
lw]l; = max(||wlo, [[wllo, ..., | lo)

ot ||w||o = sup{|w(t)|,t € T} pour w € PC°(I).
b)L(PCY(I)) est un espace de Banach pour les opérateurs linéaires bornés
sur PC'(I) muni de la norme

”LHS(PC"(I)) = sup ||Laz||; ,

[[=]I<1
oux € PCYI) et L € £(PC(I)).

Définition 2.3.6 Une fonctionu € PC*(I) est dite solution de (2.8)—(2.11)
si elle satisfait toutes les équations (2.8), (2.9), (2.10) et (2.11).

Lemme 2.3.4 La fonction u € PC?(I) est une solution de (2.8) — (2.11) si
et seulement siuw € PCY(I) et elle satisfait I’equation suivante

u(t) = /G(t,s)f(s,u(s),u/(s))ds

3 et o ) + o (ult) ' (10) (¢ - 1)}

O<trp<t

= > {me(utt). ' 1) + 0 (ult) ' () 1 =t} veed

0<tp<1

ou G est la fonction de Green du probleme linéaire sans impulsions

Preuve:
On pose u =y + z tel que

et



Az(ty) = m (u(tk),ul(tk)), k=1, .1
A (t) = 6 (u(tk>,u’(tk)).

D’un coté, on a
y(t) = / G(t, )/ (s, u(s). o ())ds.
0

Et de I'autre coté, on a

) =20+ Y [at)) —at)] + Y (v - ()] (t—t), te L

0<tp<t 0<tp<t
En effet, pour t € [0,%], on a

t t

/z//(s)ds = /Ods = Z(t)—2(0)=0

0 0

= Z(t) =2(0),

/z/(s)ds = /Z/(O)ds = z(t) — 2(0) = 2’ (0)t

Sit€lty,ts], on a

t t

/z//(s)ds = /Ods = Z({t)-2Z(t7)=0
= Z(t)=2(t)
/z’(sms - /z’(tf)ds L () = () 2 ()= 1),
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Or, 2(t}) — 2(t1) = m (u(zl),u’@l)), St — 2 () = 6, (u(t1>,u’(t1)) et
zD(tl) =2 (0)t1, 2'(t1) = 2'(0).

2(t) = 2 )t 4 (u(t), w' (1)) + 61 (), o (1) ) (¢ = 1),

Raisonnons par récurrence. On suppose que pour t €|tx_1,tx], on a

j=k—1 j=k—1

) = ZO+ Y [ole) —att)] + X [ )~ )] 1)

=1

<
Il
—

<

Sit €]tg, tgya], on a

t t

/z”(s)ds = /Ods =2 (t) =2 ()

ty ty

2(t)ds = z2(t) = 2(65) + 2 ()t — t1).

—
N
P
Va)
N~—
Y
V2
I
e

Or 2(tF) = 2(te) + e (ulte), ' () ), 2 (1) = 2/ (t4) + 0 (wte), o (1) ).

j=k—1

et z(ty) = 2 (0)tx + nj (U(tj)vu,(tj» + > 0 (U(tj)aul(tj)>(tk —t5),

J=1 J=1
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Donc
) = (i) () ' (8) + (2 (0) + b (ult), o (1)) (£ = )

_ z/(O)tk—i—fnj(u(tj () + :Zk: 0, (lty), o (1)) (s — 1)

=1

( +Ze( ))(t t)

<.

= Z(0)t+ i nj (U(tj% Ul(tj)) + f 0; <u(tj), u'(t;), /\) (t —1t;).
Ainsi
=200+ > nk(u(tk ) Z 9k<u 1), )(t t), tel.

Pourt =1, on a

1) = 20+ Y nk<u(tk ) 3 Gk(u 1), )(1 t) = 0.

0<tr<1 O<tr<1
Donc
— Z Nk (U(tk > Z ‘gk (u tk )(1 tk)
0<trp<1 O<tr<1
Ainsi
A() = ) m;( ) > b (u t), )(t t)
O<tp<t O<tp<t
— 1 Z nk<u tk > Z 9k<u tk )(1 tk) tel.
0<trp<l O<tr<1
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Par conséquent

1

u(t) = /G(t, s)f (s,u(s),u,(s)> ds

0

D () (1) + DD Ok () (1) (- )

0<tp<t 0<tp<t
-ty m <u(tk)au/(tk)> —t Yy b (u(tk)au/(tk)>(1 —t), tell
0<trp<1 0<trp<1
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Chapitre 3

Bifurcation a partir des valeurs
propres

Dans ce chapitre, nous rappelons certains théoremes classiques sur ’analyse
de bifurcation, comprenant la procédure de Lyapunov-Schmidt et les théoremes
de bifurcation a partir des valeurs propres de multiplicité impaire prouvés par
Krasnosel’ski [54, 77, 78].

3.1 Théoréme des fonctions implicites [90]

L’un des plus importants outils d’analyse pour résoudre le probléeme non-
linéaire
F(z,y) =0, (3.1)

ou F est une application de U x V' a valeurs dans Z. Les ensembles U et V
désignent des ouverts de X et Y réspectivement, ou X, Y, Z sont des espaces
de Banach réels, est le théoreme des fonctions implicites.

Théoréme 3.1.1 (Théoréme des fonctions implicites [])
Si (3.1) a une solution (xg,y0) € U x V tel que la dérivée de Fréchet de F
par rapport a x au point (xo,yo) est bijective, i.e.

F<x07 3/0) =0
et D, F(xg,y0) : X — Z est borné (continu), d’inverse borné.

On suppose toujours que F' et D, F sont continues, i.e.

FecUxV,2Z)
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D,F eC(U x V,L(X,Z)),

ot L(X,Z) est l'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Z muni
de méme norme de l'opérateur.

Alors, il existe un voisinage Uy X Vi dans U X'V de (x¢,yo) et une application
®: Vi — U C X telle que

O(yo) =9 et F(P(y),y) =0 pour tout y € V;.

De plus, ® est continue sur Vi, i.e. & € C(V1, X).
Finalement, chaque solution de (3.1) dans Uy x Vi est de la forme (®(y),y).

Remarques 3.1.1 1) Si D, F(xg,y0) = 0, nous avons

O (yo) =0, d.e. ®(y)=o(lly—wol)

2) Si FeCFUxV,Z), alors ® € C*(V1, X) pour k > 1.
3) Si F' est une application analytique, alors lapplication ® est aussi analy-
tique.

Ce théoreme a une importance fondamentale dans la théorie de la bifurcation
si Vopérateur D, F(zg,yo) : X — Z n’est pas bijectif, ainsi le probleme (3.1)
est étudié au voisinage de (g, yo), en utilisant des techniques de bifurcation.

3.2 Quelques résultats sur la bifurcation [7§]

Dans cette these, on s’intéresse au cas ou la bifurcation des solutions signifie
la multiplicité de solution de 1’équation de la forme

F(z,\) =0 (3.2)
ou les parametres A € Y = R. supposons que
F(0,)X) =0, pour certain (0,\) € U x V

et D,F(0,\):X — Z n’est pas bijectif. (3.3)

Alors, le théoreme des fonctions implicites, théoreme 3.1.1 n’est pas applica-
ble.
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Définition 3.2.1 Le couple (0, \y) est appelé point de bifurcation s’il existe
une suite (A )neny € R et une suite (x,)nen € U\ {0} telle que lirf An = Ao
n—-+0oo

et lim |z,|x =0.
n——+00

Dans la suite, on supposera que X = Z. Soit ’équation
F(zx,\) =2z — Az + N(z,\) =0 (3.4)

oux € X, A € R, A: X — X est un opérateur linéaire compact, et
N : X xR — X une application continue vérifiant

N(z,A) =o(||z]]), =€ X. (3.5)

Remarque 3.2.1 Il est clair que (z, \) = (0, \) est une solution de l’équation
(3.4). Le probleme de bifurcation de (3.4) au point (0, \) permet de trouver
une solution (xx, ) # (0, \) de (3.4) tel que

ryx — 0 quand X — .

Proposition 3.2.1 Si (0, \g) est un point de bifurcation, alors 1 est valeur

ON
de —(0. \g).
propre de 8;1:( , A0)

Preuve aF
Le fait que (0, \g) est un point de bifurcation, alors 8_(0’ o) = 0.
x
Donc ON
—(0,\) = NA—I.
or ( ) 0)

D’apres la condition (3.5), on a AMA— 1T = 0, ainsi A = 1 est une valeur propre
de A.

Proposition 3.2.2 Si (0, \g) est un point de bifurcation, alors \g est une
valeur caractéristique de l'opérateur A.

Preuve
Dans le cas contraire, on suppose Ay n’est pas une valeur caractéristique de
A, alors I — A\gA est inversible et donc il existe k > 0 tel que

(I — XoA)x|| > k||z]| pour tout z € X.
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Alors, pour tout (z,A) € X x R, on a les estimations suivantes

|t — Az + N(xz,\)|| = [[(I = A)z+ (Ao — N)Az + N(x, )|
> (I = XoA)z| = I(do = M)Az + N(z, A
> (I = AoA)z] = [I(Ao = M) Az|[ — [[N (2, )|
> k|l =[x = ol Azl £ &'[|2]?
>l (k£ £ z]) = [ANX = ol

avec k' > 0.
Si x est assez petit avec x # 0, alors ||z|| #Z 0 et k' < K. Si, de plus, |A — Ao
est assez petit, alors

| (k = Kl ]) = I ANIIA = 2ol > 0,

donc
|z — Az + N(z, \)|| > 0,

pour x assez petit non nul et |\ — X\g| est assez petit. Ainsi, 1’équation
x — AAz + N(z,\) = 0 admet 0 pour unique solution au voisinage de (0, Ag).
Par conséquent, (0, Ag) n’est pas un point de bifurcation, ce qui est absurde.ll

Remarque 3.2.2 La réciproque de la proposition 3.2.1 est fausse. En effet,
si X =7=R?etsi F(x,\) = (1= N\ (2,22) + (23, —23).

Alors, 1 est valeur caractéristique de A = I, mais ((0,0),\) n'est pas un
point de bifurcation.

3.3 La méthode de Lyapunov-Schmidt

La méthode de Lyapunov et Schmidt décrit la réduction du probleme (3.2)
qui est de dimension infinie & un probleme de dimension finie lorsque (3.3)
est satisfaite.

Considérons I'équation (3.4) avec N satisfaisant (3.5). Soit A\;' une valeur
propre de A de multiplicité algébrique m > 1. Supposons que 'espace X est
décomposable en somme direct de deux sous espaces invariants, avec

X=X® X,
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ou
Xo = [ J{z € X/(I = MA)"z =0},
neN
dim Xy = m.

Ainsi, Iopérateur A peut se décomposé en
A = AO —|— Al
ou
AO = A|X0 : X() — Xo,
Al = A‘Xl : X1 — Xl'
Soient Py : X — Xget P =1— Fy: X — X; deux projections canoniques.

L’équation (3.4) est équivalente au systeme suivant

{x—)\AOx—i-PgN(x—i-y,)\) =0, ze€ X,

y— Ay + PNz +y, ) =0, ye X.

On pose H(z,y) =y — Az + PLN(z +y, ), alors on a H(0,0) = 0.

Le fait que \;' est une valeur propre de A, alors I'opérateur

Dy,H(0,0) = I — X\gA; qui est définie sur X est inversible.

De plus, D,H(0,0) = 0.

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage U de x = 0
et il existe un voisinage V de y = 0 tels que (3.7) admet une unique solution

y=y(x,A);  ylz,A) = of[[x]]). (3.8)
De (3.6) et (3.8), on a
x — Mox + PoN(z +y(x,\),\) =0, z € X, (3.9)

qui est une équation de dimension m qui s’appelle équation de bifurcation
du probleme (3.4).

Théoréme 3.3.1 Soit \;* une valeur propre de A de multiplicité algébrique
m > 1. Alors le probléme de bifurcation de (3.4) au voisinage de X = Ao est
équivalent a

r— Aoz + BN (z + y(z,\),\) =0, z € X,. (3.10)
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3.4 Bifurcation a partir des valeurs propres
de multiplicités algébriques impaires

L’utilisation des méthodes topologiques se sont révélées trés précieuses dans
la recherche de bifurcation pour les solutions d’équations dépendant d’un
parametre. M.A. Krasnosel’ski a apporté une contribution importante a ce
genre de probleme en considérant les valeurs propres de multiplicité algébriques
impaires du probleme linéaire pour démontrer 1’existence des branches de so-
lutions.

Théoréme 3.4.1 ( Théoréme de Krasnosel’ski [77,78]) Sous la con-
dition (3.5), si A: X — X est un opérateur linéaire compact, et \y* est une
valeur propre de A de multiplicité algébrique impaire. Alors (0, ) est un
point de bifurcation de (3.4).

Preuve
Le fait que \;' est une valeur propre de A de multiplicité impaire, alors
d’apres le théoréme 3.3.1, le probleme (3.4) est équivalent & (3.9). Léquation
de bifurcation (3.9) peut s’écrire sous forme
T — Moz + g(x,\) =0,
{ 9(@,A) = BN (z +y(z, ), A) = o([|]).
Par le Théoreme 1.4.3 et le Corollaire 1.4.3, on a

i(I — Ao+ ¢,0,0) = (I — XA, 0,0)

(3.11)

— (-

ouf = Z m(p) et p représente une valeur caractéristique de I'opérateur
O<p<A

Ap et m(p) sa multiplicité algébrique.
D’un coté, si A\g < A, alors
i(1 — AA,0,0) = —1.
D’un autre coté, si Ay > A, alors § = 0, donc
i(I — M\Ap,0,0) = (—1)° = 1.

Ce qui implique que (0, \g) est un point de bifurcation de (3.11).

Ainsi, (0, Ag) est un point de bifurcation de (3.4). B

Maintenant, on considere un cas spécial ou la multiplicité de la valeur propre
At égale am = 1.
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3.5 Bifurcation a partir d’une valeur propre
simple
Le résultat suivant donner par Crandall et Rabinovwitz est la base principale

de la bifurcation a partir d’une valeur propre simple ou ils ont précisé le
nombre de branches de solutions du probléme (3.4)

Théoréme 3.5.1 (Théoréme de Crandall- Rabinowitz [25,78])
Soient X,Y deux espaces de Banach, V' un voisinage de 0 dans X et

F:Vx(-1,1) =Y
une application telle que
(a) F(0,\) =0 pour |\ <1,
(b) les dérivées partielles Fy, F, et F\, ezistent et elles sont continues,

(¢) N(F.(0,0)) et Y/R(F,(0,0)) sont de dimension un, ot N(F.(0,0)) et
R(F,(0,0)) sont respectivement le noyau et l'image de F,(0,0),

(d) F»(0,0)z¢ & R(F,(0,0)), ot N(F,(0,0)) = span{zo}.

Si Z est le complémentaire de N(F,(0,0)) dans X, alors il exist un voisinage
U de (0,0) dans R x X, un intervalle (—a,a), et des fonctions continues
v:(—a,a) >R, ¥:(—a,a) = Z telles que ©(0) = 0,1(0) =0 et

FHO)NU = {(azo+ar(a), p(a)) pour |a| < a}U{(0,)\) pour (0,\) € U}.

De plus, si F,, est aussi continue, les fonctions ¢ et ¥ sont continuements
différentiables.

Théoréme 3.5.2 Sous la condition (3.5), si A: X — X est un opérateur
linéaire compact, et Ay est une valeur propre simple de A. Alors ’équation
(3.4) posséde éxactement au point (0, Ag) deux branches de bifurcation I'; et
['s données par la forme suivante

[ (uy, A), uy=se+sv(s), A=A +w(s),

ot v(s) € X, w(s) € R sont des fonctions continues en s avec v(0) = 0 et
w(0) = 0. e est le vecteur propre de A correspondant a \g'.
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Preuve:
Soit
F(u,\) =u— Mu+ N(u,\).

on a F(O, /\) = 07 Fu<0, )\0) =1—- )\014 et F/\U(O, )\0) = —A.
Le fait que Ay ! est une valeur propre simple correspondante au vecteur propre
e, alors

N((Fy(0,X0)) = N(I — XgA) = N(\;'T — A) = {e}, donc
dim N (F,(0, X)) =1
et puisque A : X — X alors F,,(0,\) : X — X ce qui donne
codimR(F,(0, X)) = codimR(\,'1 — A) = 1
et que N(\g'I — A)?) = N(A\;'T — A) implique que e & R(\;'1 — A), ce qui

donne que
N\ — A) = span{e}

D’aprés le lemme 1.3.1, 'équation (2.3) possede éxactement au point (0, Ag)
deux branches de bifurcation I'y et I'y données par la forme suivante

U :(upn, A), uyr=se+sv(s), A= +w(s),

oun v(s) € X, w(s) € R sont des fonctions continues en s avec v(0) = 0 et

w(0)=0.1
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Chapitre 4

Probleme aux limites avec
effets impulsifs dépendant d’un
parametre I

4.1 Introduction

Dans les sciences appliquées, plusieurs problemes nécessite une analyse de
bifurcation [24,25,77,78]. Récemment, cette théorie a été appliquée aux
équations différentielles impulsives [10, 11,12, 61].

En 2011, Liu and O’Regan [70] ont été les premiers a introduire une nouvelle
approche basée sur 'analyse de bifurcation pour des équations différentielles
implsives. Ils n’ont traité que le cas particulier suivant

Pt +ra®)f (o) =0, te(0,1), t#t,
(1) ¢ Azlimy, = auz(t; = 0), i=1,2,...,k,
z(0) = z(1) = 0.
Ils ont transformé (1) en (2) donné par

r

) y'(t) + Wa(t)f(taogt(l +ai)y(t)) =0, te(0,1),
y(0) = y(1) = 0.

Le but était de confirmer I'existence de solutions multiples pour le probleme
(1), en utilisant les propriétés des valeurs propres et des fonctions pro-
pres pour les équations différentielles ordinaires correspondantes au probleme
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(2). Ils ont utilisé les théoremes de bifurcation globaux de type Rabinowitz
94, 95].
Récemment, Wang et Yan [105] ont consideré le probleme aux limites impulsif

suivant
—2"(t) =M (t,z(t)), t€(0,1), t#41,

B ad'll, = e -0),

Ils ont démontré que les propriétés spectrales de la linéarisation du probléeme
(3) sont similaires aux propriétés d’un probléeme standard de Sturm-Liouville.
Tout en gardant les mémes techniques de bifurcation que celles utilisées dans
[70].

En 2016, Niu et Yan [89] ont analysé le probléeme suivant

A |( )+ B( i ())):/\M(t)a te(0,1), t#3,
D9 Ay L__z _1523;”(%)’

2(0) = 2(1) =

En comparant les propriétés principales et spectrales des équations différentielles
ordinaires correspondantes a (4), ils ont prouvé 'existence de solutions de

(4).

Dans notre travail [14], nous avons abordé un probléme aux limites avec
des effets impulsifs plus général ou les impulsions sont des fonctions qui
dépendent implicitement du parametre A. Plus précisément, nous considerons
le probleme aux limites suivant

¢

a0 = A (Lu® (1), e 1), Ak, (4.1)
Aulty) = e (ult),u (), A), k=1, (4.2)
(4.3)
(4.4)

A (1) = 6y (u(tk),ul(tk),/\> ,
(u(0) = u(1) =0,

ot Au(ty) = u(tf) —u(ty), Au'(ty) = u' (&) — v/ (ty),

O=to<t1 <te<...<t,<tpy1=1,reN=N\{0}et AeR.

Soit I :=1 — {t;}5_,. On suppose que la fonction f : I x R? — R est assez
réguliere, n, € C1(R3 R) et 0, € CH(R3R).
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L’objectif de ce chapitre est d’analyser I'influence du parametre A pour prou-
ver l'existence de solutions non triviales de (4.1) — (4.4), en utilisant les
théoremes de Krasnosel’ski quand le théoreme des fonctions implicites n’est
pas applicable.

4.2 Existence et unicité des branches de so-
lutions [14]

Dans cette section, nous allons faire appelle au théoreme des fonctions im-
plicites pour prouver l'existence et ['unicité de solutions du probleme (4.1) —

(4.4).

Définition 4.2.1 Le couple (u,\) € PC*(I) x R est appelé une solution de
(4.1) — (4.4) sl satisfait toutes les équations (4.1),(4.2),(4.3) et (4.4).

Lemme 4.2.1 Le couple (u, \) € PC?*(I) xR est une solution de (4.1)—(4.4)
si et seulement si (u,\) € PCY(I) x R et il satisfait [’équation suivante

ut) = A / Gt 8)f (s u(s). ' () ds

+ Z {ﬁk (u(t;g),ul(tk), /\> + 6, (u(tk), u'(tk), /\> (t — tk)}

O<trp<t

= > {me(ult).w ), ) + 0 (u(t). /)AL - 1)}, Ve d

0<t<1

ou G est la fonction de Green du probléme linéaire sans impulsions.
Soit L : D(L) C PC*(I) — PC°(I) un opérateur défini par

(Lo)(t) =v (t), tel
ot D(L) := {u € PC*(I);u(0) = u(1) = 0}.

Proposition 4.2.1 L’opérateur L est inversible et L™ : PC°(I) — PC?*(I)
est donné par



Soit F' l'opérateur de Nemitskii correspondant a f, alors

F: PCYI) x R — PC°(I),
Flu () = M (tul). o' (), tel.
Soit @ : PC?*(I) x R — PC?*(I) une fonction donnée par

Q(u N)(t) = Y {nk<u(tk),u’(tk),/\>+9k(u(tk),u’(tk),>\)(t—tk)}

O<tp<t

= > {me(ult) w1, 0) + 0 (wte), o (), 2) (1= 1)}

0<t),<1
Nous considérons Papplication H : PC*(I) x R — PC?(I) telle que
H(u,\) = L' FJ(u, \) + ®(u, \)

ou J est 'injection compacte définie par J : PC*(I) x R — PCY(I) x R
avec J(u, \) = (u, \).
Alors, on a

1

L [F(J(u,)\)ﬂ () = A / G(t, ) f(s,u<s),u’(s))ds.

0

Lemme 4.2.2 Les opérateurs ® et H sont compacts.

Preuve

L’opérateur ® est une combinaison linéaire finie des fonctions de PC?*(I).
Alors dimIm® < oo, ce qui signifie que ® est un opérateur compact. De
plus, L='FJ est compact, donc H est compact.l

Lemme 4.2.3 Le couple (u, \) € PC?*(I) xR est une solution de (4.1)—(4.4)
si et seulement si H(u, \) = u.
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Proposition 4.2.2 Pour A € R fizé, on a %—H(, \) 1 PC*(I) — £(PC*(I))
u

et
aa[j(u A) e, < |)‘|/||G||Loo gi <s,u(s),u,(s)) + %(s,u(s),ul(sD ]ds
+ 20;1{ ‘977’“( (1), A)| + %73 (u(tk),u/(tk),)\)‘}
+ { P (uttu). <t,€),x)‘+ %—Qy’“(u(tk),u’@k),x)’}.
Preuve
Comme .
%—Z(u,)\).gp = AL 8; FJ) (u, A).o + g—i(u,)\).gp,

pour ¢ € PC*(I), avec

a(L;;) FJ) (u,N).p = /\/G(t, s)g—i(s,u(s),u/(s))@ ds

= /\O/G(t s) [% (s u(s),u (s)).cp(s) + g—ZC(s u(s),u (s)) @ (s)] ds
et
0P

N [% (u(tk) (1) )\) o(ty) + %(u(tk) (tk) )\> P (tk)] (t tk)}
_ tg;@{ %(u(tk) (tk),A).go(tk)+aa—T$<U(tk) () A) @(t’“)}
n [(?)ilj;( (th), u (tk) )\) o(tr) + 88—6;( (tr), u (te) )\> o ( )] (1 tk)}



alors, on a

0P 0P
—(u, A) = sup ||[—(u,A).@
‘ du L(PC2(I)) lpllo<t || Ou 2
<2 30 {|5 (o 00 2) |+ |5 (st 0. 3)
0<tr<1 z Yy
00 00
o (o )+ G (' 00|
et
—1 —1
Ha(—L LD ) = e BN
du £(PC2(I)) lell2<1 du 2

IN

>
—

Q

=

3

Par conséquence
’ OH

50 —(u, \)

(u, \)

(‘9([71 o F'J)
ou

1
0
A [ 16 |
0

+ 2y {677’“( ' (t), A)‘+’%—Z“(u(tk),u’(tk),>\)‘

0<tr<1

H—u)\

£(PC2(I)) &(PC2(I £(PC2(D))

IN

+ ?99;( (te), (tk),A)‘+ a—y(u(tk),u'(tk),)\)‘}.l

Soit I'opérateur

M(u,\) = u— H(u, \). (4.5)
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Nous considérons les hypotheses suivantes

(H1) f(t,0,0)=0, Vtel.

(H2) nx(0,0,A*) =0, pour un certains \* € R.
(H3) 0x(0,0,A*) =0 pour un certains \* € R.

Proposition 4.2.3 Si (H1) — (H3) sont satisfaites, alors M(0,\*) = 0, et

oM . OH, .
S (0X) = 1= Z2(0,X7).

Nous avons obtenu les résultats suivants

OH
Théoréme 4.2.1 Si I — 8_(0’ A*) est inversible et (H1) — (H3) sont satis-
u
faites, alors il existe § > 0 tel que pour |\ — \*| < 0, le probleme (4.1) — (4.4)
admet une unique solution (uy, \).

Preuve
L’existence d'une solution nontriviale du probleme (4.1) —(4.4) est équivalent
a lexistence de u € PC?*(I) et A € R tel que

M(u,\) = 0.
Puisque
M(0,\*) = 0
“ oM OH
— (0, \)=T——(0,\*
8u< X) 8u( X)

est un opérateur inversible, alors le théoreme des fonctions implicites implique
qu'il existe 0 > 0 tel que pour |A — X\*| <, le probleme (4.1) — (4.4) admet
une unique solution (uy, A).

H M H
Lemme 4.2.4 Si a—(O,/\*) < 1, alors a—(0, A*) = I—a—(O, %)
ou e(PC2(1) ou ou
est tnversible.
OH
Corollaire 4.2.1 Si ||5—(0,\) <1 et (H1) — (H3) sont satis-
Ou s(Pe2(n)

faites, alors il existe 6 > 0 tel que pour |\ —\*| < 8, le probléme (4.1) — (4.4)
admet une unique solution (ux, A).
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Corollaire 4.2.2 5%

. of
A |/HG||LOO ‘ (s,0,0)| + a—y(s,0,0)Hds

+2 Y {‘a”’f (0,0,3) + |22 0,0, )

0<tr<1 ay
0 | 106,
+‘8(00/\) ‘ay(OO)\)}<1

et (H1) — (H3) sont satisfaites, alors il existe § > 0 tel que pour |\ —N*| <6,
le probleme (4.1) — (4.4) admet une unique solution (uy, \).

4.3 Bifurcation des branches de solutions [14]

Dans cette section, nous allons prouver I’existence des branches de solutions,
en utilisant les théoremes 3.4.1 et 3.5.2 de bifucation de Krasnosel’ski lorsque
lopérateur I — — (0, \*) n’est pas inversible au voisinage de (0, \*).

Soit A : PC?(I) — PC?(I) un opérateur linéaire compact donné par

af

Ap(t) == /G(t,s)((% of

(5,0,0).0(s) + 8—y(s,0,0).gpl(s)>ds.

Nous introduisons les hypotheses suivantes

(H4) %”’“ (0,0,)) = 0,
(H5) aazjk (0,0,A) =0,
(H6) %ek (0,0,A) =0,
(HT) 8;; (0,0,1) = 0.
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Soit ’équation
ol

Proposition 4.3.1

Preuve
Le fait que

(DUN(O, )x)(,p) (t)

M(u,\) =u—AAu+ N(u,\) =0

N(u, A) = Nu — H(u, \).
Si les hypothéses (H1) — (HT) sont satisfaites, alors

N(u, A) = o([[ullz).

- ((m-Gron)e) @

1

- )\/G(t, s)(%(s,0,0).ap(s)—I—g—‘;(s,0,0).gpl(s))ds

0

of

- /\/G(t, s)(%(s,0,0).gp(s)—l—a—y(s,0,0).gol(s))ds

_ {%@(o 0,\). (tk)+%—7§(0,0>k)-w'(tk)

N (a;’“(ooM ()+%2“(00A> ())(t—tw}

+t2{8nk00)\ olly) + %”k(oox) (1)

0<trp<1

00y,

SE0,0.0.6/(0)) (1~ 1)}

<aek(0 0, A).plt) + o

oz

= 0

o4



et
N(0,\) = —H(0,))

= A [ Gt9)f(5.0,00ds — Y {nk(0,0,A)+0k(0,0,)\)(t—tk)}

0<tp<t

o — _

oty {nkm,o,A)+9k<0,0,A)<1—tk)}

0<tr<l
= ()7

alors

N(u, A) = of[lullz).

Les résultats principaux de ce chapitre sont donnés dans les théoremes suiv-
ants

Théoreme 4.3.1 Si (H1) — (H7) sont satisfaites et p € R* est une valeur
propre de A de multiplicité algébrique impaire, alors (u, \) = (0, ') est un
point de bifurcation de solutions de M(u,\) = 0 et le probleme (4.1) — (4.4)
admet des branches de solutions qui bifurquent de ce point.

Preuve

Puisque la condition (3.5) est satisfaite et le fait que p € R* est une valeur
propre réelle de A de multiplicité algébrique impaire. Alors d’apres le théoreme
3.4.1, le probleme (4.1) —(4.4) admet des branches de solutions qui bifurquent
de ce point.

Théoréme 4.3.2 Si (H1) — (H7) sont satisfaites et i € R* est une valeur
propre simple de A, alors le probléme (4.1) — (4.4) admet exactement deux
branches de solutions qui bifurquent du point (0, ™).

Preuve

Puisque la condition (3.5) est satisfaite et le fait que u € R* est une valeur
propre simple de A, alors le théoreme 3.5.2 implique que le probleme (4.1) —
(4.4) admet exactement deux branches de solutions I'y and I'y qui bifurquent
du point (0, ~").H

Dans le théoreme précédent, nous avons supposé que la multiplicité de p est
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simple. Pour trouver le nombre des branches de solutions, nous allons étudier
la multiplicité de p. Posons
of

0
(9_£<S’O’O) et q(s) := 3

p(s) = (s,0,0), alors, on a

1

(40)(0) = [ Gt (p(s)-0(5) + a(s).'(9))ds, ¥ & PC(2)

0

Proposition 4.3.2 p est une valeur propre de A, s’il existe o € PC*(I)\{0}

tel que
" (t) = a(t)e' (1) — p(t)p(t) = 0,
¢()= ()—0
Ap(ty) = ():O, 1<k<nr.

Preuve
1

On a Ap(t) = / G(t, s) (p(s).go(s) + q(s).gp’@))ds.

0

On pose K(t,s) = p(s)G(t,s) — % (q(s)G(t, s))
0

Le fait que G(t, s)q(s).¢ (s) = ~ 35 (q(s)G(t, s)) p(s),

alors

4

/ K(t, s)p(s)ds = (Ag)" (£) = q(t) & (t) + p(t).(2).

Puisque p est une valeur propre de A, alors

Ap(t) = pp(t)

avec @ # 0.
Donc

(Ap)"(t) = pe" (t) = q(t)-¢ (1) + p(t).0(t).
Ainsi
e’ (1) = q(t).9 (1) = p(t)p(t) = 0.
De plus, le fait que KerA = {0}, alors A est injectif et donc

p# 0.
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D’autre part, (Ap)(0) = up(0) = 0, ce qui donne

»(0) =0,
et (Ap)(1) = up(1) =0, ce qui donne
(1) =0.

Démontrons que Ap(t) = Ay () = 0. On suppose que

e’ (1) = q(t).¢ () = p(t).p(t) = 0
avec Ap(ty) = ay, et Ap (ty) = Br.
D’apres la continuité uniforme de G sur 1?2, alors
1

/G(t, s) (p(s).gp(s) + q(s).gpl(s))ds est continue.

0

Donc A est continue, par suite ue est continue, ce qui donne ¢ est continue,
donc

p(tl) = o(ty)
d’ou
o = 0.
En plus,
1

pot) = [ 609 (p)0(s) +a(9)5 () ds + 3 Ault—t) —t Y A1 n)

0 O<tp<t 0<trp<1

d’ou
D Bt—te) =t Y Bl —t) =0,
0<tr<t 0<trp<1l
Ainsi
B =0.1



Proposition 4.3.3 Si ¢ est une fonction propre de A, alors ¢ € C*(I) avec
©(0) = (1) =0 et si u# 0 alors ¢ satisfait [’équation différentielle

¢ (t) — %@l(t) — I%gp(t) =0, Vtel.

Preuve
Le fait que Ay est continu sur [ alors ¢ est continue,
et que Ap(ty) = Ay (tp) = 0, alors p € C%(I).
De plus, on a Vt € 1
” q t) ’ P t
) gy 20

. . e(t)=0.1

Lemme 4.3.1 p(# 0) est une valeur propre de A, si et seulement s’il existe
© € C*(I)\ {0} telle que p satisfait le probléme aux limites suivant

(P) () — %s@'(t) — Z%go(t) -0 Vtel,
©(0) = (1) = 0.

Preuve

Le fait que Ap est continu sur I et que ¢ est une fonction propre de A
associée a la valeur propre pu(# 0) alors ¢ est continue sur /.

La proposition 4.3.2 donne Ap(t) = Ay () = 0.

Alors, on a p € C*(I)\ {0}, et

avec ¢(0) = (1) = 0.1

Nous déduisons les résultats suivants

Corollaire 4.3.1 Si (H1) — (H7) sont satisfaites et u(€ R*) est une valeur
propre du probléme auz limites (P,), de multiplicité algébrique impaire, alors
(4.1) — (4.4) admet des branches de solutions qui bifurquent du point (0, 1),

Corollaire 4.3.2 Si (H1) — (H7) sont satisfaits et p(e€ R*) est une valeur
propre simple de probléme aux limites (P,,), alors (4.1) — (4.4) admet ezacte-
ment deux branches de solutions T'y et Ty bifurquant du point (0, ).
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4.4 Applications

Exemple 1 Considérons le probléme homogéene (4.1) — (4.4) suivant

u'(t) = \f (t,u(t),u’(%‘)) e (0,1),t # ty,
Au(tk) = )‘nk (u(tk),u (tk)) s k= 1, BN

Al () = My (ulty) o (8)) (4.6)
uw(0)=u(l)=0
oit £(£,0,0) = 0, 16(0,0) = 0 et 8(0,0) = 0.

On a
H(u,\) = )\[/G(t,s)f(s,u(s),u%s))ds

0

3 (), o' @) + 0 (ulte), o () (0 - 1) |

0<ti <t

= > L) ' @) + O (ult). ' () (1= 1) } .

0<trp<1

OH

—(0,\%) <1  pour un certains \* € R*, alors
Ou £(PC2(1)

le corollaire 4.2.1 implique qu’ il existe 6 > 0 tel que pour |A — X*| < 4, le
probléme (4.6) admet une unique solution (u, \).

, .
D’une part, si

OH
De lautre part, si ||—(0,\*) > 1 pour un certains \* € R*,
Ou s(PC2(1)
alors 9 a0 00
UL Tk k k
—(0,0) =0, —(0,0) =0, —(0,0) =0 et —(0,0) =0
poura$(’> 7ay(7) 7ax(7) € ay(’) ,OTLCL

1

Ap(t) = /G(t,s)(?—i(s,0,0).go(s) + 2—5(8,0,0).@,(8))(18.

0

Ainsi, les branches de solutions qui bifurquent du point (0, u=1), du probléme
(4.6) ot p est la valeur propre de A, sont les mémes solutions du probléme
auz limites (P,).
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Exemple 2 Considérons le probleme auz limites pour les équations différentielles
impulsives du second ordre

u'(t) = A(au(t) +bu'(t)), te€(0,1), t#t,
Aul(tk) = M (u(tk), u/l(tk), )\) , k=1,...,r1,
u(0) =u(1)=0

ot Nk(0,0,A) =0, 6,(0,0,A) =0 et a, b des constantes.
On a

(4.7)

1

H(u,\) = A/G(t,s)(au(s)eru/(s))ds

0

D DR U ARSI BN CITARECABY (EAY

0<tp<t

=t (), (), 0) 6 (wte) (1), 0) (1= 1)}

O<trp<1

0OH

—(0,\%) <1 pour un certains \* € R, alors le
du £(PC2(1))

corollaire 4.2.1 implique qu’ il existe 6 > 0 tel que pour A — X\*| < § et le
probléme (4.7) admet une unique solution (u, \).

D’un coté, si

OH
De lautre coté, si ||——(0,\") > 1, nous examinons l’existence des
Ou L(PC2(I))
branches de solutions qui bifurquent du point (0, \*).
Pour 2%(0.0,0) = 0, 2%(0.0,0) = 0, 2%(0,0.2) = 0 et 2%(0,0,0) = 0
our —— =0, — =0, — =0 et — =
a:L’ ) ) ) ay ) ) ) 83’; ) Y ay ) ) Y

Ap(t) = /G(t, s) (a@(s) + bgol(s))ds.

Les wvaleurs propres de lopérateur A sont les mémes valeurs propres du
probléme aux limites (P,,)
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L’équation caractéristique associée a l'équation différentielle dans (P,), est

b a .
22 — —x — — =0, avec le discriminant

T
b+ 4

Ax=¥-
W

—b?
St < v et a €] — oo, —bnw|Ulbnm, +oo[ avec n > 1, alors pourt € I, on
a

a les fonctions propres
(1) = oxp (=) (C 008 —— /B2 — dagi t+Cosin —— /0 —dapit)  i—1,2
=exp(— cos ——+/ —0° — dau? sin ——+/ —0% — 4dau? 1=

associées aur valeurs propres simples pl et u? de A données par
., —a—+Va?—bn2r? , —a++Va?—b*nin?
lun = et n = *

2n2m? 2n2m?
Le corollaire 4.3.2 implique que st X = pt ou X = p? pour n € N*, alors
le probléme (4.7) admet exactement deuzx branches de solutions T et T qui
bifurquent du point (0, (pi)™") avec i =1,2.
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Chapitre 5

Probleme aux limites avec
effets impulsifs dépendant d’un
parametre II

5.1 Introduction

Le fait de considérer un probleme de bifurcation pour des équations différentielles
impulsives n’est pas simple, d’ailleurs a ce jour, il n’existe que quelques arti-
cles dans ce domaine [70, 89, 105]. Nous allons généraliser le probleme (4.1) —
(4.4) dans le cas ou la nonlinéarité f depend implicitement du parametre A
avec des impulsions dépendant de I’état et de sa dérivée de fagon non linéaire

et linéairement par rapport au parametre \. Plus précisément, Nous allons
examiner l'existence de solutions du probleme aux limites impulsif suivant

(

uw (t) = f(t,u(t),u (t) )\), € (0,1), t#ty, (5.1)
Au(ty) = ( ), k=1,....r, (5.2)
A () ( ) , (5.3)
(u(0) = u(l) = (5.4)

onl=ty <ty <ty<...<t, <ty =1,1reN"=N\{0}et A € R.
On suppose que la fonction f : I x R?> — R est assez réguliere, 7, €
C1(R% R) et 0, € C'(R?% R).
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5.2 Existence et unicité [14]

Dans cette section, nous allons étudier 'existence et 1'unicité de solutions du
probleme (5.1) — (5.4), en utilisant le théoreme des fonctions implicites.

Définition 5.2.1 Le couple (u,\) € PC*(I) x R est appelé une solution de
(5.1) — (5.4), s’il satisfait toutes les équations (5.1) — (5.4).

Lemme 5.2.1 Le couple (u, \) € PC*(I) xR est une solution de (5.1)—(5.4)
si et seulement si (u, \) € PCY(I) x R et il satisfait I’équation suivante

1

u(t) = /G(t,s)f(&u(s),u

0

!

(s), /\> ds

+ 3 {nk<u(tk),u/(tk),/\> +9k<u(tk),u’(tk),A)(t—tk)}

0<trp<t

= 0> {me(ult) ' 1), 0) + 0 (ult). )AL - 1)}, Ve d

0<trp<1

ou G est la fonction de Green du probleme linéaire sans impulsions.
Soit F' I'opérateur de Nemitskii correspondant a f, alors on a
F:PCY(I) xR — PC°(I),
Flu, (1) = f(t,u(t),u/(t),/\>, tel
Soit @ : PC?*(I) x R — PC?*(I) une fonction donnée par

o) = 3 Lt w (b 2) + 0 (ult), ' (5 0)) (t — )}

O<tp<t

= > {me(ult) w1 N)) + 0 (wte), o (1 0)) (1= 1)

0<tr<1
Nous considérons Papplication H : PC*(I) x R — PC?(I) telle que

H(u,\) = L' FJ(u, \) + ®(u, \),
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olt J est I'injection compacte notée J : PC*(I) x R — PCY(I) x R.
Alors, on a

1

L [F(J(u, A))} (t) = / G(t, 5) f(s,u(s),u/(s),)\>ds.

0

Lemme 5.2.2 Les opérateurs ® et H sont compacts.

Preuve
La preuve est similaire & celle du chapitre précédent (lemme 4.2.2).

Lemme 5.2.3 Le couple (u, \) € PC*(I) xR est une solution de (5.1)—(5.4)
si et seulement si H(u, \) = u.

Proposition 5.2.1 Pour A(€ R) fizé, on a 88—H(, A): PC*(I) — £(PC*(I))
et B
1
OH of , of ,
el < - -
| o S / (610 [ 32 (st 900) [+ [ (s 00600 s

+ 2[ > {%(“<tk)7u’(tk>’A>‘+ ?9_?@“’“)’“/“’““)‘}

0<trp<1
00 , 00 ,
{ a—;<u(tk),u (tk),)\>’ n ‘a—;<u(tk),u (@,A)’}].
Soit 'opérateur
(u, A) =u— H(u,\). (5.5)

Nous considérons les hypotheses suivantes

(H1) f(t,0,0,A*) =0, Vtel, pour un certains \* € R,
(H2) nx(0,0,A*) =0, pour un certains \* € R,

(H3) 0,(0,0,\*) =0, pour un certains \* € R.

Proposition 5.2.2 Si (H1) — (H3) sont satisfaites, alors 1¥(0,\*) = 0, et
N OH

—(0,\) =1 ——(0,)\").

203y =1 2o,

Nous avons les résultats suivants
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H
Théoréme 5.2.1 Si [ — %—(0, %) est inversible et (H1) — (H3) sont satis-

u
faites, alors il existe § > 0 tel que pour |\ — \*| < 0, le probléeme (5.1) — (5.4)
admet une unique solution (uy, A).

Preuve
La preuve de ce théoreme est identique a celle du théoreme 4.2.1.

<1 et (H1)— (H3) sont satis-
L(PC2(I))
faites, alors il existe § > 0 tel que pour |\ — N*| < 9, le probléme (5.1) — (5.4)

admet une unique solution (ux, A).

OH
Corollaire 5.2.1 Si H%(O, )

Corollaire 5.2.2 S%

/ (61 [ Z 5003+ |5 s.0.0.00 s
1m0 el 19 o ] 1905 0 el [0 o
+2;Hax(0,o,m ‘ﬁy(OO)\) 8(00/\) ‘8y(00A)]

et (H1) — (H3) sont satisfaites, alors il existe 6 > 0 tel que pour |\ —\*| < 0,
le probléme (5.1) — (5.4) admet une unique solution (uy, \).

5.3 Analyse de la bifurcation [14]

Dans cette section, nous utilisons utilisant les théoremes 3.4.1 et 3.5.2 pour

démontrer I'existence des branches de solutions bifurquées quand 'opérateur

OH
I — —(0, \*) n’est pas inversible pour certains A* € R.

ou

Posons
N(u,\) = Nu — H(u, A).

Si (DuN(O, A))go(t) ~0,o0na
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1

Ap(t) = %[/G(t, s) (%(3,0,0, Ne(s) + g—g(s,0,0,)\)gol(s)) ds

0

O O /
+ ——(0,0, Nep(tr) + ——(0,0, M) (tx)
O;Kt [ ox dy

+ (%(0, 0, \)e(t) + %—ey’“(o, 0,\)¢ (tk)) (t — tk)}

— [0 ony, /
= 10 |G 000l + FH0.0.05 1)

b (FE0.000000 + FE0.00¢ 1)) (1= 0] = 4000,

Alors
(u, ) =u— AAN)u~+ N(u, ) = 0.

Le théoreme de Krasnosel’ski n’est pas applicable, le fait que 'opérateur A
dépend de A. Alors pour pouvoir utiliser le théoreme de Krasnosel’skin nous
avons besoin des hypotheses suivantes

(H4) ne (u(te), v (te), A) = Mg (ul(te), ' (tr)),

Soit A! : PC?*(I) — PC?*(I) un opérateur linéaire compact donné par

At = [D0,0)0m) + Zi0.0)¢ (1)

O<trp<t ay

+ (L0000 + G005 W) ¢ - u)]

= 3 (G000t + FEO.06 ()

k=1

+ (%(0, 0)p(tr) + %—%(0, 0)¢’(tk)) (1- tk)].

Nous avons

Y(u,\) = u— AA'u+ N(u, \) =0,
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ot N(u,\) = NA'u — H(u, \).

Alors
(DN 0.0)60) = A%0(0) — W0, 2y
A Y (G000 + FE0.06 0+ ( FE0.0000 + 10,06 @) ¢ - )

_)\t; [%(o, 0)¢(tr) + %(0’ 0)¢ (t) + (8—;(0, 0)¢(ty) + aa_eyk(o, 0)¢’(tk)) (1- tk)]

1

—/G(t, s) (%(S,0,0,)\)@(S) + %(S,0,0, )\)gol(s)) ds
A3 (G000 + FE 0.0 )+ (FEO.00000) + FE0.0¢ 1)) (- )]
Y [FE0.000) + 550,06 () + (G000 + FE0.00 0 ) (1 - 0]
et =
N(0,)) = —H(O\

1

= - / G(t,s)f(s,0,0,\)ds — A Z [7:(0,0) + 6,,(0,0)(t — t)]

0 0<tp<t

+ )\ti [17:(0,0) + 6,,(0,0)(1 — )] -

Supposons que les hypotheses suivantes sont satisfaites

(H6) g—i(t,o,o, A)=0 Vtel, VAER,

0
(HT) a—f(t,o,o,/\)zo Vtel, VA eR,
Y
(H8) u € R* est une valeur propre de A' de multiplicité algébrique impaire,
(H9) u € R* est une valeur propre de A'.

Alors, nous avons D, N(0,\) =0 et N(0,\) =0, donc
N(u, A) = o([Jull2).
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Ainsi, le théoreme 3.4.1 implique

Théoréme 5.3.1 Siles hypotheses (H1)-(H8) sont satisfaites, alors (u, \) =
(0, u™1) est un point de bifurcation de solutions de 1(u, \) = 0, et le probléme
(5.1) — (5.4) admet des branches de solutions qui bifurquent de ce point.

Preuve
La preuve de ce théoreme est similaire a celle du théoreme 4.3.1.1
Le théoreme 3.5.2 implique

Théoreme 5.3.2 Siles hypotheses (H1) — (H7) et (H9) sont satisfaites, alors
(5.1) — (5.4) possede exactement deux branches de solutions qui bifurquent du
point (0, u™1).

Preuve
La preuve de ce théoreme est identique a celle du théoreme 4.3.2.1
Dans ce qui suit, nous allons étudier la multiplicité de valeurs propres de

lopérateur A! plour déterminer }e nombre de brzlmches de solution?
Soient ay, := %(0,0), b = %—Z“(0,0), Cp 1= %(0,0) et dy = %(0,0).
Posons Ay, := —cits + (ay — dy )ty + b,

B, = —thz + (@k + Ccp — dk)tk + by +di, = A + ity + dk,

Ck = _thk + ax + ¢ et

Dk = _thk + ag.

Soit g (t) = hi(t).t avec

o 1 sit E]tk,thrl[,
() = { 0 sinon,

k=0,1,2,...,r.

Proposition 5.3.1

E = {p e PC*(I)/p(t) = Zakgk(t) + Brhi(t), t # tr}

est un espace de Banach de dimension 2r + 2.
De plus, Vo € PC*(I), Alp € E.
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Preuve
Soient oy, Br € R tel que

Z%gk ) + Belu(t) =0, vt €[0,1].
Alors, pour chaque t €|ty, tx41[, nous allons
Zakgk ) + Behi(t) = 0.
Donc
agt + B =0, WVt E]ty, tera],

ainsi

De plus, on a

k=0
Sie) = Xt t) (erplte) + dip () — axplte) = besp (1)
- <Ck;90(tk) + dkSOI(tk))(l — 1)
et

1“3\16(90) = x(t, k) [aw(tk) + b (t) — ti <Ck90(tk) +dip’ (tk))]
o 1 st <t,

x(t ) = { 0 si >t
Alors A'p e E. R

Remarque 5.3.1 Soient p une valeur propre de Al et o, un vecteur propre
de Al associé a p. Alors

( 0 st t=0,

_ Zoék ©u)96(t) + Bie(pu)hi(t) si t #ty,
Pult) = <

ak 1(%)’% + Bre-1(pn) st =1y,

0 si t=1.

\
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On note par ai(p,) = aj et Br(eu) == Bi.

Proposition 5.3.2 Soit ;1 € R*. Alors ju est une valeur propre de A' si et
seulement s’il existe ay, ..., a, Bo, ..., Br € R telle que p satisfait le systéme
suivant avec (2r + 2) équations

( :UﬁO = 07
(M + B1>CY0 + Z Bio; 1 + Z CiBi—1 =0,
i=2 i=1
Ajog + (M + B2> o + Z Biai_1 + D1
i=3
+ Z CiBi—1 =0,
i=2

—Avag — D1y + B = 0,

Ao + .o+ Apa—r + (@ + Biga)ay + Z Biai 1 + D1y + ... + Dypfr—1

i=k+2
+ Z CiBiz1 =0,
i=k+1

Aoy — ... — Agay—1 — D18y — ... — D1 + B =0,

A1Oé0 +...+ Ar—lar—Z + (,u + Br)ar—l + DlﬁO + ...+ DT’—l/BT‘—Z + Crﬁr—l =0,

Ay — ... — Ao — DBy — ... — D1 Br—a + pufr—1 =0,
Alao + ..+ Ararfl + j21evs + Dlﬁo + ..+ Drﬂrfl = 07
—A10éo T e T Arar—l - DIBO T e T Drﬁr—l + ,uﬁr = 07

\

pour k=1,...,r —1.
De plus, le vecteur propre associé a . est donné par

oult) = ) ange(t) + Behi(t)

= Y mlt)(ant + B), ¢t tE[0,1]
k=1
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Preuve
Sit €]0,t1], Alp(t) = up(t) est équivalent &
> anplts) + s (1) + (enplt) + digp' (8) ) (¢ — 1)
0<trp<t
— 3 anp(ti) + bie (1) + (enplth) + i () ) (1 = 1) = gt + o).
k=1
Done, Vt €]0,t4]

—t > ap(ty) + by () + <Ck90(tk) + dyg (%)) (1 —t&) = plaot + Po),

nous obtenons
t[ﬂao + a1 (aots + Bo) + brog + <01(040t1 + Bo) + d1040> (1—t)+

Z a;(a—1ti+ Bic1) + b1 + <Ci(0@71tz‘ +Bi—1)+ diaifl) (1— tz>i| +pupBo =0,

=2
vt €]0, t1].
Alors
( uﬂo = 07
/80 |:CL1 + Cl(l — tl):| + Z 61‘_1 |:6Li + Cz(]- — tz)]
1=2
S

+aq [,u + a1t1 -+ bl + Cltl(l — tl) + d1(1 — tl)]

=2

\ =

Finalement, on a
ILL/BO = Oa
<,LL + B1>Oé() + Z BZ'OéZ'_l + Z Ciﬁi—l = 0.
=2 =1

De méme, pour t €ltg,tp11[ avec k = 1,...,7 — 1, nous obtenons le résultat
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suivant

(

Ajag + Agay + .+ Apa—y + (104 Bigr)ag + Z Bioi_1+
i=k+2
D1y + Dafpy + ... + DifBr—1 + Z Cifi-1 =0,
i=k+1
| —Arag — Asay — .. — Agag1 — D1y — Dafhy — .. — DyBe—1 + B = 0.

Pour t €]t,, 1[, Alp(t) = pp(t) est équivalent &
plont +B,) = > arp(t) + i (k) + (Cw(tk) +diy’ (fk)) (6 —tx)
k=1

r

= | D anplt) + b (8) + (cuplt) + i (1)) (1 = ).

k=1
Alors, nous avons

Ajog + Asony + o+ Avae—y + piog. + D1y + Doy + ... + Dy 3oy = 0,

—Arag — Aoy — ... = Aoy — Difo — Dafy — .. — Dy 1 + pBr = 0.

Lemme 5.3.1 Soit u € R*. Alors pu est une valeur propre de A' si et seule-
ment s’il existe «y, ..., ., Bo, ..., Br € R tel que

O
aq

o,
Bo
B

5

ou M(p) est une matrice carré de type (2r +2) donnée par

=

=

I

Qi
M O o



oti A est une matrice de type 2x (r+1), B est une matrice de type 2 x (r+1),
C' est une matrice de type (2r — 2) x (r+1), D est une matrice de type
(2r —2) x (r+1), E est une matrice de type 2 x (r+1) et ' est une matrice

de type 2 x (r 4+ 1) définies par

1) A= (ay;) avec

ay; =0 pour j=11+1,

ag1 = p+ By,az; = Bj  pour j=2,r, a1y = 0.

i (0 0 .00
o ,LL—f—Bl B2 Br 0/

Alors

2) B = (a;;) avec

Qi(r+2) = My, a1; =0 pour j=(r+3),(2r+2),

agj = Cj_(ry1y pour j=(r+2),(2r+1), ayar2 =0.

~ (pn 0 ... 0 O
B_(01 Cy ... C, 0)'

Alors

3) C = (ai;) avec

¢

a@ivy; =A; avec i=1,(r—1) pour 1<j<i,

(2i+1)
@i+1); =+ B avec i=1,(r—1) pour j=i+1,
(2i+1)
(2i+1)

Q

a@iyn; = Bj avec i=1,(r—1) e j=1,r pour j>i+1

a@itnyr41) =0 avec i=1,(r—1).

api; = —A; avec i= pour 1< j <1,
| @i =0 avec i=2;r et j=T,r+1 pour j>i.

<
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Alors

A, wu+B, By By .. B, B 0
—A 0 0 0o .. 0 0 0
A1 A2 1% + B3 B4 B,,«_l BT 0
a— | -4 -4, 0 0 .. 0 0 0
Al A2 A3 A4 Ar—l % + Br 0
-Ar —A —-A; A, ... —A 0 0

4) D = (ai;) avec

a@ity; = Dj—gy1y avec i=1,(r—1) pour 1<j—(r+1)<4,
a@it1y; = Cj_ry1y avec i =1,(r —1) et j = (r+2),(2r+1) pour j — (r +1) > i+1,
a@2it1)2r+2) = 0 avec 1 =1, (r—1).

a@ij = —Dj_p+1y avec =21 pour 1<j—(r+1)<i,
a@p; =@ avec =21 pour j—(r+1)=4i,
Q@i =0 avec i=2,r et j=r+22r+2. pour j—(r—+1)>i.

Alors
D, Cy, C3 Cy ... C.4 C, 0
Dy g 0O 0O .. 0 00
Dl D2 03 04 Or—l Cr 0
Dy, Dy D3y Dy .. D,.; C, 0
—D1 —DQ —D3 —D4 _Dr—l o 0

5) E = (a;;) avec
acry; = A pour 1<7 <71, agepyp4r) = W

arr2y; = —A; pour 1 <75 <71, apgqrer) = 0.

Alors

E o A1 A2 Ag A4 Ar M

C\-A Ay, —A; —A, . A 0)°
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6) F = (a;;) avec

a@ri1y; = Dj—ryry pour 1 < j — (r+1) <r avec j = (r+2), (2r + 1),
A(2r41)(2r+2) = 0

agart2); = —Dj_q1y pour 1 < j—(r+1) <7 avec j = (r +2),(2r + 1),
A(2r+2)(2r+2) = M-

Alors
2 D, D, ... D, 0
N —D1 —D2 _Dr % '

Preuve

D’apres la proposition 5.3.2, le systéme (/) est équivalent a (I7).H

Mettons P(p) = detM(u), alors p € R* est une valeur propre de A' si et
seulement si M (u) n’est pas inversible, i.e. P(u) = 0.

Remarques 5.3.1 Soit u une valeur propre de A'. Si u satisfait

(H10) P(u) = P'(p) = P"(p) = ... = P*(u) = 0 et P> () #0, ¢ €N,
alors p est une valeur propre de multiplicité impaire 2q + 1.

Si ju est une valeur propre simple de A', i.e. ¢ =0, alors

(H11) P(u) =0 et P'(u) #0.

D’apres le théoreme 5.3.1, nous avons

Corollaire 5.3.1 Si(H1) — (H7) et (H10) sont satisfaites avec p € R*, alors
(5.1)—(5.4) posséde des branches de solutions qui bifurquent du point (0, u ).

D’apres le théoreme 5.3.2, nous avons

Corollaire 5.3.2 Si (H1) — (H7) et (H11) sont satisfaites avec yu € R*, alors
(5.1) — (5.4) posséde exactement deux branches de solutions 'y et 'y qui
bifurquent du point (0, u~1).

Proposition 5.3.3 Soit A, =0 pour k=1,...,r — 1. Nous avons

T

1 P(u) = w2 [ [ (u + Br)-

k=1
De plus les valeurs propres de A' sont 0 et —B;, pour k=1,...,r.

2. Sl existe kg € {1,...,r} tel que By, # Br Yk € {1,...,r}/{ko} et
By, # 0, alors —By, est une valeur propre simple de A'.
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Nous considérons les hypotheses suivantes

(H12) Si bk:tzck+tk(dk—ak) avec k = 1,...,7”—1.

(H13) ko € {1,...,r — 1} tel que di, # —tryChos A + tkoCho 7 i + trCy
Vk € {1, ey T — 1}//{30 et dko + tkocko 75 A+t +d,.

(H14) b, # e t? + (d, — a, — ¢,)t, — d, et

dy, + tycr, # —c,t2 + (a, + ¢, — d)t, +d, + b, Vk € {1,....,r — 1}.

Remarques 5.3.2 1) Si (H12) et (H13) sont satisfaites, alors p = — By, est
une valeur propre simple de A' et By, # 0 avec ky < 7.

2) Si (H12) et (H14) sont satisfaites, alors jp = —B, est une valeur propre
simple de A* et B, # 0.

D’apres le théoreme 5.3.2, nous avons

Corollaire 5.3.3 Si(H1) — (H7), (H12) et (H13) sont satisfaites, alors (5.1)—
(5.4) posséde exactement deux branches de solutions T'y et T's qui bifurquent

du point (O, —Bk_ol> avec ko € {1,...,7 — 1}.

Corollaire 5.3.4 Si(H1) — (H7), (H12) et (H14) sont satisfaites, alors (5.1)—
(5.4) posséde exactement deux branches de solutions T'y et T's qui bifurquent

du point (O, —Br_1>.

Remarque 5.3.2 Dans ce chapitre, nous allons considérer le probleme général
ot les impulsions dépendent implicitement (non linéairement) de X\, mais
nous n’avons traité que le cas ou les impulsions dépendent linéairement du
parametre X, pour pouvoir utiliser le théoreme de Krasnosel’ski. Le cas
général reste toujours posé, son étude nécessite sans doute une autre ap-
proche.

5.4 Applications

Dans cette section, nous allons appliquer les résultats de ce chapitre a des
cas particuliers du probleme (5.1) — (5.4).

Exemple 5.4.1 Considérons le probléme homogene (4.6) du probléeme (5.1)—
(5.4)
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nous avons

0<trp<t
- )\tz [ (), W' (0)) + 0 (ulte), o (10) L= t)], Weel.
D’un coté, pour %(t,0,0) gi(t 0,00=0 Vtel, ona
H
pour ||[——(0, \*) < 1, selon le corollaire 5.2.1, il existe 6 > 0 tel
Ou s(pe2(n)
que pour |\ — \*| < 4§, le probleme (4.6) admet une unique solution (u, \).
OH . : :
Si ||—=—(0, \") > 1, nous allons examiner l'existence des branches
Ou o(pPe2(n)
de solutions.
Alors, on a
Ale(t) =
on; on; / a0, a0,
0,0 —(0,0)p (t 0,0)p(t —(0,0 t—1
O;N[ax< Jolte) + 5, (0,006 (1) + ( FEHO,00p(t) + FEO,00¢' () ) (¢ = 1)

3 (SR 0,000+ 520,005 ) + (SE0.0000) + FE0.006 0] (1- )]

Done, Vezistence de solutions bifurquées de (4.6) est équivalente a (5.1) —
(5.4). Par conséquent, nous pouvons appliquer les corollaires 5.3.1, 5.3.2 et
5.3.3 pour prouver ['ezistence des branches de solutions de (4.6).

8nk 86’k

a0,
8_y(0’ 0) = p

Remarque 5.4.1 Pour %(0,0) = 5
Y

o —(0,0) =

“%(0,0) =0,
on a

Agp(t) :z/G(t,s)(%

0

of

(5,0,0).0(s) + 8_3/(3’ 0, O).gol(s))ds.
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Done, lezistence de solution bifurquées de (4.6) est équivalent a (P,) (voir
lexemple 4.4.1).

Exemple 5.4.2 Considérons le probléme aux limites pour ’équation différentielle
impulsive suivant

u'(t) = f(t,u(t),u’(t),A) t#ty,

Auh) = Multy), (5.6)
Au (t1) = My u (t),
u(0) =u(1l)=0

ot £(£,0,0,\) = 0, g—i(t,0,0,A) — 0, g—ch(t,O, 0,\) =0 Vtelety,y €R".

Nous avons

1

H(u, \) = /G(t, s)f (s, u(s),u (s), A) ds — Mt {w(tl) A (1) (1 — tl)]
0+A 3 [’yu(tl) A ()t —tl)] .

o<ti<t
1 0H
Pour | N*| < —————, alors ||—(0,\*) <L
2(1v1 + 1D du e(PC2(1))

Donc d’aprés le corrolaire 5.2.1, il existe & > 0 tel que pour | A — \*| < ¢, le
probleme (5.6) admet une unique solution (u, \).
Pour |\ > STy Mous examinons [’existence de branches de solu-

. o 2(0 D
tions bifurquées. Alors

Alp(t) = =t [yo(t) + 7' ()L — )] + D vo(ta) +7'¢ (t)(t — ta).

0<t1<t

i € R* est une valeur propre de A' si et seulement si il existe ag, aq, o, B
tel que p satisfait le systeme suivant

pBo =0,

(M + Bl>040 + C15 =0,

Arag + pag + DBy = 0,

—Arag — D1y + pB1 =0
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ot Ay = (y =), Bi=(y =)+ et Cr = Dy = 1.
La matrice M (p) est donnée par

0 0 u 0
p+(y =)+~ 0 ~ 0

M = /
() (v =)k poy 0
—(y =9 )t 0 —y n

Soit P(u) = det M (p) = ° (u +(y =)+ 7’)-
Si vy =4, nous avons exactement deux branches de solutions I'y et T'y qui
bifurquent du point (0, (—y)™').

Y
!

Sin # ettty # /7 ,alors = —(y — )ty — 4 est une valeur propre
réelle simple de A'. D’aprés le corollaire 5.3.2, (5.6) posséde exactement deux

—1
branches de solutions I'y et I'y qui bifuquent du point (O, ( —(y- ’y/)tl — ’y’) ) .

Remarques 5.4.1 Dans [105], les autheurs considerent le probléeme (5.6)

) 1 . . . 1
avecy = —y ett; = 5 Mais dans notre cas, on doit avoir t; # ,7 =3
-7
Donc , pour ce cas, nous avons besoin d’utiliser une autre approche.

/ 1
Siy =—vyett) # 3 alors (5.6) devient

u' (t) = f(t,u(t),u’(t), A) t#ty,

u(0) = u(1) =

1 oH
Pour [N < g, alors 50, X) eqeercy < 1

Donc d’aprés le corrolaire 5.2.1, il existe 6 > 0 tel que pour |A — X\*| < 6, le
probléme (5.7) admet une unique solution (u, \).

Pour |\*| > m, nous étudions l’existence des branches de solutions bi-
Y
furquées.
Alors, on a
Alp(t) = =t [ye(t) =7 () (L —t)] + D vo(tr) =7 (ta)(t — 1)
o<t1<t
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et
P(p) = det M(p) = i (11+7(2t = 1))
Donc p = —y(2t; — 1) est une valeur propre simple de A, alors d’apreés

le corollaire 5.3.2, le probleme (5.7) posséde exactement deuz branches de

-1
solutions I'y et 'y bifurquant du point (O, <— v(2t, — 1)) ) )

Exemple 5.4.3 Considérons le probleme suivant

u(t) = f(tult),u'(t),N), t#t,
Au(ty) = Mpults), k=12,

AU, (t1> = )\Cku' (tk),

u(0) = u(1) = 0.

(5.8)

1 oH

5 alors ||—(07>\*)||£ pcz(n) < 1.
(Il + bl + 1G] + 1Ga]) Ou e
Donce, d’aprés le corollaire 5.2.1, il existe d > 0 tel que pour |\ — X*| < 6, le
probléme (5.8) admet une unique solution (u, \).

P M| <
our | A*| 5

Pour | \*| > , nous étudions l’existence des branches
57 2(|nl + el + 1G]+ 1G]
de solutions bifurquées.

Alors, on a

[\

Alp(t) = D7 [usplt) +Gup (1) = )] = D [ (te) + G (8D (1 = 1)

0<tr<t k=1

i € R* est une valeur propre de A si et seulement s’il existe g, oy, ag, Bo, B1, B2 €
R tel que p satisfait le systeme suivant

( ILL/BO = 07
<M + Bl)% + Boay + C1 5y + Co 31 = 0,
Ao + (M + BQ) ay + D1y + Co81 =0,

—Arag — DBy + ppr = 0,
Arag + Asaq + pas + Dy Sy + Doffy = 0,
— Aoy — Ay — DBy — Doy + B2 =0
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ot A, = (7 — G)te, Be = (v — o)t + G €t Cp = Dy = Y.
La matrice M (p) est donnée par

0 0 0 u 0 0
1% + Bl B2 0 C’1 02 0

o Al n+ BQ 0 D1 CQ 0

M) = _4, 0 0 -D; u 0
Al AQ 1% D1 D2 0

—Al —AQ 0 —D1 D2 12

Alors
P(p) = det M(p) = p* [ + p(By + Ba) + Ay(Cy — By) + BiBy] .

w est une valeur propre de A' si elle est égale a zéro ou bien est une solution
de l’équation suivante

Pl(/,b> = ,u2 + /,L(Bl + BQ) + BlBQ + Alog — A1B2 = 0.

Nous allons considérer deuz cas:
Cas 1: Pour v, = (q, nous avons A; = 0.

Alors
Pi(p) = pi* + p(Bi1 + Ba) + B1 By
et
A, = (By + By)> — 4B, By = (B, — By)*.
Donc
Pi(p) = (1 + Br)(p + B2)
et

P(p) = p*(pp + Bu)(1 + Ba).
Alors — By et —Bsy sont des valeurs propres simples si By # Bo et BiBy # 0.
Du corollaire 5.3.3, nous déduisons que le probléme (5.8) posséde exactement

deux branches de solutions bifurquant du point (O, (—Bl)_l) et deux branches

de solutions bifurquant du point de (O, (—Bg)*l), st —By et —By sont des

valeurs propres simples.
Cas2: Pour v, # (1 et

(=t + P+ (e — Q)+ 6> > 2[(0e — &)t + GG — (11 — G) (2 — G)tits
— (= Q)G —27)t],
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nous avons

Ay(Cy — By) + ByBy # 0.

Alors i € R* est une valeur propre de A' si u est une solution de Py(u) = 0.
Le discriminant de Py(u) est

Ay = =t + P+ (e — Gt + G
+ 2[(1 = G) (e — Q)tite — (1 — G) (G — 272)t — (72 — G2)Cita — G1Ga) > 0.

Donc

2= —(m =Gt — (e — Qe — G — G — /A,
2 =
2

et
—(n =)t — (2= )t — G — G+ /A,
2

py =
sont des valeurs propres simples de A'.
Alors, D’aprés le corollaire 5.3.3, nous avons exactement deux branches de

solutions bifurquant du point (0, (u?)™') et deux branches de solutions bi-
furquant du point (0, (u3)™1).

Remarques 5.4.2 Dans [70], les auteurs considérent le probléme (5.8) avec
¢ = (2 =0, dans ce cas le probléme (5.8) devient

u(t) = f(tu(t),u'(t),N), t#t,
Au(ty) = Mpults), k=12,

Au () = 0, (5.9)
u(0) = u(1) = 0.
1 H
Si [N| < —————, alors a—(0, ) < 1.
2(Iml + |2l) ou £(PC2(1))

D’apres le corollaire 5.2.1, il existe § > 0 tel que pour |[A\—X*| < §, le probléeme
(5.9) admet une unique solution (u, \).

Pour |\*| > ——————, nous ezaminons l’existence des branches de solu-
‘ ‘ 2(Iml + el)
tions bifurquées.

Nous avons

[\

Alp(t) = Z [ep(tr)] — tz [kep(tr)]

0<tp<t k=1
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et P(p) = det M(p) = p* [11 + p(yity + 2ta) +1172t1] -
Sty =0 ety #0, alors

P(p) = 1* (1 + y2ta).
D’apres le corollair 5.3.3, le probléme (5.9) posséde exactement deux branches
de solutions T't et T} bifurquant du point <0, (—72752)_1>.
Siy1 # 0 et (yity + Yot2)? > 4y17%0t1, alors

2 = —it1 — Yata — /(1t1 + Y2t2)? — Ayt
2 =
2

et

2= —it1 — yata + /(it1 + Y2t2)? — dy1aty
2=
2

sont des valeurs propres simples de A'. Le corollaire 5.3.3 implique que le
probléme (5.9) posséde exactement deux branches de solutions T3 et T3 bi-

furquant du point (0, (u?)™') aveci=1,2.
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Conclusions et perspectives

Dans cette these, nous avons considéré le probleme de bifurcation des branches
de solutions nontriviales d’un probleme aux limites pour une équation différentielle
impulsive d’ordre deux, quand le théoreme des fonctions implicites n’est pas
applicable. nous avons étudié deux cas, le troxieme cas qui est le probleme le
plus général ou le parametre n’est pas explicite dans 1’équation différentielle
et dans les équations des impulsions reste posé, il nécessite surement une
autre approche.

Ce type de probleme n’a été étudié que dans trois publications, sans compter
nos deux travaux.

Nous souhaitons dans le futur, considérer le cas général, le cas fonctionnel,
et peut étre aussi le cas des équations différentielles fractionnaires.
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Abstract

This work is concerned with an impulsive boundary value problem for second
order differential equations with real parameter. Our approach is based on the
implicit function theorem to prove existence of a unique branches of solutions,
moreover we use bifurcation Krasnosel'ski theorems to prove existence of
multiple branches of solutions depending on the values of the real parameter.

Key words and phrases: Impulsive boundary value problem, Existence of
solution, Implicit function theorem, Bifurcation from odd algebraic multiplicity
eigenvalues, Krasnosel’ski theorem.

Résumeé

Ce travail concerne un probléme aux limites d’équations différentielles
impulsives du second ordre avec un parametre réel. Notre approche est basée sur
le théoreme des fonctions implicites pour prouver l'existence d'une solution
unique . En outre, nous utilisons les théoremes de Krasnosel'ski de bifurcation
pour prouver l'existence de multiples branches de solutions en fonction des
valeurs du parametre réel.

Mots- clés : Probléme aux limites impulsif, existence de solution, theorémes
des fonctions implicites, Bifurcation a partir des valeurs propres de multiplicités
impaires, théoréme de Krasnosel’ski.
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