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Introduction

Les systèmes dynamiques sont très répondus en modélisation en science appliquées

(mathématiques appliquées, physique, biologie, ...

Dans cette thèse, nous nous intéressons à certains modèles épidémiologiques.

L’épidémiologie théorique des maladies transmissibles est devenue une discipline à part

entière, distincte de la démographie théorique et de l’écologie théorique, et offre un terrain

fertile en applications et en thèmes de recherche pour les mathématiques.

Nous illustrons ceci, en montrant comment les modèles peuvent stimuler la réflexion sur

des problèmes épidémiologiques et devenir des outils d’aide à la décision en santé publique.

La modélisation épidémiologique a pour but essentiel de comprendre et contrôler, dans la

mesure du possible, la propagation d’une maladie infectieuse transmissible.

Elle consiste en gros à construire un modèle mathématique qui permet de rendre compte

la dynamique de la maladie en question.

A titre d’exemple, nous allons citer le modèle classique SIR, où la population est divisé

en trois compartiments, à savoir les susceptibles S, les infectés I et les immunisés R.

Figure 1 – Diagramme de transfert du modèle SIR.
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Un individu dans le compartiment S est complètement susceptible, c’est-à-dire il peut

contacter la maladie, il est alors transféré au compartiment I, à la fin de sa période d’in-

fectiosité, qui elle dépend de la maladie, l’individu rejoint le compartiment R des individus

ayant acquis une immunité contre la maladie en question.

Le cadre général est donc celui des modèles continus, en temps continu, construits à par-

tir de systèmes d’équations différentielles. De plus, les modèles étudiés ici sont tous des

systèmes autonômes, c’est-à-dire que la fonction d’évolution du système ne dépend pas

du temps.

Les différentes connaissances dont on dispose en ce qui concerne la maladie sont ensuite

utilisées pour déterminer les taux de transfèrt entre les différents compartiments.

La modélisation mathématique des phénomènes de la biologie et de la médecine est très

importante pour comprendre et trouver des méthodes de contrôle afin d’arrêter ou au

moins de réduire l’effet négatif des maladies (voir [1]-[15]).

Dans cette thèse, nous nous intéressons à un modèle de leishmaniose zoonotique viscérale

(ZVL) développé dans [15]. Cette maladie est causée par une infection à leishmania cha-

gasi et transmise généralement par le phlébotome. ZVL est un problème majeur de santé

publique. Au Brésil, les chiens domestiques sont les principaux réservoirs, l’analyse biolo-

gique est développée dans [23].

Cette thèse est consacrée à l’étude d’un modèle mathématique pour une population des

chiens (D) atteints d’une maladie infectieuse (la Leishmaniose), pour cela on considère

un modèle SEIRQ. Dans ce cas là, la population est divisée en cinq compartiments S, L,

I, R et Q.
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Le modèle étudié est le suivant :

dS
dt

= αβD − CIS
D
− δS,

dL
dt

= CIS
D
− (σ + δ)L,

dI
dt

= σL− δI,

dR
dt

= (1− α) βD − CIR
D
− δR,

dQ
dt

= CIR
D
− δQ

(1)

Soit l’individu dans le compartiment S est susceptible, et il peut contracter la maladie

par contact avec ceux du compartiment I, il est alors transféré au compartiment L qui

contient les individus infectés mais pas encore infectieux, après une période de latence, qui

dépend de la maladie, un individu dans L devient infectieux à son tour et il est transféré

au compartiment I, à la fin de sa période d’infectiosité, qui elle aussi dépend de la mala-

die. Soit l’individu est dans le compartiment R, qui deviendrait infecté et non infectieux

après un contact avec les infectieux et rejoint le compartiment Q.

Cette thèse est composée de cinq chapitres, d’une conclusion avec perspectives, et d’une

bibliographie.

Dans le premier chapitre, nous définissons la maladie étudiée (la leishmaniose viscérale),

le cycle biologique et sa transmission, la répartition géographique ainsi que le diagnostique

et le traitement.

Le deuxième chapitre, contient les définitions, certains théorèmes classiques, et la procédure

de Lyapunov-Schmidt. Ces rappels sont utiles pour la suite de cette thèse.
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La version de la procédure de Lyapunov-Schmidt présentée ici diffère légèrement de celle

donnée dans [37]. La version donnée ici est basée sur la décomposition de l’espace en

somme directe de l’espace propre et son complémentaire. Cette procédure de Lyapunov-

Schmidt est plus naturelle, et beaucoup plus pratique pour étudier les bifurcations d’états

stables.

Dans le chapitre trois, nous faisons l’étude et l’analyse locale du modèle mathématique sur

la Leishmaniose Viscérale dans le cas d’une population constante. Le quatrième chapitre

est consacré à l’étude de la stabilité globale du point d’équilibre moyennant la fonction

de Lyapunov.

Dans le dernier chapitre, nous considérons un système d’équations différentielles impul-

sives, le modèle est composé du modèle (1) plus les impulsions qui sont décrites par des

équations discrètes. Ces équations représentent l’abattage des chiens infectés.

Nous terminons cette thèse par des conclusions, perspectives et une bibliographie.



Chapitre 1

La leishmaniose viscérale

1.1 Introduction

La leishmaniose est une maladie chronique à manifestation cutanée ou viscérale, due

à un protozoaire parasite (une leishmanie), c’est à dire un organisme microscopique qui

se reproduit dans certaines cellules de l’organisme, et qui touche principalement le chien

qu’on appelle ”Réservoirs”.

Cette maladie est trés répandue dans différentes régions du monde, elle est en effet trans-

mise par un insecte bien particulier, qu’on connait comme vecteur et qui ne vit que dans

certaine région du globe. L’aire de répartition de la maladie dépend donc directement

de l’aire de répartition de cet insecte. L’habitude de l’insecte est de piquer l’animal, il

pourrait piquer l’homme (zoonose) [38].

1.2 La leishmaniose viscérale

La leishmaniose viscérale également connue sous le nom de Kala-azar ou fièvre noire,

est la forme la plus grave de leishmaniose, il s’agit d’une maladie causée par un parasite

du genre Leishmania.

Le parasite migre dans les viscères comme le foie, la rate et la moelle osseuse et en l’ab-

sence de traitement, aboutit presque toujours à la mort du hôte [39].

10
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Les principaux symptômes essentiels de cette maladie : un amaigrissement progressif du

chien, l’anémie, des ongles anormalement longs l’hépatomégalie (gros foie) et la splénomégalie

(grosse rate).

Figure 1.1 – Chien infecté

1.3 L’espèce en cause

Plusieurs espèces de Leishmania sont cunnues pour provoquer la forme viscérale de la

maladie. Dans l’ancien monde (l’Afrique, l’Asie et l’Europe) les espèces responsables sont

L. donovani et L. infantum, et dans le nouveau monde (l’Amérique du sud) l’espèce en

cause est L. chagasi.
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1.4 Cycle biologique

Il se déroule entre deux hôtes, un vertébré (homme, chien, rongeur...) et un insecte

vecteur, le phlébotome.

Figure 1.2 – Phlébotome

La leishmaniose viscérale est transmise par un insecte vecteur (phlébotome), ce sont

des créatures miniscules, 2 ou 3 millimètres de long, que l’on trouve dans les régions

tropicales ou tempérées du monde entier. Les larves de phlébotome se développent dans

la matière organique chaude et humide, aussi les vieux troncs d’arbres, les murs de maison

ou les ordures.

Le phlébotome femelle adulte est un suceur de sang, qui s’alimente habituellement la nuit

sur sa proie ensomeillée. Quand la mouche pique un vertébré atteint de L.donovani, l’agent

pathogène est ingéré avec le sang de la proie, à ce moment le protozoaire se présente sous

la plus petite de ses deux formes, appelée amastigotes, non mobile, ronde de seulement

trois à sept micromètres de diamètre [39].
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Figure 1.3 – Amastigote

Dans l’estomac du phlébotome, les amastigotes se transforment rapidement en une

deuxième forme du L. donovani appelée promastigotes. Cette forme est fusiforme, sa

taille est triple de celle de l’amastigote et elle possède un simple flagelle qui lui permet

d’être mobile. Les promastigotes vivent à l’extérieur des cellules dans le tube digestif du

phlébotome pendant quelques jours, se produisent par voie asexuée puis migrent vers les

glandes salivaires.

C’est pour eux un moyen d’être transmis de nouveau à un mamifère hôte, car l’insecte

injecte sa salive dans la proie quand elle pique, les promastigotes sont injectés dans la

circulation sanguine de la proie avec la salive de l’insecte.

Une fois à l’intérieur de leur nouvelle hôte, chaque promastigote s’accroche à un ma-

crophage à l’aide de ses flagelles, il est alors capturé vivant par la cellule sous l’action

de phagocytose du macrophage. Une fois à l’intérieur, il se transforme à nouveau dans

la forme la plus petite l’amastigote. Comme amastigote L. donovani peut seulement se
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reproduire à l’intérieur d’une cellule et les amastigotes se multiplient dans la partie la

plus hostile du macrophage, à l’intérieur des organites phagolysome, dont ils peuvent

empêcher la réponse défensive normale. Lorsqu’ils se sont reproduit jusqu’à un certain ni-

veau, L.donovani détruit la cellule hôte sous l’effet de pression de la masse des parasites.

La cellule fille des protozoaires migre alors par la circulation sanguine pour trouver de

nouveaux macrophages hôtes, à ce moment L. donovani provoque une infection et s’étend

à tous les organes de l’hôte, en particulier à la rate et le foie.

Figure 1.4 – Cycle parasitaire
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1.5 La transmission

1.5.1 Vectorielle

C’est la plus importante, la présence du phlébotome conditionnant la répartition de

la maladie.

Figure 1.5 – Transmission

1.5.2 Les autres modes

Chez les toxicomanes la transmission par échange de seringues a été démontré. Les

voies transfusionelles et congénitales jouent un rôle minime.

1.6 La répartition géographique

Cette maladie est répandue dans les zones intertropicales et tempérées chaudes, si-

gnalées dans 88 pays répartis en 5 foyers :

méditérranéen, chinois, indien, africain et sud-américain.
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Figure 1.6 – Répartition géographique

1.7 Le diagnostic de la leishmaniose

Le vétérinaire va suspecter la leishmaniose lors de la présence de plusieurs symptômes

et à condition que le chien vive ou ait séjourné dans les régions à risque. Ce diagnostic est

parfois difficile car les signes de la maladie sont trés variés et parfois discrets. Plusieurs

examens sanguins permettent de confirmer le diagnostic. Dans certains cas complexes,

des analyses de la peau ou de moelle osseuse permettent de mettre en évidence le parasite

[38].
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1.8 Le traitement de la leishmaniose :

Il existe un traitement spécifique pour cette maladie qui est réalisé sous forme d’injec-

tions, associé à la prise des comprimés. La durée du traitement est variable d’un chien à

l’autre, il dure souvent trés longtemps (12 mois minimum et parfois à vie), ce traitement

est parfois mal supporté par le chien et doit être interrompu.

Le chien doit être suivi régulièrement par le vétérinaire traitant.

La lutte contre les insectes par des bombes ou des diffuseurs permet de les éviter.

Même si le risque de piqûre n’est pas totalement supprimé, il est conseillé d’utiliser le col-

lier scalibor ou des pipettes d’Advantix, produits efficaces contre les phlébotomes, pour

les chiens qui vivent et séjournent dans les régions à risque [39].

Figure 1.7 – Collier Scalibor



Chapitre 2

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous exposons les outils mathématiques dont nous aurons besoin

dans la suite de cette thèse.

2.1 Rayon spectral

Définition 2.1.1 ([41])

Soit T un opérateur dans un espace de Banach de dimension finie X (i.e T est une matrice

carée). Alors l’ensemble σ(T ) est compact et il est composé des valeurs propres de T .

Définition 2.1.2

Soit M une matrice carrée à coefficients complexes, on appelle rayon spectral de M , et

on note par ρ(M) le plus grand module des valeurs propres de M .

Définition 2.1.3 ([41])

Le rayon spectral ρ(M) d’une matrice M est le nombre

ρ(M) = max{|λ|, λ ∈ σ(M)}.

Définition 2.1.4 ([35])

Soient Ω un ouvert de IR tel que 0 ∈ Ω et V : Ω → IR une fonction différentiable de

classe C1 sur Ω \ {0},

1. V est dite définie positive si :

18



2.2 Théorème des fonctions implicites 19

(i) V (0) = 0, et

(ii) V (u) > 0 pour u ∈ Ω \ {0}.

2. V est dite définie négative, si −V est définie positive.

3. V est dite semi-définie positive si :

(i) V (0) = 0, et

(ii) V (u) ≥ 0 pour tout u ∈ U .

4. V est dite semi-définie négative si −V est semi-définie positive.

2.2 Théorème des fonctions implicites

Le théorème des fonctions implicites est l’un des outils analytiques les plus importants

pour la solution d’un problème non linéaire

F (x, y) = 0. (2.1)

où F : U × V → Z est une application, U ⊂ X et V ⊂ Y sont des ensembles ouverts , et

X, Y et Z sont des espaces de Banach réels, il s’énnonce comme suit :

Théorème 2.2.1 ([30])

Soit (x0, y0) ∈ U×V une solution de (2.1) telle que la dérivée de Fréchet de F par rapport

à x en (x0, y0) est bijective, i.e

F (x0, y0) = 0,

DxF (x0, y0) : X → Z est borné

avec un inverse borné (théorème de Banach).

(2.2)

Supposons aussi que F et DxF sont continues :

F ∈ C(U × V, Z),

DxF ∈ C(U × V, L(X,Z)),
(2.3)
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où L(X,Z) désigne l’espace de Banach des opérateurs linéaires bornés de X dans Z muni

de la norme de l’opérateur.

Alors il existe un voisinege U1 × V1 dans U × V de (x0, y0) et une application f : V1 →

U1 ⊂ X tel que :

f(y0) = x0,

F (f(y), y) = 0 ∀y ∈ V1

(2.4)

De plus, f est continue sur V1 :

f ∈ C(V1, X). (2.5)

Enfin, chaque solution de (2.1) dans U1 × V1 est de la forme (f(y), y).

Pour la preuve voir [19]. En particulier, si

DxF (x0, y0) : X → Z est non bijective. (2.6)

La théorie de bifurcation peut être décrite brièvement par l’étude du problème (2.1) dans

un voisinage de (x0, y0) où (2.6) est vérifiée.

2.3 La méthode de Lyapunov-Schmidt

La méthode de Lyapunov-Schmidt décrit la réduction de problème (2.1) à un problème

ayant seulement comme dimension autant que celui obtenu de (2.6). Pour être plus précis,

nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 2.3.1

Soient X et Z deux espaces de Banach, U ⊂ X est un ouvert, une application continue

F : U → Z est dite opérateur non-linéaire de Fredholm si elle est Fréchet différentiable

sur U et si DF (x) vérifie :

– dimN(DF (x)) <∞, où N(DF (x)) est le noyau de DF (x) .

– co dimR(DF (x)) <∞, où R(DF (x)) est l’image de DF (x).

– R(DF (x)) est fermé dans Z.
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L’entier dimN(DF (x))− co dimR(DF (x)) est appelé l’indice de Fredholm de DF (x).

Nous considérons maintenant F : U × V → Z, U ⊂ X, V ⊂ Y , où

F (x0, y0) = 0, (x0, y0) ∈ U × V,

F ∈ C(U × V, Z),

DxF ∈ C(U × V, L(X,Z))(voir (2.3)).

(2.7)

Nous supposons que pour y = y0 l’application F soit un opérateur non-linéaire de Fred-

holm par rapport à x ; i.e F (., y0) : U → Z satisfait la définition (2.3.1). En particulier,

observons que les espaces N et Z0 définis ci-dessous sont de dimension finie.

Ainsi, il existe des sous espaces complémentaires fermés dans les espaces de Banach X et

Z tels que

X = N(DxF (x0, y0))
⊕

X0,

Z = R(DxF (x0, y0))
⊕

Z0

(2.8)

(voir [22], p.553). A partir de ces décompositions, on défini les projections suivantes

P : X → N = N(DxF (x0, y0)),

Q : Z → Z0,
(2.9)

Par le théorème du graphe fermé (voir [51]), ces projections sont continues.

Puis, on obtient le théorème suivant

Théorème 2.3.1 ([30])

Il existe un voisinage U2 × V2 de (x0, y0) dans U × V ⊂ X × Y tel que le problème

F (x, y) = 0 pour (x, y) ∈ U2 × V2 (2.10)

est équivalent à un problème de dimension finie

Φ(υ, y) = 0 pour (υ, y) ∈ Ũ2 × V2 ⊂ N × Y, où

Φ : Ũ2 × V2 → Z0 est continue,

et Φ(υ0, y0) = 0, (υ0, y0) ∈ Ũ2 × V2.

(2.11)
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La fonction Φ, appelée la fonction de bifurcation, est donnée par

Φ(υ, y) ≡ QF (υ + Ψ(υ, y), y),

où Ψ : Ũ2 × V2 → W2 ⊂ X0.

Corollaire 2.3.1 ([30])

Dans la notation du théorème (2.3.1), si F ∈ C1(U × V, Z), alors Ψ ∈ C1(Ũ2 × V2, X0),

Φ ∈ C1(Ũ2 × V2, Z0), et

Ψ(υ0, y0) = w0,

DυΨ(υ0, y0) = 0 ∈ L(N,X0),

DυΦ(υ0, y0) = 0 ∈ L(N,Z0).

(2.12)

2.4 Sur les équations différentielles

2.4.1 Les équations différentielles ordinaires

Soit Ω ⊂ R1+n un ensemble ouvert connexe. Nous noterons les points dans Ω par (t, x)

où t ∈ R et x ∈ Rn. Soit f : Ω→ Rn une fonction continue.

A partir d’un point initial (t0, x0) ∈ Ω, nous souhaitons construire une solution unique au

problème à valeurs initiales :  x′ = f(t, x),

x(t0) = x0,
(2.13)

Pour cela, x(t) doit être une fonction de classe C1 sur un certain intervalle I ⊂ R contenant

l’instant initial t0 à valeurs dans Rn tel que la courbe de solution satisfait

{(t, x(t)) : t ∈ I} ⊂ Ω.

Une telle solution est appelée solution locale lorsque I 6= R. Lorsque I = R, la solution

est appelée globale.
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Le théorème d’existence de Cauchy-Peano

Théorème 2.4.1 ((Cauchy-Peano)[46])

Si f : Ω → Rn est continue. Alors pour chaque point (t0, x0) ∈ Ω le problème à valeurs

initiale (2.13) a une solution locale.

Le théorème d’existence de Picard

L’échec de l’unicité peut être corrigé en plaçant une restriction supplémentaire sur le

champ de vecteurs f . Les définitions suivantes introduisent cette propriété clé.

Définition 2.4.1 ([46])

Soient S ⊂ Rm et f : S → Rn.

La fonction f est dite continument Lipschitzienne sur S s’il existe une constante C > 0

tel que

‖f(x1)− f(x2)‖Rn ≤ C‖x1 − x2‖Rm ,

pour tous x1, x2 ∈ S.

Définition 2.4.2 ([46])

Soit Ω ⊂ R1+n un ensemble ouvert. Une fonction continue (t, x) 7→ f(t, x) de Ω à Rn est

dite localement Lipschitzienne en x si pour tout compact K ⊂ Ω, il existe une constante

CK > 0 telle que

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ CK‖x1 − x2‖,

pour chaque (t, x1), (t, x2) ∈ K. S’il existe une constante pour laquelle l’inégalité est sa-

tisfaite pour tout (t, x1), (t, x2) ∈ Ω, alors f est continument Lipschitzienne en x.

Lemme 2.4.1 ([46])

Si f : Ω→ Rn est de classe C1, alors elle est localement Lipschitzienne en x.

Théorème 2.4.2 ((Picard)[46])

Soit Ω ⊂ R1+n un ouvert. Supposons que f : Ω → Rn est continue et que f(t, x) est

continument localement Lipschitzienne en x. Soit K ⊂ Ω un ensemble quelconque compact.
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Alors il existe δ > 0 tel que pour tout (t0, x0) ∈ K, le problème à valeurs initiale (2.13) a

une unique solution définie sur l’intervalle |t− t0| < δ.

Théorème 2.4.3 ((Unicité) [46])

Supposons que f : Ω→ Rn satisfait les hypothèses du théorème de Picard. Pour j = 1, 2,

soit xj(t) les solutions de x′(t) = f(t, x(t)) dans un intervalle Ij. S’il existe un point

t0 ∈ I1 ∩ I2 tel que x1(t0) = x2(t0), alors x1(t) = x2(t) sur l’intervalle I1 ∩ I2. En outre,

la fonction

x(t) =

 x1(t), t ∈ I1

x2(t), t ∈ I2

définit une solution sur l’intervalle I1 ∪ I2.

2.4.2 Stabilité des équilibres

Soit Ω = R × O pour certain ensemble ouvert O ⊂ Rn et supposons que f : Ω → Rn

satisfait les hypothèses du théorème de Picard.

Définition 2.4.3

Un point x̄ ∈ O est appelé un point d’équilibre (point singulier ou point critique) si

f(t, x̄) = 0 pour tout t ∈ R.

Soit l’équation différentielle

ẋ = f(x), (2.14)

où f : Ω ⊂ IRn → IRn est une fonction de classe C1. Soit x∗ un point d’équilibre de

l’équation (2.14).

Définition 2.4.4 ([10])

L’équilibre x∗ de (2.14) est dit stable si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour toute

solution x(t) de (2.14) on a

‖x(0)− x∗‖ < η ⇒ ∀t ≥ 0, ‖x(t)− x∗‖ < ε.
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Définition 2.4.5 ([10])

L’équilibre x∗ de (2.14) est dit instable, s’il existe ε > 0, pour tout η > 0, tel qu’il existe

une solution x(t) de (2.14) vérifiant

‖x(0)− x∗‖ < η ⇒ ∀t ≥ 0, ‖x(t)− x∗‖ ≥ ε.

Définition 2.4.6 ([10])

L’équilibre x∗ de (2.14) est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe r > 0

tel que pour toute solution x(t) de (2.14) on a

‖x(0)− x∗‖ < r ⇒ lim
t→∞
‖x(t)− x∗‖ = 0.

Cas d’un système linéaire

Considérons le système linéaire

ẋ = Ax, (2.15)

où A est une matrice carrée d’ordre n. Soient λ1, · · · , λs (avec s = 1, ..., n) les valeurs

propres de la matrice A et x∗ le point d’équilibre du système linéaire (2.15).

Théorème 2.4.4 ([10])

(i) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou négatives

alors l’équilibre x∗ est stable.

(ii) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives

alors l’équilibre x∗ est asymptotiquement stable.

(iii) Si l’une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors l’équilibre x∗

est instable.

Considérons le système (2.14), on note par Jf (x
∗) :=

∂f

∂x
(x∗), la matrice jacobienne de f

évaluée au point x∗.

Le système linéaire

ẋ = Ax, (2.16)

où A = Jf (x) s’appelle le linéarisé ou l’approximation linéaire du système non linéaire
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(2.14) en x∗.

L’étude de la stabilité de l’origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser

la stabilité de l’équilibre x∗ de (2.14). Plus précisément on a :

Théorème 2.4.5 ([10])

1. Si x = 0 est asymptotiquement stable (c’est à dire si toutes les valeurs propres sont

de partie réelle strictement négative) pour (2.16) alors x∗ l’est pour (2.14).

2. Si x = 0 est instable (c’est à dire qu’il existe au moins une valeur propre de partie

réelle strictement positive) pour (2.16) alors x∗ est instable pour (2.14).

3. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x∗ pour (2.14).

2.5 Stabilité au sens de Lyapunov

1. Stabilité des équilibres

Soit l’équation différentielle

ẋ = f(x), (2.17)

où f : Ω → IRn est une fonction donnée, et Ω un ouvert de IRn tel que 0 ∈ Ω, et

f(0) = 0.

Soient x∗ = 0 un point d’équilibre de (2.17), et V : Ω → IR une fonction définie

dans un voisinage Ω de l’origine et admettant des dérivées partielles continues.

On note par

V̇ (x) =
∂V

∂x
(x).f(x) =

i=n∑
i=1

∂V

∂xi
(x).fi(x),

la dérivée de la fonction V dans la direction du champ de vecteurs f [11]. Cette

dérivée s’appelle aussi la dérivée de Lie ([11]) de V et se note LfV . Pour toute

solution x(t) de (2.17) on a

d

dt
V (x(t)) = V̇ (x(t)).
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Théorème 2.5.1 (Stabilité au sens de Lyapunov [11])

L’origine du système (2.17) est stable au sens de Lyapunov s’il existe une fonction

V (x) telle que :

(i) V (x) est définie positive,

(ii) V ′(x) est semi-définie négative.

Une telle fonction est dite fonction de Lyapunov

Preuve. Puisque V est définie positive dans Ω, il existe une sphère de rayon r > 0

contenue dans Ω telle que

V (x) > 0 pour x 6= 0 et |x| < r,

V̇ (x) ≤ 0 pour |x| ≤ r.

Soit x la solution de l’équation différentielle ẋ = f(x) pour x(0) = x0, (f est

supposée localement lipschitzienne), alors par le théorème de Chauchy-Lipschitz, la

solution existe pour 0 ≤ t < t∗ avec t∗ > 0. Cette solution peut être continue pour

t ≥ t∗, et on note par t1 la plus grande valeur de t pour laquelle la solution existe.

Il y a deux possibilités, soit t1 =∞ ou bien t1 <∞.

On peut montrer pour |x0| suffisamment petit que t1 =∞.

En effet, par la définition de la dérivée

dV

dt
(x(t)) = V̇ (x(t)) pour 0 ≤ t < t1.

On peut intégrer cette équation, ce qui donne

V (x(t))− V (x0) =

∫ t

0

V̇ (x(s))ds ≤ 0,

puisque V̇ est définie négative. Ceci veut dire que 0 < V (x(t)) ≤ V (x0) pour

0 ≤ t < t1.

Soit ε telle que 0 < ε ≤ r, et soit S la sphère fermée avec un rayon intérieur ε et un
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rayon extérieur r. Par continuité de V , et puisque S est fermée, µ = minx∈S V (x)

existe et il est strictement positif. Puisque V (x) → 0 quand |x| → 0, on peut

choisir δ avec 0 < δ < µ telle que pour |x0| ≤ δ, on ait V (x0) < µ alors que

0 < V (x(t)) ≤ V (x0) < µ pour 0 ≤ t < t1. Puisque µ est la valeur minimale de V

dans S, ceci donne |x(t)| < ε pour 0 ≤ t < t1.

S’il existe t2 telle que |x(t2)| = ε, alors quand t = t2 on a aussi, par la définition de

µ, µ ≤ V (x(t2)) < V (x0) < µ, ce qui est impossible. On conclue alors que t1 = ∞.

Ainsi, pour un ε > 0 donné, il y a un δ > 0 telle que pour |x0| < δ, on a |x(t)| < ε

pour t ≥ 0, d’où la stabilité de l’origine est stable au sens de Lyapunov.

Théorème 2.5.2 (Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov [11])

L’origine du système (2.17) est asymptotiquement stable s’il existe une fonction

V (x) telle que :

(i) V (x) est définie positive,

(ii) V ′(x) est définie négative.

2. Ensemble ω−limite

Soit le système autonôme suivant ẋ = f(x),

x(t0) = x0,

où f : Ω → IRn est une fonction de classe C1, Ω un ouvert de IRn, et soit x(t) une

solution définie pour tout t ≥ 0.

L’ensemble ω−limite de x est l’ensemble de tous les points d’accumulation de x(t),

pour t→∞.

ω(x) = {y ∈ IRn : ∃tk ∈ IR : tk → +∞,∃x ∈ C1 : x(tk)→ y}.

Les points de l’ensemble ω−limite ont la propriété que tous leurs voisinages seront

visités par la solution x(t), même après un temps arbitrairement long, (les ensembles
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α−limites sont définis de la même manière mais pour tk → −∞).

L’ensemble ω−limite d’un point x peut être vide.

Théorème 2.5.3 (Lyapunov [27])

Soit ẋ = f(x) un système autonôme définie sur Ω dans IRn, soit V : Ω → IR une

fonction continûment différentiable. Si pour une certaine solution x(t), la dérivée V̇

de la fonction t → V (x(t)) satisfait l’inégalité V̇ ≥ 0, alors ω(x) ∩ Ω est contenu

dans l’ensemble {x ∈ Ω : V̇ (x) = 0}.

Preuve. Si y0 ∈ ω(x)∩Ω, il existe une suite tk →∞ avec x(tk)→ y0. Puisque V̇ ≥ 0

le long de l’orbite de x, on a V̇ (y0) ≥ 0 par continuité, supposons que V̇ (y0) = 0

n’est pas vérifiée alors V̇ (y0) > 0, puisque la valeur de V ne décrôıt jamais le long

de l’orbite de y avec y(0) = y0, ceci implique que

V (y(t)) > V (y0) pour t > 0. (2.18)

La fonction V (x(t)) est aussi strictement croissante, puisque V est continue, V (x(tk))

converge vers V (y0) alors

V (x(t)) ≤ V (y0), (2.19)

pour tout t ∈ IR, de x(tk)→ y0 il s’en suit que x(tk + t)→ y(t) d’où

V (x(tk + t)) > V (y(t)),

Donc par (2.18)

V (x(tk + t)) > V (y0).

pour k suffisamment grand, c’est une contradiction avec (2.19).

Théorème 2.5.4 (Castillo-Chavez)

On considère le système d’équations differentielles ordinaires avec un paramètre φ

dx

dt
= f(x, φ), f : Rn ×R −→ Rn; f ∈ C2(Rn ×R).
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0 est un point d’équilibre, et on a pour toute valeur de φ,

f(0, φ) = 0.

Soit les hypothèses :

A1 : A = Dxf(0, 0) = ( ∂fi
∂xj

(0, 0)), 0 est une valeur propre de A et les autres va-

leurs propres sont à parties reèlles négatives.

A2 : La matrice A admet un vecteur propre W non négatif à droite de 0, et un

vecteur propre V non négatif à gauche de 0.

Soient fk les équations correspondantes au système et

a =
n∑

k,i,j=1

VkWiWj
∂2fk
∂xi∂xj

(0, 0),

b =
n∑

k,i=1

VkWi
∂2fk
∂xi∂C

(0, 0).

La stabilité locale du système autour de 0 est déterminée par le signe de a et b,

a < 0, b > 0 donc le point est localement asymptotiquement stable.

2.5.1 Les équations différentielles impulsives

Notions de base sur les équations différentielles impulsives

Dans cette partie, on introduit les définitions de base et les théorèmes d’équations

différentielles impulsives. Les références [4], [2] et [34] sont très riches en détail sur

ce thème.

Les équations différentielles avec impulsions [52]
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Prenons un processus d’évolution décrit par

– (i) un système d’équations différentielles

x′ = f(t, x) (2.20)

où f : R+ × Ω→ Rn, Ω ⊂ Rn est un ensemble ouvert et R+ la demie ligne réelle

positive,

– (ii) Les ensembles M(t), N(t) ⊂ Ω pour chaque t ∈ R+,

– (iii) L’operateur A(t) : M(t)→ N(t) pour chaque t ∈ R+.

Soit x(t) = x(t, t0, x0) toute solution de (2.20) à partir de (t0, x0). Le processus

se déroule comme suit : le point Pt = (t, x(t)) commence du point de départ

Pt0 = (t0, x0) et se déplace le long de la courbe {(t, x) : t = t0, x = x(t)} jus-

qu’à l’instant t1 > t0, au cours du quel le point Pt rencontre l’ensemble M(t).

En t = t1, l’opérateur A(t) transfère le point au Pt+1 = (t1, x
+
1 ) ∈ N(t1), où

x+
1 = A(t1)x(t1). Ensuite, le point Pt continue son mouvement le long de la courbe

de x(t) = x(t, t1, x
+
1 ) en tant que solution de (2.20) à partir de Pt1 = (t1, x

+
1 ) jusqu’à

ce qu’il atteigne l’ensemble M(t) une deuxième fois à un instant appelé t2 > t1.

Puis, le point Pt2 = (t2, x(t2)) est transféré au point Pt+2 = (t2, x
+
2 ) ∈ N(t2), où

x+
2 = A(t2)x(t2). Comme précédemment, le point Pt continue à aller de l’avant avec

X(t) = x(t, t2, x
+
2 ) comme solution de (2.20) à partir de (t2, x

+
2 ). Ainsi, le processus

d’évolution continue vers l’avant tant que la solution de (2.20) existe.

On appelle l’ensemble des relations (i), (ii), et (iii), qui caractérisent le processus

d’évolution ci-dessus, un système différentiel impulsif. La courbe décrite par le point

Pt est appelée la courbe intégrale, et la fonction x = x(t), qui définit cette courbe

est une solution du système.

Les instants t = tk pour lesquels le point Pt touche l’ensemble M(t) sont ap-

pelés les instants de l’effet impulsif. Nous supposerons que la solution x(t) du

système différentiel impulsif est continue à gauche en tk, k = 1, 2, ... , soit x(t−k ) =

limh→0+ x(tk − h) = x(tk).
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Soit l’ensemble M(t) = {Mk = (tk, x), x ∈ Ω, k ∈ N∗} représente une suite de plans,

où t1 < t2 < ... < tk < ... et limk→+∞ tk = +∞.

Soit Ak l’opérateur définit par

Ak : Ω→ Ω, x 7→ Akx = x+ Ik(x),

où Ik : Ω→ Ω. Par conséquent, l’ensemble N(t) est également défini pour t = tk et

N(k) = A(k)M(k). Avec ce choix de M (t), N (t) et A (t), un modèle mathématique

d’un système impulsif simple dans lequel les impulsions se produisent à des instants

fixes peut être décrit par

x′ = f(t, x), t 6= tk k ∈ N,

∆x = Ik(x), t = tk,
(2.21)

où ∆x(tk) = x(t+k )− x(tk) et x(t+k ) = limh→0+ x(tk + h).

On voit immédiatement que toute solution x(t) de (2.21) satisfait

– (i) x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ (tk, tk+1],

– (ii) ∆x(tk) = Ik(x(tk)) , t = tk, k ∈ N

Existence et unicité des solutions[52]

Soit Ω ⊂ Rn un ensemble ouvert et f : R× Ω→ Rn, Ik : Ω→ Rn,(t0, x0) ∈ R× Ω,

et α < β. Supposons que pour chaque k ∈ Z,

τk < τk+1, lim
k→±∞

τk = ±∞.

On considére l’équation différentielle impulsive avec des moments fixes

x′ = f(t, x), t 6= τk,

∆x = Ik(x), t = τk, k = 1, 2, ...
(2.22)

avec la condition initiale

x(t+0 ) = x0 (2.23)
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Définition 2.5.1

Une fonction ϕ : (α, β)→ Rn est une solution de (2.22) si :

(a) (t, ϕ(t)) ∈ R× Ω pour t ∈ (α, β),

(b) pour t ∈ (α, β), t 6= τk, k ≥ 1, la fonction ϕ(t) est différentiable et
dϕ

dt
=

f(t, ϕ(t))

(c) la fonction ϕ(t) est continue à gauche dans (α, β) et si t ∈ (α, β), t = τk et

t 6= β, alors ϕ(t+) = ϕ(t) + Ik(ϕ(t)) et pour chaque j ≥ 1 et certain δ > 0,

s 6= τj pour t < s < t+ δ.

Définition 2.5.2

Chaque solution ϕ(t) de (2.22) qui est définie dans un intervalle (t0, β) et satisfait

la condition ϕ(t+0 ) = x0 est dite une solution du problème à valeurs initiale (2.22),

(2.23).

Si le problème à valeurs initiales (2.22), (2.23) a une solution unique, nous noterons

cette solution par x(t; t0, x0).

Théorème 2.5.5 ([34])

Supposons que la fonction f : R×Ω→ Rn est continue dans les ensembles (τk, τk+1]×

Ω, (k ∈ Z), et pour tout k ∈ Z et x ∈ Ω, il existe une limite finie de f(t, y) quand

(t, y)→ (τk, x), t > τk. Alors , pour chaque (t0, x0) ∈ R× Ω, il existe β > t0 et une

solution x : (t0, β)→ Rn du problème à valeurs initiales (2.22), (2.23).

Si, en outre, la fonction f est localement Lipschitzienne par rapport à x dans R×Ω,

alors cette solution est unique.



Chapitre 3

Etude d’un modèle mathématique

sur la Leishmaniose viscérale

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’est intéressé à un modèle de Leishmaniose Viscérale zoo-

notique (ZVL) developpé dans [15]et [23]. On va étudier la dynamique locale, il

sera possible d’obtenir la stabilité asymptotique locale du point d’équilibre sans

maladie et le point d’équilibre endémique lorsque la population totale des chiens

est constante. On considère le modèle proposé dans [15] où la population totale

des chiens D est divisée en deux catégories : des chiens toujours infectieux (qui

deviennent infectieux) et des chiens jamais infectés. Les chiens toujours infectieux

peuvent être non infectés S, latents (infectés mais pas infectieux L), ou infectieux

I, les chiens jamais infectieux ne sont pas infectés R ou infectés Q. Le modèle

épidémiologique qu’on va étudier est donné par le système d’équations differentielles

34
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suivant : 

dS
dt

= αβD − CIS
D
− δS,

dL
dt

= CIS
D
− (σ + δ)L,

dI
dt

= σL− δI,

dR
dt

= (1− α) βD − CIR
D
− δR,

dQ
dt

= CIR
D
− δQ

(3.1)

avec les conditions initiales

S(0) ≥ 0, L(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0, R(0) ≥ 0, Q(0) ≥ 0. (3.2)

Les paramètres α, β, δ, C et σ sont positifs, d’où α est la proportion des chiens

qui naissent susceptibles, β est le taux de natalité des chiens, C est la capacité

vectorielle, δ est le taux de mortalité des chiens et σ est le taux des individus

exposés qui deviennent infectés.

3.2 Existence, positivité et bornitude

3.2.1 Existence

Soit u = (S, L, I, R,Q)T . Le système(3.1) devient u′(t) = g(u(t)),

u(0) = (S0, L0, I0, R0, Q0)T ,
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avec

g(u) =



αβD − CIS
D
− δS

CIS
D
− (σ + δ)L

σL− δI

(1− α) βD − CIR
D
− δR

CIR
D
− δQ



.

La fonction g est localement Lipschitzienne, d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz,

l’existence locale des solutions est assurée.

3.2.2 Positivité

Puisque le second membre des équations du système (3.1) sont des polynomes, alors

le système (3.1) est quasipositif, si la condition

u ≥ 0, uk = 0⇒ gk(u) ≥ 0,

où g = (g1, . . . , gk) pour tout k = 1, . . . , 5. Donc les solutions de (3.1), (3.2) avec

condition initiale u(0) ∈ R5
+ restent dans R5

+ pour tout t positif.

3.2.3 Bornitude

Tout d’abord, on montre que la solution de système (3.1) est bornée.

Soit (S(t), L(t), I(t), R(t), Q(t)) la solution de (3.1) avec conditions initiale (3.2), et

[0, T ) l’intervalle maximale d’existence de solution.

On pose

D(t) = S(t) + L(t) + I(t) +R(t) +Q(t),
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alors
dD

dt
=
dS

dt
+
dL

dt
+
dI

dt
+
dR

dt
+
dQ

dt
.

On obtient
dD

dt
= (β − δ)D(t).

Donc, on a

D(t) = D(0)e(β−δ)t.

Pour β ≤ δ, il s’ensuit que la population totale des chiens est bornée et 0 < D(t) ≤

D(0).

3.3 Taux de reproduction de base

On note par f le taux d’apparition des nouveaux infectés dans chaque comparti-

ment, et v le taux de transfert des individus qui entrent et qui sortent dans chaque

compartiment.

Les compartiments infectés sont L et I.

Donc,

f(L, I) =

 CIS
D

0


et

v(L, I) =

 −(σ + δ)L

σL− δI

 .

On note par F and V les jacobiennes de f et v par rapport à (L, I), alors on a

F (E∗) =

 0 CS∗

D

0 0


et

V (E∗) =

 −(σ + δ) 0

σ −δ

 .
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Le taux de reproduction de base est défini par R0 = ρ(−FV −1(E∗)), où E∗ est le

point d’équilibre endemique.

Ainsi,

−FV −1(E∗) =

 Cαβσ
δ2(σ+δ)

Cαβ
δ2

0 0

 .

Par conséquent, R0 est donné par

R0 =
Cαβσ

δ2(σ + δ)
.

3.4 Les points d’équilibres

Dans ce qui suit, on suppose que β = δ, voir que la population totaleD est constante.

Alors le système(3.1) devient



dS
dt

= αδD − CIS
D
− δS,

dL
dt

= CIS
D
− (σ + δ)L,

dI
dt

= σL− δI,

dR
dt

= (1− α) δD − CIR
D
− δR,

dQ
dt

= CIR
D
− δQ.

(3.3)

Théorème 3.4.1

On pose β = δ. Alors le système (3.3) admet un unique point d’équilibre trivial

Ef = (αD, 0, 0, (1−α)D, 0) appelé le point d’équilibre sans maladie. En outre, pour

R0 > 1, le système (3.3) admet un autre point d’équilibre E∗ qui est appelé un point

d’équilibre endémique.
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Preuve:

Selon le système (3.3), les points d’équilibres satisfont



αδD − CIS
D
− δS = 0,

CIS
D
− (σ + δ)L = 0,

σL− δI = 0,

(1− α) δD − CIR
D
− δR = 0,

CIR
D
− δQ = 0.

(i) Pour I = 0, le point d’équilibre sans maladie est donné par :

Ef =
(
S0, L0, I0, R0, Q0

)
= (αD, 0, 0, (1− α)D, 0).

Cet équilibre correspond à un état dans lequel il n’y a pas de chiens infectieux et

donc une éradication complète de la maladie.

(ii) Pour I 6= 0, on montre que le système (3.3) admet un autre point d’équilibre

qui est un point d’équilibre endémique donné par : (S∗, L∗, I∗, R∗, Q∗)

=
(
δD(σ+δ)
Cσ

, αδD
σ+δ
− δ2D

σC
, σαβD
δ(σ+δ)

− δD
C
, (1− α)Dδ(σ+δ)

Cασ
, (1− α)(D − Dδ(σ+δ)

Cασ
)
)

si Cασ
δ(σ+δ)

>

1, correspond à R0 > 1. Donc, le système (3.3) a un point d’équilibre endémique

E∗=(S∗, L∗, I∗, R∗, Q∗) si R0 > 1.

�

3.5 Etude de la stabilité locale des points d’équilibres

Pour examiner la stabilité asymptotique locale de ces points d’équilibres on calcule

leurs linéarisations, on fait l’étude pour R0 < 1 et R0 > 1.



40 Etude d’un modèle mathématique sur la Leishmaniose viscérale

Théorème 3.5.1

Pour le système (3.3)

(i) Si R0 < 1, le point d’équilibre sans maladie Ef est localement asymptotiquement

stable. Si R0 > 1, alors Ef est instable.

(ii) Si R0 > 1, alors E∗ est localement asymptotiquement stable.

Preuve:

La matrice de linéarisation du système (3.3) est

J(S,L,I,R,Q) =



−CI
D
− δ 0 −CS

D
0 0

CI
D

− (σ + δ) CS
D

0 0

0 σ −δ 0 0

0 0 −CR
D
−CI

D
− δ 0

0 0 CR
D

CI
D

−δ



.

(i) Au point d’équilibre sans maladie Ef = (S0, L0, I0, R0, Q0), on obtient la matrice

jacobienne

J (Ef ) =



−δ 0 −Cα 0 0

0 − (σ + δ) Cα 0 0

0 σ −δ 0 0

0 0 −(1− α)C −δ 0

0 0 (1− α)C 0 −δ



.
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L’équation caractéristique au point Ef est donnée par

(−δ − λ)3[λ2 + (2δ + σ)λ+ σδ + δ2 − σCα] = 0.

La valeur propre λ = −δ est de multiplicité 3, on a

λ1 + λ2 = −σ − 2δ < 0, et

λ1λ2 = σδ + δ2 − σCα = δ(σ + δ)(1−R0).

Alors les cinq valeurs propres de la jacobienne J (Ef ) sont négatives si R0 <

1. Donc le point d’équilibre sans infection Ef est localement asymptotiquement

stable.

Pour R0 > 1, il existe une valeur propre positive, donc le point d’équilibre sans

maladie Ef est instable.

Ce modèle à un paramètre de seuil, connu sous le nom du taux de reproduction de

baseR0, tel que siR0 < 1, alors le point d’équilibre sans maladie Ef est localement

asymptotiquement stable, et la maladie ne peut pas envahir la population, par

contre siR0 > 1, alors le point d’équilibre Ef est instable et l’invasion est possible.

(ii) La matrice jacobienne du système (3.3) au point E∗ = (S∗, L∗, I∗, R∗, Q∗) est

J (E∗) =



−CI∗

D
− δ 0 −CS∗

D
0 0

CI∗

D
− (σ + δ) CS∗

D
0 0

0 σ −δ 0 0

0 0 −CR∗

D
−CI∗

D
− δ 0

0 0 CR∗

D
CI∗

D
−δ



.
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L’équation caractéristique au point E∗ est donnée par :

(λ+δ)(
CI∗

D
+δ+λ)[λ3+(

Cασ

σ + δ
+2δ+σ)λ2+

2δ + σ

σ + δ
Cασλ+Cαδσ−δ2 (σ + δ)] = 0.

D’après les conditions du critère de Routh-hurwitz, on a

a1 = Cασ
σ+δ

+ 2δ + σ > 0,

a2 = 2δ+σ
σ+δ

Cασ > (2δ + σ)δ > 0,

a3 = Cαδσ − δ2 (σ + δ) > 0,

et

a1a2 − a3 > [Cασ
σ+δ

+ 2δ + σ](2δ + σ)δ − Cαδσ + δ2 (σ + δ) ,

> Cαδσ(δ+δ+σ)
σ+δ

+ δ(2δ + σ)2 − Cαδσ + δ2(σ + δ),

> δ2Cασ
(σ+δ)

+ δ(2δ + σ)2 + δ2(σ + δ).

Alors a1a2 − a3 > 0. Donc, le point d’équilibre endémique E∗ est localement

asymptotiquement stable si il est biologiquement significatif, i.e. si R0 > 1.

�

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a étudié un modèle mathématique sur la Leishmaniose cité dans

[15], on a analysé la stabilité des points d’équilibres sans maladie et endémique par

rapport au taux de reproduction de base R0 dans le cas δ = β.

Il est important de voir la stabilité globale et des simulations numériques pour

illustrer les résultats obtenus.



Chapitre 4

Analyse d’un modèle

mathématique sur la Leishmaniose

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier un modèle mathématique sur la Leishmaniose

viscérale zoonotique (ZVL), le modèle est inspiré de, [15] et [23]. La leishmaniose

viscérale zoonotique (ZVL) est causée par Leishmania infantum est une maladie

des humains et des chiens domestiques (le réservoir) transmise par un phlébotome

insecte. Selon l’organisation mondiale de la santé, la leishmaniose est l’une des ma-

ladie qui touche les pays en developpement les plus pauvres, 350 millions des gens

sont considérés à risque de contacter la leishmaniose (voir [50]).

De nombreux travaux ont éxaminés des modèles mathématiques sur ZVL, on peut

citer [15]-[47], où le comportement de l’infection, et la stabilité du point d’équilibre

sans maladie et le point d’équilibre endémique sont étudiés.

Suivant le chapitre précedent et [15], au moment t, on suppose la population des

chiens de taille D(t), elle est divisée en deux catégories, les chiens qui sont toujours

infectieux et les chiens jamais infectés. La catégorie des chiens qui sont toujours

infectieux est divisée en trois compartiments qui sont susceptibles (non infectés),

43
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des chiens latents (infectés mais non infectieux ) et des chiens infectés, avec des

tailles (des nombres) désignées par S(t), L(t) et I(t) respectivement. La catégorie

des chiens non infectés est divisée en deux compartiments qui sont des chiens non

infectés et des chiens infectés, avec des tailles désignées par R(t) et Q(t) respective-

ment (figure 4.1). La somme S(t)+L(t)+ I(t)+R(t)+Q(t) est la population totale

D(t). On suppose que le taux de mortalité naturel δ est le même dans tous les com-

partiments. La proportion α des chiens qui nâıssent susceptibles à la maladie LVZ

est 0 < α < 1. Par conséquent, le flux de naissance dans la classe des susceptibles

est αβD(t) et dans la classe des résistance est (1 − α)βD(t) où β est le taux de

natalité naturel des chiens. Les chiens latents deviennent infectieux et rentrent dans

la classe des infectés avec un taux σ. La force de l’infection est CI(t)/D(t), où C est

la capacité vectorielle de la population des insectes qui transmettent l’infection entre

les chiens. Et de même, elle est notée par CI(t)S(t)/D(t) (resp. CI(t)R(t)/D(t))

pour le contact entre les chiens infectieux et susceptibles (resp. infectieux et non

infectés).

Figure 4.1 – Compartmental model

D’après les hypothèses ci-dessus, on obtient un modèle épidémiologique formé par
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le système d’équations differentielles ordinaires suivantes ([14])



dS
dt

= αβD − CIS
D
− δS,

dL
dt

= CIS
D
− (σ + δ)L,

dI
dt

= σL− δI,

dR
dt

= (1− α) βD − CIR
D
− δR,

dQ
dt

= CIR
D
− δQ

(4.1)

avec les conditions initiales

S(0) ≥ 0, L(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0, R(0) ≥ 0 et Q(0) ≥ 0. (4.2)

D’aprés le système (4.1), la population totale des chiens D(t) = S(t) +L(t) + I(t) +

R(t) +Q(t) peut être déterminée par une équation differentielle dD
dt

= (β − δ)D où

D(t) = D0e
(β−δ)t, avec D0 = D(0).

Donc

lim
t→∞

D(t) =


0 si β < δ,

D0 si β = δ,

∞ si β > δ.

Dans le chapitre précédent, le cas de la population constante (i.e. β = δ), d’après

(4.1) et (4.2) la stabilité locale des points d’équilibres est assurée. Par conséquent,

le point d’équilibre sans maladie Ef = (S0, L0, I0, R0, Q0) = (αD, 0, 0, (1 − α)D, 0)

est localement asymptotiquement stable pour R0(δ) = Cασ
δ(σ+δ)

< 1, et instable pour

R0(δ) > 1.

Pour R0(δ) > 1, il existe un point d’équilibre endémique E∗ = (S∗, L∗, I∗, R∗, Q∗) =(
αD
R0(δ)

, δ
2D(R0(δ)−1)

σC
, δD(R0(δ)−1)

C
, (1−α)D
R0(δ)

, (1−α)D(R0(δ)−1)
R0(δ)

)
qui est localement asympto-
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tiquement stable. Dans ce chapitre, on va étudier la stabilité globale des points

d’équilibre du système (4.1) en construisant une fonction de Lyapunov convenable

et en utilisant le principe de l’invariance de LaSalle quand δ = β. On va encore

analyser le cas critique R0(δ) = 1. Après, on va considérer le cas où β 6= δ.

Des simulations numérique sont données à la fin de ce chapitre pour illustrer nos

résultats.

4.2 Le cas où la population totale est constante

Les résultats sont donnés par les théorèmes 4.2.1 et 4.2.2.

Théorème 4.2.1

Le cas où β = δ. Le système (4.1) admet les points d’équilibres suivants :

– Un point d’équilibre sans maladie Ef = (S0, L0, I0, R0, Q0) = (αD, 0, 0, (1 −

α)D, 0), il existe toujours.

– si R0(δ) > 1, le système (4.1) admet un unique point d’équilibre positif E∗ =

(S∗, L∗, I∗, R∗, Q∗) =
(
αD
R0
, δ

2D(R0−1)
σC

, δD(R0−1)
C

, (1−α)D
R0

, (1−α)D(R0−1)
R0

)
, on l’appelle

encore un point d’équilibre endémique.

Théorème 4.2.2

Soit β = δ.

– Si R0(δ) < 1, le point d’équilibre sans maladie (DFE) Ef de (4.1) est localement

asymptotiquement stable. Si R0(δ) > 1, Ef est instable.

– Si R0(δ) > 1, le point d’équilibre endémique E∗ de (4.1) est localement asympto-

tiquement stable.

Les quatres premières équations de (4.1) sont indépendantes de Q, par conséquent la

dernière équation de (4.1) peut être négligée mais sans perdre de généralités. Donc,
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le système (4.1) est réduit à



dS
dt

= αβD − CIS
D
− δS,

dL
dt

= CIS
D
− (σ + δ)L,

dI
dt

= σL− δI,

dR
dt

= (1− α) βD − CIR
D
− δR

(4.3)

avec les conditions initiales

S(0) ≥ 0, L(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0 et R(0) ≥ 0 (4.4)

et

D(t) = D0e
(β−δ)t.

La région d’étude considéré pour (4.3) est donnée par

Γ̃D := {(S, L, I, R) ∈ R4
+\S + L+ I +R ≤ D}.

il est positivement invariant pour chaque solution de (4.3) dans Γ̃D pour tout t ≥ 0.

Soit Ẽf = (S0, 0, 0, R0) et Ẽ∗ = (S∗, L∗, I∗, R∗) les points d’équilibres de (4.3).

4.2.1 L’analyse de la bifurcation

Le cas R0(δ) = 1 correspond à C = C1 = δ(σ+δ)
ασ

.

Démontrer la bifurcation pour R0(δ) = 1, revient à utiliser la méthode de la variété

centre illustrée dans Castillo-Chavez et Song [16].

Pour cette raison, on fait un changement de variable.

Posant x = (x1, x2, x3, x4) sachant que x1 = S, x2 = L, x3 = I, x4 = R.
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D’aprés (4.3), on obtient

dx1

dt
= αβD − Cx3x1

D
− βx1 = f1(x,C),

dx2

dt
= Cx3x1

D
− (σ + β)x2 = f2(x,C),

dx3

dt
= σx2 − βx3 = f3(x,C),

dx4

dt
= (1− α) βD − Cx3x4

D
− βx4 = f4(x,C).

(4.5)

La matrice jacobienne du système (4.3) autour du point d’équilibre sans maladie

pour C = C1 est donnée par

A =



−δ 0 −C1α 0

0 − (σ + δ) C1α 0

0 σ −δ 0

0 0 −(1− α)C1 −δ


.

Les valeurs propres de A sont λ1 = −δ avec multiplicité deux, λ2 = 0 et λ3 = −σ−2δ.

Zéro est une valeur propre simple de A et les autres valeurs propres sont de parties

réelles négatives.

Le vecteur propre à droite W = (w1, w2, w3, w4)T sachant que AW = λ2W (cor-

respond à la valeur propre zéro) est W = (−σ+δ
δ
, 1, σ

δ
,−(1 − α)C1σ

δ2 )T et le vecteur

propre à gauche V = (v1, v2, v3, v4) sachant que V A = λ2V et V.W = 1 est

V = (0, δ
σ+2δ

, δ(σ+δ)
σ(σ+2δ)

, 0).
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Soit

a =
4∑

k,i,j=1

vkwiwj
∂2fk
∂xi∂xj

(αD, 0, 0, (1− α)D,C1)

et

b =
4∑

k,i=1

vkwi
∂2fk
∂xi∂C

(αD, 0, 0, (1− α)D,C1).

Les deuxièmes dérivées partielles de f2 et f3 sont données par

∂2f2

∂x1∂x3

=
C

D
,
∂2f2

∂x2
1

=
∂2f2

∂x1∂x2

=
∂2f2

∂x1∂x4

= 0,

∂2f2

∂x1∂C
=
x3

D
,
∂2f2

∂x2
2

=
∂2f2

∂x1∂x2

=
∂2f2

∂x2∂x3

=
∂2f2

∂x2∂x4

= 0,

∂2f2

∂x3∂x3

=
∂2f2

∂x2
3

=
∂2f2

∂x3∂x4

= 0,
∂2f2

∂x3∂C
=
x1

D
,

∂2f2

∂x4∂x1

=
∂2f2

∂x4∂x2

=
∂2f2

∂x4∂x3

=
∂2f2

∂x2
4

= 0,

∂2f3

∂xi∂xj
= 0, 1 ≤ i, j ≤ 4.

Il suit que

a = v2

4∑
i,j=1

wiwj
∂2f2

∂xi∂xj
(αD, 0, 0, (1− α)D,C1)

+v3

∑4
i,j=1wiwj

∂2f3

∂xi∂xj
(αD, 0, 0, (1− α)D,C1)

= 2v2w1w3
∂2f2

∂x1∂x3
(αD, 0, 0, (1− α)D,C1)

= −2 σ(σ+δ)
δ(σ+2δ)

< 0,

et

b = v2

4∑
i=1

wi
∂2f2

∂xi∂C
(αD, 0, 0, (1− α)D,C1)

+v3

∑4
i=1wi

∂2f3

∂xi∂C
(αD, 0, 0, (1− α)D,C1)

= v2w3
∂2f2

∂x3∂C
(αD, 0, 0, (1− α)D,C1)

= ασ
2δ+σ

> 0.
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Pour a < 0 et b > 0, d’aprés les résultats du théorème 4.1 dans Castillo-Chavez et

Song [16] on déduit le résultat suivant.

Théorème 4.2.3

La bifurcation transcritique autour de R0(δ) = 1.

Quand C traverse C1, le point d’équilibre sans maladie Ẽf change de stabilité de

stable vers instable. Par ailleurs, le point d’équilibre négatif instable Ẽ∗ pour C < C1,

devient positif et localement asymptotiquement stable pour C > C1 (figure 4.2).

Figure 4.2 – Diagramme de bifurcation pour (4.3)

4.2.2 La stabilité globale

Dans cette section, on va étudier la stabilié asymptotique globale du point d’équilibre

sans maladie Ef et le point d’équilibre endémique E∗. On a le théorème suivant :

Théorème 4.2.4

– Si R0(δ) ≤ 1, alors Ẽf est globalement asymptotiquement stable dans Γ̃D.

– Si R0(δ) > 1, alors Ẽ∗ est globalement asymptotiquement stable dans Γ̃D\Λ̃D d’où

Λ̃D = {(S, 0, 0, R) ∈ R4
+\0 ≤ S +R ≤ D}.



4.2 Le cas où la population totale est constante 51

Preuve:

Pour étudier la stabilité globale, on réduit le système (4.3) à
dS
dt

= αδD − CIS
D
− δS,

dL
dt

= CIS
D
− (σ + δ)L,

dI
dt

= σL− δI.

(4.6)

S, L et I sont indépendants de R, on étudie le système (4.6) dans l’ensemble fermé

Ω̃D = {(S, L, I) ∈ R3
+\0 ≤ S + L+ I ≤ D}.

– En utilisant la fonction de Lyapunov, on démontre que le point d’équilibre sans

maladie Ẽf est globalement asymptotiquement stable.

On pose

V1(S, L, I) =
1

2S0
(S − S0)2 + L+

σ + δ

σ
I +

1

2
(S − S0 + L+ I)2.

V1(S, L, I) ≥ 0 et V1(S, L, I) = 0 si et seulement si (S, L, I) = (S0, 0, 0).

Calculons les dérivées de V1, on trouve

dV1

dt
= 1

S0 (S − S0)dS
dt

+ dL
dt

+ σ+δ
σ

dI
dt

+ (S − S0 + L+ I)
(
dS
dt

+ dL
dt

+ dI
dt

)
= 1

S0 (S − S0)
(
αδD − CIS

D
− δS

)
+ CIS

D
− (σ + δ)L

+σ+δ
σ

(σL− βI) + (S − S0 + L+ I) (αδD − δS − δL− δI)

=
(
S−S0

S0

) (
−CIS

D
− δ(S − S0)

)
+ CIS

D
− (σ + δ)L

+σ+δ
σ

(σL− δI)− δ(S − S0 + L+ I)2

= − δ
S0 (S − S0)2 +

(
2S − S2

S0 − S0
)
C
D
I +

(
S0 C

D
− δ σ+δ

σ

)
I − δ(S − S0 + L+ I)2.

On peut montrer que les coefficients du terme I dans la dernière équation sont

négatifs. En effet, sachant que S0 = αD et R0(δ) = Cσα
δ(δ+σ)

, on a S0 C
D
− δ σ+δ

σ
=

Cα(R0(δ)−1)
R0(δ)

, qui est négatif pour R0(δ) ≤ 1. De plus, on a 2S − S2

S0 − S0 ≤ 0 pour

tout S ≥ 0.
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Par conséquent, pour R0(δ) ≤ 1 on a dV1

dt
(S, I, L) ≤ 0 pour tout (S, L, I) ∈ Ω̃D.

Et dV1

dt
= 0 si et seulement si (S, L, I) = (S0, 0, 0).

Alors, le seul ensemble invariant contenant dans Ω̃D est {Ẽf}. Donc, le théorème

de LaSalle implique la convergence des solutions (S, L, I) vers (S0, 0, 0) si les

valeurs initiales sont dans Ω̃D.

On outre, on a

lim
t→+∞

I(t) = 0⇔ ∀ε > 0,∃Aε > 0 sachant que pour t > Aε on a |I(t)| < ε.

Soit ε > 0, d’après la quatrième équation du système (4.3) on a

−(ε
C

D
+ δ)R + (1− α)δD ≤ d

dt
R(t) ≤ −(−εC

D
+ δ)R + (1− α)δD.

Après intégration entre Aε et t on obtient

(1− α)δD

εC
D

+ δ
≤ lim

t→∞
R(t) ≤ (1− α)δD

−εC
D

+ δ

pour tout ε sachant que 0 < ε < D
C
δ. Donc lim

t→∞
R(t) = (1− α)D = R0.

Par conséquent, pour R0(δ) ≤ 1 le point d’équilibre sans maladie Ẽf est globale-

ment asymptotiquement stable dans Γ̃D.

– Soit

V2(S, L, I) = δD
CS∗

(S −S∗−S∗ ln S
S∗

) + δD
CS∗

(L−L∗−L∗ ln L
L∗

) + (I − I∗− I∗ ln I
I∗

)

pour (S, L, I) ∈ Γ̃D\Λ̃D.
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Alors, on a :

dV2

dt
= δD

CS∗
(1− S∗

S
)dS
dt

+ δD
CS∗

(1− L∗

L
)dL
dt

+ (1− I∗

I
)dI
dt

= δD
CS∗

(− δ
S

(S − S∗)2 − CS∗

DS
(I − I∗)(S − S∗)− C

D
(S − S∗)I S−S∗

S
)

+ δD
CS∗

(CIS
D
− (σ + δ)L− L∗

L
CIS
D

+ L∗(σ + δ))

+(σL− δI − I∗

I
σL+ I∗δ)

= δD
CS∗

(− δ
S

(S − S∗)2 + CS∗2

D
I
S
− CS∗2I∗

DS
− C

D
IS − C

D
S∗2 I

S
+ 2C

D
S∗I)

+ δD
CS∗

(C
D
IS − (σ + δ)L− CL∗

D
IS
L

+ L∗(σ + δ))

+σL− δI − I∗

I
σL+ I∗δ

= − δD
CS∗

δ
S

(S − S∗)2 + δI∗ − δS∗I∗

S
− δ

S∗
IS + δI

+ δ
S∗
IS − δD

CS∗
(σ + δ)L− δL∗

S∗
IS
L

+ δD
CS∗

L∗(σ + δ)

+σL− δI − I∗

I
σL+ I∗δ

= − δD
CS∗

δ
S

(S − S∗)2 + 2δI∗ − δS∗I∗

S
+
(
σ − δD

CS∗
(σ + δ)

)
L

− δL∗

S∗
IS
L

+ δD
CS∗

L∗(σ + δ)− I∗

I
σL.

Comme S∗ = Dδ(σ+δ)
Cσ

et L∗ = δ
σ
I∗, on a

dV2

dt
= − σ

σ+δ
δ
S

(S − S∗)2 + 3δI∗ − δS∗I∗

S
− δL∗

S∗
IS
L
− I∗

I
σL

= − σ
σ+δ

δ
S

(S − S∗)2 − δI∗( S
S∗

δ
σ
I
L

+ S∗

S
+ σ

δ
L
I
− 3)

qui est négative si le terme ( S
S∗

δ
σ
I
L

+ S∗

S
+ σ

δ
L
I
− 3) est positif.

Posons u = S∗

S
et v = σ

δ
L
I

et considérons la fonction

h(u, v) = u+ v +
1

vu
− 3.

En calculant la première dérivée de h, on obtient ∂h(u,v)
∂u

= 1 − 1
u2v

et ∂h(u,v)
∂v

=

1− 1
uv2 . De plus ∂h(1,1)

∂u
= 0 et ∂h(1,1)

∂v
= 0, alors (1, 1) est un point critique de h.

La deuxième dérivée de h nous donne, ∂2h(u,v)
∂u∂v

= 1
u2v2 , ∂2h(u,v)

∂u2 = 2
vu3 et ∂2h(u,v)

∂v2 =

2
uv3 .
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On obtient

Hess(h)(1, 1) =

(
∂2h(1, 1)

∂u∂v

)2

− ∂2h(1, 1)

∂u2

∂2h(1, 1)

∂v2
= −3.

On a Hess(h)(1, 1) < 0 et ∂2h(1,1)
∂u2 > 0, donc la fonction h admet un point mini-

mum (u, v) = (1, 1).

De plus, h(1, 1) = 0 et h ≥ 0 ce qui implique que le terme ( S
S∗

δ
σ
I
L

+ S∗

S
+ σ

δ
L
I
− 3)

est positif, donc d
dt
V2(S, L, I) ≤ 0.

La fonction V2 est une fonction de Lyapunov pour le système (4.6), et d
dt
V2(S, L, I) =

0 si est seulement si S = S∗ et σL = δI. D’après la première équation du système

(4.6) pour S = S∗ on obtient I = I∗.

Donc L = L∗ et le point d’équilibre (S∗, L∗, I∗) est le seul point qui satisfait

d
dt
V2(S, L, I) = 0.

Par conséquent, le seul ensemble invariant contenu dans Ω̃D est {Ẽ∗}, donc le

théorème de LaSalle implique la convergence de la solution (S, L, I) vers (S∗, L∗, I∗)

pour toutes valeurs initiales dans Ω̃D\Σ̃D où

Σ̃D := {(S, 0, 0) ∈ R3
+\0 ≤ S ≤ D}.

De plus, en utilisant la procédure précédente, on peut montrer que lim
t→∞

R(t) =

R∗. Donc pour R0(δ) > 1 le point d’équilibre endémique Ẽ∗ est globalement

asymptotiquement stable dans Γ̃D\Λ̃D.

�

Remarque 4.2.1

SiR0(δ) > 1 et la condition initiale (S(0), L(0), I(0), R(0)) ∈ Γ̃D avec (S(0), L(0), I(0)) ∈

Σ̃D, alors la solution de (4.3) converge vers le point d’équilibre sans maladie Ẽf .

Corollaire 4.2.1

– Si R0(δ) ≤ 1, alors Ef est globalement asymptotiquement stable dans ΓD :=

{(S, L, I, R,Q) ∈ R5\S + L+ I +R +Q = D}.
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– Si R0(δ) > 1, alors E∗ est globalement asymptotiquement stable dans ΓD\ΛD

où ΛD := {(S, 0, 0, R,Q) ∈ R5
+\0 ≤ S + R + Q ≤ D}. De plus, si la condition

initiale (S(0), L(0), I(0), R(0)) ∈ ΛD alors la solution de (4.1) converge vers le

point d’équilibre sans maladie Ef .

4.3 La population totale est non constante

On pose les nouvelles variables suivantes

s =
S

D
, l =

L

D
, i =

I

D
, r =

R

D
et q =

Q

D
.

On obtient le système suivant

s′ = αβ − Cis− βs,

l′ = Cis− (σ + β)l,

i′ = σl − βi,

r′ = (1− α) β − Cir − βr,

q′ = Cir − βq

(4.7)

avec les conditions initiales

s(0) ≥ 0, l(0) ≥ 0, i(0) ≥ 0, r(0) ≥ 0 et q(0) ≥ 0. (4.8)

A partir de l’homogénité de (4.1), on remarque que la population totale D ne figure

plus dans (4.7). De plus, on observe que les quatres premières équations de (4.7)

ne dépendent pas de q et s + l + i + r + q = 1, par conséquent on peut négliger la
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dernière équation mais sans perdre de généralités. Donc, on réduit le système (4.7)

à 

s′ = αβ − Cis− βs,

l′ = Cis− (σ + β)l,

i′ = σl − βi,

r′ = (1− α) β − Cir − βr.

(4.9)

On fait l’étude du système (4.9) dans l’ensemble fermé

Γ̃1 = {(s, l, i, r) ∈ R4
+\0 ≤ s+ l + i+ r ≤ 1}.

L’ensemble Γ̃1 est positivement invariant.

On remarque que (4.9) est équivalent à (4.3) pour D = 1 et δ = β. Le taux de

reproduction de base est donné par

R0(β) =
Cασ

β(σ + β)
.

A partir du théorème 4.2.4 et la remarque 4.2.1 on obtient le résultat suivant :

Théorème 4.3.1

(i) Si R0(β) ≤ 1, alors ef = (s0, l0, i0, r0) = (α, 0, 0, 1 − α) est le seul point

d’équilibre de (4.9), nommé encore le point d’équilibre sans maladie, il est glo-

balement asymptotiquement stable dans Γ̃1.

(ii) Si R0(β) > 1, alors ef est instable et il existe un unique point d’équilibre

endémique e∗ = (s∗, l∗, i∗, r∗) =
(

α
R0
, β

2(R0−1)
σC

, β(R0−1)
C

, (1−α)
R0

, (1−α)(R0−1)
R0

)
de (4.9),

qui est globalement asymptotiquement stable dans Γ̃1\Λ̃1.

(iii) Si R0(β) > 1, alors pour toute condition initiale (s(0), l(0), i(0), r(0)) ∈ Λ̃1, la

solution de (4.9) converge vers le point d’équilibre sans maladie ef .

D’après le théorème 4.3.1, on déduit les résultats suivants :
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Corollaire 4.3.1

Si β < δ, alors lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

L(t) = lim
t→∞

I(t) = lim
t→∞

R(t) = lim
t→∞

Q(t) = 0.

Corollaire 4.3.2

Soit β > δ.

(i) Si R0(β) ≤ 1, alors pour toute condition initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) ∈

ΓD0 on a lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

R(t) = +∞ et lim
t→∞

L(t) = lim
t→∞

I(t) = lim
t→∞

Q(t) = 0.

(ii) Si R0(β) > 1, alors pour toute condition initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) ∈

ΓD0\ΛD0 on a lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

L(t) = lim
t→∞

I(t) = lim
t→∞

R(t) = lim
t→∞

Q(t) = +∞.

(iii) SiR0(β) > 1, alors pour toute condition initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) ∈

ΛD0 on a lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

R(t) = +∞ et lim
t→∞

L(t) = lim
t→∞

I(t) = lim
t→∞

Q(t) = 0

Figure 4.3 – Diagramme de bifurcation pour le système (4.1).
Dans la figure gauche, la condition initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) ∈ ΓD0\ΛD0 , où

β > δ et β > β1 = −σ+
√
σ2+4Cσα
2

la maladie disparait alors que la population totale
augmente exponentiellement. Bien que la maladie se propage (c’est-à-dire, que le nombre
de personnes infectées augmente en nombre total) lorsque β1 < β. Dans la figure à droite,
les conditions initiales (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) ∈ ΛD0 alors, chaque fois que β > δ la
maladie disparait alors que la population totale augmente exponentiellement. Notez que
lorsque β < δ, la population totale diminue exponentiellement.

Remarque 4.3.1

Dans les résultats ci-dessus, on peut voir que le comportement asymptotique de la

population totale et les compartiments d’infection dépend des valeurs des taux de
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naissance et de mortalité et des conditions initiales (figure 4.3).

4.4 Les simulations numériques

Dans cette section on donne des simulations numériques pour notre modèle. Les

valeurs des paramètres utilisés sont inspirées de [15] et [23] (voir le tableau 4.1).

paramètre valeur (cas : β = δ) valeur (cas : β < δ) valeur (cas : β > δ)
α 0.43 0.43 0.43
β 0.0011 0.0011 0.00167
δ 0.0011 0.00167 0.0011
σ 0.0050 0.0050 0.0050
D0 50 50 50

Table 4.1 – Valeurs des paramètres pour (4.1).

Nous discutons les résultats de simulation du système(4.1) en fonction des valeurs

de β et δ.

4.4.1 Cas : β = δ

(1) Quand R0(δ) ≤ 1, le point d’équilibre sans maladie Ef est globalement asymp-

totiquement stable dans ΓD (voir figure 4.4).
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Figure 4.4 – Les résultats de simulations pour R0(δ) = 0.4806, C = 0.0015 et condition
initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) = (4, 5, 20, 10, 11)

(2) Quand R0(δ) > 1, le point d’équilibre endémique E∗ est globalement asympto-

tiquement stable dans ΓD\ΛD et si la condition initiale est dans ΛD, la solution

tend vers le point d’équilibre sans maladie Ef (voir figure 4.5).

Figure 4.5 – Les résultats de simulations pour R0(δ) = 8.9076, C =
0.0278 et condition initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) = (4, 5, 20, 10, 11) (resp.
(S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) = (29, 0, 0, 10, 11)) figure gauche (resp.figure droite ).
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4.4.2 Cas : β < δ

Dans ce cas là, on a une extinction de la population totale des chiens (voir figure

4.6).

Figure 4.6 – Les résultats de simulations pour R0(β) = 5.3659, C = 0.0278 et condition
initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) = (4, 5, 20, 10, 11).

4.4.3 Cas : β > δ

(1) Quand R0(β) ≤ 1 (i.e. β > β1), la maladie disparâıt lorsque lim
t→∞

L(t) = I(t) =

Q(t) = 0, et la population totale des chiens augmente de façon exponentielle,

lim
t→∞

N(t) = S(t) = R(t) =∞ (voir figure 4.7).
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Figure 4.7 – Les simulations des résultats pour R0(β) = 0.2895, C = 0.0015 et condition
initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) = (4, 5, 20, 10, 11).

(2) Quand R0(β) > 1 (i.e. β < β1), tous les compartiments de D augmentent et on

a lim
t→∞

L(t) = I(t) = Q(t) = S(t) = R(t) = ∞ si la condtion initiale est dans

ΓD\ΛD. La maladie disparâıt si la condition intiale est dans ΛD, dans ce cas

on a lim
t→∞

L(t) = I(t) = Q(t) = 0 et lim
t→∞

N(t) = S(t) = R(t) = ∞ (voir figure

4.8).
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Figure 4.8 – Les simulations de résultats pour R0(δ) = 5.3659, C =
0.0278 et condition initiale (S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) = (4, 5, 20, 10, 11) (resp.
(S(0), L(0), I(0), R(0), Q(0)) = (29, 0, 0, 10, 11)) figure gauche (resp. figure droite).

4.5 Conclusions

Nous avons étudié un modèle mathématique ZVL considéré dans [15] et [23] où nous

avons pris en considération seulement la population constante des chiens. Dans ce

chapitre nous avons étudié les deux cas où D est constante ou non constante, nos

résultats principaux sont donnés dans le théorème 4.2.3, théorème 4.2.4 et théorème

4.3.1.

En réalité, dans le cas d’une population des chiens constante, nous avons analy-

ser la bifurcation du point d’équilibre sans maladie Ef à l’équilibre endémique E∗

(théorème[4.2.3]), où la stabilité est transmise de Ef à E∗, la bifurcation est étudiée

par rapport à la force d’infection C, cela est possible pour C = C1 correspondant

au nombre de reproduction de base R0(δ) = 1. Dans le théorème [4.2.4], nous avons

trouvé les fonctions de Lyapunov pour démontrer la stabilité globale des points

d’équilibres Ẽf et Ẽ∗. Ces résultats nous permettent de trouver un domaine de

stabilité asymptotique Ef et E∗ (corollaire [4.2.1]). Dans le cas de la population

des chiens non constante, nous avons transformé (4.1) à un nouveau modèle (4.7)



4.5 Conclusions 63

équivalent à (4.1) par le moyen de la fraction des sous-classes de la population des

chiens D. Nous avons obtenu des résultats intéressants concernant le comportement

de chaque sous-classe de D (corollaires [4.3.1] et [4.3.2]). Nos résultats nous per-

mettent de déterminer le cas où l’infection va à l’extinction ou à la persistance en

fonction des valeurs des paramètres. En fait, les taux de natalités et de mortalités

β et δ sont importants pour le comportement de la taille de la population totale D,

qui reste constant pour des valeurs égales des taux de natalités et de mortalités. Si

β < δ la population totale passe à zéro (figure 4.6). Au contraire, si β > δ alors la

population totale explose, dans ce cas le comportement de l’infection dépend de la

valeur du nombre de reproduction de base R0(β) et dans les domaines de la stabilité

asymptotique globale de l’équilibre sans maladie et l’équilibre endémique. En fait,

pour R0(β) ≤ 1 les compartiments d’infection vont à l’extinction (figure 4.7), mais

pour R0(β) > 1 les comportements de I et L dépendent du domaine des conditions

initiales, plus précisément l’infection disparait seulement pour I(0) = L(0) = 0 (fi-

gure 4.8). Si les taux de natalité et de mortalité sont égaux alors le comportement des

compartiments d’infection va à l’extinction pour R0(δ) ≤ 1 (figure 4.4). L’infection

persiste si R0(β) > 1 pour toutes les conditions initiales telles que I(0) 6= 0 6= L(0)

(figure 4.5). De plus, nos résultats sont illustrés par des simulations numériques

intéressante pour chaque cas.

Ce travail pourrait être poursuivi, par exemple pour voir dans quels cas nous devons

utiliser le contrôle de la maladie afin de réduire l’infection ou l’éradiquer. Nous pou-

vons aussi considérer considérer l’intéraction avec la population des chiens infectés

et les population des insectes et d’humains afin d’obtenir un modèle plus global.



Chapitre 5

Etude d’un modèle mathématique

avec impulsion sur la leishmaniose

viscérale

5.1 Introduction

La théorie et les applications des équations différentielles impulsives se sont développées

très rapidement à la fin du siècle dernier. Les équations impulsives sont largement

appliquées aux precessus d’évolution avec une perturbation à court terme. Dans

la vie réelle, de nombreux phénomènes présentent des effets impulsifs, tels que des

phénomènes biologiques, des modèles en médecine, des modèles de contrôle optimum

en économie, en pharmacocinétique et en système à fréquence moodulée, les effets

impulsifs dans le modélisme épidémiologique sont principalement décrits comme la

vaccination impulsive pour les personnes, la naissance saisonnière et l’enlevement

de certains animaux, etc.

Dans ce chapitre, nous présentons une brève introduction aux travaux réalisés par

[15] et [23].

La somme S + L + I + R + Q est la population totale D. On suppose que le

64
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taux de mortalité naturelle δ est le même dans tous les compartiments. La pro-

portion α des chiens qui nâıssent susceptibles à la maladie LVZ est 0 < α < 1.

le flux de naissance dans la classe des susceptibles est αβD(t) et dans la classe

des résistances est (1 − α)βD(t) où β est le taux de natalité naturel des chiens

[15] et [23], on considère que β = δ, la population D est non constante et D tend

vers zero ou l’infini pour δ > β ou δ < β respectivement. Les chiens latents de-

viennent infectieux et rentrent dans la classe des infectés avec un taux σ. La force

de l’infection est CI(t)/D(t), où C est la capacité vectorielle de la population des

insectes qui transmettent l’infection entre les chiens. Et de même, elle est notée par

CI(t)S(t)/D(t) (resp. CI(t)R(t)/D(t)) pour le contact entre les chiens infectieux

et susceptibles (resp. infectieux et non infectés). Suivant les hypothèses ci-dessus, le

modèle épidémiologique obtenu est formé par les équations differentielles suivantes

(voir[15]) 

Ṡ = αβD − CIS
D
− δS,

L̇ = CIS
D
− (σ + δ)L,

İ = σL− δI,

Ṙ = (1− α) βD − CIR
D
− δR,

Q̇ = CIR
D
− δQ

(5.1)

avec les conditions initiales

S(0) ≥ 0, L(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0, R(0) ≥ 0 et Q(0) ≥ 0. (5.2)

Dans le chapitre 3, d’après (5.1), (5.2) la stabilité locale des deux points d’équilibres

est étudiée. En fait, le point d’équilibre sans maladie Ef = (S0, L0, I0, R0, Q0) =

(αD, 0, 0, (1−α)D, 0) est localement asymptotiquement stable pourR0(C) = Cασ
δ(σ+δ)

<
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1, et instable pour R0(C) > 1. Pour R0(C) > 1, le point d’équilibre endemique

E∗ = (S∗, L∗, I∗, R∗, Q∗) =(
αD
R0(δ)

, δ
2D(R0(δ)−1)

σC
, δD(R0(δ)−1)

C
, (1−α)D
R0(δ)

, (1−α)D(R0(δ)−1)
R0(δ)

)
existe et il est localement asymp-

totiquement stable.

Dans ce chapitre, on va se débarasser des chiens infectés en utilisant l’abattage des

chiens touchés par la Leishmaniose Zoonotique. Comme dans [15] la fraction θ des

chiens infectés sont abattus périodiquement afin de réduire ou d’éradiquer la maladie

dans la population des chiens. On obtient le modèle suivant pour t = ti

ẋ1(t) = F1(x1, x2, x3, x4, x5), (5.3)

ẋ2(t) = F2(x1, x2, x3, x4, x5), (5.4)

ẋ3(t) = F3(x1, x2, x3, x4, x5), (5.5)

ẋ4(t) = F4(x1, x2, x3, x4, x5), (5.6)

ẋ5(t) = F5(x1, x2, x3, x4, x5), (5.7)

où

F1(x1, x2, x3, x4, x5) = αβD − Cx1x3

D
− δx1,

F2(x1, x2, x3, x4, x5) =
Cx1x3

D
− (σ + δ)x2,

F3(x1, x2, x3, x4, x5) = σx2 − δx3,

F4(x1, x2, x3, x4, x5) = (1− α) βD − Cx3x4

D
− δx4,

F5(x1, x2, x3, x4, x5) =
Cx3x4

D
− δx5,

et pour t = ti = iτ
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x1(t+i ) = Θ1(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)), (5.8)

x2(t+i ) = Θ2(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)), (5.9)

x3(t+i ) = Θ3(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)), (5.10)

x4(t+i ) = Θ4(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)), (5.11)

x5(t+i ) = Θ5(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)), (5.12)

où

Θ1(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)) = x1(ti),

Θ2(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)) = x2(ti),

Θ3(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)) = (1− θ)x3(ti),

Θ4(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)) = x4(ti),

Θ5(x1(ti), x2(ti), x3(ti), x4(ti), x5(ti)) = x5(ti),

Les variable sont :

x1 = S : taux des chiens infectieux,

x2 = L : taux des chiens latents (infectés mais non infectieux),

x3 = I : taux des chiens infectieux,

x4 = R : taux des chiens jamais infectieux sont des chiens non infectés,

x5 = Q : taux des chiens jamais infectieux sont des chiens infectés, et

τ : est le terme du premier contrôle, c’est la période entre deux contrôles.

On obtient le système d’équations differentielles avec impulsion ([9], [31], [32] et

[33]). Pour avoir plus de détails sur les équations differentielles impulsive, on peut

voir ([8], [7] et [20]).

Modèles impulsifs de la dynamique de population étudiés au cours des trentes

dernières années, on peut citer les modèles suivants [9], [31] et [49].
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Notre objectif est d’étudier (5.3)-(5.12), plus spécifiquement l’étude de l’existence

de solutions périodiques positives et leurs stabilités afin d’obtenir des conditions

d’éradication de la maladie.

Le point d’équilibre sans maladie Ef existe toujours après l’utilisation de la théorie

d’impulsion mais le point d’équilibre endémiqueE∗ disparait, on aura éventuellement

des solutions périodiques de (5.3)-(5.12) comme un nouvel point d’équilibre du

modèle contrôlé par des impulsions comme dans [9], [31], [32] et [33].

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudiier la stabilité du point d’équilibre sans

maladie pour (5.3)-(5.12) qui correspond à l’éradication de la maladie par l’aabba-

tage des chiens. Si on trouve des solutions périodiques en utilisant l’analyse de la

bifurcation comme dans [9], [31] et [33], donc la stabilité du point d’équilibre sans

maladie disparait et le point d’équilibre endémique s’installe.

Ce chapitre est organisé comme suit, dans la section suivante nous étudions l’exis-

tence et la stabilité de l’équilibre, dans la section trois nous analysons la bifurca-

tion de solutions périodiques non triviales. Enfin, la conclusion est donnée dans la

dernière section.

5.2 Existence et stabilité exponentielle du point

d’équilibre trivial Ef

On peut montrer que ζ(t) := ζ0 = (αD, 0, 0, (1 − α)D), 0) = Ef est un point

d’équilibre constant de (5.3)-(5.12), il est encore appelé la solution triviale.

Pour étudier la stabilité de ζ on utilise la même approche de processus du point fixe

citée dans [9], [31], [32] et [33].

Puisque la solution de (5.3)-(5.7) existe dans R+ et non négative alors on a

X(t) = Φ(t,X0), t ≥ 0 (5.13)
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où X(t) = (x1, x2, x3, x4, x5)(t), X(0) = X0 = (αD, 0, 0, (1 − α)D), 0) et Φ est le

flot associé à (5.3)-(5.12). Puisque les chiens d’abattage sont utilisés périodiquement

avec une période τ > 0 alors les solutions de (5.3)-(5.12) pour t ∈ (0, τ) sont données

par (5.13).

Le termeX(τ+) exprime l’état de la population après l’abattage,X(τ+) = Θ(X(τ)) =

Θ(Φ(τ,X0)).

Pour avoir une solution périodique, on doit avoir X(τ+) = X0 sachant que X0 =

Θ(Φ(τ,X0)).

Soit Ψ l’opérateur défini par

Ψ(τ,X0) = Θ(Φ(τ,X0)), (5.14)

et on désigne par DXΨ la dérivée de Ψ par rapport à X. Alors X = Φ(., X0) est la

solution τ -périodique de(5.3)-(5.12) si est seulement si

Ψ(τ,X0) = X0, (5.15)

i.e.X0 est un point fixe de Ψ(τ, .), et il est exponentiellement stable si et seulement

si le rayon spectral ρ(DXΨ(τ, .)) est strictement inférieur à 1 ([36]).

On a

DXΨ(τ,X0) = DXΘ(Φ(τ,X0))
∂Φ

∂X
(τ,X0).

Alors pour X0 = ζ0 et τ = τ0 on a
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DXΨ(τ0, X0) = DXΘ(Φ(τ0, X0)) ∂Φ
∂X

(τ0, X0)

=



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1− θ 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1





∂Φ1(τ0,ζ0)
∂x1

∂Φ1(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ1(τ0,ζ0)
∂x3

0 0

0 ∂Φ2(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ2(τ0,ζ0)
∂x3

0 0

0 ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x3

0 0

0 ∂Φ4(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ4(τ0,ζ0)
∂x3

∂Φ4(τ0,ζ0)
∂x4

0

0 ∂Φ5(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ5(τ0,ζ0)
∂x3

0 ∂Φ5(τ0,ζ0)
∂x5



=



∂Φ1(τ0,ζ0)
∂x1

∂Φ1(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ1(τ0,ζ0)
∂x3

0 0

0 ∂Φ2(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ2(τ0,ζ0)
∂x3

0 0

0 (1− θ)∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x2

(1− θ)∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x3

0 0

0 ∂Φ4(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ4(τ0,ζ0)
∂x3

∂Φ4(τ0,ζ0)
∂x4

0

0 ∂Φ5(τ0,ζ0)
∂x2

∂Φ5(τ0,ζ0)
∂x3

0 ∂Φ5(τ0,ζ0)
∂x5


.

Le point d’équilibre ζ est exponentiellement stable si et seulement si le rayon spectral

est inférieur à un. On a

det(DXΨ(τ0, ζ0)− µI) =
(
∂Φ1(τ0,ζ0)

∂x1
− µ

)(
∂Φ4(τ0,ζ0)

∂x4
− µ

)
×
(
∂Φ5(τ0,ζ0)

∂x5
− µ

)
χ(µ)

d’où

χ(µ) = µ2 −
(
∂Φ2

∂x2
(τ0, ζ0) + (1− θ)∂Φ3

∂x3
(τ0, ζ0)

)
µ

+(1− θ)
(
∂Φ2

∂x2
(τ0, ζ0)∂Φ3

∂x3
(τ0, ζ0)− ∂Φ3

∂x2
(τ0, ζ0)∂Φ2

∂x3
(τ0, ζ0)

)
.

On obtient les résultats suivants.

Théorème 5.2.1

Le point d’équilibre ζ = Ef est exponentiellement stable si et seulement si

∣∣∣∣∂Φj

∂xj
(τ0, ζ0)

∣∣∣∣ < 1 pourj = 1, 4, 5
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et|µ±| < 1 d’où

µ± =
∂Φ2

∂x2
(τ0, ζ0) + (1− θ)∂Φ3

∂x3
(τ0, ζ0)±

√
∆

2
,

et

∆ =
(
∂Φ2

∂x2
(τ0, ζ0)− (1− θ)∂Φ3

∂x3
(τ0, ζ0)

)2

+ 4(1− θ)∂Φ3

∂x2
(τ0, ζ0)∂Φ2

∂x3
(τ0, ζ0).

En utilisant l’équation variationnelle d
dt

(DXΦ(t, ζ0)) = ∂F
∂X

(ζ0) ∂Φ
∂X

(t, ζ0), on obtient

les résultats suivants

Lemme 5.2.1

Pour tous 0 < t ≤ τ on a

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

= ∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

= ∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

= e−δt > 0,

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

=
αCe−δt

(
2
√
σ(σ+4αC)−(

√
σ(σ+4αC)−σ)e−

√
σ(σ+4αC)+σ

2 t−(
√
σ(σ+4αC)+σ)e

√
σ(σ+4αC)−σ

2 t

)
2σ
√
σ(σ+4αC)

< 0,

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

=
e−δt

(
4σ
√
σ(σ+4αC)+(

√
σ(σ+4αC)−σ)2e−

√
σ(σ+4αC)+σ

2 t−(
√
σ(σ+4αC)+σ)2e

√
σ(σ+4αC)−σ

2 t

)
4σ
√
σ(σ+4αC)

< 0,

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

=
e−δt

(
(
√
σ(σ+4αC)+σ)e−

√
σ(σ+4αC)+σ

2 t+(
√
σ(σ+4αC)−σ)e

√
σ(σ+4αC)−σ

2 t

)
2
√
σ(σ+4αC)

> 0,

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

=
−σe−δt

(
e−
√
σ(σ+4αC)+σ

2 t−e
√
σ(σ+4αC)−σ

2 t

)
√
σ(σ+4αC)

> 0,

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

=
e−δt

(
(
√
σ(σ+4αC)−σ)e−

√
σ(σ+4αC)+σ

2 t+(
√
σ(σ+4αC)+σ)e

√
σ(σ+4αC)−σ

2 t

)
2
√
σ(σ+4αC)

> 0,

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

= αC
σ
∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

> 0, ∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

= (1−α)
2α

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

< 0, ∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

= (1−α)
2α

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

< 0,

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

= −(1−α)
4α

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

> 0, ∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

= −(1−α)
2α

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

> 0, ∂Φ1(t,ζ0)
∂xi

= 0, i ∈ {4, 5},
∂Φ2(t,ζ0)

∂xi
= ∂Φ3(t,ζ0)

∂xi
= 0, i ∈ {1, 4, 5}, ∂Φ4(t,ζ0)

∂xi
= 0, i ∈ {1, 5},

et ∂Φ5(t,ζ0)
∂xi

= 0, i ∈ {1, 4}.

Preuve: L’expression de Φ est donnée dans l’annexe subsection 5.5.1. �
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Proposition 5.2.1

Pour tous τ0 > 0 on a 0 < µ− < µ+.

Preuve: Puisque ∂Φ3

∂x2
(τ0, ζ0)∂Φ2

∂x3
(τ0, ζ0) > 0 alors ∆ > 0. De plus le terme constant

de χ est positif ;

∂Φ2

∂x2

(τ0, ζ0)
∂Φ3

∂x3

(τ0, ζ0)− ∂Φ2

∂x3

(τ0, ζ0)
∂Φ3

∂x2

(τ0, ζ0) = e−(σ+2δ)τ0 ,

alors il existe deux racines positives de χ, µ+ > µ− > 0. �

Théorème 5.2.2

(a) Si R0(C) ≤ 1
(

i.e. C ≤ δ(σ+δ)
ασ

)
, alors la solution triviale ζ est exponentielle-

ment stable pour tout τ0 > 0.

(b) Si R0(C) > 1
(

i.e. C > δ(σ+δ)
ασ

)
, alors il existe τ ∗0 > 0 sachant que la solution

triviale ζ est exponentiellement stable pour tout τ0 < τ ∗0 .

Preuve: L’inégalité µ+ < 1 est équivalente à

√
∆ < H1(τ0), (5.16)

où

H1(τ0) := 2−
(√

σ(σ+4αC)+σ+(
√
σ(σ+4αC)−σ)(1−θ)

2
√
σ(σ+4αC)

)
e−
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

−
(√

σ(σ+4αC)−σ+(
√
σ(σ+4αC)+σ)(1−θ)

2
√
σ(σ+4αC)

)
e
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0

et

∆ =

((√
σ(σ+4αC)+σ−(1−θ)(

√
σ(σ+4αC)−σ)

)2
+16σαC(1−θ)

4σ(σ+4αC)

)
e−(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)τ0

+

((√
σ(σ+4αC)−σ−(1−θ)(

√
σ(σ+4αC)+σ)

)2
+16σαC(1−θ)

4σ(σ+4αC)

)
e(
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)τ0

+

(
2
(√

σ(σ+4αC)+σ−(1−θ)(
√
σ(σ+4αC)−σ)

)(√
σ(σ+4αC)−σ−(1−θ)(

√
σ(σ+4αC)+σ)

)
−32σαC(1−θ)

4σ(σ+4αC)

)
×e−(σ+2δ)τ0 .
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On a

H ′1(τ0) =

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)(1−θ)

2
√
σ(σ+4αC)

)
e−
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

−
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2

(√
σ(σ+4αC)−σ+(

√
σ(σ+4αC)+σ)(1−θ)

2
√
σ(σ+4αC)

)
e
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0

(a) Cas 1 : Si R0 ≤ 1
(

i.e. C ≤ δ(σ+δ)
ασ

)
, alors H ′1(τ0) > 0. De H1(0) = θ on a

H1(τ0) > 0 pour tout τ0 > 0.

(b) Cas 2 : Si R0 > 1
(

i.e. C > δ(σ+δ)
ασ

)
, alors H ′1(τ0) = 0 si est seulement si

τ0 = τ 1
0 : = 1√

σ(σ+4αC)

× ln

(
(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)(1−θ)

)
(
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)

(√
σ(σ+4αC)−σ+(

√
σ(σ+4αC)+σ)(1−θ)

)
)
.

De plus, H ′1(τ0) > 0 pour tout τ0 < τ 1
0 et H ′1(τ0) < 0 pour tout τ0 > τ 1

0 . Puisque

limτ0→+∞H1(τ0) = −∞, il existe τ 2
0 > τ 1

0 tel que H1(τ 2
0 ) = 0 et H1(τ0) > 0

pour tout τ0 < τ 2
0 .

Pour C ≤ δ(σ+δ)
ασ

(cas 1) ou C > δ(σ+δ)
ασ

et τ0 < τ 2
0 (cas 2), l’inégalité (5.16) est

équivalente à H2(τ0) > 0 où

H2(τ0) = (H1(τ0)−
√

∆)(H1(τ0) +
√

∆)

= 4 + 4(1− θ)e−(σ+2δ)τ0 −
(√

σ(σ+4αC)+σ+(
√
σ(σ+4αC)−σ)(1−θ)√

σ(σ+4αC)

)
e−
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

−2

(√
σ(σ+4αC)−σ+(

√
σ(σ+4αC)+σ)(1−θ)√

σ(σ+4αC)

)
e
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0 .

On a

H ′2(τ0) =

(
−4(σ + 2δ)(1− θ) + (

√
σ(σ + 4αC) + σ + 2δ)

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)(1−θ)√

σ(σ+4αC)

)
×e−

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0 − (

√
σ(σ + 4αC)− σ − 2δ)

(√
σ(σ+4αC)−σ+(

√
σ(σ+4αC)+σ)(1−θ)√

σ(σ+4αC)

)
×e
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

)
e−(σ+2δ)τ0 .
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Soit H ′2(τ0) = e−(σ+2δ)τ0H3(τ0) où

H3(τ0) = −4(σ + 2δ)(1− θ) + (
√
σ(σ + 4αC) + σ + 2δ)

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)(1−θ)√

σ(σ+4αC)

)
×e−

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0 − (

√
σ(σ + 4αC)− σ − 2δ)

(√
σ(σ+4αC)−σ+(

√
σ(σ+4αC)+σ)(1−θ)√

σ(σ+4αC)

)
×e
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

On a

H ′3(τ0) = −4σα
(
C − δ(σ+δ)

σα

)(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)(1−θ)

2
√
σ(σ+4αC)

)
e−
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0

−4σα
(
C − δ(σ+δ)

σα

)(√
σ(σ+4αC)−σ+(

√
σ(σ+4αC)+σ)(1−θ)

2
√
σ(σ+4αC)

)
e
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

(a) Cas 3 : SiR0 ≤ 1
(

i.e. C ≤ δ(σ+δ)
ασ

)
, alors H ′3(τ0) > 0. De H3(0) = 4(σ+δ)θ > 0

on a H3(τ0) > 0 pour tout τ0 > 0.

(b) Cas 4 : Si R0 > 1
(

i.e. C > δ(σ+δ)
ασ

)
et τ0 < τ 2

0 , alors H ′3(τ0) < 0 et puisque

limτ0→+∞H3(τ0) = −∞ il existe τ 3
0 > 0 tel que H3(τ 3

0 ) = 0 (resp. H ′2(τ 3
0 ) = 0),

H3(τ0) > 0 (resp. H ′2(τ0) > 0) pour τ0 < τ 3
0 et H3(τ0) < 0 (resp. H ′2(τ0) < 0)

pour τ0 > τ 3
0 . D’après H2(0) = 0 et limτ0→+∞H2(τ0) = −∞, il existe τ ∗0 ∈

(τ 3
0 , τ

2
0 ) tel que H2(τ0) > 0 pour τ0 < τ ∗0 .

Par conséquent, si R0 > 1
(

i.e. C > δ(σ+δ)
ασ

)
on a µ+ < 1 pour τ0 < τ ∗0 et µ+ = 1

pour τ0 = τ ∗0 . �

5.3 L’analyse de la bifurcation de la solution périodique

non triviale

Dans cette section, on va analyser la bifurcation des solutions périodiques non tri-

viales du système (5.3)− (5.12) de ζ à τ0 = τ ∗0 .

Ce cas est possible pour R0 > 1
(

i.e. C > δ(σ+δ)
ασ

)
(voir théorème 5.2.2)

Soit τ̄ et X̄ tel que τ = τ ∗0 + τ̄ et X = ζ0 + X̄.
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L’équation (5.15) est équivalente à

M(τ̄ , X̄) = 0, (5.17)

où M(τ̄ , X̄) =
(
M1(τ̄ , X̄), . . . ,M5(τ̄ , X̄)

)
= ζ0 + X̄ −Ψ(τ0 + τ̄ , ζ0 + X̄).

Si (τ̄ , X̄) est un zéro de M , alors (ζ0 + X̄) est un point fixe de Ψ(τ ∗0 + τ̄ , .).

Soit

DXM(τ̄ , X̄) =



a b c ∗ ∗

∗ d e ∗ ∗

∗ f g ∗ ∗

∗ h i j ∗

∗ k l ∗ m


. (5.18)

Pour (τ̄ , X̄) = (0, (0, 0, 0, 0, 0)), on a

DXM(0, (0, 0, 0, 0, 0)) =



a0 b0 c0 ∗ ∗

∗ d0 e0 ∗ ∗

∗ f0 g0 ∗ ∗

∗ h0 i0 j0 ∗

∗ k0 l0 ∗ m0



=



1− ∂Θ1

∂x1

∂Φ1

∂x1
−∂Θ1

∂x1

∂Φ1

∂x2
−∂Θ1

∂x1

∂Φ1

∂x3
0 0

0 1− ∂Θ2

∂x2

∂Φ2

∂x2
−∂Θ2

∂x2

∂Φ2

∂x3
0 0

0 −∂Θ3

∂x3

∂Φ3

∂x2
1− ∂Θ3

∂x3

∂Φ3

∂x3
0 0

0 −∂Θ4

∂x4

∂Φ4

∂x2
−∂Θ4

∂x4

∂Φ4

∂x3
1− ∂Θ4

∂x4

∂Φ4

∂x4
0

0 −∂Θ5

∂x5

∂Φ5

∂x2
−∂Θ5

∂x5

∂Φ5

∂x3
0 1− ∂Θ5

∂x5

∂Φ5

∂x5


(τ ∗0 , ζ0) .

Alors a0 = 1 − ∂Φ1

∂x1
(τ ∗0 , ζ0), b0 = −∂Φ1

∂x2
(τ ∗0 , ζ0), c0 = −∂Φ1

∂x3
(τ ∗0 , ζ0), d0 = 1 − ∂Φ2

∂x2
,

e0 = −∂Φ2

∂x3
(τ ∗0 , ζ0),

f0 = −(1 − θ)∂Φ3

∂x2
(τ ∗0 , ζ0), g0 = 1 − (1 − θ)∂Φ3

∂x3
(τ ∗0 , ζ0), h0 = −∂Φ4

∂x2
(τ ∗0 , ζ0), i0 =
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−∂Φ4

∂x3
(τ ∗0 , ζ0), j0 = 1 − ∂Φ4

∂x4
(τ ∗0 , ζ0), k0 = −∂Φ5

∂x2
(τ ∗0 , ζ0), l0 = −∂Φ5

∂x3
(τ ∗0 , ζ0), et m0 =

1− ∂Φ5

∂x5
(τ ∗0 , ζ0).

On a µ+ = 1 si est seulement si ∂Φ2

∂x2
(τ0, ζ0) + (1− θ)∂Φ3

∂x3
(τ0, ζ0)±

√
∆ = 2, tel que

d0g0 − e0f0 = 0. (5.19)

Soit e0 = σG1(τ0)√
σ(σ+4αC)

, f0 = (1−θ)αCG1(τ0)√
σ(σ+4αC)

, d0 = G2(τ0)

2
√
σ(σ+4αC)

et g0 = G3(τ0)

2
√
σ(σ+4αC)

, dont

G1(τ0) = e−
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0 − e

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0 ,

G2(τ0) = 2
√
σ(σ + 4αC) − (

√
σ(σ + 4αC) + σ)e−

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0 − (

√
σ(σ + 4αC) −

σ)e

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0 , et

G3(τ0) = 2
√
σ(σ + 4αC)− (1− θ)(

√
σ(σ + 4αC)− σ)e−

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

− (1− θ)(
√
σ(σ + 4αC) + σ)e

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0 .

Alors on obtient

Proposition 5.3.1

Soit R0 > 1
(

i.e.C > δ(σ+δ)
ασ

)
.

(a) Pour tout τ0 > 0 on a a0 > 0, b0 > 0, c0 > 0, e0 < 0 f0 < 0, h0 > 0, i0 > 0,

j0 > 0, k0 < 0, l0 < 0 et m0 > 0.

(b) Il existe τ̂0 > 0 tel que d0 = 0 pour τ0 = τ̂0, d0 > 0 pour τ0 < τ̂0 et d0 < 0 pour

τ0 > τ̂0.

(c) Il existe τ̃0 > 0 tel que g0 = 0 pour τ0 = τ̃0, g0 > 0 pour τ0 < τ̃0 et g0 < 0 pour

τ0 > τ̃0.

Preuve: Pour C > δ(δ+σ)
σα

on a

(a) On a G1(τ0) < 0 pour tout τ0 > 0, alors f0 < 0 et e0 < 0 pour tout τ0 > 0. Les

signes de a0, b0, c0, h0, i0, j0, k0, l0 et m0 peuvent être déduits des signes de

∂Φi
∂xj

(τ ∗0 , ζ0).

(b) G′2(τ0) =(
(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)+σ)

2 e−
√
σ(σ+4αC)τ0 − (

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ)

2

)
× e

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0
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alors G′2(τ0) = 0 si est seulement si

τ0 := τ ∗∗1 = 1√
σ(σ+4αC)

ln

(
(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)+σ)

(
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ)

)
.

De G2(0) = 0 alors il existe τ̂0 > 0 tel que G2(τ̂0) = 0, G2(τ0) > 0 pour

τ0 ∈ (0, τ̂0) et G2(τ0) < 0 pour τ0 ∈ (τ̂0,+∞).

(c) G′3(τ0)

(1−θ)e−
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2 τ0

=

(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ)

2 e−
√
σ(σ+4αC)τ0 − (

√
σ(σ+4αC)+σ)(

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)

2

alors G′3(τ0) = 0 si est seulement si

τ0 := τ ∗∗2 = 1√
σ(σ+4αC)

ln

(
(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ)

(
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)(

√
σ(σ+4αC)+σ)

)
. D’après G3(0) = 0

alors il existe τ̃0 > 0 tel que G2(τ̃0) = 0, G3(τ0) > 0 pour τ0 ∈ (0, τ̃0) et

G3(τ0) < 0 pour τ0 ∈ (τ̃0,+∞).

�

Comme e0f0 > 0 puis de (5.19) on a d0g0 > 0, c’est à dire τ0 < min(τ̂0, τ̃0) ou

τ0 > max(τ̂0, τ̃0).

Proposition 5.3.2

(a) Si C > max
(
δ(δ+σ)
σα

, σ
α

1−θ
θ2

)
alors d0 < g0, c’est à dire τ̂0 < τ̃0.

(b) Si θ < σ
σ+δ

et δ(δ+σ)
σα

< C < δ+σ
α

1−θ
θ

donc on a g0 < d0, c’est à dire τ̃0 < τ̂0.

(c) Si θ < σ
σ+δ

et δ+σ
α

1−θ
θ
< C < σ

α
1−θ
θ2 alors on a un cas indéterminé.

Preuve: Soit 2
√
σ(σ + 4αC)(d0 − g0) = G4(τ0) où

G4(τ0) = −
(

2σ + (
√
σ(σ + 4αC)− σ)θ

)
e−
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2

+
(

2σ − (
√
σ(σ + 4αC) + σ)θ

)
e
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2 .

(a) Pour 2σ − (
√
σ(σ + 4αC) + σ)θ ≤ 0

(
i .e. C ≥ σ

α
1−θ
θ2

)
on a G4(τ0) < 0, donc

pour C > max
(
δ(δ+σ)
σα

, σ
α

1−θ
θ2

)
on a d0 < g0 (i.e.τ̂0 < τ̃0).

(b) Si θ < σ
σ+δ

et δ(δ+σ)
σα

< C < δ+σ
α

1−θ
θ

on a G4(τ0) = 0 si est seulement si

τ0 := τ ∗∗0 = 1√
σ(σ+4αC)

ln

(
2σ+(
√
σ(σ+4αC)−σ)θ

2σ−(
√
σ(σ+4αC)+σ)θ

)
,

G4(τ0) < 0 pour τ0 < τ ∗∗0 et G4(τ0) > 0 pour τ0 > τ ∗∗0 . C’est à dire d0 < g0

pour τ0 < τ ∗∗0 et d0 > g0 pour τ0 > τ ∗∗0 . Puisque τ ∗∗0 < τ ∗∗1 , on obtient τ̃0 < τ̂0.
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�

On aM(0, (0, 0, 0)) = 0. SoitDXM(0, (0, 0, 0)) = E, alors dim ker(E) = co dimR(E) =

1. Désignons par P1 et P2 les projecteurs de ker(E) et R(E) respectivement, tel

que P1 + P2 = IdR5 , P1R5 = span{Y0} = ker(E), avec Y0 = (q1, q2, 1, q4, q5),

q1 = e0b0
d0a0
− c0

a0
, q2 = − e0

d0
, q4 = e0h0

d0j0
− i0

j0
, q5 = e0k0

d0m0
− l0

m0
et

P2R5 = span{(1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1)} = R(E).

Alors (I − P1)R5 = span{(1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1)} et

(I − P2)R5 = span{(0, 0, 1, 0, 0)}.

L’équation (5.17) est équivalente à

M1(τ̄ , γY0 + Z) = 0,

M2(τ̄ , γY0 + Z) = 0,

M3(τ̄ , γY0 + Z) = 0,

M4(τ̄ , γY0 + Z) = 0,

M5(τ̄ , γY0 + Z) = 0,

(5.20)

où Z = (z1, z2, 0, z4, z5), (τ̄ , X̄) = (τ̄ , γY0 + Z) et (γ, z1, z2, z4, z5) ∈ R5.

A partir des deux premières et deux dernières équations de (5.20), on a

det



∂M1(0,(0,0,0,0,0))
∂z1

∂M1(0,(0,0,0,0,0))
∂z2

∂M1(0,(0,0,0,0,0))
∂z4

∂M1(0,(0,0,0,0,0))
∂z5

∂M2(0,(0,0,0,0,0))
∂z1

∂M2(0,(0,0,0,0,0))
∂z2

∂M2(0,(0,0,0,0,0))
∂z4

∂M2(0,(0,0,0,0,0))
∂z5

∂M4(0,(0,0,0,0,0))
∂z1

∂M4(0,(0,0,0,0,0))
∂z2

∂M4(0,(0,0,0,0,0))
∂z4

∂M4(0,(0,0,0,0,0))
∂z5

∂M5(0,(0,0,0,0,0))
∂z1

∂M5(0,(0,0,0,0,0))
∂z2

∂M5(0,(0,0,0,0,0))
∂z4

∂M5(0,(0,0,0,0,0))
∂z5



= det


a0 b0 0 0

0 d0 0 0

0 h0 j0 0

0 k0 0 m0

 = a0d0j0m0 6= 0.
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A partir du théorème des fonctions implicites, il existe une unique fonction continu

Z∗, tel que

Z∗(τ̄ , γ) = (z∗1(τ̄ , γ), z∗2(τ̄ , γ), 0, z∗4(τ̄ , γ), z∗4(τ̄ , γ)), Z∗(0, 0) = (0, 0, 0, 0, 0),

Mi (τ̄ , (q1γ + z∗1(τ̄ , γ), q2γ + z∗2(τ̄ , γ), γ, q4γ + z∗4(τ̄ , γ), q5γ + z∗5(τ̄ , γ))) = 0, (5.21)

pour i = 1, 2, 4, 5, avec γ et τ̄ sont assez petits.

On a q1 < 0, q2 > 0, q4 < 0 et q5 > 0 pour τ0 < min(τ̂0, τ̃0).

De plus, on trouve
∂Z∗

∂τ̄
(0, 0) =

∂Z∗

∂γ
(0, 0) (voir l’annexe, subsection 5.5.3).

Alors M(τ̄ , X̄) = 0 si est seulement si

ω(τ̄ , γ) = M3 (τ̄ , (q1γ + z∗1(τ̄ , γ), q2γ + z∗2(τ̄ , γ), γ, q4γ + z∗4(τ̄ , γ), q5γ + z∗5(τ̄ , γ))) = 0.

(5.22)

L’équation (5.22) est appelée l’équation déterminée, elle détermine le nombre de

solutions périodiques de (5.3)-(5.12) (voir [12]).

Pour résoudre (5.22) on a besoin du developpement de Taylor de ω près (τ̄ , γ) =

(0, 0). On obtient ω(0, 0) = 0 et ∂ω(0,0)
∂τ̄

= ∂ω(0,0)
∂γ

= 0 (voir l’annexe, subsection

5.5.5).

Soit A = ∂2ω(0,0)
∂τ̄2 , B = ∂2ω(0,0)

∂τ̄∂γ
et C = ∂2ω(0,0)

∂γ2 . Il est démontré que A = 0 (voir

l’annexe, subsection 5.5.6). Par conséquent

ω(τ̄ , γ) = Bτ̄ γ + C γ
2

2
+ o

(
|γ|2 + |τ̄ |2

)
,

où

C = −∂Θ3

∂x3

{
2q1q2

∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂x2∂x1

+ 2q1
∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂x3∂x1

+ q2
2
∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
2

+2q2
∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂x3∂x2

+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
3

+ ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x2

∂2z∗2 (0,0)

∂γ2

}
et

B = −∂Θ3

∂x3

{
q2

∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x2

∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄∂γ
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0))

∂τ̄∂x3

}
.
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Proposition 5.3.3

Pour τ0 < min(τ̂0, τ̃0) (voir l’annexe, subsection 5.5.2 et 5.5.4) on a

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x1

= C
D

∫ t

0
e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)e−δs

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)
×∂Φ3(s,ζ0)

∂x3
ds > 0,

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x1

= σC
D

∫ t

0
e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)e−δs

(
e−
√
σ(σ+4αC)(s−t)−1√
σ(σ+4αC)

)
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

ds > 0,

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x2

= C
D

∫ t

0
e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)
×
(
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x2

+ ∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
ds < 0,

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x2

= σC
D

∫ t

0
e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)

(
e−
√
σ(σ+4αC)(s−t)−1√
σ(σ+4αC)

)
×
(
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x2

+ ∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
ds < 0,

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x2

3
= 2C

D

∫ t

0
e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)6σ)e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)
×∂Φ3(s,ζ0)

∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

ds < 0,

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x2

3
= 2σC

D

∫ t

0
e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)

(
e−
√
σ(σ+4αC)(s−t)−1√
σ(σ+4αC)

)
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

ds < 0,

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x2

= C
D

∫ t
0 e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)
×∂Φ1(s,ζ0)

∂x1

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

ds > 0,

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x2

= σC
D

∫ t
0 e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)

(
e−
√
σ(σ+4αC)(s−t)−1√
σ(σ+4αC)

)
∂Φ1(s,ζ0)
∂x1

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

ds > 0,

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x2

2
= 2C

D

∫ t
0 e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
(s−t)

(√
σ(σ+4αC)+σ+(

√
σ(σ+4αC)−σ)e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)
×∂Φ1(s,ζ0)

∂x2

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

ds < 0,

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x2

2
= 2σC

D

∫ t
0 e

√
σ(σ+4αC)+σ+

2
(s−t)

(
e−
√
σ(σ+4αC)(s−t)−1√
σ(σ+4αC)

)
∂Φ1(s,ζ0)
∂x2

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

ds < 0.

∂2z∗2 (0,0)
∂γ2 = ∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))

∂x2

1
d0

×
(

2q1q2
∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂x2∂x1

+ 2q1
∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂x3∂x1

+ q2
2
∂2Φ2(τ0,ζ0)

∂x2
2

+ 2q2
∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂x3∂x2

+ ∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂x2

3

)
< 0,

q2
∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x3

= − 2σ
√
σ(σ+4αC)

2d0

√
σ(σ+4αC)

e−(σ+2δ)τ0 +
(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)σ

2d0

√
σ(σ+4αC)

e−
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

+
(
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)σ

2d0

√
σ(σ+4αC)

e
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0 > 0,

∂2z∗2 (0,0)

∂γ∂τ̄
= ∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))

∂x2

1
d0

{
q2

∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x3

}
> 0, et
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q2
∂2Φ3(t,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂2Φ3(t,ζ0)
∂τ̄∂x3

=
4δ
√
σ(σ+4αC)

4d0

√
σ(σ+4αC)

e−(σ+2δ)τ0

− (
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ)

4d0

√
σ(σ+4αC)

e−
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

+
(
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)(

√
σ(σ+4αC)+σ)

4d0

√
σ(σ+4αC)

e
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0 > 0.

Preuve: Les signes de ∂2Φ2(t,ζ0)
∂xi∂xj

et ∂2Φ3(t,ζ0)
∂xi∂xj

peuvent être déduits des signes de ∂Φi
∂xj

(τ ∗0 , ζ0).

Soit q2
∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x3

= σe−(σ+2δ)τ0

2d0

√
σ(σ+4αC)

G5(τ0) où

G5(τ0) = (
√
σ(σ + 4αC) + σ + 2δ)e−

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0

+(
√
σ(σ + 4αC)− σ − 2δ)e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0 − 2

√
σ(σ + 4αC).

On a

G′5(τ0) = − (
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)

2
e−
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0

+
(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)

2
e
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0 > 0

et G5(0) = 0 alors G5(τ0) > 0. C’est à dire q2
∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x3

> 0 et
∂2z∗2 (0,0)

∂γ∂τ̄
> 0.

Soit q2
∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x3

= e−(σ+2δ)τ0

4d0

√
σ(σ+4αC)

G6(τ0) où

G6(τ0) = −(
√
σ(σ + 4αC) + σ + 2δ)(

√
σ(σ + 4αC)− σ)e−

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0

+(
√
σ(σ + 4αC)− σ − 2δ)(

√
σ(σ + 4αC) + σ)e

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

+4δ
√
σ(σ + 4αC).

On a

G′6(τ0) =
(
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)(

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ)

2
e−
√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0

+
(
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ)(

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ)(

√
σ(σ+4αC)+σ)

2
e
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0 > 0

et G6(0) = 0 alors G6(τ0) > 0, c’est à dire q2
∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x3

> 0.

�

D’après la proposition précédente on a C > 0 et B < 0 pour τ0 < min(τ̂0, τ̃0). Po-

sons τ̄ := ηγ alors ω(ηγ, γ) = γ2

2
g(η, γ) où g(η, γ) = 2Bη + C + oγ (1 + η2) . Alors

∂g
∂η

(η, 0) = 2B et g(η, 0) = 2Bη + C. On peut appliquer le théorème des fonctions

implicites pour g si B 6= 0 et η0 = − C
2B . On trouve la fonction η(γ) tel que poue γ

est assez petit g(η(γ), γ) = 0 et η(0) = η0 = − C
2B .

Alors, ω(η(γ)γ, γ) = 0 pour γ assez petit.

En conclusion on a le théorème suivant.
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Théorème 5.3.1

Soit R0 > 1
(

i.e.C > δ(σ+δ)
ασ

)
. Si τ0 = τ ∗0 ∈ (0,min(τ̂0, τ̃0)) alors on a une bifurcation

supercritique de la solution périodique non triviale de (5.3)-(5.12) avec une periode

τ(γ) = τ ∗0 + τ̄(γ) à partir de ζ0 + γY0 + Z∗(τ̄(γ), γ) pour tout γ(> 0) assez petit où

τ̄(γ) = − C
2Bγ + ◦(γ).

Lemme 5.3.1

Soit C > max
(
δ(σ+δ)
ασ

, σ
α

1−θ
θ2

)
. Alors pour tout θ ∈ (0, 1), on a τ ∗0 ∈ (0, τ̂0).

Preuve:

On a µ+ = 1 si est seulement si (1− θ) =
2d0

√
σ(σ+4αC)

G7(τ0)
:= G(τ0) où

G7(τ0) =

(
(
√
σ(σ + 4αC)− σ)e−

√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0

+(
√
σ(σ + 4αC) + σ)e

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0d0

+2αC

(
e−
√
σ(σ+4αC)+σ+2δ

2
τ0 − e

√
σ(σ+4αC)−σ−2δ

2
τ0

)
e0.

D’après l’unicité de la solution τ ∗0 (cas 2, Théorème 5.2.2), pour chaque θ ∈ (0, 1)

on a un unique τ̄ ∗0 ∈ (0,min(τ̂0, τ̃0)) tel que θ = 1 − G(τ ∗0 ) donc on a τ ∗0 =

(G|(0,min(τ̂0,τ̃0)))
−1(1 − θ). De plus τ ∗0 → τ̂0 pour θ → 1 et τ ∗0 → 0 pour θ → 0.

�

Théorème 5.3.2

Soit C > max
(
δ(σ+δ)
ασ

, σ
α

1−θ
θ2

)
et τ ∗0 ∈ (0, τ̂0) donc on a une bifurcation supercritique

des solutions périodique non triviale de (5.3)-(5.12) avec une période τ(γ) = τ ∗0 +

τ̄(γ) à partir de ζ0 + γY0 + Z∗(τ̄(γ), γ) pour tout γ(> 0) assez petit où τ̄(γ) =

− C
2Bγ + ◦(γ).

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis au point un modèle impulsif pour lutter contre la

maladie en tuant des chiens infectieux, notre modèle s’inspire de [courtenay et tous



5.4 Conclusion 83

les auteurs]. En l’absence du contrôle, le modèle est étudié dans le chapitre quatre

où l’existence du point d’équilibre trivial Ef et du point d’équilibre endémique E∗,

qui n’existe que lorsque le nombre du taux de reproduction de base R0 > 1. Le

point d’équilibre trivial Ef est stable pour R0 < 1, mais pour R0 > 1 Ef est

instable et E∗ existe et il est stable. Le taux de reproduction R0 peut être exprimé

par certains paramètres du modèle, nous traduisons R0 par la capacité vectorielle

de transmission d’une infection entre les chiens C. En présence d’un contrôle des

impulsions E∗ disparâıt, nous avons seulement Ef qui est exponentiellement stable

pourR0 ≤ 1 et τ0 > 0. PourR0 > 1 la stabilité exponentielle de Ef est possible pour

τ0 < τ ∗0 où τ0 ∗ (> 0) est la période critique pour laquelle la bifurcation des solutions

périodiques positives non triviales peuvent apparâıtre, τ ∗0 dépend de l’amplitude

du contrôle θ. Nous concluons que l’éradication de la maladie est possible pour

la période de contrôle τ0 moins qu’une valeur critique τ ∗0 = (1 − G(0,τ̃0))
−1(θ), si

τ0 = τ ∗0 nous avons une bifurcation de solutions périodiques positves non triviales

qui correspondent à la persistence de la population de chiens infectieux qui est la

maladie n’est pas éradiquée (ceci est possible pour certaines valeurs des paramètres

du modèle).
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5.5 Annexe

5.5.1 Calcul des premières dérivées de Φ

Pour tout t ∈ (0, τ), on a d
dt
DX(Φ(t, ζ0)) = ∂F

∂X
(ζ0) ∂Φ

∂X
(t, ζ0) avec la condition initiale

DX(Φ(0, ζ0)) = IR5 ,où

d

dt
DX(Φ(t, ζ0)) =

d

dt



∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5


,

∂F
∂X

(ζ0) =



∂F1(ζ(t))
∂x1

0 ∂F1(ζ(t))
∂x3

0 0

0 ∂F2(ζ(t))
∂x2

∂F2(ζ(t))
∂x3

0 0

0 ∂F3(ζ(t))
∂x2

∂F3(ζ(t))
∂x3

0 0

0 0 ∂F4(ζ(t))
∂x3

∂F4(ζ(t))
∂x4

0

0 0 ∂F5(ζ(t))
∂x3

0 ∂F1(ζ(t))
∂x3



=



−δ 0 −αC 0 0

0 −(δ + σ) αC 0 0

0 σ −δ 0 0

0 0 −(1− α)C −δ 0

0 0 (1− α)C 0 −δ


,

et

∂Φ

∂X
(t, ζ0) =



∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5


.
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D’après le théorème de Cauchy Lipschitz (unicité de la solution) on obtient que

∂Φ1(t,ζ0)
∂xi

= 0, i ∈ {4, 5},
∂Φ2(t,ζ0)

∂xi
= 0, i ∈ {1, 4, 5}, ∂Φ3(t,ζ0)

∂xi
= 0, i ∈ {1, 4, 5}, ∂Φ4(t,ζ0)

∂xi
= 0, i ∈ {1, 5},

∂Φ5(t,ζ0)
∂xi

= 0, i ∈ {1, 4}. De plus, on a

d

dt

(
∂Φ1(t, ζ0)

∂x1

)
=

∂F1(ζ(t))

∂x1

∂Φ1(t, ζ0)

∂x1

, (5.23)

d

dt

(
∂Φ1(t, ζ0)

∂x2

)
=

∂F1(ζ(t))

∂x1

∂Φ1(t, ζ0)

∂x2

+
∂F1(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

, (5.24)

d

dt

(
∂Φ1(t, ζ0)

∂x3

)
=

∂F1(ζ(t))

∂x1

∂Φ1(t, ζ0)

∂x3

+
∂F1(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

, (5.25)

d

dt

(
∂Φ2(t, ζ0)

∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂Φ2(t, ζ0)

∂x2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

, (5.26)

d

dt

(
∂Φ2(t, ζ0)

∂x3

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂Φ2(t, ζ0)

∂x3

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

, (5.27)

d

dt

(
∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂Φ2(t, ζ0)

∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

, (5.28)

d

dt

(
∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂Φ2(t, ζ0)

∂x3

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

, (5.29)

d

dt

(
∂Φ4(t, ζ0)

∂x2

)
=

∂F4(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

+
∂F4(ζ(t))

∂x4

∂Φ4(t, ζ0)

∂x2

, (5.30)

d

dt

(
∂Φ4(t, ζ0)

∂x3

)
=

∂F4(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

+
∂F4(ζ(t))

∂x4

∂Φ4(t, ζ0)

∂x3

, (5.31)

d

dt

(
∂Φ4(t, ζ0)

∂x4

)
=

∂F4(ζ(t))

∂x4

∂Φ4(t, ζ0)

∂x4

, (5.32)

d

dt

(
∂Φ5(t, ζ0)

∂x2

)
=

∂F5(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

+
∂F5(ζ(t))

∂x5

∂Φ5(t, ζ0)

∂x2

, (5.33)

d

dt

(
∂Φ5(t, ζ0)

∂x3

)
=

∂F5(ζ(t))

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

+
∂F5(ζ(t))

∂x5

∂Φ5(t, ζ0)

∂x3

, (5.34)

d

dt

(
∂Φ5(t, ζ0)

∂x5

)
=

∂F5(ζ(t))

∂x5

∂Φ5(t, ζ0)

∂x5

. (5.35)

D’après (5.23), (5.32) et (5.35) on obtient ∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

= ∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

= ∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

= e−δt.
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D’après (5.26) et (5.28) on a

 ∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

 = etA

 ∂Φ2(0,ζ0)
∂x2

∂Φ3(0,ζ0)
∂x2

 = etA

 1

0

 , où

A =

 ∂F2(ζ(t))
∂x2

∂F2(ζ(t))
∂x3

∂F3(ζ(t))
∂x2

∂F3(ζ(t))
∂x3

 =

 −σ − δ αC

σ −δ

 = PV P−1,

V =

 −σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)

2
0

0 −σ+2δ−
√
σ(σ+4αC)

2

 ,

P =

 1 1

σ−
√
σ(σ+4αC)

2αC

σ+
√
σ(σ+4αC)

2αC

 , P−1 =

 σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

−αC√
σ(σ+4αC)

−σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

αC√
σ(σ+4αC)

 ,

et

etA = PetV P−1 = P

 e−
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)

2
t 0

0 e−
σ+2δ−

√
σ(σ+4αC)

2
t

P−1

= e−
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)

2
t

 k1(t) k2(t)

k3(t) k4(t)

 ,

k1(t) =
σ+
√
σ(σ+4αC)+(−σ+

√
σ(σ+4αC))e

√
σ(σ+4αC)t

2
√
σ(σ+4αC)

, k2(t) = −αC+αCe
√
σ(σ+4αC)t√

σ(σ+4αC)
,

k3(t) = −σ+σe
√
σ(σ+4αC)t√

σ(σ+4αC)
and k4(t) =

−σ+
√
σ(σ+4αC)+(σ+

√
σ(σ+4αC))e

√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

.

On obtient
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

= e−
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)

2
t

(
σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(−σ+
√
σ(σ+4αC))e

√
σ(σ+4αC)t

2
√
σ(σ+4αC)

)
,

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x2

= e−
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)

2
t

(
−σ√

σ(σ+4αC)
+ σe

√
σ(σ+4αC)t√
σ(σ+4αC)

)
.

D’après (5.27) et (5.29) on a

 ∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

 = etA

 ∂Φ2(0,ζ0)
∂x3

∂Φ3(0,ζ0)
∂x3

 = etA

 0

1

 .
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On obtient
∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

= e−
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)

2
t

(
−αC√

σ(σ+4αC)
+ αCe

√
σ(σ+4αC)t√

σ(σ+4αC)

)
,

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3

= e−
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)

2
t

(
−σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(σ+
√
σ(σ+4αC))e

√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

)
.

D’après (5.24) on a ∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

= e
∂F1(ζ(t))
∂x1

t ∂Φ1(0,ζ0)
∂x2

+

∫ t

0

e
∂F1(ζ(t))
∂x1

(t−s) ∂F1(ζ(s))
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

ds,

alors

∂Φ1(t, ζ0)

∂x2

= e−δt

 −2α2C2(e
−σ−
√
σ(σ+4αC)

2
t − 1)√

σ(σ + 4αC)(σ +
√
σ(σ + 4αC))

+
2α2C2(e

−σ+
√
σ(σ+4αC)

2
t − 1)√

σ(σ + 4αC)(σ −
√
σ(σ + 4αC))

 .

D’après (5.25) on a ∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

= e
∂F1(ζ(t))
∂x1

t ∂Φ1(0,ζ0)
∂x3

+

∫ t

0

e
∂F1(ζ(t))
∂x1

(t−s) ∂F1(ζ(s))
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

ds,

alors ∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

= e−δt

(
−αC(σ−

√
σ(σ+4αC))(e

−σ−
√
σ(σ+4αC)
2 t−1)√

σ(σ+4αC)(σ+
√
σ(σ+4αC))

+
αC(σ+

√
σ(σ+4αC))(e

−σ+
√
σ(σ+4αC)
2 t−1)√

σ(σ+4αC)(σ−
√
σ(σ+4αC))

)
.

D’après (5.30) on a ∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

= e
∂F4(ζ(t))
∂x4

t ∂Φ4(0,ζ0)
∂x2

+

∫ t

0

e
∂F4(ζ(t))
∂x4

(t−s) ∂F4(ζ(s))
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

ds,

alors

∂Φ4(t, ζ0)

∂x2

= e−δt

 −α(1− α)C2(e
−σ−
√
σ(σ+4αC)

2
t − 1)√

σ(σ + 4αC)(σ +
√
σ(σ + 4αC))

+
α(1− α)C2(e

−σ+
√
σ(σ+4αC)

2
t − 1)√

σ(σ + 4αC)(σ −
√
σ(σ + 4αC))

 .

D’après (5.31) on a ∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

= e
∂F4(ζ(t))
∂x4

t ∂Φ4(0,ζ0)
∂x3

+

∫ t

0

e
∂F4(ζ(t))
∂x4

(t−s) ∂F4(ζ(s))
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

ds,

alors

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

= −(1− α)C

×e−δt
(

(σ−
√
σ(σ+4αC))(e

−σ−
√
σ(σ+4αC)
2 t−1)

2
√
σ(σ+4αC)(σ+

√
σ(σ+4αC))

− (σ+
√
σ(σ+4αC))(e

−σ+
√
σ(σ+4αC)
2 t−1)

2
√
σ(σ+4αC)(σ−

√
σ(σ+4αC))

)
.

D’après (5.33) on a ∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

= e
∂F5(ζ(t))
∂x5

t ∂Φ5(0,ζ0)
∂x2

+

∫ t

0

e
∂F5(ζ(t))
∂x5

(t−s) ∂F5(ζ(s))
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

ds,

alors

∂Φ5(t, ζ0)

∂x2

= e−δt

 α(1− α)C2(e
−σ−
√
σ(σ+4αC)

2
t − 1)

2
√
σ(σ + 4αC)(σ +

√
σ(σ + 4αC))

− α(1− α)C2(e
−σ+
√
σ(σ+4αC)

2
t − 1)

2
√
σ(σ + 4αC)(σ −

√
σ(σ + 4αC))

 .
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D’après (5.34) on a ∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

= e
∂F5(ζ(t))
∂x5

t ∂Φ5(0,ζ0)
∂x3

+

∫ t

0

e
∂F5(ζ(t))
∂x5

(t−s) ∂F5(ζ(s))
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

ds,

alors

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

= (1−α)Ce−δt

(
(σ−
√
σ(σ+4αC))(e

−σ−
√
σ(σ+4αC)
2 t−1)

2
√
σ(σ+4αC)(σ+

√
σ(σ+4αC))

− (σ+
√
σ(σ+4αC))(e

−σ+
√
σ(σ+4αC)
2 t−1)

2
√
σ(σ+4αC)(σ−

√
σ(σ+4αC))

)
.

5.5.2 La deuxième dérivée de Φ2 et Φ3

Les deuxièmes dérivées partielles de Φ2 et Φ3 peuvent être obtenues à partir des
équations differentielles suivantes

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x1

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x3∂x1

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x1

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x1

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x3∂x1

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x3∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x1

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x1

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x1
+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x1
+
∂2F2(ζ(t))

∂x3∂x1

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x1
(5.36)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x1

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x1

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x3∂x1

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x1

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x1

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x3∂x1

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x3∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x1

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x1

)
=
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x1

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x1

(5.37)
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avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x1

= 0. D’après (5.36)-(5.37) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x1

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x1

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x3∂x1

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x1

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x1

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x1

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x1

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x1

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x1

 =

 0

0

 . Donc

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x1

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x1

 = etA

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x1

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x1

+

∫ t

0

etA−sA

 ∂2F2(ζ(s))
∂x3∂x1

∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x1

0

 ds.

Où

etA = e−
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)
2

t


σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(−σ+

√
σ(σ+4αC))e

√
σ(σ+4αC)t

2
√
σ(σ+4αC)

−αC√
σ(σ+4αC)

+ αCe
√
σ(σ+4αC)t√

σ(σ+4αC)

−σ√
σ(σ+4αC)

+ σe
√
σ(σ+4αC)t√
σ(σ+4αC)

−σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(σ+
√
σ(σ+4αC))e

√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

 .

On obtient
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x1

= C
D

∫ t
0 e

σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)

2
(s−t)e−δs

(
σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(−σ+
√
σ(σ+4αC))e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

ds

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x1

= C
D

∫ t
0 e

σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)

2
(s−t)e−δs

(
−σ√

σ(σ+4αC)
+ σe−

√
σ(σ+4αC)(s−t)√
σ(σ+4αC)

)
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

ds.

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x3∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x3∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x3∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2
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avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x2

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x2

+
∂2F2(ζ(t))

∂x3∂x1

×
(
∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x2

+
∂Φ1(t, ζ0)

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

)
(5.38)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x2

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x3∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x3∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x3∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x2

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x2

)
=
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x2

(5.39)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x2

= 0. D’après (5.38)-(5.39) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x2

+
∂2F2(ζ(t))

∂x3∂x1

(
∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x2

+
∂Φ1(t, ζ0)

∂x3

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

)
d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x2
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avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x2

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x2

 =

 0

0

 . Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x2

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x2

 = etA

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x2

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x2

+

∫ t

0

etA−sA

 ∂2F2(ζ(s))
∂x3∂x1

(
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x2

+ ∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
0

 ds.

On obtient

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x2

= C
D

∫ t
0
e
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)

2
(s−t)

(
σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(−σ+
√
σ(σ+4αC))e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)
×
(
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x2

+ ∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
ds

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x2

= C
D

∫ t
0
e
σ+2δ+

√
σ(σ+4αC)

2
(s−t)

(
−σ√

σ(σ+4αC)
+ σe−

√
σ(σ+4αC)(s−t)√
σ(σ+4αC)

)
×
(
∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x2

+ ∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
ds.

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)

∂x23

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x23
+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x23
+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x23
+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x23
+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x23

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
3

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
3

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
3

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
3

+2
∂2F2(ζ(t))

∂x3∂x1

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x3

(5.40)
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avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
3

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)

∂x23

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x23
+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x23
+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x23
+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x23
+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x23

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
3

= 0, donc

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
3

)
=
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
3

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
3

(5.41)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
3

= 0. D’après (5.40)-(5.41) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
3

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
3

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
3

+ 2
∂2F2(ζ(t))

∂x3∂x1

∂Φ3(t, ζ0)

∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x3

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
3

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
3

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
3

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
3

∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
3

 =

 0

0

 . Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)

∂x2
3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x2
3

 = eA(t)

 ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
3

∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
3

+

∫ t

0

eA(t)−A(s)

 2∂
2F2(ζ(s))
∂x3∂x1

∂Φ3(s,ζ0)
∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

0

 ds.

On obtient


∂2Φ2(t,ζ0)

∂x23
= C

D

∫ t
0 e

σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)
2

(s−t)
(
σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(−σ+

√
σ(σ+4αC))e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)(
2
∂Φ3(s,ζ0)

∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

)
ds

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x23
= C

D

∫ t
0 e

σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)
2

(s−t)
(

−σ√
σ(σ+4αC)

+ σe−
√
σ(σ+4αC)(s−t)√
σ(σ+4αC)

)(
2
∂Φ3(s,ζ0)

∂x3

∂Φ1(s,ζ0)
∂x3

)
ds.
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d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x4

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x3∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x3∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x3∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x4

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x4

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x4

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x4

(5.42)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x4

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x4

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x3∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x3∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x3∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x4

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x4

)
=
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x4

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x4

(5.43)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x4

= 0. D’après (5.42)-(5.43) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x4

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x4

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x4

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x4

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x4

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x4
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avec condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x4

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x4

 =

 0

0

 . Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x4

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x4

 =

 0

0

 .

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x5

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x3∂x5

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x5

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x5

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x3∂x5

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x3∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x5

= 0, donc

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x5

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x5

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x5

(5.44)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x5

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x5

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x3∂x5

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x5

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x5

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x3∂x5

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x3∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x3

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x3

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x5

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x5

)
=
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x5

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x5

(5.45)
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avec condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x5

= 0. D’après (5.44)-(5.45) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x5

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x5

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x5

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x5

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x3∂x5

+
∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x3∂x5

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x3∂x5

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x3∂x5

 =

 0

0

 . Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x3∂x5

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x3∂x5

 =

 0

0

 .

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)

∂x21

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x21
+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x21
+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x21
+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x21
+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x21

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

avec condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
1

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
1

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
1

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
1

(5.46)

avec condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
1

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)

∂x21

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x21
+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x21
+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x21
+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x21
+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x21

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x1
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avec condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
1

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
1

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
1

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
1

(5.47)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
1

= 0. D’après (5.46)-(5.47) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
1

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
1

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
1

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
1

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
1

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
1

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
1

∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
1

 =

 0

0

 . Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)

∂x2
1

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x2
1

 =

 0

0

 .

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x1∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x1∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x1∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

avec condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x2

= 0, donc

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x2

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x2
+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x2
+
∂2F2(ζ(t))

∂x1∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x1

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2
(5.48)
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avec condition initiale
∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x2

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x1∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x1∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x1∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

avec condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x2

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x2

(5.49)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x2

= 0. D’après (5.48)-(5.49) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x2

+
∂2F2(ζ(t))

∂x1∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x1

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x2

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x2

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x2

 =

 0

0

 . Donc

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x2

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x2

 = eA(t)

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x2

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x2

+

∫ t

0

eA(t)−A(s)

 ∂2F2(ζ(s))
∂x3∂x1

∂Φ1(s,ζ0)
∂x1

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

0

 ds.

On obtient


∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x2

= C
D

∫ t
0 e

σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)
2

(s−t)
(
σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(−σ+

√
σ(σ+4αC))e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)(
∂Φ1(s,ζ0)

∂x1

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
ds

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x2

= C
D

∫ t
0 e

σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)
2

(s−t)
(

−σ√
σ(σ+4αC)

+ σe−
√
σ(σ+4αC)(s−t)√
σ(σ+4αC)

)(
∂Φ1(s,ζ0)

∂x1

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
ds.
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d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x4

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x1∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x1∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x1∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

avec condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x4

= 0, donc

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x4

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x4

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x4

(5.50)

avec condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x4

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x4

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x1∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x1∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x1∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x4

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x4

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x4

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x4

(5.51)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x4

= 0.

D’après (5.50)-(5.51) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x4

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x4

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x4

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x4

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x4

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x4
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avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x4

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x4

 =

 0

0

 . Donc

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x4

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x4

 =

 0

0

 .

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x5

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x1∂x5

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x5

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x5

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x1∂x5

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x1∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x5

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x5

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x5

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x5

(5.52)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x5

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x5

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x1∂x5

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x5

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x5

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x1∂x5

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x1∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x1

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x1

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x5

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x5

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x5

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x5

(5.53)
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avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x5

= 0. D’après (5.52)-(5.53) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x5

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x5

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x5

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x5

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x1∂x5

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x1∂x5

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x1∂x5

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x1∂x5

 =

 0

0

 . Donc

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x1∂x5

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x1∂x5

 =

 0

0

 .

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)

∂x22

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x22
+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x22
+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x22
+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x22
+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x22

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
2

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
2

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
2

+2
∂2F2(ζ(t))

∂x1∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x2

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

(5.54)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
2

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)

∂x22

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x22
+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x22
+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x22
+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x22
+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x22

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2
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avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
2

= 0, donc

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
2

(5.55)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
2

= 0. D’après (5.54)-(5.55) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
2

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
2

+ 2
∂2F2(ζ(t))

∂x1∂x3

∂Φ1(t, ζ0)

∂x2

∂Φ3(t, ζ0)

∂x2

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
2

avec condition inittiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
2

∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
2

 =

 0

0

 . Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)

∂x2
2

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x2
2

 = eA(t)

 ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
2

∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
2

+

∫ t

0

eA(t)−A(s)

 2∂
2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

0

 ds.

On obtient


∂2Φ2(t,ζ0)

∂x22
= C

D

∫ t
0 e

σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)
2

(s−t)
(
σ+
√
σ(σ+4αC)

2
√
σ(σ+4αC)

+
(−σ+

√
σ(σ+4αC))e−

√
σ(σ+4αC)(s−t)

2
√
σ(σ+4αC)

)(
2
∂Φ1(s,ζ0)

∂x2

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
ds

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x22
= C

D

∫ t
0 e

σ+2δ+
√
σ(σ+4αC)
2

(s−t)
(

−σ√
σ(σ+4αC)

+ σe−
√
σ(σ+4αC)(s−t)√
σ(σ+4αC)

)(
2
∂Φ1(s,ζ0)

∂x2

∂Φ3(s,ζ0)
∂x2

)
ds.

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x4∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x4∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x4∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x4∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x4∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x4∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

avec condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x4∂x2

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x4∂x2

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x4∂x2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x4∂x2

(5.56)
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avec condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x4∂x2

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x4∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x4∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x4∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x4∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x4∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x4∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

avec condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x4∂x2

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x4∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x4∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x4∂x2

(5.57)

avec condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x4∂x2

= 0. D’après (5.56)-(5.57) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x4∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x4∂x2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x4∂x2

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x4∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x4∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x4∂x2

avec condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x4∂x2

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x4∂x2

 =

 0

0

 . Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x4∂x2

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x4∂x2

 =

 0

0

 .

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x5∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x5∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x5∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x5∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x5∂x2

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x5∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2
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avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x5∂x2

= 0, donc

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x2

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x2

(5.58)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x5∂x2

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x5∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x5∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x5∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x5∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x5∂x2

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x5∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x2

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x2

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x5∂x2

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x2

(5.59)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x5∂x2

= 0. D’après (5.58)-(5.59) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x2

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x2

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x2

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x2

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x2

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x2

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x5∂x2

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x5∂x2

 =

 0

0

 . Donc

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x5∂x2

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x5∂x2

 =

 0

0

 .
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d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)

∂x24

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x24
+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x24
+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x24
+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x24
+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x24

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
4

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
4

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
4

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
4

(5.60)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
4

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)

∂x24

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x24
+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x24
+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x24
+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x24
+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x24

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
4

= 0, donc

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
4

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
4

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
4

(5.61)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
4

= 0. D’après (5.62)-(5.63) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
4

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
4

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
4

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
4

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
4

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
4
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avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
4

∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
4

 =

 0

0

 . Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)

∂x2
4

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x2
4

 =

 0

0

 .

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)
∂x5∂x4

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x5∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x5∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x5∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x5∂x4

+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x5∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x5∂x4

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x4

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x4

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x4

(5.62)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x5∂x4

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)
∂x5∂x4

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)
∂x5∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)
∂x5∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x5∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)
∂x5∂x4

+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)
∂x5∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x4

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x4

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x5∂x4

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x4

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x4

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x4

(5.63)
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avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)
∂x5∂x4

= 0. D’après (5.62)-(5.63) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x4

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x4

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x4

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x4

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x5∂x4

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x5∂x4

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)
∂x5∂x4

∂2Φ3(0,ζ0)
∂x5∂x4

 =

 0

0

 . Donc

 ∂2Φ2(t,ζ0)
∂x5∂x4

∂2Φ3(t,ζ0)
∂x5∂x4

 =

 0

0

 .

d
dt

(
∂2Φ2(t,ζ0)

∂x25

)
=

∂F2(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x25
+
∂F2(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x25
+
∂F2(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x25
+
∂F2(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x25
+
∂F2(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x25

+

(
∂2F2(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F2(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F2(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
5

= 0, alors

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
5

)
=
∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
5

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
5

(5.64)

avec la condition initiale ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
5

= 0.

d
dt

(
∂2Φ3(t,ζ0)

∂x25

)
=

∂F3(ζ(t))
∂x1

∂2Φ1(t,ζ0)

∂x25
+
∂F3(ζ(t))
∂x2

∂2Φ2(t,ζ0)

∂x25
+
∂F3(ζ(t))
∂x3

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x25
+
∂F3(ζ(t))
∂x4

∂2Φ4(t,ζ0)

∂x25
+
∂F3(ζ(t))
∂x5

∂2Φ5(t,ζ0)

∂x25

+

(
∂2F3(ζ(t))

∂x21

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x1

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x1

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x1

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x1

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x2

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x22

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x2

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x2

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x2

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x3

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x3

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x23

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x4

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x4

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x4

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x24

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x4∂x5

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+

(
∂2F3(ζ(t))
∂x1∂x5

∂Φ1(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x2∂x5

∂Φ2(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x3∂x5

∂Φ3(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))
∂x5∂x4

∂Φ4(t,ζ0)
∂x5

+
∂2F3(ζ(t))

∂x25

∂Φ5(t,ζ0)
∂x5

)
∂Φ5(t,ζ0)
∂x5



5.5 Annexe 107

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
5

= 0, donc

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
5

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
5

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
5

(5.65)

avec la condition initiale ∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
5

= 0.

D’après (5.64)-(5.65) on a

d

dt

(
∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
5

)
=

∂F2(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
5

+
∂F2(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
5

d

dt

(
∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
5

)
=

∂F3(ζ(t))

∂x2

∂2Φ2(t, ζ0)

∂x2
5

+
∂F3(ζ(t))

∂x3

∂2Φ3(t, ζ0)

∂x2
5

avec la condition initiale

 ∂2Φ2(0,ζ0)

∂x2
5

∂2Φ3(0,ζ0)

∂x2
5

 =

 0

0

 .

Alors

 ∂2Φ2(t,ζ0)

∂x2
5

∂2Φ3(t,ζ0)

∂x2
5

 =

 0

0

 .

5.5.3 La première dérivée de Z∗

Soit η(τ̄) = τ0+τ̄ , η1(τ̄ , γ) = x0
1+q1γ+z∗1(τ̄ , γ), η2(τ̄ , γ) = q2γ+z∗2(τ̄ , γ), η3(τ̄ , γ) = γ,

η4(τ̄ , γ) = x0
4 + q3γ + z∗4(τ̄ , γ) et η5(τ̄ , γ) = q4γ + z∗5(τ̄ , γ).

D’après (5.21) on a



∂
∂τ̄

(η1 −Θ1 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0,

∂
∂τ̄

(η2 −Θ2 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0,

∂
∂τ̄

(η4 −Θ4 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0,

∂
∂τ̄

(η5 −Θ5 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0.
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Alors

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
−

5∑
i=1

∂Θ1(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

(
∂Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

+∂Φi(τ0,ζ0)
∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

)
= 0,

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
−

5∑
i=1

∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

(
∂Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

+∂Φi(τ0,ζ0)
∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

)
= 0,

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
−

5∑
i=1

∂Θ4(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

(
∂Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

+∂Φi(τ0,ζ0)
∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

)
= 0,

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
−

5∑
i=1

∂Θ5(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

(
∂Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

+∂Φi(τ0,ζ0)
∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

)
= 0.

On obtient 

a0
∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ b0

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
= 0,

d0
∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
= 0,

j0
∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
+ h0

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
= 0,

m0
∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+ k0

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
= 0.

C’est à dire 

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
= 0,

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
= 0,

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
= 0,

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
= 0.

(5.66)

De la même manière, on obtient
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∂
∂γ

(η1 −Θ1 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0,

∂
∂γ

(η2 −Θ2 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0,

∂
∂γ

(η4 −Θ4 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0,

∂
∂γ

(η5 −Θ5 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0.

Donc

(
d′0j
′
0

c′0a
′
0
− b′0

a′0
+

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
−

5∑
i=1

∂Θ1(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

{
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

(
d′0j
′
0

c′0a
′
0
− b′0

a′0
+

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

(
−d′0
c′0

+
∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂Φi(τ0,ζ0)

∂x3
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

(
d′0l
′
0

c′0g
′
0
− f ′0

g′0
+

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

(
d′0m

′
0

c′0i
′
0
− h′0

i′0
+

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)}
= 0,(

−d′0
c′0

+
∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
−

5∑
i=1

∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

{
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

(
d′0j
′
0

c′0a
′
0
− b′0

a′0
+

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

(
−d′0
c′0

+
∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂Φi(τ0,ζ0)

∂x3
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

(
d′0l
′
0

c′0g
′
0
− f ′0

g′0
+

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

(
d′0m

′
0

c′0i
′
0
− h′0

i′0
+

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)}
= 0,(

d′0l
′
0

c′0g
′
0
− f ′0

g′0
+

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
−

5∑
i=1

∂Θ4(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

{
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

(
d′0j
′
0

c′0a
′
0
− b′0

a′0
+

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

(
−d′0
c′0

+
∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂Φi(τ0,ζ0)

∂x3
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

(
d′0l
′
0

c′0g
′
0
− f ′0

g′0
+

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

(
d′0m

′
0

c′0i
′
0
− h′0

i′0
+

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)}
= 0,(

d′0m
′
0

c′0i
′
0
− h′0

i′0
+

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
−

5∑
i=1

∂Θ5(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

{
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

(
d′0j
′
0

c′0a
′
0
− b′0

a′0
+

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

(
−d′0
c′0

+
∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂Φi(τ0,ζ0)

∂x3
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

(
d′0l
′
0

c′0g
′
0
− f ′0

g′0
+

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

(
d′0m

′
0

c′0i
′
0
− h′0

i′0
+

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)}
= 0.

On obtient 

(
∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
a0 = 0,(

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
d0 = 0,(

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
j0 = 0,(

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
m0 = 0.

C’est à dire



∂z∗1 (0,0)

∂γ
= 0,

∂z∗2 (0,0)

∂γ
= 0,

∂z∗4 (0,0)

∂γ
= 0,

∂z∗5 (0,0)

∂γ
= 0.

(5.67)



110 Etude d’un modèle mathématique avec impulsion sur la leishmaniose viscérale

5.5.4 La deuxième dérivée de z∗2

D’après (5.21) on a

∂2

∂τ̄ 2
(η2 −Θ2 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0.

Alors
∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄2 − ∂
∂τ̄

5∑
i=1

∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

(
∂Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

+∂Φi(τ0,ζ0)
∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

)
= 0.

Donc



∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄2
−

5∑
i=1

∂Θ2
∂xi

{
∂2Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄2
+ 2

∂2Φi(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ 2

∂2Φi(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
+ 2

∂2Φi(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

+2
∂2Φi(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+
∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x21

(
∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

)2
+ 2

∂2Φi(τ0,ζ0)
∂x1∂x2

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
+ 2

∂2Φi(τ0,ζ0)
∂x1∂x4

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

+2
∂2Φi(τ0,ζ0)
∂x1∂x5

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

∂2z∗1 (0,0)

∂τ̄2
+
∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x22

(
∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

)2
+ 2

∂2Φi(τ0,ζ0)
∂x2∂x4

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

+2
∂2Φi(τ0,ζ0)
∂x2∂x5

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄2
+
∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x24

(
∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

)2
+ 2

∂2Φi(τ0,ζ0)
∂x4∂x5

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

+
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

∂2z∗4 (0,0)

∂τ̄2
+
∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x25

(
∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

)2
+
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

∂2z∗5 (0,0)

∂τ̄2

}
= 0.

On obtient d0
∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄2 = 0, c’est à dire
∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄2 = 0.

De la même manière, on obtient

∂2

∂γ2
(η2 −Θ2 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0.

Donc
∂2z∗2 (0,0)

∂γ2 − ∂
∂γ

5∑
i=1

∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

{
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

(
d′0j
′
0

c′0a
′
0
− b′0

a′0
+

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

(
−d′0
c′0

+
∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂Φi(τ0,ζ0)

∂x3
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

(
d′0l
′
0

c′0g
′
0
− f ′0

g′0
+

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

(
d′0m

′
0

c′0i
′
0
− h′0

i′0
+

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)}
= 0.
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Alors

∂2z∗2 (0,0)

∂γ2 −
5∑
i=1

∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

{
∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)2

+ 2∂
2Φi(τ0,ζ0)
∂x2∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+2∂

2Φi(τ0,ζ0)
∂x3∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ 2∂

2Φi(τ0,ζ0)
∂x4∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

(
∂2z∗1 (0,0)

∂γ2

)
+ 2∂

2Φi(τ0,ζ0)
∂x5∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)2

+2∂
2Φi(τ0,ζ0)
∂x3∂x2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+ 2∂

2Φi(τ0,ζ0)
∂x4∂x2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+2∂

2Φi(τ0,ζ0)
∂x5∂x2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

(
∂2z∗2 (0,0)

∂γ2

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
3

+2∂
2Φi(τ0,ζ0)
∂x3∂x4

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ 2∂

2Φi(τ0,ζ0)
∂x3∂x5

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
4

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)2

+2∂
2Φi(τ0,ζ0)
∂x4∂x5

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

(
∂2z∗4 (0,0)

∂γ2

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
5

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)2

+ ∂Φi(τ0,ζ0)
∂x5

(
∂2z∗5 (0,0)

∂γ2

)}
= 0,

On obtient

∂2z∗2 (0,0)

∂γ2 = 1
d0

∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))
∂x2

{
2q1q2

∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂x2∂x1

+ 2q1
∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂x3∂x1

+ q2
2
∂2Φ2(τ0,ζ0)

∂x2
2

+ 2q2
∂2Φ2(τ0,ζ0)
∂x3∂x2

+ ∂2Φ2(τ0,ζ0)

∂x2
3

}
.

Suivant les mêmes étapes, on obtient

∂2

∂γ∂τ̄
(η2 −Θ2 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))(0, 0) = 0.

Alors
∂2z∗2 (0,0)

∂γ∂τ̄
− ∂

∂τ̄

5∑
i=1

∂Θ2(Φ(τ0,ζ0))
∂xi

{
∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

(
d′0j
′
0

c′0a
′
0
− b′0

a′0
+

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

(
−d′0
c′0

+
∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂Φi(τ0,ζ0)

∂x3
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

(
d′0l
′
0

c′0g
′
0
− f ′0

g′0
+

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

(
d′0m

′
0

c′0i
′
0
− h′0

i′0
+

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)}
= 0.
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Donc

∂2z∗2 (0,0)

∂γ∂τ̄
−

5∑
i=1

∂Θ2

∂xi

{
∂2Φi(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2∂x1

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x4∂x1

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x5∂x1

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x1

∂2z∗1 (0,0)

∂τ̄∂γ
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄∂x2

(
−d′0
c′0

+
∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x4∂x2

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x5∂x2

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x2

∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄∂γ
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄∂x3
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x3∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

+∂2Φi(τ0,ζ0)
∂x3∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x4∂x3

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x5∂x3

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂τ̄∂x4

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x4∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x4∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x5∂x4

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x4

∂2z∗4 (0,0)

∂τ̄∂γ

+∂2Φi(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x5

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x2
5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x5∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x5∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φi(τ0,ζ0)

∂x5∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φi(τ0,ζ0)

∂x5

∂2z∗5 (0,0)

∂τ̄∂γ

}
= 0.

On obtient

∂2z∗2(0, 0)

∂γ∂τ̄
=

1

d0

∂Θ2

∂x2

{
q2
∂2Φ2(τ0, ζ0)

∂τ̄∂x2

+
∂2Φ2(τ0, ζ0)

∂τ̄∂x3

}
.

5.5.5 La première dérivée de ω

On a

∂ω
∂τ̄

= ∂
∂τ̄

(η3 −Θ3 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))

= −
5∑
i=1

∂Θ3

∂xi

(
∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂τ̄
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η4)

∂x1

∂z∗1
∂τ̄

+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x2

∂z∗2
∂τ̄

+∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η4)
∂x4

∂z∗4
∂τ̄

+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x5

∂z∗5
∂τ̄

)
.

Au point (τ̄ , γ) = (0, 0) on obtient

∂ω
∂τ̄ (0, 0) = −∂Θ3

∂x3

(
∂Φ3(τ0,ζ0)

∂τ̄ + ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x1

∂z∗1 (0,0)
∂τ̄ + ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x2

∂z∗2 (0,0)
∂τ̄ + ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x4

∂z∗4 (0,0)
∂τ̄ + ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x5

∂z∗5 (0,0)
∂τ̄

)
= 0.
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∂ω
∂γ

=
∂

∂γ
(η3 −Θ3 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))

= 1−
5∑
i=1

∂Θ3

∂xi

{
∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x1

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)
+∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x3
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x5

(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)}
.

Au point (τ̄ , γ) = (0, 0) on obtient

∂ω
∂γ

(0, 0) = 1− ∂Θ3

∂x3

{
∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x3
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x4

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x5

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)}
= 1− ∂Θ3

∂x3

{
q2

∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x2

+ ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x3

}
= f0q2 + g0 = 0

Par conséquent D(τ̄ ,α)ω(0, 0) = (0, 0).

5.5.6 La deuxième dérivée de ω

Soit A = ∂2ω(0,0)
∂τ̄2 , B = ∂2ω(0,0)

∂τ̄∂γ
et C = ∂2ω(0,0)

∂γ2 .

Calcul de A.

On a ∂2ω
∂τ̄2 = ∂2

∂τ̄2 (η3 −Θ3 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5)), alors

∂2ω
∂τ̄2 = −

5∑
i=1

∂Θ3
∂xi

{
∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂τ̄2 + 2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂τ̄∂x1

∂z∗1
∂τ̄ + 2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂τ̄∂x2

∂z∗2
∂τ̄ +

2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂τ̄∂x4

∂z∗4
∂τ̄ + 2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂τ̄∂x5

∂z∗5
∂τ̄ + ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
1

(
∂z∗1
∂τ̄

)2

+2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x1∂x2

∂z∗1
∂τ̄

∂z∗2
∂τ̄ + 2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x1∂x4

∂z∗1
∂τ̄

∂z∗4
∂τ̄ + 2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x1∂x5

∂z∗1
∂τ̄

∂z∗5
∂τ̄

+∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x1

∂2z∗1
∂τ̄2 + ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
2

(
∂z∗2
∂τ̄

)2
+ 2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x2∂x4

∂z∗2
∂τ̄

∂z∗4
∂τ̄

+2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2∂x5

∂z∗2
∂τ̄

∂z∗5
∂τ̄ + ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2

∂2z∗2
∂τ̄2 + ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
4

(
∂z∗4
∂τ̄

)2

+2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4∂x5

∂z∗4
∂τ̄

∂z∗5
∂τ̄ +∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4

∂2z∗4
∂τ̄2 + ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
5

(
∂z∗5
∂τ̄

)2

+∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x5

∂2z∗5
∂τ̄2 .
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Au point (τ̄ , γ) = (0, 0) on obtient

∂2ω
∂τ̄2 (0, 0) = −∂Θ3

∂x3

{
∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂τ̄2 + 2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄
+ 2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
+ 2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

+2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
1

(
∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

)2

+ 2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x1∂x2

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
+ 2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂x1∂x4

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

+2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x1∂x5

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x1

∂2z∗1 (0,0)

∂τ̄2 + ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
2

(
∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

)2

+ 2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x2∂x4

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

+2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x2∂x5

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x2

∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄2 + ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
4

(
∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

)2

+ 2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x4∂x5

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

+∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x4

∂2z∗4 (0,0)

∂τ̄2 + ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
5

(
∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

)2

+ ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x5

∂2z∗5 (0,0)

∂τ̄2

}
.

Alors A = 0.

Calcul de C.

On a ∂2ω
∂γ2 = ∂2

∂γ2 (η3 −Θ3 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5)), alors

∂2ω
∂γ2 = −

5∑
i=1

∂Θ3

∂xi

{
∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
1

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)2

+ 2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2∂x1

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)
+2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x3∂x1

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)
+ 2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x4∂x1

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x5∂x1

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x1

(
∂2z∗1
∂γ2

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
2

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)2

+ 2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x3∂x2

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)
+2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x4∂x2

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+ 2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x5∂x2

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2

(
∂2z∗2
∂γ2

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
3

+2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x3∂x4

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+ 2∂

2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x3∂x5

(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
4

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)2

+ 2∂
2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4∂x5

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4

(
∂2z∗4
∂γ2

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
5

(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)2

+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x5

(
∂2z∗5
∂γ2

)}
.
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Au (τ̄ , γ) = (0, 0) on obtient

∂2ω
∂γ2 (0, 0) = −∂Θ3

∂x3

{
∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)2

+ 2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x2∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂x3∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ 2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂x4∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂x5∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)(
q4 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x1

(
∂2z∗1 (0,0)

∂γ2

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)2

+ 2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x3∂x2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂x4∂x2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ 2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂x5∂x2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x2

(
∂2z∗2 (0,0)

∂γ2

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
3

+ 2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x3∂x4

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ 2∂

2Φ3(τ0,ζ0)
∂x3∂x5

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
4

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)2

+ 2∂
2Φ3(τ0,ζ0)
∂x4∂x5

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x4

(
∂2z∗4 (0,0)

∂γ2

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
5

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)2

+ ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x5

(
∂2z∗5 (0,0)

∂γ2

)}
.

Donc

C = −∂Θ3

∂x3

{
2q1q2

∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂x2∂x1

+ 2q1
∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂x3∂x1

+ q2
2
∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
2

+ 2q2
∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂x3∂x2

+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
3

+ ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x2

∂2z∗2 (0,0)

∂γ2 .

Donc on obtenu le calcul de C.
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Calcul de B.

On a ∂2ω
∂τ̄∂γ

= ∂
∂τ̄

(
∂
∂γ

(η3 −Θ3 ◦ Φ(η, η1, η2, η3, η4, η5))
)
, alors

∂2ω
∂τ̄∂γ

= −
5∑
i=1

∂Θ3

∂xi

{
∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂τ̄∂x1

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
1

∂z∗1
∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2∂x1

∂z∗2
∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4∂x1

∂z∗4
∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x5∂x1

∂z∗5
∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1
∂γ

)
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x1

∂2z∗1
∂τ̄∂γ

+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂τ̄∂x2

(
q1 +

∂z∗2
∂γ

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
2

∂z∗2
∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2∂x1

∂z∗1
∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4∂x2

∂z∗4
∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x5∂x2

∂z∗5
∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2
∂γ

)
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2

∂2z∗2
∂τ̄∂γ

+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂τ̄∂x3

+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x3∂x2

∂z∗2
∂τ̄

+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x3∂x1

∂z∗1
∂τ̄

+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x4∂x3

∂z∗4
∂τ̄

+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂x5∂x3

∂z∗5
∂τ̄

+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂τ̄∂x4

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x2
4

∂z∗4
∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4∂x1

∂z∗1
∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4∂x2

∂z∗2
∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x5∂x4

∂z∗5
∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4
∂γ

)
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x4

∂2z∗4
∂τ̄∂γ

+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)
∂τ̄∂x5

(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5))

∂x2
5

∂z∗5
∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x5∂x1

∂z∗1
∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+ ∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x5∂x2

∂z∗2
∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+∂2Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x5∂x4

∂z∗4
∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5
∂γ

)
+ ∂Φi(η,η1,η2,η3,η4,η5)

∂x5

∂2z∗5
∂τ̄∂γ

}
.

Au (τ̄ , γ) = (0, 0) on obtient

∂2ω
∂τ̄∂γ

(0, 0) = −∂Θ3

∂x3

{
∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x1

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2∂x1

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x4∂x1

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x5∂x1

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

(
q1 +

∂z∗1 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x1

∂2z∗1 (0,0)

∂τ̄∂γ
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂τ̄∂x2

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x4∂x2

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x5∂x2

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

(
q2 +

∂z∗2 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x2

∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄∂γ
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0))

∂τ̄∂x3
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x3∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x3∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

+∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂x4∂x3

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x5∂x3

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂τ̄∂x4

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x4∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x4∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x5∂x4

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

(
q4 +

∂z∗4 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x4

∂2z∗4 (0,0)

∂τ̄∂γ

+∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x5

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x2
5

∂z∗5 (0,0)

∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x5∂x1

∂z∗1 (0,0)

∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x5∂x2

∂z∗2 (0,0)

∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+∂2Φ3(τ0,ζ0)

∂x5∂x4

∂z∗4 (0,0)

∂τ̄

(
q5 +

∂z∗5 (0,0)

∂γ

)
+ ∂Φ3(τ0,ζ0)

∂x5

∂2z∗5 (0,0)

∂τ̄∂γ

}
.
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Alors

B = −∂Θ3

∂x3

{
q2

∂2Φ3(τ0,ζ0)
∂τ̄∂x2

+ ∂Φ3(τ0,ζ0)
∂x2

∂2z∗2 (0,0)

∂τ̄∂γ
+ ∂2Φ3(τ0,ζ0))

∂τ̄∂x3

}
.



Perspectives

Dans ce travail on a étudié un modèle mathématique sur la Leishmaniose Viscérale

contenant un système d’équations différentielles impulsives. Cette étude a porté

sur la stabilité des solutions périodiques triviales et la bifurcation des solutions

périodiques non-triviales, pour se faire on a utilisé la méthode de la réduction de

Lyapunov-Schmidt. Les résultats obtenus peuvent être appliqués à d’autres cas de

l’épidémiologie ou des sciences appliquées en général.

Pour la continuité de cette recherche, on peut citer quelques pistes de recherche

futures :

- Etude des modèles avec retard.

- Etude des modèles avec diffusion.

- Le cas des modèles contenant des équations differentielles fractionnaires.

- Le cas des modèles avec traitement.

- Le cas d’un modèle général décrivant l’évolution de la population humaine, la

population des chiens et la population des insectes.
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 هلخص
 

في هزٍ الأطشوحة دسسٌا ًوورج سياضي هي داء الليشواًيات الحشوي، دسسٌا الاستقشاس الوحلي 

، قوٌا بذساسة الٌوورج الشياضي هع هعالجة في أوقات هحذدة دوسيةثن . والعالوي هي ًقطة التواصى

 .لك قوٌا بذساسة حالة عودة الوشضرا حالة عذم وجود الوشض بعذ دسسٌا استقشاس

 

Le résumé 

Dans cette thèse nous avons étudié un modèle mathématique sur la leishmaniose 

viscérale, nous avons étudié la stabilité locale et globale des points d’équilibres. Ensuite, 

on a étudié le modèle mathématique avec un traitement impulsif en des temps 

périodiques, nous avons étudié la stabilité de la solution triviale qui correspond à 

l’éradication de la maladie et nous avons étudié la bifurcation de la solution non triviale 

correspondant à la réapparition de la maladie.  

Abstract 

In this thesis we studied a mathematical model on Visceral Leishmaniasis, we studied 

the local and global stability of the equilibrium points. Then, we studied the 

mathematical model with an impulsive treatment in periodic time, we studied the 

stability of the trivial solution which corresponds to the eradication of the disease and 

we studied the bifurcation of the nontrivial solution corresponding to the reappearance 

of the disease. 

 

  

 


	Introduction générale
	La leishmaniose viscérale
	Introduction
	La leishmaniose viscérale
	L'espèce en cause
	Cycle biologique
	La transmission
	Vectorielle
	Les autres modes

	La répartition géographique
	Le diagnostic de la leishmaniose
	Le traitement de la leishmaniose:

	Préliminaires
	Rayon spectral
	Théorème des fonctions implicites
	La méthode de Lyapunov-Schmidt
	Sur les équations différentielles
	Les équations différentielles ordinaires
	Stabilité des équilibres

	Stabilité au sens de Lyapunov
	Les équations différentielles impulsives


	Etude d'un modèle mathématique sur la Leishmaniose viscérale
	Introduction
	Existence, positivité et bornitude
	Existence
	Positivité
	Bornitude

	Taux de reproduction de base 
	Les points d'équilibres
	Etude de la stabilité locale des points d'équilibres
	Conclusion

	Analyse d'un modèle mathématique sur la Leishmaniose
	Introduction
	Le cas où la population totale est constante
	L'analyse de la bifurcation
	La stabilité globale

	La population totale est non constante 
	Les simulations numériques
	Cas: =
	Cas: <
	Cas: >

	Conclusions

	Etude d'un modèle mathématique avec impulsion sur la leishmaniose viscérale
	Introduction
	Existence et stabilité exponentielle du point d'équilibre trivial Ef
	L'analyse de la bifurcation de la solution périodique non triviale
	Conclusion
	Annexe
	Calcul des premières dérivées de 
	La deuxième dérivée de 2 et 3
	La première dérivée de Z*
	La deuxième dérivée de z2*
	La première dérivée de 
	La deuxième dérivée de 


	Perspectives
	Bibliographie

