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Introduction

Les systemes dynamiques sont tres répondus en modélisation en science appliquées
(mathématiques appliquées, physique, biologie, ...
Dans cette these, nous nous intéressons a certains modeles épidémiologiques.
L’épidémiologie théorique des maladies transmissibles est devenue une discipline a part
entiere, distincte de la démographie théorique et de ’écologie théorique, et offre un terrain
fertile en applications et en themes de recherche pour les mathématiques.
Nous illustrons ceci, en montrant comment les modeles peuvent stimuler la réflexion sur
des problemes épidémiologiques et devenir des outils d’aide a la décision en santé publique.
La modélisation épidémiologique a pour but essentiel de comprendre et controler, dans la
mesure du possible, la propagation d’'une maladie infectieuse transmissible.
Elle consiste en gros a construire un modele mathématique qui permet de rendre compte
la dynamique de la maladie en question.
A titre d’exemple, nous allons citer le modele classique SIR, ou la population est divisé

en trois compartiments, a savoir les susceptibles .S, les infectés I et les immunisés R.

N ouveaux nés

transfert transfert

décés décés décés

FiGURE 1 — Diagramme de transfert du modele SIR.
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Un individu dans le compartiment S est completement susceptible, ¢’est-a-dire il peut
contacter la maladie, il est alors transféré au compartiment I, a la fin de sa période d’in-
fectiosité, qui elle dépend de la maladie, 'individu rejoint le compartiment R des individus
ayant acquis une immunité contre la maladie en question.

Le cadre général est donc celui des modeles continus, en temps continu, construits a par-
tir de systemes d’équations différentielles. De plus, les modeles étudiés ici sont tous des
systemes autonomes, c’est-a-dire que la fonction d’évolution du systeme ne dépend pas
du temps.

Les différentes connaissances dont on dispose en ce qui concerne la maladie sont ensuite

utilisées pour déterminer les taux de transfert entre les différents compartiments.

La modélisation mathématique des phénomenes de la biologie et de la médecine est tres
importante pour comprendre et trouver des méthodes de controle afin d’arréter ou au

moins de réduire Ueffet négatif des maladies (voir [I]-[15]).

Dans cette these, nous nous intéressons a un modele de leishmaniose zoonotique viscérale
(ZVL) développé dans [15]. Cette maladie est causée par une infection a leishmania cha-
gasi et transmise généralement par le phlébotome. ZVL est un probleme majeur de santé
publique. Au Brésil, les chiens domestiques sont les principaux réservoirs, ’analyse biolo-

gique est développée dans [23].

Cette these est consacrée a I'étude d’un modele mathématique pour une population des
chiens (D) atteints d’une maladie infectieuse (la Leishmaniose), pour cela on considere

un modele SEIRQ. Dans ce cas la, la population est divisée en cinq compartiments S, L,

I, Ret Q.
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Le modele étudié est le suivant :

B _ app - <S g3

% = F-@roL
d = oL —0l, (1)

i _ (1 —q)BD - % _ R,

dQ _ CIR
@ = D —9@Q

Soit I'individu dans le compartiment S est susceptible, et il peut contracter la maladie
par contact avec ceux du compartiment I, il est alors transféré au compartiment L qui
contient les individus infectés mais pas encore infectieux, apres une période de latence, qui
dépend de la maladie, un individu dans L devient infectieux a son tour et il est transféré
au compartiment I, a la fin de sa période d’infectiosité, qui elle aussi dépend de la mala-
die. Soit I'individu est dans le compartiment R, qui deviendrait infecté et non infectieux

apres un contact avec les infectieux et rejoint le compartiment Q).

Cette these est composée de cinq chapitres, d'une conclusion avec perspectives, et d’'une

bibliographie.

Dans le premier chapitre, nous définissons la maladie étudiée (la leishmaniose viscérale),
le cycle biologique et sa transmission, la répartition géographique ainsi que le diagnostique

et le traitement.

Le deuxieme chapitre, contient les définitions, certains théoremes classiques, et la procédure

de Lyapunov-Schmidt. Ces rappels sont utiles pour la suite de cette these.
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La version de la procédure de Lyapunov-Schmidt présentée ici differe 1égerement de celle
donnée dans [37]. La version donnée ici est basée sur la décomposition de l'espace en
somme directe de I’espace propre et son complémentaire. Cette procédure de Lyapunov-
Schmidt est plus naturelle, et beaucoup plus pratique pour étudier les bifurcations d’états

stables.

Dans le chapitre trois, nous faisons I’étude et ’analyse locale du modele mathématique sur
la Leishmaniose Viscérale dans le cas d’une population constante. Le quatrieme chapitre
est consacré a 1’étude de la stabilité globale du point d’équilibre moyennant la fonction

de Lyapunov.
Dans le dernier chapitre, nous considérons un systeme d’équations différentielles impul-
sives, le modele est composé du modele plus les impulsions qui sont décrites par des

équations discretes. Ces équations représentent I’abattage des chiens infectés.

Nous terminons cette these par des conclusions, perspectives et une bibliographie.



Chapitre 1

La leishmaniose viscérale

1.1 Introduction

La leishmaniose est une maladie chronique a manifestation cutanée ou viscérale, due
& un protozoaire parasite (une leishmanie), c’est & dire un organisme microscopique qui
se reproduit dans certaines cellules de I'organisme, et qui touche principalement le chien
qu’on appelle ”Réservoirs”.
Cette maladie est trés répandue dans différentes régions du monde, elle est en effet trans-
mise par un insecte bien particulier, qu’on connait comme vecteur et qui ne vit que dans
certaine région du globe. L’aire de répartition de la maladie dépend donc directement
de l'aire de répartition de cet insecte. L’habitude de l'insecte est de piquer I'animal, il

pourrait piquer ’homme (zoonose) [38].

1.2 La leishmaniose viscérale

La leishmaniose viscérale également connue sous le nom de Kala-azar ou fievre noire,
est la forme la plus grave de leishmaniose, il s’agit d’une maladie causée par un parasite
du genre Leishmania.

Le parasite migre dans les visceres comme le foie, la rate et la moelle osseuse et en 1’ab-

sence de traitement, aboutit presque toujours a la mort du hote [39].

10
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Les principaux symptomes essentiels de cette maladie : un amaigrissement progressif du
chien, 'anémie, des ongles anormalement longs ’hépatomégalie (gros foie) et la splénomégalie

(grosse rate).

e
% 1 i

H, iy Ay |

FI1GURE 1.1 — Chien infecté

1.3 L’espeéece en cause

Plusieurs especes de Leishmania sont cunnues pour provoquer la forme viscérale de la
maladie. Dans I'ancien monde (I’Afrique, I’Asie et 'Europe) les especes responsables sont
L. donovani et L. infantum, et dans le nouveau monde (I’Amérique du sud) l'espece en

cause est L. chagasi.
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1.4 Cycle biologique

Il se déroule entre deux hotes, un vertébré (homme, chien, rongeur...) et un insecte

vecteur, le phlébotome.

FIGURE 1.2 — Phlébotome

La leishmaniose viscérale est transmise par un insecte vecteur (phlébotome), ce sont
des créatures miniscules, 2 ou 3 millimetres de long, que 'on trouve dans les régions
tropicales ou tempérées du monde entier. Les larves de phlébotome se développent dans
la matiere organique chaude et humide, aussi les vieux troncs d’arbres, les murs de maison
ou les ordures.

Le phlébotome femelle adulte est un suceur de sang, qui s’alimente habituellement la nuit
sur sa proie ensomeillée. Quand la mouche pique un vertébré atteint de L.donovani, ’agent
pathogene est ingéré avec le sang de la proie, a ce moment le protozoaire se présente sous
la plus petite de ses deux formes, appelée amastigotes, non mobile, ronde de seulement

trois a sept micrometres de diametre [39)].



1.4 Cycle biologique 13

FIGURE 1.3 — Amastigote

Dans l'estomac du phlébotome, les amastigotes se transforment rapidement en une
deuxieme forme du L. donovani appelée promastigotes. Cette forme est fusiforme, sa
taille est triple de celle de 'amastigote et elle possede un simple flagelle qui lui permet
d’étre mobile. Les promastigotes vivent a l'extérieur des cellules dans le tube digestif du
phlébotome pendant quelques jours, se produisent par voie asexuée puis migrent vers les
glandes salivaires.

C’est pour eux un moyen d’étre transmis de nouveau a un mamifere hote, car l'insecte
injecte sa salive dans la proie quand elle pique, les promastigotes sont injectés dans la
circulation sanguine de la proie avec la salive de 'insecte.

Une fois a l'intérieur de leur nouvelle hote, chaque promastigote s’accroche a un ma-
crophage a l'aide de ses flagelles, il est alors capturé vivant par la cellule sous 'action
de phagocytose du macrophage. Une fois a l'intérieur, il se transforme a nouveau dans

la forme la plus petite 'amastigote. Comme amastigote L. donovani peut seulement se
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reproduire a l'intérieur d'une cellule et les amastigotes se multiplient dans la partie la
plus hostile du macrophage, a l'intérieur des organites phagolysome, dont ils peuvent
empeécher la réponse défensive normale. Lorsqu’ils se sont reproduit jusqu’a un certain ni-
veau, L.donovani détruit la cellule hote sous l'effet de pression de la masse des parasites.
La cellule fille des protozoaires migre alors par la circulation sanguine pour trouver de
nouveaux macrophages hotes, a ce moment L. donovani provoque une infection et s’étend

a tous les organes de ’hote, en particulier a la rate et le foie.

Etape du phlébotome Le plébotame prend un repas de sang Etape humaine

(Ijection de promastigotes dams la e Les promastigotes sont

Divizion dans fintestin et peaL) phagocytés par les macrophages .

migration vers les trompes. /—#’ % B J
\% Les promastigotes =e
tranzforment en amastigotes
dans les macrophages.
R
6Les amastigotes ze transforment au
stade promastigotes dans lintestin.
; - Les smastigotes se multipliert
. G ﬂ. dans les cellules [y compris les

i 3 \_‘nacrnphages 1 de différents tizsus.

Ingestion d'une cellule

parasitée
(5]

imfectés pax des amastigotes

Leishmaniose

FI1GURE 1.4 — Cycle parasitaire



1.5 La transmission 15

1.5 La transmission

1.5.1 Vectorielle

C’est la plus importante, la présence du phlébotome conditionnant la répartition de

la maladie.

FIGURE 1.5 — Transmission

1.5.2 Les autres modes

Chez les toxicomanes la transmission par échange de seringues a été démontré. Les

voies transfusionelles et congénitales jouent un role minime.

1.6 La répartition géographique

Cette maladie est répandue dans les zones intertropicales et tempérées chaudes, si-
gnalées dans 88 pays répartis en 5 foyers :

méditérranéen, chinois, indien, africain et sud-américain.
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ANOFEL

FIGURE 1.6 — Répartition géographique

1.7 Le diagnostic de la leishmaniose

Le vétérinaire va suspecter la leishmaniose lors de la présence de plusieurs symptomes
et a condition que le chien vive ou ait séjourné dans les régions a risque. Ce diagnostic est
parfois difficile car les signes de la maladie sont trés variés et parfois discrets. Plusieurs
examens sanguins permettent de confirmer le diagnostic. Dans certains cas complexes,

des analyses de la peau ou de moelle osseuse permettent de mettre en évidence le parasite

[38].
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1.8 Le traitement de la leishmaniose :

Il existe un traitement spécifique pour cette maladie qui est réalisé sous forme d’injec-
tions, associé a la prise des comprimés. La durée du traitement est variable d’un chien a
lautre, il dure souvent trés longtemps (12 mois minimum et parfois a vie), ce traitement
est parfois mal supporté par le chien et doit étre interrompu.

Le chien doit étre suivi régulierement par le vétérinaire traitant.

La lutte contre les insectes par des bombes ou des diffuseurs permet de les éviter.

Meéme si le risque de piqire n’est pas totalement supprimé, il est conseillé d’utiliser le col-
lier scalibor ou des pipettes d’Advantix, produits efficaces contre les phlébotomes, pour

les chiens qui vivent et séjournent dans les régions a risque [39)].

FIGURE 1.7 — Collier Scalibor



Chapitre 2
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous exposons les outils mathématiques dont nous aurons besoin

dans la suite de cette these.

2.1 Rayon spectral

Définition 2.1.1 ([41])

Soit T un opérateur dans un espace de Banach de dimension finie X (i.eT est une matrice
carée). Alors l’ensemble o(T') est compact et il est composé des valeurs propres de T
Définition 2.1.2

Soit M une matrice carrée a coefficients complexes, on appelle rayon spectral de M, et
on note par p(M) le plus grand module des valeurs propres de M.

Définition 2.1.3 ([41])

Le rayon spectral p(M) d’une matrice M est le nombre

p(M) = max{|\|,\ € o(M)}.

Définition 2.1.4 ([35])
Soient Q un ouvert de IR tel que 0 € Q2 et V : Q0 — IR une fonction différentiable de
classe C sur Q\ {0},

1. 'V est dite définie positive si :

18
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(i) V(0) =0, et
(ii) V(u) >0 pour u € Q\ {0}.

2.V est dite définie négative, si —V est définie positive.

3.V est dite semi-définie positive si :
(i) V(0) =0, et
(ii) V(u) >0 pour tout u € U.

4. 'V est dite semi-définie négative si —V est semi-définie positive.

2.2 Théoreme des fonctions implicites

Le théoreme des fonctions implicites est I'un des outils analytiques les plus importants

pour la solution d’un probleme non linéaire
F(z,y)=0. (2.1)

ou F': U xV — Z est une application, U C X et V C Y sont des ensembles ouverts , et

X, Y et Z sont des espaces de Banach réels, il s’énnonce comme suit :

Théoreme 2.2.1 ([30])
Soit (zg,y0) € U XV une solution de ((2.1) telle que la dérivée de Fréchet de F par rapport

ax en (xg,yo) est bijective, i.e

F(x07 yO) = 07
D,F(xg,y0) : X — Z est borné (2.2)

avec un inverse borné (théoréme de Banach).

Supposons aussi que F' et D, F sont continues :

FeCUxV,Z2),
D,F € C(U x V,L(X, Z)),

(2.3)
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ot L(X, Z) désigne 'espace de Banach des opérateurs linéaires bornés de X dans Z muni
de la norme de 'opérateur.
Alors il existe un voisinege Uy x Vi dans U x V' de (x, o) et une application f : Vi —

U, C X tel que :

=X s
f(wo) 0 (2.4)
F(f(y),y) =0 VyeW
De plus, f est continue sur Vi :
fec(,X). (2.5)
Enfin, chaque solution de dans Uy x Vi est de la forme (f(y),y).
Pour la preuve voir [19]. En particulier, si
D, F(xg,y0) : X — Z est non bijective. (2.6)

La théorie de bifurcation peut étre décrite brievement par I’étude du probleme (2.1]) dans
un voisinage de (g, yo) ou (2.6) est vérifiée.

2.3 La méthode de Lyapunov-Schmidt

La méthode de Lyapunov-Schmidt décrit la réduction de probleme (2.1)) & un probleme
ayant seulement comme dimension autant que celui obtenu de ({2.6)). Pour étre plus précis,

nous avons besoin de la définition suivante :
Définition 2.3.1

Soient X et Z deuz espaces de Banach, U C X est un ouvert, une application continue
F U — Z est dite opérateur non-linéaire de Fredholm si elle est Fréchet différentiable

sur U et si DF(x) vérifie :

- dim N(DF(z)) < 0o, ou N(DF(x)) est le noyau de DF(x) .
— codim R(DF(x)) < 0o, ot R(DF(z)) est l'image de DF(x).
— R(DF(z)) est fermé dans Z.
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L’entier dim N(DF'(z)) — codim R(DF(x)) est appelé l'indice de Fredholm de DF(x).

Nous considérons maintenant F': U xV — Z, U C X,V CY, ou

F(x0,90) =0, (z0,%0) € U XV,
FeCUxV,2), (2.7)

D.F € O(U x V. L(X. Z))(voir (2.3))

Nous supposons que pour y = yp 'application F' soit un opérateur non-linéaire de Fred-
holm par rapport a x; i.e F(.,yo) : U — Z satisfait la définition . En particulier,
observons que les espaces N et Zy définis ci-dessous sont de dimension finie.

Ainsi, il existe des sous espaces complémentaires fermés dans les espaces de Banach X et

Z tels que
X = N(D,F(zo,y0)) D Xo,

7 = R(D,F(x0,90)) @ Zo

(2.8)

(voir [22], p.553). A partir de ces décompositions, on défini les projections suivantes

P: X — N:N<D$F(l'0,y0)),
Q: 7= Z,

(2.9)

Par le théoreme du graphe fermé (voir [51]), ces projections sont continues.

Puis, on obtient le théoreme suivant

Théoréeme 2.3.1 ([30])

Il existe un voisinage Uy X Vo de (xg,y0) dans U x V C X x Y tel que le probléeme
F(z,y) =0 pour (z,y) € Uy x V3 (2.10)
est équivalent a un probleme de dimension finie

®(v,y) = 0 pour (v,y) €Uy x Vo C N XY, ol
D : Uy x Vo — Zy est continue, (2.11)
et ®(vo, yo) = 0, (vo,40) € Us x Va.
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La fonction ®, appelée la fonction de bifurcation, est donnée par

D(v,y) = QF (v +¥(v,y),y),

ou W Uy x Vo — Wy C X,.

Corollaire 2.3.1 ([30])
Dans la notation du théoréme (2.3.1)), si F € CY(U x V,Z), alors ¥ € Cl(UQ x Vs, Xo),
d e CI(UQ X ‘/Q,ZO), et

\II(U07 yO) = Wo,
DU‘P(Uo,yo) =0€ L(N, Xo), (212)
qu)(Uo, yo) =0€ L(N, Zo)

2.4 Sur les équations différentielles

2.4.1 Les équations différentielles ordinaires

Soit 2 C R™ un ensemble ouvert connexe. Nous noterons les points dans §2 par (¢, z)
outeRetxeR" Soit f: 2 — R" une fonction continue.
A partir d’un point initial (¢g, ) € €2, nous souhaitons construire une solution unique au
probleme a valeurs initiales :
o = f(t ),

x(to) = 2o,

(2.13)

Pour cela, x(t) doit étre une fonction de classe C! sur un certain intervalle I C R contenant

I'instant initial ¢g a valeurs dans R"™ tel que la courbe de solution satisfait

{(t,z(t)) :t e I} C S

Une telle solution est appelée solution locale lorsque I # R. Lorsque I = R, la solution

est appelée globale.
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Le théoreme d’existence de Cauchy-Peano
Théoréme 2.4.1 ((Cauchy-Peano)[46])
Si f: Q — R" est continue. Alors pour chaque point (ty,zo) € Q le probleme a valeurs

initiale a une solution locale.

Le théoréme d’existence de Picard

L’échec de I'unicité peut étre corrigé en plagant une restriction supplémentaire sur le
champ de vecteurs f . Les définitions suivantes introduisent cette propriété clé.
Définition 2.4.1 ([46])

Soient S CR™ et f: S — R".
La fonction [ est dite continument Lipschitzienne sur S s’il existe une constante C' > 0

tel que
1f(z1) = f(22)||rn < Cllzy — 22| |Rm,

pour tous xy,Ts € S.

Définition 2.4.2 ([46])
Soit Q C R un ensemble ouvert. Une fonction continue (t,z) — f(t,z) de Q a R™ est
dite localement Lipschitzienne en x si pour tout compact K C €2, il existe une constante

Ck > 0 telle que

[f(t, 1) = f(t, 22)|| < Ckllrr — 22|,

pour chaque (t,x1),(t,z2) € K. S’il existe une constante pour laquelle l'inégalité est sa-

tisfaite pour tout (t,z1), (t,x2) € Q, alors f est continument Lipschitzienne en x.

Lemme 2.4.1 ([46])

Si f:Q — R"™ est de classe C, alors elle est localement Lipschitzienne en x.

Théoréme 2.4.2 ((Picard)[46])
Soit Q@ C RY™ un ouvert. Supposons que f : Q — R™ est continue et que f(t,x) est

continument localement Lipschitzienne en x. Soit K C € un ensemble quelconque compact.
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Alors il existe § > 0 tel que pour tout (to,xo) € K, le probléme a valeurs initiale a

une unique solution définie sur l'intervalle |t — to| < 9.

Théoréeme 2.4.3 ((Unicité) [46])

Supposons que f : Q) — R™ satisfait les hypothéses du théoréme de Picard. Pour j = 1,2,
soit x;(t) les solutions de z'(t) = f(t,z(t)) dans un intervalle I;. Sl existe un point
to € 11 N Iy tel que x1(ty) = wa(ty), alors x1(t) = xo(t) sur Uintervalle I N Iy. En outre,

la fonction
$1<t),t € Il
ZL‘Q(t),t € IQ

x(t) =

définit une solution sur 'intervalle I, U I5.

2.4.2 Stabilité des équilibres

Soit 2 = R x O pour certain ensemble ouvert O C R" et supposons que f : 2 — R"
satisfait les hypotheses du théoreme de Picard.
Définition 2.4.3
Un point & € O est appelé un point d’équilibre (point singulier ou point critique) si

f(t,z) =0 pour tout t € R.

Soit I'équation différentielle

i = f(x), (2.14)

o f:Q cC IR" — IR" est une fonction de classe C'. Soit * un point d’équilibre de

I’équation ([2.14]).

Définition 2.4.4(([10])

L’équilibre x* de (|2.14]) est dit stable si pour tout € > 0, 1l existe n > 0 tel que pour toute

solution x(t) de on a

|z(0) —2*|| <n=Vt>0, |x)—2z"|<e.
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Définition 2.4.5(([10])

L’équilibre x* de (2.14]) est dit instable, s’il existe € > 0, pour tout n > 0, tel qu’il existe

une solution x(t) de vérifiant

|x(0) —2*|| <n=Vt>0, |z(t)—2x*||>e.

Définition 2.4.6 |([10])
L’équilibre x* de (|2.14]) est dit asymptotiquement stable sl est stable, et il existe r > 0

tel que pour toute solution x(t) de on a

[4(0) — ]| < = Jim [lo(t) — "] = 0.

Cas d’un systeme linéaire
Considérons le systeme linéaire

i = Az, (2.15)

ou A est une matrice carrée d’ordre n. Soient Ay, ---,As (avec s = 1,...,n) les valeurs
propres de la matrice A et x* le point d’équilibre du systeme linéaire .
Théoréeme 2.4.4 ([10])
(i) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou négatives
alors ’équilibre x* est stable.
(ii) Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives
alors ’équilibre x* est asymptotiquement stable.
(iii) Si l'une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors ’équilibre x*

est instable.

Considérons le systeme ([2.14]), on note par J¢(z*) := %(m*), la matrice jacobienne de f
évaluée au point x*.
Le systeme linéaire

i = Aw, (2.16)

ou A = Jy(x) s’appelle le linéarisé ou 'approximation linéaire du systéme non linéaire
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E13) en 2.

L’étude de la stabilité de I'origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser

la stabilité de I’équilibre x* de (2.14)). Plus précisément on a :

Théoreme 2.4.5 ([10])
1. Six =0 est asymptotiquement stable (c’est a dire si toutes les valeurs propres sont
de partie réelle strictement négative) pour alors x* ’est pour .
2. Six =0 est instable (c’est a dire qu’il existe au moins une valeur propre de partie
réelle strictement positive) pour alors x* est instable pour .

3. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x* pour .

2.5 Stabilité au sens de Lyapunov

1. Stabilité des équilibres

Soit I'équation différentielle

= f(x), (2.17)

ou f : Q — IR" est une fonction donnée, et Q2 un ouvert de IR" tel que 0 € , et
£(0) =0,

Soient z* = 0 un point d’équilibre de (2.17), et V' : Q@ — IR une fonction définie
dans un voisinage €2 de 'origine et admettant des dérivées partielles continues.

On note par

V() = @) fla) = Y o

la dérivée de la fonction V' dans la direction du champ de vecteurs f[II]. Cette

dérivée s’appelle aussi la dérivée de Lie ([II]) de V et se note L;V. Pour toute

solution z(t) de (2.17)) on a
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Théoréme 2.5.1 (Stabilité au sens de Lyapunov [11])

L origine du systeme (2.17) est stable au sens de Lyapunov s’il existe une fonction

V(z) telle que :

(i) V() est définie positive,
(i) V'(x) est semi-définie négative.

Une telle fonction est dite fonction de Lyapunov

Preuve. Puisque V' est définie positive dans (2, il existe une sphere de rayon r > 0

contenue dans {2 telle que

V(z)>0 pourxz#0 et|z|<r,

V(z) <0 pour |z| <.

Soit z la solution de l'’équation différentielle & = f(x) pour z(0) = zo, (f est
supposée localement lipschitzienne), alors par le théoreme de Chauchy-Lipschitz, la
solution existe pour 0 <t < t* avec t* > 0. Cette solution peut étre continue pour
t > t*, et on note par ¢; la plus grande valeur de ¢ pour laquelle la solution existe.

Il y a deux possibilités, soit t; = oo ou bien t; < oo.

On peut montrer pour |zy| suffisamment petit que t; = oc.

En effet, par la définition de la dérivée

av

— () = V(z(t)) pour 0 <t <t.

On peut intégrer cette équation, ce qui donne
t .
Via(t) = Vie) = [ Vials)ds <0,
0

puisque V' est définie négative. Ceci veut dire que 0 < V(z(t)) < V(zo) pour
0<t<ty.

Soit ¢ telle que 0 < ¢ < r, et soit S la sphere fermée avec un rayon intérieur € et un
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rayon extérieur r. Par continuité de V', et puisque S est fermée, p = mingeg V()

existe et il est strictement positif. Puisque V(z) — 0 quand |z| — 0, on peut

choisir § avec 0 < & < pu telle que pour |zg| < §, on ait V(zg) < p alors que

0 < V(z(t)) < V(rg) < ppour 0 <t < ty. Puisque u est la valeur minimale de V/

dans S, ceci donne |z(t)| < € pour 0 <t < ;.

S’il existe ty telle que |z(t2)| = €, alors quand ¢ = t5 on a aussi, par la définition de

iy, 11 < V(x(ta)) < V(zg) < p, ce qui est impossible. On conclue alors que t; = oc.

Ainsi, pour un € > 0 donné, il y a un § > 0 telle que pour |zg| < 0, on a |z(t)| <

pour t > 0, d’ou la stabilité de l'origine est stable au sens de Lyapunov.

Théoréme 2.5.2 (St
L’origine du systeme

V(z) telle que :

ilit
2.17

é asymptotique au sens de Lyapunov [11])

est asymptotiquement stable s’il existe une fonction

(i) V(z) est définie positive,

(i1) V'(x) est définie négative.

. Ensemble w—limite

Soit le systeme autonome suivant

& = f(x),

ZL‘(to) = Xy,

olt f:Q — IR™ est une fonction de classe C*, Q un ouvert de IR", et soit x(t) une

solution définie pour tout ¢ > 0.

L’ensemble w—limite de z est 'ensemble de tous les points d’accumulation de z(t),

pour ¢ — oo.

w($):{y€IR"ElthIRtk—>—|—oo,E|:xeclm(tk)_>y}

Les points de I’ensemble w—limite ont la propriété que tous leurs voisinages seront

visités par la solution x(t), méme apres un temps arbitrairement long, (les ensembles
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a—limites sont définis de la méme maniere mais pour tx — —00).

L’ensemble w—limite d’un point x peut étre vide.

Théoréme 2.5.3 (Lyapunov [27])
Soit & = f(x) un systéme autonome définie sur Q dans IR", soit V : Q@ — IR une
fonction continiment différentiable. Si pour une certaine solution x(t), la dérivée V
de la fonction t — V(x(t)) satisfait Uinégalité V > 0, alors w(z) N Q est contenu
dans Uensemble {x € Q : V(z) = 0}.

Preuve. Si gy € w(z)NQ, il existe une suite t;, — 0o avec z(t;) — yo. Puisque V > 0
le long de l'orbite de z, on a V(yg) > 0 par continuité, supposons que V(yo) = 0
n’est pas vérifiée alors V(yo) > 0, puisque la valeur de V' ne décroit jamais le long

de lorbite de y avec y(0) = yo, ceci implique que
V(y(t)) > V(yo) pourt>0. (2.18)

La fonction V' (z(t)) est aussi strictement croissante, puisque V' est continue, V (x(tx))

converge vers V(yo) alors

V(z(t)) < V(w), (2.19)

pour tout t € IR, de z(tx) — yo il s’en suit que z(tx +t) — y(t) d'on
Vix(ty +1)) > V(y(t)),

Donc par ([2.18))
V(z(ty +1)) > V(yo).

pour k suffisamment grand, c’est une contradiction avec ([2.19)).
Théoréme 2.5.4 (Castillo-Chavez)

On considere le systéme d’équations differentielles ordinaires avec un parameétre ¢

da:_

%_f(:):,qﬁ),f:R"><R—>R”;f€02(R”><R).
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0 est un point d’équilibre, et on a pour toute valeur de ¢,

f(0,¢) =0.

Soit les hypothéses :

Al : A= D,f(0,0) = (gg; (0,0)), 0 est une valeur propre de A et les autres va-
leurs propres sont a parties reelles négatives.

A2 : La matrice A admet un vecteur propre W non négatif a droite de 0, et un
vecteur propre V- non négatif a gauche de 0.

Soient fi les équations correspondantes au systeme et

0 fi

a= Z VkWWJa T
7

k,i,j=1

(070)’

O fi
b_];lvk 5 ac(o 0).

La stabilité locale du systeme autour de 0 est déterminée par le signe de a et b,

a < 0,b>0 donc le point est localement asymptotiquement stable.

2.5.1 Les équations différentielles impulsives

Notions de base sur les équations différentielles impulsives

Dans cette partie, on introduit les définitions de base et les théoremes d’équations
différentielles impulsives. Les références [4], [2] et [34] sont treés riches en détail sur
ce theme.

Les équations différentielles avec impulsions [52]
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Prenons un processus d’évolution décrit par

— (i) un systeme d’équations différentielles
¥ = f(t,x) (2.20)

ou f: Ry xQ — R" Q CR" est un ensemble ouvert et R, la demie ligne réelle
positive,

— (ii) Les ensembles M(t), N(t) C §2 pour chaque t € R,

— (iil) L’operateur A(t) : M(t) — N(t) pour chaque t € R,.

Soit xz(t) = z(t,to,zo) toute solution de a partir de (tg, o). Le processus
se déroule comme suit : le point P, = (¢,2(¢)) commence du point de départ
P,, = (to, o) et se déplace le long de la courbe {(¢t,z) : t = tg,z = ()} jus-
qu’a linstant ¢; > to, au cours du quel le point P, rencontre I'ensemble M (t).
En t = t, l'opérateur A(?) transfere le point au Py = (t1,27) € N(t;), ou
x¥ = A(t1)z(t,). Ensuite, le point P; continue son mouvement le long de la courbe
de x(t) = z(t,t1, 2]) en tant que solution de A partir de By, = (t1,2]) jusqu’a
ce qu'il atteigne 'ensemble M (t) une deuxiéme fois a un instant appelé to > ;.
Puis, le point P, = ({2, z(t2)) est transféré au point P+ = (t2,23) € N(tg), ont
15 = A(ty)x(ty). Comme précédemment, le point P; continue a aller de 'avant avec
X (t) = x(t, ty, 74 ) comme solution de (2.20) & partir de (2, x5 ). Ainsi, le processus
d’évolution continue vers ’avant tant que la solution de existe.

On appelle I'ensemble des relations (i), (ii), et (iii), qui caractérisent le processus
d’évolution ci-dessus, un systeme différentiel impulsif. La courbe décrite par le point
P, est appelée la courbe intégrale, et la fonction z = z(t), qui définit cette courbe
est une solution du systeme.

Les instants t = ¢, pour lesquels le point P, touche I'ensemble M (t) sont ap-
pelés les instants de leffet impulsif. Nous supposerons que la solution z(t) du
systeme différentiel impulsif est continue a gauche en t;, k = 1,2, ... , soit z(t,) =

limh_>0+ .CE(tk - h) = l’(tk)
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Soit 'ensemble M (t) = { M}, = (ty,z),x € Q, k € N*} représente une suite de plans,
ol t) <ty < ... <ty <..etlimg ity =-+00.

Soit. Ay U'opérateur définit par
A Q= Qz— Agr =z + I (z),

ou Iy : Q — . Par conséquent, ’'ensemble N (t) est également défini pour ¢ = ¢, et
N(k) = A(k)M (k). Avec ce choix de M (t), N (t) et A (t), un modele mathématique
d’un systeme impulsif simple dans lequel les impulsions se produisent a des instants

fixes peut étre décrit par

= f(t,z),t #tx k €N,

(2.21)
Ax = Ik(iﬂ),t = tk,

ot Az(ty) = z(t]) — z(tg) et z(t]) = limy,_,o+ z(tr + h).

On voit immédiatement que toute solution z(t) de (2.21)) satisfait

= (1) 2'(8) = f(£,2(1)), t € (tr, rs],

— (ii) Az(ty) = I(z(ty)) , t =t, k €N

Existence et unicité des solutions[52]

Soit 2 C R™ un ensemble ouvert et f: R x Q — R™, I : Q — R™,(tg,z0) € R x Q,

et a < 3. Supposons que pour chaque k € Z,
Te < Tpi1, lim 7 = Fo00.
k—+o0

On considére 1’équation différentielle impulsive avec des moments fixes

= f(t,x),t # 1,

(2.22)
Ar = [k(l‘),t = Tk, k= 1,2,

avec la condition initiale

z(tg)

To (2.23)
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Définition 2.5.1
Une fonction ¢ : (a, B) — R™ est une solution de (2.29) si :
(a) (t,p(t)) € R x Q pourt € (o, B),
(b) pourt € (a,pB), t # 1, k > 1, la fonction p(t) est différentiable et Cfi_f =
f(t, (1))

(c) la fonction o(t) est continue a gauche dans (o, ) et sit € (o, ), t = 11 et

t # B, alors o(tT) = @(t) + Ix(p(t)) et pour chaque j > 1 et certain 6 > 0,
s# T pourt <s <t+9.

Définition 2.5.2

Chaque solution ¢(t) de (2.29) qui est définie dans un intervalle (to, 3) et satisfait

la condition p(tg) = o est dite une solution du probléme a valeurs initiale ,

.

Si le probleme a valeurs initiales , a une solution unique, nous noterons
cette solution par z(t; to, zo).

Théoréeme 2.5.5 ([34])

Supposons que la fonction f : RxQ — R™ est continue dans les ensembles (Tg, Tri1] ¥
Q, (k€ Z), et pour tout k € Z et x € Q, il existe une limite finie de f(t,y) quand
(t,y) = (Tk,x), t > 13 Alors , pour chaque (to, o) € R x Q, il existe 5 >ty et une
solution x : (to, B) — R™ du probléme a valeurs initiales (2.29), (2.23).

Si, en outre, la fonction f est localement Lipschitzienne par rapport a x dans R x €,

alors cette solution est unique.



Chapitre 3

Etude d’un modele mathématique

sur la Leishmaniose viscérale

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a un modele de Leishmaniose Viscérale zoo-
notique (ZVL) developpé dans [I5]et [23]. On va étudier la dynamique locale, il
sera possible d’obtenir la stabilité asymptotique locale du point d’équilibre sans
maladie et le point d’équilibre endémique lorsque la population totale des chiens
est constante. On consideére le modele proposé dans [I5] ou la population totale
des chiens D est divisée en deux catégories : des chiens toujours infectieux (qui
deviennent infectieux) et des chiens jamais infectés. Les chiens toujours infectieux
peuvent étre non infectés S, latents (infectés mais pas infectieux L), ou infectieux
I, les chiens jamais infectieux ne sont pas infectés R ou infectés (). Le modele

épidémiologique qu’on va étudier est donné par le systeme d’équations differentielles

34
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suivant : o r
% = aBD— =2 =45,
e = 8 (5 4+4)L,
a4 = oL—0l, (3.1)
i — (1-a)BD— <L —§R,
% - i
avec les conditions initiales
S(0) > 0,L(0) >0,1(0)>0,R(0)>0,Q(0) >0. (3.2)

Les parametres «, 3, , C et o sont positifs, d’ou « est la proportion des chiens

qui naissent susceptibles, [ est le taux de natalité des chiens, C est la capacité

vectorielle, § est le taux de mortalité des chiens et o est le taux des individus

exposés qui deviennent infectés.

3.2 Existence, positivité et bornitude

3.2.1 Existence

Soit u = (S, L, I, R,Q)T. Le systeme(3.1]) devient

u'(t) = g(u(t)),
u(0) = (So, Lo, Lo, Ro, Q)"
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avec

afD — <5 — 59
%—(a—i—é)L

g(u) = oL — 81

(1-a)B8D - “E - 6R

G- 50

La fonction g est localement Lipschitzienne, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz,

I'existence locale des solutions est assurée.

3.2.2 Positivité

Puisque le second membre des équations du systeme (3.1]) sont des polynomes, alors

le systeme (3.1)) est quasipositif, si la condition
u>0,ur =0= gg(u) >0,

ou g = (g1,...,9x) pour tout k& = 1,...,5. Donc les solutions de (3.1)), (3.2)) avec

condition initiale u(0) € R’ restent dans R’ pour tout ¢ positif.

3.2.3 Bornitude

Tout d’abord, on montre que la solution de systeme est bornée.
Soit (S(t), L(t), I(t), R(t), Q(t)) la solution de avec conditions initiale (3.2), et
[0, T) l'intervalle maximale d’existence de solution.
On pose
D(t) = S(t) + L(t) + I(t) + R(t) + Q(1),
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alors
dp _ds dL _dI_dR _dQ
dt dt dt 4t dt  dt’
On obtient
dD
— = (B8 -=0)D(t).
= (6-0)D()

Donc, on a

D(t) = D(0)el#=9¢,

Pour 5 < 9, il s’ensuit que la population totale des chiens est bornée et 0 < D(t) <
D(0).

3.3 Taux de reproduction de base

On note par f le taux d’apparition des nouveaux infectés dans chaque comparti-
ment, et v le taux de transfert des individus qui entrent et qui sortent dans chaque
compartiment.

Les compartiments infectés sont L et I.

Donc,
c1s
fL.n=1 "
0

et
—(c+6)L
wpn— | T
oL —01

On note par F' and V les jacobiennes de f et v par rapport a (L, I), alors on a

cs*
F(E*> _ D
0 O
et
—(e+9) 0
vy - [ @0
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Le taux de reproduction de base est défini par Ry = p(—FV~1(E*)), ou E* est le

point d’équilibre endemique.

Ainsi,
Cafo Cap
_Fv—l(E*> — (52(U+5) 62
0 0
Par conséquent, Ry est donné par
Ry = Cafo ‘
62(0 +0)

3.4 Les points d’équilibres

Dans ce qui suit, on suppose que 3 = 9, voir que la population totale D est constante.

Alors le systeme(3.1)) devient

(

as CIS
at = a5D—T—(5S,
@ = Do+l
§ 4 = 5L-4I, (3.3)

it — (1-a)dD —<E R,

aQ _  CIR
& = b 9@

Théoreme 3.4.1
On pose B = 0. Alors le systeme (3.5) admet un unique point d’équilibre trivial

E¢ = (aD,0,0,(1—a)D,0) appelé le point d’équilibre sans maladie. En outre, pour

Ro > 1, le systéeme admet un autre point d’équilibre E* qui est appelé un point

d’équilibre endémique.
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Preuve:

Selon le systeme ((3.3)), les points d’équilibres satisfont

(00D — <5 _ 55 =0,
%—(04—5)1120,

oL — 61 =0,

(1—a)éD—<E —§R =0,

gl —5Q = 0.

\

(i) Pour I =0, le point d’équilibre sans maladie est donné par :
Ep=(5°,L°1°,R°,Q°) = (D, 0,0, (1 — a)D,0).

Cet équilibre correspond a un état dans lequel il n’y a pas de chiens infectieux et
donc une éradication complete de la maladie.
(ii) Pour I # 0, on montre que le systeme ({3.3) admet un autre point d’équilibre

qui est un point d’équilibre endémique donné par : (S*, L*, I*, R*, Q*)
_ (5D(0+5) adD 52D oaBD 6D (1 . Oé) Dé(0+0) (1 . Oé)(D _ D5(0+5)>> si Cao

Co o048  oC’8(0+6) C Cao Cao 6(c+9) >
1, correspond & Ry > 1. Dong, le systéme (3.3]) a un point d’équilibre endémique
E*=(S*, L*, I*, R*,Q*) si Ro > 1.

O

3.5 Etude de la stabilité locale des points d’équilibres

Pour examiner la stabilité asymptotique locale de ces points d’équilibres on calcule

leurs linéarisations, on fait ’étude pour Ry < 1 et Ry > 1.
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Théoréme 3.5.
Pour le systeme (3.

(i) SiRo < 1, le point d’équilibre sans maladie E; est localement asymptotiquement

stable. Si Ry > 1, alors Ey est instable.

(ii) Si Ro > 1, alors E* est localement asymptotiquement stable.

Preuve:

La matrice de linéarisation du systeéme (3.3]) est

o 0 —5 0 0

g —(o+6) < 0 0

J(S,L.1,R,Q) = 0 o — 0 0
0 0 —CE g5 0

0 0 Ch g =

(i) Au point d’équilibre sans maladie Ey = (SY, L°, I°, R%, Q°), on obtient la matrice

jacobienne
—J 0 —Ca 0 0
0 —(oc+9) Ca 0 0
J(EH)=1 0 o -6 0 0
0 0 —(1-—a)C =6 0
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L’équation caractéristique au point E; est donnée par
(=0 = AN+ (20 + )\ + 00+ 6 —oCa] = 0.
La valeur propre A\ = —9 est de multiplicité 3, on a
M+ A=—0—-20<0,et

MAy =06 + 0% —0Ca = 6(0 +0)(1 —Ry).

Alors les cing valeurs propres de la jacobienne J(Ej) sont négatives si Ry <
1. Donc le point d’équilibre sans infection Fy est localement asymptotiquement
stable.

Pour Ry > 1, il existe une valeur propre positive, donc le point d’équilibre sans
maladie E'y est instable.

Ce modele a un parametre de seuil, connu sous le nom du taux de reproduction de
base Ry, tel que si Ry < 1, alors le point d’équilibre sans maladie E; est localement
asymptotiquement stable, et la maladie ne peut pas envahir la population, par

contre si Ry > 1, alors le point d’équilibre £y est instable et I'invasion est possible.

(ii) La matrice jacobienne du systeme (3.3]) au point E* = (S*, L*, I*, R*, Q*) est

e 0 -5 0 0

o —(o+6) <& 0 0

J(E") = 0 o -6 0 0
0 0 —eE L5 0

0 0 e s
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L’équation caractéristique au point E* est donnée par :

*

20 +0

+5+/\)[/\3+(%+26+0)/\2+ CaocA+Cado—6* (0 +0)] = 0.
o+9 o+0

e

D’apres les conditions du critere de Routh-hurwitz, on a

a; = %+25+0>0,
as = %Caa>(25+0)5>0,

a3z = Cado — 6% (0+0) >0,

et

ajay —az > [%+25+0](25+0)5—C’a5a+52(0+5),

> Cadol0idto) 4 (26 + 0)? — Cado + 6%(o + 0),

> 2088 4 §(25 + 0)2 + 6*(0 + 0).

Alors ajas — az > 0. Donc, le point d’équilibre endémique E* est localement

asymptotiquement stable si il est biologiquement significatif, i.e. si Rg > 1.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a étudié un modele mathématique sur la Leishmaniose cité dans
[15], on a analysé la stabilité des points d’équilibres sans maladie et endémique par
rapport au taux de reproduction de base Rq dans le cas § = f3.

Il est important de voir la stabilité globale et des simulations numériques pour

illustrer les résultats obtenus.



Chapitre 4

Analyse d’un modele

mathématique sur la Leishmaniose

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier un modele mathématique sur la Leishmaniose
viscérale zoonotique (ZVL), le modele est inspiré de, [I5] et [23]. La leishmaniose
viscérale zoonotique (ZVL) est causée par Leishmania infantum est une maladie
des humains et des chiens domestiques (le réservoir) transmise par un phlébotome
insecte. Selon 'organisation mondiale de la santé, la leishmaniose est 1'une des ma-
ladie qui touche les pays en developpement les plus pauvres, 350 millions des gens
sont considérés a risque de contacter la leishmaniose (voir [50]).

De nombreux travaux ont éxaminés des modeles mathématiques sur ZVL, on peut
citer [I5]-[47], ot le comportement de l'infection, et la stabilité du point d’équilibre
sans maladie et le point d’équilibre endémique sont étudiés.

Suivant le chapitre précedent et [I5], au moment ¢, on suppose la population des
chiens de taille D(t), elle est divisée en deux catégories, les chiens qui sont toujours
infectieux et les chiens jamais infectés. La catégorie des chiens qui sont toujours

infectieux est divisée en trois compartiments qui sont susceptibles (non infectés),

43
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des chiens latents (infectés mais non infectieux ) et des chiens infectés, avec des
tailles (des nombres) désignées par S(t), L(t) et I(t) respectivement. La catégorie
des chiens non infectés est divisée en deux compartiments qui sont des chiens non
infectés et des chiens infectés, avec des tailles désignées par R(t) et Q(t) respective-
ment (figure [4.1]). La somme S(¢) + L(t) + I(t) + R(t) + Q(¢) est la population totale
D(t). On suppose que le taux de mortalité naturel § est le méme dans tous les com-
partiments. La proportion a des chiens qui naissent susceptibles a la maladie LVZ
est 0 < a < 1. Par conséquent, le flux de naissance dans la classe des susceptibles
est afD(t) et dans la classe des résistance est (1 — a)BD(t) ou [ est le taux de
natalité naturel des chiens. Les chiens latents deviennent infectieux et rentrent dans
la classe des infectés avec un taux o. La force de U'infection est CI(t)/D(t), ou C est
la capacité vectorielle de la population des insectes qui transmettent 1'infection entre
les chiens. Et de méme, elle est notée par CI(t)S(t)/D(t) (resp. CI(t)R(t)/D(t))
pour le contact entre les chiens infectieux et susceptibles (resp. infectieux et non

infectés).

85 6L
R
D oL
L I

2D s >

v

2l

c
k Bl

R
&R J a9

FI1GURE 4.1 — Compartmental model

L

-+ O

D’apres les hypotheses ci-dessus, on obtient un modele épidémiologique formé par
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le systeme d’équations differentielles ordinaires suivantes ([14])

,

s _ 45D - 98 s,

% = Bt

dt

= (1-a)BD—E bR,

(@& — D

daQ _  CIR _ 5@
avec les conditions initiales
S(0) > 0,L(0) >0,1(0) >0,R(0)>0et Q(0)>0. (4.2)

D’aprés le systeme (4.1)), la population totale des chiens D(t) = S(t) + L(t) + 1(t) +
R(t) + Q(t) peut étre déterminée par une équation differentielle 22 = (3 — §)D ol
D(t) = Dyel®=9 avec Dy = D(0).

Donc
0 si B<9,
tliglo D(t) - DO Si 6 = 5,

oo si >0
Dans le chapitre précédent, le cas de la population constante (i.e. § = ¢), d’apres

(4.1)) et (4.2) la stabilité locale des points d’équilibres est assurée. Par conséquent,

le point d’équilibre sans maladie £y = (S°, L° I°, R°, Q°) = (aD, 0,0, (1 — a)D, 0)

Cao
d(o+90)

est localement asymptotiquement stable pour Rg(d) = < 1, et instable pour

RQ((S) > 1.

Pour Ry(d) > 1, il existe un point d’équilibre endémique E* = (S*, L*, [*, R*, Q*) =

aD 6°D(Ro(8)—1) §D(Ro(6)—1) (1—a)D (1—a)D(Ro(8)—1)
Ro(d)? oC ’ C ’ Ro(d) Ro(0)

) qui est localement asympto-
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tiquement stable. Dans ce chapitre, on va étudier la stabilité globale des points
d’équilibre du systeme en construisant une fonction de Lyapunov convenable
et en utilisant le principe de l'invariance de LaSalle quand 6 = . On va encore
analyser le cas critique Ro(d) = 1. Apres, on va considérer le cas ou 8 # 0.

Des simulations numérique sont données a la fin de ce chapitre pour illustrer nos

résultats.

4.2 Le cas ou la population totale est constante

Les résultats sont donnés par les théorémes et

Théoreme 4.2.1
Le cas ou 8 =9. Le systéme (4.1) admet les points d’équilibres suivants :

~ Un point d’équilibre sans maladie E; = (S°, L° I°, R°, Q%) = (aD,0,0,(1 —
a)D,0), il existe toujours.

— si Ro(0) > 1, le systéme admet un unique point d’équilibre positif E* =

« 7% 7% Dk x\ _ [ aD 62D(Ro—1) §D(Ro—1) (1—a)D (1—a)D(Ro—1)
(S7La]aRaQ)_<R_O7 O'C? ) CO ' T Ry 0 ROO

), on ['appelle

encore un point d’équilibre endémique.

Théoreme 4.2.2

Soit B = 4.

- St Ro(9) < 1, le point d’équilibre sans maladie (DFE) Ey de est localement
asymptotiquement stable. Si Ro(5) > 1, Ey est instable.

- Si Ro(6) > 1, le point d’équilibre endémique E* de est localement asympto-

tiquement stable.

Les quatres premieres équations de (4.1]) sont indépendantes de ), par conséquent la

derniere équation de (4.1)) peut étre négligée mais sans perdre de généralités. Donc,
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le systeme (4.1)) est réduit a

(

s _ agp - CIS 4,
& = F -0+,
(4.3)
% = oL -1,
| % = (1-a)BD - —6R
avec les conditions initiales
S(0) >0,L(0)>0,1I(0)>0et R0)>0 (4.4)

et
D(t) = Dyel?=9¢,

La région d’étude considéré pour (4.3) est donnée par
T'p:={(S,L,I,R) € RA\S+L+1+R<D}.

il est positivement invariant pour chaque solution de 1) dans I'p pour tout ¢ > 0.
Soit Ef = (5°,0,0, R°) et Er = (S*, L*, I*, R*) les points d’équilibres de (4.3)).

4.2.1 L’analyse de la bifurcation

Le cas Ry(d) = 1 correspond a C' = C} = 6%;””.
Démontrer la bifurcation pour Ry(d) = 1, revient a utiliser la méthode de la variété
centre illustrée dans Castillo-Chavez et Song [16].

Pour cette raison, on fait un changement de variable.

Posant « = (x4, 29, x3,4) sachant que zy = S, 29 = L, 23 =1, v4 = R.
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D’aprés (4.3]), on obtient

(
% = afD— 88 _ gy = fi(z,0),
d
= G0t m=h(0)
(4.5)
d
=2 = omy— By = fo(,0),
B (1 a) 8D~ Sy = (2, C).
\

La matrice jacobienne du systeme (4.3) autour du point d’équilibre sans maladie

pour C' = (] est donnée par

—0 0 —C’la 0
0 —(oc+9) Cia 0
A pu—
0 o —0 0
0 0 —(1 - a)01 -0
Les valeurs propres de A sont Ay = —¢ avec multiplicité deux, Ay = 0 et A3 = —o—29.

Zéro est une valeur propre simple de A et les autres valeurs propres sont de parties
réelles négatives.

Le vecteur propre a droite W = (wy, wy, w3, wy)? sachant que AW = \W (cor-
respond a la valeur propre zéro) est W = (— ";“5, L% —(1— a)c(;;’) et le vecteur

propre a gauche V' = (v, vq, v3,v4) sachant que VA = XV et V.W =1 est

_ 5 8(o+9)
V= (07 o125 o(o+20)° 0)
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Soit
0? fr
a= Z VW) 5 o, -(aD,0,0,(1 —a)D,Ch)
k,i,j=1
et
4 92 f,
b:lgz:lvkaa GC(QD 0,0,(1 —«a)D,Ch).

Les deuxiemes dérivées partielles de f5 et f3 sont données par

3f ¢ Pfr  fr  DPf
Or10xs D’ 0x?  Or0xy  Ox,014

=0,

[ x3 0% f P f _ 0 f2 _ P f

02:0C D' 0x2  0110ws Ore0xs  Oz9074

R T
Or30rs  Ox2  Owzdry  0x30C D’
Pfr  Pfy  Pfo  Pfo 0
Ox40r,  0x40ry  Oxgdxs O
0% fs .
1< <4
al’iaﬂjj O, b
Il suit que
i P f>
a = Uy ww; ——(aD,0,0,(1 —«a)D, C)
= O0x;0x;
+’032i] lwwmxa (aD,0,0,(1 —«a)D,CY)
= 21}2w1w36 =—(aD, () 0,(1—a)D,Ch)
- o(o+9)
~25¢ :25) <0,
et

2
b = UQZwi%(aD,O,()’(l_O{)D,Cl>

+u3 ZZ LW 8‘2 g”c (aD,0,0,(1 —a)D,Ch)
= vgwgm(aD, 0,0,(1—«)D,Ch)

= 25+0 > 0.

:07
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Pour a < 0 et b > 0, d’aprés les résultats du théoreme 4.1 dans Castillo-Chavez et

Song [16] on déduit le résultat suivant.

Théoreme 4.2.3

La bifurcation transcritique autour de Ro(d) = 1.

Quand C traverse Cy, le point d’équilibre sans maladie E'f change de stabilité de
stable vers instable. Par ailleurs, le point d’équilibre néqgatif instable E* pour C' < C,

devient positif et localement asymptotiquement stable pour C' > Cy (figure .

JT‘, &
La bt furcation
transcritique
1
o R ————
——————————— >
€ c

FIGURE 4.2 — Diagramme de bifurcation pour (4.3)

4.2.2 La stabilité globale

Dans cette section, on va étudier la stabilié asymptotique globale du point d’équilibre
sans maladie Fy et le point d’équilibre endémique £*. On a le théoreme suivant :
Théoreme 4.2.4

- Si Ro(d) <1, alors Ef est globalement asymptotiquement stable dans Tp.

~ SiRo(6) > 1, alors E* est globalement asymptotiquement stable dans Tp\Ap d o
Ap=1{(S,0,0,R) e R*\0< S+ R < D}.
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Preuve:

Pour étudier la stabilité globale, on réduit le systeme (4.3) a

a5 — ozéD—C—IS—5S

dt

i = 5 _(546)L, (4.6)

4 = gL—46l.

S, L et I sont indépendants de R, on étudie le systeme (4.6) dans ’ensemble fermé
Qp = {(S,L, 1) eR3\0O<S+L+1<D}.

— En utilisant la fonction de Lyapunov, on démontre que le point d’équilibre sans
maladie Ef est globalement asymptotiquement stable.
On pose

) 1
0+I

Vi(S,L, 1) = —(S — S°)? + L + +§(S—S°+L+1)Q.

250

Vi(S, L, T) > 0et Vi(S,L,I) =0 si et seulement si (S, L, I) = (5Y,0,0).

Calculons les dérivées de Vi, on trouve

T = H(S—80L 4 o0l 4 (S-S0 L4+ 1) (% + 444
= 5(S—5% (adD —CELS —§8) + S — (6 4+ 6) L

+T(oL—BI)+(S—S°+L+I)(a5D—6S—(5L—5I)

S5) (-G - 3(S = ) + G~ (0 +0) L
+%5(0L—5I)—6(S—SO+L+I)

= (S-S 4 (25— 5 - 80) ST+ (S°G - 0TE) - 6(S — S+ L+ 1)

I
VRS

On peut montrer que les coefficients du terme I dans la derniere équation sont

négatifs. En effet, sachant que S° = aD et Ro(6) = =52%, on a SOQ — 62 =

3(6+0)’
Mgg—((g))_l), qui est négatif pour Ry(d) < 1. De plus, on a 25 — 25 — S° < 0 pour

tout S > 0.
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Par conséquent, pour Ro(d) < 1 on a 41(S,1,L) < 0 pour tout (S,L,I) € Qp.
Et £1 =0 si et seulement si (S, L, ) = (S°,0,0).

Alors, le seul ensemble invariant contenant dans Qp est {£ r}. Donc, le théoreme
de LaSalle implique la convergence des solutions (S,L,I) vers (5°,0,0) si les
valeurs initiales sont dans () D.

On outre, on a

lim I(t) =0 < Ve > 0,3A, > 0 sachant que pour ¢t > A, on a |I(t)]| < e.

t—400
Soit € > 0, d’apres la quatrieme équation du systeme (4.3 on a

(e% +0)R+ (1 —a)dD < %R(t) < —(—e% + )R+ (1 —a)iD.

Apres intégration entre A, et t on obtient

—(16% Oj(;D < lim R(t) < —(:%O‘ff
pour tout € sachant que 0 < e < £4. Donc tli>rcr>10 R(t)=(1-a)D=R"
Par conséquent, pour Ry(d) < 1 le point d’équilibre sans maladie E est globale-
ment asymptotiquement stable dans T'p.
Soit
Vo(S, L, I) = CS*(S S* — S*In & )+05*(L L*—L*mnt)+(I-I"—I"InL)
pour (S, L,I) € Tp\Ap.
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Alors, on a :
avs 6 5 *
% - c?*< S)dt+CS*(1_T>%+< _IT)%
= (=S =8 = Gr(I —I")(S = 87) = (S — S")I55)
+20.(C5 — (6 +0)L — £ES 4 (0 4 5))
+(oL — 61 — LoL 4+ 175)
* 05*2 I Ccs?rr ¢ C a2l C o
= CS*< (S S) + S T DS —BIS—BSQE—FQBSI)
+22(51S — (0 +6)L — EE L2+ L* (0 +6))
+oL — 61 — —aL+I*5
= —2D3(S—8)2 40" — 5L — LIS+ 61
+2 18 — 22 (o +6)L — S 4 SD T4 (o +6)
+oL — 61 — —JL+I*5
= SIS =8 260 = 5L 4 (0 - fE (0 +0)) L
—6;:% + C‘,;g* L*(o +0) — %UL.
CommeS*z%etL*zél,ona
o= S-SV UL - B R - Lo
— S-SV -+ S+ -9

qui est négative si le terme (24 + 5 + 2L — 3) est positif.

.
Posons u = 2 et v = % et considérons la fonction

S T

1
h(u,v) =u+v+ — — 3.
vu

En calculant la premiere dérivée de h, on obtient W =1— - ct % =

1— 7 De plus ah(l U =0 et 8h(1 D — 0, alors (1,1) est un point critique de h.
82h(u,v) 1 82h(u,v) 2

Oudv u2v?) Ou? vus et

0%h(uw)

La deuxieme dérivée de h nous donne, 5oz =

2_
uvs *
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On obtient

- -3,

0°n(1,1)\*  9°h(1,1) 0°h(1,1)
Oudv ou? ov?

Hess(h)(1,1) = (

On a Hess(h)(1,1) < 0 et % > 0, donc la fonction h admet un point mini-

mum (u,v) = (1,1).

*

Sil+ s+

De plus, h(1,1) =0 et h > 0 ce qui implique que le terme (&
est positif, donc £V5(S, L, I) < 0.

La fonction V5 est une fonction de Lyapunov pour le systeme 1} et %VQ(S JL,T) =

~I

_3)

I~
SIS

0 si est seulement si S = S* et L = §I. D’apres la premiere équation du systeme
pour S = S5* on obtient I = I*.

Donc L = L* et le point d’équilibre (S*, L*, I*) est le seul point qui satisfait
LVo(S, L, 1) = 0.

Par conséquent, le seul ensemble invariant contenu dans Qp est {E£*}, donc le
théoreme de LaSalle implique la convergence de la solution (S, L, I') vers (S*, L*, I*)

pour toutes valeurs initiales dans Q D\fl p ol
Yp:={(5,0,0) e R3\0 < S < D}.

De plus, en utilisant la procédure précédente, on peut montrer que tlim R(t) =
—00
R*. Donc pour Ry(§) > 1 le point d’équilibre endémique E* est globalement

asymptotiquement stable dans T D\f& D-

Remarque 4.2.1

SiRo(8) > 1 et la condition initiale (S(0), L(0), I(0), R(0)) € T'p avec (S(0), L(0), 1(0)) €
Sp, alors la solution de converge vers le point d’équilibre sans maladie E’f.
Corollaire 4.2.1

- 81 Ro(0) < 1, alors Ef est globalement asymptotiquement stable dans I'p :=
{(S,L,[,R,Q) eRN\S+L+I+R+Q=D}.
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— 81 Ro(0) > 1, alors E* est globalement asymptotiquement stable dans I'p\Ap
ot Ap = {(5,0,0,R,Q) € R3\0 < S+ R+ Q < D}. De plus, si la condition
initiale (S(0), L(0),1(0), R(0)) € Ap alors la solution de converge vers le

point d’équilibre sans maladie Fy.

4.3 La population totale est non constante

On pose les nouvelles variables suivantes

) - L .1 _R, . Q
s=p =g i=g r=peta=4
On obtient le systéeme suivant
(
s =apf — Cis — f3s,
I'=Clis— (o + p)l,
i = ol — fi, (4.7)
r=(1-a«)f—Cir—pr,
| ¢ =Cir—fq
avec les conditions initiales
s(0) >0, 1(0) >0, i(0) > 0, r(0) > 0 et ¢(0) > 0. (4.8)

A partir de 'homogénité de (4.1)), on remarque que la population totale D ne figure
plus dans (4.7)). De plus, on observe que les quatres premieres équations de (|4.7))
ne dépendent pas de g et s+ 1+ 7+ + g = 1, par conséquent on peut négliger la
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derniere équation mais sans perdre de généralités. Donc, on réduit le systeme (4.7)
a
( , .

s'=ap — Cis — fs,

I'="Cis— (o + B)l,

i = ol — fi,

r'=(1—-a«)p—Cir—pr.

\

On fait I’étude du systeme (4.9) dans ’ensemble fermé

Fl:{(&l’i?r)GRi\OSS—Fl-i-Z'—{-TSl}.

L’ensemble I'y est positivement invariant.

On remarque que (4.9)) est équivalent a (4.3) pour D = 1 et § = 5. Le taux de

reproduction de base est donné par

Cao

B )

A partir du théoréme et la remarque on obtient le résultat suivant :
Théoreme 4.3.1

i) Si Ro(B) < 1, alors ef = (5°,1°,i°,7%) = (a,0,0,1 — o) est le seul point
f
d’équilibre de , nommé encore le point d’équilibre sans maladie, il est glo-
balement asymptotiquement stable dans I,.
1) St Ro(B) > 1, alors ey est instable et il existe un unique point d’équilibre
f
endéquU€ et = (5*7 l*7i*7 T*) = (%07 52(158'71)7 B(Rco'il)v (17;)0[)7 (170{?7(3702071)> de 7

qui est globalement asymptotiquement stable dans fl\]\l.

(iii) Si Ro(B) > 1, alors pour toute condition initiale (s(0),1(0),i(0),7(0)) € Ay, la
solution de converge vers le point d’équilibre sans maladie ef.

D’apres le théoreme 4.3.1, on déduit les résultats suivants :
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Corollaire 4.3.1
Si <0, alors lim S(t) = lim L(t) = lim I(¢) = lim R(¢) = lim Q(t) =
t—00 t—00 t—00 t—o0

t—o00

Corollaire 4.3.2

Soit B > 6.
(i) SiRo(B) <1, alors pour toute condition initiale (S(0), L(0), 1(0), R(0 ),Q(O)) €
I'p, on a tlim S(t) = tlim R(t) = +o0 et tlim L(t) = hm I(t) = hm Qt) =

(i1) SiRo(B) > 1, alors pour toute condition initiale (S(O), L(0), I(O), R(0),Q(0))
I'p,\Ap, on a tlgélo S(t) = tlgrolo L(t) = tlgxolo I(t) = t1i>123 R(t) = tliglo Q(t) = +o0.
(111) SiRo(5) > 1, alors pour toute condition initiale (S(0), L(0), 1(0), R(0),Q(0)) €

Ap, on a tlim S(t) = tlim R(t) = 400 et tlim L(t) = tlim I(t) = tlim Qt) =

F 3 "
§ B
D=0 525 0D =0 828
0 =
5=
A= D=
500
=
o= f}_)g =
5— o g=0 L=0
R = f=n
I = g =0
f=rm
G —=roo
g »>
181 ,8

FI1GURE 4.3 — Diagramme de bifurcation pour le systeme .

Dans la figure gauche, la condition initiale (S(0), L(0), 1(0), R(0),Q(0)) € I'p,\Ap,, ol
B> det B > p = —Ivotioa “’22*40"“ la maladie disparait alors que la population totale
augmente exponentiellement. Bien que la maladie se propage (c’est-a-dire, que le nombre
de personnes infectées augmente en nombre total) lorsque #; < . Dans la figure a droite,
les conditions initiales (S(0), L(0), 1(0), R(0), Q(0)) € Ap, alors, chaque fois que 8 > 4§ la
maladie disparait alors que la population totale augmente exponentiellement. Notez que
lorsque B < ¢, la population totale diminue exponentiellement.

Remarque 4.3.1
Dans les résultats ci-dessus, on peut voir que le comportement asymptotique de la

population totale et les compartiments d’infection dépend des wvaleurs des tauzx de
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naissance et de mortalité et des conditions initiales (figure .

4.4 Les simulations numériques

Dans cette section on donne des simulations numériques pour notre modele. Les

valeurs des parameétres utilisés sont inspirées de [I5] et [23] (voir le tableau [4.1)).

parametre || valeur (cas : = 4) | valeur (cas: 5 < d) || valeur (cas : § > J)
o} 0.43 0.43 0.43
I6] 0.0011 0.0011 0.00167
o 0.0011 0.00167 0.0011
o 0.0050 0.0050 0.0050
Dy 20 20 50

TABLE 4.1 — Valeurs des parametres pour (4.1).

Nous discutons les résultats de simulation du systeme(4.1)) en fonction des valeurs

de 3 et 4.

4.4.1

Cas :

B=6

1) Quand Ry(d) < 1, le point d’équilibre sans maladie E; est globalement asymp-
f

totiquement stable dans I'p (voir figure [4.4)).
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25

T T T T T T T T T 1
1} 1000 2000 3000 4000 000
t

FIGURE 4.4 — Les résultats de simulations pour Ry(d) = 0.4806, C' = 0.0015 et condition
initiale (S5(0), L(0), 1(0), R(0), Q(0)) = (4,5, 20,10, 11)

(2) Quand Ry(d) > 1, le point d’équilibre endémique E* est globalement asympto-
tiquement stable dans I'p\ A p et si la condition initiale est dans Ap), la solution

tend vers le point d’équilibre sans maladie E; (voir figure [4.5)).

254

20 H
20

—_—

)

— ] — ]

—_—] —_—

¥ T L] T T T ¥ T % 1 T T T T 1
] 1000 2000 3000 4000 5000 ] 1000 2000 3000 4000 5000
t t

FIGURE 4.5 Les résultats de simulations pour Ry(0) = 8.9076, C =
0.0278 et condition initiale (S(0), L(0),1(0), R(0),Q(0)) = (4,5,20,10,11) (resp.
(5(0), L(0),1(0), R(0),Q(0)) = (29,0,0,10,11)) figure gauche (resp.figure droite ).
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4.4.2 Cas: (<9

Dans ce cas la, on a une extinction de la population totale des chiens (voir figure

13).

T T T T T T T T T 1
] 1000 2000 3000 4000 000
t

FIGURE 4.6 — Les résultats de simulations pour Ry(5) = 5.3659, C' = 0.0278 et condition
initiale (S(0), L(0), 1(0), R(0),Q(0)) = (4,5,20, 10, 11).

4.4.3 Cas: (>0

(1) Quand Ry(5) <1 (i.e. B> (1), la maladie disparait lorsque tlim L(t)=1I(t) =
— 00
Q(t) = 0, et la population totale des chiens augmente de fagon exponentielle,

Jim N(t) = S(t) = R(t) = oo (voir figure .
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400

300 H

01200 4

100

T T T T
1} 1000 2000 3000 4000 000
t

FIGURE 4.7 — Les simulations des résultats pour Ry (5) = 0.2895, C' = 0.0015 et condition
initiale (S(0), L(0), 1(0), R(0),Q(0)) = (4,5, 20,10, 11).

(2) Quand Ro(5) > 1 (i.e. B < 1), tous les compartiments de D augmentent et on
a tliglo L(t) = I(t) = Q(t) = S(t) = R(t) = oo si la condtion initiale est dans
I'p\Ap. La maladie disparait si la condition intiale est dans Ap, dans ce cas
on a tlgglo L(t)=1(t) =Q() =0et tlgglo N(t) = S(t) = R(t) = oo (voir figure
13
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400 ~ i

400 H
300

300 H

=L (200

21200 4

100 4
100

- T T T T T T T T T T 1
i 10'00 20'00 30'00 40'00 50'00 0 1000 2000 3000 4000 5000
t t

FIGURE 4.8 — Les simulations de résultats pour Re(d) = 53659, C =
0.0278 et condition initiale (S(0),L(0),1(0), R(0),Q(0)) = (4,5,20,10,11) (resp.
(S(0), L(0),1(0), R(0),Q(0)) = (29,0,0,10,11)) figure gauche (resp. figure droite).

4.5 Conclusions

Nous avons étudié un modele mathématique ZVL considéré dans [15] et [23] on nous
avons pris en considération seulement la population constante des chiens. Dans ce
chapitre nous avons étudié les deux cas ou D est constante ou non constante, nos
résultats principaux sont donnés dans le théoreme théoreme et théoreme
4311

En réalité, dans le cas d’une population des chiens constante, nous avons analy-
ser la bifurcation du point d’équilibre sans maladie £ a 1'équilibre endémique E*
(théoreme[d.2.3]), ou la stabilité est transmise de Ey & E*, la bifurcation est étudiée
par rapport a la force d’infection C', cela est possible pour C' = () correspondant
au nombre de reproduction de base Ro(d) = 1. Dans le théoréme [4.2.4], nous avons
trouvé les fonctions de Lyapunov pour démontrer la stabilité globale des points
d’équilibres Ef et E*. Ces résultats nous permettent de trouver un domaine de
stabilité asymptotique Ey et E* (corollaire ) Dans le cas de la population
des chiens non constante, nous avons transformé a un nouveau modele
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équivalent a (4.1)) par le moyen de la fraction des sous-classes de la population des

chiens D. Nous avons obtenu des résultats intéressants concernant le comportement

de chaque sous-classe de D (corollaires [4.3.1] et [4.3.2]). Nos résultats nous per-

mettent de déterminer le cas ou l'infection va a l'extinction ou a la persistance en
fonction des valeurs des parametres. En fait, les taux de natalités et de mortalités
[ et ¢ sont importants pour le comportement de la taille de la population totale D,
qui reste constant pour des valeurs égales des taux de natalités et de mortalités. Si
B < ¢ la population totale passe & zéro (figure . Au contraire, si § > 0 alors la
population totale explose, dans ce cas le comportement de 'infection dépend de la
valeur du nombre de reproduction de base Ro(3) et dans les domaines de la stabilité
asymptotique globale de 1’équilibre sans maladie et I’équilibre endémique. En fait,
pour Ro(3) < 1 les compartiments d’infection vont a Iextinction (figure [4.7)), mais
pour Ry(5) > 1 les comportements de [ et L dépendent du domaine des conditions
initiales, plus précisément infection disparait seulement pour 7(0) = L(0) = 0 (fi-
gure. Si les taux de natalité et de mortalité sont égaux alors le comportement des
compartiments d’infection va a l'extinction pour Ro(5) < 1 (figure [.4). L’infection
persiste si Ro(f) > 1 pour toutes les conditions initiales telles que I(0) # 0 # L(0)
(figure . De plus, nos résultats sont illustrés par des simulations numériques
intéressante pour chaque cas.

Ce travail pourrait étre poursuivi, par exemple pour voir dans quels cas nous devons
utiliser le controle de la maladie afin de réduire I'infection ou I’éradiquer. Nous pou-
vons aussi considérer considérer l'intéraction avec la population des chiens infectés

et les population des insectes et d’humains afin d’obtenir un modele plus global.



Chapitre 5

Etude d’un modele mathématique
avec impulsion sur la leishmaniose

viscérale

5.1 Introduction

La théorie et les applications des équations différentielles impulsives se sont développées
tres rapidement a la fin du siecle dernier. Les équations impulsives sont largement
appliquées aux precessus d’évolution avec une perturbation a court terme. Dans
la vie réelle, de nombreux phénomenes présentent des effets impulsifs, tels que des
phénomenes biologiques, des modeles en médecine, des modeles de controle optimum
en économie, en pharmacocinétique et en systeme a fréquence moodulée, les effets
impulsifs dans le modélisme épidémiologique sont principalement décrits comme la
vaccination impulsive pour les personnes, la naissance saisonniere et l’enlevement
de certains animaux, etc.

Dans ce chapitre, nous présentons une breve introduction aux travaux réalisés par
[15] et [23].

La somme S + L + 1 + R 4+ @ est la population totale D. On suppose que le

64
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taux de mortalité naturelle § est le méme dans tous les compartiments. La pro-
portion « des chiens qui naissent susceptibles a la maladie LVZ est 0 < a < 1.
le flux de naissance dans la classe des susceptibles est aD(t) et dans la classe
des résistances est (1 — «a)BD(t) ou S est le taux de natalité naturel des chiens
[15] et [23], on considere que § = §, la population D est non constante et D tend
vers zero ou l'infini pour § > [ ou § < [ respectivement. Les chiens latents de-
viennent infectieux et rentrent dans la classe des infectés avec un taux o. La force
de Pinfection est CI(t)/D(t), ou C est la capacité vectorielle de la population des
insectes qui transmettent 'infection entre les chiens. Et de méme, elle est notée par
CI(t)S(t)/D(t) (resp. CI(t)R(t)/D(t)) pour le contact entre les chiens infectieux
et susceptibles (resp. infectieux et non infectés). Suivant les hypotheses ci-dessus, le
modele épidémiologique obtenu est formé par les équations differentielles suivantes
(voir[15])

S = apfD -5 _§g,

L = 95 _(5+0)L,

I = oL — 01, (5.1)

R = (1-—a)BD—<E 4R,

avec les conditions initiales
S(0) > 0,L(0) >0,1(0) >0, R(0) >0 et Q(0) > 0. (5.2)

Dans le chapitre 3, d’apres (5.1)), (5.2)) la stabilité locale des deux points d’équilibres
est étudiée. En fait, le point d’équilibre sans maladie £, = (S°, L° I°, R°, Q") =

(D, 0,0, (1—a)D,0) est localement asymptotiquement stable pour Ry(C') = 58%) <
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1, et instable pour Ro(C) > 1. Pour Ro(C) > 1, le point d’équilibre endemique
E* — (S*,L*,[*,R*,Q*) —

aD 52D('R0(5)—1) 0D(Ro(6)—1) (1—a)D (1—a)D(Ro(6)—1)
Ro(d)’ oC ) C ’ Ro(d) Ro(0)

) existe et il est localement asymp-
totiquement stable.

Dans ce chapitre, on va se débarasser des chiens infectés en utilisant 'abattage des
chiens touchés par la Leishmaniose Zoonotique. Comme dans [15] la fraction 6 des
chiens infectés sont abattus périodiquement afin de réduire ou d’éradiquer la maladie

dans la population des chiens. On obtient le modele suivant pour ¢t = ¢;

T t - Fl T1,T2,X3,T4,Ts5),

&
N
~
|
5

T1,T2,T3,Ty4,Ts

)

8
o~
~
Il
=

T1,X2,T3,Ty4,Ts

)

~— ~— ~— ~— ~—
I
5

( ) (5.3)
( 5) (5.4)
(21, T2, T3, T4, Ts5), (5.5)
( s5) (5.6)
t5(t) = Fs(x1, 29,23, 24, 25), (5.7)

ou

Fi(x1, 29,23, 24,25) = afD — Coivs 0x1,
Fy(xq1, 9,23, 24, 25) = C%gg?’ — (04 0) xs,
Fy(xq, 29, T3, 24, 05) = 0Ty — 03,

Fy(xy, 29,23, 24,25) = (1 —a)pD — Casrs 0x4,
Fy(w1, 29, 23, T4, 75) = C%m — 0z,

et pourt =1t; =17
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ou

Les variable sont :

r1 =S : taux des chiens infectieux,

x9 = L : taux des chiens latents (infectés mais non infectieux),

x3 = I : taux des chiens infectieux,

x4 = R : taux des chiens jamais infectieux sont des chiens non infectés,
r5 = @ : taux des chiens jamais infectieux sont des chiens infectés, et

T : est le terme du premier controle, c’est la période entre deux controles.

On obtient le systéme d’équations differentielles avec impulsion ([9], [31], [32] et

[33]). Pour avoir plus de détails sur les équations differentielles impulsive, on peut

voir ([8], [7] et [20]).

Modeles impulsifs de la dynamique de population étudiés au cours des trentes

derniéres années, on peut citer les modeles suivants [9], [31] et [49].
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Notre objectif est d’étudier (5.3)-(5.12)), plus spécifiquement 1'étude de Pexistence
de solutions périodiques positives et leurs stabilités afin d’obtenir des conditions
d’éradication de la maladie.

Le point d’équilibre sans maladie E existe toujours apres l'utilisation de la théorie
d’impulsion mais le point d’équilibre endémique £* disparait, on aura éventuellement
des solutions périodiques de — comme un nouvel point d’équilibre du
modele controlé par des impulsions comme dans [9], [31], [32] et [33].

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudiier la stabilité du point d’équilibre sans
maladie pour (5.3)-(5.12) qui correspond & l'éradication de la maladie par 'aabba-
tage des chiens. Si on trouve des solutions périodiques en utilisant I'analyse de la
bifurcation comme dans [9], [31] et [33], donc la stabilité du point d’équilibre sans
maladie disparait et le point d’équilibre endémique s’installe.

Ce chapitre est organisé comme suit, dans la section suivante nous étudions 1’exis-
tence et la stabilité de 1’équilibre, dans la section trois nous analysons la bifurca-
tion de solutions périodiques non triviales. Enfin, la conclusion est donnée dans la

derniére section.

5.2 Existence et stabilité exponentielle du point

d’équilibre trivial £y

On peut montrer que ((t) := { = (aD,0,0,(1 — a)D),0) = E; est un point
d’équilibre constant de —, il est encore appelé la solution triviale.

Pour étudier la stabilité de ¢ on utilise la méme approche de processus du point fixe
citée dans [9], [31], [32] et [33].

Puisque la solution de — existe dans R, et non négative alors on a

X(t) = ®(t, Xo),t > 0 (5.13)
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ou X(t) = (z1, 22, 3,24, 25)(t), X(0) = X9 = (D, 0,0,(1 —«)D),0) et O est le
flot associé a —. Puisque les chiens d’abattage sont utilisés périodiquement
avec une période 7 > 0 alors les solutions de — pour ¢ € (0, 7) sont données
par (5.13).

Le terme X (77) exprime I'état de la population apres 'abattage, X (77) = ©(X (7)) =
O((, Xy)

Pour avoir une solution périodique, on doit avoir X (77) = Xj sachant que X, =
O(®(7, Xo)).

Soit ¥ 'opérateur défini par

U(r, Xo) = O(P(7, Xo)), (5.14)

et on désigne par Dx WV la dérivée de W par rapport a X. Alors X = ®(., Xj) est la
solution T-périodique de(5.3)-([5.12)) si est seulement si

U(r, Xo) = Xo, (5.15)

i.e.X( est un point fixe de W(7,.), et il est exponentiellement stable si et seulement
si le rayon spectral p(DxW(r,.)) est strictement inférieur a 1 ([36]).

On a
0P
DX\IJ<T, Xo) = DXQ((I)(T, Xo))a—X(T, Xo)

Alors pour Xo = (g et 7 =1 on a
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DX\IJ(TQ,XQ) = Dx(")( (To,Xo))—;{z(To,Xo)

0®1(710,l0) O0P1(70,0) OP1(70,C0)
10 0 00 UmG) Mme) Mmb) g 0
0%®2(70,60)  9P2(70,¢0)
01 0 00 0 2(%2 0 283:2 0 0 0
= 00 1—60 0 0 0 0%3(10,80)  9P3(70,0) 0 0
Oxo Oxs
0P4(710,00) OPa(70,0) OP4(70,C0)
00 0 10 0 mG) SRmG) b))
0®5(710,l0) O0P5(70,0) 0P5(70,C0)
0 0 0 01 0 5(%2 0 58952 0 0 —583:(;, 0
3@18(;'2,@) 3‘1>18(;'027C0) a‘bla(;'gCo) 0 0
0% (70,00) 0%2(70,40)
R
_ 0®3 (19, 0®3(10,
— 0 (1 _ 9) 38(;2) ¢o) (1 _ 9) 35332 o) 0 0
0 994 (70,60) 9%®4(70,60) 94 (70,60) 0
0z Oxs 04
0 9%5(70,40) 995 (70,¢0) 0 0%®5(70,0)
Ox2 Ox3 Oxs

Le point d’équilibre ¢ est exponentiellement stable si et seulement si le rayon spectral

est inférieur a un. On a

det(DX\I’<To,C0) _NI) _ (8@16;'2,@ _ > (8@48;3,40 _ >
X <8¢)5(To ) M) (1

Oxs
d’oun
x(n) =12 = (322(m0, ) + (1= )52 (70.G0) ) 1
+(1—0) (%‘}Zj (7'0740)3963 (70, o) — afs (TO)CO)B%E(TO)C‘J)) :

On obtient les résultats suivants.

Théoréme 5.2.1

Le point d’équilibre ( = Ey est exponentiellement stable si et seulement si

0P;

——=(70, o)

<1pourj=1, 4, 5
ax]’
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etlps| <1 dod

922 (TO, Co) (1 - 9)%(70, Co) + \/Z

Ht = o B )
et
A = (%(707&)) (1—9)3&(7'0;@)) +4(1—9)3i(7'0£0) (TOaCO)
En utilisant I'équation variationnelle <4 (Dx®(t,()) = 9%(Co) 2% (t, (o), on obtient

les résultats suivants

Lemme 5.2.1

Pour tous 0 <t <71 on a

9P1(t,Co) _ 0Pa(tCo) _ 9Ps(t,Co) _ et~ ()

0z Oxy4 Oxs
g <2 /ol TIR0)—(+ /(o FIaT)—)e R CGETatLg rma)w)e@t)
8¢’é§f7<0) — < 0’
2 20\/a(a+4a0)
- (4"\/"("+4a0>+(\/ o Taa0) e (| /a(a+4ac)+a)2e@t>
aq%;t,g‘o) — <0,
3 40\/U(cr+4aC)
R G T R O
a¢§it7C0) — > O,
2 2\/a(a+4a0)
s ( _V/o(ot+ial)+a \/Wgt>
—ge %t e 2 —e 5
8¢2(t7C0) —
O3 \/a(a+4ozC) >0,
e (e e R I s S
Bcbgit,Co) — - 07
3 2\/a(cr+4aC)
903(t,¢0) __ aC 9P2(t,(0) APy (t,Co) _ (1—a) 81 (t, o) 90P4(t,Co) _ (I1—a) 0P1(¢,00)
a$2 o 8133 > 0 811)2 - 2a amg < 0 8$3 200 81‘3 < 0
0%5(t.C0) _ —(1=a) 9®1(t,Co) 9%s5(t¢o) . —(1—a) 0%1(t,60) 6<I>1(t ) _
oo - 4o Ozo > 0 O3 20 Ox3 > 0 - 0’ (S {4’ 5}’
OPa(t,¢0) _ OP3(tlo) _ DB4(tCo)
g = Ol =0, i e {1, 4, 5, M =0, i e {1, 5},
et Mstb) e (1, 4}.

Preuve: L’expression de @ est donnée dans I’annexe subsection [5.5.1} Il



72 Etude d’'un modeéle mathématique avec impulsion sur la leishmaniose viscérale

Proposition 5.2.1

Pour tous 1o >0 on a 0 < p_ < pg.

Preuve: Puisque %(Tg,(@)%(Tg,CQ) > 0 alors A > 0. De plus le terme constant

de y est positif;

9%, 9%s _ 0% 9%s _ o420
8152 (7—07 CU) axg (7—07 CO) ax3 (7—07 CO) axg (7—07 CO) =e€ )

alors il existe deux racines positives de y, g > p_ > 0. O

Théoréme 5.2.2
(a) Si Ro(C) < 1 (i.e. C< @), alors la solution triviale ( est exponentielle-
ment stable pour tout 9 > 0.

(b) SiRo(C)>1 (i.e. C > 5(°+5)), alors il existe 75 > 0 sachant que la solution

oo

triviale ¢ est exponentiellement stable pour tout 7o < 7.

Preuve: L’inégalité . < 1 est équivalente a

\/Z < Hl(To), (516)
ol
Hi(r) = 2— Vo(o+4aC)+o+(y/o(o+4aC)—0)(1-0) e,\/v<v+4a20>+v+2570
2\/o(o+4aC)
B (\/U(a+4a0)a'+(\/0'(0'+4a0)+0)(19)) 6\/0(0-0-4&20)—0—2570
2\/0(0-1—4016’)
et

4o0(oc+4aC)

2
A = ((«/J(U+4a0)+0(10)(«/U(U+4a0)a)) +160aC(19)> o~ (\/7(7+1aC)+o-+26)

4o(oc+4aC)

n (2(\/a(a+4a0)+a—(l—0)(\/a(a+4aC)—0))( 0'(0'—1-4()40)—0'—(1—9)(\/a(a+4o¢C)+a))—320‘aC(l—9))

4o (o+4aC)

N ((\/a(a+4aC)—o—(1—0)(\/0(U+4a0)+0)>2+160aC(1—0) (/o IaC) o280

X 6_(U+25)TO ]
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On a
, v/ o(o+4aC)+o+25 [ v/o(c+4aC)+o+(1/0o(0+4aC)—0)(1-0) _Vo(o+daC)to+25
Hi(m) = 5 e 2 0
2\/0(0+40¢C)
_ v/ o(o+4aC)—o—26 \/a(a+4a0)—a+(\/U(U+4a0)+o)(1—0) ev0(0+40420)*0*257_0
2 2\/a(a+4aC’)

(a) Cas 1:Si Ry <1 <2’.e. C< @), alors Hi(1p) > 0. De H1(0) = 6 on a

H,(19) > 0 pour tout 7y > 0.

(b) Cas 2:Si Ry >1 (2 e. C> 0+5)> alors Hj(79) = 0 si est seulement si

1. _ 1
T0=T0 = v/ o(oc+4aC)
1 ((« /o (o+4aC)+o+25) (\/U(U+4a0)+0+(\/U(U+4aC)—J)(1—G)) )
n .

(v/o(o+4aC)—o—26) <\/o(o+4aC)fU+(\/a(o+4aC)+o‘)(lf¢9))

De plus, H;(79) > 0 pour tout 79 < 74 et H}(7p) < 0 pour tout 7y > 7. Puisque
lim,, 100 Hi(79) = —o00, il existe 78 > 74 tel que Hi(7¢) = 0 et Hi(rp) > 0

pour tout 7y < 78.

Pour C < 50+5) (cas 1) ou C' > @ et 9 < 7¢ (cas 2), l'inégalité |D est

équivalente a Hy(7p) > 0 ou

Hy(r) = (Hi(m) — VA)(Hi(7o) + VA)

= 444(1 = f)e (e t2)m \/0(0+4a0)+f/t,(},/£f:;fac)U)(l9)) R ]

9 (\/a (0+4aC)—o+(y/0(0+4aC)+0)(1— 9)) \/W 028

\/cr (c+4aC)
On a
H (7o) = (—4(a +20)(1 = 0) + (y/o(o + 4aC) + o + 26) <v0<0+4a0)+;+ix/+r1<a;fac>a)(l@))
G_W xC)—0 =28 i ( O'(O' i 40&0) g — 25) (W—:/H(WM)(I—@))

Vo(o+4aC)+o+26
XB—( 5 ) To> 67(0+25)7'0
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Soit Hé(To) = 67(U+26)T0H3(7'0) ou

Halm) = =40 + 20)(1 - 0) + (Valo 1 1aC) + 0 + 29) (YA /e peclolion )
o(oc+4aC)
Xe_\/o(cr+4a2C)—cr—2§7_o B ( 0_(0_ T 40_/0) o 25) ( o(oc+4aC)—o+(y/o(c+4aC)+0)(1-0)
\/0(0—1—4040)
Vo (o+4aC)+o+26
xe 2 0
On a
H (7_ ) — _doa <C B 5(0_:,_5)) v/ o(o+4aC)+o+(y/o(c+4aC)—o)(1-0) o= \/U(J+4cx20)—g—26T0
3\/0 oo 2\/a(a+4o¢C)
_doa <C B 5(a+5)) Volo+taC)=o+(/o(0+4a0)+0)(1=0) | Voltiallrasas,
oo 2\/0(04-4(10)

(a) Cas3:S51Rp <1 (z e. C < U+5 ) alors H5(79) > 0. De H3(0) = 4(c+9)8 > 0
on a Hj(m) > 0 pour tout 75 > 0.

(b) Cas 4 : Si Rg > 1 (2 e. C > 5(‘#5)) et 9 < 73, alors Hj(7p) < 0 et puisque
lim,, 1o H3(79) = —o0 il existe 75 > 0 tel que Hz(73) = 0 (resp. Hy(73) = 0),
Hjs(15) > 0 (resp. Hj(m9) > 0) pour 179 < 75 et Hz(1) < 0 (resp. Hj(p) < 0)
pour 15 > 75. D’apres Ho(0) = 0 et lim,, o Ha(Tg) = —oo, il existe 75 €
(13, 72) tel que Hy(79) > 0 pour 19 < 7.

Par conséquent, si Ry > 1 (z e. C > U+6)) onapy <lpourr <75etpur =1

— *
pour 1y = 7. O

5.3 L’analyse de la bifurcation de la solution périodique

non triviale

Dans cette section, on va analyser la bifurcation des solutions périodiques non tri-

viales du systeme ((5.3) — (5.12)) de  a 79 = 7.

Ce cas est possible pour Ry > 1 (z e. C'> 5(”5)) (voir théoreme [5.2.2

Soit 7 et X tel que 7 =75 + 7 et X = (o + X.
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L’équation (5.15)) est équivalente a
M(7,X) =0, (5.17)
ot M(7,X) = (M (7, X),...,M5(7, X)) =Co+ X — U(ro + 7, (o + X).
Si (7, X) est un zéro de M, alors ({y + X) est un point fixe de ¥(75 + 7,.).
Soit
a b ¢ *x x
x d e x
DxM(7,X)=| % f g * = (5.18)
x h 1 j
x k | x m
Pour (7, X) = (0,(0,0,0,0,0)), on a
ap by cog * *
* do ey * *
-DXM(Oa (0)070707())) = * fo go * *
* h() io jo *
*x ko l() * Mo
00, 0%, 00, 0%, 00, 0%,
L= 900  ~Onom " onom 0 0
90, 9% 90, 90
0 L= o oe  ~0as 0w 0 0
R oeEE 0 0 @
0 _ 094 0%4 __ 094 0%4 094 004 0
8$4 81‘2 81‘4 amg 8:)34 8x4
005 d 905 d le)
0 ~Sertn oo 9m 0 1= Gee
Alors ag = 1 — %‘fj (15,C0), bo = gf;( 75,C0), co = %i’;( 75, C0), d %
—%(757 <0)>
~(1 = 0)522(15. ), 9 — (1= 0)F2(75,C)s ho = —F22(75,0)s io =
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— G (75, G0)s Jo = 1= G215, C0)s ko = —52(75,G0), bo = —522(75, Co), et mo =
31’55(70 Co)-

On a p, = 1 si est seulement si a<1>2 2(70,Go) + (1 — 9) 2 (70, Co) £ VA =2, tel que

dogo — €ofo = 0. (5.19)

. o oG1(70) (1-0)aCG1 (7o) _ Gao(to) _ Gs(o)
Soit eg = —Z&ur) g (1=0)aCCi(m)

v/ o(oc+4aC) \/o(o+4aC) 24/o(0+4aC) 2¢/0(c+4aC)’

Vo(o+4aC)+o+26 Vo(o+4aC)—oc—26

Gl(T()):e_ 2 ™ —e 2 0,
Vo(o+4aC)+o
Ga(19) = 2y/0(0 +4aC) — (y/o(o +4aC) + o)e” L (Vo(o+4aC) —

o(c+4aC)—oc— 257_
o)e z 0. et

G3(10) = 2/ (0 + 4aC) — (1 — 0)(\/o (o + 4aC) — o)e
—(1-0)(yo(o+4aC) + a)e@m

Vo(o+4aC)+o+26
- =2 7o

Alors on obtient

Proposition 5.3.1
Soit Rg > 1 (Z e.C > §(U+5)>.
(a) Pour tout 79 > 0 on a ag >0, by >0, cg >0, e <0 fo <0, hy >0, iy > 0,
Jo >0, kg <0, lp <0 et myg > 0.
(b) Il existe 7o > 0 tel que dy = 0 pour 79 = 7o, do > 0 pour 7 < 7o et dy < 0 pour
To > To.
(c) 1l existe Ty > 0 tel que go = 0 pour 19 = Tp, go > 0 pour 19 < Ty et go < 0 pour

To > 7:0.

5+U)

Preuve: Pour C > on a

(a) On a G1(19) < 0 pour tout 79 > 0, alors fy < 0 et eg < 0 pour tout 75 > 0. Les

signes de ag, by, co, ho, %0, Jo, ko, lo €t mg peuvent étre déduits des signes de
0D, (%
ox; (TO ) QO)

(b) G5(70) =
<(\/0’(0'+4OZC)+0'+25)( cf(cr+4ch)+a)6_ o(o+4aC)ro (W o(o+4aC)—o—26)( a(o+4aC)—a)>
2 2

Vo(c+4aC)—o—26
s T0

X e 2
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alors Gé(TO) = 0 si est seulement si
1 In ((\/eroHé)(\/erU))
\/U(U+4a0) (Vo(o+4aC)~0—-28)(y/o(o+4aC)~0) )
De G4(0) = 0 alors il existe 79 > 0 tel que Gy(7y) = 0, Ga(m9) > 0 pour

10 € (0,79) et Go(19) < 0 pour 15 € (7o, +00).

(©) e -
\/J(a'+4aC)—a'—26
(1-0)e™ 2 0

(v o(o+4aC)+0+26)(v/o(0+4aC)—0o) e,\/omm _ (\/0'(0+4a0)+0)(\/0'(0'+40¢C)—a'—26)
2 2

alors G%(79) = 0 si est seulement si

1 In (v/o(0+4aC)+0+26)(/0(0+4aC)—0) . D’aprés Gg(O) -0
\/0(0-1—4016’) (\/U(U+40cC')—a—2(5)(\/U(U+40¢C)+U)
alors il existe 75 > 0 tel que Go(7y) = 0, G3(79) > 0 pour 79 € (0,7p) et

To =Ty =

G3(m0) < 0 pour 15 € (7p, +00).
]

Comme egfy > 0 puis de (5.19) on a dogo > 0, c’est a dire 79 < min(7p,7p) ou

T0 > HlaX<7A'0, %0)

Proposition 5.3.2

(a) Si C' > max (5((;2”), 519;29) alors do < go, c¢’est a dire 7o < Tp.
4 906+0)

(b) Sif < %5 < C < 22129 done on a gy < dy, c’est a dire 7y < 7.

oo o

9
(c) Sif <25 et 2ol < O < 2128 glors on a un cas indéterminé.

Preuve: Soit 2¢/0(0 + 4aC')(dy — go) = G4(79) ol
Gi(ro) = = (20 + (/oo +4aC) - ) ) B

+ (20 — (oo +4aC) + o) U(UHQC =

(a) Pour 20 — (y/o(o+4aC) +0)8 <0 (i.e. C > Z1E) on a Gy() < 0, donc

5(5+0)

[ege?

pour C' > max( ,519—_29> on ady < go (i.e.7g < Tp).

N

(b) Si 0 < %5 et % C < 22158 on a Gy(7y) = 0 si est seulement si

Ty = T 1 In 20+(y/0(0+4aC)—0)0
0 0 \/U(U+40éc) 20—(\/a(g+4a0)+g)9 )
Ga(m) < 0 pour 79 < 73" et Ga(9) > 0 pour 75 > 73*. Clest a dire dy < go

pour 7y < 75" et dy > go pour 19 > 73", Puisque 77" < 71", on obtient 7y < 7.
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O

Ona M(0,(0,0,0)) = 0. Soit DxM (0, (0,0,0)) = E, alors dimker(E) = codimR(E) =
1. Désignons par P, et P, les projecteurs de ker(E) et R(F) respectivement, tel
que P, + P, = Idgs, PLR® = span{Y,} = ker(E), avec Yy = (q1,42,1,q,qs),

Q1=%—2—E7Q2=—2—37Q4=%—;—2, 52%—%%

PR = span{(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)} = R(E).
Alors (I — P))R® = span{(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)} et
(I — P,)R® = span{(0,0,1,0,0)}.

L’équation (5.17)) est équivalente a

/

Ml 7_—77}/0—’_Z

=

2 7_—77Y0+Z

( )

( )
3(T, Yo+ 2) =

( )

( )

=

(5.20)

=

47_-77}/0—’_Z

o o o o o

=

L 57_—77%—’_2

ou Z = (’217 22, 07 24, 25)7 (7_—7 X) = (7_-7 ,y}/'o + Z) et (77 21, %22, %4, 25) € R5‘
A partir des deux premieres et deux dernieres équations de (5.20)), on a

9M,(0,(0,0,0,0,0))  9M1(0,(0,0,0,0,0))  9M1(0,(0,0,0,0,0))  9M1(0,(0,0,0,0,0))

Oz Oz2 Oz4 Ozs5
0M>(0,(0,0,0,0,0))  9M2(0,(0,0,0,0,0))  9M2(0,(0,0,0,0,0)) 9M2(0,(0,0,0,0,0))
det 0z1 Ozo 0z4 0zs
BM4(0,(0,0,0,0,0)) BM4(0:(070»0:0’0)) BM4(0:(070’0:0’0)) aM4(07(070’07070))
82’1 82’2 8Z4 8Z5
8M5(07(070707010)) 8M5(07(070707070)) 8M5(07(070107010)) 8M5(07(070707010))
071 Ozo 0z4 0zs
Qo bo 0 0
0 do 0 0 .
= det = aodojomo 7é 0.
0 ho jo O
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A partir du théoreme des fonctions implicites, il existe une unique fonction continu
Z*, tel que
Z*(7,7) = (31 (7.7), 23(7,7), 0, 25 (7. 7). 21 (7, 7)), 27(0,0) = (0,0,0,0,0),

Mi (7_-7 (qu + ZT(%v 7)7 q27 + 25(7_-7 ’7)7 Y5 447 + ZZ (7_—7 7)7 qs7 + Z;<7_—7 7))) = 07 (521>

pour ¢ =1, 2, 4, 5, avec v et T sont assez petits.

Onaq <0, g >0,q <0etgs >0 pour 79 < min(7p, 7).

0z* 0z*
0,0) = —

- or (0,0) oy

Alors M(7,X) = 0 si est seulement si

De plus, on trouve (0,0) (voir I’annexe, subsection [5.5.3)).

w(T,7) = Ms (T, (v + 25(T,7), oy + 25(T, ), v, aay + 25(T,7), g5 + 25(7,7))) = 0.
(5.22)

L’équation ([5.22)) est appelée I’équation déterminée, elle détermine le nombre de

solutions périodiques de ([5.3] - voir |

Pour résoudre on a besoin du developpernent de Taylor de w pres (7,7) =

(0,0). On obtient w(0,0) = 0 et awg;,o) = awégo) = 0 (voir l'annexe, subsection
E55).
Soit A = 83’720) B = 86“;570) et C = #. Il est démontré que A = 0 (voir

I’annexe, subsection [5.5.6) . Par conséquent

2
_ _ Y _
w(7,7) = Bry + C? +o (v +177),

ou
_ 90 92 ®3(70,40) 92 ®3(70,40) 2 8%®@3(70,40)
C = _873? {2(]1(]2 Ox20x1 +2q Ox30x1 +q2 8:10%
?®3(r0,60) | 92P3(10,¢0) | 9Ps(70,40) 9°25(0,0)
B . o P
et

___06; 02®3(70,¢0) d®3(10,60) 8225(0,0) 92®3(70,40))
B = Ors {q D70y T Oz 970, T 970 :
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Proposition 5.3.3

Pour 19 < min(7y, 7o) (voir l'annezxe, subsection|5.5.9 et|5.5.4|) on a
PPy(tlo) _ C/teJ(UHazCH”% (s—t) o —0s (\/0(0+4a0)+0+(\/0(0+4a0)—U)e‘V"“’*4“0)(5‘”)

dx30x1 - D 24/ (c+4aC)

0
x 925(:0) g >,

Pos(tl) _  oC e@(s_t)eﬂss e~ Vo(o+4a0)(s—1) _q 3<1>3( ,Co)d >0,
0zr30x1 D 0 o(oc+4aC)
t
Paste) _ o [ TR0y \/o{oraal)+o+(y/alotEaC) o) VT
D302 D 2y/o(0+4aC)
aq)?)( 7<0) 8(I>1(37<0) 8(I>l(87<0) aq)S(s?CO)
oz3 o2z T oms oms ) 48 <0,
Pos3(t6) _  oC 6@(‘9_” e—Volo+4al)(s—t) _1
Ox30x2 D 0 o(o+4aC)
023(s,60) 021(s,60) | OP1(s,40) 9P3(s,{0)
X ( Oxs3 Oxao + Oxs3 Oxo ds < 0’
t
Pasie) _ 20 [1 EEET0 ) (/olehi00) ot (/olr HnC)in)e VAT TRO )
da? D 2\/a(a+4o¢C’)
8@3(8,(0) 84’1( ,Co)
8x3 ds < 0,
&Pe3(t,¢) _  20C 6@(3%) e~ Vo(o+4al)(s—t) 3‘P3(87Co)3‘1>1(5£0)d5<0
855% B D 0 \/a(o+4aC) Oz3 Oxs ’
Paatte) _ g [t Dy (oloTHaC) o (y/olo THa0) o)e VIO
D102 D Jo 2/ (0+4aC)
5 9®1(5,C0) 3‘193( 740)
ot ds >0,
203(t.00)  _ o0 [t \/W+U+25(s 1) (e VIEHIROGD 1) 981(s.60) 9P3(5:0) g -
Ox10x2 o€ \/U(U+4aC) dx1 dx2 ’
Poa(tc0) _ 2 fte@(s_t) 7(0+4aC)+0+(y/o(0+4aC)—g)e~ Vo @ F1al) (=0
o2 D Jo o(c+4aC)
5 9®1(5,C0) 3‘53( 7C0)
s ds <0,
2®5(t.0)  _ QUcf 6@@_0 e—Volo+4al)(s—t) _q 8@1(3,(0)8'1>3(57C0)d5<0
922 D Jo Vo(o+4aC) Oz2 Oz '
0223(00)  _ 902(2(70,60)) 1
02 - O do
823 (10,40) 92 ®3(70,40) 202 CI’2(7'07C0) 2®3(10,60) | 9*P2(10,¢0)
(2(]1q Oz20x1 + 2 dz3a T B2 + 20 Jusdzz T x5 <0,
924 (70,C0) _|_32<1>2(707C0) __ 20y/o(0+4aC) _(g+25)70+( o(04+4aC)+0+28)0 ,@m
7 dx2 07 dx3 2do+/o(c+4aC) 2doy/o(0+4aC)

(v/o(o+4aC)—0—26)0 VolotiaC)—o-25 0 > 0
e 2
2do \/0(0-1—4040)

9225(0,0)  _ 902(P(10,0)) 1 {q2 9%®2(70,¢0) + 32@2(70740)} >0, et

ovor RES do 970y 97023
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2P3(t,G0) | PP3(t,G0) . Adyolo+4al) _(5426)r
2570 970 = e
TOT2 TOT3 4dp+/o(c+4aC)

B (v/o(o+4aC)+0+26)(4/0(c+4aC)—0) o v U(0+40<20)+0+25 o

4do \/U(U+4aC’)
4 —0—2 4 o(o+4aC)—o—268

+(\/a(a+ aC)—c—26)(y/o(c+ aC’)-l—cr)e\/ ! ™S (.

4do \/o(a+4a0)

2 2
Preuve: Les signes de 922(t:0) o 9" Ps(t:C0)

peuvent étre déduits des signes de gf; (15, €o)-

8xi8:rj aziax]’
. 92®3(70,60) | 9*P2(70,¢0) ge” (742970 N
Soit 2(70, 2{70,60) _ Gs(7) ou
q2 O70xa 0T0x3 2do \/0—(0--1-4010) 5( 0)

GS(TO) - ( U(U + 4&0) + o0+ 25)6_@70

+(y/o(o+4aC) — 0o — 25)ew70 —2y/o(0 + 4aC).
Oél/s?m) o (\/m+0+25)2(\/m—0—25)6— ‘/W’”’”m

+( J(U+4aC)+U+26)2( J(J+4aC)—J—25)6\/U(T4D‘20)+U+2570 -0
et G5(0) = 0 alors G5(79) > 0. C’est a dire ¢o 8222?59?2’40)—1-622;%72;@) > 0 et % > 0.
Soit ¢o 8223’-59722@) 8232597:2;40) - 4d:\_/t(+jzzc) G (7o) olt

Go(ry) = —(v/o(@ +4aC) + o +26)(\/a(o + 4aC) — o)~ 5" m

(/oo +4aC) — 0 = 20)(/a(o +4aC) + 0)e =5
+40+/0 (0 + 4aC).
On a
Gi(n) — (\/m—o-—%)(\/m—ka—kzé)(\/m—a)6_@m
6(10) = .

+( o(c+4aC)+0+258)( o‘(a+24aC)70'725)(\/0(0+4a0)+0')6\/0(04—40420)—0—0—0—2570 -0

et Gg(0) = 0 alors Gg(10) > 0, c’est a dire ¢y 82?3;59?2’@) + 6222(5;);40) > 0.
U

D’apres la proposition précédente on a C > 0 et B < 0 pour 79 < min(7y, 7). Po-
sons 7 == 1y alors w(ny,7) = S g(n,7) ol g(n,7) = 2By +C + o, (1 +7?). Alors
g—g(n,O) = 2B et g(n,0) = 2Bn + C. On peut appliquer le théoreme des fonctions

implicites pour g si B # 0 et 19 = —%. On trouve la fonction 7(7) tel que poue 7

est assez petit g(n(v),v) =0 et n(0) =ny = _%.

Alors, w(n(7)7y,v) = 0 pour 7 assez petit.

En conclusion on a le théoréme suivant.



82

Etude d’'un modéle mathématique avec impulsion sur la leishmaniose viscérale

Théoréme 5.3.1

Soit Ry > 1 (i.e.C > W) Si 1o = 7§ € (0, min(79, 7)) alors on a une bifurcation
supercritique de la solution périodique non triviale de — avec une periode
T(v) =15 + 7(7) a partir de (o + Yo + Z*(7(7),y) pour tout v(> 0) assez petit ot
T(v) = =357 +o().

Lemme 5.3.1

ac

Q

Soit C > max <6(U+6) 219;29>. Alors pour tout 0 € (0,1), on a 7§ € (0,7).

Preuve:

On a py = 1 si est seulement si (1 —60) = Hoyetordac) W = G(70) ol

G7(7—0) - (( U(U + 4010) - 0')6_@70

\/0'(0'—0—40420)—0'—25 o dO

Vo(o+4aC)—o—26
2 70

+(v/o(o+4aC) +o)e
+2aC (6@*”*”70

€p.

D’apres I'unicité de la solution 73 (cas 2, Théoreme [5.2.2)), pour chaque 6 € (0,1)
on a un unique 75 € (0,min(7, 7)) tel que 8 = 1 — G(77) donc on a 77 =
(G (o.min(r0,70))) (1 — 0). De plus 75 — 75 pour § — 1 et 75 — 0 pour § — 0.
O

Théoréme 5.3.2

des solutions périodique non triviale de — avec une période T(y) = 15 +
7(y) a partir de (o + vYo + Z*(7(7),7y) pour tout y(> 0) assez petit ou T(vy) =

Soit C' > max <5(U+6) 519;29> et 7§ € (0,79) donc on a une bifurcation supercritique

—357 +0(7).

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis au point un modele impulsif pour lutter contre la

maladie en tuant des chiens infectieux, notre modele s’inspire de [courtenay et tous
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les auteurs|. En I’absence du contrdle, le modele est étudié dans le chapitre quatre
ou l'existence du point d’équilibre trivial £y et du point d’équilibre endémique £*,
qui n’existe que lorsque le nombre du taux de reproduction de base Ry > 1. Le
point d’équilibre trivial Ey est stable pour Ry < 1, mais pour Ry > 1 Ey est
instable et E* existe et il est stable. Le taux de reproduction Ry peut étre exprimé
par certains parametres du modele, nous traduisons Ro par la capacité vectorielle
de transmission d’une infection entre les chiens C'. En présence d’un controle des
impulsions £* disparait, nous avons seulement £y qui est exponentiellement stable
pour Ry < 1et 79 > 0. Pour Ry > 1 la stabilité exponentielle de E; est possible pour
To < Tg ol 7o * (> 0) est la période critique pour laquelle la bifurcation des solutions
périodiques positives non triviales peuvent apparaitre, 77 dépend de l'amplitude
du controle #. Nous concluons que l'éradication de la maladie est possible pour
la période de contrdle 75 moins qu'une valeur critique 75 = (1 — Go,7)) (), si
To = 7; nous avons une bifurcation de solutions périodiques positves non triviales
qui correspondent a la persistence de la population de chiens infectieux qui est la
maladie n’est pas éradiquée (ceci est possible pour certaines valeurs des parametres

du modele).
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5.5 Annexe

5.5.1 Calcul des premieres dérivées de ¢

Pour tout ¢ € (0,7), on a £ Dx(P(t,()) = 92 (o) 22 (t, (o) avec la condition initiale
Dx(9(0,¢)) = Irs,0ou

0®1(t,60)  9P1(t,60) 9P1(t,¢0) OPi(t,Co)  9Pi(t.o)

Oxy Ox2 Ox3 Oxy Oxs
0Pa(t,¢o)  9P2(t,lo) OP2(t,lo) OP2(tlo)  OP2(tlo)
d d o1 Oz Oxs O0xy oxs
- _ 0®3(t,¢o) 9P3(t,¢o) I9P3(t,Co) 9P3(t,Co)  9P3(t,o)
dt DX (¢(t’ CO)) dt Ox1 Oxo oxs Oy Oxs ’
0P4(t,¢0) 9Pa(t,C0) OP4a(t,Co) OPa(t,C0)  9P4(t,o)
ox1 Oxa oxs Oxy oxs
0Ps(t,C0) 9P5(t,¢0) OPs5(t,Co) OPs5(t,Co)  IPs5(t,o)
Oxy Ox2 Ox3 Oxy Oxs

OF1(¢(t) AF1(C(t))
gzl 0 51‘3 0 0
IR (C()  9F(¢(1)
O 28332 28:)33 0 0
§§ (C) = 0 3F3égc€2(t)) an(wﬁs(t)) 0 0
OFy(¢(t)  OF1(C(t)
O O 21’3 ?9.7}4 0
IF5(¢(t)) OFL(C(1))
—6 0 —aC 0 0
0 —((5 + O’) aC 0 0
0 0 ~(1-a)C =5 0
0 0 (l-aC 0 -3
et
OP1(t,60)  9P1(t.lo)  OPi(t,G)  IP1(to)  9Pi(t,o)
oz Oxo Oz3 D14 o
0Pa(t,C0) O0P2(t,Co) 9P2(t,¢o) OP2(t,Co)  IP2(t,o)
0P Oz 92 Oz3 Ozxa Oz5
—(t Co) = 6‘?3(t,<0) BCDB(t,CO) 8@3(@(’()) 8‘1)3(1‘/3(0) anS(t’CO)
0x "\’ 0x1 Oz2 x5 e .
8P4 (t,Co)  OPa(t,Co) OPa(t,lo) OP4(t,Co)  OPa(t,Co)
0z1 (o2 Ox3 x4 o5
9%5(t,Co)  9Ps(tCo)  O®s(to)  IPs(tCo)  OP5(tCo)

o0x1 Oxo Oxs Oy oxs
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D’apres le théoreme de Cauchy Lipschitz (unicité de la solution) on obtient que

onlto) — 0, i € {4, 5},

ox;

ORalleo) — 0, i € {1, 4, 5}, 2L9) — 0, i€ {1, 4, 5}, P20 =0, i € {1, 5},

%ﬂi@) =0, i € {1, 4}. De plus, on a
d (0®1(t,G)\  OFi(C(t)) 0P1(t, o)
dt ( Oy ) B Oy Ory 5.5
d (3@1(757 Co)) _ OF(C(2)) 04(2, Go) N OF1(C(t)) 0Ps5(t, Co) (5.24)
dt 81’2 N 81’1 81‘2 81'3 (91'2 ’ '
d ((%)1(757(0)) _ OF(C(t)) 04(2, Go) N OF1(C(t)) 0Ps5(t, Co) (5.25)
dt 8%3 N 8x1 8:103 8x3 8x3 ’ '
d <3¢2(t7C0)> _ OR(C(1)) 09(1, Go) n OF3(¢(t)) 0Ps5(t, Co) (5.26)
dt 81’2 N 5’x2 f)xz 8$3 8I2 7 .
d <3@2(t>40)> OBy (C(1) 992(1, Go) n OF5(¢(1)) 03(1, Co) (5.27)
dt 81‘3 - 8x2 8133 al’g aCUg 7 '
d (6(133(15,@)) _ OF3(¢() 9%2(1, Go) + OF5(¢(1)) 03(1, Co) (5.28)
dt 81‘2 N 6.132 61'2 81'3 81'2 ’ '
d (3‘1)3(t> CO)) _ OF3(C(t)) 0%a(t, Co) n OF3(¢(t)) 0P3(t, (o) (5.29)
dt 81'3 N 81'2 81’3 81‘3 81‘3 ’ '
d (3@4(?57 Co)) _ OF(C(t)) 0%3(1, Go) n OF(C(t)) 0P4(t, Co) (5.30)
dt Oxs N Oxs 0o Oxy Oxy '
d (3@4(757%)) _ OF(C(t)) 0%3(2, Go) N OF(C(t)) 0Pa(t, Co) (5.31)
dt \ s T s Oy ZZ N
dt 81’4 B 8504 8x4 ’ .
d (3@5(t>C0)> _ OF5(C(t)) 0%3(1, Co) N OF5(C(t)) 0%5(t, Co) (5.33)
dt 8952 N al’3 al’g 81’5 81’2 ’ '
d (G(I)5(t,Co)> _ OF5(C(1) 9%3(1, Go) " OF5(¢(1)) 0P5(1, Co) (5.34)
dt 81‘3 - 61’3 6.133 81'5 al’g ’ '
d (0P5(t,6)\  OF5(C(t)) 0Ps(t, o)
dt ( O ) B Os dxs (539)

D’apres ([5.23), (5.32)) et (5.35)) on obtient Mégl’@) = M)ggf‘)) = B‘P?)SS’CO) = e,
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8<I>2(t,§0) (3‘1)2(07C0) 1
D’apres ([5.26]) et (5.28) on a o2 = et Oz = , ol
0%3(t,¢o) 9%3(0,¢0) 0
Oxo Oxa
IR OF () -6 ol
D2 dz3 _ =pvp
OF(C(1)  OF3(C(1) o —5 ’
8(22 813

oc+25++/0(c+4aC)

5 0
V =
0 _ o+26— ;7(0-1—4(1()’) ’
o++/0o(c+4aC) —aC
P e 1 1 P—l — 2\/0’(0"‘1‘40{0) \/0'(()'4—4040)
oc—+/o(c+4aC) o+4/0(c+4aC) ’ —o+4/0o(c+4aC) aC ’
2aC 2aC 2\/a(a+4aC’) \/0(0+40¢C)
et
_0+26+\/mt
tA v p—1 € ’ 0 1
e = PP =P 0426+ /o(oTaal) P~
0 e” 2 t
_orei/orraany, [ ki(t)  ka(t)
—= (& 2 ,
ks(t) ka(t)
o o(o+4a —0 o (o+4aC))eVo(c+4al)t o(o+4a
Fa(f) = +4/0(0+4aC)+(—0+4/0(c+4aC)) ha(t) = —aCtaCeVo@T4a0) C)t’
2\/0'(0'+4aC) \/0'(0'+4o¢C)
o(o+4a —o o(o+4a o o(0+4aC))eVo(o+4a0)
ka(t) = —otoeV/T O g Fat) = +1/0(0+4aC)+ (041 /o(a+4aC)) ‘
\/0(0—1—4040) 2\/0(0-1—4016’)
On obtient
8o (t,C0) o U+25+\/;(U+wt o++/0(c+4aC) (—a—l—\/a(a+4aC))e\/”(°+4"‘C>t
92 - 2\/o(a+4aC) 2\/o(o+4aC) ’
92®3(t,C0) e_0+25+— Volotiad), — . eV (@t al)t
Oz2 o \/U(U+4OZC) \/a(a+4aC) '
0P2(¢,¢0) 0%2(0,¢0) 0
D’apres (5.27)) et (5.29) on a O3 = et O3 = el
P3(t,¢o) 9%3(0,¢0) 1
oxs Ox3
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On obtient
00y (t.Co)  _ e‘@t —aC aCeV/a@H1al)t
dx3 \/a(a+4aC) \/U(U+4(XC)
&2®3(t,¢0) _ 6_@15 —o++/0(c+4aC) (o’+\/o—(o—+4ac))e\/a(0+4ac)
Oz 2¢/c(c+4aC) 2¢/o(c+4aC) '
t
. AFL(C(1) 8F1(<(t))
D’aprés ((5.24) on a 2210) — o ™or 1 921 (000) | by (179) OFL(C(s) 0%a(s:o) g
Ox2 T Oxy 0 Oz3 dzxa
alors

00,(t,Co) g [ —202C2(e YFTEP ) 2020%(e ~1)
—_— = €

Ory Voo +4aC) (o + \/o(o + 4aC)) " V(o +4aC) (o — y/o(o + 4aC))

—o++/o(c+4aC) ¢
2

('?Fl(

aél(mco) —=e

oxs

s
D’apres ((5.25]) on a Drs O3 dx3

t
(t))t8<1>1(0C0).—|-/ P (1=9) O (((s)) 0P (s:00) 1,
0

—o—y/o(c+4aC) —o+y/o(oc+4aC)
021(t:60) _ -5 <_ac e CaTYe)) (o ) 4 aClot U(o+4a0))(e*2Lt_l)>

alors O3 - \/0' o+4aC) U+\/<7 (c+4aC)) \/a(a+4a0)(a—\/a(a+4a0))

8¢4 (tvco)
Oz

D’apres ([5.30) on a

=€

t
NS / OO (1-5) OF1(C(s) D23 (5.60)
0

0z Oxs 0z ’

alors

—o—y/o(c+4aC) 7U+\/U(0+4O¢C)t
2 2

_ t—1) N a(l —a)C?(e —1)
Oy Vo(o+4aC)(o + \/o(o +4aC))  +/o(o+4aC)(oc — \/o(o + 4aC))

OP4(t, o) oot —a(l —a)C?%(e

t
Dapres (5.31) on a 22ab) _ FEEP02106) | / IR (-9 DB 923(5:00) g
0

Oxs Oxs oxs oxs
alors
0Py (t,
22al0) — (1 — a)C
—o—+/5(c+4aC) o+y/o(e+4aC) |
S e e [ S e I Y e i )
2\/a(a'+4aC)(a'+\/o(o'+4aC)) 2\/a(a+4aC)(U \/o (o+4aC)) ’

D’apres (5.33) on a

0o - Oza O3 Oza

t
9%5(t,¢0) _e%i(t))ta‘i’ﬁs(oéb) +/ %ﬁm(t ) OF5(¢(s)) 0Ps3(s ’CO)dS
0

alors

—o—4/o(c+4aC) U+\/O'(O'+4OLC ¢
2

0®5(t, (o) _ ot a(l —a)C?%(e -1 a(l- a)C?(e —1)

Oy 2\/o(oc+4aC) (o + /o(o+4aC)) 2+/o(o+ 4aC)(oc — y/o(o + 4aC))
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I0) I 0)
D’apres ((5.34]) on a %jg’@:e be t%o;@+/e e (t—s)ané(iS)) aq)?éffo)ds,
0
alors
—o—y/o(oc+4aC) —o++y/o(o+4aC)
0s(t0) _ (1 oot [ VFTTION e ) (o folrrieChe " TE )
dx3 2\/o(o+4aC)(o+\/cr(0'+4aC)) 2\/G(a+4aC)(J—\/o(o+4aC))

5.5.2 La deuxieme dérivée de &, et O;

Les deuxiemes dérivées partielles de &, et ®3 peuvent étre obtenues a partir des
équations differentielles suivantes

82¢2(t,<o)> — OF3(C(1) 92®1(tCo) | OF2(C() 9223(to) | OF2(S(1) D2 P3(t:Co) | OF2(C() 92@a(tio) | OF2(S(1) 92 P5(t.C0)

d

E( Ox30xy oxq Ox30xy Oxo Ox30xy Oxs Ox30xy Oxy Ox30xy oxs Ox30xy

1 (22FP25(1) 91 (t:G0) | O2F2(C(1)) 92 (t.Go) | O2F2(C(1)) 93 (t:Co) | O2F2(C(1)) OPaltiCo) | O2F2(C(1)) %5 (t:Go) | D1 (t:Co)
Bgcf T3 Oxodwy oxg Oxzdxy oxg Oxg0xy oxg Oxs0xy oxg oz

4 2 F(C()) 0% (,¢0) +82F2(<<t>) %2 (t,¢0) +82F2(c<t>) %3 (t,¢0) +82F2(c<t)> %4 (t,¢0) +82F2(c<t)> %5 (t,¢0) | 9%2(t,¢o)
Ox10x2o Oz azg Oz Ox30T2o Oz Ox40To Oz Ox50To Oz Oz

1 [ 22F2(6®) 91(tCo) | 92F2(C(1) 023(to) | O?Fa(S(1) 9P3(t:Co) | O2F2(S(1) O®a(tibo) | O2Fa(C() 0P5(t:¢0) | 0P (¢:C0)
Oxq10z3 Oxs Oxodxs Oxs Ozg Oxs Ox30xy Oxs dx3dzs Oxs GESY

1 22P2C®) 91 (t:G0) | 2F2(C(1)) OPa(t:Go) | O2F2(C(1)) O3 (t:Co) | O2Fa(S(1)) OPaltiCo) | O2Fa(C(1)) %5 (t:Co) | O%a(t:Co)
Oxq10xy oxs Oxodxy oxs Oxz0xy oxs 8xi oxs Oxy0zs oxs oz

1 22P2C®) 91 (t:Go) | O2F2(C(1)) 9Pa(t.Co) | O2F2(C(1)) 9P3(t:Co) | O2F2(C(1)) 9PaltiCo) | O2F2(S(1)) 9Ps(t:Co) | D5 (t:Co)
Ox10xs5 dx3 Oz 05 dx3 Ox30xs dx3 Ox50wy ox3 8z§ ox3 FE

.- e e 02d4(0,
avec la condition initiale Z220<0) — 0, alors

Ox30x1

4 (Zh6)) _ OB PO | IR PG | PP 00 INED) (5
dt Ox30x1 - Oxo Ox30x1 Oxs Ox30x1 Ox30x1 oxs ox1 '

. . . . . 2
avec la condition initiale £220C) _
8%38:}31

d (a%g(t,co)) _ OF3(C(1) 92®1(t6o) | OF3(C() 92@5(t.o) | OF3(S(1) 92 P3(t:Co) | OF3(C(Y) 92@a(tio) | OF5(S(1)) 92 P5(t.C0)
d ] ] ]

t Ox30xy oz Ox30xy To Ox30xy T3 Ox30xy T4 Ox30xy Oz Ox30xy
1 (22F(4(®) 91 (t:Go) | O2F3(C(1)) 92 (t.Co) | O2F3(C(1)) OP3(t:Go) | O2Fa(C(1)) OPaltiCo) | O2F3(C(1)) %5 (t:Co) | D1 (t:Co)
Bx% oxs Oxodxy oxs Oxzdxy oxs Oxg0xq oxs Oxs0xy oxs oz
1 22FC®) 91 (t.Go) | O2F3(S(1)) 92 (t.Co) | O2F3(C(1)) 9P3(t:Co) | O2Fa(C(1)) 9PaltiCo) | O2F3(C(1)) 9Ps(t.Co) | Oa(tCo)
Ox10x2 dx3 ax2 T3 Ox30wo dx3 PEICED) dx3 dx50x2 dxs Oz
o [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O?F5(S(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1) D®a(tibo) | O2F5(C() 0Ps5(t.Co) | 0P (t:C0)
Ox10x3 Ox3 Oxo0x3 Ox3 81% Ox3 Ox30xy Ox3 Ox30xs Ox3 Oxq
1 [ 22Fs(E®) 91 (tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | OF3(S(1) OPa(tibo) | O2F3(C(1) 9P5(t:C0) | OPa(t:C0)
Oxq10xy Oxs Oxodxy Oxs Ox30xy Oxs 813 T3 Oxy0zs Oxs GESY
1 (22FE®) 91 (t:Go) | O2F5(C(1)) 92 (t:Go) | O2F3(C(1)) 9P3(t:Go) | O2F5(C(1)) OPaltiCo) | O2F5(S(1)) %5 (t:Co) | O%s5(t:Co)
Oxq10zs oxsg OJxgdus oxsg OJxzdws oxg Oxs0xy oxg aggg oxg oz

e 82d5(0
avec la condition initiale £280:0) — g alors
Ox30x1 ?

d (82<I>3(t, 40)) _ OF(C() 9°@5(t,Go) | OFS(C(1)) s (t, o) (5.37)

@ 8:1730a71 81‘3 8:1:38271 8:52 8&73(%1
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avec la condition initiale % = 0. D’apres (5.36)-(5.37]) on a

i(éﬂ%(ta@)) _ 5F2(C(t))82@2(t7C0)+8F2(C(t))a2¢3(t7fo) P Fy(C(t)) 0P3(t, Go) D1 (t, Co)

dt 81'361’1 8232 81'381'1 81‘3 61‘381‘1 81’381’1 61’3 8271
2 2 2
— ) = -
dt 0x301, 03 0x3011 0s 0x3011
82@2(0740)
avec la condition initiale 28 w3021 = . Donc
92@3(0,60) 0
8x38x1
D2 (t,¢0) 92®3(0,60) t 2 F2({(s)) 8P3(s,¢0) dP1(s,¢0)
Ox30x1 _ etA Ox30x1 etAfsA Ox30x1 Oxg ox1 ds
9%2®3(t,¢0) 9%2®3(0,80) 0 0
3%38:81 81‘38$1
Ou
o++/0(c+4aC) (—o++/o(c+4aC))e o(o+4al)t —aC aCeVolot+dal)t
oA — 8_"‘*'25‘*'7 Wt 2\/a(o+4ac) + 2\/0'(<7+4o¢C) \/U(U+4ac) + \/J(o'+4aC)
- —c ceVo(o+4al)t —o++/o(c+4aC) (o+\/a(a+4ac))eva(‘7+4o‘c)
\/o'(o'+4cxc) \/o'(o'+4aC) 2\/0'(o'+4ac) 2\/0'(0'+40<C)
On obtient
Ps(to) _ ¢ [t VIO (o) s (o+y/o(ot4aC) | (~oty/o(o+Aal))e VIETTIOET \ opy(sco) o
dx301 DJo 2/ (o+4aC) 2/ (0+4aC) dxg 7"
Pds3(t.0) _ C te"“”— \/‘;("Jr‘MC)(s_t)e_(;s . n ge—Vo(@+daC)(s—t) 3%(57(0)(15
Oz30x1 D v/ o(o4+4aC) v o(o+4aC) dz3 '

(€() 82@5(t,¢0)

% (32‘1>2(t£0)> _ 9P (C() 9@ (t.C0) + BF%(C(t)) %®3(t,¢0) + aFrg(C(t)) 9%®3(t,¢0) + aFrg(C(t)) 9%®4(t,¢0) + 8F28

dxz0xo ox1 Odxz0xo To Odxz0xo T3 Odxzdxo T4 Odxzdxo

2Fy(¢(t)) 0%y (t,¢o) n 2 F5(¢(t)) 0®o(t,¢o) n 2 Fy(¢(t)) 0®3(t,¢o) n 2 Fy(C()) 0®a(t,Co) n 2 Fy(C(t)) 8®5(¢,¢0)

5 Odxzdxo
021 (t,¢0)

Bz% dx3 Oxo0xy Ox3 Ox30x1 ox3 Ox40x, Ox3 Ox50xy Ox3

BED

9%45(t,¢0)

92 F3(¢(1) 0®1(t.o) | O2Fa(¢() 9Pa(t:6o) 4 O2F2(C(1) O®s(to) | O2Fa(C(1) 9Pa(t:Go) 4 D2 Fa(S(1) 9®s5(t.Co)
Oxq10xo Oxs 013 Oxs Ox30xo Oxs Oz 0xo Oxs Ox50xo Oxs

Oxo

923(t,60)

Oxq10z3 oxs zo0xs3 oxsg dz3 oxs 30Ty oxsg z30Ts oxsg

Oxo

024 (t,¢0)

2 F(C(t)) 0%y (t,¢0) 4 2 F(C()) 0% (t,¢0) n 2 F(C(t)) 0®3(t,¢0) n 82F2(g<t>) 0%4(t:o) | 2 F(C()) 0®5(¢,¢0)
ox z3

Ox1 0wy dx3 Oxodxy dxs Ox30xy dxs Ox40z5 dxs

dxo
9%5(t,¢o)

+
+
1 (22P2®) %1 (t:60) 826F2(<<t)) 0%25(t:¢0) | 5’2F2(g(t)) 0%3(t:0) | 82Fz(<<t)) 0%24(t:0) | BQBFg(g(t)) %P5 (t,¢0)
+
+

92 F3(¢(1) 0®1(t.0) | O2Fa(C(1) 9P3(t:Go) 4 O2F2(C(1) O®s(tCo) | O2Fa(C(1) 9Pa(t:Go) 4 D2 Fa(S(1)) 9®s5(t.Co)
Oxq10zs Oxs Oxodzs Oxs dx30zs Oxs Ox50xy Oxs azg Oxs

Ozo
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.. . 2P
avec la condition initiale £2200) — g aiors
Ox30x2 ?

i<52@2(t740)) _ OF5(((t)) 0°®y(t, Go) +8F2(C(t))82<b3(t,§0) +82F2(C(t))

dt 81138232 81'2 81'361’2 61’3 81’36272 8&7381’1
aq)3(t> CO) a(I)l(ta CU) a(I)1<t7 CO) aq)?)(ta CO)
. ( 8.273 61’2 + 833'3 (3x2 (538)

. . . . . 2
avec la condition initiale £220:C) _
8:1:38:1:2

2 2 2 2 2 2
di (3 ‘1’3(757(0)) — 9F3(C() 071 (tCo) | OF3(C(1)) 8" P3(t:Co) 4 OF3(C(H)) O7L3(t.Co) | OF3(C(L)) D" La(t:Co) | OF5(C(t)) O P5(tio)

t Ox30xo oxq Ox30xo Oxo Ox30xo Oxs Ox30xo Oxy Ox30xo oxs Ox30xo
1 (22F(4®) 91 (t:Go) | O2F3(C(1)) OPa(t.Co) | O2F3(C(1)) OP3(t:Co) | O2Fa(C(1)) OPaltiCo) | O2F3(C(1)) %5 (t:Co) | D1 (t:Co)
Bx% oxs Oxodxy oxs Oxzdxy oxs Oxg0xq oxs Oxs0xy oxsg BB
n % F3(¢(t)) 0%y (,¢0) +52F3(C(i)) %3 (t,¢0) +52F3(C(i)) %3 (t,¢0) +52F3(C(i)) %4 (t,C0) +82F3(§<t>> %5 (t,¢0) | 9P2(t,¢0)
Ox10x2 dx3 81% dx3 Ox30xo dx3 PEICED) dx3 dx50xo dxs BED
1 [ 22Fs(6®) 91 (tCo) | 92F3(C(1) 022(to) | O?F5(S(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) D®a(tibo) | O2F5(C() 0P5(t.Co) | 0P (t:C0)
Oxq10z3 Oxs Oxodxs T3 81% Oxs Ox30xy Oxs Ox30zs Oxs Ozo
1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(S(1) OPa(tibo) | O2F5(C() 9P5(t:C0) | OPa(t:G0)
Oxq10xy oxs Oxodxy oxs Ox30xy oxs 8:,02 oxs Oxy0zs oxs Oxo
1 (22FE®) 91 (t:Go) | O2F5(C(1)) 92 (t:Go) | O2F3(C(1)) 9P3(t:Go) | O2F5(C(1)) OPaltiGo) | O2F5(S(1)) 9Ps(t:Go) | O%s5(t:Co)
dx10z5 dxs dxodxs dxg dxzdxs dxg Ox50xy dxs 83@% dxg BED

avec la condition initiale % = 0, alors
i a2®3(t? CO) — 6F3<C<t>> 82@3(t? CO) + aF?)(C(t)) a2®2(t7 CO) (5 39)
dt 81'361’2 81‘3 81’361’2 8:172 61’38$2 '
avec la condition initiale % = 0. D’apres (5.38)-(5.39) on a

i(a%z(t,éo)) _ OB() P9a(t Q) | 9F(C(H) Ps(t, Go)

dt (9.1'36332 61’2 axgailfg 833'3 81'38.’172
n O*Fy(C(t) ((0P3(t, o) 0P (t, o) + 0P (¢, Go) 0P3(1, Go)
81'38:61 81'3 (9.1'2 aCC3 8952

i(82<1>3(t,§0)) _ 8F3(§(t))82®3(t,(0)+0F3(C(t))82<1>2(t,§0)
dt 3;1:381:2 81’3 856381'2 axz 81'381’2
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82¢2(07C0)
avec la condition initiale 28 23022 = . Alors
92®3(0,¢0) 0
Ox30x2
%P2 (t,¢0) 925(0,¢0) t ?F2(¢(s) [ 0®3(s,$0) OP1(5,60) + 991 (s,0) 9P3(s,¢0)
Ox3012 _ 615A Ox30T2 6iEA—sA Ox30x1 Ox3 Ox2 Ox3 Ox2 ds
9%®3(t,¢0) 92®3(0,40) 0 0
Ox30x2 Ox30x2
On obtient
82@2(15,{0) o ft 60+26+\/;(c+4ac) (s—1) o4++/0(0+4aC) (7O'+\/O'(O'+4O¢C))e_\/”(g+4ac)(s_t)
D302 ~ DJo 2\/0’(0'+4OCC) 2\/0(0—1—4&0)
0%3(s,60) 9P1(s,¢0) 0P1(s,¢0) 0P3(s,0)
X ( O3 Oza + Ors Oxa ds
82®3(t,¢0) c (t ot28+yo(otdal) \/"(f’+4ac)(5_t) — e/ (e +4a0)(s—1)
_— — —_ (A 2
923022 D Jo \/U(U+40¢C') \/0(0—1—4040)
0P3(s,¢0) 9P1(s,40) 0%1(s,¢0) 9P3(s,40)
\ X ( Oxs Oxo + Oxs Oxo dS'

d [ 22®3(t.C0) | _ 9F2(C(1) 92@1(t6o) | OF2(C(1) 9222 (t.Go) 4 OF2(C(1) 9%®s(tCo) | OF2(S(1) 92Pa(tiGo) 4 OF2(S(1) 9%®s5(t:C0)
dt EEH dxy EEH dx3 EEH dx3 EEH E o3 Oz EEH

Py ((1)) 021(1:Co) 4 D2FR(C(1) DP3(tiCo) | DRFR(C(H) Dba(tiCo) | DTFR(L)) O (inko) 4 D2RL(H)) OPs(indo) ) O1(ido)

+ Bx% oxs x0T oxs 30w oxsg r40x1 oxsg 50T oxsg dxs
n 2 F(C(t)) 0% (,¢0) +82F2(<<t>> Py (t,¢o) | 02 Fa(C(t) 8Ps(tCo) +62F2(c<t>> %4 (t,C0) +62F2(c<t)> %5 (t,¢0) | 9P2(t,¢0)
Ox10xo dxs 81% dxs dx30xo dxs Ox40x0 dxs Ox50xo dxs Oz
1 [ 22F2(6®) 91(tC0) | 92F2(C(1) 023(tio) | O?Fa(S(1) 8P3(t:Co) | O2F2(C(1) O®a(tio) | O2Fa(C(1) 05 (t.Co) | 0P (t:C0)
Oxq10z3 Oxs Oxodxs T3 81% Oxs Ox30xy Oxs dx30zs Oxs Oz
+ 92 Fa(¢(1)) 81 (t,¢0) + 9% F5(¢(t)) 8Pa(t,¢0) + 9% F5(¢(t)) 8®3(t,¢0) + 9% F5(¢(t)) 8Pa(t,Co) + 9% Fa(¢(1) 9®5(t,¢0) | 9P4(t,C0)
Ox10x4 oxs Oxo0x4 oxs Ox30xy oxs 8:,02 oxs Oxg0zs oxs dzs
n 9% Fa(¢(1) 9% (t,C0) +52F2(C(t)) % (t,¢0) +52F2(C(t)) %3 (t,¢0) +52F2(C(t)) %4 (t,C0) +52F2(C(t)) %5 (t,¢0) | 95 (t,¢0)
dx10z5 dxs dxodxs dxg dxzdzs dxg Ox50wy dx3 Bmg dx3 Oz
.. ... 82d5(0,
avec la condition initiale % =0, alors
3

4 <82<I>2(t, @)) _ OB((1) 9@a(t,Go) | IFR(C()) Dt o), D*Fo(C(1)) O®s(t, Co) 0P (t,Go)
dt axg O 8x§ Ors 8:5% 0x30x1 O3 or3
(5.40)
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92®5(0
2(2740) —0.

avec la condition initiale o
3

d (32<I>3(t7C0)> _ 0F3(<(1)) 92®1 (t,¢0) + OF3(¢(t)) 92®4(t,¢0) + OF3(¢(t) 92®3(t,¢0) + OF3(¢(t)) 92®4(t,C0) + OF3(¢(t) 92®5(t,¢0)
2 5] 5] 5] 5] 2

dt 81% 1 dzg T2 61% T3 61% T4 61% T5 o3

% F3(¢(t)) 8% (,¢0) T % F3(L(t)) 8% (¢,¢0) T % F3(¢L(t)) 0%3(¢,¢0) T % F3(L(t)) 8%4(t,C0) T 2 F3(C(1) 0%5(t,¢0) | 81 (¢:C0)
01% Oxs Oxodx:y Oxs Ox3dxzy Oxs Oz 0z Oxs Oxs0xzy Oxs dzs

92 F3(C(1) 921(t.Co) | O2F3(S(1) O3 (t:Co) | 2 F3(C(1) P3(tdo) 4 O2F3(S() D%alt,Co) | O2F3(C(1) 9P5(t.Co) | DPa(t:Co)
Oxq10xo oxsg 83&% T3 Oxzdxy oxsg Oxg0xo oxg Oxs0xo oxsg dxsg

% F3(¢() 0% (,¢0) +82F3(C(i)) %3 (t,¢0) +82F3(C(i)) %3 (t,¢0) +82F3(C(i)) %4 (t,C0) +52F3(C(i)) %5 (t,¢0) | 9%3(¢,¢0)
Ox10x3 dxs Oxodx3 dxs ox2 T3 Ox30xy dxs dx3dzs dxs dxs

92 F3(¢(1) 0®1(t.o) | O2F3(C(1) 0P3(t:60) 4 O2F3(C(1)) O®s(tio) | O2F3(¢(t) 9Pa(t:Co) 4 O2Fa(C(1)) O®5(tCo) | O®altiCo)
Ox10xy Oxs Oxodxy Oxs Ox30xy T3 01421 Oxs Oxy40zs Oxs dzs

+ o+ o+ o+ o+

92 F3(((1) 021(tC0) | O°F5(S(1) 0%a(tCo) | O°Fs(C(1) 0%3(tCo) | O°Fs(C(1) O%a(tCo) 4 O°Fs(¢(1) O%5(t:do) | 9P5(tCo)
Oxq0zs oxs Oxodzs oxs Oxzdws oxs Oxs0xy oxs 8x§ oxs dxs

.. . 92
avec la condition initiale % =0, donc
3

d (9?05(t,G) _ OF3(C(t) 0°Ps(t, o) n OF;(((t)) 9*Pa(t, Go) (5.41)
dt o3 Ox3 o3 012 o3 '
avec la condition initiale % = 0. D’apres (5.40)-(5.41f) on a

d (32<D2(ta Co)) OF5(((t)) 0D (t, Go) +3F2(€(t))32‘1)3(t7C0) +282Fg(§(t))8(133(t,§’0)0(1)1(t,§(

dt O3 Oxo Oz Oxs Oz 0x301, Oxs Oxs
2 2 2
d (0°3(t,G) ) _ OF3(C(t)) 0°Ps(t, Co) n OF3(¢(t)) 9°P(t, Go)
dt 0r} Oz ox3 Oxs x5
82¢2(07C0)
. . . . . 2
avec la condition initiale 5 923 = . Alors
92 ®3(0,¢0) 0
8z§
32@2(;@) 32‘1’2(2&0) ¢ 02 F3({(s)) 0P3(s,¢0) 01 (s,¢0)
, ox3 _ eA(t) , Oxg + eA(t)—A(s) Ox3011 Ox3 Ox3 ds.
0°®3(t,¢0) 9223(0,¢0) 0 0
61’% 890%
On obtient
D2as(to) _ g [t TEREVGEERD) () (04\/o(044a0) | (zoty/a(orAal))e VI Y (28<I>3(s,§0) aq>1(5,go))ds
839% B D Jo 2\/0'(a'+4aC) 2\/0'(0'+40<C) CET EER
22®35(t,0) C ot TEREVEloaC) (o _y) —o oe= Voo H1a)(s—1) (28<I>3<s,co> 84’1(57(0)) ds
83§ B D Jo \/(r(rr+4ac) \/cr(o'+4ac) Ox3 Ox3 :
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d (62<I>2(t,40)> — OF(L@) 22®1(t:Co) | OF2(L(1) D2Pa(tiCo) | OF2 (LX) D2P3(t.Co) | OF2(L(1) D2Pa(tiCo) | OF2(L(1) 82Ps5(t.o)
dt Ox30xy Oxq Ox30xy Oxo Ox30xy dxs Ox30xy Oxy Ox30xy dxs Ox30xy
o[ 22F2(6®) 91 (tCo) | 92F2(C(1) 02a(tio) | O2F2(C(1) 8P3(t:Co) | O2F2(C(1) D®a(tio) | O2Fa(C(1)) 8P5(t:Co) | 0P (t:C0)
Dz% Oxs Oxodxy T3 Ox3dxzy T3 Oxy 0z 3 Oxr50x1 Oxs Oxy
+ 92 Fa(¢(1) 891 (t,¢0) + 92 Fa(¢(1)) 8®2(t,¢0) + 92 Fa(¢(1)) 8®3(t,¢0) + 92 Fa(¢(1)) 8%4(t,¢0) + 9% Fy(¢(1) 85(t,¢0) | 9P2(t,¢0)
Oxq10xo Oxs azg Oxs Ox3dxo Oxs Oz 0xo Oxs Oxs0xo Oxs Oxy
1 22P2C®) 91 (t:60) | 2F2(C(1)) 92 (t.Go) | O2F2(G(1)) O3 (t:Go) | O2F2(C(1)) OPaltiCo) | O2F2(C(1)) %5 (t:Co) | O3(t:Co)
Oxq10x3 oxsg Oxgdxs oxsg 895% T3 Oxzdxzy oxsg OJxzdxs oxg Oxyg
1 22P2C(®) 91 (t:Go) | O2F2(C(1)) 9Pa(t:Co) | O2F2(C(1) 9P3(t:Co) | O2F2(G(1)) 9PaltiCo) | O2F2(C(1)) 9Ps(t:Co) | OaltiCo)
Ox10xy Oxs Oxodxy Oxs Ox30x:y Oxs 822 T3 Oxy0zs Oxs dxzy
1 [ 22F2(6() 91 (tCo) | 92F3(C(1) 023(tbo) | O2Fa(C(1) 9P3(t:Co) | O2F2(C(1) O®a(tibo) | O2Fa(S(1) 05 (t:C0) | OP5(t:C0)
Oxq10zs Oxs Oxodzs T3 Ox3dzs T3 Ox50xy T3 Ozg Oxs Oxy
.. e 82d4(0,
avec la condition initiale # = 0, alors
z30T4
2 2 2
d (07Ds(t, Go)\ _ OFa(C(t) Dot Co) | OFL(C(Y)) O Ps5(2, Co) (5.42)
dt 0x38x4 6’x2 8I36$4 8x3 (%381’4

avec la condition initiale

2®3(t,¢0)

62<I>2(0,<0) — 0.

Ox30x4

_ OF3(C(1) 92®1(t.60) | OF3(L() 922a(t.o) | OF3(S(1) O2P3(t.Co) | OF3(C(1) 92®a(t.bo) | OF3(S(1) 2 P5(t.Co)

i )

Oxy Ox30xy Oxs Ox30x

t Ox30xy o1 Ox30xy Oxo Ox30xy dxs Ox30xy
1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) D®a(tibo) | O2F5(C(1) OPs5(t:¢0) | 0P (t:C0)
01% Oxs Oxodxy Oxs Ox30xzy Oxs Oxy 01 Oxs Ox50xzq Oxs Oxy
1 22FC®) 91 (t:Go) | O2F5(S(1)) OPa(t:Co) | O2F3(C(1)) OP3(t:Co) | O2Fa(C(1)) OPaltiCo) | O2F3(C(1)) %5 (t:Co) | OPa(t:Co)
Oxq10xo oxs 8x% oxs Oxzdxo oxs CEICED) oxs Oxs0xo oxs Oxy
1 22F®) 91 (t:Go) | O2F3(C(1)) 92 (t.Co) | O2F3(S(1)) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) 9PaltiCo) | O2F3(C(1)) 9Ps(t.Co) | O3 (t:Co)
Ox10z3 dxs Oxodx3 dx3 dx2 T3 Ox30wy Ox3 Oxz30xs dxs Oxy
1 22F3C®) 91 (8:Go) | O2F3(C(1)) O®a(t:Co) | O2F3(C(1)) O®3(t:Co) | O2F3(S(1) OPaltiCo) | O2F3(C(1)) %5 (t:Co) | O%altCo)
Ox101y Oz x0Ty Oz Ox30Ty Oz 81421 Oz Oz 4015 Oz Oxy
1 [ 22Fs(E) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(tio) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) OPa(tibo) | O2F5(S(1) 9P5(t:C0) | OP5(¢:G0)
Oxq0zs Oxs Oxodzs Oxs Oxzdzs Oxs Oxs0xy Oxs 8zg Oxs Oxy
2
. .. )
avec la condition initiale £220) — 0 alors
Ox30x4 )
2 2 2
d (07®5(t, Go) \ _ OF3(C(t) 7 P5(t, Co) | OF5(C(1)) O Pa(t, Co) (5.43)
dt 6x38x4 8x3 8x38x4 8@ 8x38x4
o . . 82d3(0 N
avec la condition initiale ﬁ = 0. D’apres ([5.42)-(5.43]) on a
2 2 2
d (0PPa(t,G)\ _ OF(C([) 7 Pa(t, Go) | OF(C(t)) 0°P5(t, Co)
dt 0x3014 0o 0x3014 0x3 0x3014
2 2 2
d (9°3(t,60)\ _ OF3(C()) 0°®s(t,Go) | OF3(C(t)) 9°Pa(t, Go)
dt 0x3014 0xs 0x3014 019 0x3014
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92®5(0,¢0)
avec condition initiale 28 w3024 = . Alors
92®3(0,¢0) 0
Ox30xy
92®3(t,¢0) 0
Ox30x4 _
923(t,¢0) 0
6138m4

d (62<I>2(t,co)> = OF(L) 22®1(t:Co) | OF2(L(1) D%Pa(t.Co) | OF2(L(1) D2P3(t.Co) | OF2(L(1) D2Pa(tiCo) | OF2(L(1) 92Ps5(t.o)
d

t Odz30zs Oz Ox30zs Oz dx30zs Oz Ox30zs Oxy Ox30zs dxs Ox30zs
92 F3(¢(1) 9®1(t.o) | O2Fa(C(1) 9D3(t:G0) 4 92F2(C(1)) O®s(tido) | O2F2(C(1) 9Pa(tiGo) 4 O2F2(C(1)) O®5(tCo) | O®u(tCo)
81% Ox3 Oxo0x1 Ox3 Ox30T1 Ox3 Ox 40T Ox3 Ox50x1 Ox3 Oxs
% F(L(t)) 8% (¢,¢0) + 2Py (¢(t)) 02 (t,¢0) + 92 Fy(¢(t)) 03 (t,¢o) + 2 F5(¢() 04 (t,¢0) + 92 Fa(¢(1) 8®5(t,C0) | 9P2(t¢0)
Oxq10xo oxs 835% oxs Oxzdxo Oxs CEICED) oxs Oxs0xo oxs ozs

:
.

(s s 4 2t Pyt U St 2R S8t |t piiin | ot
.
.

2 F(L(t)) 9%y (,¢0) +82F2(<<t>> %y (t,¢0) +82F2(c<t>> %3 (t,¢0) +82F2<c<t>> %4 (t,¢0) +82F2<c<t>> %P5 (t,¢0) | 0Pa(t.Co)
x0Ty Oz Ox301y Oz BZ§ Oz Ox40T5 Oz BET

Ox10xy Oxs

92 F3(¢(1) 9®1(t.o) | 92Fa(C() 9D3(t:60) 4 O2F2(C(1)) O®s(to) | O2Fa(C(t) 9Pa(t:Go) 4 O%F2(S(1) 9®5(tCo) | O®s(tCo)
Oxq0zs Oxs Oxodzs Oxs Ox3dzs Oxs Ox50xy T3 o2 Oxs ozs

. . 92P5(0
avec la condition initiale 2220<) — o donc
Ox30xs )

i (82(1)2(t7 CO)) - aFQ(C(t» 82(1)2(t7 CO) + 8F2<C<t)) 5)2(1)3(757 CO) (5 44)
dt 83:383:5 N 8x2 8x38335 8.1’3 8.1’38%5 .

32‘192(0,(0) _ 0

avec la condition initiale
Ox30xs

2 2 2 2 2 2
dl (3 <I>3(t,Co)> — OFs(C(t) 9@y (t.Co) 4 OF3(C(t)) 0" Pa(tiCo) | OF3(C(t) O7P3(tCo) | OF3(C(1) 8°Pa(tiCo) | OF3(C(t)) 9°P5(tiCo)

t dzr30zy Oxq dzx30zy Oxo dx30zsy Oxs dzr30zy Oxy dzr30zs T5 dzr30zs
1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2F5(S(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) D®a(tibo) | O2F5(C(1) 05 (t:C0) | 0P (t:G0)
01% Oxs Oxodxy Oxs Ox30xzy Oxs Oz 0z Oxs Oxs0xzq Oxs Ozs

1 (22F®) 91 (t.Go) | O2F5(4(1)) OPa(t:Co) | O2F3(C(1)) OP3(t:Co) | O2Fa(C(1)) OPaltiCo) | O2F5(C(1)) %5 (t:Co) | Oa(t:Co)
Oxq10xo oxs Bx% oxsg Oxzdxy oxs Oxg0xo oxsg Oxs0xo oxsg ozs

n % F3(¢() 0%y (t,¢0) +62F3(<<t>> %3 (t,¢0) +82F3(C(i)) %3 (t,¢0) +82F3(C(i)) %4 (t,C0) +82F3(C(i)) %5 (t,¢0) | 9%3(¢,¢0)
Ox10x3 dxs Oxodxs3 dxs azg dx3 Ox30xy dxs dx3dzs dxs BT

o[ 22Fs(E®) 91 (tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2F5(S(1) 9P3(t:Co) | O2F3(S(1) O®a(tibo) | O2F5(C() 0P5(t.C0) | OPa(t:Co)
Ox10xy Oxs Oxodxy Oxs Ox30xy Oxs 81421 Oxs Oxy40zs Oxs Ozs

+

92 F3(¢(t)) 0% (t,¢0) +826F3(<<t)) %3 (t,¢0) +826F3(<<t)) 023(t.60) | 92 F5(C(1) 9®a(t:Co) +82F3(g<t)) d®5(t,C0) | 95 (t,¢0)

Oxq0zs oxs zo0xs oxs r30Ts oxs Oxs0xy oxs dz? oxs ozs

92®3(0,¢o

avec la condition initiale ) — 0. alors
Ox30xs )

d (32@3(75: Co)) _OF3(¢(t)) 0*®s(t, o) n OF5(((t)) 02®4(t, o) (5.45)
dt 6x38x5 n 6’x3 8x38x5 0@ (%38965 ’
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avec condition initiale % = 0. D’apres (|5.44)-(5.45)) on a
30T5

d (32‘1)2(757C0)> OF5(((t)) *Py(t, Go) +8F2(C(t))62<1>3(t,§0)
dt

8x38x5 - 8x2 8x38x5 8$3 8x38m5
d (P®s(t, o) _ OF(¢(®)) 0*®3(t, o) n OF3(C(1)) 0*@s(t, Go)
dt 6x38x5 8x3 8I33$5 8x2 8x38x5

82 (b2 (O’CO)

Oz30ws = Alors
0293(0,¢0) 0

Ox30xs

avec la condition initiale

62@2 (tvco) O
Ox30xs

9?®3(t,¢0) 0
Ox30xs

d (52¢2(t Co)) _ 9Fa(¢(t) 8"‘<I>1<t o) 4 an(C(t)) 8"‘<I>2<t o) 4 an(c(t)) a"‘<b3<t o) 4 an(c(t)) a"‘¢4<t o) 4 an(qt)) 82<1>5<t ¢o)
15}

dt Bacl oxq Bxl Oxo Bxl Ox3 Bac Oxy Bacl Oxs acl
n 9% Fp(¢(1) adn(t o) 4 9% F5 (¢(1) 9%a(t,C0) n 9% Fa(¢(1) 9%3(t,Co) n 62Fz(c<t)) 024 (t:Co) % Fa(¢(1) 8%5(t,C0) | 9%1(t,¢0)
8301 Oxq Oxodxy Oxq dx3dx1 Oxq Oxg40x1 Oxq x50z 8:!31 Oz
1 (22F(c) adn(t o) | 82F2<c<t>) 3<1>2(t o) | 22F2(C(1) 3<1>3(t o) | 22F2(C(1) adu(t o) | 92F2(C(1) 925(tGo) | 922(tbo)
Ox10xo oz 9:1;2 Oxq Ox30xo oz Oxy40xo oz Ox50xo le oz
1 [ 22F2(6®) 91 (tCo) | 92Fa(L(1) 022(tio) 82Fz(c<t)) 023(t.60) | O?F2(C(1) 9®a(tCo) | 92F2(C(1) 925(tto) | 923 (tGo)
Oxq10z3 oxq Oxodxs oxq oz 3 oxq Ox30xy oxq Ox3dzs oxq IS
+ 92 F3(¢(t)) 891 (t,¢0) + 92 F3(¢(t)) 8Pa(t,¢o) + 92 F3(¢(t)) 85(t,¢o) + 52F2(C(t)) 34’4@ <o) + 92 F3(¢(t)) 85 (t,¢o) | %a(t,C0)
Ox10x4 ox1 Oxo0xy ox1 Oxzdxy ox1 89@ ox Oxg0xs ox1 oxq
n 2 Fy(C()) 8%y (t,¢0) n 2 F(L(t)) 8% (t,¢0) n 2Py (C(t) 8<I>s(t o) 4 2Py (C() 8<I>4(t o) 4 2Py (¢(1) 0®5(t,¢o) | 885 (t.Co)
dx10zs Oxq dxodzy Oz dx30zsy Ox50xy oz azs Oxq Oz
.. .. 82d4(0,
avec condition initiale % = 0, alors
1
2 2 2
d (07Ds(t, Go) | _ OF(C(1)) O Pa(t, Go) n OF(¢(t)) 0°P3(t, Go) (5.46)
dt o3 Oxo o3 z3 oz? '

e e s 852®5(0
avec condition initiale % =0.
1

d [ 22®3(t,¢0) | _ 9F3(C(t) a%m So) 4 9F3(C(1) 62<I>2<t So) 4 9F3(C(1) 62<I>3<t So) 4 9F3(C(1) 62<1>4<t So) 4 9F3(C(1) 62<1>5<t ¢o)

dt Ba:% oz Bz Oxo le Ox3 le Oxy le Oxs Ba:l

4 (22F) 921 (t0) | a"’Fg(@(t)) 0%5(t.0) | O°F5(L(1) 0%3(tCo) | D2 Fs(L(1) O%al(tCo) 4 D°F5(C(1) O%5(tCo) | 921 (ko)

Bx ox1 Oxo0xq Ox1 Oxzdxy ox1 Ox 40z Ox1 Oxs0xy Ox1 T

n 82F3(<<t>) 021 (t:o) | 82F3(c<t>) 34)2(15 o) 4 % F3(¢(t) 0®3(t,¢o) n 52F3(C(i)) 024 (t:Co) @2F3(C(i)) %5 (t,¢0) | 9P2(t,¢0)
Ox10xo Oxq dx3dxo Oz Ox10xo Oz dx50xo Oxq oz

o[ 22Fs(E®) 91 (t:Co) | ang(m)) 023(t:60) ang(m)) 023(t.60) | O2F3(C(1) 9®a(tCo) | 92F3(C(1) 025(tto) | 923 (t.Go)
Oxq10z3 Oy Oxodxs Oz 813 Oz Ox30xy Oz dx30zs Oz oz

1 [ 22Fs(C®) 01(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | 82F3(c<t)) 024 (t:G0) | O?F3(C(1) 9®5(tCo) | O®altiCo)
Ox10x4 Ox Oxo0x4 Oxq Ox30xy Oxq Bx Oz Oxy0zs Oxq Oxq

1 (22FE®) 91 (t:Go) | O2F5(C(1)) 92 (t:Go) | O2F5(C(1)) 9P3(t:Go) | O2F5(C(1)) OPaltiGo) | O2F5(4(1)) 9Ps(t:Go) | O%s5(t:Co)
dx10z5 Oxq Odxodxs Oxq dx3zdxs Oxq Ox50xy Oxq 83@5 8:61 Oz
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.. . 92d-(0
avec condition initiale % =0, alors
1

i<82@3(t7C0)) _ 3F3(C(t))82@2(t7<0)+8F3(C(t))82q’3(taCo) (5.47)
dt 03 B oA o3 13 ox? '

avec la condition initiale % = 0. D’apres ([5.46))-(5.47)) on a
1

4 (82@2@7 <o>> OF>(((1) D*s(t, o) | IF5(C(1)) D s(t, Co)
dt Or? oA or? Or3 ox?
d <32¢’3(t7C0)) OF3(¢(t)) 9°Pa(t, Go) n OF3(¢(t)) 9°®3(t, Go)
dt x? Oxo oz? Oz3 Oz?

92®5(0,¢0)
. . . . . 2
avec la condition initiale ) Oy = . Alors
9°®3(0,¢0) 0
Bx%

82(1)2 (t7<0) 0
8x§
82@3 (t7<0)
ax% 0

d (62<I>2(t,co)> _ OF3(C(1) 82®1(t.6o) | OFp(C() 92@3(t.o) | OF2(S(1) D2®3(t.Co) | OF2(C(1) 92®a(t.bo) | OF3(S(1) 2 ®5(t.Co)
d

t Ox10zo Oxq Odx10zo Oxo Ox10zo dxs dx10zo Oxy dx10xo T5 Ox10zo
92 F3(¢(1) 0®1(t.o) | O2Fa(C(1) 03 (t:60) 4 92F2(C(1) O®s(tido) | O2Fa(C(1) 9Pa(tiCo) 4 O2F2(C(1) 9®5(tCo) | O®a(tCo)
(’)z% oz Oxodx:y Oz Ox30xzy Oz Oxy 01 oz Ox50x1 Oz Oxo
92 F3(¢(1) 9®1(t:o) | 02Fa(¢() 92 (t:60) 4 O2F2(C(1)) O®s(tio) | O2Fa(C(t) 9Pa(t:Go) 4 O2F2(C(1) 9®5(tCo) | O®a(tiCo)
Ox10xo Oxq 8:,03 Oxq Oxzdxo Oxq Ox4 40z Oxq Oxs0xo Oxq Oxo
2 F(C() 0%y (£,¢0) n 2F(C() 0% (t,¢0) n 9% F5(¢(1) 9%3(t,C0) n 2 Fy(C() 0®4(t,Co) n % Fa(¢() 9%5(t,C0) | d%3(t,Co)

Oxo0x3 Oz dx2 T Ox30Ty Oz Ox30zs ox1 Oxo

92 F3(¢(1) 9®1(to) | O2Fa(C(1) 9D3(t:G0) 4 O2F2(C(1)) O®s(tdo) | O2Fa(4(1) 9Pa(tiCo) 4 O2F2(C(1) O®5(tCo) | O®altCo)
o Ox30xy Ox1 D:z;?l Ox1 Ox40xs Ox1 Oxo

Ox10xy Oz 00Ty Oz

I
n
t\ “ozi005  om
I
I

92 F3(¢(1) 9®1(t:o) | 92Fa(C() 9D3(t:60) 4 O2F2(C(1)) O®s(tio) | O2Fa(C(1) 9Pa(t:Co) 4 O2F2(S(1) 9®5(tCo) | O®s5(tCo)
1 [2) 1 2] 1 2] 1 2

Oxq0zs oz zo0Ts oz z30Ts oz 50Ty oz dz2 oxq Oxo

.. . 92d5(0
avec condition initiale 222200¢) _  qonc
0x10x2 )

d (32‘1’2(15,(0)) _ OFa(¢(t) 9*@a(t, Co) n IR (¢(t) 9*Ps5(t, Co) n D> Fa(¢(t)) 91 (¢, ¢o) 9P3(t, o) (5.48)
dt Ox10x2 - Oxo Ox10x2 oxs Ox10x2 Ox10x3 ox1 Oxo '
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9293(0.0) _ .

avec condition initiale )
x10To

d $3(t,¢0 _ OF3(¢(t $5 (t,¢0 Fs(¢(t $2(t,¢0 F3(¢(t $3(t,¢0 F3(¢(t $4(t,¢0 F3(¢(t $5(t,¢0
92®3(t,¢0) _9 (C@) 82®4( )+3 (C(®)) 82®5( )+3 (C@) 82®3( )+3 () 82®4( )+3 (@) 82®5(¢,¢0)

dt Ox10xo oxq Ox10xo Oxo Ox10xo Oxs Ox10xo Oxy Oxq10xo oz Oxq10xo
1 (22F(4®) 91 (t:Go) | O2F3(C(1)) 92 (t.Co) | O2F3(C(1)) O3 (t:Co) | O2Fa(C(1)) OPaltiCo) | O2F3(C(1)) %5 (t:Co) | D1 (t:C0)
8x% Ox1 Oxo0xq Ox1 Oxzdxy Ox1 Ox 40z Oxq Oxs0xy Ox1 Oxo
1 22F®) 91 (t:Go) | O2F3(S(1)) 92 (t.Co) | O2F3(C(1)) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1) 9PaltiCo) | O2F3(C(1)) 9Ps(t.Co) | OPa(tCo)
Ox10xo oz 81,% G dx30xo oz Ox40x0 oz dx50xo Oxq dxo
1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O?F5(S(1) 8P3(t:Co) | O2F3(C(1)) D®a(tibo) | O2F5(C(1) 0P5(t,Co) | 0P (¢:C0)
Oxq10zs3 Oz Oxodxs T 81% Oz Ox30xy Oz dx3dzs Oz Oxo
1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(tto) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | OF3(S(1) OPa(tibo) | O2F5(C() 9P5(t:C0) | OPa(t:G0)
Oxq10xy oxq Oxodxy oxq Ox30xy oxq 8zi oxq Oxy0zs oxq R
1 (22F®) 91 (t:Go) | O2F5(C(1)) 92 (t:Go) | O2F3(C(1)) 9P3(t:Go) | O2F5(C(1)) OPaltiGo) | O2F5(4(1)) %5 (t:Co) | O%s5(t:Co)
Ox10zs ox1 OJxgdus ox1 OJxzdws ox1 Oxs0xy ox1 ngg ox1 dxa
.. . 92d2(0
avec condition initiale ﬁ = 0, alors
2 2 2
d (0°P3(t,0)\ _ OF3(C(1) 9°Pa(l, Go) + OF3(¢(t) 0°Ps(t, Go) (5.49)
dt 895183;2 81’2 81'18.1'2 8.1'3 81‘18332
e e 82d3(0, N
avec la condition initiale ﬁ = 0. D’apres (5.48))-(5.49) on a

d (82<I>2(t, Co)) OF5(((t)) 07D (t, Go) N OF5(((t)) 0*®s(t, Go) +62F2(C(t))6d>1(t, Co) 0P3(t, o)

dt 6x16x2 B 8x2 (%018902 81‘3 81'181'2 61'16173 6x1 8ZE2
2 2 2
d (0°®s(t,Go)\ _ OF3(C(2)) 0°Pa(t, Go) n OF3(¢(t)) 0°Ps(t, Go)
dt 81'161’2 axg (‘99518902 81‘3 81‘181‘2
a2¢2(0740) 0
avec la condition initiale 28 1022 = . Donc
9223(0,40) 0
0x10xT2
9?®2(t,¢0) 9?®2(0,40) t 2P (¢(s)) 891 (s,60) OP3(s,¢0)
O0x10x2 _ eA(t) Ox10x2 + eA(t)—A(s) Ox30x1 Oxy Oxa ds
82(1)3(t7<0) 82@3(0740) 0 O
Ox10x2 Ox10x2
On obtient
62<I>2(t,C0) _ c ft 6‘7“'25‘*'7 W(S_t) o+y/o(c+4aC) + (7J+\/o(o+4ac))e*\/a(a+4aC)(sft) (5@1(5,§0) B@g(&(o)) ds
Ox1 0z - 2¢/o(0+4aC) 2¢/o(c+4aC) Oz Oz
924’3(ty<0> - C ot 6‘7"'25‘*'7 \W(S_t) - ce—Vo(ot+aal)(s—t) (6@1(5740) 84}3(5!(0)) ds
Oz 9z —  DbJo Vo (o+4aC) Vo(o+4aC) Oz Oza '
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d (62<I>2(t,40)> — OF3(L@) 22®1(t:Co) | OF2(L(1) D2Pa(tiCo) | OF2 (L) D2P3(t.Co) | OF2(L(1) D2Pa(tiCo) | OF2(L(1) 82P5(t.o)
d

t Ox10x4 Oxq Ox10x4 Oxo Ox10x4 dxs Ox10xy Oxy Ox10x4 dxs Ox10x4
92 F3(¢(1) 0®1(t.o) | O2Fa(C(1) 9D3(t:G0) 4 O2F2(C(1)) O®s(tido) | O2F(C(1) 9Pa(tiGo) 4 O2F2(C(1) O®5(tCo) | O®1(tCo)
E)zf Ox1 Oxo0xy Ox1 Ox30x1 Ox1 Ox 40T, Ox1 Ox50x, Ox1 Oxy
% F(L(t)) 8% (¢,¢0) + % F(C(t)) 8% (¢,¢0) + % F(L(t)) 8%3(¢,¢0) + % F(L(t)) 8% (t,Co) + 2Py (¢(t) 05 (t,¢0) | %2 (t.C0)
Oxq10xo oxq ox2 oxq Ox3dxo oxq Oz 0xo oxq Oxs0xo oxq Oxy

92 F5(C(1) 021(t:60) | 9°Fa(C(1) 02a(tCo) | O2Fa(¢(1) 03(tCo) | O°Fa(C(1) D%a(tdo) | D2 Fa(C(1) O%5(t:Co) | 9P3(tdo)
Oxq10x3 ox1 Oxgdxs ox1 895% 1 Oxzdxzy ox1 OJxzdxs ox1 Oxy

9% Fa(¢(1)) 9% (t,¢0) + 9% Fa (¢(1) 9%a(t,C0) + 9% Fa (¢(1) 9%3(t,Co) + 9% Fa(¢(1) 9% (t,C0) + % Fa(¢(1) a%5(t,C0) | 04 (tCo)
Ox10xy Oxq Oxodxy Oxq Ox30x:y Oz azi T Oxy0zs Oxq dxzy

92 F3(¢(1) 9®1(t:o) | O2Fa(C() 9D3(t:60) 4 O2F2(C(1)) O®s(tido) | O2Fa(C(1) 9Pa(tiGo) 4 O2Fa(S(1) O®5(tCo) | O®s5(tCo)
Oxq10zs oz Oxodzs oz Ox3dzs oz Ox50xy oz Ozg T Oxy

+
+
+
+
+

2

L. L. &

avec condition initiale 222(%¢) — ( qonc
0x10x4 )

i (82(132@7 CO)) . aF2(C<t>> 82¢2(t7 CO) + 8F2<<<t>) aQq)?:(ta CO) (5 50)
dt 0x18x4 n 6’x2 8I16$4 8x3 (%181’4 '

.. .. 92d5(0
avec condition initiale £22(0:0) — ¢,
Ox10x4

2 2 2 2 2 2
di (3 <I>3(t,Co)> — OF3(C(t) 8@y (t.Co) 4 OF3(C(t)) 9" Pa(tiCo) | OF3(C(t) O7P3(tCo) | OF3(C(t) 8°PRa(tiCo) | OF3(C(t)) O°P5(tiCo)

t Ox10xy o1 Ox10xy Oxo Ox10xy dxs Ox10xy Oy x10Ty T5 Ox10xy
1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(tto) | O2F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) D®a(tibo) | O2F5(C() 0P5(t,¢0) | 0P (t:C0)
01% Oz Oxodxy oz Ox30xzy oz Oxy 01 Oz Ox50xzq Oz Oxy
1 22FC®) 91 (t:Go) | O2F5(S(1)) 92 (t:Co) | O2F3(C(1)) O3 (t:Co) | O2Fa(C(1)) OPaltiCo) | O2F5(C(1)) %5 (t:Co) | OPa(t:Co)
Ox10xo Ox1 8x% Oxq Oxzdxo Ox1 Ox4 40z Oxq Oxs0xo Oxq Oxy
9% F3(¢() 8%y (t.C0) | O2F3(C(t) 8Pa(t.lo) | O2F3(C(t) 83(t.Co) | 82F3(¢(1) 8a(t.Co) | O2F3(C(t) 895 (t.lo) | 8%s(t.Co)
+ Ox10z3 Oxq + Oxodx3 oz + o2 T + Ox30xy G + dx3dxs Oxq dxy
1 [ 22Fs(E®) 91 (tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2F5(S(1) 9P3(t:Co) | O2F3(S(1) O®a(tibo) | O2F5(C() 0P5(t.Co) | OPa(t:Co)
Ox10xy Oz Oxodxy Oz Ox30xy Oz 81421 T Oxy40zs Oz dxy
1 [ 22Fs(E() 91 (tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) OPa(tibo) | O2F5(S(1) 9P5(t:C0) | OP5(¢:G0)
Oxq0zs oxq Oxodzs oxq Oxzdzs oxq Oxs0xy oxq 8zg oxq Oxy

2

. L. d

avec la condition initiale £220:) — (0 alors
0x1014 )

i<32¢’3(t7%)> _ 8F3(C(t))82®2(t,§0)+8F3(C(t))82(1>3(t,§0) (5.51)
dt 890181:4 N 8@ 8x18x4 al'g 8x18x4 ’

82¢3(07<0) — 0

avec la condition initiale
011014

D'apres (5.50)-(5-51) on a

a <82¢’2(t7C0)> _ OB(LY) P*Da(t, o) | OF(L(H) PPt Go)
dt 890181:4 N 8@ 8x18x4 al'g 8x18x4
d <32¢’3(t7C0)) _ OB(C(1) 9P @a(t, Go) +8F3(C(t))62<133(t,<’0)

E 8x18x4 N 8x2 8x18x4 0x3 8x18x4



5.5 Annexe 99

62@2 (074-0)

avec la condition initiale 01024 = . Donc
02®3(0,¢0) 0

0x1014

%P5 (t,¢0) 0
0x1014

923(t,¢0) 0
a$1am4

d (62<I>2(t,co)> = OF(L) 22®1(t:Co) | OF2(L(1) D22 (t.Co) | OF2 (L) D2P3(t.Co) | OF2(L(1) D2Pa(tiCo) | OF2(L(1) 92Ps5(t.o)
d

t Oz10z5 Oxq Oxz10z5 Oxo Oz10z5 Oz Ox10z5 Oy Ox10z5 dxs Ox10z5
1 [ 22F2(6®) 91 (tCo) | 92F2(C(1) 023(to) | O2Fa(C(1) 8P3(t:Co) | O2F2(C(1) O®a(tibo) | O2Fa(C(1) 8P5(t,Co) | 0P (t:C0)
81% BES Oxodx:y Oz Ox30xzq Oz Ox 0z Oz Oxr50x1 Oz dzs
92 Fa(¢(1)) 81 (t,¢0) 9% F5(¢(t)) 8Pa(t,¢0) 9% F5(¢(t)) 8P3(t,¢0) 9% F5(¢(t)) 8Pa(t,Co) 9% Fy(¢(1) 8®5(t,¢0) | 9P2(t,¢0)
+ Oxq10xo oxq + 835% oxq + Oxzdxo oxq + CEICED) oxq + Oxs0xo oxq ozs
+ 828F253C<t)) 54’(}3(&(0) + 826F253C<t)) 34’%(&(0) + 9217'2(5(0) 9®3(t,¢0) + 92617'253@(0) 34’%(#(0) + 826F259C<t)) 34’5@(#(0) B‘Pg(t;Co)
r10T3 T T20T3 T Oxg T 30Ty T x30xs T Ts5
O2Fy(C(1) 0%y (t,¢o) | B2Fa(C(t) dPa(t,lo) | 02 Fa(C() 8®s(t.Co) | 2 F2(¢(t) 8%4(t,Co) | O2Fa(C(t) 0®s5(t,lo) | 8%a(tCo)
+ Ox1014 oz + x0Ty oz + Ox301y oz + BZ§ oz + Ox40T5 oz BET
" aZFz(acm) 6<1>18<t,<o> n BZFz(acm) aégu,co) n aze(acm) aégu,co) n 82F2(6c<t)) 024 (t:G0) 82F2(g<t)) a@sé(t,co) a@g(t,co)
r10Ts5 ] r20Tn ] r30Ts ] Tr50T4 ] Ozr ] 5
. . 92d4(0,
avec la condition initiale 2220<) — (o alors
Ox10x5 )

i (82(1)2(t7 CO)) - aFQ(C(t» 82(1)2(t7 CO) + 8F2<C<t)) 5)2(1)3(757 CO) (5 52)
dt 83:18335 N 8x2 8x18335 8.1’3 8$18$5 .

.. . 2P
avec la condition initiale £220:C) _
Ox10xs5

2 2 2 2 2 2
dl (3 <I>3(t,Co)> — OFs(C(t)) 9@y (t.Co) 4 OF3(C(t)) 0" Pa(tiCo) | OF3(C(t) O7P3(tCo) | OF3(C(1) 8°®a(tiCo) | OFs(C(t)) O°P5(tiCo)

t dx10z5 Oxq Ox10z5 Oxo dz10z5 Oxs Oz10z5 Oxy Ox10z5 T5 Oz10z5

1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2F5(S(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) D®a(tibo) | O2F5(C() 0P5(t:G0) | 021 (t:G0)
01% oxq Oxodxy oxq Ox30xzy oxq Oz 0z oxq Oxs0xzq oxq Ozs

1 (22F®) 91 (t:Go) | O2F5(S(1)) OPa(t:Co) | O2F3(C(1)) O3 (t.Co) | O2Fa(C(1)) OPaltiCo) | O2F5(C(1)) %5 (t:Co) | OPa(t:Co)
Ox10xo ox1 Bx% Ox1 Oxzdxy Ox1 Ox 40z ox1 Oxs0xo Ox1 ozs

n % F3(¢() 0%y (t,¢0) +62F3(<<t>> %3 (t,¢0) +82F3(C(i)) %3 (t,¢0) +82F3(C(i)) %4 (t,C0) +82F3(C(i)) %5 (t,¢0) | 9%3(¢,¢0)
Ox10x3 Oxq Oxodxs3 Oxq azg G Ox30xy Oxq dx3dzs Oxq BT

1 [ 22Fs(E®) 91 (tCo) | 92F3(C(1) 023(tio) | O2F5(S(1) 9P3(t:Co) | OF3(S(1) O®a(tibo) | O2F5(C() 0P5(t.C0) | OPa(t:Co)
Ox10xy oz Oxodxy oz Ox30xy Oz 81421 Oz Oxy40zs Oz Ozs

1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) OPa(tibo) | O2F5(S(1) 9Ps5(t:C0) | OP5(%:G0)
0. Oxzdzs oxq Oxs0xy oxq 8x§ oxq ozs

Oxq0zs Oxq zo0xs Oxq

2

. L. d

avec la condition initiale £220) — (0 alors
Ox10x5 )

i(aZ@s(t7Co)> _ 8F3(C(t))82<192(t,§0)+8F3(C(t))32<1>3(t,co) (5.53)
dt 6.7718]35 N 6’x2 8x18x5 8x3 a$18I5 ’
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avec la condition initiale

9%2®3(0,40)
Ox10x5

5.52))-(5.53)) on a

= 0. D’apres

OF,(((1)) 0®4(t,Go) . OF2(C(t)) 9*Ps(t, (o)

i 82q)2(t7 CO)
dt 8x18x5

i aZq)i’)(t7 CO)
dt 6x18x5

81‘3 3:131(91’5
OF;5(((t)) 9°D5(t, o)
(91’3 8$13I5

8x2 8x18x5

OF3(C(1)) 92Dy (t, o)
5’x2 3I13$5

92 (o2} (0,(:0) 0

avec la condition initiale
F)

321 81’5
0293(0,¢0) 0

. Donc

z10T5

62@2 (tvco) O
Ox10xs

92 ®3(t,¢0) 0
Ox10xs

AF>(¢(1) 8"‘<I>1<t o) 4 an(C(t)) 8"‘<I>2<t o) 4 an(c(t)) a"‘<b3<t o) 4 an(c(t)) a"‘¢4<t o) 4 an(qt)) 82<1>5<t ¢o)

d a%z(t o)\ —
dt 6902 -

oz a3

O a3 ox3 a3 Oxy a3 dxs a3

n 9% Fp(¢(1) adn(t o) 4 9% F5 (¢(1) 9%a(t,C0) n 9% Fa(¢(1) 9%3(t,Co) n 9% Fa(¢(1) 0%4(t,C0) n % Fa(¢(1) 8%5(t,C0) | 9%1(t,¢0)
8301 Oxo Oxodxy Oxo dx3dx1 Oxo Oxg40x1 Oxo x50z 8:!32 dxo
1 (22F(c) adn(t o) | 82F2<c<t>) 3<1>2(t o) | 22F2(C(1) 3<1>3(t o) | 22F2(C(1) adu(t o) | 22F2(C(1) 925(tGo) | 922(tbo)
Ox10xo oz 912 Oxo Ox30xo Oxy40xo oz Ox50xo 812 Ozo
1 [ 22F2(6®) 91 (t6o) | 92F2(C(1) 022(t:o) 82Fz(c<t)) 023(t:60) | O?F2(C(1) 9®a(tCo) | 92F2(C(1) 925(tdo) | 925 (t:Go)
Oxq10z3 Oxo Oxodxs Oxo oz Oxo Ox30xy Oxo Ox3dzs Oxo BB
+ 92 Fa(¢(t)) 891 (t,¢0) + 92 Fa({(t)) 892 (t,¢0) + 92 F3(¢(t)) 85(t,¢o) + 52F2(C(t)) 34’4@ <o) + 92 Fa(L(t)) 895(t,C0) \ 9Pa(t,lo)
Ox10x4 Oxo Oxo0xy Oz Oxzdxy Oxo 89@ ox Oxg0xs Ox2o dxo
n 2 Fy(C()) 8%y (t,¢0) n 2 F(L(t)) 8% (t,¢0) n 2Py (C(t) 8<I>s(t o) 4 2Py (C() 8<I>4(t o) 4 82F2<c<t)) %5 (t,¢0) | 9%5(¢,¢0)
dx10zs Oxo dxodzy Oxo dx30zsy Ox50xy az o dxo
2
. e e P
avec la condition initiale 85—53740) = 0, alors
2
2 2 2 2
d (P0a(t,G0) | _ OF2(C(F) P Palt, Go) +3F2(C(t)) 0*®3(t, (o) +28 Fy(C(t)) 0P (t, Go) 0P3(t, Co)
dt 03 Oxs 3 Oxs 013 011015 0x Oxy
(5.54)

2223(0,60) _ —0.

avec la condition initiale o

2

i 8F3(<<t)) 82<I>z<t ¢o) 4 8F3(<<t)) 82<I>3<t o) 4 8F3(<(t)) 82<I>4<t ¢o) 4 8F3(<(t)) 82<I>s<t ¢o)

d a"‘%(t ) | _ 9F3(¢(#) 82<1>1<t ¢o)
dt a3 oz a3 Om3 a3 O3 a3 Oy a3 Ows a3
n 2 F3(¢() adn(t o) 4 2 F3(¢() 34)2(15 o) 4 2 F5(¢(t) 54)3(15 o) 4 2 F5(¢(t) 6@4@ o) 4 2 F5(C(1) 0%s5(t,¢o) | 81 (t:C0)
8:1;1 Oxodxq dx3dxy Oxg 0z x50z Oxo dxo
o[ 22Fs(E®) 91 (t:Co) | 62F3(c<z>) 025(t.60) | O2F5(C(1) 9®3(tCo) | O2F3(C(1) DPa(t.bo) | O2F5(C(1) 0P5(t:C0) | 0P (t:C0)
Oxq10xo Oxo 812 Oxo Ox30xo Oxo Ox 0xo Oxo Ox50xo Oxo Oxo
1 [ 22Fs(E®) 91 (tCo) | 92F5(C(1) 922(t:Go) 82F3(<<t)) 023(t.60) | O?F5(C(1) 9Pa(tCo) | 92F3(C(1) 925(tto) | 923(t.Go)
Oxq10z3 Oz Oxodxs Oxo Bx Oxo Ox30xy Oz Oxzdzs Oxo Oxo
1 (22F®) 91 (t:60) | O2F3(C(1)) 92 (t:o) 62F3(c<t)) 0%3(t.0) | O*F3((1) 0%a(tCo) 4 D2 F5(L(1) O%5(t:Co) | 9Pa(t:bo)
Ox10xy Oxo Oxo0xy Oxo Ox30xy Oz 8m4 Oz Odx40x5 8:62 dxo
o (22Fs(c) adn(t o) | 92F3(C(1) 3<1>2(t o) | 92F3(¢(1) 3<1>3(t o) | 92F3(C(1) am(t o) | 32F3(C(t)) %P5 (t,¢0) | 0%5(,¢0)
Oxodzy dx3dzs Oxr50xy oz azs 812 Oxo

Ox10zs



5.5 Annexe 101

. . 92P4(0
avec la condition initiale % =0, donc
2

d <a2q>3(t,<o)> _ OB(C(1) P%e(t,G) | IR PRl &) (o oo

dt 013 oA 03 13 03

avec la condition initiale % = 0. D’apres ((5.54)-(5.55]) on a
2

O F5(C(t)) 0P1(t, Co) OPs(t, ¢

d (PO5(1,G)\ _ OF(C(t) PPt Go) n OF,(C(1)) 0°@3(t, Go) 49
dt 03 01, 03 Oxs 03 0x105 0z, 0x,
d (P0s5(t,G)\ _ OF5(C(t) OPPa(t, Go) L 9Bs(C() 0*®s(t, Go)
dt O3 xo dx3 dz3 dx3
32@2(2@)
avec condition inittiale 03 = . Alors
92®3(0,¢0) 0
szg
823 (t,¢0) 925(0,60) ¢ 2 F3(¢(t) 9P (t,Co) dPs(t,Co)
6173 — eA(t) 8%‘22 + eA(t)fA(s) Ox10x3 Oxo Oxo dS
2 @3(t,¢0) 92 ®3(0,¢0) 0 0 ’
ax% (93:%
On obtient
Po0) ¢t TEREVEEHR0) () (oty/rlorial) <fa+\/o<o+4a0)>e*W’("*““C“S*‘)) (26<1>1(s,<o> 6<1>3<s,co)> ds
8z% o 0 2\/0'(0'4—4(16') 2\/a(o'+4ac) Oxo Oxo
2D3(t,¢0) _ ¢t IF2EVolode0) (4 —o | gemV7(eFIa0I—y <Qa<l>1<s,co>8<1>3(s,<o>)d
839% B D Jo® \/0'(0'—0—4040) \/cr(a'+4ac) EED CE 8-

d (9285(t.60) ) _ OF2(L(1) 82®1(8:Go) | OF2(L(1) D2Pa(t,Go) | OF2(L(1) D2P3(t.Go) | OF2(L(1) D2Pa(tiCo) | OF(L(1) 8%Ps(t:o)
dt x0T Oxq x0T Oxo x0T dxs x0T Oy x0T dxs x0T

2 F5(¢(t)) 0% (t,¢0) +82F2(<<t>> 9% (t,¢0) +82F2(<<t>> %3 (t,¢0) +82F2<c<t>> 9% 4(t,C0) +82F2<c<t>> P55 (t,¢0) | 0®1(t.Co)

+ Bz% Ozy x0T x4y Ox30T1 Ozy Ox4011 Ozy Ox50T1 Ozy Oxo

1 [ 22F2(6®) 91(tCo) | 92F3(4(1) 023(tio) | O2F2(C(1) 9P3(t:Co) | O2F2(C(1) O®a(tibo) | O2Fa(C() 0P5(t:¢0) | OP2(t:G0)
Oxq10xo Oxy 013 Oxy Ox30xo Oxy Oz 0xo Oxy Oxs0xo Oxy R

1 22P2C®) 91 (t:G0) | O2F2(C(1)) 92 (t:Go) | O2F2(S(1)) O3 (t:Co) | O2F2(C(1)) OPaltiCo) | O2F2(C(1)) %5 (t:Co) | O3(t:Co)
Oxq10x3 Ox4 Oxgdxs Oxy 83&% Oxy Oxzdxy Oxy OJxzdws Oxy Odxo

n 2 F(C()) 0% (t,¢0) +62F2(c<t>> %3 (t,¢0) +62F2(c<t>> %3 (t,¢0) +62F2(c<t)> % 4(t,C0) +62F2(c<t)> %5 (t,¢0) | 9Pa(t,C0)
Ox10xy Oy Oxodxy Oy Ox30xy Oy o522 T4 Oxy40zs Oxy dxo

1 [ 22F2(6®) 91 (tCo) | 92F2(C(1) 023(tio) | O2Fa(C(1) 8P3(t:Co) | O2F2(C(1) D®a(tibo) | O2Fa(S(1) 8P5(t:C0) | OP5(t:C0)
Oxq10zs Oxy Oxodzs Oxy Odx3dzs Oxy Ox50xy Oxy azg Oxy Oxo

.. e 82d4(0,
avec condition initiale ﬁ = 0, alors

(5.56)

da (82‘1’2(75: Co)) _ OB((t)) 9*Pa(t, Go) n OF,(C(1)) 0*@3(t, Go)
dt am48x2 n 8@ 8x48x2 (91'3 8x48x2
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.. . 92d5(0
avec condition initiale £22(0<) _
0x40xo

di<82q>3(t!§0)) AF3(¢(t)) 82@1 (t,¢0) | OF3(L(1) 8%®y(t,¢0) 4 2Fs(®) 92®3(t,¢0) 4 2Fs(®) 92@4(t,¢0) 4 2FsK(®) 92®5(t,¢0)

t dxy0xo ox1 Oz 0xo Oxo Oz 0xo oxs Oz 0z Ox4 Oz 0z oxs Oz 0xo
n 2 F5(¢(t) Bd>1<t o) 4 2 F5(¢(t) Bwt o) 4 2 F3(¢() 6%(1& o) 4 2 F5(¢(t) 6@4@ o) 4 2 F3(C(1) 0%s5(t,¢o) | 81 (t.C0)
8z1 oz Odxodx dx3dxq x40z x50z 8:04 dxo
o[ 22Fs(E®) 91 (t:Co) | 82F3(c<z>) 023(t.60) | O2F5(S(1) 9®3(t:Co) | O2F3(C(1) DPa(t.bo) | O2F5(C() 0P5(t:Co) | 0P (t:C0)
Oxq10xo Oxy 812 Oxy Ox30xo Oxy Oxy 0xo T4 Ox50xo Oxy Ozo
1 [ 22Fs(E®) 91 (tCo) | 92F5(C(1) 022(t:o) BZFS(C(t)) 023(t.60) | O?F5(C(1) 0Pa(tCo) | 92F3(C(1) 925(tto) | 923 (tGo)
Oxq10z3 Ox4 Oxodxs Oxy 8@ Oxy Ox30xy Oxy Oxzdzs Oxy Oxo
1 (22FE®) 91 (t:60) | O2F3(C(1)) 92 (ki) 02F3(c<t)) 0%3(t.0) | O*F5(¢(1) 0%a(tCo) 4 D2 F5(L(1) O%5(t:Co) | 9Pa(t:bo)
Ox10x4 Oxy Oxo0xy Oxy Oxzdxy Ox4 8334 Oxy OJxg0xs Oxy dxa
i 150 adn(t o) | 92F3(¢(1) 3<1>2(t o) | 92F3(¢(1) 34’3(75 o) 4 P2F5((®) am(t o) 4 82F3<<<t>> %P5 (t,¢0) | 0%5(,¢0)
dxq10zs oz Odxodzsy oz dx3dzsy Oxr50xy oz azs 8274 Oxo
... .. 82®5(0,
avec condition initiale £280<C) — ( alors
Ox40x2 ?

i(62q’3(t740)> _ 6F3(C(2€))82<I>2(t,(0)+6F3(C(t))82<b3(t,§0) (5.57)
dt 811481’2 N 81'2 81'461’2 61’3 81‘48372 )

avec condition initiale Z2200) — o Drapres (5.56)-(5.57) on a
402

i(aZ%(TZC{))) _ 8F2(§(t))82<1>2(t,§0)+8F2(§(t))82<1>3(t,§0)
dt 6.7748]32 - 6’x2 8x48x2 3x3 8x48x2

d (P0s5(t,G)\ _ OF3(C(t) 0P Pa(t, o) n OF5(((t)) 9*Ps(t, Go)
dt 69048952 8@ 8x48x2 8x3 8x48x2
82432 0 Co O
avec condition initiale 28 402 = . Alors
9*®3(0,¢0) 0
014012
3% d5(t,6o)
69048:020 _ 0
92 ®3(t,¢o)
89036120 0

2 2 2 2 2 2
% (3 ‘%(t(o)) OF3(¢(t)) 07 ®1(t,C0) n OF3(¢(t)) 07 ®2(t,¢0) n OF>(¢(t)) 97 ®3(t,¢o) n OF3(¢(t)) 07 Pa(t,Co) n OF3(¢(t)) 97 ®s5(t,¢0)

Ozr50xo Oz Ozr50xo Oxo Ozr50xo Oxs Ozr50xo Oxy Ozr50xo Oz Ozr50xo
32F2(C(t)) 021 (t.60) | O?F2(C(1) 9®a(tCo) | O2F3(C(1) 025(tio) | O2Fa(C(1) Pa(tCo) | 92F2(C(1) 925(tto) | 221 (t:bo)
811 oz Oxodxy oz Ox3dxzy oz Oz 01 oz Oxs0xzq oz Oxo
2 F(C(t)) 0%y (£,¢0) n 2F(¢() 0% (¢,¢0) n 9% F3(¢(1) 0®3(t,Co) n 2 Fy(C()) 0P4(t,¢0) n 2Py (C(1) 0%5(t,¢0) | 82 (t,C0)
Ox10xo oy 8902 oy Oxzdxy oy Ox40xo oy Odx50x2 oy Oxzo

+

+

+ 9% Fa(¢(1) a‘1>1(lf <o) + % Fa(¢(1) 34’2(15 <o) + 32F2(C(i)) a‘1>3(15 <o) + 9% Fa(¢(1) a‘M(lf <o) + % Fa(¢(1) a%5(t,Co) | 93 (t,C0)
Odx10z3 Oxodxs oz Ox30x:y dx3dzs 315 dzo

+

+

92 F3(¢(1) 0®1(t.o) | O2Fa(C(1) 9Pa(t:Co) | 62F2(c<t>> 023(t:60) 62F2(c<t>> 024 (t:60) | O2F3(S(1) 9®5(tCo) | O®altiCo)
Oxq10xy Oz Oxodxy Oz Ox30xy Oz 014 Oz Oxy0zs Oz Oxo

O2Fy(C(1) 091 (1:Co) 4 O*Fa(((1)) D®a(t:Co) | D°Fa(L(t) O%3(t:Co) | O2Fo(C(1)) 0Ra(tCo) | D2Fa(L() 9%5(t:Co) | 8%5(tCo)
Oxq0zs oy Oxodzs oy Oxzdws oy Oxs0xy oy 89:5 oxs Oxo
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. . 92d5(0
avec la condition initiale 2220<) — o donc
Oxs50x2 )

i (82(1)2(t7 CO)) - aF2<C(t>> 82(1)2(t7 CO) + 8F2<C<t)) 62(133(75, CO) (5 58)
dt 8x58x2 N axz 8x58x2 8$3 8x58x2 .

82‘192(0,(0) _ 0

avec la condition initiale
Ox50x2

4 (Blalio)) - SR 201 0c0) | SR D0Ba(hto) . DY) Falhe) . OFC) alhe) . YL D2 bahco)
d 9,

t dzr50xo Oz Ozr50xo Oxo Ozr50xo T3 Ozr50xo Oxy Ozr50xo Oz Ozr50xo
9% F3(¢(1) 0®1(t.o) | O2F3(C(1) 0P3(t:60) 4 O2F3(C(1)) O®s(tio) | O2F3(C(1) 9Pa(tiCo) 4 O2F5(C(1)) O®5(tCo) | O®1(tCo)
01% oz Oxodxy Oz Ox30xzq Oz Oz 0z Oz Oxs0xzq Oz Oxo
92 F3(C(1) 021(t.Co) | O2F3(S(1) O3 (t:Co) | 2 F3(C(1) P3(t.Co) 4 O2F3(C() D%alt,Co) | O2Fs(C(1) 9P5(t.Co) | D2 (t:Co)
Oxq10xo oxs 89:% oxs Oxzdxy oz Oxg0xo oy Oxs0xo oy BB

+

+

n % F3(¢() 0% (t,¢0) +82F3(C(i)) %3 (t,¢0) +82F3(C(i)) %3 (t,¢0) +82F3(C(i)) %4 (t,C0) +82F3(C(i)) %5 (t,¢0) | 9%3(¢,¢0)
Ox10x3 BT dx2 5 Ox30xs BT BED)

+

+

Oxodx3 dxs Ox30xy dxs
92 F3(¢(1) 0®1(t.o) | O2F3(C(1) 9P3(t:60) 4 92F3(C(1)) O®s(tio) | O2F3(¢(t) 9Pa(tiCo) 4 O2F3(C(1)) O®5(tCo) | O®altiCo)
Ox10xy Oz Oxodxy Oz Ox30xy Oz 81421 Oz Oxy40zs Oz Ozo
92 F3(((1) 021(tC0) | O°F5(C(1) 0%a(tCo) | O°Fs(C(1) 03(tCo) | O°Fs(C(1) O%a(tCo) 4 O°F(¢(1) O%5(t:do) | 9P5(tCo)
Oxq0zs oy Oxodzs oy Oxzdzs oy Oxs0xy oy 8x§ oz BED)

92®3(0,¢o

avec la condition initiale ) — 0. alors
Ox50x2 )

i<32@3(t7C0)> _ 8F3(C(t))82<192(t,§0)+8F3(C(t))62<1>3(t,§0) (5.59)
dt 6.7758]32 N 6’x2 8m58x2 3x3 a$58l’2 .

avec la condition initiale % = 0. D’apres ((5.58)-(5.59)) on a

d (82@2(15,C0)> B 8F2(C(t))82<1>2(t,§0)+8F2(C(t))82®3(t,C0)

dt 0x5019 N 0s 0502 0x3 01502
d (0?05(t,G)\ _ OF3(C(t) 0P Pa(t, o) n OF;3(((t)) 9*@s(t, Go)
dt (9.175(9112 61'2 6.1'58.%2 8;1:3 (9.1'56332
8%2®5(0,¢0) 0
avec la condition initiale Ows w2 = . Donc
82<I>3(0,Co) 0
3158:1:2
925 (t,¢0)
6xz8m20 — O
62¢3(t,C0) 0

Ox5012



104 Etude d’un modeéle mathématique avec impulsion sur la leishmaniose viscérale

d (920s(tCo) | _ 9F2(C(t) 9281 (tCo) | OF2(C(t) 9%®a(tCo) | OF2(C(t) 9%®3(tCo) 4 OFa(((t) 9®a(tCo) 4 OF2(((t) 92®5(t.Co)
dt Bzﬁ CE Bzi Oz 612 dxz3 612 Oz 612 oz 612
1 [ 22F2(6®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2Fa(C(1) 9P3(t:Co) | O2F2(C(1) O®a(tibo) | O2Fa(C() 9P5(t:¢0) | 01 (t:G0)
01% Oxy Oxodx:y Oxy Ox30xzy Oxy Oz 0z Oxy Oxs0xzy Oxy Oxy
1 22P2C®) 91 (t:Go) | O2Fa(4(1)) 92 (t:Co) | O2F2(C(1)) O3 (t:Co) | O2F2(C(1)) OPaltiCo) | O2F2(C(1)) %5 (t:Go) | OPa(t:Co)
Ox10xo Ox4 83&% T4 Oxzdxy Oxy Ox 40z Oxy Oxs0xo Oxy Oxy
n 2 F(C()) 8% (t,¢0) +62F2(c<t>> %3 (t,¢0) +62F2(c<t>> %3 (t,¢0) +62F2(c<t)> %4 (t,¢0) +62F2(c<t)> %5 (t,¢0) | 9%3(¢,¢0)
Odx10z3 Oxy Odxodxs Oxy ox2 T4 Ox30xy Oxy dx30zs Oxy dxy
1 [ 22F2(6®) 91 (tCo) | 92F2(C(1) 023(tio) | O2Fa(C(1) 9P3(t:Co) | O2F2(S(1) D®a(tibo) | O2Fa(C() 0P5(t:C0) | OPa(t:Co)
Ox10xy Oxy Oxodxy Oxy Ox30xy Oxy azz Oxy Oxy40zs Oxy Oxy
1 22P2C®) 91 (t:Go) | O2F2(C(1)) OPa(tiCo) | O2F2(C(1)) OP3(t:Co) | O2F2(C(1)) OPaltiCo) | O2Fa(S(1)) %5 (t:Co) | O%s5(t:Co)
Oxq0zs Oxy Oxodzs Oxy Oxzdzs Oxy Oxs0xy Oxy 8x§ Oxy Oxy
vl . 92d5 (0
avec la condition initiale % = 0, alors
4
2 2 2
d (0°®(t, o) OF,(((t)) 0°Po(t,Go) | OF(((t)) O°P5(t, o)
— - = = > (5.60)
dt 0xj O0xo 0x; 0x3 0x3

2
L. L. &
avec la condition initiale a;—g@) = 0.
4

d (0225(tC0) | _ OFs(C(t) 9281 (tC0) 4 OF3(C() 92®a(tCo) 4 OF3(C() 92®3(tCo) 4 OF3(C(E) 92®a(tCo) 4 OF3(L(E) 92®5(t.Co)
t 61?1 Oz Bzz Oz Bzz dx3 3:6?1 Oy 3:6?1 dxs Bzz
1 22F(4®) 91 (8:Go) | O2F3(C(1)) OPa(t:Co) | O2F3(C(1)) O3 (t:Co) | O2F3(C(1) OPalt:Co) | O2F3(C(1)) %5 (t:Co) | D1 (t:Co)
81% Oxy Oxo0x1 Oxy Ox30T1 Oxy Ox 40T Oxy Ox50x1 Oxy Oxy
1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F5(4(1) 023(to) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1) OPa(tibo) | O2F5(C(1) 9P5(t:¢0) | OP2(t:C0)
Oxq10xo Oxy 8zg Oxy Oxzdxo Oxy Oz 0xo Oxy Oxs0xo Oxy Oxy
1 (22F®) 91 (t:Go) | O2F5(C(1)) OPa(t:Go) | O2F5(S(1)) OP3(t:Co) | O2F3(C(1)) OPaltiCo) | O2F3(C(1)) 9%s(t.Co) | O3(t:Co)
Oxq10x3 Oxy OJxgdx3 Oxy 83)% Oxy Oxzdxy Oxy Jxzdxs Oxy dxy
4 ((22Es(0) 991 (t6o) 4 D2F3(C(1) 02a(tCo) | O2F5(C(1) O3 (tibo) | D2 F5(S(1)) OPa(tCo) | O2F3(((1) O®s5(t:0) | OPa(tCo)
Ox10xy Oy Oxodxy Oxy Ox30xy Oy 31221 Oy Oxy0zs Oxy dzy
1 [ 22Fs(E®) 91 (tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) O®a(tibo) | O2F5((1) 0P5(t:¢0) | OP5(¢:C0)
Oxq0zs Oxy Oxodzs Oxy dx3dzs Oxy Ox50xy Oxy zg Oxy Oxy
.. . 92®3(0,
avec la condition initiale % =0, donc
4

i(a%s(tCo)) _ 3F3(C(t))32‘1’2(t£0)+3F3(C(t))32q’3(taCo) (5.61)
dt 03 B 0wy Ox} Ox3 0} .

avec la condition initiale % = 0. D’apres ([5.62)-(5.63]) on a
4

d (52(132(75»(0)> OF5(((t)) 0*®a(t, Go) +0F2(C(t))82<1>3(t,§“0)
dt o3 Oy o3 O3 ox?
d (52‘193(t>C0)) OF3(C(t)) 0*Pa(t, Go) +8F3(C(t))82<b3(t,§“0)

dt o3 Oy o3 O3 o3
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62@2(0740)
.. e o912
avec la condition initiale ) *a = . Alors
92®3(0,¢0) 0
ami
82(I>2(t7<0) 0
9z -
92®3(t,¢0) 0
axi
4 (328@2(5,%)) _ ana(C(t)) a?l(g,co) + ana(C(t)) 328<I>2(8t£0) n BFzé(C(t)) a?s(ﬁt,co) + BFzé(C(t)) 328‘1>4(8t£0) + BFzé(C(t)) 328‘I>5(8t£0)
t 504 T 504 ) 504 xr3 504 T4 504 x5 504
n 2 F(¢()) 8%y (¢,¢0) +82F2(<<t>> %y (t,¢0) +82F2(<<t>> %3 (t,¢0) +82F2<c<t>> %4 (t,¢0) +82F2<c<t>> %P5 (t,¢0) | 0% (t,¢0)
Bz% dzs x0T dzs Odx30T1 dzs Ox4011 dzs Ox50T1 dzs Oxy
1 [ 22F2(6®) 91 (tCo) | 92F3(4(1) 023(to) | O2F2(C(1) 9P3(t:Co) | O2F2(C(1) ORa(tibo) | O2Fa(C() 05 (t:C0) | OP2(t:G0)
Oxq10xo oz ox2 Oz Ox3dxo Oz Oxg0xo oz Oxs0xo oz Oxy
1 [ 22P2C®) 91 (t:G0) | O2F2(C(1)) 92 (t:Go) | O2F2(S(1)) O3 (t:Co) | O2F2(C(1)) OPaltiCo) | O2F2(C(1)) %5 (t:Co) | O3 (t:Co)
Oxq10x3 oy Oxgdxs oy 83&% oy Oxzdxzy oy OJxzdxs oy Oxy
n 2 F(C()) 0% (,¢0) +62F2(c<t>> 9% (t,¢0) +62F2(c<t>> %3 (t,¢0) +62F2(c<t)> %4 (t,C0) +62F2(c<t)> %P5 (t,¢0) | P4 (t:C0)
Ox10xy Oz Oxodxy Oy Ox30x:y Oz o922 5 Oxy40zs Oy dxy
1 [ 22F2(6®) 91(tCo) | 92F2(C(1) 023(to) | O2Fa(C(1) 9P3(t:Co) | O2F2(C(1) O®a(t.bo) | O2Fa(S(1) 05 (t:Co) | OP5(t:C0)
Oxq10zs Oz Oxodzs Oz Odx3dzs Oz Ox50xy Oz azg Oxs Oxy
.. . 82d4(0,
avec la condition initiale Z22(0<0) — 0, alors

Ox50x4

i (82®2(t7 CO)) . aF2<C<t>> 82(1)2(t7 CO) + 8F2<<<t>) aQCI)?:(ta CO) (5 62)
dt am58x4 - 8x2 8x58x4 8x3 8x58x4 ’

e 8285(0
avec la condition initiale £22(0C0) _
Oxs50x4

d (62<I>3(t,co)> _ OF3(C(1) 82®1(t.60) | OF3(L(Y) 92@a(t.o) | OF3(S(1) O2P3(t.Co) | OF3(C(1) 92@a(t.bo) | OF3(S(1)) 92 P5(t.Co)

dt x50z Oxq Ox50x4 Oxo Ox50x4 dxs Ox50x4 Oy Ox50x4 Oz Ox50xy

1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | O2F5(S(1) 9P3(tCo) | O2F3(C(1) D®a(tibo) | O2F5(C(1) 05 (t:C0) | 01 (t:C0)
(’}z% Oz Oxodx:y Oz Ox30xzy Oz x40z Oz Ox50xz1 Oz Oxy

1 [ 22Fs(E®) 91 (tCo) | 92F5(4(1) 023(to) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) OPa(tibo) | O2F5(C() 9P5(t:C0) | OP2(¢:G0)
Oxq10xo oz 8x% oy Oxzdxo oy BEICED) oy Oxs0xo oxs Oxzy

1 (22FE®) 91 (t:60) | O2F5(C(1)) 93 (t:Go) | O2F5(G(1)) OP3(t:Go) | O2F5(C(1)) 9PaltiGo) | O2F5(C(1)) 9Ps(t:Go) | O3(t:Co)
dx10x3 dxs Odxodx3 Oz ox2 T5 Ox30wy Oz Oxz30xs dxs Oxy

1 22F(C®) 91 (8:Go) | D2F3(C(1)) OPa(t:Co) | O2F3(C(1)) O3 (t:Co) | O2F3(S(1)) OPaltiCo) | O2F3(C(1)) %5 (t:Co) | O%alt:Co)
Ox10T4 dzs x0Ty dzs Ox301y dzs azfl dzs Oz 4015 dzs Oxy

1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(tto) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | O2F3(C(1)) OPa(tibo) | O2F5((1) 9P5(t:C0) | OP5(%:G0)
Oxq0zs oz Oxodzs oz Ox3dzs oz Oxs0xy oz 8;@% oz Oxy

.. . 92®3(0,
avec la condition initiale ﬁ = 0, alors

i<32¢’3(t740)> _ 6F3(C(t))82<1>2(t,§0)+8F3(C(t))02<133(t,§0) (5.63)
dt 8x58x4 N 8@ 8x58x4 axg 8x58x4 )
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avec la condition initiale % = 0. D’apres ((5.62)-(/5.63|) on a
50%4

4 (32@2(757C0)> OF,(C(1)) 0*@s(t, Go) n OF,(C(1)) 0*@3(t, Go)
dt 0x5014 0o 05014 0xs 0x5014
d <32¢3(t7C0)> _ OF3(C(1)) 0P®a(t, o) +8F3(C(t))82<1>3(t,§0)
dt

8x58x4 N 8x2 8x58x4 8x3 8x58x4

9295(0,¢0) 0

02504 = Donc
0293(0,¢0) 0

Ox50x4

avec la condition initiale

62@2 (tvco) O
Ox50x4

9?®3(t,¢0) 0
Ox50x4

d [ 92®s(t, Co)) _ 9Fa(¢(t) 8"‘<I>1<t o) 4 an(C(t)) 8"‘<I>2<t o) 4 an(c(t)) a"‘<b3<t o) 4 an(c(t)) a"‘¢4<t o) 4 an(qt)) 82<1>5<t ¢o)
dt Bac,. oxq 615 Oxo x,. Ox3 Bac Oxy 6965 Oxs Bac,.
n 9% F5(¢(1) 9% (:¢0) n 9% F5 (¢(1) 9%a(t,C0) n 9% Fa(¢(1) 9%3(t,Co) n 62Fz(c<t)) 024 (t:Co) % Fa(¢(1) 8%5(t,C0) | 9%1(t,¢0)
8901 dxs Oxodxy Oz dx3dx1 Oz Oxg40x1 Oz x50z azr Oz
1 (22F(c) adn(t o) | 82F2<c<t>) 3<1>2(t o) | 22F2(C(1) 3<1>3(t o) | 22F2(C(1) adu(t o) | 92F2(C(1) 925(tGo) | 922(tbo)
Ox10xo oz 9:1;2 Oz Ox30xo oz Oxy40xo oz Ox50xo 815 dzs
1 [ 22F2(6®) 91 (tCo) | 92Fa(L(1) 022(t:o) 82Fz(c<t)) 023(t:60) | O?F2(C(1) 9®a(tCo) | 92F2(C(1) 925(tdo) | 923 (tGo)
Oxq10z3 oz Oxodxs oz oz 3 oz Ox30xy oz Ox3dzs oz ozs
+ 92 Fa(¢(t)) 891 (t,¢0) + 92 Fa({(t)) 892 (t,¢0) + 92 F3(¢(t)) 85(t,¢o) + 52F2(C(t)) 34’4@ <o) + 92 Fa(L(t)) 895(t,C0) \ 9Pa(t,lo)
Ox10x4 Oz Oxo0xy Oz Odx30xy oxs 89@ ox Oxg0xs oy dxs
1 22F2C®) 91 (t:Go) | O2F2(C(1)) 9Pa(t.Co) | O2F2(C(1)) 34’3(15 o) 4 P2Fa((®) ad>4(t o) | O2F2(4(1) 8®s5(t:60) | OD5(t:Co)
dx10zs Oz dxodzy Oz dx30zsy Ox50xy oz azs Oz dzs
.. .. 82d4(0,
avec la condition initiale % = 0, alors
5
2 2 2
d [ 0°Ps(t, o) OF5(C(1)) 0%Pa(t, (o) | OFL(C(1)) 0*Ps(t, (o)
- & - = + 5 (5.64)
dt Oxs 0z Oxs Oz O

e 82®5(0
avec la condition initiale % = 0.
5

d (a%s(t,co)> dF5(¢(1) a%m So) 4 9F3(C(1) 62<I>2<t So) 4 9F3(C(1) 62<I>3<t So) 4 9F3(C(1) 62<1>4<t So) 4 9F3(C(1) 62<1>5<t ¢o)

dt dz2 oz Bz, Oz Bz, oz3 Bz, Oxy Bz, oz Bo:,

+ ( ZELW) 021(i<o) 4 S*Fs(C(1)) 92a(tCo) | O2FB(C() D2a(tio) | DUFBM)) DBa(iiko) | D)) OPs(indo) ) O1(ido)

Bx oy Oxodxy T Oxzdxy oxs Oxg0xq oz Oxs0xy T ozs

n 82F3(<<t>) 021 (t:o) | 82F3(c<t>) 34)2(15 o) 4 % F3(¢(t) 0®3(t,¢o) n 52F3(C(i)) 024 (t:Co) @2F3(C(i)) %5 (t,¢0) | 9P2(t,¢0)
Ox10z2 dxs dx3dxo dzs Ox40xo dzs dx50xo dzs Oz

1 22Fs(E®) 91 (t:Co) | ang(m)) 025(t:60) ang(m)) 023(t.60) | O2F3(C(1) 9Pa(tCo) | 92F3(C(1) 025(tdo) | 923 (t.Go)
Oxq10z3 Oz Oxodxs Oz 813 dzs Ox30xy dzs dx30zs dzs Ozs

1 [ 22Fs(E®) 91(tCo) | 92F3(C(1) 023(to) | 2 F5(C(1) 9P3(t:Co) | 82F3(c<t)) 024 (t:G0) | O?F3(C(1) 9®5(tCo) | O®altiCo)
Ox10x4 Oz Ox00xy Oz Ox30xy ET) Bx TS Ox40x5 Oz dz5

1 (22FE®) 91 (t:Go) | O2F5(C(1)) 92 (t:Go) | O2F3(C(1)) 93 (t:Go) | O2F5(C(1)) OPaltiCo) | O2F5(4(1)) %5 (t:Go) | O%s5(t:Co)
dx10z5 dxs Odxodxs Oz dx3zdxs dxs Ox50xy Oz 8;1;5 a;cr BE
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. . 92P4(0
avec la condition initiale % =0, donc
5

i<a2¢3(taCo)) _ 8F3(C(t))82<b2(t,§0)+8F3(C(t))82q>3(t,§0)

5.65
dt Oz’ oA Oz} 13 O} (5.65)

. . . . . 2
avec la condition initiale %@@ =0.
5

D’apres - on a
4 (‘92@2(’57 Co)) _ OB(((t) 9*@a(t, o) n OF,(((t)) 9*Ps(t, Go)

dt Oz’ oA oz} 0r3 Or?
d (0?05(t,G)\ _ OF3(C(t) 0P Pa(t, o) n OF3(C(1)) 0*®@3(t, Go)
dt Or? oA oz} r3 Or?
32‘132((2)740) 0
avec la condition initiale ) Ows =
9°®35(0,¢0) 0
8@‘%
Alors
a2q>82£§,<o) _ 0
e )=\

5

5.5.3 La premiere dérivée de Z*

Soit n(7) = 1o+7, m(7T,7) = 2} +av+21 (T, 7), 12(T, ) = @y +25(7,7), n3(T,7) = 7,
na(7,7) = a4 + q3v + 25 (7, 7) et n5(7,7) = quy + 2 (7.7)-
D’apres ((5.21]) on a

(

m — O10D(n, 01,12, M3, M4, 15

Ny — @4 od Ny, 12,13, 14, 75

o~ o~ o~ o~

(

M2 — Oz 0 (1, 11,02, M3, M4, M5
(
(

N~— N~— SN~— SN~—
N~— N~— SN~— SN~—
~~ ~~ ~~ ~~
o o o o©
o o o o
N— S~— SN— N—
Il
c o o o

Sl Slo o S

ns — O5 0 (1,01, 12,13, N4, 15
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Alors
(
0z 0 0) 901 (®(70,$0)) ( 0®i(70,$0) | OPi(70,$0) 927 (0,0) | 8P;(70,{0) 925(0,0)
1 Z ox; < or + ox1 1(9? + Oxo 23‘7'
8@1(7'0,@) az (0,0) 0%,(70,80) 022(0,0) \ __
+ Oxy 48? + Ozs 58? ) _ 0’
025(0,0) 992(®(10,80)) [ 0Pi(70,¢0) | 9Pi(70,80) 021 (0,0) | 9P;(70,60) 925(0,0)
2 Z ox; ( or + ox1 1(97" + Oxo 28‘7'
8<I’1(707Co) 85 (0,0) | 9%®i(10,0) 925(0,0) \ _
+ Oxy 487" + Oxs 567- > - 0’
0z} 0 0) 004(P(710,$0)) [ 0Pi(70,0) 0%, (70,C0) 027(0,0) 0%, (70,C0) 025(0,0)
4 Z ox; ( or + ox1 167' + Oxo 28?
oP; (7‘0,{0) 82 (0 0) 0%, (70,¢0) 0z2(0,0) o
+ Oxy 4 + oxs 5(97_' > - 0’
0z3 0 0) 005 (2(10,$0))  8Pi(70,$0) | OPi(70,$0) 921 (0,0) | 8P;(70,{0) 925(0,0)
5 Z (9% ( or + ox1 187_' + Oxo 287_'
34%(70»40) 52 (0,0) 9%;(70,60) 925(0,0) | _
L + Oxy 4(97_' + oxs 5(97_' ) - 0
On obtient )
a08z1(00 + b 822(0 0) _ O,
dO azza(f 0 _ 0
j08z4(00 + h 822(00) _ 0,
0zt (00 Bz (0 0)
L mo 5 + k’ 287— = 0.
C’est a dire )
027(0,0
Zla(‘? ) = 0,
023(0,0) _ 0
g o (5.66)
025(0,0) 0 )
Tar T
0z5(0,0)
| 20 g
De la méme maniere, on obtient
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Donc

& (m — ©10 ®(1, 71,772, 113,74, 75)) (0, 0) = 0,

%(Th - @2 o qD(n? M1, 72, 1135 T4, 775))(07 O) = 07

%(774 - 64 o (I)(’f], N1, 12,73, M4, 775))(07 0) - 07

L (5%(775 - 65 o (D(/rhnla N2, M3, 14, 775))(07 O) = 0.
5
dyjo 027(0,0) 901 (®(10,60)) J 3®i(70,¢0) ( dodd _ 0z7 (0 0) 99 (70,¢0) 023(0,0)
<c§a2 0 + oy > = ox; { oxr1 (cgag + 1 ) + 0o ( + 2'y >
0%, (70,¢0) 0%, (10,60) [ Aol i 082} (0,0) 0®;(70,¢0) [ diymy oz (0 0) .

+ o T " ou (ﬁ‘i*’ Er >+ D (cogigo_ + = )}—0,
< 0 + ) 99,( 22:0;(0 {8‘1>i8(;(31£0) (jé;iz _% 3»3;9(3:0)) + 34’%;(;(0) < do 4 322 (0, 0))

oxs

doly fo
090 90

Oxy

oxs

! li
<d0mo _

! !

€%

Oxy

Oz3 Oxy4

\

On obtient

C’est a dire

9%®;(10,0) | 0P; (TmCo) dply & 02;(0,0) 9%i(70,¢0) (domy
+ + (Cogo o + By ) + (

824(00 28@4 (10,60)) J 9%i(10,60) oJo _
ox; oz Cgao

doly _ g | 9700, 0)) i acbzéro,cc) (déma _ + 325(0 0)>} =0
5 c ’

(9(1) (TO,CO) 8(} (707C0)
+ - (Cogo 96 Ay

dOlO
9% 90

+6‘1> (70,80) + 0%, (70,60) (

+ 825(00)>} — 0,

+ azl (0, 0)) 1 9%i(r0.6o)

Oxa

/sl
Oz coih

! !
0%0

+ 822(0 0))

ox;

_ fo 1 824(0 0)) X acbig;(;,co) (dgm’o _ Mooy 325(0 0)>} =0.

! sl
0% lo v

o1 chay  af Oy dx2

Lo 00)) 2865 ®(r0.60)) {a¢ i(10:6o) ( ofo _ by 4 07 (070>> + 9%ilro:60)
0

\
Q
I

— %

—~

=
(=]
=

5.67
oy ’

02%(0,0)
oy

Ve

-I— 822(0 0))
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5.5.4 La deuxieme dérivée de z;

D’apres ((5.21]) on a

82
o7 2(772 — 6y 0@(77 M, 772,773,774,775))(0 0) 0.

Alors
5
9%25(00) 9 992(®(10,60)) [ 9%®i(70,0) + 9%;(70,$0) 927 (0,0) + 9% (70,¢0) 925(0,0)
o072 or ox; or Ox1 or Oxo or
i=1
9%®;(70,60) 925(0,0) | 9%i(10,{0) 925(0,0) \ __
+ Oxy or + oxs or - 0
Donc
5
822%(0,0 8?2 , 82 ,Co) 825 (0,0 52 (o) 825(0,0 92 Co) 925(0,0
22?(2 ) %(33 { @, (To <o) +2 (I(;T(TQICO) 216( ) +92 §Tg§240) 226( ) +2 déngfo) 24( )
i=1
1292 2i(r0.Co) 8z56<0’0) 4 22®i(r0.¢0) <6z1‘(0,0)) 192 24 (r0.¢0) 8218(0 0) az2 0.0 2@?; (r0.<0) 9] (0.0) 6z46(0 :0)
TOoxs T 8z1 or 10T T or x10x4 T T
+28 g‘ (7([;0,(0) 521‘6((%0) 3258(@0) + 9%, ngoyCo) a2 21(20 ,0) + a? 4’1(7'0@0) (322 > 8 go ,¢o) ‘5’Z28<0 ,0) 5’Z48<0 ,0)
x10xs T T 1 69: 2024 T T
122 2:(70.¢0) 8Z28(0 :0) azra(o 0) | 0% i(10:Co) 82%5(0 0) | 929, (ro,qo) (%(0 0)) azg (r0.¢0) 824(?(0 0) aziam 0)
o0y T T o Oz T40T5 T T
2% 24 o
+3‘I>zé;(i£0) o %71(2()!0) + a ‘I%a(;éJ»Co) <3Z56(79v0>) + 0%, ggo ,¢0) 9 z5(0 0)} —0.
2 5
0?2 0 0 < 4. 0%2%(0,0
On obtient dy—25= ZQ ) — 0, c’est a dire % =0.

De la méme maniere, on obtient

82

8_72(772 — O3 0 ®(n, 71, 12,13,M4,75))(0,0) = 0.

Donc

~|

5
8225(00) o 002(®(10,(0)) {aq> +(10,¢0) ( i by I az;(o,o)) 4 9®;(70,C0) <_% I az%(;),m

o2 oy Ox;
=1

Ox1 chay, ay) Oy Oxo

/

/!
€090 90

1 9%i(r0.6o) | 9Pilr0:bo) (dg_zg) £ 4 az;;(o,o)> 4 9%i(m0.G0) <d6m6 - + 8z5(0 0))} —0.

Ox3 Oxy4 Oy Oxs

/sl
Co%o

)
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Alors

82z* 00 T 2®, (10, 025 (0,0 2®, (19, 02+ (0,0 02%(0,
2 2692 8%0,40 {8 Cba(gc’g ! (Q1 + —b(v )> +22 gjcz(t?[;:f()) (Q1 + —13% )> (CJ2 + _28(3 0)>
%%, (7o, 9z7(0,0 9%®, (1o, 9z7(0,0 02;(0,0

+2 8$§8(;1CO) <q1 _|_ 1( )) + 2 ;};iaoxfo) <q1 _|_ 18(7 )) <q4 + 48(7 )>

9%, (1o, 8227(0,0 928, (ro, 827(0,0 927(0,0 82, (o, 822(0,0) 2

‘l‘ (OCO) 1(2 )) _|_2 aws(at;fO) <q + 1( )) <q5 + 58(7 )) _|_ <Da(w§ CO) <q2 _|_ 28(»7 ))

oy oy
0°®; (70, 023(0,0 0°®; (70, 023(0,0 027(0,0
49 ax?f&om@o) (q + 2( )> +2 83::80@@) (q2 + 28(7 )> <Q4 + 48(7 ))
a 9%®;(70,¢0) < 322 00) < 8z5 00)) 0%, (70,(0) a%;(oo > a2<1>1-(m,¢0)
" Oz5012 81‘2 813
2
8 70, Bz (0,0) 8 70, Bz 8%, (7o, 0z5(0,0
g;?fa(;fo < 4 ) g;;a(;go < 5 > <I> oCo <Q4‘|— 46(7 ))
92®;(70,C0) az 00) az 00)
+R (o 2502 (o + 2522
0P, (1o, 02z} 92®; (1o, 0z£(0,0 0P, (10, 9%2£(0,0
\ + Q(gwi(fo) ( 87( )) + ‘Pa( 0,$0) <q + 5( )) + ‘Pa(x(;)(o) < 857(2 ))} =0,
On obtient

822%(0,0 002(® (70, 02®3 (70, 02®4 (10, 02® 92®3 (70, 02®4 (10,
%W(Q ):% 2(8:(620C0)) {2(]1(]2 81:22%(;50)_‘_2% 8123,((;(;50)+q2 2(T0Co)+2q 8;3(5(;50) + g(xg)Co)}.

Suivant les mémes étapes, on obtient

82
—Oy0® 0,0) = 0.
8787"072 20 (1, 71,12, M3, M4,15))(0,0)
Alors
N 5
6;(80%0) _ % 892(4556:0,40)) {acb 6597;01,(0) <c§i§ _ + 8z1<0 0>> i acbié;c;,co) ( dy %(3 0))

i=1
1 9% i(70,¢0) 4 9% (70,¢0) (M 41 + 8z4(0 0)) + 9%i(10.%o) (d6m0 Jl —|— 800 O)>} = 0.

—
Oxs Oxy Cogo oxs cozo




112 Etude d’un modeéle mathématique avec impulsion sur la leishmaniose viscérale

Donc

( 5
+Eatms s (ar + 2555 “)) + a?;i;zf” R (0 )
o, on) | mplorgen | s (g, son
oo asin (, 2500 Seipoin (,,  son) | Saisn (,, , 50
+ awégz;‘o) PR (g2 TR ) 4 P OTIR0 ¢ 82‘2;'-5;3;“’ + Ll 2400
+ERRIOIN | FAGININ | Fupe | Pan6) (4 1 2om)
L& q%(g,go) sz(?(g,o) <q4 I 8z4(0 0)) n 32;;; ig;,fo) 92y 8(3 0) <q4 1 %3,0»
+82§;£g;§°) Bz%(g,o) < L+ az%(s,o)> X 325;5(5250) azga(g,o) <q4 4 az;a(j,o)) X acp,g;i,go) éﬂfgg:o)
+%§£f0) (q I 825(0 0)> n a%g;o,go) azsa(To 0) <q5+ﬂ>
_i_a?(;b;ég(;lgo) 8216(79,0) (q5 I 825(0 0)) n 62;5;;2(0 6z2 (0.0 ( L5 00))

|+ R0 (g5 + 82533’”)) g 5i§i° f=0

On obtient

0%23(0,0) _ 100, [ 9*®y(10,G0) n 0@ (10, o)
8787_' do 81'2 87_'81'2 8’7_'8373 .

5.5.5 La premiere dérivée de w

On a
o _ 0
55 = 53— O30(n, M1, 72,3, M4, 75))
5
= _N"00s (0%i(mmun2msnams) | O%i(nn1n2.m3.m4,m4) 321 4+ 0%i(nm12.113m4.715) 923
- Iz o7 d1 02 or
i=1
+3<1>i(n,771 M2,M3,14,14) 02F + O (n,11,M2,M3,M4,m5) 925
Oy or Oxs or | -
Au point (7,7) = (0,0) on obtient
al(o 0) _ _@ 8@3(7’074.0) 4 8@3(7’0,{0) 621 (0 0) + 6@3(7’0,&)) 82:2 (0 0) + 8@3(7’0,(0) 8,22(0,0) + 8(1)3(7—074'0) 835(0 0)
7\ - oxs oT 0z 0o 04 oT oxs oT
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" 0
5 = (k= 00 B(m s, )

5
_ _ 903 | 0%:(n,m1,m2,m3,m4,15) 321 i (n,m1,m2,Mm3,m4,m5) 023
_ { o+ %)+ s @+ 52

ox; or
i=1
9% (n,m,m2,m3,m4,m5) | P4 (n,m1,12,13,14,15) 9z A (1n,1m1,1m2,13,14,75) ‘925
+ oxs + Oxy 44 + oy + oxs ds + :

Au point (7,7) = (0,0) on obtient

%(O’O) — 199 {8<D3(7'07C0) (q + ‘921(00)> + 3¢’38(;(;7C0) (q + 8Z2(0 0))

oxs o1
0®3(10, 0P3(70, 025 (0,0 03 (70, 0z%(0,0
+ 3(;x2CO)_|_ 36(362(0) <Q4+ 46(7 )>+ 3(9(;;(0) <q + 5( )>}
_ . 88_(3; {q23<1’38(;27(0) + 34’38(;'2,(0)}
= fog2+9go=0

Par conséquent Dz ,)w(0,0) = (0,0).

5.5.6 La deuxiéme dérivée de w

Soit A = aWOO)B 9w(00) ot ¢ = 8‘”—(00)
92

Calcul de A.

On a g% = 3‘9—;(773 — O30 ‘1)(777771,772,773,774,7}5)), alors

2w _ _\ 003 [ 92Pi(n,m1,m2,m3,14,m5) + 9 92®;(n,m1.,m2.m3,m4,115) 321 + 0 2P (n,m1,m2,m3,14,115) 332 +
Ox; o072 0701 070z

i=1
28 Q4 (17,m1,Mm2,13,M4,M5) 324 + 23 i (n,m1,m2,m3,m4,m5) 9235 + %@ (nn1,m2,m3.manms) (021 2
70T O70rs o 022 or

+25 ®i(n, 771,772,77377747775) 321 9z3 + 23 i (1,m1,12,13,M4,M5) 927 324 + 28 i (n,m1,m2,13,M4,m5) 927 025
0x10xT2 orT 87’ 0x10x4 8 Ox10xs ot 0T

+5<1> & (1,m1,12,M3,14,7M5) 5 21 4+ 9 D, (1,1,1m2,13,14,75) % + 25 i (n,m1,m2,m3,M4,m5) 025 0z)
oz ox2 or 012014 or Ot
2

+20 ®i(n, 771,772,77377747775) 322 325 + P (n,11,M2,M3,M4,75) 8 22 + 2@ (n,n1,m2,m3,m40ms) (024 2
Oxo0xs5 oT O0xo 8;):4 oT

N2
+26 i (n,m1,m2,13,m4,m5) 923 3Zs + D (1,1,m2,13,14,75) 8 Z4 + i (n,m1,m2,m3,m4,m5) [ 0723
Ox40x5 or Oxy 8x5 oT

| O (n1,m2,13.14,715) 25
oxs o7 -
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Au point (7,7) = (0,0) on obtient

2w _ 903 [ 8%®3(10,¢0) 92®3(10,¢0) 021 (0 0) 92®3(70,60) 925 (0 0) 92®3(70,60) 925(0,0)
7 (0 0) - 8:1:; { 72 +2 o702, 1 +2 070z 2 +2 BTz, 46%
2
02®3(70,80) 92£(0,0) | 8%@3(70,60) [ 921(0,0) 32@3(707@) 021(0,0) 923 (0 0) 92®3(70,60) 921 (0,0) 925(0,0)
+2 OT0xs 58? + Bx% 18’? + 2 Ox10x2 167' 237' + 2 0x10x4 187' 487

* % 2
+28 P3(70,¢0) 927 (0,0) 825(0 0) + 0®3(70,¢0) 9227 (0,0) + 9?2®3(70,60) [ 925(0,0) + 232¢3(T07C0) 025(0,0) 923 (0,0)
Ox10zs5 or o1 or2 817% or 012014 or or

+28 ®3(70,¢0) 925 (0,0) a25(0 0) + 0P3(70,¢0) 9225 (0,0) + 92®3(70,80) [ 925(0,0) 2 + 232<I>3(T0740) 02;(0,0) 925(0,0)
Ox20x5 or or Oxo or2 (9:1342l or Ox40x5 or or

* * 2 *
| 9%s(10.6o) 9%2;(0,0) T 9*®3(70,60) [ 925(0,0) | 9%3(10.60) 9222(0,0)
Oy or? Ox? or dxs 72

Alors A = 0.

Calcul de C.

On a 32702) - 88_;2073 - @3 o q)(777n17772777377747775))7 alors

5
2
Rw 903 J 82%i(n,m1,m2,m3,m4,1m5) 5Z1 92 (n,m ,12,13,m4,15) Oz 852
o2 ox; { Bac% @+ + 2 Ox20T1 @+ oy 72 +
=1
92®;(n,m1,m2,m3,M4,15) 321 2@ (n,m1,m2,1m3,M4,15) 07} 0z
+2 Ox30x1 1 + + 2 O0x40x1 q1 + oy 44 + oy

02®4(n,m1,m2,13,14,75) 2] 325 0% (n,m1,m2.m3.mams) [ 0%2%
+2 Ozr50x1 @+ W g5 + + oz o2
2
02 P4 (n,m1,m2,m3,14,75) 023 229, (77 71,712,13,74,15) 322
+ 0x3 Q@+ Oy +2 Ox30x2 Q@+

9%®4(n,m1,m2,m3,14,M5) 023 32’4 24%(77,7717?7277137774,775) 0z3 Oz}
+2 0x40x2 G2+ oy qa + +2 Ox50x2 72+ By qs + Oy
0P, (n,m1,m2,M3,M4, 9%z 02®;(n,m1,m2,m3,14,
+ (n,m1,m2,M3,M4,M5) ( 2> + (7,m1,m2,M3,M4,M5)

Oza o2 B:ch
9%®;(n,m1,m2,M3,14,M5) P4 (0,11,m2,M3,14,M5) Oz5
+2 Ox30x4 qa + O’y + 2 Ox30xs 5 + oy
9%®;(n,m1,m2,Mm3,14,M5) 8Z4 9%®;(n,m1,m2,m3,M4,5) 0z} 3Z5
+ 81‘3 44 + + 2 Ox40xs 4 + oy 45 +

% (n,mm2m3mams) [ 0224 92 (n,m1,m2,13,14,75) 3Z5 3<I>i(n,?71,n2,n3m4,n5) 9?zt
+ Oz a2 | T 922 I+ + e 2
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Au (7,7) = (0,0) on obtient

%}(0’0) _ 00y {82<I>g§;o,CO) (q i (00)> +28§’£§;i’f°) (q n 821(00)> <q2 n 8258(3,0)>

Oxs
92®3(70,C0) oz* (0 0) 82®3(10,C0) oz (0 0) 9z (0,0)
2 5000, <q +t 75 ) + 250 <q t = ) <Q4 =5 )
+2a2<1>3(70,<0) (q X azl(O 0)) < 8z5 oo) a«pg(m,go) (8%{(0,0))
Oxs50x1

) oz Ory2

_'_82@%%0,@) <q2 4 9 8(3,0)>2 N o g;;;;,jo) 8z2 (0,0)
22%u) <q2 N %3,0» <q4 N az4(00)> + 2% <q2 + %370» <q5 + %ﬂ‘”)
o) (S500) + PO TR (g + 00 + 27RO (g -+ H00)
a q>3 To,go ( 8z4(00> +28§£§;’§O) (q I 824(00)> (q i L)
a<1>38(;2,<o) <82z 00)> a%;gm) <q5 n %ﬁ’o)y n a<1>38(:;,co) <82§W(g,0))}.
Donc

C=—_9s {2q1q282¢’3(m,€0) +2¢1 9?®3(70,¢0) + q%a 3(70,60) + 2q232¢’3(70,ﬁo)

oxs Oxo0x1 Ox30x1 oz 2 Ox30x9
_|_<92‘1>3(70,Co) + 9®3(70,¢0) 8°25(0,0)
Ox2 Ozo o2

Donc on obtenu le calcul de C.
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Calcul de B.

On a 3737 g?f (3%(773 — O30 ®(n,m, 2, 77377]47775))) , alors

5
Pw _ _\ 003 [ 2®i(nm m2.m3,m4.m5) + 321 + 02 (n,m1,m2,m3,m4,15) 027 + 0z}
970y o 97011 a1 022 o7 Dy
i=1
%@, (n,m1,m2,m3,m4,m5) 923 i(mn1,m2,m3,ma,m5) 925 321
+ 0x20x1 or il + ﬁ'y 0x40x1 o7 Uil +
92 ®i(n,m1,m2,m3,m4,m5) 022 321 P (n,m1,m2,m3,m4.m5) 0%2] 92 ‘1>i(n,n1ﬂ72,7737n4ﬂ75) 322
+ Dr50m1 -\t or1 970, T 07 0s @+
02®;(n,m1,m2,m3,m4,m5) 0725 3 @i (n,m1,m2,m3,M4,m5) 927 3Z2 020,(n, mmms,mm) 3Z4 322
+ 23 7 (42 Lz B’y 2011 AR + 974012 Q@+
2@ (n,m1,m2,m3,m4,m5) 921 29, (1,11,72,13,14,75) 824 Qi(n m,nz,nsm,ns) 3Z5 @4 (1,m1,M2,13,m4,15) 3Z4
+ Ox30x1 T + Ox40x3 + Oxs50x3 + O0T0x4 qa +
02®;(n,m1,m2,m3,m4,m5) 0] 82’4 02 <I>i(n,n1,nz,n3,n4m5) dz; 324
+ 8%21 or qa + + Ox40x1 or 44 +
+32¢i(n,n1,n2ﬂ737n4m5) 023 q + 8 @i (1,11,m2,13,M4,715) 3Z 324 <9<1>i(77,n1,172,n3,7747n5) 9%z
0x40x2 or \ 14 87 Oz50w4 x4 870y
02®; (n,m1,m2,m3,14,75) 8Z5 02®; (n,m1,m2,m3,14,75)) 835 0z
+ 0705 45 + + 81% or d5 + oy
_|_32q>i(7):7717772»77377747775) 027 325 3 i (1,11,12,13,14,75) 025 s + 325
Oxs50x1 or Ox50x9 oF 5
+5 P (n,m1,m2,m3,m4,15) 925 + 335 i ym2.msmans) 0222
Ox50xy or 95 Oxs 07Oy

Au (7,7) = (0,0) on obtient

2(0,0) = — 92 {%ﬁ;@) <q L 250, 0)> + Z2.6) 25100 ( S 0)>
0)

Ox3
92 ®3(70,{0) 923(0,0) 32‘1’3(T0,C0) 025(0,0) 0z (
+ Ox20x1 287' (q Ox40x1 487' ( + 1 )

1+ 5, >+
82®3(79,¢0) 02£(0,0 82%(0,0 B8P3 (70,60) 0225 (0,0 82®3 (10, 02%(0,0
PG G500 (g 4 PR ) 4 M OO0 aig;;f“ (aa + 2550
o+ (7 )> +

92®3(70,¢0) 925(0,0) 025(0,0 923 (70,60) 921 (0,0) 023 (0 0) 32@3(%&0) 923(0,0) 073(0,0)
T ox2 o7 (q ; Durday 07 <‘:72 +75 ) T “Dwide, 07 (‘D =5 )

+82‘1>3(7'07C0) 0z5(0,0) + 025(0,0) + dPs3(7o,¢0) 8225(0,0) + 192‘}3(70(0)) + 92®3(70,60) 925 (0,0) + 92 ®3(70,60) 921(0,0
Oxs50x2 or 42 oy Oz oty 070x3 Ox30x2 or Ox30x1 or

_I_a ®3(70,C0) 824(0 0) i 92®3(10,¢0) 922 (0,0) 4 92®3(70,C0) <q4 4 &;(0,0))

023 (0,0)

dz40z3 dr5073 o7 d70z4 v
+ Tt oion (a0 + 550 ) + TG 520 (g, + 00
+ el 05000 (g, 4 P00 ) o S D500 (g, 4 500 ) 4 i) SO0
+a2cgg;(£5,go) (q i 325(0 0)) n a%gi%o,go) az%(f ,0) <q5 n ﬂ)
+82;I>£;;?C,fo) Dzt a(f ,0) (q5 I &;{9(3,0)) . 8251);5(5(;50 8z2(00 ( 8z5 00))
+ Z30(00) 2400) (g 4 2500} - (o) ? ;ié“;’ |3
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Alors

_ 9063 9?®3(10,80) | OP3(70,60) 8225(0,0) | 9%®3(10,(0))
B= -5 {q 9705+ 0ms 970, T 0701 :



Perspectives

Dans ce travail on a étudié un modele mathématique sur la Leishmaniose Viscérale
contenant un systeme d’équations différentielles impulsives. Cette étude a porté
sur la stabilité des solutions périodiques triviales et la bifurcation des solutions
périodiques non-triviales, pour se faire on a utilisé la méthode de la réduction de
Lyapunov-Schmidt. Les résultats obtenus peuvent étre appliqués a d’autres cas de
I’épidémiologie ou des sciences appliquées en général.

Pour la continuité de cette recherche, on peut citer quelques pistes de recherche
futures :

- Etude des modeles avec retard.

- Etude des modeles avec diffusion.

- Le cas des modeles contenant des équations differentielles fractionnaires.

- Le cas des modeles avec traitement.

- Le cas d’un modele général décrivant 1’évolution de la population humaine, la

population des chiens et la population des insectes.
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Le résumé

Dans cette thése nous avons étudié un modele mathématique sur la leishmaniose
viscérale, nous avons étudié la stabilité locale et globale des points d’équilibres. Ensuite,
on a étudié le modele mathématique avec un traitement impulsif en des temps
périodiques, nous avons étudié la stabilité de la solution triviale qui correspond a
I’éradication de la maladie et nous avons étudié la bifurcation de la solution non triviale
correspondant a la réapparition de la maladie.

Abstract

In this thesis we studied a mathematical model on Visceral Leishmaniasis, we studied
the local and global stability of the equilibrium points. Then, we studied the
mathematical model with an impulsive treatment in periodic time, we studied the
stability of the trivial solution which corresponds to the eradication of the disease and
we studied the bifurcation of the nontrivial solution corresponding to the reappearance
of the disease.
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