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Résumeé

Dans ce travail, les plaques épaisses fonctionnellement graduées, sont étudiés en proposant
une nouvelle théorie de déformation de cisaillement sinusoidale quasi-3D. La théorie
proposée considére a la fois les effets de 1’étirement de I’épaisseur et de cisaillement
transverse tout en respectant les conditions aux limites aux niveaux des faces supeérieurs et
inférieurs de la plaque sans I’utilisation de coefficient de correction de cisaillement.
L’avantage du modele proposé peut se voir dans son champ de déplacement ou on trouve un
nombre inférieur des variables et des équations de mouvement comparativement aux autres
modeles quasi-3D. De plus, les résultats trouvés sont en bon corrélation avec ce de la
littérature. Cet avantage est dil a I’utilisation des termes d’intégrale au champ de déplacement.
En utilisant le principe d” Hamilton les équations de mouvement sont obtenues. Les solutions
analytiques pour les probléemes statiques et dynamiques sont obtenues pour les plaques
simplement appuyée.

Des exemples numériques sont proposés pour vérifier 1’efficacité et la précision de la théorie

développée.

Mots clés : Théorie quasi-3D ; Vibration ; Flexion ; Plague Fonctionnellement.



Abstract

In this work, a new quasi-3D sinusoidal shear deformation theory for functionally graded
(FG) plates is proposed. The theory considers both shear deformation and thickness-stretching
influences by a trigonometric distribution of all displacements within the thickness, and
respects the stress-free boundary conditions on the upper and lower faces of the plate without
employing any shear correction coefficient. The advantage of the proposed model is that it
posses a smaller number of variables and governing equations than the existing quasi-3D
models, but its results compare well with those of 3D and quasi-3D theories. This benefit is
due to the use of undetermined integral unknowns in the displacement field of the present
theory. By employing the Hamilton principle, equations of motion are obtained in the present
formulation. Closed-form solutions for bending and free vibration problems are determined
for simply supported plates. Numerical examples are proposed to check the accuracy of the

developed theory.

Keywords: Quasi 3D theory; Bending; Vibration; Functionally graded plate.
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Introduction générale

Introduction génerale

Des études théoriques sur la réponse mécanique des eéléments des structures fabriqués a partir
des matériaux a gradient fonctionnel (FGM) ont pris une grande importance par les chercheurs
scientifiques. Cela est dd a I'énorme potentiel des FGM dans diverses applications d'ingénierie
telles que I'aérospatiale, la mécanique, le genie civil, I'automobile, I'électricité, et le domaine
biomédical, etc (Celebi et al, 2016; Kar et Panda, 2015). Bien que les FGMs soient
fondamentalement utilisés pour un environnement a haute température, son comportement a

I'état ambiant est également nécessaire pour leur securité et leur fiabilité.

Etant donné que les effets de la déformation de cisaillement sont trés considérés dans les FGM,
des modeles de déformation de cisaillement tels que la théorie de la déformation de cisaillement
de 1*" ordre (FSDT) et les théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé (HSDT) doivent
étre utilisés. La théorie de 1*" ordre FSDT (Nguyen et al., 2008; Zhao et al., 2009; Hosseini-
Hashemi et al., 2010; Hosseini-Hashemi et al., 2011a; Irschik, 1993; Nosier et Fallah, 2008;
Saidi et al., 2011; Yang et al., 2009; Meksi et al., 2015; Mantari et Granados, 2015; Hadji et
al.,2016; Bellifa et al., 2016) produit des résultats raisonnables, mais nécessite un coefficient
de correction de cisaillement qui est difficile a évaluer correctement en raison de sa dépendance
a plusieurs parametres tel que les conditions aux limites et les conditions de chargement. Les
théories d’ordre élevé HSDT Reddy, 2000; Ferreira et al., 2005; Pradyumna and
Bandyopadhyay, 2008; Hosseini-Hashemi et al., 2011b; Xiang et al., 2008; Bouderba et al.,
2013; Tounsi et al., 2013; Ait Amar Meziane et al., 2014; Zidi et al., 2014; Ait Yahia et al.,
2015; Mahi et al., 2015 n’ont pas besoin d'un coefficient de correction de cisaillement, mais
leurs équations d’équilibres sont plus compliquées que celles de la FSDT. Il est d'indiquer que

I'influence de I'étirement de I'épaisseur est négligée (&, =0) dans la FSDT et dans les HSDTs

en considérent généralement une fleche constante a travers I'épaisseur de la plaque. Bien que
cette supposition soit justifiable pour des structures FG modérément épaisses, mais elle n’est
pas approprie pour les structures FG épaisses (Qian et al. 2004). L'importance de I'influence de
I'étirement de I'épaisseur dans les plaques FG a été demontrée dans l'article présenté par Carrera
et al. (2011).

Les théories quasi-3D sont des théories d’ordres élevés HSDT dans lesquelles la fleche est

présentée comme une distribution d'ordre supérieur a travers I'épaisseur de la plaque, et par
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conséquent L'influence de I'étirement de I'épaisseur est incorporée. On peut trouver plusieurs

modeles quasi-3D développés dans la littérature. Par exemple, Kant and Swaminathan (2002) a
développé une théorie quasi-3D en exprimant toutes les composants de déplacement par une
variation cubique a travers I'épaisseur. Les théories de déformation de cisaillement proposées
par Chen et al. (2009),, Talha et Singh (2010), Reddy (2011), et Neves et al.(2013) sont basés sur
une distribution cubique des déplacements dans le plan et une répartition quadratique de la
fleche. Ferreira et al. (2011), Bousahla et al. (2014), et Hamidi et al. (2015) ont utilisés des
fonctions trigonométriques pour le déplacement en plan et transversal. Neves et al (2012ab) ont
utilise des fonctions sinusoidales Neves et al (2012a) et hyperboliques Neves et al (2012b) pour
les déplacements dans le plan, tandis que le déplacement transversal est modélisé par les
fonctions polynomiales. Les théories développées par Hebali et al (2014), Belabed et al. (2014),
et Bennoun et al. (2016) sont basées sur une variation hyperbolique de toutes les composantes
de déplacement. Récemment, une formulation généralisée est proposée par Mantari et Guedes
Soares (2012a) dans laquelle de nombreux modeles quasi-3D hybrides avec six variables
peuvent étre obtenus. Bien que les modeles quasi-3D hybrides de Mantari et Guedes Soares,
(2012a) contiennent six variables, elles sont encore plus compliquées que la FSDT. Ainsi, une
simple théorie quasi 3D est nécessaire pour les travaux futurs.

Le présent ouvrage vise a proposer une théorie quasi-3D simple avec seulement cing variables
pour la statique et la réponse dynamique des plaques FG. Le champ de déplacement est présenté
en fonction d'une variation sinusoidale pour tous les déplacements. En considérant des termes
d’intégrales dans les déplacements dans le plan, le nombre de variables de la théorie est réduit,
ce qui permet d'économiser du temps de calcul. Sur la base du principe d’Hamilton, les
équations de mouvement sont obtenues et résolues pour résoudre des probléemes de flexion et
de dynamiques d'une plaque simplement appuyée. Des exemples numériques sont proposés

pour Vérifier I'exactitude de la théorie actuelle quasi-3D.
Ce travail sera donc présenté selon 1’organisation qui suit :

e Le premier chapitre donne un apercu détaillé sur les matériaux a des gradients évalués
appelés « FGMs ».

e Dans le deuxieme chapitre, une attention particuliére sera portée aux auteurs ayant
travaillé sur les différentes théories des plaques.

e Le troisieme chapitre sera consacré a présenter une nouvelle théorie quasi-3D.
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e Dans le quatrieme chapitre on présentera les résultats obtenus. 1ls seront comparés avec

d'autres résultats déja publiés par d'autres auteurs. Cette comparaison nous a permis la

validation de nos résultats.
e Ce travail s'achevera en présentant une conclusion générale qui résumera notre travail

incluant les perspectives pour des travaux futurs.
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Chapitre | : Généralités Sur Les Matériaux a Gradients Evalués FGMs

1.1. Introduction :

Les matériaux a des gradients évalués FGM représentent un des derniers développements, la
révolution et la conception de ces matériaux a été définit au 21eme siécle. Ils sont utilisés pour

des emplois a une large varieté d'applications.

L’amélioration des performances des pieces structurelles peut conduire a chercher au sein d’un
méme matériau, des propriétés différentes, souvent antagonistes, mais localement optimisées.
Le développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés spécifiques a
différents matériaux au sein d’'une méme piece. L optimisation locale de ces propriétés par
association d’un matériau de haute dureté a la surface d’un méme matériau tenace par exemple
pose alors le probléme de I’interface, par exemple une couche d’un matériau céramique peut
coller a la surface d’une structure métallique pour former un revétement barriére thermique
dans les applications a haute température, la transition brusque dans les propriétés des matériaux
a travers I’interface entre les matériaux discrets peuvent entrainer une grande contrainte inter-
laminaire ou une forte concentration de contraintes conduisant a la déformation plastique ou de

fissuration.

Une facon pour surmonter ces effets nuisibles on doit employer un matériau a gradient évalué
(de I’anglicisme functionally graded materials (FGM)).

Ces derniéeres années, les matériaux a gradient de propriétés ont été développés pour leurs
excellentes propriétés mécaniques. Ces matériaux ont de grandes performances et sont capables

de résister aux températures des plus chaudes.

Au début les FGM ont été congus en tant que matériaux de barriere dans les applications et les
réacteurs, c¢’est par suite que les FGM ont été développés dans le domaine militaire, automobile,
biomédicale I’industrie des semi-conducteurs et toutes utilisations dans un environnement a

haute température.
1.2. La Définition et le concept d'un matériau a gradient évalue :

Un matériau a gradient évalué c'est un type de matériaux composites composé de deux ou
plusieurs matériaux relatifs a des fractions volumiques et microstructures qui sont congus pour

avoir une continuité spatiale des variables.

Un FGM est produit en changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction

d'épaisseur pour obtenir un profil bien déterminé.

12
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Ces matériaux FGMs sont généralement fait a partir d'un mélange de métal et de céramique
(figure 1.1) par un processus de métallurgie de poudre, le coté meétal riche est typiquement placé

dans les régions ou les propriétés mécaniques, comme la dureté doivent étre élevés.

En revanche, la céramique riche, ce qui a la conductivité faible et peut résister aux températures

plus élevées, est place dans les régions de grand gradient de la température.

'\-11."1.I1.
Metal & Cermic FOM

Figure 1.1 : un type d'un matériau FGM en céramique et métal.

Le concept de "Matériaux a Gradient Evalué " a été développé dans le laboratoire national
d'aérospatial en 1984 par un groupe de scientifiques au Japon (M. Niino et ses collegues a
Sendai). L'idée est de réaliser des matériaux utilisés comme barriere thermique dans les
structures spatiales et les réacteurs a fusion (Hirai T. et Chen L. 1999, Chan S.H. 2001, Uemura S.
2003).

Un exemple d'un tel matériau est montré sur la figure 1.2 (Yin H.M., Sun L.Z., et Paulino G.H.
2004, Paulino G.H., Jin Z.H., et Dodds Jr. R.H. 2003) ou des particules sphériques ou presque

sphériques sont incrustées dans une matrice isotrope.

En variant graduellement la fraction de volume des matériaux constitutifs, leurs propriétés

matérielles montrent un changement minime et continu d'un point a un autre, de ce fait en

13




Chapitre | : Généralités Sur Les Matériaux a Gradients Evalués FGMs

remedient aux problemes d'interface et en atténuant des concentrations de contraintes

thermique.

Cest d0 au fait que les constituants en céramique de FGM peuvent résister aux hautes
températures que le produit final possede de meilleures caractéristiques de résistance thermique,
tandis que le les constituants métalliques fournissent une résistance mécanique plus forte et
réduisent la possibilité de rupture catastrophique. Donc un FGM (functionally graded material)
typique est un composé non homogene constitué de différentes phases matérielles
(habituellement en céramique-métal). Cette solution permet une transition continue des

propriétés recherchées, par un gradient de composition, en vue d’atténuer les singularités

prédites ci-dessous.

(BN RILIN] (L1}
IR ILILII L

N LTILL I )
[ LTI 1) “
NI P W

I .‘ 3 AW
Mq AR

". "'3"' .:;

[ Toede s

} Pl n phse A avee [ atnie en plase B

Putiules n pase B avec  natce enplase A

Figure. 1.2 : Un FGM avec les fractions de volume de phases constitutives graduées dans la

direction verticale. (Yin H.M., Sun L.Z., et Paulino G.H. 2004, Paulino G.H., Jin

Z.H., et Dodds Jr. R.H. 2003).
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Les FGM peuvent étre utilises pour différentes applications, telles que couches en céramique
comme barrieres thermiques pour les moteurs, turbines & gaz, couches minces en optiques,
etc... (Viet.Tung. Nguyen 2004).

D’autres Applications potentielles de ce matériau sont diverses et nombreuses. Elles ont été,
récemment, rapportée dans la littérature ouverte ; par exemple, des sondes (Miiller E., Drasar
C., Schilz J., et Kaysser W.A. 2003), des déclencheurs (Qiu J., Tani J., Ueno T., Morita T.,
Takahashi H., et Du H. 2003), des armures métal/céramique (Liu L.-S., Zhang Q.-J., et Zhai
P.-C. 2003), des detecteurs photoélectriques (Paszkiewicz B., Paszkiewicz R., Wosko M.,
Radziewicz D., Sciana B., Szyszka A., Macherzynski W., et Tlaczala M. 2008) et des implants
dentaires (Watari F., Yokoyama A., Omori M., Hirai T., Kondo H., Uo M., et Kawasaki T.
2004).

/////

les deux dernieres décennies (Fuchiyama T. et Noda N. 1995, Markworth A.J., Ramesh K.S.,
et Parks W.P. 1995, Tanigawa Y. 1995, Noda N. 1999, Paulino G.H., Jin Z.H., et Dodds Jr.
R.H. 2003). Il a été montré dans ces revues que la majorité des recherches récentes en FGM
sont concentrés sur 1’analyse mécanique de la rupture ainsi que sur les contraintes thermiques
(Hui- shen 2009 ).

Figure. 1.3 : Implant dentaire en FGM (Ti/20HAP). Aspect externe (gauche) et section
transversale (droite) (Watari F., Yokoyama A., Omori M., Hirai T., Kondo H., Uo
M., et Kawasaki T. 2004).
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Un apercu complet sur lI'analyse de la flexion, du flambement et de la vibration des plaques et

des structures en coques faites en FGM a été présenté par Shen (Shen 2004).

Récemment, Birman et Byrd (Birman V. et Byrd L.W. 2007) ont présentés une étude sur les
principaux développements dans ces matériaux en traitant plusieurs problémes a savoir : le
transfert de chaleur, la distribution des contraintes, la stabilité, 1’analyse dynamique, les essais,
la fabrication et la conception, la rupture et les différentes applications du matériau a gradient

évalué.

1.3. Histoire du développement architectural du concept FGM :

Geénéralement, les F.G.M sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. lls sont donc des composites
présentant des caractéristiques macroscopiguement inhomogeénes. Le changement continu dans
la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les F.G.M des matériaux
composites conventionnels. 1l en résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles
des FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de
microstructure différente (Boch. P Chartier . Huttepain. M 1986).

Le concept FGM peut étre appliqué dans divers domaines pour des usages structuraux et
fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes de cing ans ont été conduits au cours des années
80 et 90 afin de développer l'architecture des FGM, et d’étudier également ces matériaux pour
les applications de hautes températures (par exemple, éléments pour navettes spatial
hypersonique) ainsi que pour des applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs
thermoélectriques et thermo-ioniques). Ces programmes ont conduit au développement de la

conception architecturale du FGM et de ces perspectives.

1.3.1. Pour des utilisations structurales (intégration du caractére réfractaire et
de la dureté) :

La véritable lancée de ce matériau & commencer en 1987. A cette époque-13, le gouvernement
Japonais a lancé un vaste projet intitulé « étude fondamentale de la relaxation des contraintes

thermiques des matériaux a hautes températures en utilisant des structures graduées » pour un

budget total de 1.215 millions de Yens sous I’auspice de 1’agence des sciences et technologie.

L'intérét du projet est de développer des matériaux présentant des structures utilisées comme

barriére thermique dans les programmes aerospatiaux. Les matériaux constituants les parois des
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engins spatiaux travaillent a des températures de surface de 1800°C ainsi qu'a un gradient de

température de I'ordre de 1300°C.

A cette année-la, aucun matériau industriel n'était connu pour supporter de telles sollicitations

thermomécaniques.

Trente organisations de recherches entre instituts, universités et compagnies nationales ont
participé au programme en tant que membres des trois importants ateliers « conception,

traitement et évaluation ».
Le souci été de développer I’architecture fondamentale des FGM ainsi que leurs applications.
Trois caractéristiques sont a considerer pour la conception de tels matériaux :

1. Résistance thermique et résistance a l'oxydation a haute température de la couche

superficielle du matériau.
2. Ténacité du matériau c6té basse temperature.
3. Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau (Abdizadeh H 1997).

Pour répondre a un tel cahier des charges, I'idée originale des FGM a été proposée pour élaborer
un nouveau composite profitant a la fois des propriétés des céramiques (coté hautes
températures) et des métaux (c6té basse température).

Cette premiére étape dure de 1987 a 1992 ; Plusieurs technigues ont été utilisées pour fabriquer
les matériaux présentant un gradient de composition et de structure en site CVD, PVD, jet de
plasma, poudre métallurgique, SHS et galvano formation.

Les chercheurs avaient réussi a fabriquer des petites pieces expérimentales (1-10 mm
d'épaisseur et 30 mm de diametre) pouvant résister a des températures maximales de 2000°K
(température de surface) et a un gradient de température de 1000°K. Divers échantillons en
FGM ont été fabriqués comme des disques en SiC/C, AIN/sic, PSZ /acier, PSZ/Ni, TiC/Ni,
Cr3C2/Ni, TiB2/Cu ; des ogives en SiC/CC et des tiges de PSZ/Ni.

Un petit essai de poingonnement a été concu pour évaluer I'énergie a la rupture d'un disque
mince en FGM. Deux méthodes ont été développées pour I'évaluation de la résistance au choc
thermique jusqu'a 2000°K ; L’irradiation par un forte lampe en xénon et une méthode basée sur

le chauffage en utilisant un mélangé de gaz d'oxygéne/hydrogéne comme flamme de braleur.
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Les petites chambres de combustion pour des moteurs fusées faites de formations SiC/CC par
CVDI/CVI et de Zr02/Ni par jet de plasma/galvano ont subis des essais de combustion au
laboratoire aérospatial national.

Bien que ce programme ne soit pas prolongé au-dela de la recherche fondamentale, il a établi
I'orientation future pour continuer la recherche en FGM dans le monde entier. Plus tard le

concept FGM a été applique dans plusieurs industries et méme dans les productions en série.

A nos jours, des outils de coupe de haute performance en TICN/WC/Co, Ni et des lames de
rasage faites de composés intermétalliques Al-Fe/ acier inoxydable ont été commercialisés

(Ichiro chiota 1996). Cependant, d'autres applications commerciales sont encore limitées.

1.3.2. Pour des utilisations fonctionnelles (la conversion directe de I'énergie

thermique en énergie électrique) :

Puisqu'on s'est attendu a ce que le concept FGM s'applique aux matériaux aussi bien pour des
usages fonctionnels que pour des applications structurales, un nouveau projet de cing ans a été
lancé en 1993 dans le but d'appliquer le concept FGM au développement de ’énergie de

conversion des matériaux thermoioniques et thermoélectriques.

Les convertisseurs TIC (en conversion ionique) et TEC (en conversion électrique) peuvent
produire de I’énergie électrique directement a partir de 1'énergie thermique par 1'écoulement
d'électron produit dans I'espace ou dans un solide sous un différentiel a hautes températures. La

figure. 1.4 montre ce programme continu.

Dans ce systéme hybride de conversion directe d'énergie, un TIC et un TEC sont combinés, et
I'énergie solaire est utilisée comme source de chaleur pour créer un gradient de température de
~2000°K a ~300°K.

La conception et I'optimisation des champs gradués sous un potentiel électronique et élastique
devraient mener a une efficace conversion avec la relaxation de la contrainte thermique. Ainsi
le développement de I'architecture du FGM qui combinerait les propriétés structurales et

fonctionnelles est un autre but de ce programme.
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Figure. 1.4 : Un schéma illustrant le systéme de conversion direct hybride d'énergie
(Ichiro chiota 1996).

1.4. Les propriétés matérielles effectives des FGMs (homogénéisation)

La fabrication des FGMs peut étre considérée par le mélange de deux phases distinctes de
matériaux, par exemple, un mélange distinct d'un métal et une céramique. Souvent,
I'information précise de la forme et de la distribution des particules peut ne pas étre disponible.
Ainsi, les propriétés effectives des matériaux FG, module d'élasticité, module de cisaillement,
la densité, etc. sont en cours d'évaluation sur la base seulement de la distribution de la fraction

volumique et la forme approximative de la phase disperseée.
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Plusieurs modeles micromécaniques ont éte developpés au cours des annees afin de déduire les

propriétés effectives des matériaux composites macroscopiquement homogenes.

Les approches analytiques, les méthodes d’éléments finis et les modeles micromécaniques sont
fréquemment utilisés pour la modélisation des FGMs. Les sujets les plus importants de la
modélisation des FGMs sont : les déformations élastiques, les contraintes élastiques,
déformation plastique et la déformation au fluage a température élevée, la propagation des
fissures, etc. Les différentes approches analytiques disponibles dans la littérature pour la

modélisation des FGMs sont présentées dans les sections suivantes.

1.4.1 Estimation auto-consistante :

Cette méthode décrit ces estimations par la solution d'un probleme élastique dans laquelle une
inclusion ellipsoidale est noyée dans une matrice possédant les propriétés effectives du matériau
composite. Cette méthode suppose que chaque inclusion de renforcement est noyé dans un
matériau dont les propriétés effectives sont ceux du composite. Cette méthode ne fait pas de
distinction entre la matrice et la phase de renforcement et les mémes modules globaux sont

prédits dans un autre composite dans lequel les roles des phases sont inter-changés.

Elle est donc particulierement adaptée pour la détermination des modules effectifs dans ces
régions qui ont une microstructure squelettique interconnecté comme le montre la Fig. 5a. Il
s'agit d'une méthode d'analyse rigoureuse applicable a des matériaux composites a deux phases
isotropes (Hill R. A 1965, Hashin Z 1968, Bhaskar K, Varadan TK 2001).

1.4.2 Le schéma de Mori-Tanaka :

Un tel procédé fonctionne bien pour les composites avec des régions de la microstructure
graduée ont une matrice continue bien définie et une phase particulaire discontinue comme
illustré sur la Fig. 5b. Cette méthode suppose une petite particule sphérique noyée dans une
matrice. La phase de la matrice (désignée par l'indice 1), est supposée étre renforcée par des
particules sphériques d'une phase particulaire (désignée par l'indice 2).

K1, G1 et V1 représente le module de compressibilité, le module de cisaillement et la fraction
volumique de la phase matrice, respectivement, tandis que K2, G2 et V2 représentent les
propriétés matérielles et la fraction volumique correspondant a la phase particulaire. 1l convient
de noter que V1 +V2 =1.

La densité de la masse effective a un point peut étre donné par la régle de mélange
(p=plVI1 +p2V2) (Mori T, Tanaka T 1973, Benveniste Y. 1987).
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Figure. 1.5 : Deux phases matérielles avec (a) microstructure squelettique, et (b)
microstructure particulaire.

1.4.3 Le modele des sphéres composites assemblées :

Dans ce modeéle, les propriétés effectives des matériaux composites isotropes ont été
déterminées de facon analytique, qui est basée sur I'nypothese simplificatrice dont le matériau
composite est rempli d'un assemblage fractale de sphéres enrobées dans une matrice sphérique
concentrique de diameétres différents, tels que ces spheres remplissent complétement le volume
du composite (Hashin Z. 1962, Hashin Z. 1964).

1.4.4 Le modele des cylindres composites assemblés :

Ce modele est utilisé pour les composites orthotropes et nécessite a la fois que la fibre de renfort
et la matrice sont isotropes, tandis que les volumes représentatifs élémentaires (RVES) de la
microstructure est transversalement isotrope dans des plans matériels qui sont perpendiculaires
a la direction des fibres (Hashin Z. 1964, Hashin Z. 1979).

1.4.5 Les modéles micromécaniques :

Ces modéles des volumes représentatifs élémentaires (RVES) peuvent étre construits par des
simulations en élements finis (EF) pour les matériaux composites isotropes ou orthotropes. Les
méthodes impliquant les modeles EF tentent de simuler avec précision la microstructure réaliste

du RVE, et déterminer la réponse thermomécanique due aux charges appliquées de telle sorte
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que les propriétés des matériaux effectives peuvent étre calculées pour différentes fractions de

volume des constituants.

C'est peut-étre la méthode la plus précise, puisque la microstructure considérée est directement
modélisée par des éléments finis en trois dimensions. Malheureusement, un inconvénient de
cette méthode est que plusieurs modéles doivent étre construits afin de déterminer les propriétés
des matériaux pour différentes fractions de volume de la matiére constitutive; méme si cela peut
étre allégé avec un logiciel approprié qui permet d'automatiser le processus (Reiter T, Dvorak
GJ, Tvergaard V. 1997 et, Caruso JJ, Charnis CC. 1986).

1.5 Domaines d’applications :

Les FGMs (Functionally Graded Materials) s'inscrivent dans une tendance relativement
nouvelle de la science des matériaux. Ce sont des matériaux composites sophistiqués dans
lesquels la composition et la structure se modifient graduellement en fonction du volume,

générant ainsi des changements en conséquence au niveau des propriétés des matériaux.

Les FGMs les plus courants allient la dureté et l'usinabilité du métal a la résistance a la chaleur,

a l'usure et a I'oxydation des céramiques (L.Marin, 2005).

Le potentiel d'exploitation commerciale touche un vaste éventail d'applications industrielles.

Quelques-unes d’entre elles sont accentuées ci-dessous :

1.5.1 aérospatial :

Les FGMs peuvent résister a des gradients thermiques tres élevés, ceci les rend appropriés pour
I’usage. Si la technique de traitement est améliorée, les FGMs sont prometteurs et peuvent étre

employés dans des secteurs plus larges d'espace.

1.5.2 La médecine :

Des tissus vivants comme des o0s et des dents sont caractérisés comme des matériaux
fonctionnellement évalués de la nature, un matériau compatible est nécessaire qui servira

comme bio-tissu d’origine. Le candidat idéal pour cette application est le FGM.

Les FGMs ont un large éventail d’application en chirurgie dentaire, et les applications

orthopédiques pour les dents et le remplacement de 1’os.
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1.5.3L énergie :
Les FGMs sont employés dans les dispositifs de conversion d’énergie. Ils fournissent également

une barriére thermique et sont utilisés en tant qu’enduit protecteurs sur des lames de turbine
dans les turbomoteurs (M. Niino, K. Kisara et M. Mori 2005).

1.6. Revue sur les différentes lois qui régissent la variation des propriétés
matérielles suivant I’épaisseur d’une plaque FGM :

Les matériaux a gradient de propriétés « FGM » consistent en 1’association de deux matériaux
aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition continue de la

composition de la structure et de la distribution des porosités entre ces matériaux de maniere a

optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.
Un matériau FGM peut étre défini par la variation des fractions volumiques.

Considérant une plaque rectangulaire (Fig 1.4), .Les coordonnées x et y définissent le plan de
la plaque, tandis que I'axe z lancé sur la surface moyenne du plan est dans la direction
d'épaisseur.

FGM
E=E(z) o
L =v(z)

Figure 1.6 : Géométrie d’une plaque FGM.
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Les propriétés matérielles, module de Young et le coefficient de Poisson, sur les surfaces

supérieures et inférieures sont différents mais sont déterminés selon les demandes d'exécution.

Cependant, le module de Young E et le coefficient de Poisson v des plaques changent sans

interruption seulement dans la direction d'épaisseur (I'axe z), E = E(z), v=v (2).

L’effet du coefficient de Poisson sur la déformation est beaucoup moins important que celui du
module de Young. Ainsi, on suppose que le coefficient de Poisson de la plaque est constant.
Cependant, le module de Young change dans la direction de I'épaisseur de la plaqgue FGM

suivant une fonction de loi.

La plupart des chercheurs emploient trois fonctions pour décrire la variation de la fraction

volumique qui sont :

1.6. 1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM :

La fraction volumique dans les P-FGM est assurée par une fonction de loi de puissance sous la

forme :

V(z)=(z+h/2jk (1.1)

Ou k est un paramétre matériels et h est 1I’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction volumique

locale v(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent étre

déterminées par la loi des mélanges :
E(Z) = Em +(Ec B Em )V (Z) (1.2)

Ou: Em et Ec sont respectivement les modules de Young de la surface du métal (surface
inférieure : z = -h/ 2) et de la surface du céramique supérieure : z = h/ 2) de la plaque FGM, la
variation du module de Young dans la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée

sur la figure 1.7 ci-dessous :
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Figure 1.7 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.

On distingue clairement que la fraction volumique change rapidement prés de la surface

inférieure pour k <1, et augmente rapidement prés de la surface supérieure pour k >1.
1.6. 2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM :

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance a une plaque
composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur 1’interface ou le
matériau est continu mais change rapidement (G. Bao., L. Wang 1995). Par conséquent, (Chi .
Shyang-ho. , Chung Yen-Ling, 2003) ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en
utilisant deux fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes

parmi toutes les interfaces.

Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par :
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V(2) =+ [hlz”j pour —h/2<2<0
2 hi2
(13)
V,(2) = 1——(h/2 Zj Pour 0<z<h/2
2\ hi2

Et en utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé

comme suit ;

E(z)=V,(z) E, +[1-V,(2)]E, Pour —h/2<2<0 (4

E(z2)=V,(2)E, +[1-V,(2)]E, Pour 0<z<h/2

La figure 1.8 montre la variation de la fraction volumique d'une plaque S-FGM.

N ——
023 | / o/ / ;

0,2 H

(2/h)

0,0 1 I —o—p=0.1
0,1 i //04 —0—p=0.2
02 —- / / . D/ p:0.5

-0,4.‘ o S e

Fraction volumique

Figure 1.8: Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.

1.6. 3. Les propriétés materielles de la poutre E-FGM :

La fonction exponentielle est la plus utilisee pour décrire les propriétés matérielles des

matériaux FGM. Elle s’écrit de la forme suivante :
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E(z)=E,e®*"™"? (1.5)

leln 5
h | E,

La figure 1.9 ci-dessous représente la variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la

plaque E-FGM.
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Figure 1.9 : Variation du module de Young dans une plaque E-FGM.

1.7.Avantages et inconvenients des FGMs :

Les matériaux fonctionnellement gradués présentent des avantages et des inconvénients:

|.7.1.Avantages des FGM :

Outre lI'accomplissement de son objectif principal, c'est a dire de fournir les différents requis
des propriétés en divers points et des surfaces du futur produit qui, pourrait étre réalisé par un
simple revétement (Narottam.P et al, 2011) et beaucoup d'autres soulignent divers avantages
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supplémentaires de la FGM. lls énumeérent certains avantages qui en résultent principalement

de la non-existence d'une interface forte FGM, tels que:

v' Diminuer les contraintes thermiques causées par les différences de coefficients de
dilatation thermique des matériaux utilisés.

v Absence d'une interface nette devrait conduire a un contrble d'ensemble mieux des
contraintes.

v Meilleure cohésion entre différents matériaux, par exemple métal _ céramique.

v Extension de la région fonctionnelle avant d'atteindre la valeur limite de la déformation
plastique.

v Suppression de délaminage.

1.7.2. Inconvénients des FGM :

Le principal obstacle a une application plus large de la FGM est leur fabrication compliquée en
raison de l'inadéquation des propriétés différentes, par exemple, la température de fusion, des
affinités différentes pour divers autres éléments, la taille des particules, la morphologie, etc un
exemple type est un mélange d'un métal avec la température de fusion (T1) et une céramique

avec une température de fusion (T2).

Dans la plupart des cas, un tel couple est habituellement (T1 << T2). Puis, si la température de
fabrication est d'environ (T1), la céramique est encore non fondue et la structure finale contient

des particules de céramique non fondue dans une matrice métallique.

Dans de nombreux cas, une telle structure présente une grande porosité et une petite adhérence
entre les différents composants et son application générale est limitée. Cependant, pour des
applications spéciales, la présence de particules tres dures (carbures) dans une matrice solide

peut étre souhaitable.

D'autre part, travailler autour (T2) va certainement entrainer une oxydation rapide et de
I'évaporation de nombreux métaux. La formation de phases indésirables, etc. Les matériaux
doivent étre fabriqués dans une atmosphére protectrice ou a une basse pression et ces deux
technologies sont tres codteuses (Narottam.P et al, 2011).

1.8. Conclusion :
Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux a gradient de propriétés « FGM », leur
développement, leurs propriétés, leurs avantages et inconvénients ainsi que leurs domaines

d’application.
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Dans le chapitre suivant, on exposera une revue bibliographique sur les différentes theories
rencontrées dans la littérature pour 1’étude de la déformation de cisaillement, ainsi qu’un apergu

des études rapportées sur des plaques en FGMs.
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Chapitre Il : Les Différentes Théories Des Plagues

I1.1. Introduction :

Dans ce chapitre, nous présentons des modeles sur les théories des plaques développées dans la
littérature pour améliorer I'évolution de la variation du champ des déplacements a travers

I'épaisseur des plaques.

On trouve dans la littérature une synthese compléte sur les différents modeéles existants de type
poutres en élasticité tridimensionnelle ou de type plaques (Noor. A. K & W. S. Burton 1989,
Kapania. R. K. & S. Raciti 1989, Kant. T & K. Swaminathan 2000, Carrera. E.2000).

La modélisation des structures multicouches modernes avec une forte anisotropie (par exemple

faible rapport du module de cisaillement transverse de 1’ame par rapport au module de
cisaillement d’¢élasticité longitudinale des peaux dans le cas des structures sandwich) exige des
théories raffinées qui prennent en compte une bonne description du cisaillement transverse
(Nguyen. T. K., K. Sab., G. Bonnet, 2007).

11-2 Modeles classiques

Ces modéles sont basés sur une distribution linéaire des déplacements a travers 1’épaisseur
(Reissner. E & Y.Stavesky 1961,Yang. P.C, C.H.Norris & Y.Starsky 1966) ou les déformations
dues aux cisaillements transverses sont négligées et la normale reste droite et perpendiculaire a

la surface moyenne apres déformation.

11-2.1 Premieres hypotheses fondamentales de la théorie des poutres
11-2.1.1 Principe de Saint venant

Le principe de saint venant s’énonce : La contrainte en un point éloigné des points
d’applications d’un systéme de forces ne dépend que de la résultante générale et du moment
résultant de ce systéme de force, méme si la répartition des contraintes n’est pas la méme, la

solution trouvée sera valable, si on place suffisamment loin le point d’application des charges.

11-2.1.2 Principe de Navier Bernoulli généralisé

L’hypothése de Navier Bernoulli consiste a supposer que les sections normales a la fibre
moyenne restent planes pendant la déformation de la poutre. Cette hypothése qui permet de
calculer les contraintes normales dues au moment fléchissant, est bien vérifiée dans le cas de

flexion pure ou I’effort tranchant est nul.

Par contre, dans le cas de la flexion simple avec effort tranchant, les sections ne restent pas

planes, mais se gauchissent en forme de lettre S trés aplaties.
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De méme lorsque nous étudions la torsion, nous verrons qu’une section non circulaire, ayant

deux de axes symétries, prend sous 1’effet d’un couple de torsion, un gauchissement radial.
Le principe de Navier Bernoulli est fondé sur les observations suivantes :

e Le gauchissement d’une section est toujours tres petit vis-a-vis des dimensions de la
section.

e La variation du gauchissement, lorsqu’on passe d’une section a une section infiniment
voisine, est toujours tres petite, vis-a-vis la distance des deux sections infiniment
Voisines.

e Le principe de Navier Bernoulli revient a négliger le cisaillement et le gauchissement
des sections transversales dans 1’étude de déplacement et de déformation d’un élément
de poutre.

Il est rare de trouver une théorie qui serait applicable a tous les cas possibles (matériau
composite, anisotrope, isotrope, grand nombre de couches, stratification sandwich etc...) et aux
différents domaines (statique, dynamique et flambement), et qui de plus serait simple et facile
et ne codte pas chere en temps de calcul.

La théorie la plus ancienne est celle de Kirchoff (Kirchhoff. G, 1950) qui néglige I’effet de
cisaillement transversal. Elle ne peut en conséquence étre appliquée qu’aux structures tres
minces.

La théorie du premier ordre communément associée a Mindlin Reissner (Reissner.E, 1945), qui
fit I’un des premiers a énoncer ses bases, prend en compte les effets du cisaillement transversal
a travers 1’épaisseur.

Elle conduit, de par I’hypothése des « sections droites restent droites » a un vecteur des
contraintes de cisaillement transverse constant dans 1’épaisseur, en contradiction avec une
représentation quadratique classiqguement obtenue pour les poutres (théorie de Timoshenko) ou
les plaques en flexion.

Pour corriger cette insuffisance, des facteurs dits de correction du cisaillement transverse y sont
introduits. Les éléments finis formulés en déplacement basés sur la théorie du premier ordre
donnent généralement de bons résultats pour les structures isotropes et orthotropes.

Ils deviennent peu précis une fois appliqués aux matériaux composites contenant plusieurs
couches avec une anisotropie trés différente d’une couche a une autre Topdar (Topdar. P, A .H.
Sheikh et N.Dhang 2003), auquel cas il faudrait imposer des conditions de continuité sur les

interfaces.
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Certes, les facteurs de correction du cisaillement transverse, une fois introduits dans les modéles
du ler ordre en déplacement, ont permis de résoudre des problemes de structures multicouches
mais leur évaluations dépend malheureusement du nombre de stratifications.

Pour écarter a jamais ce type de probléme, des théories d’ordre élevé ont été introduites au
début des années 70. La premiére théorie a été proposée en 1969 par Whitney, qui a supposé
un champ de déplacement d’ordre élevé & 3. Elle a donné des résultats précis mais fat
abandonnée en raison de sa complexité théorique ; elle exige en effet un grand nombre de
parametres (Whitney, J.M, 1969).

D’autres théories sont apparues par la suite, chacune d’elles présente des avantages et des

inconveénients, avec des formalismes différents selon le domaine d’application.

11.2.2 Les modeles analytiques des plaques FGM
11.2.2.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT)

On parle d’une plaque mince, lorsque la fleche générée par les déformations de cisaillement
reste négligeable devant la fleche générée par la courbure de la plaque.

Dans le cas d’une plaque homogene isotrope, la part de cisaillement dans la fleche est

directement reliée a 1’élancement (L/h).

Les hypothéses cinématiques adoptées pour les plaques minces, par Kirchhoff, généralisent a
deux dimensions celles adoptées pour les poutres sans déformation en cisaillement, appelées
poutres d’Euler-Bernoulli. Les hypothéses de Kirchhoff reprises par Love (1888) sont les
suivantes :

- La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions (rapport d’élancement h/a ou h/b
< 0.05). Elle possede un plan moyen, également appelé plan neutre.

- Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et normales a celui-
ci aprés déformation (figure 11.1), La déformation en cisaillement transverse est donc négligée.
- Les termes non linéaires du déplacement sont négligés. L’ inertie de rotation est aussi négligée.
-La contrainte normale dans la direction transversale est petite, donc négligeable
comparativement aux contraintes appartenant au plan de la plague.

Ce modele de plaque peut étre référé a (Timoshenko. S.P, S.Woinowsky-Krieger, 1959), et
(Reddy. J.N 1997 et 1999).

Les composantes des champs de déplacements pour cette théorie des plagues minces

s’expriment comme suit :
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UK, Y, 2) = Uy (x, y) 2 %0
OX

1.1
V(% y.2) = Vy (x, y) — 2 e

oy
W(X, Y, z) = Wy (X, Y)

Avec (uo, vo, wo) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

plaque (z=0)
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Figurell.1 : Illustration de la plaque de Love Kirchhoff .

Puisque ce modele ne tient pas en compte 1’effet de cisaillement transverse, il donne des

résultats imprécis pour les plaques épaisses.

111.2.2.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)
Cette théorie (également appelée théorie de Mindlin) est une extension des travaux de
Timoshenko (Timoshenko, S. P., Woinowsky-Kreiger, S., 1959) et est considérée comme une

amélioration de la théorie classique des plaques minces (théorie de Kirchhoff).

Cette amélioration consiste a rajouter la déformation en cisaillement transverse dans les
hypothéses cinématiques. La distribution de cette déformation est supposée constante dans

I’épaisseur. Le champ des déplacements est alors le suivant :

34




Chapitre Il : Les Différentes Théories Des Plagues

u(x,y,z) =up(x,y) +24,(x,y)
V(X Y,2) =V, (X, ¥) + 24, (X, Y)
W(X’ yv Z) = WO (X’ y)

Ou (Uo, Vo, Wo) et (4, , @, ) sont les déplacements dans la surface moyenne et les rotations autour

de l'axe y et x, respectivement, Figurell.2. Le champ de déplacement défini dans I'expression

ci-dessus permet de reprendre la théorie des plaques classique décrite dans la section précédente
oW, oW,

en remplagantg, = ——2, ¢, = ——2.
placant ¢, o d, oy

La FSDT est donc une extension de la cinematique de la CPT par une déformation de

cisaillement transversale de la plaque dans leur hypothese cinématique.

La théorie des déformations du premier ordre nécessite un facteur de correction du cisaillement
qui est difficile a determiner a cause de sa dépendance a la fois, de la géométrie, du coefficient

de Poisson a travers 1’épaisseur, des charges appliquées et des conditions aux limites.

Timoshenko a été le premier a avoir étudié les effets des déformations de cisaillement et de
I’inertie de rotation dans I’analyse des poutres, ¢’est pourquoi le modele de la poutre avec une

théorie du premier ordre est aussi appelé modéle ou poutre de Timoshenko.

™

Figure 11-2 : lllustration de la plague de Reissner-Mindlin (Reddy. J.N, (1997).
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Pour éviter I’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation en

cisaillement d’ordre élevé ont été développées.

11.2.2.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Contrairement a la théorie CPT et la théorie FSDT avec les acceptations de la distribution
linéaire du déplacement par I'épaisseur, la théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution
non linéaire des champs dans 1’épaisseur. Par conséquent, on tient compte des effets de la
déformation transversale de cisaillement et / ou de la déformation normale transversale. Ces

modeles n'exigent pas des facteurs de correction.

Les références sur de tels modéles peuvent étre trouvées dans (Hilderband, F.B, Reissner, E,
Thomas, G.G 1949, Naghdi.P.M, 1957, Reissner. E 1975, Reddy. J.N 1984 et, Kant. T, K.
Swaminathan, 2002).

Plusieurs modeles de plaque ont été introduits, utilisés pour analyser le comportement des

matériaux a gradient de propriétés.

/’ f',~~..hra.c-¢ —
' X

\/ 2 .

Figure 11-3. lllustration de la plaque d’ordre élevé (Reddy. J.N, 1997).
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Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit:

+¥(2) o, (x,Y)

U(,Y,2) = Uy (x,y) — 2 Mo V)
OX

oW, (X, Y)

V(X,Y,2) =V (X, y) -2 +¥(2) o, (x,Y)

wW(X,Y,2) =W, (X, Y)

Avec : (Ug,V,, W, ) et (¢,,4,) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

. ow, ow, .
axes x et y, respectivement (g, :a—°+¢x,(py =—2+¢,), ¥(z) est une fonction de
X

oy
cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. En effet, les déplacements

de la théorie classique de plaque (CPT) est obtenue par en prenant ¥ (z) = 0, alors que la théorie

de premier ordre (FSDT) peut étre obtenue par ¥(z) = z.

Les déplacements de la théorie de déformation de cisaillement du troisiéme ordre (TSDT) de
Reddy (Reddy. J.N, 1997 et, 1999), sont obtenus par :

4
‘P(z)—z(l—ﬁz )

Dans le modéle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. 1l donne une
bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution

d’élasticité tridimensionnelle.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique dans 1’épaisseur .Les

conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

Touratier (M. Touratier 1991) propose le modele sinus (SSDT) qui est différent des autres
modeles d’ordre supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction
trigonometrique sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de

cisaillement dans 1’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme ci-0essous

P(z) = %sin(%zj

Les contraintes de cisaillement transverses determinées par les modéles (sinus) prennent une
forme cosinusoidale dans 1’épaisseur de la poutre. La précision de ce modéle par rapport a la

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.
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La version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
exponential shear deformation plate theory ESDPT) développée par Karama et al. (2003) est

obtenue en prenant :
P(2) =262 et o, =0 1.6

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par Ait Atmane et al. 2010 est

obtenue en prenant :

cosh(r/2) (h/;z)sinh(’;zj

1.7
[cosh(rz/2)—1] £ [cosh(z/2)-1]

P(z2) = et ¢, =0

1.3 Revue sur les différents modeéles de la théorie d’ordre élevé

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs proposent quelques
contributions importantes de développement de modeles d’ordre €levés qui se sont distingués

dans la littérature par 1’expression de la fonction de cisaillement f (2).

Les modeéles sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement a travers

I’épaisseur, et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale dans la
configuration déformée (Figure I1-3) (M. Touratier 1991, Whitney. J.M, 1973, Nelson. R.B &
D.R.Lorch, 1974 et, Lo. K.H & R.M.Christensen, 1977). Nous citons en particulier :

- L’approche d’Ambartsumyan (Ambartsumyan. S.A, 1969) avec :

o

- L’approche de Reissner (Reissner.E, 1945), Panc et Kaczkowski avec ;

f(z):gz(l— 422}

4 3h?

- L’approche de Reddy (Reddy J.N. 1987), Levinson et Murthy (Murthy. M.V.V, 1981)

| f(z):z(l_“_ZzJ

3h®
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Dans le modele de Reddy (Reddy J.N. 1987), le champ de déplacement membranaire est cubique
et le déplacement normal w est constant. Ce modele donne une bonne approximation pour les
contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution élastique tridimensionnelle. La
distribution des contraintes de cisaillement transversal est parabolique dans I'épaisseur. Les

conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

L’approche de Touratier (M. Touratier 1991) avec ;

f(2) = %sin(%zj I8

Touratier propose le modéle "sinus™ qui est différent des autres modeles d'ordre supérieur
puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est
donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement suivant I'épaisseur.

La fonction de cisaillement transverse s'écrit comme suit :

f(z)—%sm[ ) Z(;i)l).[ jm 1.9

72 22 % z* % z°
=zl1- =~ 4+ == _Z = 4 .

Les différents termes du développement correspondent aux différents modeéles cites
précédemment. On obtient la théorie Love-Kirchhoff, la théorie Reissner-Mindlin ou les
modeles d'ordre supérieur. Les contraintes de cisaillement transversal déterminées par le
modele "sinus" prennent une forme cosinusoidale dans I'épaisseur de la plaque. La précision de
ce modele par rapport a la solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy (Reddy. J.N,
1984).

Récemment, Afaq et al (2003) propose un modele exponentiel avec une cinématique plus riche.

La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante :

5]2 11.10

-2
f(z)=ze &
Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et impair de

la variable z alors que la fonction "sinus" [Touratier] ne permet qu'un développement en

puissances impaires.
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I1.4 Nouvelle théorie raffinée de déformation des plaques

Shimpi (Shimpi, R.P. 2002) a développé un modele raffiné pour les plaques isotropes (RPT :
Refined Plate Theory). Les caractéristiques les plus intéressantes de cette méthode et qu’elle ne
contient que deux variables qui donne seulement quatre inconnus a trouvés au lieu des cing
dans le cas classique. En plus, cette théorie n’exige pas de facteur de correction de cisaillement
et donne une distribution parabolique de cisaillement a travers 1’épaisseur de la plaque. Aussi,
elle présente beaucoup de similitudes avec la théorie classique des plagues quant aux équations
du mouvement, les conditions aux limites et les expressions des moments. Ait Atmane et al.

2010 ont adaptée cette théorie pour la flexion des plaques FGM.

Récemment Thai et Kim (Thai, H.-T. et Kim, S.-E. 2010 et 2011) et Hadji et al. (2011) ont
adapté la RPT, avec succes, au flambement des plaques orthotropes, et a la vibration libre des

plaques stratifiées et sandwiches respectivement.

11.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons donné un apercu sur les différents modeles de calcul des plaques

minces et épaisses, ainsi que les travaux effectués par plusieurs chercheurs dans ce domaine.

A travers notre lecture de la littérature en matiére de théories d’ordre élevé, il apparait que
celles-ci sont certes intéressantes du point de vue précision, mais demeurent néanmoins

colteuses en temps de calcul et assez complexes en termes de formulations.
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Chapitre I11: Formulations Théoriques De La Fléche Et La Vibration
Des Plaques FG Epaisses

I11.1 Introduction
La présente étude vise a proposer une théorie quasi-3D simple avec seulement cing variables
pour la flexion et la réponse dynamique des plaques FG, avec un champ de déplacement en

fonction d'une variation sinusoidale.

En considérant I’utilisation des termes d’intégrales au champ de déplacement, le nombre de
variables de la théorie est réduit, ce qui permet d'économiser le temps de calcul. Sur la base du
principe d’Hamilton, les équations de mouvement sont obtenues et résolues pour resoudre des

problemes de flexion et de dynamiques d'une plaque simplement appuyée.

I11.2. formulations théoriques

La cinématique de la théorie quasi-3D en considérants une distribution sinusoidale pour toutes

les composantes de déplacement est généralement donnée par:

UK, Y. 2,) = Uy (X, y,t)—z%+ (D), (% Y.)

0

V0, Y, 2,0) =V (X, Y, 1)~ 2 aaV; + 1@, (6 V.0

W(X, Y, z,t) =w, (X, y,t) + g(2)p, (X, ¥,1)

Ou uy,V,, Wy, 9, etep,sont les six déplacements inconnus du plan médian de la plaque, et

f (2) est une fonction de forme indique la distribution des contraintes et des déformations de

cisaillement transverse a travers I'épaisseur de la plague. Dans ce travail, la fonction de forme

choisie est la fonction sinusoidale donnée par Touratier (Touratier, M. 1991) comme :

df (2)

f(z)=%sin(%zj ot g(2)==_"

Avec h est I'épaisseur de la plaque. En considérant que ¢, = J'e(x, y)dx et ¢, = j@(x, y)dy,

la cinématique de la théorie quasi-3D proposée peut s'exprimer sous une forme simple comme :
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u(x,y,z,t)y=u,(x,y,t) - Z%-I-kl f(z)f@(x, y,t) dx
OX

V(X,y,2,t) =v, (X, y,t) - z% +k, f (z)j@(x, y,t)dy

W(X, Y, Z,t) =w, (X, y,t) + g(2)@, (X, ¥, 1)

Les coefficients k, et k, dépendent de la géométrie. On peut observer que la cinematique dans
I'équation (111-3) utilise seulement cing inconnues (u,, v,, W,, @ ete,).Les contraintes non

nulles associées au champ de déplacement dans I'équation. (I11-3) sont:

x &y Ky Ky , /0
g, p=1¢y p+zaky o+ F(2)1k; ¢, { yZ}:g(z){ {f},gzzg'(z)af
s V% Xz
7xy 7>(<)y k:y kxy 4
Ou
auy W,
&° ox kP ox’ ke k,0
gl t= Ny , <k? _ 9w, , kS k,0
y 8X y ayZ y a 2 a
0 b s
7y %_{_% Ky o%w, Ky klajé’dx+k2&j9dy
oy OX - Oxdy
0 kzjedy-l-%
{7éz}= Vi a0,
7l | Jodxs 2
OX
Et
. dg(z
7= 92
z

On peut observer a partir de I'équation (111-4) que les contraintes de cisaillement transversales

(747 ) sont nuls sur les surfaces supérieure (z =h/2) et inférieure (z = -h/2) de la plaque.

Un coefficient de correction de cisaillement n'est pas donc nécessaire.

Les intégrales utilisées dans les équations ci-dessus doivent étre résolues par une procédure de

type de Navier et peuvent étre exprimées comme suit :
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2’6 o o0
—|0dx=A=—- od —B' 0 dx —A'— Qdy=B'"—
I o y J f oy -6

Ou les coefficients A" et B'sont considéres selon le type de solution utilisée, dans ce cas par la

méthode Navier. Par conséquent, A", B', k, et k, sont exprimés comme suit :

A-—l Bl K =alk, =p I1-7
o

Ou « et g sont définis dans I'expression (111-25Db).

Les relations constitutives d'une plaque FG peuvent étre exprimées comme sulit :

o,|] [C, C, C, O 0 0 1le,
Oy Cho Cp Cp 0 0 0 ||¢y
g, _ Cis 23 Cy O 0 0 |]e, 11-8
Ty 0 C, O 0 |7y
Ty 0 0 0 0 C.o 0 [|7re
7, | O 0 0 0 0 Cull7y

Ou Cj;sont les constantes €elastiques tridimensionnelles définies par :

C, = __(U-vE@) I11-52
S () U )
v E(2)
c,=C.=C,=—-~~2 .
12 13 23 1—20)1+v) 111-9b
E(z)
Cu=Css=Cq = 21+ ) ' 111-9¢

Avec E(z) et vsont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson d'une

plaque FG.

Dans ce travail, deux méthodes d’homogénéisation sont utilisées pour calculer le module de

Young : (1) la distribution exponentielle, et (2) le schéma de Mori-Tanaka.

Pour la distribution exponentielle, le module de Young est donné par (Belabed et al 2014,
Zenkour et al 2007).
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E(Z) — Eoe p(0.5+z/h)

11-10
OuE, =E, etE, =E,e” présentent les module de Young des surfaces inférieure et
supérieure de la plaque FG respectivement. E, est le module de Young de la plaque homogéne,
et p estun coefficient variable non négatif (la loi de puissance) qui contrdle la variation de la
matiere dans I'épaisseur de la plaque.
Pour le schéma de Mori-Tanaka, le module de Young est donné comme (Benveniste (1987),
Mori et Tanaka, (Mori T, Tanaka, K. 1973).
\Y
14y | e 1+v
E., 3-3v
Ou les indices met cdésignent respectivement les constituants métalliques et céramiques, G
est le module de cisaillement. Les fractions de volume de la phase métalliqueV_, et de la phase
céramique V,sont définies par :
p
Vo1V, et V. =[142 111-12
2 h
La densité effective p(z)est déterminée en utilisant la distribution donnée par la loi des
mélanges de Voigt comme (Reddy, J.N. 2000) :
P(2)= P + (P = Pu Ve 111-13
Le principe d’Hamilton est employé ici pour déduire les équations du mouvement. Le principe
peut étre exprimé analytiquement comme :
T
j(au +6V -8K)dt=0 11-14
0

Ou oU est la variation de I'énergie de déformation, 6V est la variation du travail externe
effectué par la charge extérieure appliquée a la plaque, 6 K est la variation de I'énergie
cinétique.

La variation de I'énergie de déformation est exprimée explicitement par :
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sU = j[axagx 10,58, 40,08, + T8 Py + 7020 Vyy + T8 1 |AV
\Y

=[N0 + N5 0 + N8l + N, 8%, + MESKD + MESKE + M2 5K,
A

11-15
FMESKS +MESKS + M5 kS, +S58 75, +858 7 [dA=0
Ou Aest la surface supérieure de la plaque, et les résultantes des efforts, N ,M et S sont
exprimées par :
h/2
(N, MP M7 )= [z, flodz, (i=xy.x);
e 11-16
h/2 hi2
N, = jg'(Z)Ude et (SXSZ,S;Z): Ig(TXZ,Z'yZ)dZ
—h/2 ~h/2
En substituant de I'équation (111-4) dans I'équation (111-8), et les résultats trouvés dans I'équation
(111-16), peuvent étre écrites en termes de déplacements généralisés (u,,v,,w,,d,9,) comme :
au,
OX
NX A11 A12 O Bll BlZ O 8151 BlSZ O XlS ay
Ny A12 A22 O BlZ BZZ O 8152 BZSZ O X23 %4—%
N, o 0 A, O O B, 0 0 By O ayazwax
b S S
Mx Bll BlZ O Dll D12 O Dll D12 O Y13 - axzo
b s S
M, _ B, B, 0 D, D, 0 D Dp 0 Yy GZWO N1-17a
My 0 0 B 0O D, 0 0 D O B
M; Blsl Blsz 0 Dlsl Dlsz 0 Hlsl H152 0 le _ZaZWO
M; B, B, 0 D, D;, 0 H H; 0 Y; OX oy
M, 0O 0 B, 0 O D O 0 H 0 k,0
N, _X13 Xos 0 Y3 Yy 0 Y153 sts 0 Zss_ k20 ,
(k, A'+k,B") oo
oxoy
?,
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, 00 a(p
: : kB 29 0P
{S }z{A““ 0} o oy 11-17b

yz
Sel L0 Al p 20, 0.
OX  OX

Xz

ol
h/2
)= jcij Lo2(@).2.2% F(2).2 1 (2), F 2 ()} I11-18a

-h/2

h/2
(XY ¥5.24)= [12,1().0'@)g (10,02 lll-18b

ijr i tij o<
-h/2

(A A;. By, Dy B} D} H;

Le travail virtuel des charges extérieures s’écrit encore sous la forme suivante

SV =—jq5wodA 11-19

Ou q est la charge transversale appliquée.

La variation de I'énergie cinétique est donnée par :

SK =j[u5u VSV +WS W] p(z) dV

=j {16[Up8U, + V8V + Vg W, |+ Jo (@, 5 Wiy + W, 5 @, )

OX o oy

.@ L0 54 J (sz,)[.@ L9050 B
ox o oy

)
[aw 05 Wy _ iy aawoJ Lk [(k AY [aa 850]+(k2 B,)z(%é%én
o

ll(uo AW, awo L 65w0 , Oy 5\70J

+J;

+

OX ay oy OX OX

aw 056 00 85 i, J+(k2 B-)(a;;o agye' +%9658;N° B+ Ko (0.6, )}dA 111-20

I,

JZ
OX ©OX ax OX

o(z) est la masse volumique exprimée par I'équation (111-13) ; et (1,,J,,K,) sont les inerties

massiques qui sont définies par :
h/2

Il z,2° p(Z)dZ 11-21a
-h/2

h/2
(30,9,3,)= [(g. 1.2 f)p(z)dz I11-21b
—h/2
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h/2
(Ko, Ky)= [(g2, £2)p(2)dz NI-21c
-h/2

Les équations de mouvement peuvent étre déduites en remplacantsU ,sV et K des
équations (111-15), (I11-19) et, (111-20) dans I'équation (I11-14), intégrant par parties et en

collectant les coefficients s u,,dv,,0W,,66,¢et o ¢, :

N, 0N, j
5u0:aX+—y=|0uo— all kAJ%
OX oy ox OX
oN,, oN i j
svg: 2 Ty gy, Moy gy 9
OX oy oy

aZMb 62Mb aZMb a av 2 9
swy: S0k 28 T LT i+ 1y 0 Yoy v, + 3, kAa‘g szae 13,6,
ox? oxoy  oy? ox oy ox? oy?

aZMS s ass ..
501 -k M5 —k, M} —(k,A+k, B') +k, pBe +k, B —2 = ~J, |k a o +k, B’ No
OXoy OX oy OX oy
2
[(k A)ZZG +(k, B ‘MJ (kAaaWO Tk, BaWOJ
X 2 X I-22

=Jo Wy + K, 9,

S

as iz + aS yz
OX

op,:—N,+

En remplacant I'équation (I11-17) par I'équation (111-22), les équations de mouvement de la

théorie de déformation du cisaillement sinusoidale quasi-3D de cette étude peut étre écrite en
termes de déplacements (u,,v,,w,, €, ¢,) comme suit:

A1dygUg + Age AU + (A12 + Aﬁﬁ)d12VO + Xy30,0, — Byyd; 140, _(Blz + ZBee)dlzzwo

+(BE (kyA+k, BY) dypn0 + (BSK, + B ky ) 010 = Ity — 1, dyviy + 3 A'kyd, 6, 111-23a

A daaVo + Agg A1V + (A, + Agg) dioUg + X 550,00, — By AWy — (B, +2Bgs ) dyy W 1-23b
+(BS, (ky Ak, BY)) dypof -+ (Biok, + Bik, ) d,0 = 14 — 1y dyW +3, Bk, d,6),

Byy dyy g + (Byy + 2Bgg )dipollg +(Byy +2Bgg )iV + Byy Vg + Yig Ay, +Yo3 050,
— D303, Wy = 2(Dy, +2Dgq ) dy3p Wy — Dyp oW + (Dlsl k, + Dy, kz) dy,0 111-23c¢
+ Z(Dge (k1A'+sz')) dyqp00 + (D1szk1 + D252k2) dy0+q=1,W, + 1, (dluo +d, Vo)

1, (i + Ayl )+ 3, (kA dyyf 4k, B o)+ 3, 5,
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—(BEK, + Bk, Jdyug — (BE (ky Ak, B7))d 5500 — (BEs (ky Ak, BY) dyiavo — (BEk, + B3k, )d,vg

— kY130, =K, Y550, + (Dlslkl + Dp5k, )ano +2 (Dge (klA'+kZB‘))d1122WO + (DlsZkl + D3k, )d 22Wo
“HEKZ 0-HE, K20 -2HE K, ky0 — (K Ak, B HE Jd1p0 + A (K, B dyp + ALy (ky A) dyy0
+ A% (K;B) dy, + Ass(kyAY) dysgp, = =3, (ky A'dylig +k, B'd,Vg ) +3, (ky A'dygilg +k, Bd i )

— Kok AV dyyf + (k, B 08

111-23d
- X13d1u0 - Xzs dzvo - Zsa(Dz +Y13 dllWO +Y23 dzzwo

+ (A, _sta)(szl)dzzHJr (A% —Y43) (kl Al)d110+ AL dyp, + A dyp, =3, ¢, + KW, ll-23
- e

Oudy, dy et djy sont des opérateurs différentiels.

0° 0° o

di=—2 dy=—o— diyy =,
ook Y oo ™ oxiox ;o 0%,

0
di=— (i i =12). 111-24
i axi’(l’J'I’m 12)

111.3. solutions analytiques
Dans cette partie, une plaque rectangulaire simplement appuyée est considérée avec une

longueura et une largeurb, sous une charge transversaleq. En utilisant la procédure de la

solution de Navier, les expressions des déplacements (u,,v,,w,,0, ¢,) sont prises:

g U,.e"" cos(a x)sin(B y)
VO 0 © anei”t Sln(a X) COS(ﬂ y)
Wy = 2 21 W€ sin(e )sin(5 ) 1125
0 m=Ln=l | X e sin(a x)sin(B y)

?, Y e sin(a x)sin(B y)

Avec :

a=mzlaet f=nx/b [11-25b

Oui=+v-1, (U, Vin Wi s X Ymn) SONt les amplitudes maximales des déplacements, et @
la fréquence des vibrations. La charge transversale q est également exprimée par la série double

de sinus de Fourier comme :

o0 0

q(x, y)=>">"Qu sin(a X)sin(B y) 111-25¢

m=1 n=1
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Pour le cas d'une charge répartie sinusoidale, le coefficient Q,, = q,indique l'intensité de la

charge au centre de la plague. En remplacant les équations (111-25) dans les équations (111-23),

les solutions analytiques peuvent étre déterminées par :

Sii S Sz Sy S _mll o m; m, O U 0
Stz Sy Sy Sy Sy 0 my my m,, O Vi 0
Siz Sy Sy Sy Sy — o’ My My My My, My | KW, r=14Qy, 11-26
Sy Sa Sz Su S m, m, my, m, O X 0
1S5 Sys Sz Sus Sss | | 0 0 myy 0 my|)( Yo 0
ou
S = aZBll +:BZA66’ S, =afB(A, +Ag) s Siz= _aaBn —0(,32(512 +2By;)
s, = —a(k, B}, +k, Bf2)+aﬂ2 Bes (K, A+k,B"), 85 =—aXy;, S, = aere +ﬂ2A22
Sy = _azﬂ(Bﬂ +2By;) _,838221 S, = —B(KB, +K,Bj,) + azﬂ(klA'+sz')B§6
Sys = X3 Szz = a4D11 +:54D22 +2a2,32(D12 +2Dg)
Syy = azlelsl + (k2a2 + klﬂZ)Dls2 +,sz2 D;, - 2a2ﬂ2 (k,A+k,B")Dgg
S35 = a2Y13 + :82Y231
S = klelsl + k22H252 + 2k k,Hy, +a2ﬂ2(k1Al + sz')z Hee +a2(k1Al)2A€f5 +ﬂ2(sz‘)2 AL
Sus = K Y3 + K, Y5 + azklA'Asss +ﬁ2sz'A4s4’ Sg5 = a2A§5 +IB2A4S4 +2Z4
My=—al, m,=my,=1,, m,=akAJ;, m,=-41,, my,=p5k,BJ,,
my, =1, + Iz(a'2 +ﬂ2), m,, :—Jz(klA'Ot2 +kZB'ﬂ2),
m,, = Kz((klA')zaz +(sz')2,32)’ Mas = Jg, Mgs =K,
1i-27
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I11.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une solution des problémes de vibration libre ainsi que
de la flexion par une nouvelle théorie de déformation du cisaillement sinusoidal quasi-3D avec
cing variables, appliquée sur les plaques en FGM simplement appuyée.

Les résultats présentés dans les chapitres suivants permettent d’apprécier clairement I’apport

de cette théorie en les comparants avec les résultats des autres théories d’ordre €levé.
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Chapitre IV : Résultats Et Discussions

IV.1. Introduction

Dans cette section, divers exemples numériques sont présentés et discutés afin de vérifier
I'exactitude de la théorie actuelle dans la prédiction de la flexion, et de la vibration des plaques
FG simplement appuyées. Les résultats obtenus sont comparés a ceux rapportés dans la

littérature.

IV.2. Résultats numériques

IV.2.1. Résultats pour le probléeme de flexion

Considérons une plaque FG simplement appuyée soumise a des charges sinusoidales. Le
module de YoungE(z) est considéré comme variant exponentiellement dans I'épaisseur de la
plaque (équation I11-10). La variation de la fonction exponentielle v (z)=eP©®5#" 3 travers
I'épaisseur de la plaque est démontrée dans la figure 1\VV-1 pour différentes valeurs dep. Le

coefficient de Poisson de la plaque est supposé étre constant a travers I'épaisseur et égal a

v=0.3. Les différents parametres adimensionnels utilisés sont :

—  10E,h® (b —  10Eh® (a b
u(z) = ul0,—,z |, w(z)= ul —,—,z |,
(2) o ( 3 j (2) el e

Yo Go@
E(Z)—ia ab, oy(2) = hza ab,
X q0a2 X 2121 ’ y qoaz y 252! ’ IV_l
- 10h? - h b
Txy(Z)Zq)?TXy(O,O,Z), sz(Z):%TXZ [O,E,Zj,
- h a
Tyz(Z):@Tyz (E,O,Zj

Les déplacements et les contraintes non dimensionnels sont présentés dans les tableaux 1V-1,
V-2, IV-3 et IV-4 pour différentes valeurs du rapport b/a, du rapport d’épaisseura/h, et du
paramétre matériel p. Les répartitions des déplacements et des contraintes non dimensionnelles
a travers I'épaisseur sont également présentées dans la figure V-2 pour une plaque épaisse en
FGM aveca/h=4 et p=025.

Les résultats calculés sont comparés aux solutions exactes 3D (Zenkour, A. 2007), et quasi-3D
(Zenkour, A. (2007), Mantari, J.L., Guedes Soares, C. (2013), Mantari, J.L., Guedes Soares, C.
(2012a), Thai, H.T., Vo, T.P., Bui, T.Q., Nguyen, T.K. (2014). Il convient de noter que les
solutions quasi 3D (Zenkour, A. (2007), Mantari, J.L., Guedes Soares, C. (2013)) sont basées
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sur une variation trigonométrique des déplacements en plan et transversal, tandis que les
solutions quasi 3D (Mantari, J.L., Guedes Soares, C. 2012a) sont basés sur une variation cubique
des déplacements dans le plan et une variation parabolique du déplacement transversal dans
I'épaisseur. En outre, les résultats de HSDT (Mantari et Guedes Soares 2012b) sont également
donnés pour démontrer I'importance d'introduire I'influence de I’étirement dans I'épaisseur.

La solution HSDT ((Mantari and Guedes Soares 2012b) est baseée sur une variation
trigonométrique des déplacements dans le plan et un déplacement transversal constant a travers
I'épaisseur (c'est-a-dire que l'effet d'étirement d'épaisseur est negligé s, =0

On constate que les reésultats calcules sont en excellent accord avec les solutions 3D et quasi
3D, en particulier celles de Mantari et Guedes Soares (Mantari, J.L., Guedes Soares, C. (2013)
et, Mantari, J.L., Guedes Soares, C. (2012a)). La théorie quasi-3D proposée donne les mémes
résultats a ceux de la théorie quasi-3D sinusoidale (Zenkour, A. 2007).

Il convient de noter que la théorie proposée est encore plus simple que la théorie quasi-3D
sinusoidale (Zenkour, A. 2007), car, dans la théorie actuelle, seuls cing inconnus sont utilisés
alors que dans la théorie de Zenkour (Zenkour, A. 2007), on retrouve six inconnus. Puisque la
présente théorie quasi-3D et les autres théories quasi-3D introduisent I'influence de 1’étirement
d'épaisseur, leurs résultats sont tres proches les unes aux autres. Cependant, le HSDT (Mantari,
J.L., Guedes Soares, C. (2012b),), qui néglige cet effet, fournit des résultats inexacts et surestime
legerement le déplacement transversal, en particulier pour les plaques trés épaisses c'est-a-dire
a/h=2(voir les tableaux IV-1 et, IV-3).

Les erreurs dans la HSDT sont réduites avec I'augmentation du rapport d'épaisseur a / h. En
général, la théorie quasi-3D proposée est tres précise et comparable a la solution 3D, méme
dans le cas des plaques trés épaissesa/h=2.

Il faut indiquer que la théorie proposée se compose de cing inconnues, tandis que le nombre de
variables dans la HSDT (Mantari, J.L., Guedes Soares, C. (2012b),) et les autres théories quasi 3D
(Mantari et Guedes Soares, 2013 et 2012a ; Zenkour, A. (2007)) est cing et six, respectivement.
Par conséquent, on peut conclure que la théorie quasi-3D développée n'est pas seulement plus
précise que la HSDT ayant les mémes cing inconnues, mais aussi comparable aux théories

quasi-3D possédant plus de variables.
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Tableau IV-1: les fléches non dimensionnelles w(o) des plaques (a/h=2).

b/a Théorie p
0.1 0.3 0.5 0.7 1.0 15
6 3D (Zenkour, 2007) 1.6377 1.4885 1.3518 1.2269 1.0593 0.8261
Quasi-3D (Zenkour, 2007) 1.6294 1.4731 1.3307 1.2010 1.0282 0.7906
Quasi-3D® 1.6365 1.4795 1.3364 1.2062 1.0333 0.7939
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.6367 1.4796 1.3365 1.2063 1.0327 0.7939
Présente 1.6294 1.4731 1.3307 1.2010 1.0282 0.7906
HSDT® 1.7347 1.5688 1.4182 1.2815 1.1003 0.8500
5 3D (Zenkour, 2007) 1.6095 1.4601 1.3261 1.2035 1.0391 0.8102
Quasi-3D (Zenkour, 2007) 1.5983 1.4449 1.3052 1.1780 1.0086 0.7754
Quasi-3D® 1.6053 1.4513 1.3109 1.1832 1.0135 0.7787
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.6054 1.4513 1.3110 1.1833 1.0130 0.7787
Présente 1.5983 1.4449 1.3052 1.1780 1.0086 0.7754
HSDT® 1.7025 1.5397 1.3919 1.2576 1.0798 0.8340
4 3D (Zenkour, 2007) 1.5515 1.4101 1.2807 1.1624 1.0035 0.7824
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 1.5435 1.3954 1.2605 1.1376 0.9740 0.7487
Quasi-3D® 1.5504 1.4017 1.2661 1.1427 0.9788 0.7520
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.5505 1.4018 1.2662 1.1428 0.9783 0.7520
Présente 1.5435 1.3954 1.2605 1.1376 0.9740 0.7487
HSDT® 1.6458 1.4885 1.3455 1.2157 1.0437 0.8060
3 3D (Zenkour, 2007) 1.4430 1.3116 1.1913 1.0812 0.9334 0.7275
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 1.4354 1.2977 1.1722 1.0579 0.9057 0.6962
Quasi-3D® 1.4421 1.3037 1.1776 1.0628 0.9104 0.6993
Quasi-3D© 1.4419 1.3035 1.1774 1.0626 0.9096 0.6991
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.4422 1.3038 1.1777 1.0629 0.9098 0.6993
Présente 1.4354 1.2977 1.1722 1.0579 0.9057 0.6962
HSDT® 1.5341 1.3784 1.2540 1.1329 0.9725 0.7506
2 3D (Zenkour, 2007) 1.1945 1.0859 0.9864 0.8952 0.7727 0.6017
Quasi-3D (Zenkour, 2007) 1.1880 1.0740 0.9701 0.8755 0.7494 0.5758
Quasi-3D® 1.1941 1.0795 0.9750 0.8799 0.7538 0.5786
Quasi-3D© 1.1938 1.0793 0.9748 0.8797 0.7530 0.5785
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.1942 1.0796 0.9751 0.8800 0.7532 0.5786
Présente 1.1880 1.0740 0.9701 0.8755 0.7494 0.5758
HSDT® 1.2776 1.1553 1.0441 0.9431 0.8093 0.6238
1 3D (Zenkour, 2007) 0.5769 0.5247 0.4766 0.4324 0.3727 0.2890
Quasi-3D (Zenkour, 2007) 0.5731 0.5181 0.4679 0.4222 0.3612 0.2771
Quasi-3D® 0.5779 0.5224 0.4718 0.4257 0.3649 0.2794
Quasi-3D© 0.5776 0.5222 0.4716 0.4255 0.3640 0.2792
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.5780 0.5225 0.4719 0.4258 0.3642 0.2794
Présente 0.5731 0.5181 0.4679 0.4222 0.3612 0.2771
HSDT® 0.6363 0.5752 0.5195 0.4687 0.4018 0.3079
@ Mantari et Guedes Soares (2013)
®) Mantari et Guedes Soares (2012a)
®) Mantari et Guedes Soares (2012¢)
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Tableau IV- 2: les fleches non dimensionnelles w(o)des plaques (a/h=4).

b/a Théorie p
0.1 0.3 0.5 0.7 1.0 1.5
6 3D (Zenkour, 2007) 1.1714 1.0622 0.9633 0.8738 0.7550 0.5919
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 1.1668 1.0551 0.9535 0.8611 0.7382 0.5697
Quasi-3D® 1.1703 1.0583 0.9563 0.8636 0.7403 0.5713
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.1703 1.0583 0.9563 0.8636 0.7403 0.5713
Présente 1.1668 1.0551 0.9535 0.8611 0.7382 0.5697
HSDT® 1.1920 1.0789 0.9767 0.8844 0.7623 0.5955
5 3D (Zenkour, 2007) 1.1459 1.0391 0.9424 0.8548 0.7386 0.5790
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 1.1414 1.0321 0.9327 0.8423 0.7221 0.5573
Quasi-3D® 1.1448 1.0352 0.9355 0.8448 0.7242 0.5588
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.1448 1.0352 0.9354 0.8448 0.7242 0.5588
Présente 1.1414 1.0321 0.9327 0.8423 0.7221 0.5573
HSDT® 1.1663 1.0556 0.9556 0.8653 0.7458 0.5825
4 3D (Zenkour, 2007) 1.1012 0.9985 0.9056 0.8215 0.7098 0.5564
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 1.0968 0.9918 0.8963 0.8094 0.6939 0.5355
Quasi-3D® 1.1001 0.9948 0.8989 0.8118 0.6959 0.5370
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.1001 0.9948 0.8989 0.8118 0.6959 0.5370
Présente 1.0968 0.9918 0.8963 0.8094 0.6939 0.5355
HSDT® 1.1211 1.0147 0.9186 0.8317 0.7169 0.5599
3 3D (Zenkour, 2007) 1.0134 0.9190 0.8335 0.7561 0.6533 0.5121
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 1.0094 0.9127 0.8248 0.7449 0.6385 0.4927
Quasi-3D® 1.0124 0.9155 0.8272 0.7470 0.6404 0.4941
Quasi-3D© 1.0124 0.9155 0.8272 0.7470 0.6404 0.4941
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 1.0124 0.9155 0.8272 0.7470 0.6404 0.4941
Présente 1.0094 0.9127 0.8248 0.7449 0.6385 0.4927
HSDT® 1.0325 0.9345 0.8459 0.7659 0.6601 0.5154
2 3D (Zenkour, 2007) 0.8153 0.7395 0.6707 0.6085 0.5257 0.4120
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.8120 0.7343 0.6635 0.5992 0.5136 0.3962
Quasi-3D® 0.8145 0.7365 0.6655 0.6009 0.5151 0.3973
Quasi-3D© 0.8145 0.7365 0.6655 0.6009 0.5151 0.3973
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.8145 0.7365 0.6655 0.6009 0.5151 0.3973
Présente 0.8120 0.7343 0.6635 0.5992 0.5136 0.3962
HSDT® 0.8325 0.7534 0.6819 0.6173 0.5319 0.4150
1 3D (Zenkour, 2007) 0.3490 0.3167 0.2875 0.2608 0.2253 0.1805
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.3475 0.3142 0.2839 0.2563 0.2196 0.1692
Quasi-3D® 0.3486 0.3152 0.2848 0.2571 0.2203 0.1697
Quasi-3D© 0.3486 0.3152 0.2848 0.2571 0.2203 0.1697
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.3486 0.3152 0.2848 0.2571 0.2203 0.1697
Présente 0.3475 0.3142 0.2839 0.2563 0.2196 0.1692
HSDT® 0.3602 0.3259 0.2949 0.2668 0.2295 0.1785

@ Mantari et Guedes Soares (2013)
®) Mantari et Guedes Soares (2012a)
®) Mantari et Guedes Soares (2012¢)
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Tableau 1V-3: les contraintes non dimensionnelles < (h/2) des plaques (a/h=2).

b/a Théorie p
0.1 0.3 0.5 0.7 1.0 15
6 3D (Zenkour, 2007) 0.2943 0.3101 0.3270 0.3451 0.3746 0.4305
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2912 0.3118 0.3339 0.3573 0.3955 0.4679
Quasi-3D® 0.2763 0.2954 0.3159 0.3378 0.3737 0.4416
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2759 0.2951 0.3155 0.3374 0.3730 0.4411
Présente 0.2912 0.3118 0.3339 0.3573 0.3955 0.4679
HSDT® 0.2187 0.2345 0.2512 0.2690 0.2980 0.3498
5 3D (Zenkour, 2007) 0.2967 0.3128 0.3299 0.3483 0.3782 0.4350
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2935 0.3144 0.3366 0.3603 0.3988 0.4719
Quasi-3D® 0.2789 0.2983 0.3191 0.3412 0.3776 0.4461
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2786 0.2980 0.3187 0.3408 0.3768 0.4456
Présente 0.2935 0.3144 0.3366 0.3603 0.3988 0.4719
HSDT® 0.2219 0.2378 0.2548 0.2729 0.3024 0.3549
4 3D (Zenkour, 2007) 0.3008 0.3173 0.3349 0.3537 0.3844 0.4426
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2974 0.3186 0.3412 0.3653 0.4045 0.4786
Quasi-3D® 0.2834 0.3032 0.3243 0.3469 0.3839 0.4537
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2830 0.3028 0.3239 0.3465 0.3832 0.4532
Présente 0.2974 0.3186 0.3412 0.3653 0.4045 0.4786
HSDT®) 0.2272 0.2435 0.2610 0.2795 0.3097 0.3634
3 3D (Zenkour, 2007) 0.3081 0.3252 0.3436 0.3633 0.3953 0.4562
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.3042 0.3261 0.3493 0.3741 0.4143 0.4904
Quasi-3D® 0.2912 0.3118 0.3337 0.3571 0.3954 0.4673
Quasi-3D® 0.2920 0.3118 0.3337 0.3582 0.3963 0.4688
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2909 0.3127 0.3333 0.3567 0.3947 0.4668
Présente 0.3042 0.3261 0.3493 0.3741 0.4143 0.4904
HSDT®) 0.2368 0.2539 0.2721 0.2914 0.3230 0.3788
2 3D (Zenkour, 2007) 0.3200 0.3385 0.3583 0.3796 0.4142 0.4799
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.3146 0.3376 0.3620 0.3880 0.4300 0.5092
Quasi-3D® 0.3042 0.3261 0.3495 0.3743 0.4148 0.4905
Quasi-3D® 0.3049 0.3269 0.3503 0.3752 0.4155 0.4918
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.3040 0.3259 0.3492 0.3740 0.4142 0.4901
Présente 0.3146 0.3376 0.3620 0.3880 0.4300 0.5092
HSDT®) 0.2539 0.2723 0.2919 0.3128 0.3469 0.4064
1 3D (Zenkour, 2007) 0.3103 0.3292 0.3495 0.3713 0.4067 0.4741
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2955 0.3181 0.3421 0.3675 0.4085 0.4851
Quasi-3D® 0.2924 0.3147 0.3383 0.3633 0.4041 0.4785
Quasi-3D© 0.2927 0.3149 0.3385 0.3636 0.4039 0.4790
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2924 0.3146 0.3382 0.3632 0.4034 0.4783
Présente 0.2955 0.3181 0.3421 0.3675 0.4085 0.4851
HSDT®) 0.2943 0.3101 0.3270 0.3451 0.3746 0.4305

@ Mantari et Guedes Soares (2013)

®) Mantari et Guedes Soares (2012a)
®) Mantari et Guedes Soares (2012¢)
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Tableau 1V-4: les contraintes non dimensionnelles o (h/2) des plaques (a/h=4) .

b/a Théorie p
0.1 0.3 0.5 0.7 1.0 15
6 3D (Zenkour, 2007) 0.2181 0.2321 0.2470 0.2628 0.2886 0.3373
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2369 0.2520 0.2683 0.2857 0.3144 0.3699
Quasi-3D® 0.2127 0.2255 0.2393 0.2544 0.2795 0.3294
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2121 0.2249 0.2387 0.2537 0.2787 0.3285
Présente 0.2369 0.2520 0.2683 0.2857 0.3144 0.3699
HSDT® 0.2010 0.2149 0.2298 0.2455 0.2711 0.3192
5 3D (Zenkour, 2007) 0.2206 0.2348 0.2498 0.2659 0.2920 0.3413
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2391 0.2545 0.2710 0.2886 0.3176 0.3737
Quasi-3D® 0.2152 0.2283 0.2424 0.2577 0.2832 0.3337
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2147 0.2277 0.2418 0.2570 0.2825 0.3328
Présente 0.2391 0.2545 0.2710 0.2886 0.3176 0.3737
HSDT® 0.2037 0.2178 0.2329 0.2488 0.2747 0.3235
4 3D (Zenkour, 2007) 0.2247 0.2392 0.2546 0.2710 0.2977 0.3482
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2429 0.2586 0.2754 0.2934 0.3230 0.3800
Quasi-3D® 0.2196 0.2330 0.2475 0.2633 0.289%4 0.3411
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2190 0.2324 0.2469 0.2626 0.2887 0.3402
Présente 0.2429 0.2586 0.2754 0.2934 0.3230 0.3800
HSDT® 0.2082 0.2226 0.2380 0.2544 0.2808 0.3307
3 3D (Zenkour, 2007) 0.2319 0.2469 0.2629 0.2800 0.3077 0.3602
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2493 0.2656 0.2831 0.3017 0.3323 0.3911
Quasi-3D® 0.2272 0.2414 0.2666 0.2731 0.3004 0.3540
Quasi-3D© 0.2286 0.2429 0.2583 0.2749 0.3024 0.3563
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2267 0.2408 0.2560 0.2725 0.2997 0.3532
Présente 0.2496 0.2656 0.2831 0.3017 0.3323 0.3911
HSDT® 0.2162 0.2312 0.2472 0.2642 0.2917 0.3435
2 3D (Zenkour, 2007) 0.2431 0.2591 0.2762 0.2943 0.3238 0.3797
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2588 0.2761 0.2946 0.3143 0.3464 0.4079
Quasi-3D® 0.2395 0.2550 0.2715 0.289%4 0.3187 0.3756
Quasi-3D© 0.2407 0.2563 0.2730 0.2909 0.3204 0.3776
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2391 0.2545 0.2710 0.2888 0.3181 0.3749
Présente 0.2588 0.2761 0.2946 0.3143 0.3464 0.4079
HSDT® 0.2294 0.2454 0.2624 0.2805 0.3097 0.3647
1 3D (Zenkour, 2007) 0.2247 0.2399 0.2562 0.2736 0.3018 0.3588
Quasi-3D (Zenkour, 2007) | 0.2346 0.2510 0.2684 0.2870 0.3171 0.3739
Quasi-3D® 0.2237 0.2391 0.2554 0.2729 0.3014 0.3556
Quasi-3D© 0.2244 0.2398 0.2563 0.2738 0.3024 0.3567
Quasi-3D (Thai et al., 2014) | 0.2235 0.2398 0.2551 0.2726 0.3010 0.3551
Présente 0.2346 0.2510 0.2684 0.2870 0.3171 0.3739
HSDT® 0.2164 0.2316 0.2477 0.2649 0.2927 0.3451

@ Mantari et Guedes Soares (2013)
®) Mantari et Guedes Soares (2012a)
®) Mantari et Guedes Soares (2012¢)
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Figure. IV-1: la variation de la fonction exponentielle v(z) a travers I’épaisseur de
la plaque rectangulaire

IV.2.2. Résultats pour le probleme de la vibration libre

La précision de la théorie quasi-3D développée est également vérifiée grace a l'analyse
dynamique. Considérons une plaque Al / ZrO, simplement appuyée, fabriquée a partir d'un
mélange de métal (Al) et de céramique (ZrO-). Le module de Young et la densité du métal sont

respectivement E,_ = 70GPa et p_ =2702kg/m?, et ceux de la céramique sont respectivement
E. =200GPaand p, =5700kg/m®. Le coefficient de Poisson est considéré comme constant et

égal a 0,3. Le module de Young est estimé a l'aide de la distribution de la loi de puissance avec
le schéma de Mori-Tanaka (l'équation I11-11). Cependant, la densité effective p (z) est
déterminée en utilisant la variation de la loi de puissance avec la regle des mélanges de Voigt

comme indiqué dans I'équation (I'équation I11-13).
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Le tableau V-5 présente la fréquence fondamentale non dimensionnelle » des plaques carrées

pour différentes valeurs d'épaisseur et de I’indice matériel. La fréquence non dimensionnelle
est définie par o= wh,[p, / E,, .

Les résultats de la théorie de déformation de cisaillement quasi-3D proposée, sont comparés
aux resultats de la HSDT de Benachour et al. 2011 et la théorie de déformation de cisaillement
quasi-3D de Matsunaga, H. 2008, Neves et al (2012a et, 2012b), Belabed et al 2014, Alijani et
Amabili 2014 et la solution exacte tridimensionnelle de Vel et Batra (Vel, S.S., Batra, R.C.
2004).

On constate dans le tableau IV-5 que les résultats de la théorie quasi-3D proposée sont en bon
accord avec les résultats obtenus par d'autres théories quasi-3D. La petite différence entre les
résultats de la théorie de la déformation du cisaillement 2D et quasi-3D est due a la négligence

de l'effet d'étirement de I'épaisseur.
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Figure. 1\V-2: la variation des déplacements et des contraintes non dimensionnelles a travers I'épaisseur
de la plaque (a/h =4, p =0.5).
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Tableau IV-5: la comparaison des fréquences fondamentales non-dimensionnelles o

Méthodes a/h—+i0 | =10 | a/n=5 | a/h=10 | a/h=20 | p=2 | p=3 | p=5
Benachour etal. (2011) | =0 | 46220 | 57600 | 56750 | 6.1800 | 6.3200 | 5.6225 | 5.6375 | 5.6650
Matsunaga (2008) 20 | 46582 | 57760 | 5.7123 | 6.1932 | 6.3390 | 5.6509 | 5.6757 | 5.7020
Neves et al. (2012) 0 _ - 54825 | 59600 | 6.1200 | 54950 | 5.5300 | 5.5625
Belabed et al. (2014) #0 | 46501 | 57800 | 54800 | 59700 | 6.1200 | 55025 | 55350 | 5.5625
Alijani and Amabili (2014) | #0 | _4.6606 | 57769 | 54796 | 59578 | 6.1040 | 54919 | 55279 | 55633
Vel and Batra (2004) #0 | 46582 | 57760 | 54806 | 59609 | 6.1076 | 5.4923 | 55285 | 5.5632
Présente 20 | 46743 | 57874 | 54921 | 59788 | 6.1279 | 55134 | 55456 | 55725

1VV.3. Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présente les résultats numeériques de la flexion et de I’analyse de
vibration libre des plagues en FGM simplement appuyée pour la présente théorie de

déformation de cisaillement sinusoidal quasi-3D a cing variables reposant sur une fondation

élastiques, avec la considération des influences de 1’étirement a travers I'épaisseur.

En conclusion, on peut dire que la théorie proposée est non seulement précise, mais fournit

également une approche élégante et facilement réalisable pour simuler le comportement

statique et dynamique des plaques fonctionnellement graduées.
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