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il m’a transmis sa passion de la recherche et la motivation nécessaire pour mener
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d’avoir été à l’écoute lorsque j’en avais besoin et d’avoir cru en mes capacités.

Tous les mots du monde ne sauraient exprimer l’immense amour que je vous

porte. Que Dieu tout puissant vous garde et vous procure santé, bonheur et
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Résumé

Bien que les modèles de durées aient été utilisés depuis le XVIIe siècle, ce

n’est qu’à partir du milieu du XXe siècle qu’un intérêt particulier est donné à

ces modèles.
Dans cette étude, après présentation de différentes approches équivalentes

pour aborder un modèle de durée ; nous mettons l’accent particulièrement sur

la fonction de risque avec ou sans censure tout en introduisant le modèle de

durée “multi-états” sous inférence semi-markovienne. Le cas classique de modèle

de durée devient alors un cas particulier, à savoir un processus à deux états dont

l’un est transient et l’autre absorbant.
Après avoir mis en exergue, les approches classiques paramétrique, non pa-

ramétrique et semi-paramétrique, nous traitons le cas de modèle de Cox sous

inférence semi-markovienne non-homogène forte et sous l’hypothèse que les va-

riables de durée soient à supports bornés. Le problème est traité aussi bien dans

le cas continu que dans le cas discret. Le nombre d’états considéré dans cette

étude est fini ou infini dénombrable. Cette approche commence à intéresser plu-

sieurs auteurs ; nous en citons notamment les travaux de Korolyuk et al. ainsi

que ceux de Limnios et al..

Abstract

Although the duration models have been used since the XVII th century,

particular interest is given to these model only until the middle of the XXth

century.

In this study, after presenting different equivalent approaches to study dura-

tion model ; we focus on the risk function particularly with or without censorship

and with introducing the multi-state duration model under semi-Markovian in-

ference. The classical case of time model then becomes a special case, namely a

two-state process of which one is transient and the other one absorbing state.
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After highlighting the classical parametric, nonparametric and semi-parametric

approaches, we treat the Cox model case under strong nonhomogeneous semi-

Markovian inference and under the assumption that the duration variables have

bounded supports. The problem isstidied both in the continuous case and in the

discrete case. The number of states considered in this study is finite or infinite

countable. The use of the Cox model on semi-Markov processes begins to interest

several authors ; we mention in particular the work of Korolyuk et al. as well as

those of Limnios et al.
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cos’2015, Sidi Bel Abbès, 15-19 novembre 2015.

– Benchekor, A., Yousfate, A. (2016). Processus semi-markoviens à durée de
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2.8.2 Cohérence de l’estimateur de Kaplan-Meier . . . . . . . . . 38

2.8.3 L’estimateur de Kaplan-Meier est GMLE pour S . . . . . . 40

2.8.4 Consistance de l’estimateur de Kaplan-Meier : . . . . . . . 42
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Introduction générale

La statistique des durées de vie est un domaine actif de recherche stimulé

par de nombreuses applications, notamment biomédicales, mais aussi en fiabilité,

en actuariat ou en démographie ; ou en d’autres champs utilisant les modèles de

durée.
Les modèles de survie permettent de modéliser la durée jusqu’à l’apparition

d’un évènement d’intérêt. Les modèles de survie permettent aussi d’associer des

facteurs d’exposition au risque de survenue de l’évènement dont l’explication

est donnée grâce à un modèle de régression ; un des plus utilisés est le modèle de

Cox dit aussi modèle à risques proportionnels. L’estimation des effets des facteurs

peut être réalisée soit par des méthodes non paramétriques, des méthodes semi-

paramétrique ou des méthodes paramétriques selon la problématique.

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux modèles de durée dans une ap-

proche semi-markovienne. Ainsi le cas classique est considéré comme étant un

processus à deux états dont l’un est transient et l’autre absorbant. Le temps in-

fluençant la transition est alors le temps depuis l’entrée dans l’état en cours (état

transient). C’est le temps d’attente ou temps de séjour.

Les processus semi-markovien constituent alors une alternative intéressante

puisqu’ils intègrent dans la définition du modèle les lois de temps de séjour

dans un état. Ainsi on peut généraliser les modèles de durée à deux états ré-
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currents ; voire plusieurs états de natures identiques ou différentes. Les modèles

semi-markovien généralisent des modèles markoviens dans le sens où les lois de

temps de séjour des états ne sont nécessairement exponentielles.

Les modèles multi-états sont considérés comme une généralisation des modèles

de survie. Il sont caractérisés par un processus stochastique à espace d’états fini

(ou infini dénombrable) pour décrire un phénomène. L’utilisation de ce modèle

de processus permet de représenter un processus de sauts dont les trajectoires

indiquent les différents états successivement occupés par un individu observé. Par

exemple, en épidémiologie, ils permettent de représenter l’évolution d’un patient

à travers les différents stades d’une maladie. Après définition des différents stades

(états), les modèles multi-états permettent d’étudier la dynamique du système

de plusieurs manières. L’étude de ces modèles consiste à analyser les forces de

passage (intensités de transition) entre les différents états.
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Structure de la thèse

Notre travail est présenté comme suit :

Le premier chapitre consiste à présenter un historique sur les modèles de du-

rées montrant ainsi la position du travail par rapport aux différentes contributions

scientifiques dans ce domaine.

Le deuxième chapitre introduit les outils de probabilité nécessaires au travail

qui s’ensuit. Des rappels de notions de base sur les modèles de durées y sont

présentés ainsi que l’extension du modèle rendant ainsi les études classiques des

modèles de durées comme étant un processus à 2 états dont un des états est

absorbant.
Le troisième chapitre est consacré à la présentation de l’étude des modèles de

durées dans un modèle semi-markovien
Dans le quatrième nous commençons, tout d’abord par présenter le modèle

de Cox et sa généralisation dans le modèle semi-markovien. Par la suite, nous

passons à l’étude des résultats existants pour l’estimation des paramètres de ce

modèle.



Chapitre 1
Chapitre introductif

La statistique des durées de vie est un domaine actif de recherche stimulé

par les résultats très satisfaisants dans plusieurs domaines d’application tels la

biométrie (notamment en sciences biomédicales), en fiabilité des systèmes et en

économie (notamment en actuariat). Le terme durée de vie désigne le temps

écoulé jusqu’à la survenue de l’événement d’intérêt. L’inférence statistique pour

ces données consiste à estimer leur loi de probabilité tout en tenant compte de

l’hétérogénéité des données (cas de mélange de plusieurs groupes par exemple) et

de leurs caractéristiques (interprétées par des variables explicatives). Les aspects

restrictifs liés aux troncatures ou aux censures sont également étudiés.

Historiquement ce sont les démographes britanniques John Graunt et William

Petty qui ont établi les premières statistiques sur les durées de survie de la popu-

lation au milieu du XVIIe siècle. Ce n’est qu’au XIXe siècle que des tables liées

à des variables statistiques commencent à apparâıtre et la modélisation de la

fonction de risque fut entamée. Citons le modèle de Benjamin Gompertz (1825)

qui présente la fonction de risque comme suit

hpt; r, sq “ rst où t P N, r, s P R˚`.
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Notons qu’à l’époque t était évalué en années. Cette formulation de la fonction

de risque a été généralisée par William Makeham en 1860 sous la forme

hpt; r, s, uq “ u` rst où t P N, r, s P R˚` et u P R

appelée formule de Gompertz-Makeham.

Dans le cas où la variable de durée T est continue, la fonction de risque, dite

aussi fonction du hasard, exprimée en fonction de la loi de T s’écrit :

hptq “
fptq

1´ F ptq

où f et F sont respectivement la densité et la fonction de répartition de T .

Réciproquement, la densité s’écrit aussi sous la forme

fptq “ sptqe

ż t

0

´hpxqdx
.

Le modèle de Gompertz-Makeham a été exploité par les démographes pour

étudier la dynamique des populations où la croissance (ou décroissance) s’exprime

par l’équation différentielle :

dhpt; rq

dt
“ rhptq log

ˆ

c

hptq

˙

avec r “ cte, h ą 0 et c la capacité limite du milieu.

La solution générale s’écrit

hptq “ cepse
p´rtqq où s “ log

ˆ

hpt0q

c

˙

.

Les problèmes soulevés dans ce contexte relèvent plutôt de la stabilité du système

et de la recherche des points d’équilibre.
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En utilisant le modèle de Gompertz-Makeham selon l’approche probabiliste,

on a le modèle paramétrique suivant :

hpt; r, sq “
rse´ste´re

´st

1´ e´re´st
; t P R

ou plus généralement (avec dérive)

hpt; r, sq “
p1` rp1´ e´stqqse´ste´re

´st

1´ p1´ e´stqe´re´st
; t P R`

Ce n’est que vers la deuxième moitié du XXe siècle que des résultats de

grande importance sur les modèles de durées commencent à se développer. Les

domaines d’application sont, notamment, la fiabilité des systèmes, l’économie et

la biostatistique. En fiabilité des systèmes, les éléments observés ont les mêmes

caractéristiques et peuvent être interchangés sans qu’il y ait un effet sur le mo-

dèle. Cependant, en biostatistique ou en économie, chaque élément a ses propres

caractéristiques telles l’âge, le milieu social, ... qui sont considérées comme étant

des variables pouvant intervenir pour expliquer le phénomène de durée.

En fiabilité, il est considéré que les travaux de Waloddi Weibull de 1951

[45] constituent la base sur laquelle se développent les modèles de fiabilité des

systèmes. Il est à noter que ces modèles peuvent être exploités pour étudier des

phénomènes de durées en biostatistique.

En biostatistique (notamment en médecine) et en économie (notamment en

actuariat), le travail de Kaplan et Meier [21], en 1958, ainsi que celui de Cox [7],

en 1972, sont souvent cités comme étant essentiels pour construire des modèles

de durées utiles pour la description et la prévision des phénomènes étudiés dans

ce contexte. Ces modèles sont exploités également en fiabilité.

Tous les modèles cités peuvent être utilisés aussi bien en fiabilité qu’en biosta-

tistique qu’en économie ; il suffit seulement de mettre les hypothèses adéquates

pour exploiter le modèle étudié.
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Pour estimer la fonction de risque, trois grandes méthodes sont utilisées :

– La méthode paramétrique qui consiste à estimer les paramètres r, s ... dans

hpt; r, s, ...q (modèle de Gompertz-Makeham par exemple).

– La méthode non paramétrique qui consiste à estimer le rapport

hptq “
fptq

1´ F ptq
dans un espace fonctionnel spécifique (modèle de Kaplan-

Meier par exemple).

– La méthode semi-paramétrique qui consiste à estimer la fonction hptq dans

un contexte paramétrique (modèle de Cox par exemple).

L’introduction de l’hétérogénéité dans le modèle de Cox (appelé fragilité en

français ou frailty en anglais) a été introduit par Clayton (1978) en biométrie [6]

et par Vaupel et al. (1979) en démographie [44].

Dans les années 80 des études paramétriques et non paramétriques ont fait

ressortir l’intérêt d’utiliser une fragilité de loi gamma, nous en citons notamment

les travaux de Hougaard [16]. En non paramétrique, la fragilité a été étudiée par

plusieurs chercheurs, nous en citons Elberts et Heckman [9] et [15]. Ces dernières

études se confinent dans le modèle MPH (Mixture of Proportional Hazards ou

mélange de hasards proportionnels).

Des généralisations des modèles de survie ont été développées également en

introduisant les modèles à risques compétitifs qui consistent à chercher le phé-

nomène, parmi plusieurs, qui aurait été la cause première du changement d’état

Chiang [4]. Cette approche fut mise en lien avec le renouvellement semi-markovien

par Berman 1961 [3]. Toutefois l’exploitation de cette approche dans les modèles

de durées ne fut mise en évidence qu’à partir des études sur les risques com-

pétitifs dépendants dépassant ainsi la restriction au cas de risques compétitifs

indépendants suggéré par le théorème de Tsiatis [43]. Ainsi l’étude des modèles

de durées sur des systèmes à plus de deux états non tous transients a pris son

importance, notamment l’étude des modèles semi-markoviens.
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Depuis les année 90, on constate un progrès dans l’identification pour des

modèles plus approchés que le modèle MPH à effet individuel. Ridder (1990)

montre qu’il existe toujours deux modèles par observation équivalents, l’un avec

une espérance finie et l’autre avec une espérance infinie.



Chapitre 2
Modèles de durées et extension à
l’analyse multi-états

Les modèles de durées de vie sont des modèles statistiques dont l’objectif est

de permettre l’analyse de variables aléatoires réelles (v.a.r.) positives pouvant être

interprétées comme des durées. L’analyse peut être faite sur les variables elles-

mêmes, comme elles peuvent être traitées en relation et plus particulièrement,

d’étudier leurs variations en fonction d’autres variables. Il est à noter que toute

v.a.r. peut être rendue positive (par une transformation positive bijective telle la

transformation exponentielle) et donc, pour des durées, seule l’interprétation est

spécifique.

Nous noterons, dans toute la suite, par T la variable de durées ; variable

aléatoire réelle positive, de loi continue, admettant une espérance (ou éventuel-

lement des moments d’ordre supérieur). Implicitement, nous supposerons que

PpT “ `8q “ 0

Au niveau des applications, cette variable représente la durée passée dans un état

donné (la durée du chômage, la durée de l’activité, la durée de la carrière d’un

individu, la durée passée dans un niveau hiérarchique précis, la durée d’attente



2.1 Caractérisation de la loi d’une v.a.r. positive 16

à un guichet, la durée de vie d’un leucémique ou d’un cancéreux, la durée de

vie d’une machine,...), ou la durée séparant deux naissances, la durée séparant

l’achat de certains biens de consommation, la durée séparant deux traitements

pour un malade,...). Les applications sont donc très diverses, et sont présentes

dans le domaine biomédical (la durée de survie d’un malade,...) en économie

(chômage,...), en fiabilité (la durée de vie d’une machine ou la durée de son fonc-

tionnement continu jusqu’à la prochaine panne, ...) en théorie des files d’attente

(attente dans la file devant un guichet de la poste jusqu’au début de service, ...),

et dans bien d’autres domaines encore.

2.1 Caractérisation de la loi d’une v.a.r. posi-

tive

Définition 2.1. La fonction de densité de probabilité de T , notée fptq est définie
par :

fptq “ lim
∆tÑ0`

Ppt ď T ă t`∆tq

∆t

Définition 2.2. La fonction de répartition F ptq est la probabilité de décéder

entre 0 et t :

F ptq “ PpT ď tq “

ż t

0

fpuqdu

La fonction de répartition est continue et croissante telle que lim
tÑ0`

F ptq “ 0 et

lim
tÑ8

F ptq “ 1.

Définition 2.3. :On appelle fonction de survie S la probabilité que la durée de

vie T soit supérieur à un temp t :

@t P R, Sptq “ PpT ą tq “ 1´ F ptq
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Notons que si la loi de T admet une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue,

@t P R, Sptq “
ż 8

t

fpuqdu

Il est clair que chacune des trois fonctions classiques précédentes caractérise

entièrement la loi de T . D’autres fonctions peuvent également spécifier la loi de

T .

Définition 2.4. La fonction de risque, notée h, est définie, pour tout t de R`,
par :

hptq “
fptq

Sptq

“ lim
∆tÑ0`

1

∆t

Ppt ă T ď t`∆tq

PpT ą tq

“ lim
∆tÑ0`

1

∆t

P rpt ă T ď t`∆tq X pT ą tqs

PpT ą tq

“ lim
∆tÑ0`

1

∆t
Ppt ă T ď t`∆tq

hptq est donc le taux instantané de sortie de l’état à la date t (même si hptq n’est

pas nécessairement inférieur à 1.

Il existe d’autres terminologies classiques (suivant les domaines d’application)

pour désigner h : taux de sortie du chômage, taux de perte d’emploi, taux de

guérison, taux de mortalité, taux de panne, etc...

Théorème 2.1. La fonction de risque caractérise la loi de T , et on a

Sptq “ expr´

ż t

0

hpuqdus t P R`
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– Démonstration : Il suffit de prouver que h est en bijection avec S. Nous
avons :

hptq “
fptq

Sptq
“ ´

1

Sptq

dSptq

dt
“ ´

dlnSptq

dt

En intégrant, grâce au fait que Sp0q “ 1, on a

lnSptq “ ´

ż t

0

hpuqdu

ou encore

Sptq “ expr´

ż t

0

hpuqdus

Remarque 2.1.1. La démonstration du Théorème 1.1 permet d’introduire une

autre fonction intéressante, le taux de risque cumulé (”Log-survival fonction”) :

hptq “

ż t

0

hpsqds “ ´ lnpSptqq;

Remarque 2.1.2. La fonction h est positive, mais n’est pas une densité de

probabilité puisque

hp`8q “ ´lnpSp`8qq “ `8

.

Remarque 2.1.3. S est continue donc h est mesurable.

Comme

hptq “ lim
∆tÑ0`

Ppt ă T ď t`∆tq

∆t

“ lim
∆tÑ0`

fpt ă T ď tq∆t

∆t
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hptq s’interprète en tant que densité conditionnelle de la loi de T sachant que

pT ą tq, évaluée au point t. Si l’on s’intéresse à toute la loi conditionnelle, on

est amené à définir la fonction de survie conditionnelle. Pour tout t0 de R`, on

examine toutes les lois conditionnelles de T sachant que pT ą t0q

Définition 2.5. La fonction de survie conditionnelle est définie par

Spt{t0q “ PpT ą t` t0{T ą t0q t P R`, t0 P R`

Remarque 2.1.4. Spt{t0q s’exprime à l’aide de la fonction de survie :

Spt{t0q “
PpT ą t` t0q

Ppt ą t0q
“
Spt` t0q

Spt0q
.

Remarque 2.1.5. Spt{t0q s’exprime à l’aide de la fonction de risque

Spt{t0q “
Spt` t0q

Spt0q

“ expr´

ż t`t0

0

hpuqdu`

ż t0

0

hpuqdus

“ expr´

ż t`t0

t0

hpuqdus

Théorème 2.2. Les fonctions de survie conditionnelle caractérisent la loi de T .

– Démonstration :

. Si on connâıt Sptq, alors on connâıt Spt{t0q “
Spt`t0q
Spt0q

.

. Réciproquement, si on connâıt les fonctions Spt{t0q pour toute date t0 de

R` alors on connâıt Sptq “ Spt{0q. La fonction de survie s’interprète donc

comme la fonction de survie conditionnelle à t0 “ 0, c’est à dire la fonction

de survie à la naissance.
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Définition 2.6. La durée de vie moyenne restante (”expected residual life”) est

la fonction définie par

rptq “ ErT ´ t{T ą ts

Théorème 2.3. La fonction r caractérise la loi de T .

Démonstration. Il suffit de prouver qu’il existe une bijection entre les fonc-

tions r et S.

Expression de r en fonction de S.

La loi conditionnelle de T , sachant pT ą tq, a pour support l’intervalle

rt,`8r ; c’est une loi conditionnelle continue, de densité fptq
Sptq

.

On en déduit

rptq “

ż `8

t

pu´ tqfptqdu

Sptq

“ ´

ż `8

t

pu´ tqdSpuq

Sptq

“

r´pu´ tqSpuqs`8t `

ż `8

t

Spuqdu

Sptq

Par une intégration par partie nous trouvons

rptq “
1

Sptq

ż `8

t

Spuqdu.

–– Réciproquement

On a :

1

rptq
“

Sptq
ż `8

t

Spuqdu
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D’où

´
1

rptq
“

´Sptq
ż `8

t

Spuqdu

“

d
dt

ż `8

t

Spuqdu

ż `8

t

Spuqdu

“
d

dt
lnr

ż `8

t

Spuqdus

En intégrant, il suit :

´

ż t

0

1

rpuq
du “ ln

ż `8

t

Spuqdu´ ln

ż `8

0

Spuqdu

C’est-à-dire :
ż t

0

1

rpuq
du “ ´ln

ż `8

t

Spuqdu` lnrp0q

En remarquant que

ż `8

0

Spuqdu “ rp0q “ EpT {T ą 0q “ EpT q,

On a alors :
ż `8

0

Spuqdu “ rp0q expr´

ż t

0

1

rpuq
dus.

Par dérivation, on obtient :

Sptq “
rp0q

rptq
expr´

ż t

0

1

rpuq
dus.
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2.2 Modèle de Weibull

La loi exponentielle fut généralisée par Weibull en 1939. La fonction de densité

d’une variable aléatoire de Weibull s’éscrit :

fptq “ αλtα´1 expt´pλt
αqu

Où λ et α sont deux constantes strictement positives. Le paramètre λ est appelé

paramètre d’échelle et α paramètre de forme, λ donne l’amplitude de la fonction

de risque, et la position de α par rapport à 1 définit la monotonie de la fonction

de risque :

Lorsque α ą 1, la fonction de risque est monotone croissante. Elle est mono-

tone et croissante pour α ă 1 et constante si α “ 1. Les fonctions de survie et de

risque associées sont respectivement :

Sptq “ exp´λtα

hptq “ αλtα´1

La loi de Weibull est très largement utilisée dans les domaines industriel

(fiabilité) et biomédical (analyse de durée de vie). Une caractéristique de cette

loi, c’est qu’elle couvre à la fois le cas d’une fonction de risque croissante et

décroissante.
Il existe d’autres lois avec des risques instantanés monotones. Citons notamment

la loi Gamma et la loi de Gompertz.

2.3 Modèles multi-états

L’analyse de survie étudie le délai de survenue d’un évènement d’intérêt, ou

le délai entre deux états successifs. Les modèles multi-états sont très utilisés ces
derniers temps, permettent d’étudier des dynamiques plus complexes en utilisant
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le notion de processus pour repésenter l’évolution d’un sujet à travers différents

états successifs (Andersen et al, 1993 ; Hougaad, 1999). En épidémiologie, ils per-

mettant de modéliser son évolution à travers les différents stades d’une maladie.

2.4 Modèle de Markov à temps continu

Définition 2.7. tXptq; 0 ď t ă 8u est une famille de variable alátoire où les

valeurs prises par Xptq sont des entiersą 0 P E “ t1, 2, ......, ru pour t0 ă t1 ă

..... ă tn ă tn`1 nous avons la propriété markovienne suivante.

PpXptn`1q “ j{Xptnq, Xptn´1q, ...., Xpt0qq “ PpXptn`1q “ j{Xptnqq (2.1)

pour simplifier l’écriture :

Pijpt, t` sq “ PpXpt` sq “ j{Xptq “ iq (2.2)

Classiquement la propriété suivante doit être respectée

ÿ

j

Pijpt, t` sq “ 1 (2.3)

d’où

Piipt, t` sq “ 1´
ÿ

j‰i

Pijpt, t` sq (2.4)

Autrement dit, soit le processus reste dans le même état, soit il transite vers

un autre état. Sous forme matricielle, ces probabilités de transition peuvent être

notées :
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P pt, t`sq “

¨

˚

˚

˚

˝

p11pt, t` sq p12pt, t` sq . . . p1ipt, t` sq
p21pt, t` sq p22pt, t` sq . . . p2ipt, t` sq

...
...

...
...

pi1pt, t` sq pi2pt, t` sq . . . piipt, t` sq

˛

‹

‹

‹

‚

“ ppijpt, t`sqqi,j“1.....i

A partir de la propriété markovienne nous pouvons écrire @t, s ą 0

Pijp0, t` sq “ PpXpt` sq “ j{Xp0q “ iq

“
ÿ

k

PpXpt` sq “ j{Xptq “ k,Xp0q “ iq

“
ÿ

k

PpXpt` sq “ j{Xptq “ k,Xp0q “ iq.PpXptq “ k{Xp0q “ iq

“
ÿ

k

Pikp0, tqPkjpt, t` sq

Alors on aura la forme matricielle suivante :

P p0, t` sq “ P p0, tqP pt, t` sq (2.5)

Cette relation est appelée équation de Chapman-Kolmogorov.

Le paramètre d’intérêt en analyse de survie est la force de transition

ou( fct de risque instantané ), celle ci peut être définie pour i ‰ j comme suit :

Sijptq “ lim
∆tÑ0`

PpXpt`∆tq “ j{Xptq “ iq{∆t

“ lim
∆tÑ0`

Pijpt, t`∆tq{∆t (2.6)

De cette équation, on déduit que la quantité Sijptq ˚∆t peut être considérée

comme une approximation de la probabilité que le processus passe dans l’état j
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entre t et t ` ∆t conditionnellement au fait que ce processus soit dans l’état i

en t (i ‰ j). On remarque aussi que Sijptq constitue la vitesse de transition de i

vers j au temps t. Pour le cas où i “ j, on définit Siiptq à partir de la relation (2.4) :

ÿ

i‰j

PpXpt`∆tq “ j{Xptq “ iq “ 1´ PpXpt`∆tq “ i{Xptq “ iq (2.7)

d’où

ÿ

i‰j

PpXpt`∆tq “ j{Xptq “ iq{∆t “ 1´ PpXpt`∆tq “ i{Xptq “ iq{∆t (2.8)

On définit

lim
∆tÑ0`

1´ PpXpt`∆tq “ i{Xptq “ iq{∆t “ ´Siiptq (2.9)

On obteint alors

ÿ

i‰j

Sijptq “ ´Siiptq et
ÿ

j

Sijptq “ 0 (2.10)

2.5 Homogénéité et temps de séjour dans l’état

Dans les applications, le processus markovien est, le plus souvent considéré

homogène. Les probabilités de transition sont alors définies par :

Pijpt, t` sq “ Pijp0, sq “ Pijpsq (2.11)

Pijpsq est indépendant de t, @t ě 0 l’opérateur de Chapman-Kolmogorov peut

s’écrire :

P pt` sq “ P ptq.P psq (2.12)
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donc

dP psq

ds
“

lim
∆sÑ0`

pP ps` dsq ´ P psqq

ds

“

lim
∆sÑ0`

pP psqP pdsq ´ P psqq

ds

“

lim
∆sÑ0`

pP psqrP pdsq ´ Isq

ds

“ P psq
lim

∆sÑ0`
pP pdsq ´ Iq

ds

“ P psq ˚Q (2.13)

avec I, la matrice identité, et la matrice Q s’écrit :

Q “

¨

˚

˚

˚

˝

q11 q12 . . . q1r

q21 q22 . . . q2r
...

...
...

...
qr1 qr2 . . . qrr

˛

‹

‹

‹

‚

Définition 2.8. Générateur infinitésimal
La matrice Q, définie par :

Qptq “ lim
∆tÑ0`

Apt, t`∆tq ´ I

∆t

est appelée Générateur infinitésimal, ou matrice de sauts, de la châıne de Markov

en temps continu.
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Proposition 2.5.1. Soit X un processus de Markov sur E. Il existe Q P Q tel

que pour tout t ě 0

Apt, t`∆tq “ e∆tQptq
“

n
ÿ

i“0

∆ti

i!
Qptqi

La matrice Q est le générateur infinitésimal du semi-groupe Apt, t`∆tq c’est-à-

dire que

lim
∆tÑ0`

Apt, t`∆tq “ I

est tout simplement la fonction exponentielle :

P ptq “ exppQtq

avec P p0q “ I

Il est simple de définir l’exponentielle d’une matrice carrée.

Définition 2.9. Exponentielle de matrice

La série
řn
i“0

Qi

i!
est convergente dans l’espace des matrices. Sa somme est appelée

exponentielle de la matrice Q :

exppQq “ eQ “
8
ÿ

i“0

Qi

i!
.

L’existence de l’exponentielle d’une matrice ne pose aucun problème lorsque

celle-ci est de taille finie. On peut aussi la justifier lorsque Q est de taille infinie,

mais sous certaines conditions qui seront vérifiées par la suite.

Propriété 1. -Si Q est diagonale, à coefficients diagonaux, alors expQ est

diagonale, à coefficients diagonaux
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avec

Λptq “

¨

˚

˝

λ1 ¨ ¨ ¨ 0
...

. . .
...

0 ¨ ¨ ¨ λp

˛

‹

‚

-Si Q est diagonalisable, sous la forme Qptq “ CΛptqC´1, alors eQ “

C expΛptqC´1.

- Si Q et M sont deux matrices telles que QM “ MQ, alors : eQ`M “ eQeM “

eMeQ.

Démonstration. -Si Q est diagonale, à coefficients diagonaux λ0, λ1, ..., alors

pour tout i, Qi est diagonale, de coefficients diagonaux λi0, λ
i
1, ...,. Ainsi pour

tout n ě 0,
řn
i“0

Qi

i!
est une matrice diagonale, de coefficients diagonaux

řn
i“0 λ

i
0,
řn
i“0 λ

i
1, ..., et on reconnâıt des sommes partielles de séries exponen-

tielles :

@p P E
n
ÿ

i“0

λip
i!
ÑnÑ8 eλppq.

Ainsi eQ est diagonale, à coefficients diagonaux eλ0 , eλ1,..., -Si Q est diagonale,

sous la forme Q “ CΛiptqC´1, alors pour tout i, on a :

Qi
“ CΛi

ptqC´1

d’où il vient :
n
ÿ

i“0

Qi

i!
“ C

˜

n
ÿ

i“0

Λi

i!

¸

C´1
ÑnÑ8 CeΛC´1,

c’est-à-dire :

eQ “ CeΛC´1
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-Si Q et M commutent, le résultat se prouve de la même façon que pour l’expo-

nentielle de nombres réels ou complexes :

ˆ n
ÿ

i“0

Qi

i!

˙

˚

ˆ n
ÿ

i“0

M i

i!

˙

“

ˆ n
ÿ

i“0

1

i!

˙ˆ j
ÿ

k“0

Ck
jQ

kBj´k

˙

.

Mais puisque Q et M commutent, on peut appliquer le binôme de Newton :

j
ÿ

k“0

Ck
j

Qk

k!

M j´k

pj ´ kq!
“ pQ`Mqi,

ce qui donne dans l’expression original :

ˆ n
ÿ

i“0

Qi

i!

˙

˚

ˆ n
ÿ

i“0

M i

i!

˙

“

n
ÿ

i“0

pQ`Bqi

i!

Il reste alors à faire tendre n vers 8 : le membre de gauche tend vers eQeM tandis

que celui de droite tend vres eQ`M , d’où l’égalité. Et puisque Q`M “ M `Q,

notre résultat est atteint.

2.6 Censure et troncature

En général, pour une suite de données t1, t2, ... tn, réalisation de la suite

de v.a. T1, T2, ... Tn (suites de durées dans un état du système), l’observateur

n’accède pas à tous les Ti, i “ 1, ..., n à cause d’un empêchement, d’un arrêt des

observations, d’une complication à l’accès à l’information, ... Le statisticien utilise

un modèle pour chaque situation. Pour les modèles de durée, les plus utilisés sont

généralement ceux de censure et ceux de troncatures.

La censure correspond à l’introduction d’une variable concurrente C qu’on

appelle variable de troncature. Cette variable peut être fixe ou aléatoire. L’analyse

des données censurées consiste à étudier la loi de la durée T et C en tenant
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compte des données non observées. La troncature agit comme la censure, mais

ne prend pas en considération les données non observées (c’est-à-dire ayant subi la

troncature) ; la loi de la durée n’est, dans ce dernier cas, qu’une loi conditionnelle

sur la partie non tronquée.

Une donnée est dite censurée si elle n’est pas observée au delà d’un certain

seuil (prédéfini ou aléatoire), mais que l’information que le phénomène n’a pas

été observé au delà du seuil est prise en considération. Si l’information que le

phénomène n’a pas été observé au delà du seuil n’est pas prise en considération,

on est devant le cas de données tronquées.

2.6.1 Types de censures

Il existe plusieurs types de censures ; nous en citons :

La censure à droite : Le modèle de censure à droite nécessite la construction
d’une variable aléatoire Ut “ Tt ^ C

Définition 2.10. On appelle donnée censurée à droite, une réalisation de Tt pour

laquelle Tt ą C. Sinon, la donnée est dite non censurée.

En général Ut est notée Tt si Tt ď C et T ˚t si Tt ą C.

La censure à gauche : Le modèle de censure à gauche nécessite la construc-

tion d’une variable aléatoire Vt “ Tt _ C

Définition 2.11. On appelle donnée censurée à gauche, une réalisation de Tt

pour laquelle Tt ă C. Sinon, la donnée est dite non censurée.

En général Vt est notée Tt si Tt ě C et T ˚t si Tt ă C.
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La censure à droite et à gauche : Le modèle de censure à droite

(par Cd) et à gauche (par Cg) nécessite la construction d’une variable aléatoire

Wt “ pTt ^ Cdq ^ pTt _ Cgq =” ^pTt ^ Cdq, pTt _ Cgqq

Définition 2.12. On appelle donnée censurée à droite et à gauche, une réali-

sation de Tt pour laquelle Tt ă Cg ou Tt ą Cd. Sinon, la donnée est dite non

censurée.

En général Wt est notée Tt si Cg ď Tt ď Cd et T ˚t sinon.

La censure par intervalles : Le modèle de censure par inter-

valles
´

sCpiqg , C
piq
d r

¯

i“1,...,k
nécessite la construction d’une variable aléatoire

Zt “ ^i“1,...,k

`

pTt ^ C
piq
g q, pTt _ C

piq
g q

˘

. Quand k=1, nous retombons sur le cas

qui précède.

Définition 2.13. On appelle donnée censurée par intervalles, une réalisation de

Tt pour laquelle Tt est hors de tous les intervalles
´

sCpiqg , C
piq
d r

¯

i“1,...,k
. Sinon, la

donnée est dite non censurée.

En général Zt est notée Tt, si Tt est dans un des intervalles sCpiqg , C
piq
d r,

i “ 1, ..., k, et T ˚t sinon.

Quand la censure est déterministe (fixe), on dit que la censure de type I ;

dans ce cas, tous les T ˚i sont égaux.

La censure de type II (ou censure avec attente) : est caractérisée par le

nombre de fois où l’évènement d’intérêt s’est réalisé. Si r est le nombre choisi,

en ordonnant les Ti sous la forme Tp1q ď Tp2q ď ...... ď Tpnq, toutes les données

Tpr`jq, j “ 1, ..., n´ r sont censurées et l’on a T ˚pr`1q “ T ˚pr`2q “ ... “ T ˚pnq.

La censure de type III (ou censure aléatoire) : considère que la censure (C

ou Cpiqg ou C
piq
d ) est une v.a. ayant une loi (connue ou inconnue) et dépendante



2.6 Censure et troncature 32

ou indépendante de T . Cela permet de construire des modèles intéressants qui

s’adaptent de manière pertinente aux problèmes posés. Dans le cas de censure

de type III, on considère pour le cas de censure à droite qui peut être généralisé

aux autres censures (à gauche et par intervalle(s) sans grande difficulté).

Au lieu d’étudier directement les Ti et les T ˚j (i, j P t1, ..., nu), on étudie la

suite de couples ppU1, D1q, ..., pUnDnqq où

Ui “ Ti ^ Ci et Di “

#

1 si Ui ď Ci

0 sinon

qui est plus simple à exploiter théoriquement. Ainsi, en statistique paramé-

trique, si les observations sont indépendantes et C indépendante de T , la vrai-

semblance s’écrit facilement, en conditionnant par rapport à la censure

LppU1, D1q, ..., pUn, Dnq; θq “
n
ź

i“1

rfT pUi; θqSCpUi; θqs
DirfCpUi; θqST pUi; θqs

1´Di

Dès que θ est bien estimé, la construction de la fonction de survie devient

aisée.
En introduisant une covariable scalaire ou vectoriellle R pour expliquer le phé-

nomène, nous considérons la suite de triplets ppUi, Di, Riqqi“1,...,n pour construire

la vraisemblance afin d’estimer θ. Dans certains cas particuliers de conditions

sur R, sur C et sur θ, des résultats intéressants peuvent être obtenus. Mais ces

résultats ont plus un impact théorique que pratique.

Cette approche peut être étendue à différents types et formes de censures avec

leur lots de complexités du problème.

C’est pour cette raison que beaucoup d’auteurs s’intéressent à l’aspect non

paramétrique ou semi-paramétrique qui permettent d’aborder le problème avec

plus de facilité, mais convergeant lentement en général.
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2.6.2 Troncature

On dit qu’il y a troncature, quand la variable d’intérêt n’est prise en considé-

ration que sur une partie de la durée des observations. Si la partie est connexe,

nous avons trois possibilités qui se présentent :

- troncature à gauche : toutes les observations inférieures à une valeur r sont

ignorées ;

- troncature à droite : toutes les observations supérieures à une valeur R sont

ignorées ;

- troncature à gauche et à droite : toutes les observations inférieures à une

valeur r ou supérieures à une valeur R sont ignorées ;

Si la partie est non connexe, on dit que la troncature est par intervalles.

La troncature est différente de la censure, car, dans ce cas, on perd com-

plètement l’information sur les observations initiales, mais perdues le long de

l’expérience.

En prenant l’exemple sur des données tronquées à droite par R et à gauche

par r, la fonction de survie s’écrit

Spt | r ď t ă Rq

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1 si t ą r

Sptq ´ SpRq

Sprq ´ SpRq
si r ď t ă R

0 si t ě R

la fonction du hasard associée s’écrit facilement :

hpt | r ď t ă Rq “ hptq.
Sptq

Sptq ´ SpRq

Il est à noter qu’il existe aussi des modèles où la troncature et la censure sont

exploités simultanément pour étudier des cas pratiques
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2.7 Estimation non paramétrique

La statistique non paramétrique concerne généralement les techniques statis-

tiques qui ne dépendent pas de données appartenant à une distribution objet

d’une hypothèse particulière. Celles-ci comprennent, notamment, les méthodes

libres des distributions qui ne se reposent sur aucune hypothèse selon laquelle les

données sont tirées d’une famille de distributions de probabilité donnée. Contrai-

rement à la statistique paramétrique.

L’approche paramétrique induit des hypothèses sur la distribution des don-

nées mais elle a l’avantage de fournir des estimations en temps continu de n’im-

porte quelle fonction caractérisant la distribution. L’approche non paramétrique

fournit des estimations en temps discret et donc les fonctions estimées sont conti-

nues par morceaux. La fonction de risque étant la plus intéressante en terme

d’interprétation, un lissage a posteriori de l’estimateur de Nelson-Aalen est en-

visageable en utilisant une méthode à noyau (Ramlau-Hansen, 1983). Une autre

approche pour estimer des fonctions lisses sans faire d’hypothèse paramétrique

est d’utiliser des fonctions splines (Rosenberg, 1995). Ce type d’approche et l’ap-

proche paramétrique, étant basés sur la vraisemblance, ont l’avantage de prendre

en compte aisément des données censurées par intervalle.

Dans le cas de données i.i.d., l’estimateur de la f.r. de T est donné par l’ex-

pression

Fnptq “
1
?
n

n
ÿ

i“1

1r0, trpTiq

qui converge uniformément presque sûrement vers la f.r. de T : n.F ptq. Cet esti-

mateur a de bonnes propriétés : il est sans biais et asymptotiquement gaussien.

n.Fnptq est distribuée selon une loi binomiale de moyenne n.F ptq et de variance

n.F ptq.p1´ F ptqq. Plus généralement, on montre que
?
n pFn ´ F q converge vers

un pont brownien. Ainsi, on peut utiliser asymptotiquement toutes les propriétés
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du pont brownien sur Fn. Cette manière de faire est une approche non paramé-

trique. La recherche de la solution peut être faite dans des espaces fonctionnels

de dimension infinie.
En général, moyennant des hypothèses supplémentaires, nous pouvons exploi-

ter une autre approche de la f.r. empirique. Par exemple, si F est dérivable, Fn

ne restitue cette propriété qu’asymptotiquement, aussi certain auteurs utilisent

des noyaux régularisants pour obtenir des caractéristiques de régularité même

pour de faibles échantillons. Toutefois, si les propriétés de régularité de la f.r.

ne sont pas nécessaires pour l’étude, les techniques classiques peuvent donner

des résultats exploitables et intéressants. Pour ce faire, nous présentons, à titre

indicatif, l’approche de Kaplan-Meier sur la fonction de survie.

2.8 Estimateur de Kaplan-Meier

La fonction de survie S est inconnue et elle caractérise la loi de T . On va
construire un estimateur en utilisant les observations

Kaplan et Meier (1958), ont proposé un estimateur de S nommé aussi estima-

teur produit-limite. Il repose sur l’idée suivante : un ”individu” est en vie après

l’instant t, c’est être en vie juste avant l’instant t et ne pas ”mourir” en t. Cette

idée se traduit par les relations suivantes

Sptq “ PpT ą tq

“ PpT ą t{T ą t´ 1q ˚ PpT ą t´ 1q

“ ...

“ PpT ą t{T ą t´ 1q ˚ ...PpX ą t1{X ą t”q ˚ PpT ą 0q

Si l’on choisit les instants de conditionnement au tepms de la production

d’un évènement tpiq (mort, panne ou censure...) nous estimons des quantités de

la forme :

PpT ą tpiq{T ą tpi´1qq “ pi
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où les ti ă tpi´1q et pi est la probabilité de survivre pendant l’intervalle de

temps Ii “stpi´1q, tpiqs sachant qu’on était était ”vivant”au début de cet intervalle.

Notons comme précédement, ri le nombre des sujets qui sont ”vivants” (donc à

risque) juste avant l’instant tpiq et mi le nombre d’évènements à l’instant tpiq.

Or qi “ 1 ´ pi est la probabilité de la survenue de l’évènement durant Ii. Un

estimateur naturel de qi est la fréquence

q̂i “
Mi

Ri

(2.14)

Si on suppose qu’il n’y ait pas d’ex-aequo (plusieurs pannes en tpiq) : si Di “ 1

c’est qu’il y a eu ”́evènement” en tpiq et donc mi “ 1, Di “ 0, c’est qu’il y a eu

une censure en tpiq et donc mi “ 0. Par suite

p̂i “

"

1´ q̂i “ 1´ 1
ri

siDi “ 1

1 sinon

On au ri “ n´pi´1q (car il y’a eu pi´1q ”́evènements” ou censures avant tpiq ou

censure avant tpiq et il y’a n individus dans l’étude). L’estimateur de Kaplan-Meier

dans ce cas est

ŜKMptq “
ź

Xpiqďt

˜

1´
1

n´ i` 1

¸Dpiq

(2.15)

Remarque 2.8.1. – L’estimateur de Kaplan-Meier est une fonction en es-

caliers qui fait des sauts à chaque instant ti. La valeur du saut dépend

du nombre d’évènements au temps ti et aussi du nombre de censures à ce

temps là.

– Traitement des ex-aequo : Dans le cas d’existence des ex-aequo on n’a plus

mi égale à 1 en tpiq mais au nombre d’évènements en tpiq et aussi on n’a

plus ri “ n´ pi´ 1q. Dans ce cas on doit garder ri et mi et l’estimateur de
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Kaplan-Meier devient

ŜKMptq “
ź

Xpiqďt

˜

1´
Mi

Ri

¸Dpiq

(2.16)

– L’estimateur de Kaplan-Meier est aussi l’estimateur du maximum de vrai-

semblance non paramétrique de la survie dans l’espace des fonctions de

répartition (de dimension infinie)

Exemple On obseve les durées de vie de 10 appareils exprimées en mois :

1,3,4+,5,7+,8,9,10+,11,13+

L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie Sptq calculé par la

formule (1.15) vaut :

Table 2.1 – L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie Sptq.

Temps ri mi ŜKMptq Intervalle
0 10 0 1 [0,1[

1 10 1 (1-1/10)Ŝp0q = 0,900 [1,3[

3 9 1 (1-1/9)Ŝp1q = 0,800 [3,5[

5 7 1 (1-1/7)Ŝp3q = 0,686 [5,8[

8 5 1 (1-1/5)Ŝp5q = 0,589 [8,9[

9 4 1 (1-1/4)Ŝp8q = 0,411 [9,11[

11 2 1 (1-1/2)Ŝp9q = 0,206 [11,8[

2.8.1 Propriétés de l’estimateur de Kaplan-Meier

L’estimateur de Kaplan-Meier a des propriétés analoques à celles de la fonc-

tion de répartition empirique, en particulier il vérifie un théorème de normalité

asymptotique globale. Mais il a aussi d’autres propriétés qui, elles sont typiques
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de la présence de censure et ont l’intérêt de donner des idées lorsqu’on cherche à

construire d’autres procédures d’estimation quand il y a de la censure.

2.8.2 Cohérence de l’estimateur de Kaplan-Meier

Définition 2.14. Un estimateur ŜC de la fonction de survie S est dit cohérent

si pour t de R` il vérifie

ŜCptq “
1

n

«

n
ÿ

i“1

IpTiětq `
n
ÿ

i“1

IpTiăt,Di“0q
ŜCptq

ŜCpTiq

ff

On remarque que cette équation est implicite car elle comporte ŜC dans les

deux membres et pour différentes valeurs de l’argument. Elle est constituée de

la manière suivante : les survivants au-delà de l’instant t sont ceux qui n’ont

été avant cette date ni morts, ni censurés, et dont l’effectif constitue la première

somme dans le crochet, et d’autre part ceux qui, ayant été censurés à l’instant

Ti antérieur à t, survivent au-delà de t avec la probabilité conditionnelle

ŜCptq

ŜCpTiq

qui pondère chacun d’eux

Théorème 2.4. L’estimateur de Kaplan-Meier est l’unique estimateur cohérent

de la fonction de survie S

Démonstration. Supposons qu’il n’y ait pas d’ex-aequo. La condition de cohé-

rence s’écrit de manière suivante :

ŜCptq

«

n´
ÿ

Tiăt

«

p1´Diq

ŜCpTiq

ffff

“

n
ÿ

i“1

IpTiětq p˚q
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– Si t ď T1, ŜCptq “ 1 “ ŜKMptq.

– ŜC est constante entre deux temps consécutifs, sTi, Tj`1s, comme ŜKM .

– Il faut montrer que les sauts en Tj de ŜC et ŜKM sont égaux.

1er Cas : Dj “ 0

Alors le membre de droite de (*) saute de ´1 et le saut du membre de gauche

est égal à :

´ŜCpTjq
1

ŜCpTjq
“ ´1

du fait que ŜC ne saute pas en Tj.

Il n’y a pas de saut de ŜC en un point de censure, c’est le cas de ŜKM

2me cas : Dj “ 1

Le membre de droite de saute de ´1 une autre fois de

ŜCpT`j q

«

n´
ÿ

TiďTj

«

p1´Diq

ŜCpTiq

ffff

“ n´ j

ŜCpTjq

«

n´
ÿ

TiďTj

«

p1´Diq

ŜCpTiq

ffff

“ n´ j ` 1

On note que le facteur multipliant ŜCpTjq dans la seconde expression est

identique que Ti soit inférieur à Tj au sens large. Donc :

ŜCpT`j q

ŜCpTjq
“

n´ j

n´ j ` 1
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2.8.3 L’estimateur de Kaplan-Meier est GMLE pour S

Un estimateur GMLE est un estimateur du maximum de vraisemblance gé-

néralisé, défini ci-dessous.

Définition 2.15. Soit P une famille de probabilité sur Rn muni de la tribu

borélienne B, supposée non dominés. Etant donné un élément x de Rn et deux

élés P1 et P2 de P , soit fpx;P1, P2q “
dP1

dpP1`P2q
pxq. On dit que P̂ est GMLE pour

la probabilité P qui gouverne X si

fpx; P̂ , P q ě fpx;P, P̂ q @P P P

Théorème 2.5. Si les lois de la survie Y et de la censure C sont diffusés et si P
est n’importe quelle famille de probabilités qui contienne les probabilités chargeant

l’observation pTi, Diq, i “ 1, 2, ..., n, alors ŜKM est GMLE pour S.

Démonstration. – Il suffit de considérer dans P les probabilités qui donnent

une probabilité strictement positive à l’observation pT1, D1q, ..., pTn, Dnq.

En effet, si ce n’est pas le cas, le second membre de l’inégalité ci-dessus est

nul.
– pour une telle P de P noterons :

pi “ P pY PsTi, Ti`1sq i “ 0, 1, 2, ..., n

T0 “ 0etTn`1 “ 8

P ppT1, D1q, ..., pTn, Dnqq “

n
ź

i“1

rP pY “ Tiqs
DirP pY ě Tiqs

1´Di
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Si les pi sont fixés, cette probabilité est maximisée en prenant :

P̂ pY “ Ti{Ti “ 1q “ pi

P̂ pTi ă Y ď Ti`1{Di “ 0q “ pi

VMax “

n
ź

i“1

«

pDii p
n
ÿ

j“1

pjq
1´Di

ff

– Quels sont les pi qui maximisent V ?

Ce sont les :

p̂i “

«

i´1
ź

j“1

p1´
Dj

n´ j ` 1
q

ff

Di

n´ i` 1

Ce qui correspond à l’estimateur de Kaplan-Meier.

En effet, posons

λi “
pi

řn
j“1 pj

(en fait λiq est le taux de mortalité au ième rang).

Alors

1´ λi “

řn
j“i`1 pj
řn
j“1 pj

et par suite

n
ÿ

j“1

pj “
i´1
ź

j“1

p1´ λjq
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Ecrivant la vraisemblance en fonction des λi on obtient :

V “

n
ź

i“1

rλDii

i´1
ź

j“1

p1´ λjqs

“

n´1
ź

i“0

λDii p1´ λ
n´j
i q.

Chaque facteur est maximisé pour

λ̂i “
Di

n´ i`Di

“
Di

n´ i` 1

ce qui donne

p̂i “ λ̂ip
ÿ

j“i

p̂jq

“ λ̂ip
i´1
ź

j“1

p1´ λ̂jqq

“
Dj

n´ i` 1

i´1
ź

j“1

p1´
Di

n´ j ` 1
q.

2.8.4 Consistance de l’estimateur de Kaplan-Meier :

Pour que l’estimateur de Kaplan-Meier ŜKM de la fonction de survie, soit

consistant la survie Y et la censure C n’aient aucune discontinuité commune.
Notons F , G et ST respectivement les fonctions de répartition de la survie Y , de

la censure C et de la durée observée T “ Y ^ C (les Yi et les Ci sont mutuelle-

ment indépendants). On adoptera aussi une notation particulière pour les deux
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fonctions du temps suivante :

ST0ptq “ PpT ě t,D “ 0q

ST1ptq “ PpT ě t,D “ 1q

Alors

ST ptq “ ST0ptq ` ST1ptq “ PpT ě tq

“ p1´ F ptqqp1´Gptqq

Théorème 2.6. Si les lois de la survie Y et de la censure C n’ont aucune dis-

continuité commune, l’estimateur de Kaplan-Meier ŜKM de la fonction de survie

Sptq “ PpT ě tq est un estimateur consistant.

Démonstration. Le principe de la démonstration est :

– On démontre que la fonction de survie S s’exprime en fonction de ST0 et

ST1 : Sptq “ W pST0, ST1, tq.

– Or, l’etimateur de Kaplan-Meier de S s’exprime de la même façon en fonc-

tion des équivalents empiriques ST̂0 et ST̂1 de ST0 et ST1 :

ŜKMptq “ W pST̂0, ST̂1, tq et ST̂0 et ST̂1 obéissent au théorème de Glivenko-

Cantelli

Lemme 2.8.1. On suppose que les f.r. F de Y (durée) et G de C (censure) n’ont

aucune discontinuité commune. Alors

Sptq “ exp

#

ż t

0

dpST1q

ST1 ` ST0

`
ÿ

uďt

Log

«

ST0pu
`q ` ST1pu

`q

ST0pu´q ` ST1pu´q

ff+

Le premier terme dans l’accolade correspond à une intégration sur les intervalles

de continuité de ST1. Le second terme est une sommation sur les points de dis-

continuité de ST1.On note W cette fonctionnelle.
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– On suppose pour commencer que ST1 est continue en t :

ż t

0

dST1puq

ST1puq ` ST0puq
“

ż t

0

´p1´GpuqqdF puq

p1´ F puqqp1´Gpuqq

“

ż t

0

´dF puq

1´ F puq
“ rLogr1´ F puqsst0

“ LogSptq

En effet : ST0ptq “ PpT ě t,D “ 0q “ PpY ě C ě tq “

ż 8

t

p1 ´ F qdG

ST1ptq “ PpT ě t,D “ 1q “ PpC ě Y ě tq “

ż 8

t

p1´GqdF Par suite, en cas de

continuité de ST1 :

Sptq “ exp

«

ż t

0

dST1

ST1 ` ST0

ff

.

Supposons que ST1 saute en t, mais que ST0 est continue en t :

Log
ST1pt

`q ` ST0pt
`q

ST1pt´q ` ST0pt´q
“ Log

ST pt`q

ST pt´q

“
p1´ F pt`qqp1´Gpt`qq

p1´ F pt´qqp1´Gpt´qq

“ Log
Spt`q

Spt´q

Puisque Gpt`q “ Gpt´q

Donc :

Spt`q “ Spt´q exp

«

Log
ST1pt

`q ` ST0pt
`q

ST1pt´q ` ST0pt´q

ff

.
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Lemme 2.8.2. Si on note ST̂0ptq “
1
n

řn
i“1 ITp1ět,D1“0q

ST̂1ptq “
1
n

ř

ITp1ět,D1“1q Alors

ŜKMptq “ W pST̂0, ST̂1, tq.

– On rappelle qu’on a toujours décidé lorsqu’il y avait , parmi des ex-aequo,

à la fois des censures et des morts de faire précéder les censures par les

morts.

– Comme ST̂1 est complètement discrète,il y a que la sommation qui inter-

vient dans W ,

Finalement on a le résultat énoncé dans le théorème qui est l’équivalent de

Glivenko-Cantelli en présence de censure :

ŜKM ÝÑ
p.s S uniformément en t.

En effet :
D’après le théorème de Glivenko-Cantelli :

ST̂0 ÝÑ
p.s ST0 uniformément en t.

ST̂1 ÝÑ
p.s ST1 uniformément en t.

Comme W est une fonction continue de ST0 et ST1 pour la norme sup :

ŜKMptq “ W pST̂0, ST̂0, tq ÝÑ
p.s W pST0, ST1, tq “ Sptq uniformément en t.

2.8.5 Normalité asymptotique

Le théorème de Donsker peut s’étendre au cas où une censure aléatoire droite

est présente.
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Théorème 2.7. Si la survie Y de fonction de répartition F “ 1´S, et la censure

C, de fonction de répartition G, sont indépendantes, et si F et G n’ont aucune

discontinuité commune

?
npŜKM ´ Sq ÝÑ

L Z

où Z est un processus gaussien centré, de la fonction de covariance

CovpZpt1q, Zpt2qq “ Spt1qSpt1q

ż t1^t2

0

dF puq

r1´ F puqs2r1´Gpuqs

Dans le cas non censuré, qui correspond à 1 ´ Gpuq “ 1, redonne le résultat

habituel. Le principe de la démonstration repose sur l’expression de Peterson de

la survie. On fait un développement de la différence ŜKM ´ S, dont on ne garde

que les termes principaux.

Si par exemple, la survie est exponentielle le paramètre λ et la censure fixe

égale à c, la fonction de covariance vaut

e´λpt1`t2q
ż t1^t2

0

λe´λu

e´2λuIuďc
du “ e´λpt1`t2qre´λpt1^t2^cq ´ 1s.

Si la survie et la censure sont toutes les deux exponentielle, de paramètre respec-

tifs ν et µ

covpZpt1q, Zpt2qq “ e´λpt1`t2qrepλ`µqpt1^t2q ´ 1s.

Corollaire 2.8.1.

LpŜKMptqq ”nÑ8 N

˜

Sptq;
S2ptq

n

ż t

0

dST1puq

rST puqs2

¸
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Du théorème précédent ; on a pour toute fonction f continue pour la norme

sup, fpZnq converge en loi vers fpZq. En particulier

ŜKM,n “ S `
Zn
?
n
.

Pour pouvoir utiliser ce corollaire, il faut avoir un estimateur de la variance

asymptotique de ŜKM . Cette variance asymptotique fait intervenir trois fonctions,

S, ST et ST1 pour lesquelles nous avons déjà des estimateurs naturels :

ST ptq “ PpT ě tq ŜT ptq “ 1
n

řn
i“1 ITiět

ST1ptq “ PpT ě t,D “ 1q ˆST1ptq “
1
n

řn
i“1DiITiět

Sptq “ PpT ě tq ŜKMptq “
ś

Tiăt
p1´ MpTiq

RpTiq
q.

Comme d ˆST1 est nul, sauf aux instants de mort, on peut écrire, dans le cas où il

n’y a pas d’ex-aequo :

d ˆST1puq “ 0 si u ‰ Ti

“
Di

n
si u “ Ti

1´ ŜT pT`i q “
1

n

n
ÿ

j“1

ITjďTi

1´ ŜT pT´i q “
1

n

n
ÿ

j“1

ITjăTi

Si on estime r1´ ST puqs2 par r1´ ST pu´qs r1´ ST pu`qs, on obteint pour esti-

mateur de la variance asymptotique de ŜKM l’estimateur de Greenwood.
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Définition 2.16. Estimateur de Greenwood Si les observations censurées

sont les pTi, Diq, i “ 1, 2, ..., n, avec éventuellement des ex-aequo, et T
1

1 ă T
1

2 ă

... ă T
1

k la suite des Ti réordonnés par ordre croissant, Mi le nombre des morts à

l’instant T
1

i , Ri le nombre des sujets à risque à T
1

i l’estimateur de Greenwood de

la variance de ŜKM est défini comme

{

V ar ˆSKMptq “ Ŝ2
KMptq

ÿ

T
1

iďt

Mi

RipRi ´Miq

En particulier, s’il n’y a pas d’ex-aequo :

{

V ar ˆSKMptq “ Ŝ2
KMptq

ÿ

Tiďt

Di

Ripn´ iqpn´ i` 1q

Remarque 2.8.2. On suppose toujours que, s’il y avais des ex-aequo, il étaient

de même nature ; quand la mort et une censure sont ex-aequo, nous supposons

que la mort précéde la censure.

Remarque 2.8.3. L’estimateur de Greenwood a d’abord été obtenu grâce

aux considérations suivantes : LogŜKMptq “
ř

Tiďt
Logp̂i. Les p̂i ne sont pas

indépendantes, mais si on en fait la conjecture, on a V arpLogŜKMptqq “
ř

Tiďt
V arpLogp̂iq. Comme la loi de Rip̂i est la loi binomiale de paramètre Ri

et pi :

V arpLogp̂iq ” V arpp̂iq

ˆ

d

dpi
pLogpiq

˙2

“
piqi
Ri

1

p2
i

“
qi
Ripi

.

On a finalement l’approximation suivante :

V ar

ˆ

LogŜKMptq

˙

”
ÿ qi

Ripi
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où qi est estimé par Mi{Ri et pi pRi ´ Miq{Ri, ce qui donne l’estimateur de

Greenwood.

Remarque 2.8.4. L’estimateur de Greenwood est un estimateur consistant de

la variance asymptotique de l’estimateur de Kaplan-Meier.



Chapitre 3
Risque proportionnels dans les modèles
semi-markoviens

3.1 Introduction

Les modèles Markoviens homogènes ont été appliqués avec succès dans de

nombreux domaines et sont utilisés de plus en plus fréquemment. Cependant,

dans ces modèles, l’évolution du processus est indépendante du temps déjà

passé dans l’état actuel. Dans le domaine clinique par exemple, cette hypothèse

correspond rarement à la réalité. Les processus semi-Markoviens constituent

alors une alternative intéressante puisqu’ils intègrent dans la définition du

modèle les lois de temps de séjour suivent des lois exponentielles devient un

processus Markovien homogène. Les modèles semi-Markoviens généralisent ainsi

les modèles Markoviens dans le sens où ils permettent de définir explicitement

les lois des temps de séjour dans les états.

Les processus semi-markoviens ont été introduits simultanément par Lévy

(1954) et Smith (1955). Les fondements de la théorie des processus semi-

markoviens ont été introduits par Pyke (1961) dans deux travaux où le deuxième
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est consacré aux processus d’espace d’état fini, la théorie de renouvellement

classique à été généralisé aux processus semi-markoviens par Feller (1964). Des

théorèmes limites des processus semi-markoviens ont été présenté par Yackel

(1966), Grigorescu et Oprisan (1976), Athreya et al. (1978), Nummelin (1978)

et Malinovskii (1987). Des modèles semi-markoviens sont décrits par Janssen

(1986), Andersen et al. (1993), Janssen et Limnios (1999) et Csenki (2002). Ross

(1970) et Puterman (1994) ont étudié les processus semi-markoviens de décision.

Les Modèles semi-Markoviens ont été étudiés dans un cadre non-homogène par

Vassiliou et Papadopoulou [1992] et Papadopoulou et Vassiliou [1994], alors

que Sternberg et Satten [1999] se sont intéressés aux problèmes de données

censurées par intervalles ou tronquées. Limnios et Oprisan (2001) donne une

étude totale des processus semi-markoviens à temps continu et leurs applications

en fiabilité. On peut ajouter qu’il est aussi possible d’obtenir des estimations

non-paramétriques dans les modèles semi-Markovien en utilisant la théorie des

processus de comptage Gill(1980), Andersen et al. (1993).

On considère un système aléatoire dans un espace d’états fini E “ t1, ..., su.

On note par ME l’ensemble des matrices réelles sur E ˆ E et par MEpNq
l’ensemble des matrices fonctionnelle défini sur N, à valeurs dans ME. Pour

A P MEpNq, on écrit A “ pApkq; k P Nq, où, pour k P N fixé, Apkq “

pAijpkq; i, j P Eq PME. On note que IE la matrice identité.

On suppose que l’évolution du système dans le temps est décrite par :

– tXptq, t P I Ă Ru un processus à temps continu.

– E “ t1, 2, ......., Nu l’espace des états finis.

– 0 “ T0 ă T1 ă ....... ă Tn ă .... les instants de changement d’état.

– Un “ Tn ´ Tn´1 le temps de séjour dans l’état après le nime instants de

changement d’état.

– pXnqnPN est une châıne de Markov telle que Xn “ XpTnq
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Définition 3.1. Une matrice à valeurs fonctionnelle q “ pqijptqq PMEpNq peut

être dit noyau semi-Markovien à temps discret si elle satisfait les trois propriétés

suivantes :

1. 0 ď qijptq, i, j P E, t P N,

2. qijp0q “ 0, i, j P E,

3.
ř8

t“0

ř

jPE qijptq “ 1, i P E.

Remarque 3.1.1. Au lieu de considérer les noyaux semi-Markov tel que défini

précédemment, on peut être intéressé par des matrices fonctionnelle à valeurs

non négatives, q “ pqijptqq PMEpNq qui satisfait

8
ÿ

t“0

ÿ

jPE

qijptq ď 1

pour tout i P E.

Définition 3.2. le processus pT,Xq est dit semi-markovien si la distribution des

temps de séjour pTn`1 ´ Tnq satisfait la condition suivante :

PpTn`1 ´ Tn ď x,Xn`1 “ j|X0, T0, .., Xn, Tnq “ PpTn`1 ´ Tn ď x,Xn`1 “ j|Xnq

(3.1)

sachant la séquence des états X, les temps de séjour T1, T2 ´ T1, T3 ´ T2, ... sont

indépendants.

Par ailleurs, si l’équation 3.1 est indépendante de n , et pX,T q est dite ho-

mogène, et le noyau semi-Markovien q à temps discret est défini par :

qijptq “ PpXn`1 “ j, Un`1 “ t{Xn “ iq

On note que, si pX,T q est une châıne de renouvellement Markovien (homogène),

on peut voir facilement que pXnqn P N est une châıne de Markov homogène. On
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note par P “ ppijqi,jPE P ME la matrice de transition de pXnq, elle est définie

par pij :“ PpXn`1 “ j{Xn “ iq, i, j P E, n P N. Notons aussi que, pour tout

i, j P E, pij peut être exprimé dans le noyau semi-Markovien par pij “
ř8

t“0 qijptq.

On introduit le noyau semi-Markovien cumulé Q “ pQptq; t P Nq P ME défini

pour tout i, j P E et t P N par :

Qijptq :“ PpXn`1 “ j, Un`1 ď t{Xn “ iq

Lorsque l’on étudie l’évolution d’un renouvellement Markovien nous sommes in-

téressés à deux types de maintenir les distributions de temps : les distributions

de temps de séjour dans un état donné et les distributions conditionnelles en

fonction de l’état suivant à visiter.

Définition 3.3. Pour tout i, j P E, définissons :

1. fijp.q, la distribution conditionnelle :

fijptq “ PpUn`1 “ t{Xn “ i,Xn`1 “ jq, t P N. (3.2)

2. Fijp.q, la distribution cumulative conditionnelle :

Fijptq “ PpUn`1 ď t{Xn “ i,Xn`1 “ jq “
t
ÿ

l“0

fijplqq, t P N. (3.3)

évidemment, pour tout i, j P E et pour tout k P N, on a

fijptq “

#

qijptq

pij
si pij ě 0

0 si non

Définition 3.4. hiptq la distribution du temps de séjour dans l’état i :

1. hiptq :“ PpUn`1 “ t{Xn “ iq “
ř

jPE qijptq, t P N.

2. Hiptq :“ PpUn`1 ď t{Xn “ iq “
řt
jPE hiplq, t P N.
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Pour la distribution cumulative de certain v.a, on note la fonction de survie par

Sptq “ 1´ F ptq “ PpT ą tq.

pXnTnqnPN est une châıne de renouvellement Markovien, avec le noyau semi-

markovien qij“pijfijpkq et la distribution du temps de séjour dans l’état i hi “
ř

jPE qijpkq. Notons que le processus pXnTn`1qnPN est une châıne de renouvelle-

ment Markovien avec le noyau semi-Markovien q̃ijpkq “ pijhjpkq. De même, le

processus pXn`1, TnqnPN est une châıne de renouvellement Markovien son noyau

q̌ijpkq “ pijhipkq. Une châıne de Markov avec la matrice de transition ppijqij P E,

c’est un cas particulier de la châıne de renouvellement Markovien avec le noyau

semi-Markovien

qijpkq “

"

pijppiiq
k´1 sii ‰ jetk P N˚,

0 si non

Quelques quantités importantes pour vérifier que l’évolution de la châıne de re-

nouvellement Markovien est la probabilité PpXn “ j, Tn “ t{X0q, i, j P E, n P N.
Rappelons que, pour une châıne de Markov finie pXnqnPN de la matrice de

transition ppijqi,jPE la nme peut être écrite comme suit :

PpXn “ j{X0 “ iq “ pnij

pour tous n P N,

où pnij c’est l’élément pi, jq de la matrice produit de p n fois. Un résultat similaire

va pour la probabilité PpXn “ j, Tn “ t{X0 “ iq dans le contexte renouvellement

Markovien :

Proposition 3.1.1. (Voir [1]) Pour tous i, j P E, pour tous n et t P N, on aura

PpXn “ j, Tn “ t{X0 “ iq “ qnijptq (3.4)
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Démonstration. On fait la démonstration pour n “ 0, on a

PpX0 “ j, T0 “ t{X0 “ iq “ q0
ijptq

. Sur d’autre part, si i “ j et t “ 0, Évidemment, pour t ‰ 0 ou i ‰ j, cette

probabilité vaut 0

PpXn “ j, Tn “ t{X0 “ iq “
ÿ

rPE

t´1
ÿ

l“1

PpXn “ j, Tn “ t,X1 “ r, T1 “ l{X0 “ iq

“
ÿ

rPE

t´1
ÿ

l“1

PpXn “ j, Tn “ t{X1 “ r, T1 “ l,X0 “ iqPpX1 “ r, T1 “ l{X0 “ iq

“
ÿ

rPE

t´1
ÿ

l“1

PpXn´1 “ j, Tn´1 “ t´ l{X0 “ rqPpX1 “ r, T1 “ l{X0 “ iq

“
ÿ

rPE

t´1
ÿ

l“1

qn´1
rj pt´ lqqirplq

“ qnijptq

et voila le résultat

Remarque 3.1.2. Pour pXn, TnqnPN la châıne de renouvellement Markovien dans

l’espace des états E, on peut vérifier aussi que c’est une châıne de Markov dans

l’espace E ˆN. Notons par P pnq la nme fonction de transition de cette châıne de

Markov, de la proposition précédente, pour tous i, j P E, et pour tous n et t P N
on a

P
pnq
pi,0q,pj,kq “ q

pnq
i,j pkq.

Comme application de la proposition précédente, on aura le lemme suivant, un

résultat important pour les châınes de renouvellement Markovien.
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Lemme 3.1.1. (Voir[1]) pX,T q “ pXn, TnqnPN est une châıne de renouvellement

Markovien, et q P MEpNq son noyau semi-markovien. Pour tous n, t P N tels

que n ě t` 1 on a qpnqptq “ 0.

Démonstration. Il est clair que le temps de saut pTnqnPN du processus verifi la

relation Tn ě n, n P N. Ecrivant l’équation (3.4) pour n et t P N tels que n ě t`1,

on obtient le résultat souhaité.

La propriété du noyau semi-Markov temps discret mentionné est essentielle

pour la simplicité et la précision numérique. Introduisons maintenant la châıne

semi-Markovienne, strictement liée aux celle de la châıne de renouvellement Mar-

kovien.

Définition 3.5. Soit pX,T q est une châıne de renouvellement Markovien. La

châıne Z “ pZtqtPN est dite châıne semi-markovienne associé à la châıne de re-

nouvellement Markovien pX,T q si

Zt :“ XNptq,tPN,

où

Nptq :“ maxtn P N{Tn ď tu (3.5)

c’est nombre total de transition dans l’intervalle r0, ts Ă N Ainsi que Zt donne le

système au temps t. On a aussi Xn “ ZTn et Tn “ mintt ą Xn´1{Zt ‰ Zt´1u, n P

N. Le vecteur ligne noté α “ pα1, ..., αsq c’est la distribution initiale de la châıne

semi-Markovienne Z “ pZtqtPN i.e., αi :“ PpZ0 “ iq “ PpX0 “ iq, i P E.

Définition 3.6. La fonction de transition de la châıne semi-Markovienne Z est

la matrice à valeurs fonctionnelle P “ pPijptq; i, j P E, t P Nq P MEpNq. qui est

définie par :

Pijptq :“ PpZt “ j{Z0 “ iq, i, j P E, t P N.
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3.2 Estimation paramétrique des temps de sé-

jour

La méthode d’estimation repose sur une estimation des lois des tepms de

séjour par des fonctions paramétriques. Rappelons la définition des fonctions de

risque des temps d’attente dans les états,

hij “ lim
∆tÑ0

1

∆t
Prpt ă Un`1 ď t`∆t{Un`1 ą t,Xn “ i,Xn`1 “ jq

Cette estimation va prendre que les fonctions de risque hijp.q appartiennent à

une classe de fonctions paramétriques. Les fonctions Sijp.q et fijp.q correspondant

respectivement aux fonctions de survie et de densité associées aux fonctions de

risque hijp.q peuvent s’écrire à partir de hijp.q.

BSijptq

Bt
“ ´ lim

∆tÑ0

1

∆t
Prpt ă Un`1 ď t`∆t{Xn “ i,Xn`1 “ jq

“ ´ lim
∆tÑ0

1

∆t
Prpt ă Un`1 ď t`∆t{Un`1 ą t,Xn “ i,Xn`1 “ jq

ˆ PrpXn`1 ą t{Xn “ i,Xn`1 “ jq

“ ´Sijptq ˆ ´ lim
∆tÑ0

1

∆t
Prpt ă Un`1 ď t`∆t{Xn “ i,Xn`1 “ jq

“ ´Sijptq ˆ αijptq.

La résolution cette équation sachant que Sijp0q “ 1, donne

Sijpdq “ expp´

ż d

0

αijpuqduq. (3.6)

Comme Sijp.q “ 1´Fijp.q et comme fij est la densité de Fijp.q, on peut écrire

fijpdq “ ´
BSijpdq

Bd
“ Sijpdqαijpdq. (3.7)
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3.3 Modèle à risques proportionnels

Afin d’introduire des covariables on considère un modèle à risques propor-

tionnels de ”Cox”.

On considère pXn, Tnqną0 un processus semi-Markovien. Les covariables sont in-

troduites dans les fonctions de risque des temps d’attente dans les états. La

châıne de Markov pXnqną0 ne dépend pas du vecteur de covariables ainsi la châıne

conserve la probabilité de transition pij “ PrpXn`1 “ j{Xn “ iq. Les fonctions

de risque du processus semi-Markovien ne dépendent pas des covariables.

Considérons Zijp.q “ pZ
1
ijp.q, Z

2
ijp.q, ..., Z

nij
ij p.qq, le vecteur de covariables associé

à la transition de l’état i vers j, tel que nij le nombre de covariables pour cette

transition. Les covariables peuvent être dépendantes du temps, il est nécessaire

de supposer que la valeur des covariables ne change pas entre deux consultations.

Pour simplifier les calculs et les écritures, on supposera par la suite que les cova-

riables sont fixées au cours du temps d’attente : Zijptq “ zij. Les covariables vont

modifier les fonctions d’intensité en suivant un modèle à risques proportionnels

de Cox

hijpt´ SNpt´qq “ hij,0pt´ SNpt´qq exppβTijzijq,

avec βij le vecteur des coefficients de régression associés à zij et hij,0p.q est le

risque de base. Ici la proportionnalité des risques est supposée au sein d’une

même transition.
Nous intéressons maintenant aux fonctions de survie et de densité correspondant

à des fonctions de risque de temps d’attente dépendantes de covariables. Consi-

dérons @i, j P E, hijpt, zq “ hij,0ptq exp βTijzij, alors d’après les équations 3.6 et

3.7 les fonctions de survie correspondantes sont données par :
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Sijpt, zq “ expp´

ż t

0

hijpuqduq (3.8)

“ expp´

ż t

0

hij,0puqe
βTijzijduq

“ Sij,0ptq
e
βT
ij
zij

où Sij,0ptq “ expp´
şt

0
hij,0puqduq et la fonction densité

fijpd, zq “ Sijpt, zqhijpt, zq (3.9)

“ hij,0ptqe
βTijzijSij,0pzq

e
βT
ij
zij

3.4 Processus semi-markoviens à durée de tran-

sition bornée

3.4.1 Cas de durée continue

Définition 3.7. Une fonction matricielle Q “ pQijpTn, Tn`1, tqqpi,jqPE2 est dite

noyau cumulé semi-Markovien si elle satisfait la propriété suivante :

QijpTn, Tn`1, tq “ PpXTn`1 “ j, Un`1 ă t{XTn “ iq, i, j P E, n P N, t P I où I est

le support de Un`1.

Par la suite QijpTn, Tn`1, tq est notée abusivement Qijpn, n` 1, tq. Dans le cas

homogène, on a Qijpn, n` 1, tq “ Qijptq.

Un processus semi-Markovien peut être entièrement déterminé par sa loi ini-

tiale et la fonction matricielle Q “ pQijpTn, Tn`1, tqqpi,jqPE2 .

Propriété 2. Le noyau cumulé semi-Markovien Q vérifie :
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1. Si Qij est dérivable par rapport à t, la fonction matricielle

qijpn, n` 1, tq “
BQijpn, n` 1, tq

Bt

caractérise le processus semi-Markovien pXtqtPR` connaissant sa loi initiale.

2. En notant b “ suppIq, on a

Qijpn, n` 1, bq “ PpXTn`1 “ j{XTn “ iq “ pijpn, n` 1q, i, j P E, n P N.

3. La fonction de répartition de la durée en l’état i, conditionnellement à la

transition à l’état j, s’écrit :

Fijpn, n` 1, tq “ PpUn`1 ď t{XTn “ i,XTn`1 “ jq

“
Qijpn, n` 1, tq

pijpn, n` 1q
si pijpn, n` 1q ą 0 et t P r0, br

“ 1 si pijpn, n` 1q ą 0 et t ě b
“ 0 si pijpn, n` 1q “ 0

4. Si Qij est dérivable par rapport à t, la densité de la durée en l’état i,

conditionnellement à la transition à l’état j, s’écrit :

fijpn, n` 1, tq “
BFijpn, n` 1, tq

Bt
“
qijpn, n` 1, tq

pijpn, n` 1q
.

5. La fonction de répartition de la durée en l’état i (inconditionnelle), s’écrit :
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Fipn, n` 1, tq “ PpUn`1 ď t{XTn “ iq

“

s
ÿ

j“1

PpUn`1 ď t,XTn`1 “ j{XTn “ iq

“

s
ÿ

j“1

Qijpn, n` 1, tq

“

s
ÿ

j“1

Fijpn, n` 1, tq pijpn, n` 1q

On en déduit alors la fonction de survie Sipn, n` 1, tq “ 1´ Fipn, n` 1, tq

la densité :

fipn, n` 1, tq
s
ÿ

j“1

Fijpn, n` 1, tq pijpn, n` 1q

la fonction de risque :

hipn, n` 1, tq “
fipn, n` 1, tq

1´ Fipn, n` 1, tq
si pijpn, n` 1q ą 0 et Fipn, n` 1, tq ă 1

“ 0 sinon

et toutes les transformations de la fonction de survie permettant de bien la

caractériser.

6. Si l’on considère la fonction de risque conditionnement à un changement

d’état vers j, on construit

hijpn, n` 1, tq “
fijpn, n` 1, tq

1´ Fipn, n` 1, tq
si pijpn, n` 1q ą 0 et Fipn, n` 1, tq ă 1

“ 0 sinon

qui seraient les intensités de transition instantanées du noyau semi-

Markovien q.
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Remarque 3.4.1. Si l’on note Nijptq le processus de comptage du nombre de

transitions observées de l’état i vers l’état j dans r0, ts, t P R`, on vérifie que

Nijptq, avec Nijp0q “ 0, est un processus cadlag avec sauts de 1. Il en de même

des processus de comptage Niptq “
s
ÿ

j“1

Nijptq et Nptq “
s
ÿ

i“1

Niptq. Le processus

Nijptq est construit comme suit :

Nijptq “
ÿ

ně0

1tTnăt;XTn“i,XTn`1
“juptq

Proposition 3.4.1. Si le processus semi-markovien pXtqtPR` est asymptoti-

quement ergodique pour la classe des états récurrents (positifs) de E, alors

Nijptq

Nptq
Ñ pij p.s.. La matrice de terme général pij est la matrice de transition

asymptotique (qui existe toujours en cas d’ergodicité et est homogène).

Proposition 3.4.2. Si πi est la ième composante de la mesure stationnaire

de la matrice de transition asymptotique du processus markovien sous-jacent, la

ième composante de la distribution du processus semi-markovien pXtqtPR` associé

vérifie

Πi “
πi
µii

où µii est le temps moyen de retour à l’état i partant de i.

Pour analyser de tels processus sur le plan opératoriel afin de les exploiter

numériquement, différentes approches ont été exploitées (voir par exemple [19],

[29], ...). Dans le cas de notre étude, comme la durée de séjour dans chaque état

est majorée par une valeur finie b “ suptt; t P Iu, nous considérons une suite de

morceaux de trajectoires de longueur b notés
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0Xn : pΩ,A, P q ÝÑ pCpsI ,X q
ω ÞÝÑ C0

n “ tps, ysq; s Psnb, pn` 1qbsu

où CpsI est l’espace vectoriel des fonctions scalaires continues p.s. définies dans

l’intervalle I.
De la même manière, pour tout τ P I, on peut construire

τXn : pΩ,A, P q ÝÑ pCpsI ,X q

ω ÞÝÑ Cτ
n “ tps, ysq; s Psτ ` nb, τ ` pn` 1qbsu

qui est une transformation du processus pXtqt, semblable à la précédente, trans-

latée de τ sur R`.

Sans perdre de généralité, nous restreignons notre étude au cas du processus

p0Xnqn.

Proposition 3.4.3. Le processus p0Xnqn est un processus de Markov à temps

discret et à valeurs dans CpsI .

Tenant compte que le passé et le futur d’un tel processus sont indépendants

connaissant le présent, nous montrons que p0Xnqn est un processus de Markov

vérifiant
@B, C1C2 ...Cn P X
P p0Xn`1 P B{

0Xn “ Cn, ...,
0X2 “ C2,

0X1 “ C1q “ P p0Xn`1 P B{
0Xn “ Cnq

L’existence de probabilité produit est assurée par le théorème de Ionescu

Tulcea [32].

Commentaire : En utilisant une suite dénombrable de courbes de CpsI issues

d’une réalisation de p0Xnqn, on obtient nécessairement un ou plusieurs points

d’accumulation (qui sont ici des courbes). Pour chaque point d’accumulation, on

peut construire une sous-suite qui converge uniformément presque sûrement vers



3.4 Processus semi-markoviens à durée de transition bornée 64

le point d’accumulation considéré. La courbe moyenne sera alors une moyenne

pondérée des points d’accumulation trouvés. Nous pouvons également évaluer

d’autres caractéristiques descriptives du processus telles que la dispersion autour

de la courbe moyenne, la symétrie, ...

3.4.2 Cas de durée discrète

Dans les cas pratiques, souvent le temps est représenté par une durée (liée

à une fréquence d’une horloge de référence : calendriers, heures, mn, seconde,

fraction de seconde, ...). On considère, dans cette étude, que la durée de séjour

dans chaque état est majorée par une valeur finie v “ suptk; k P Iu. Ainsi les

morceaux de trajectoires de longueur v notés rXv
n “ pXvn, Xvn´1, . . . , Xvpn´1q`1q

vérifient

rXv
n : pΩ,A,Pq ÝÑ pE, Eqbv

ω ÞÝÑ pXvnpωq, Xvn´1pωq, . . . , Xvpn´1q`1pωqq

´

rXv
n

¯

n
est à vs états que l’on représente vectoriellement dans Rvs par :

Xn “ g ˝ rXv
n “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1p
rXv
nq
´1p1,...1q

...
1
p rXv

nq
´1pi1...ivq

...
1
p rXv

nq
´1ps...sq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(3.10)

où g correspond à une fonction mesurable permettant de représenter les élé-

ments de pE, Eqbv dans Rvs. La ième coordonnée de Xn vérifie

i “ iv ` piv´1 ´ 1qs` . . .` pi2 ´ 1qsv´2
` pi1 ´ 1qsv´1.
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Ainsi l’état rXv
npωq “ pi1 . . . ivq peut être écrit rXv

npωq “ ai avec Xnpωq “ gpaiq “ ei

où ei est le ième vecteur de la base canonique de Rvs.

Proposition 3.4.4. Le processus pXnqn est markovien.

Preuve : Notons T1, T2, T3, ... les instants de changement d’état dans le

processus semi-markovien pXnqn. Comme pour tout entier naturel n ą 0, Tn`1´

Tn ď v, on montre aisément que

P pXn`1 “ ej{Xn “ ei,Xn´1 “ ei1 ,Xn´2 “ ei2 , ...q “ P pXn`1 “ ej{Xn “ eiq. l

Définition 3.8. Le processus pXnqn générant le processus pXnqn ainsi construit

est appelé processus v-markovien.

En exploitant la représentation du processus sous la forme (3.4.2), nous met-

tons facilement le lien entre l’étude du processus semi-markovien pXnqn et celle

du processus markovien X v
n .

Proposition 3.4.5. Si pXnqn est un processus v-markovien, alors pXnqn est u-

markovien pour tout u ě v.

Preuve : pXnqn est un processus v-markovien si et seulement si connaissant

pXnqn sur v étapes successives son passé et son futur (par rapport à ces étapes)

sont indépendants. Cette propriété reste vraie pour tout u ě v. l

Définition 3.9. Le processus pXnqn est dit processus v-markovien minimal, si

v “ mintu; pXnqn est u´markovienu.

Proposition 3.4.6. Si pXnqn est un processus u-markovien pour tout u ě 1,

alors pXnqn est markovien.

Seul les états 1
p rX v
n q
´1pl,...lq ; l “ 1, . . . , v cöıncident avec les ”trajectoires” du

processus semi-markovien pXnqn.
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Si pXnqn est un processus v-markovien avec v connu, la construction de l’opé-

rateur de transition est assez aisée. Pour v fixe mais inconnu, l’estimation de v

nécessite des méthodes appropriées.

En décalant la trajectoire de i pas i P t0, . . . , v ´ 1u, on construit

de nouveaux morceaux de trajectoires de longueur v notés piq
rXv
n “

pXvn`i, Xvn´1`i, . . . , Xvpn´1q`1`iq qui vérifient

piq
rXv
n : pΩ,A,Pq ÝÑ pE, Eqbv

ω ÞÝÑ pXvn`ipωq, Xvn´1`ipωq, . . . , Xvpn´1q`1`ipωqq

´

piq
rXv
n

¯

n
est à vs états que l’on représente vectoriellement dans Rvs par :

piqXn “ g ˝piq rXv
n “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
ppiq rXv

nq
´1p1,...1q

...
1
ppiq rXv

nq
´1pi1...ivq

...
1
ppiq rXv

nq
´1ps...sq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(3.11)

Le processus
´

piq
rXv
n

¯

n
est markovien. Toutefois sa matrice de transition ne

commute pas nécessairement avec celle de
´

pjq
rXv
n

¯

n
si i “ j.

Ainsi par décalage de i ; i P t0, . . . , v´1u, nous pouvons construire v châınes

de Markov pour décrire le processus semi-markovien discret pXnqnPN. Nous ex-

ploitons ainsi v semi-groupes pour décrire pXnqnPN.

Proposition 3.4.7. Si les v semi-groupes décrivant pXnqnPN commutent entre

eux le processus semi-markovien pXnqn est markovien.

Commentaire : En utilisant les morceaux de trajectoires (continues par mor-

ceaux ou discrètes), on transforme un processus semi-markovien en un processus



3.4 Processus semi-markoviens à durée de transition bornée 67

markovien dès qu’il a la propriété que la durée du temps de séjour dans chaque

état est bornée. Ainsi, on peut exploiter les caractéristiques du processus semi-

markovien, en utilisant des propriétés markoviennes du processus de ”courbes”

qui sont plus facilement manipulables techniquement.



Chapitre 4
Estimation semi-paramétriques dans le
modèle de Cox généralisé

4.1 Les modèles à risques proportionnels

Ces modèles expriment un effet multiplicatif des diverses covariables sur la

fonction de risque. On introduit une fonction de risque de base qui donne la forme

générale du risque et qui est commune à tous les individus. Les modèles à risques

proportionnels se caractérisent par la relation suivante, pour tous t ą 0,

hpt|Zq “ h0ptqgpβ, Zq, (4.1)

où Z est un vecteur de covariables, β le paramètre d’intérêt et g une fonction

positive.

La fonction de risque est le produit d’une fonction qui ne dépend que du temps

et d’une fonction qui n’en dépend pas. En générale on suppose que l’effet des

covariables se résume à une quantité réelle β
1

Z, c’est-à-dire hpt|Zq “ h0gpβ
1

Zq.

Ce modèle est dit à risques proportionnels car, quels que soient deux individus i
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et j qui ont pour covariables Zi et Zj, le rapport des fonctions de risque ne varie

pas au cours du temps,

hpt|Ziq

hpt|Zjq
“
gpβ

1

Ziq

gpβ 1Zjq
. (4.2)

Les fonctions de risque sont donc proportionnelles. C’est une conséquence du mo-

dèle mais c’est aussi une hypothèse qu’il faudra vérifier. Le rapport des fonctions

de risque est par définition un risque relatif à l’instant t des sujets de caracté-

ristiques Zi par le rapport aux sujets de caractéristiques Zj. Un cas particulier

très important est le modèle de Cox, qui suppose que la fonction g est la fonction

exponentielle, c’est-à-dire,

hpt|Zq “ h0exppβ
1

Zq, (4.3)

D’autre choix de fonctions h sont possibles, néanmoins la fonction exponentielle

est très souvent utilisée dans la littérature car ses valeurs sont toujours positives

et expp0q “ 1 Si h0 et/ou h ont une forme inconnue, le modèle est dit semi-

paramétrique.

4.2 Modèle de Cox

Le modèle de régression de Cox est l’un des plus utilisés pour l’analyse statis-

tique des durées de vie. Cependant, l’inférence statistique pour ce modèle, basée

sur la vraisemblance partielle de Cox.

hpt|Zq “ h0exppβ
1

Zq, (4.4)
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où Z est un vecteur de covariables de dimension p ˚ 1 et β un vecteur pp ˚ 1q de

coefficient de régression.

Cosidérons,

– D le nombre de décès observés parmi les n sujets à l’étude,

– T1 ă T2 ă ... ă TD, les temps d’événements (décès) distincts,

– (1), (2),...,(D), les indices des individus décédés respectivement en

T1, T2, ..., TD,

– Zi la valeur des covariables de l’individu i

– RpTiq l’ensemble des individus encore à risque à T´i (juste avant Ti),

4.2.1 Vraisemblance partielle de Cox

Le principe de la méthode est d’estimer uniquement le coefficient de régression

β en considérant la fonction h0 comme un paramètre de nuisance. Par conséquent,

on ne cherche pas à estimer h0. L’idée de Cox est qu’aucune information ne peut

être donnée sur β par les intervalles pendant lesquels aucun événements n’a eu

lieu, car on peut concevoir que h0 soit nulle dans ces intervalles (On suppose que

les moments où se produisent les censures n’apportent peu ou pas d’information

sur β). On travaille alors conditionnellement à l’ensemble des instants où un décès

a lieu. Supposons, dans un premier temps, qu’il n’y a qu’un seul décès à chaque

temps d’événement (car le raisonnement provient du cas continu). La probabilité

qu’il y ait un événement (décès) en Ti (dans l’intervalle rTi, Ti`∆ts) est

ÿ

jPRpTiq

h0pTiqexppβ
1

Zjq, (4.5)

La probabilité que l’individu i subisse l’événement en Ti sachant qu’un événement

a eu lieu en Ti vaut
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h0pTiqexppβ
1

Zpiqq
ř

jPRpTiq
h0pTiqexppβ

1Zjq
“

exppβ
1

Zpiqq
ř

jPRpTiq
exppβ 1Zjq

Le point important est que cette probabilité dépend uniquement du paramètre

β. Comme il y a des contributions à la vraisemblance à chaque temps de décès,

la vraisemblance partielle de Cox est définie comme le produit sur les temps de

décs̀. La vraisemblance (partielle) totale est donc

LCoxpβq “
D
ź

i“1

exppβ
1

Zpiqq
ř

iPRpTiq
exppβ 1Zjq

.

La vraisemblance partielle ne dépend pas de la fonction de risque de base h0ptq.

On peut donc estimer β, sans connâıtre la fonction de risque de base, par maxi-

misation de la vraisemblance partielle de Cox. La vraisemblance partielle n’est

pas une vraisemblance dans le sens statistique du terme, mais elle se comporte

comme telle. Ainsi, on peut développer une théorie asymptotique similaire et

l’utiliser pour estimer et tester les coefficients de régression β.

4.2.2 Evénements simultanés

Le raisonnement précédent suppose des temps d’évènements distincts. Dans

le cas des données réelles, cette hypothèse n’est pas vérifiée (ex : mesure tous les

mois ou trimestres). La probabilité que l’individu j décède en Ti est

pi “
exppβ

1

Zjq
ř

kPRptiq
exppβ 1Zkq
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en présence de plusieurs événements, la méthode ”exacte” consiste à admettre

que les évènements se produisent les uns à la suite des autres. Cependant, on ne

connâıt pas l’ordre des événements, il faut donc considérer toutes les probabilités.

Dans le cas de deux sujets s1 et s2 de caractéristiques Z1 et Z2 qui décèdent en

Ti, la contribution exacte à la vraisemblance est

exppβ
1

Z1q exppβ
1

Z2q
ř

jPRpTiq
exppβ 1Zjq ˆ

ř

jPRpTiq{s1
exppβ 1Zjq

`
exppβ

1

Z1q exppβ
1

Z2q
ř

jPRpTiq
exppβ 1Zjq ˆ

ř

jPRpTiq{s2
exppβ 1Zjq

.

Le problème de cette méthode est que le temps de calcul devient très long quand il

y a beaucoup d’événements simultanés. Ainsi, on utilise le plus souvent l’approxi-

mation de Breslow qui consiste à supposer que la contribution des di événements

en Ti est le produit des probabilités pi pour les unités décédées en Ti i.e.

ÿ

jPRpTiq

exppβ
1

Zjq «
ÿ

jPRpTiq{k

exppβ
1

Zjq

LBpTiq “
ź

j :unitées décédées enTi

pj “

exp

˜

β
1

˜

ř

j:unités décédées enTi
Zj

¸¸

˜

ř

kPRpTiq
exppβ 1Zjq

¸di

L’approximation de Breslow de la vraisemblance totale est :

śD
i“1 LBpTiq

où D est nombre de décès observés. La maximisation de cette vraisemblance est
rapide. De plus, si le nombre d’événements simultanés n’est pas trop grand alors

la méthode est assez précise.
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4.2.3 Estimation

Estimation des coefficients de régression β

A partir de la vraisemblance partielle, on peut obtenir une estimation du

vecteur de paramètre β de dimension pˆ 1. Notons

Lpβq “ logpLCoxpβqq “
D
ÿ

i“1

«

β
1

Zpiq ´ log

˜

ÿ

jPRpTiq

exppβ
1

Zjq

¸ff

,

et Upβq la fonction score, c’est-à-dire le vecteur p ˆ 1 des dérivées premières de

Lpβq,

Upβq “
BLpβq
Bβ

“ p
BLpβq
Bβ1

, ...,
BLpβq
Bβp

q

“

D
ÿ

i“1

«

Zpiq ´

ř

jPRpTiq
Zj exppβ

1

Zjq
ř

jPRpTiq
exppβ 1Zjq

ff

“

˜

D
ÿ

i“1

«

Zpiq,1 ´

ř

jPRpTiq
Zj,1 exppβ

1

Zjq
ř

jPRpTiq
exppβ 1Zjq

ff

, ...,
D
ÿ

i“1

«

Zpiq,p ´

ř

jPRpTiq
Zj,p exppβ

1

Zjq
ř

jPRpTiq
exppβ 1Zjq

ff¸

.

L’estimateur de Cox β
1

du coefficient de régression est solution de l’équation :

Upβq “ 0.

La solution exacte de ce problème se fait avec L’algorithme de Newton-Raphson,

il est souvent utilisé par les logiciels pour obtenir une solution.

Un estimateur consistant de la matrice de variance-covariance de β peut se cal-

culer à partir de l’inverse de la matrice d’information de Fisher,
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yV arβ̂ “ tIpβ̂qu´1

où le terme pi, jq de la matrice Ipβq est

rIpβqsij “ ´
B2Lpβq
BβiBβj

.

Algorithme de Newton-Raphson

Le but de l’algorithme est de trouver une racine de l’équation

BlogL

Bβ
“ 0

Pour cela, on se donne une valeur initiale β̃0 et on cherche le plan tangent en ce

point à la fonction :

β Ñ d “
BlogL

Bβ

Ce plan, d’équation :

d “
BlogL

Bβ
pβ̃0q `

B2logL

BβBtβ
pβ̃0q

«

β ´ β̃0

ff

constitue une approximation de d “ BlogL
Bβ

d’où l’idée d’approcher la racine de :

BlogL

Bβ
“ 0
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par la racine de :

BlogL

Bβ
pβ̃0q `

B2logL

BβBtβ
pβ̃0q

«

β ´ β̃0

ff

“ 0

c’est-à-dire par :

β̃1 “ β̃0 ´

«

B2logL

BβBtβ
pβ̃0q

ff´1
BlogL

Bβ
pβ̃0q

on recommence alors la démarche en prenant β̃1 comme valeur initiale et ainsi

de suite. La formule de récurrence permettant de calculer β̃h`1 en fonction de β̃h

est :

β̃h`1 “ β̃h ´

«

B2logL

BβBtβ
pβ̃hq

ff´1
BlogL

Bβ
pβ̃hq

Si la suite des valeurs β̃h converge vers une limite β̃, celle-ci est forcément solution

des équation de vraisemblance car :

β̃ “ lim
hÑ8

β̃h`1 “ β̃ ´

«

B2logL

BβBtβ
pβ̃q

ff´1
BlogL

Bβ
pβ̃q

ñ
BlogL

Bβ
pβ̃q “ 0

Estimation du risque cumulé de base H0

Après avoir estimé les coefficients de régression, on peut estimer le risque

cumulé de base par l’estimateur de Breslow qui est une extension de l’estimateur

de Nelson-Aalen
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Ĥ0ptq “
ÿ

i:Tiďt

“
di

ř

jPRpTiq
exppβ̂ 1Zjq

où di est le nombre de décès en Ti. Si β̂ “ 0, on retrouve l’estimateur de Nelson-

Aalen. On peut ensuite déduire un estimateur de la fonction de survie pour un

vecteur de covariable Z,

Spt{Zq “ expp´

ż t

0

hpu{Zqduq

ñ Ŝpt{Zq “ expp´Ĥ0ptq exppβ̂
1

Zqq.

4.2.4 Interprétation des coefficients de régression

Par définition le risque relatif à l’instant t, pour deux vecteurs de covariables

Zi et Zj, est égale à :

RRptq “
hpt{Ziq

hpt{Zjq
.

Dans le modèle de Cox, le risque relatif est constant au cours du temps :

RRptq “ RR “ exppβ
1

pZi ´ Zjqq.

Ainsi, dans un modèle de Cox avec une seule covariable Z, le risque relatif est

– pour une variable binaire codée 0 et 1 : RR “ exppβq,



4.3 Modèle de cox généralisé 77

– pour une variable binaire codée a et b : RR “ exppβpb´ aqq,

– pour une variable continue, exppβq correspond au risque relatif pour une

augmentation d’une unité de variable. Le risque relatif pour augmentation

d’une unité de la variable quelle que soit la valeur de la covariable : c’est

une hypothèse de log-linéarité.

Il y a donc deux hypothèses importantes à vérifier dans l’utilisation du modèle

de Cox : l’hypothèse de risque proportionnels (risque relatif constant au cours du

temps) et l’hypothèse de log-linéarité.

4.3 Modèle de cox généralisé

Considérons un modèle à risque proportionnel défini par l’expression suivante

de la fonction de risque :

hpt{zq “ h0ptqexppgp
tβzijqq (4.6)

où zpz1, ..., zpq est le vecteur ligne des variables exogène et β défini par

tβ “ pβ1, ..., βpq est le vecteur colonne des coefficient de régression.

Prenons le log de l’équation (4.6),

loghpt{zq “ logh0ptq ` pgp
tβzijq

Les spécifications les plus courantes de la fonction g sont les suivantes :

– expptβzq c’est le modèle original de Cox étudié dans la première partie.

– I l’identité

– logp1` expptβzqq c’est le modèle logistique
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alors par une dérivation par rapport à zij on aura :

Bloghpt{zq

Bzij
“ βg1ptβzijq

et la moyenne s’écrit comme suit

Ep
Bloghpt{zq

Bzij
q “ βEpg1ptβzijqq

on a gpzq “ Epy{zq alors elle peut être dérivable et la formule devient comme

suit :

BEpy{zq

Bzij
“ βG1pzijβq

En outre pour toute fonction de densité f

Erfptq
Bgptβzijq

Bzij
s “

ż

g1ptβzijqfpzq
2dz “ ´2

ż

gpzqf 1fpzqdz “ ´2Epyf 1pzqq

Epy{zq est proportionnel à β

Lemme 4.3.1.

Erfptq
Bgptβzijq

Bzij
s “ ´2Epyf 1pzqq

Démonstration.

ż

g1ptβzijqfpzq
2dz “ rgfpzq2s80 ´ 2

ż

fgf 1dz “ ´2Eryf 1s
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Car :
dv “ dg v “ g

u “ f 1 dv “ 2f 1fdz

où rgfptq2s80 “ 0

On propose l’estimation de ´2Epyf 1pzqq Prenant δ est définit par Epy Bfpzq
Bz
q,

on obtient l’estimateur efficace de δ en remplaçant f par son estimateur non

paramétrique. L’estimateur de δ est donné par :

δn “ ´
2

n

n
ÿ

i“1

yi
Bfnpziq

Bz

où tyi, zi, i “ 1, ..., nu c’est les valeurs des observations et fnpziq c’est l’estima-

teur de la probabilité conjointe de la fonction de densité fpxiq. Le fait que la

probabilité conjointe de la fonction de densité de z est utilisée comme fonction

de poids, le résultat de l’estimateur δn est appelé ”densité moyenne pondérée

de l’estimateur dérivé” en englais c’est ”Density Weighted Average Derivative

Estimator” (DWADE). Pour terminer l’estimation dans la relation précédente,

l’estimateur de f doit être défini. Pour faciliter l’analyse l’estimateur utilisé est

ceux du noyau. k représente la dimension de z, K le noyau et hn c’est la fenêtre,

alors l’estimateur est défini comme suit

fnpzq “
1

n´ 1

n
ÿ

j“1,j‰i

´ 1

hn

¯k

K
´z ´ Zj

hn

¯

On peut encore avoir que Bfnpzq
Bz

l’estimateur de Bfpzq
Bz

, donc sa formule sera la

suivante :

Bfnpzq

Bz
“

1

n´ 1

n
ÿ

j“1,j‰i

´ 1

hn

¯k

K
1
´z ´ Zj

hn

¯´ 1

hn

¯

“
1

n´ 1

n
ÿ

j“1,j‰i

´ 1

hn

¯k`1

K
1
´z ´ Zj

hn

¯
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où K
1

c’est la première dérivé de K. En remplaçant cette dernière formule dans

l’estimateur de δ on aura :

δn “ ´
2

npn´ 1q

n
ÿ

i“1

ÿ

j“1,j‰i

´ 1

hn

¯k`1

K
1
´Zi ´ Zj

hn

¯

Yi

4.3.1 Cas où g est une fonction logistique

Epy{zq “ Gptβzijq

On va prendre

Gptβzijq “
1

1` expp´tβzijq

Encore

BEpy{zq

Bzij
“

tβ expp´tβzijq

p1` expp´tβzijqq2

La vraisemblance s’écrit alors :

Lpβq “
n
ź

i“1

«˜

Gptβzijq

¸Yi
˜

1´Gptβzijq

¸1´Yi
ff

La log vraisemblance s’écrit :

LpβqplogLpβqq “
n
ÿ

i“1

YilogGp
tβzijq `

n
ÿ

i“1

p1´ Yiqp1´Gp
tβzijq

Prenons la dérivée

BL

Bβ
“

n
ÿ

i“1

Yi ´Gp
tβzijq

Gptβzijp1´Gptβzijqq
gptβzijqzij
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Cette dernière relation se simplifie car

gptβzijq “ Gptβzijq

«

1´Gptβzijq

ff

“
expp´tβzijq

1` expp´tβzijq

On obtient

n
ÿ

i“1

«

Yi ´Gp
tβzijq

ff

p
tzijq

où g est la dérivée de G, et la matrice de dérivées secondes, ou Hessien :

B2l

Bβiβj
“ ´

n
ÿ

i“1

«

Yi
G2ptβzijq

`
1´ Yi

p1´Gptβzijqq2

ff

g2ptβzijqz
t
ijzij `

n
ÿ

i“1

Yi ´Gp
tβzijq

Gptβzijqp1´Gptβzijqq
g1ptβzijqz

t
ijzij

ainssi la matrice d’information de Fisher

Ipβq “ ´Ep
B2l

Bβiβj
q
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Conclusion générale

Dans les modèles de durée multi-états, la fonction de risque (fonction du hasard)

est identifiée à la ”vitesse” de transition qui est donnée par la matrice d’intensité (géné-

rateur) dans le cas markovien. Ainsi, il devient possible d’étudier les différents risques

et de les comparer dans une dynamique globale.

Dans le cas semi-markovien, nous avons montré que si le support de la loi de la

durée pour chaque état est bornée, alors la dynamique semi-markovienne peut être

rendue markovienne par une transformation appropriée. Comme les applications à un

niveau fonctionnel sont possibles [27], [37], ... et on peut exploiter l’approche même

quand l’ensemble des états a la puissance du continu ; cas des solution d’équations

différentielles stochastique avec retard fini ou sans retard.

En termes d’applications, ces dernières années, l’intérêt des modèles multi-états ne

cesse de crôıtre, notamment en épidémiologie. Ils permettent, notamment, de repré-

senter, de manière pertinente, l’évolution de l’état d’un patient à travers les différents

stades d’une maladie, par exemple.
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