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Chapitre

Introduction

La précision de 'estimateur obtenu par les méthodes paramétriques est
parfois illusoire dans beaucoup d’applications pratiques a cause de la dévia-
tion du modele choisi par rapport a la réalité. De plus, les calculs peuvent se
révéler pénibles ou méme inextricables lorsque les conditions de réalisation
des tests ne sont pas vérifiées, ce qui rend difficile d’estimer convenablement
le modele paramétrique. Ces considérations ont amené a 'utilisation d’autres
méthodes qui permettent de s’affranchir de ces conditions ainsi que de toute
autres hypothéses restrictives sur la loi de ’échantillon. Il s’agit des méthodes
dites non-paramétriques qui restent valides quelle que soit la distribution des
données. Aussi, I'utilisation de I'approche non paramétrique offre une trés
grande flexibilité de modélisation pour les applications réelles, en apportant
un regard nouveau sur les techniques d’estimation. Depuis, plusieurs problé-
matiques de recherche ont été abordées sur le plan théorique et algorithmique
dans le but d’apporter un développement pour les méthodes de régression et
afin d’élargir le spectre d’application de ces méthodes.

Comme la notion de régression relative est plus récente que les autres on dis-
pose d’'un plus petit nombre de résultats. Les premiers résultats conséquents
ont été obtenus en 1989 par Campbell et al. dans [25], o la régression relative
a été utilisée comme outil de classification. En 1991, dans [99], Ruiz Velasco

a évoqué efficacité asymptotique de la régression relative logistique dans un
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contexte paramétrique, en particulier lorsque les variables explicatives sont
normalement distribuées. Dans [78], les auteurs ont utilisé des techniques de
régression non paramétrique pour produire un estimateur basé sur 1'espé-
rance conditionnelle de la variable réponse inverse. Dans [59], Jones et al.
ont construit un estimateur consistant pour ce modeéle, en utilisant la mé-
thode du noyau. Ils ont établi des propriétés asymptotiques, notamment sa
convergence en moyenne quadratique dans le cas ou les observations sont
indépendantes et identiquement distribuées. Dans un article publié en 2008
par Giorgi et al. (voir [45]), une approche; portant sur l’estimation de la
survie relative des patients atteint d’un cancer colorectal ; a permis d’obtenir
une estimation flexible et représentant une forme plausible d’'un point de vue
épidémiologique.

A D’ére du tout numérique, le développement des systémes informatiques et la
puissance de calcul des machines sont & l'origine de ’accroissement constant
de la masse de données a traiter. Cette inflation ; toujours plus importante ;
révele a chaque fois les limites des techniques d’analyses utilisées, ce qui pose
un réel défi aux statisticiens pour la construction et la mise au point de nou-
velles méthodes statistiques, adaptées a cette profusion de données. C’est
I'une des raisons pour lesquelles ; durant les vingt derniéres années ; l’analyse
des données fonctionnelles est devenue I'un des outils les plus utilisés pour
étudier les données dans leurs propres dimensions, apportant entre autre
plusieurs éléments de réponse au probléme. En effet 'intérét est double : En
pratique, il arrive souvent de récolter des données pour lesquelles les instants
d’observation sont différents pour chaque individu, ce qui rend difficile I’ap-
proche par les méthodes classiques de la statistique multivariée (par exemple
lorsque certaines données sont manquantes). D’autre part, la variabilité tem-
porelle est extrémement fréquente dans les données réelles (en particulier
quand on posséde des observations & haute résolution d’'un phénomeéne quel-
conque), la statistique fonctionnelle permet alors d’éviter la simplification de
certaines observations en les remplacant par exemple par une moyenne .

Les domaines d’utilisation des méthodes fonctionnelles sont trés variés et ca-



ractérisés par les quantités ou dimensions des données, de la météorologie[106]
au traitement des images satellites[27] en passant par la génétique (voir [2],
[62] et [102]). Afin de mettre en relief le large potentiel applicatif portant
sur I’étude de données, considérées comme des fonctions (ou courbes), nous
présentons quelques exemples typiques provenant de différentes disciplines

ou des échantillons de données fonctionnelles ont été utilisés.

— Dans [87], I'aspect fonctionnel des données est pris en compte par
I’étude et la comparaison de courbes de croissance. L’auteur envisage
I'analyse en composantes principales (ACP) et I'analyse factorielle de
données fonctionnelles dans des situations ot les courbes de crois-
sances deviennent presque linéaires par la transformation de ’axe du
temps. Bien d’autres travaux ont été consacrés a 1’étude fonctionnelle
de courbes de croissance comme dans [86], [43], [56] et [84].

— Dans le domaine de la médecine, grace aux progres effectués au ni-
veau des appareils et des méthodes de mesure, une grande palette de
méthodes liées a la statistique fonctionnelle est mise en ceuvre dans
I’étude de certains phénoménes comme dans 1’évolution de certains
cancers (voir [26] et [38]), I'étude des déformations de la cornée [65]
ou l'effet placebo [105].

— La climatologie est un autre domaine qui a historiquement contribué
au développement de certains outils/modéles statistiques propres aux
données fonctionnelles, pour étudier les variations de la température
mensuelle moyenne au cours de I'année en différents points du pays.
On retrouve cette approche dans 1’étude du phénomeéne El nino; pro-
posée dans [80] ; ot 'évolution de diverses mesures correspondent a des
individus pour lesquels la série temporelle est étudiée dans une modé-
lisation auto-regressive fonctionnelle.

— Les méthodes géophysiques permettent de visualiser et d’explorer des
données fonctionnelles. On étudie par exemple I'évolution de diverses
mesures géophysiques d'une zone donnée pendant une année. On peut

évoquer notamment le travail de Dabo-Niang et al. [29] qui s’intéresse
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A déterminer la nature du sol de différents endroits de I’Amazonie en

classant les courbes recueillies par les satellites.

Ces différents champs de recherche ont trouvé un réel écho au sein du cercle
statistique ot un grand nombre de travaux; aussi bien théoriques que pra-
tiques ; ont été produits. On pourrait citer a cet égard les travaux de Grenan-
der [46], Dauxois et al. [30] et Ramsay [85] dans lesquels on retrouve 1'étude
des variables aléatoires fonctionnelles. Les ouvrages de Ramsay et Silverman
[57], Ramsay et Silverman [83], Ramsay et Silverman [84] et Ferraty et Vieu
[6] présentent un large éventail de méthodes statistiques développées pour le
traitement de divers problémes d’estimation dans lesquels interviennent les
variables statisiques fonctionnelles. Dans [8], D. Bosq propose une approche
faisant apparaitre une suite de données fonctionnelles dépendantes qui modé-
lisent la série chronologique observée. Le processus discret est alors présenté
comme un processus a temps continu qu’il découpe en un échantillon de
courbes successives. On pourra se référer a [11], comme 'un des principaux
travaux théoriques utilisé dans 1’étude des estimateurs issus de modéles a
variables fonctionnelles. Pour les données longitudinales, issues de mesures
répétées, en quelques points choisis, d'un phénomeéne temporel, les approches
utilisées sont différentes de la méthode de variables aléatoires fonctionnelles.
Une riche littérature existe dans ce domaine et on peut citer en particulier
[31] et [48], pour une comparaison des deux méthodes. Cependant, certains
outils de la statistique fonctionnelle s’adaptent facilement a 1’étude de ce type
de données (voir [31], [48], [55], [56] et [73]).

Dans de nombreux champs d’applications, notamment en sismologie (voir
les données étudiées dans Estévez-Pérez et al [44]), en économétrie (voir les
articles traités par Engle et Russell [82] et Nielson et Linton [53]) ou en-
core dans le domaine de la santé publique, la condition d’indépendance entre
les variables observées est souvent subjective, voir erronée. De par la pro-
bable existence de corrélation entre les données d’observations, il est trés
peu réaliste de supposer leur indépendance. Toutefois, il serait intéressant de

modéliser I'indépendance mais aussi d’introduire une structure probabiliste



qui permettra de controler la dépendance au sein des variables de I’échan-
tillon statistique ce qui réflettera I’évolution exacte d’'un phénomeéne aléatoire.
C’est pour cette raison que, depuis quelques années, la notion de dépendance
a été largement utilisée et a fait l'objet d’une intense activité de recherche.
On peut consulter par exemple 'article de Rosenblatt [92] qui fut 'un des
premiers qui ont traité ce sujet et qui a amené certains auteurs, dont Ibra-
gimov [51] fut 'un des premiers & introduire la condition de mélange fort a
son étude sur les champs aléatoires stationnaires avec des densités spectrales
rationnelles. Pour ce qui nous concerne ici, nous nous tiendrons particuliére-
ment a la notion de mélange fort appelée aussi a-mélange qui; son nom ne
I'indique pas; est la conception de dépendance la plus faible. Ce choix a été
motivé du fait que ce type de variables soit assez général et trés présent dans
la pratique statistique (voir Doukhan [36]) et des nombreux résultats dont on
dispose et qui nous permettront d’étudier ce type de modélisation. On consi-
dére des échantillons de variables alpha-mélangeantes, condition introduite
par Rosenblatt [92], qui est I'une des plus générales et notament vérifiée par
différents types de processus que 'on retrouvera par exemple dans Bradley
[13].

Signalons que de nombreux auteurs se sont intéressés a ce type de dépen-
dance. En 1971, sous une séquence de variables aléatoires fortement mélan-
geantes, Welsch [107] suggere des conditions suffisantes pour la convergence
faible dans un espace de Skorohod. A l'idée d’aborder le concept du mélange
fort, Rosenblatt et Murray [93] ont établi un théoréme de la limite centrale
avec une ergodicité uniforme pour des processus stationnaires. Bien d’autres
auteurs se sont aussi penchés sur cette notion de mélange fort, comme Rao
[88], Bradley et al. [15], Bradley [12] et Rosenblatt [94] qui avait étudié la nor-
malité asymptotique pour 'estimation de la densité spectrale sous la condi-
tion de mélange fort. Sur les propriétés de base des conditions de ’alpha-
mélange, en 1986 Bradley et Richard [14] tentent de compléter leur travail
et on peut citer d’autres travaux sur le théme comme Bulinskii et Doukhan
[21] et Louani et Ould-Said [66].
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En 2000, dans [71], Merlevede et Peligrad répondent a une conjecture de
Bradley en 1997 [16] et ont pu amélioré tous les théorémes de la limite cen-
trale antérieurs pour ce type de dépendance. Par la suite, dans une note
a l'académie des sciences de Paris [40], Ferraty et al. publient une étude
d’un modéle de régression non-paramétrique pour des variables aléatoires
fonctionnelles fortement mélangeantes. Dans [69], Masry évoque la normalité
asymptotique de I'estimation de la fonction de régression fonctionnelle pour
les processus fortement mélangeants. Les résultats établis dans l'article de
Delsol, [32], sont liés aux propriétés asymptotiques de Iestimateur & noyau
généralisé pour une variable explicative fonctionnelle dans le cas d’un échan-
tillon alpha-mélangeant.

Les travaux réalisés lors de la thése seront regroupés en quatres chapitres;

— Dans le deuxiéme chapitre, nous traitons le cas ot les observations sont
indépendantes identiquement distribuées. Comme résultats asympto-
tiques nous démontrons la convergence presque compléte de notre es-
timateur. La vitesse de convergence garde sa forme usuelle, ou la ré-
gularité du modele est bien exploitée dans la partie biais, ainsi que le
probléme du fléau de la dimension est également présent dans la partie
dispersion.

— Le troisiéme chapitre est consacré au cas ou les variables sont quasi-
associées. Sous des conditions de régularité classiques, nous démontrons
la convergence presque compléte ainsi que la normalité asymptotique
de notre estimateur & noyau construit a partir de la minimisation du
carré moyen de 'erreur relative.

— Le cas ot la variable explicative est de type fonctionnelle est traité dans
le quatriéme chapitre. Nous établissons les propriétés asymptotiques de
notre estimateur dans le cas o les observations (X;,Y;)i—12, ., sont
fortement mélangeants.

— Au dernier chapitre, nous présentons un exemple qui nous permettra a
la fois de donner une meilleure visualisation mais aussi d’illustrer com-

ment interpréter la qualité des prévisions de notre estimateur comparée
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a celle de la régression classique du noyau. Nous terminons cette thése
par une conclusion générale qui synthétise le travail réalisé; ainsi, un
bilan sera fait sur les objectifs fixés. Nous donnons aussi quelques pers-
pectives de recherche sur I'ensemble des chapitres abordés afin d’amé-

liorer le modéle de régression relative .

Nous rappelons briévement la définition liée & I’a— mélange ainsi que les
outils fondamentaux qui interviendront dans notre étude pour le cas d’une
famille de variables aléatoires algébriquement a— mélangeantes, a savoir I'in-

égalité de covariance.

1.1 Notions de mélange

Définition 1.1.1 On appelle coefficient de mélange fort entre deux tribus A
et B, le nombre réel

a(A,B)= sup |P(AN B)—PA)P(B).
(A,B)e(A,B)

On montre que : 0 < (A, B) < 1.

Définition 1.1.2 (Rosenblatt (1956)[92]) Soit (X,,)n>1 une suite de va-
riables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P). On appelle

coefficients de mélange fort, les réels a(n) définis par :
a(n) = sup{a(Fy, Foin), k € N}
O Sé désigne la tribu engendrée par les variables (X;,7 < i <1).

Proposition 1.1.1 (Billingsley (1968)[6]) Si (X,)n>1 est une suite a-
mélangeante, alors (f(X,))n>1 est aussi a-mélangeante pour toute fonction

mesurable f.
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Définition 1.1.3 On dit qu’une famille {X;,i € N*} est fortement mélan-

geante ou alpha-mélangeante, si l’on a :

nh_)rglo a(n) =0.

On distingue deux types de mélange fort :

Définition 1.1.4 On dit que la famille {X;,i € N*} est algébriquement
alpha-mélangeante, s’il existe deux constantes positives non nulles C et a

telles que les coefficients de mélange vérifient
a(n) < Cn™“.

Définition 1.1.5 S7il existe deux constantes s € R et t €|0,1] telles que

les coefficients de mélange vérifient
a(n) < st",

On dit que la famille {X;,i € N*} est géométriquement alpha-mélangeante.

1.2 Notions d’association

Il n’est pas rare de relever une absence de dépendance dans ’enceinte d’un
échantillon, ce que nous qualifierons d’indépendance. Lehmann [61] compte
parmi les premiers & s’étre essentiellement intéressé par la distribution des
paires de variables aléatoires et introduit une notion de dépendance bien
adaptée a ce cadre, remarquant immédiatement des conséquences sur la co-
variance entre les variables aléatoires. ce qui était donc naturel que les notions

de dépendance positives soient apparues dans un contexte bivarié.

Définition 1.2.1 (Lehmann(1966)[61]) Deuz variables aléatoires X etY
sont dites PQD (Positive Quadrant Dependence) si, pour tous les nombres

réels x ety
P(X <,V <y) >P(X <z)P(Y <y).
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Plus tard, inspiré de la dépendance positive définie par lehmann, cette
idée a été étendue aux distributions multivariées par Esary, Porschan et Wal-
kup en 1967 [39], qui avaient pour but de tenter une formalisation de ce genre
de notions de dépendance et d’explorer quelques-unes de ses propriétés, en
essayant d’étendre le champ d’application du comportement au-dela des dis-
tributions particuliéres considérées, en proposant a travers l’association une

notion plus forte.

Définition 1.2.2 Soit f une application de R™ dans R. On dit que f est

croissante st pour tout © = 1,...,n, application
t— f('rla ey Ti—1, 7(“-7 Lig1y 00y xn)
est croissante sur R.

On considére X = {X;,t € T} une famille de variables aléatoires réelles

indexée par un ensemble d’indices T' définies sur un espace de probabilité
(Q,S,P) .

Définition 1.2.3 (Esary et al.(1967) [39])) On dit que cette famille est
associée ; ou positivement dépendante ; st pour des sous-ensembles finis I, J C

T et toutes fonctions f et g croissantes f: R - R et ¢:RYI - R,
(1.1) Cov(f(Xs,s€1),9(Xs,teJ)) >0,

a chaque fois que la covariance existe, avec |I| et |J| les cardinauz de I et J.

Dans des études de problémes de physique statistique et des problémes
de la fiabilité et la durabilité de systémes, dont le probléme de la percolation
ou d’autres problémes liés a la théorie des statistiques, quelques idées de dé-
pendance positive ont été explorées. La structure d’association a été décrite a
travers les inégalités FKG qui portent désormais le nom de leurs auteurs For-

tuin , Kasteleyn et Ginibre [42], dans 1’étude des propriétés de ’Hamiltonien
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du modéle d’Ising décrivant I'interaction entre deux corps ferromagnétiques.
Nous allons résumer dans ce qui suit les principales propriétés de telle dé-

pendance .

Propriété 1.2.1 ( Esary et al. (1967)[39] et Suquet et al. (2001)[22])

1. Tout sous ensemble d’un ensemble fini de variables aléatoires réelles

associées est associé.

2. Si deux ensembles de variables associées sont disjoints, leur union donne

un ensemble associé.

3. Une famille infinie de variables aléatoires réelles est associée si toute

sous-famille finie est associée.
4. Tout singleton formé d’une variable aléatoire réelle X est associé.

5. 81 X = (Xq,...,X,,) est associé et si fi, ..., fr, sont des fonctions toutes
croissantes de R™ dans R (resp. toutes décroissantes), alors le vecteur
Y = (f1(X),..., fx(X)) sera associé.

6. Si X*) = (Xl(k), s X,(Lk)) est associé pour tout k et si X¥) converge en

loi vers X = (X1, ..., X,,) lorque k tend vers 0o, alors X est associé.

Voici quelques exemples importants de vecteurs associés :

Exemple 1.2.1 (Processus gaussien, (Pitt (1982)[81])) :
Un champ aléatoire gaussien (Xi,...,X,) est associé si et seulement si sa

fonction de covariance Cov(X;, X;) > 0 pour tout i différent de j.

Exemple 1.2.2 (Processus linéaire (Doukhan et Louhichi (1999)[37]))

Soit (€;)iez une suite de variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs
{_71,% avec équiprobabilité et (X, )nez une suite aléatoire vérifiant l’équa-
tion d’auto-régression suivante :

1

Xn:§ n—l‘l’gn;nEZa
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o0

alors pour toutn € Z, X,, = Z 2 e, _; presque sirement ainsi le processus
linéaire (X,)nez €st associé. =
Exemple 1.2.3 (Suquet(1994)[104])
— Tout vecteur aléatoire a composantes indépendantes est associé.
— Pour X associé, notons S; = 22:1 Xy. Alors, le vecteur des sommes
partielles (S, ..., Sy) est associé.
— Le vecteur aléatoire X = (Xq,..., X,) est associé si et seulement s’il
vérifie
Cov(f(X),g(X)) > 0, pour f et g une paire de fonctions croissantes
de R"™ dans {0, 1}.

A partir de 1980, un intérét particulier est porté a I'étude de plusieurs
aspects probabilistes et statistiques, des variables associées. Aprés avoir déve-
loppé une inégalité pour les fonctions caractéristiques, qui a longtemps servi
dans le cadre de la normalité asymptotique pour le cas associé, Newman éta-
blit dans [74] le théoréme central limite (TCL) pour des variables strictement
stationnaires. En 1981, Newman et Wright généralisent, dans 76|, le TCL
dans un cas fonctionnel avant que Cox et Grimmett (1984)[28| ne remplacent
la condition de stationnarité par des conditions sur les moments des variables
associées .

Diverses modifications et extensions ont été apportées a la définition
d’association. Par exemple en 1984, Neumann dans son étude |75] étend la
définition1.2.3 ; de la faible association ou association positive; en imposant
la condition (3.13) seulement pour les ensembles I et J tels que I N .J = 0.
Il établit la loi forte des grands nombres pour des suites strictement station-

naires sous I’hypotheése que
1 n
— E COU(Xl,XZ') — 0.
n
i=1

Sous certaines hypothéses techniques sur le noyau et la fenétre, Roussas étu-
die dans [98] la consistance uniforme forte des estimateurs a noyau des dé-

rivées d’ordre r de f pour des suites strictement stationnaires dans lequel il
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obtient des taux de convergence.

Dans le cadre des données complétes (non censurées), supposons que { X,,, n >
1} est un processus strictement stationnaire de variables aléatoires associées.
Par une estimation non-paramétrique de type noyau de la densité marginale
f, Bagai et Prakasa Rao [5] montrent que dans pareil cas, I'estimateur défini

par :

flir) = = SO R(,

est fortement consistant aussi bien ponctuellement qu’uniformément sous
un ensemble de conditions. En se basant sur l'estimateur de Kaplan-Meier,
Cai et Roussas [24]| se proposent d’étudier le comportement asymptotique
de l'estimateur de la fonction de répartition F,(.) dans le cas d’un modéle
non censuré en présence de variables aléatoires associées. Sous des variables
bornées et sous certaines conditions sur la structure de covariance des va-
riables satisfaisant une inégalité exponentielle du type Bernstein-Hoeffding
et par application de la loi forte des grands nombres, loannides et Roussas
[52] obtiennent une vitesse de convergence a 'ordre de (longn)%. L’approche
introduite par loannides et Roussas [52] a été améliorée par Oliveira [77] en
utilisant des variables associées non bornées mais le taux révélé a la fin était
plutot lent (taux d’ordre (logLsn)%), ce qui indique que I'inégalité exponentielle
utilisée était loin d’étre la forme optimale. On pourra citer aussi les travaux
de Li et Wang [63] qui développent la notion de LPQD(Linear Positive Qua-
drant Dependence), de Lin et Li [64] et celui de Xing et Yang [109].
Certaines notions de dépendance positives ont été considérées en essayant de
répondre aux difficultés spécifiques, ou d’étendre le champ d’application de
certains des résultats ou méme essayer de caractériser I'indépendance des co-
variances des variables aléatoires. Quelques notions sont restées concentrées
sur les distributions bivariées, tandis que d’autres ont essayé de faire face
a des distributions multivariées étendant les propriétés les plus pertinentes.
Ceci est le cas de Masry [67].

Mais, bien que les premiers résultats étaient un peu moins encourageants a
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fournir de meilleurs taux de convergence de I'estimateur & noyau de la den-
sité, Henriques et Oliveiria [49] de leur coté proposent un taux de décroissance
exponentielle.

En 2007, Douge améliore sensiblement le résultat de Masry [67]et établit une
nouvelle inégalité exponentielle qui conduit & un taux de convergence uni-
forme presque stire de f, sous la condition de décroissance géométrique des
covariances.

La dépendance négative a été naturellement introduite en inversant les
inégalités dans les définitions de dépendance positive ci-dessus. L’apparition
de ce type de dépendance est arrivé dans Alam et Saxena [1] et de 14, avec une
image homologue a celle de (3.13), un article fut publié en 1983 par Joag-Dev
et Proschan|58| visant a développer la notion d’association négative qui en
plus des propriétés fondamentales des variables NA, montrent que certaines
distributions multivariées (les loi gaussiennes, les lois de Dirichlet, les lois

multinomiales,...) possédent la propriété de NA.

Définition 1.2.4 (Joag-Dev et Proschan(1983)[58]) La famille { X1, X5, ..., X,,}
est dite négativement associée (NA) si, pour des sous-ensembles finis I, J C T

et toute fonction f et g non décroissantes f: R 5 R, g : RV — R,
(1.2) Cou(f(Xs,s€1),9(Xy,te J)) <0,

a chaque fois que la covariance existe.

Depuis, I'écoulement de la littérature a finalement connu son essor dans la
construction d’un corps plein de résultats a partir des prévisions probabilistes
avec une application plus statistique a 'esprit; a cet égard, nous citons les
travaux de Newman |[75|, Matula [70], Roussas (voir [96], [97]) et Bulinski
[17].

N’empéche que la dépendance négative attire sans doute moins d’attention
dans les années précédentes, par rapport a l'intérét porté en association posi-

tive, mais il y a, bien stir, quelques fonctionnalités spécifiques qui finalement
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intéressent certains auteurs, on cite les contributions de Su et al. [103] qui & la
base des inégalités pour moments, un principe d’invariance faible est prouvé
sous une séquence de variables négativement associées, Zhang [110], Baek et
al. [4], Jabbari et Azarnoosh [54], Xing et al. [108], Doosti et Dewan [34],
Mi-Hwa Ko |72] mais aussi Guang et Hui Cai [47] qui proposent un principe
d’invariance fort pour les variables négativement associées.

Afin de compléter I’éventail de nos résultats, nous allons nous étendre au
cadre des variables aléatoires quasi-associées.
Une inégalité de covariance a été établie par Birkel (voir |7] ) a donné nais-

sance a une autre notion de dépendance faible appelée la "quasi-association".

Définition 1.2.5 Un ensemble & valeurs aléatoires réelles X = {X;,t €
T} avec E[X?] < oo est dit quasi-associé si, pour tous les sous-ensembles
disjoints finis I, J C T et pour toute fonction lipschitzienne bornée f et g

respectivement définies sur RV et RI7I,

(13000 (f( Xy, s € 1),g(Xo,t € J)) < lip(f)lip(g) > Y |Cov(X,, X,)].

sel teJ
Avec
(1.4) lip(f) = sup @) = Jy)l < 00,
ety 2=y lh
(1.5) | z [1= Z |zs| pour x = (x4, - -, x,) € R™.
s=1
Toutes les normes sur R™ sont équivalentes, donc le choix de la norme || - ||

dans (1.5) dépend des raisons de commodité seulement .

En effet, & l'usage de fonctions lisses, I'analogue de ( 1.3 ) a été présenté
dans Birkel [7] pour des variables aléatoires associées (le lecteur pourra aussi
consulter Roussas [95], Peligrad and Shao [79] et I'article de Bulinski [17].)
Dans Bulinski et Shabanovich [19], il a été montré que toute séquence de
variables aléatoires négativement ou positivement associées avec des seconds
moments finis satisfaisant I'inégalité (1.3) est un champ quasi-associé .

Soit maintenant X = {X;,¢+ € T} un champ aléatoire a valeurs dans R*.
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les concepts mentionnés ci-dessus seront généralisés pour des familles de va-
riables aléatoires a valeurs vectorielles (voir : Burton et al .|23|, Bulinski|18|
, et Bulinski Shahkin [20] ).

Définition 1.2.6 (Bulinski(2000)[18]) Un champ aléatoire X a valeurs
dans R est dit quasi-associé si, pour des sous ensembles finis disjoints I, J

C T et pour toutes fonctions lipschitziennes bornées f et g, respectivement
définies sur R et RIVI,

Cov (f(Xs,s € I),9(Xo,t € J)) < lip(£)lip(g) > > Y [Cov(Xyr, Xog)|

sel teJ rg=1

(1.6)

ot X, désigne la r-ieme composante du vecteur Xs.

Remarque 1.2.1 En 2002, Shashkin [100] a montré que le champ aléatoire
gaussien X = {Xyt,t € T} a valeur dans R dont la fonction de covariance

prend des valeurs positives et négatives est quasi-associé.

1.2.1 Cas de variables aléatoires Hilbertiennes

Dans la plupart des problémes liés au domaine de I'apprentissage statis-
tique, on considére la variable aléatoire X & valeurs dans R?. Mais au cours
de ces derniéres années, la quantité et la nature des données & exploiter, ont
conduit a I’émergence de nouveaux outils statistiques qui ont également tiré
profit des capacités croissantes de calcul. Par ailleurs, les propriétés parti-
culiéres des espaces de Hilbert et leur riches structures géométriques, par
rapport a d’autres espaces fonctionnels possibles, ont suscité un grand in-
térét au traitement et a I’étude de problémes avec des variables aléatoires
hilbertiennes et en particulier & valeurs dans des espaces de Hilbert sépa-
rables (c’est a dire admettant un sous ensemble dénombrable dense).

Nous allons maintenant définir la quasi-association pour des variables aléa-

toires a valeurs dans un espace de Hilbert séparable.
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Soit (H, < -,- >) un espace de Hilbert séparable muni d’une base orthonor-
mée {ex, k > 1}.

Définition 1.2.7 Une famille (X, )nen de variables aléatoires a valeurs dans
H est dite quasi-associée par rapport a la base orthonormale {ey,k > 1}
si, pour tout d > 1, la séquence des vecteurs aléatoires {(< X,,e1 >,...,<

Xn,eq >)} est quasi-associée.

En dépit de la diversité des méthodes d’estimation non-paramétrique, des
avancées récentes en traitements de variables aléatoires hilbertiennes font ap-
paraitre que les techniques basées sur ’estimation par la méthode du noyau
sont facilement transposables au cadre des processus quasi-associés Hilber-
tiens. La combinaison des avantages respectifs de chaque méthode permet
d’établir de trés intéressantes anvancées dans 1’étude de ce type de données,
comme dans [35] et [3]. Dans [35], L. Douge définit les notions d’association
et de quasi-association pour des suites de variables aléatoires a valeurs dans
un espace de Hilbert séparable et établit pour ces suites une inégalité ex-
ponentielle et un théoréme central limite. Dans [3], en utilisant I’approche
semi-paramétrique de l'indice fonctionnelle pour la densité conditionnelle,
des résultats sur la convergence presque compléte de 1'estimateur a noyau
ainsi que la normalité asymptotique ; pour des variables quasi associées hil-

bertiennes par rapport & la structure en un seul indice ; sont établis.

Dans ce qui suit on va donner quelques exemples de processus (classiques)

qui vérifient la propriété d’association.

Exemple 1.2.4 (Processus autorégressifs hilbertiens d’ordre 1)
On considére (X,,n € Z) une suite de variables aléatoires a valeurs dans un
espace de hilbert séparable H, muni de son produit scalaire < -,- > et de sa

norme || - ||. Soit p un opérateur linéaire borné sur H tel que :

Bjo = L[l P lle< 1.



1.2. NOTIONS D’ASSOCIATION 21

ou L est l’espace des applications linéaires continues de H dans H, muni de

la norme :
vieLl, |[l|e= sup | I(z)] .

llzll<1
1l s’agit de modéliser des processus a temps continu par des processus a temps
discret a valeurs dans un espace fonctionnel de Hilbert. Un tel modele est

["unique solution stationnaire de [’équation :
(1.7) Xn =p(Xpn-1) +€n,n € Z.

ou la suite (e,,n € Z) est un H-bruit blanc fort!.

Si on suppose qu’il existe une base orthonormale (v, k > 0) de H telle que
VE >0, plug)=agvg, avec ag >0,

et pour tout n € Z, (< e,,vx >,k > 0) une suite de variables aléatoires

associées, alors (X,,n € Z) est aussi une suite associée.

Exemple 1.2.5 (Processus Linéaire hilbertien)
Soient (en)nez une suite de variables aléatoires hilbertiennes et (p;); une fa-
mille d’opérateurs linéaires symétriques.
On définit (X,)nez le processus linéaire & valeurs dans un espace de hilbert
H par : N
Vnez, X,= Zpi(sn_i).
i=0

On suppose qu’il existe une base orthonormale (vg, k > 0) de H telle que
Vi > 07 Vk > 17 Pi(Uk) = Vg, ot QG k; > 07

alors si (en)nez est associée par rapport a la base (v, k > 0), (X,)nez est

associéé par rapport a la méme base.

1. On dit que (e, n € Z) est un H-bruit blanc fort si, les ¢,, sont des variables aléatoires

a valeurs dans H, indépendantes et de méme loi, telles que : Vn € Z, (0 <E|en|*<

+oo) A (E[en] - 0).
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Exemple 1.2.6 (Processus Gaussien) :

Soit & = {£(t),t > 0} un processus a temps continu gaussien centré a ac-
croissement stationnaire et {¢;, i > 0} un ensemble complet orthonormé de
fonctions de 1L2([0, 1]).

Par la représentation de Karhunen-Loéve et d’apres le lemme de Mercer, on
a:

0o 1
VkeN, ek = Zﬁf%(t% avec 1} = / Eerripi(t)dt.
i=0 0

On considére (Xy)ken la suite de variables aléatoires a valeurs dans l’espace
de Hilbert 1L2([0,1]), muni du produit scalaire

1
< Xy 5= / Xo(t)gi(t)dt = 1
0

ou (nt,i > 0,k € N) est une suite de variables aléatoires gaussiennes et (;,1 >

0) une base orthonormale de 1.2([0, 1]), telle que :

Alors (Xg)ken est une suite de variables aléatoires quasi-associées a valeurs
dans 1.2([0, 1]).
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1.3 Quelques inégalités utiles

1.3.1 Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire réelle finie. On suppose que X est presque

stirement positive ou nulle, alors, pour tout réel a strictement positif, on a

E[X]

P(X >a) <

1.3.2 Inégalité de Holder

1 1
Soit 1 < p,q < oo, telsque —+— =1let X € £7(Q, A, P), Y € £4(Q, A, P),
b q
alors on a

E[| XY <E[| X[ E[Y|7]s.

1.3.3 Inégalité de covariance

Soit (X, )nez une famille de variables aléatoires a-mélangeantes.
Etant donnée la variable aléatoire T' (resp.I”) qui, pour tout k € Z, est
o(X;, —oo < i < k)-mesurable (resp. o(X;,n + k < i < +o0)-mesurable).

Proposition 1.3.1 Si " et IV sont bornées, alors :

(1.8) 3C >0, Cov(I,T) < Ca(n).

1 1 1
Soient p, q et r trois réels positifs tels que — + — + — =1 et E[I?] <
p q r

oo (resp. E[I'"] < 00), alors :

(19)  3C>0,  Cou(,T') < C(E[)> (E[['])7 (ca(n))” .

1.3.4 Inégalité de type Fuk-Nagaev

L’inégalité exponentielle un autre outil que nous avons utilisé de maniére

déterminante dans notre probléme de convergence presque compléte et que
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I'on peut rencontrer sous l'appellation de "inégalité de type Fuk-Nagaev"
dans Rio [91]. Nous nous en tiendrons ici & la version la plus explicite que
celles qui sont effectivement disponibles dans la littérature mais, qui est lar-
gement suffisante dans notre contexte et que l'on trouve sous cette forme

dans le livre de Ferraty et Vieu [6].

Soit {X;,7 € N*} une famille de variables aléatoires identiquements dis-
tribuées et qui vérifie la condition de mélange fort avec des coefficients a
décroissance algébrique.

On pose

n n

52 = ZZ |Cov(X;, X;)|.

i=1 j=1
Proposition 1.3.2 S7il existe p > 2 et M > 0 tel que (Vt > M,P(|X4| >
t) < t_p>, alors :

n

>

=1

Ve>0,Vr>1, IP’(

2\ & p(at1)
9 a
>a>§(]{<1+—2> +m~—1<5>(“”
rs €

n

(1.10)

Cette inégalité est une des extentions de 'inégalité de Bernstein suivante,

qu’on peut trouver sous diverses formes dans Hoeffding [50].

Théoréme 1.3.1 (Rio([90])) Soit {X1,...,Xn} une famille de variables
aléatoires réelles indépendantes telle que E[X;] = 0. Supposons qu’il existe

des constantes positives V' et K telles que, pour tout t positif,

Vt?

log E [exp(tS,)] < =KD

avec (Sp)n une martingale adaptée a la filtration (F,), telle que Sy = 0,

alors :

P(S;, > 1) <exp (—m) ;

ou S’ = max(0, 51, ...,S,).
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Le développement des résultats de ’estimation non paramétrique sous dépen-
dance s’est fait en paralléle avec celui de telles inégalités. Depuis, la puissance
de ces inégalités a été améliorée dans Bosq [9], jusqu’a I'inégalité de Rio [91].
Le lecteur intéressé trouvera dans Rio [89] mais aussi dans Bosq [10] un en-
semble de plusieurs versions de cette inégalité, dont certaines sont sous des

énoncés plus généraux.

1.3.5 Inégalité de Kallabis et Neumman(2006) [60]

Soient X, ..., X,, des variables aléatoires réelles telles que E[X;] = 0 et
P(|X;] < M) =1,pouri=1,...,net M < co. Soit 02 = Var(X; + ...+ X,,).
Supposons qu’il existe K < oo et f > 0 tels que pour 1 < 51 < ... < s, et

1<t <... < t,, on a l'inégalité suivante :
|Cov(Xs, ... Xy, Xty Xy,)| < K2M" P 2vexp{—B(t; — s.)} ,

alors, pour tout t positif,

n e
P X;>t| <exp| —25—],
(Zl ) ( An+Bﬁ;t§>

\ ([ 2(KVM) 16mk?
o An <0 et By = (1 - exp(_5)> <9An<1 —ep(—B) | 1) |
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Chapitre

Régression non-parametrique relative

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section on pré-
sente notre modeéle et son estimateur et les deux sections suivantes seront

consacrées au résultat et sa démonstration.

2.1 Présentation du modéle

On consideére {(X;,Y;),i = 1,---,n} une suite de n-observations indépen-
dantes, de méme loi que le couple (X,Y'). On note f la densité de la variable
explicative X par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Dans tout ce cha-
pitre, le modéle central auquel on s’intéresse est le modéle non-paramétrique

que l'on écrit en toute généralité
(2.1) Y=rX)+e¢

ou ¢ est une variable aléatoire réelle centrée et indépendente de X, telle
que :
E(e/X) = 0.

La fonction r est estimée comme solution du probléme d’optimisation sui-
vant :
min E[(Y — r(2))?| X = 2]

T
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et donc, la solution de ce probléme est explicitement donnée par r(z) =
EY|X = z].
Dans le présent travail, on se propose d’estimer la fonction r en considérant

le critére d’optimisation suivant :

m}nE[(Y_TT(x))2|X _

La solution de ce probléme est aussi facile a expliciter, en utilisant la dérivée

par rapport a r. Ainsi, on trouve comme solution

X =]
Y 21X =]

E
T(I‘) - E
Par ailleurs, on suppose que les fonction E[Y 71X = z] et E[Y 2|X = x]

sont des fonctions de classe C%(IR).

En utilisant la méthode du noyau, on estime la fonction r par

S (1)
(2.2) Pz) = 7 —
S ()

ou K est une fonction de IR dans IR et h = h,, un paramétre réel strictement

positif. Cet estimateur peut étre exprimé par

R . 01()
(2.3) r(z) = PR

~ 1 - _ J]-Xz
o) = p 2y, 1K< h )
i=1

et

~ 1 “ _ J}—Xl
(o) = YV ().
=1
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2.2 Convergence presque compléte de ’estima-

teur

On fixe un point x € R et on introduit les conditions suivantes :

2.2.1 Notations et hypothéses

(H1) La fonction f est 2-fois contintiment dérivable au voisinage de .

(H2) La densité f de la variable explicative et la fonction E[Y 72| X = x]

sont strictements positives au point x.
(H3) La variable réponse Y est telle que : |Y| > M >0

(H4) Le noyau K est symétrique supposé borné intégrable et a support

compact.

(H5) Le paramétre de lissage h est tel que :

. nh
lim
n—00 log n

On établit le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses (H1)-(H5), on a

(2.4) #(z) —r(x) = O(h*) + O ( l(;ghn) , P-CO.

2.3 Démonstration du théoréme

—1 d(z,X;
Z?:lx/i K( xh :

)

Notre objectif est de démontrer que 7(z) = SR ( d(I;LX”) converge
presque complétement vers r(x) = Z;Eg

On notera :

gi(@) =EY X =zlf(x) et gfa) =EY X =2]f(2).
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La démonstration de ce résultat sera basée sur la décomposition suivante :

Flr) —r(x) = — gi(x r(z) ) — ol
o) =r(e) = — (0ae) = 0 + 1k () = )
= L @)~ Ea(e) + Ean(e) — i)+~

9s(x) 9o ()

(92(x) — Ego(x) + Ega(x) -

Ainsi, le théoréme est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 Sous les hypothéses (H1)-(H4), on a
Egi(z) — g1(z) = O(h?)
Egs(x) — ga(x) = O(h?)
Lemme 2.3.2 Sous les hypotheses (H1)-(H5), on a

logn
nh

logn
nh

Lemme 2.3.3 Sous les hypothéses du lemme 2.3.2

(2.5)
(2.6)

(2.7) g1(z) —Eg1(z) = O (

(2.8) g2(x) —=Ega(z) = O (

(2.9) 36 >0, tel que ZP z)| <] <
2.3.1 Démonstration des Lemmes
Démonstration du lemme (2.3.1)
Pour le premier résultat, on a
1 < x—X;
Elg = E|— K L)yt
1) ok ()
1 Tr — X1
~ -E|K v
e e ()|
1 xr — X1 _
= EE{K( - )E[Y11|X:X1ﬂ
1 _
= [ K(Z2) FOEY X = 2dz
h s B
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Bl = [ K (557 mtiee

x‘ _
En utilisant le changement de variables ¢t =

Donc

z
, on obtient

E[4(2)] = /R K()g1(x — ht)dt.

Par suite, ’application du développement de Taylor de g; a ’ordre 2 nous

permet d’écrire :

g1 — ) = g1(z) — thh () + Vg ) 1 o02),

Sachant que K est un noyau symétrique, alors

Bl = o) + 5 [ #0926 + 00

D’out on conclut que
Egi(x) — gi1(x) = O (h?).

La démonstration du résultat (2.6) est similaire a celle qui précede. De la

méme manieére ;

E[g(z)] =

1
h
_ %/K (‘” - Z) FE[Y X = 2]dz

_ %/K (x;z) g2(2)dz.

r—Zz

E {K (x —th) E [V 2X = X

En considérant le changement de variables t = et en utilisant le déve-

loppement de Taylor de g, a 'ordre 2, on montre aue

E[g2(2)] — g2(x) = O(hQ)-

ce qui acheéve la preuve du lemme.
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Démonstration du lemme (2.3.2)
On a

R R 1 - 1 iIZ'—Xl
ila) ~Egrls) = = D VK - E

n .

1 <& z— X;
VK :
1o 1 z— X, Tz — X;
=N (v 'K H-E |V 'K | —
22 (R ek (5 R)])

Appliquons I'inégalité de Hoeffdding :

1 1 z—X; B 1 r—X;
A"m(” K( hn ) E{Yi K( hn )D

Comme K et Y ! sont supposées bornées, alors il existe une constante C

Posons

telle que
C
Al < —.
e

Sachant que :
E[AY] = Var|u)] < E[f],

alors :

P(u) =E (Y;%/X; = u).

r—z
En utilisant le changement de variables ¢ = — > On aura:
n

E(s) = 5 / o — ) f(x — 2h)K*(2)dz.
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Puisque la fonction ¢ est bornée, la densité f continue et le noyau K est

a support compact, alors, il existe une constante C' telle que :

C
E(y) < 7

Donc en applgiuant I'inégalité de Hoeffdding ,on aura :

pour tout £ >0 et pour tout 9y >1,

_ —ne?
Z Al >e| <2exp )
i=1 40,

En prenant € = g4/ kfh", on obtient

1
2.1 P |-
(210 )

) ) log n —neihlogn
_ < T V2
P\ [Egi(2) = g1(x)] > &9 nh] = QGXP( AnhC’
e2logn
< 0
< 2exp( 1C )
2
< 2pac,

2
€
Par suite, il suffit de choisir % > 1 pour que

5P |Ean () — n(o)] > 208" | < 3 ond < o0
- g1 g1 N Th =2 .

- En utilisant les mémes calculs que précédent on montre que :
g2(2) —Ega(z) = O g
x) — x) =
92 g2 h

Démonstration du lemme (2.3.3)

Le lemme (2.3.2) entraine en particulier la convergence presque compléte de

g2(x) vers go().
Ainsi, pour tout € > 0 on a

ZPHQz(w) — ga(2)] > €] < oo
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En remarquant que

inla) < 22 o (g, 0) — gu(a)] > 20
Alors, on peut écrire
Pl < 222 < P i) - sto) > 257

Donc

ZP o) < 28] < 30 flator) < 22 < e

11 suffit maintenant de prendre § =



Chapitre

Régression relative pour variables

assoclées

3.1 Introduction

Dans une vaste panoplie de sujets a la pointe des recherches dans divers
domaines tels que la finance, la biologie et la médecine, de nombreux ma-
thématiciens et statisticiens s’appliquent assidiiment aux mécanismes de la
dépendance entre deux ou plusieurs variables aléatoires. Cependant on dis-
tingue deux types de dépendance : le mélange et 1’association. Dans le cadre
d’une estimation non-paramétrique, nous évoquons une notion plus large que
celle de I'association négative et positive appelée quasi-association. Ce terme
qui fut utilisé comme objet en 1967 dans le travail de Esary, Proschan et
Walkup [39] qui contient la définition de la quasi association et qui avait
pour intérét initial d’apporter une application de la fiabilité en statistiques .
En 1971, Fortuyn,Kastelyn et Ginibre écrivirent un article [42] qui se voulait
une application du concept de La notion de dépendance positive ou asso-
ciation a la mécanique statistque ainsi qu’au modéle mathématique de la
percolation. On retrouve aussi des résultats a la base des variables négative-

ment associées dans l'article de Joag Dev, Kumar et Subhash en 1983 [58|

47
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ou ils développent des propriétés et proposent des applications statistiques.
Par ailleurs en 1999, Doukhan et Louhichi ont établi une estimation de la
densité pour une suite de variables faiblements dépendantes, ce qui a permis
d’adopter une approche unifiée pour les processus négativements associés et
les processus gaussiens et dans un cas particulier de la dépendance faible
introduit dans [37]. Bulinski et Suquet (2001) ont réalisé une approximation
normale pour des champs aléatoires quasi-associés. [68] un autre article dans
lequel on a inclu le théme et pour lequel on a étudié la normalité asympto-
tique de la densité d'une variable vectorielle sous des données fonctionnelles
dépendantes. D’autres travaux ont traité le theme de la quasi-association,
comme dans article de Shelkovich en 2008 [101], on cite aussi I'article de
Lahcen Douge [35] en 2010 ainsi que celui de Demichev en 2013 [33].
L’objectif de notre travail porte essentiellement sur ’estimation non paramé-
trique sous des données quasi-associées, en supposant que la variable explica-
tive soit vectorielle. Dans un le paragraphe suivant , nous présentons les nota-
tions et les hypothéses de base sous lesquelles notre résultat sera interprété.
Ensuite en deuxiéme partie, nous aborderons les propriétés asymptotiques
de l'estimateur construit. Plus précisémment, nous étudierons la vitesse de
convergence presque compléte et la normalité asymptotique de ’estimateur.
Les résultats obtenus de ce chapitre ont fait I'objet d’un article accepté pour
publication dans Metron 74, 75-97 (2016).

Passons maintenant au développement du contenu de ce chapitre :

3.2 Convergence presque compléte

Soit S un compact de R? et f(resp.fi;) la densité de probabilité de la
variable aléatoire X (resp. la densité conjointe de (X;, X;)).
Nous désignons par C' et C’ des constantes strictement positives et considé-

TONS Ak 1= SUDgsg D jijjss Aijs AVEC

d d d
Aij :ZZ|COU (XF X ]l-)\—l—Z\Cov( Y |+Z]COU Y;, XD|+|Cov(Y;, Y5)].

k=1 I=1 k=1 =1
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ot X¥ représente la k-iéme composante de X;.

Notons K le noyau et h, Une suite de réels positifs qui converge vers zéro
lorsque n tend vers l'infini .

A cet effet, nous traitons la convergence presque compléte uniforme du 7(x)

vers r(x) sur le compact S en posant les hypothéses suivantes :

(H1) La densité f de la variable X est strictement positive de class C?
sur S et verifie :
sup | fix,,x)lloe < 00
li—j]=1
(H2) Les fonctions ri(-) = E[Y 77| X = -] avec (I = 1,2) sont de classe C*?
sur S.
(H3) Le processus {(X;,Y;),7 € N} est quasi-associé avec un coefficient

de covariance \; qui satisfait
da > 0,3C > 0/ \; < Cexp{—ak}.

(H4) La fonction K est une fonction Lipchitzienne, symétrique d’ordre 1

et a support compact.
(H5) Iy € (0,1) et &, & > 0 tels que

1
(logn)e ., o C
A—y=&) — 7 — 1+
n-d (logn)~a

(H6) Soient Y ! avec [ = 1,2, les moments inverse d’ordre [ = 1;2 de la

variable réponse tels que
Elexp(Y)I <C et E[ YV [X, X)) < pour i
On obtient le théoréme suivant

Théoréme 3.2.1 Sous les conditions (H1)-(HG6) et si inggg(x) >0, on a
ze

~ B 9 logn
(3.1) ileqs) [7(x) — r(z)| = O(h*) + Oy co. (\/ m) a.co.
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Démonstration du Théoréme 3.2.1 On écrit

1
=50

ol

N 1 g
gi(z) = WZY; 'K(h™ 'z —X;)) pourl=12
=1

On utilise la décomposition :

(32)  T@) = r@) = = 5[0~ 0@)] + @) - R =5

ou

gi(z) =ri(z)f(z) and  go(z) = ro(z) f(2).
Ainsi, le théoréeme 3.2.1 est une conséquence des résultats intermédiaire sui-
vants (cf. Lemmes 3.2.1 and 3.2.2).

Lemme 3.2.1 Sous les conditions (H1), (H2), (H4) et (H5), on a, pour
[=1,2:
|Egi(z) — gi(w)] = O(h?).

Lemme 3.2.2 Sous les conditions (H3)-(HG6), on a , pour v =1,2 :

@@%J@@NZQM<M$§%>.

Corollaire 3.2.1 Sous les conditions du théoréeme 3.2.1, on obtient :

. ~ infxES 92(.77)
< —wes 2\
En P (al:relg' |g2(z)| < 5 < 00.

3.3 La normalité asymptotique

Cette section est consacrée a la normalité asymptotique de l'estimateur 7(x).
A cet objectif, nous maintenons les conditions adoptées dans la précédente

section et on remplace I'hypothése (H5) par la suivante :



3.3. LA NORMALITE ASYMPTOTIQUE ol

(H5") 3y € (0,1) et &, & > 0 tels que

L <h< —C
n2(1/2=7/9=¢&)/d) = 7 = p(+&)/(d+4) "

On obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1 Sous les conditions (H1)-(H4), (H5’) et (H6) on a pour
tout x € A :
nhd \ V2 .
(3.3) (%> (r(x) —r(x)) > N(0,1) quand n — oco.
ou
2 _ (g2(2) = 2r(2) EY P|X = 2] + r*(2) E[Y X = z])

o = K?(2)dz,
A) Y

A= {I es, (gg(x) —2r(z)E[Y 31X = 2] + r*(2)E[Y Y X = x]) g () # O}
et 5 désigne la convergence en loi.

Démonstration du théoréme 3.3.1. Il est clair que

B T = (@) = = (B Vi (o) ~ BB+ Ve
" Vo= i LEA )]0 - [ER@]n @)
T 5 [[5@ - Fa@]w@ + [Ea@) - 2@]aw@).
B9 o) Ve - 50— FC]

()

Dong, le théoréme 3.3.1 est une conséquence des résultats suivants.

Lemme 3.3.1 Sous les hypothéses du théoréeme 3.3.1, on a

nh? \?
(3.6) (W) (B, —E[B,]) — N(0,1).
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Lemme 3.3.2 Sous les hypothéses du théoréeme 3.3.1, on a :

Go(z) = ga2(), en probabilité

nhd 1/2
T N9 o/ N V’I’L 07
(92(35)202(1’)) -~

nhd 1/2
— Vi, (g2(x) — Ega(x)) — 0, en probabilité.
() Valdato) — Ba(a)) = Ouenp

x)20?

et

3.4 Démonstration des résultats préliminaires

Démonstration du Lemme 3.2.1. Par des arguments standards on obtient

pour [ = 1,2,

T —Uu

Bl = g [ B =0l (S f) du
1

r—u

_ /]R gl — h2) K (2) dz.

Comme les deux fonctions f et r; sont de classe C2, on utilise le développement
du Taylor sous (H4)

E[gi(z) — ai(x)| < Ch>.

Le dernier résultat compléte la démonstration de ce lemme. [ ]

Démonstration du Lemme 3.2.2. L’objectif est de démontrer que

(3.7) > P (ilelg 197 (z) — E[g; (z)]] > 4/ %) < .

n>0

Pour cela, on utilise les techniques de troncature en introduisant la variable

aléatoire suivante :

% 1 “ Tr — Xz _
g () = hd Zk( A )Y 21H|Y_2|<un
i=1

n




3.4. DEMONSTRATION DES RESULTATS PRELIMINAIRES 53

a
avec [, = nis.

La démonstration de (3.7) sera basée sur les résultats suivants.

s ~ logn
(3.8) sup E[g" ()] — E[gi()]| = O (\/ W) :

~ s ~ /| logn
(3.9) leelg 19" (2) — gi(2)| = Ou.co ( m)

et

(3.10) sup§i* () ~ B[ (0] = Ouer (\/ %) -

Commengons par le résultat (3.10) :

Soit S un compact de R?%. Supposons que pour d,, < n” et 7, < d L,

dn

S c | Bk, 7),

=1

ot f=2020 4 1y 26t §> (9 —&)/(d+2).
Pour tout € S, on pose :

k(z) = argmingegy 44 lz — k).

En introduisant la variable aléatoire gy (zy()), on considere la décomposition

suivante :
pour [ = 1,2,
sup ‘Qvl*(x) - ]E[’gvl*(:z:)] ‘ < sup |'gvl*(x) - ﬁl*(xk(m))‘
z€eS EES P
T
+ sup |7 () — B [3" (2w)] |
e
T
+ SuIS) E[gj*(ka)} — ]E[ﬁl*(x)] ‘ )
e

-~

T3
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e Pour Ty, on utilise I'inégalité de Bernstein sur les variables associées ( voir
Kallabis and Neumann (2006)). En effet,

|95 (ki) — B3} (2r@))]]

nhfril i= hn ! |Y;7l|<y’”_
1 “ Th(x) XZ- 1
—E | D MV Ly,
n =1 "
- 1 Th(x) Xi 1
N nh (k( Y i

Pour v € R?, v € R, on pose
Ti(z) — U _ Th(z) — U —
Xl(u,'v) = k(#)n l]]I\YvJKMn — K |:k;<_ (h)J )Y;} lﬂsz|<Mn1 .

Donc
1

Aj=—

(X, Y7)
Par suite, la fonction y satisfait :
Xilloe < Cpil || K| et Lip(x1) < Cpth™'Lip(K).
Par conséquent, pour les deux cas [ = 1,2, on aura
Ixtlloo < Cripll Koo et Lip(xi) < Crph™'Lip(K).

Notons que pour appliquer I'inégalité de Kallabis et Neumann, nous avons
besoin de I'évaluation asymptotique des deux quantités Var (3 | A;) et
Cov(Ag, ... Ag,, Ay ... Ay)), pour (s1,...,8,) € N*et (t,...,t,) € IN.

On commence par le terme de la variance :

(3.11) Var (Zn: Ai> = nVar(A) + z”: z”: Cov(A;, A)).

i=1 j=1
J#i
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Sous (H6), on a

1 _ L1
Var (8) € BV K (@) < OB ()
< C'n?h | K2*(u)f(z), — hu)du
Rd
(3.12) = O(n°h™).

Maintenant, nous allons évaluer le comportement asymptotique de la somme
du terme a droite de (3.11). Pour cela on utilise les technique de Masry

(1986). En effet, on considére la décomposition suivante

iiOOU(Ai,A Z Z Cov(Ai, A)) +Z Z Cov(A, A))

i=1 j=1
ji 0<|z J\<mn li— J|>mn

ou (m,) est une suite d’entiers qui tend vers l'infini lorsque n tend vers

I'infini. En ce qui concerne le cas |i — j| < m,, on utilise (H1) et (H6) pour

B4l € O zhzd (I8 [ K (Y G ()| + (B [[Y 'K () [])°)
< O (BK () K ()] + (B (w0)]))
< % {/d /d E(u)k(v) f(Xs, X5)(@k@) — hnlt, Ty — hov)dudv+
+ (/Rd k(u) f(2h@) — hn“>du) }
= 0(n7?).

Ainsi, Ainsi, sur l’ensemble E; = {(z,j)/]z —jl < mn} nous obtenons

i 0<\i;;|§mn
< Cn'm,,.
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D’autre part, pour le deuxiéme cas ou |i — j| > m,, on utilise la condition
sur la quasi-association de séquence (X;,Y;) et (H3), pour obtenir dans les

deux cas [ = 1,2

Z Z Cov(Ai, A;) < pdn d+1>z Z i
i =S
,ug’ffl hfz(dﬂ))\mn

gn—lh—Q(d-i-l)e—amn'

IAIA

Donc,

n

ZZCOU(AivAj) < C(n mn+H6 —1p=2(d+1) —amn).
i=1 j=1
i#j

Au final, pour m,, = Llog (auSh=2*V) et sous (H5), il résulte que

n

(3.13) nh®y Y " Cov(A;,A;) — 0.
i=1 j=1
i#j

En combinant (3.12) et (3.13), on aura :

vor (S8 <0 (15a):

Nous abordons le terme de covariance (3.11), pour tout (sq,...,s,) € IN“ et
(t1,...,t,) € IN”. Pour cela on distingue les trois cas suivants :

— Pour t; = s,, on a

IN

Ol | K [\
Cov(Ay, ... Ay, Ay A (M) B|K2(zy)]

nhd

C’u?’ u+v
14 < ne n .
(3.14) - ( nhd )
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— Pour le cas t; > s,, on utilise la propriété de la quasi-association pour
montrer que

|Cov(As, ... Ag,, Ay, ...

%
IA
7N

nh nhd
C 3\ utv
S Ch_Q(n;lL;) U>‘t1—51
3\ utv
(3.15) < Ch? (C;LL;) ve~alti=su)
n
D’autre part, on a
2013 || K ||l \ T2
Cov(Ay, . Ay, Ay - A < (%) (A, Ayl)
Cu "™
3.16 < - h=®.
(3.16) < (5

En combinant (3.15) a la puissance # et (3.16) a la puissance Qdd%, on

trouve la majoration finale

|C A A A A d O,Ui B —oad (4 g)
OU( EREE Suyr Bty - - tu)| S h nhd ve 2d4+2 .

En appliquant le théoreme de Kallabis et Neumann pour K, = G

uzh—lmpm))? <2ui||K|loo)u+“2u:iA

i=1 j=1
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logn
nl- 'yhd

M, = iﬁé et A, =Var(3L, Ai) = <nhd) nous obtenons

—x o logn B
P (‘91 (Tr()) — Elg) (ffk(w)m >\ m) = (

—t
SGXP{%}
A, + Biits

(

2
_<77 'nll(ig'YT:Ld)
<exp 2 : .
n 16n K, 2(Kn\/Mn) 3 logn 3
| Var(Si 80 + | (sneimy V1) (Keads)] (” ”1g”’”)
)
2 1—vpd
<expd - n?logn/(2n'~"h )1 i
(Var (S, A9 + Crad(nht) ™+ (245)°)
(
2]
<expd — n*logn i
e+ (5.

< " exp{—Cn*logn}.

En utilisant le fait que, d,, < n”, on aura

~ % 10gn ch 2
P (13}{% " (xx) — Elgi" ()] > TWW) < OO

Le choix convenable de n achévera la démonstration de la partie 75.
e Nous traitons maintenant les termes T et T3 : Pour cela, on utilise la
condition de Lipschitz sur le noyau K. On aura alors; pour tout z € S,

g’ (@) = 3" (1) | = ZY K@) Dy, ZY k@) Dyt <

nhd
C
< hd+1 @l ZY l]I\Y
< Ct,
T ppnhdt
Cr,
<

Lipnhd+1’
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comme 7, = O (n‘ﬁ), il en résulte

Ct, logn
(3.17) LR 0 ( o ) a.co.
donc
. . logn
(3.18) T = sup |9 (@) = gy (@rw)| = O <\/ —nl—'yhd>
et

(3.19) T5 = srlelg |E[§]l*(9€k(a:)>] - E[ﬁ?(ﬂ?)ﬂ =0 (\/%) '

En ce qui concerne (3.8) on a

_ . 1 .
sup[E[Gi(0)] - B ()] = 3 [B |3, ’ﬂﬂy».m}f@]
€S n i=1 §
h_d]E |:|Yv1_l‘][{\Yfl|>,LLn}K1:|

hIE [exp (1vy7!]/4) ]I{lyflwn}f(l] .

E

IN

IN

Utilisons l'inégalité de Holder,

hd <IE [exp (|Y1_l|/2) I[{Yi1|>un}]>é (E(Kf»

h™exp (=, /4) (B [exp (IY-)])* (B(K3))
Ch™ exp (—u,/4) .

VAN

sup [IE [gi(«)] — E [g," (2)]|

€S

VARVAN

Comme j, = n?/*® alors on a
logn 12
E [§i(2x)] — 67 (22)]| = o | [ —21- |
sup B i) — B3 )] = o ()

L’assertion (3.9) est une conséquence de I'inégalité de Markov. En effet, pour

tout € > 0

~ — 1 e
P |sup |g:(z) — g" (z)| > 6} = P (WZY Myt Kl > 6)
=1

€S

N
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< P (Y7 > )
< nexp (—u) E (exp (Y1)
< Chnexp (—,uﬁL) .
Alors,
s - logn
ZP <SUP 19/ (z) — qi(@)] > €y Thd) < Cznexp(—un)-
n>1 \%€5 " n>1
La définition de u,, compléte la démonstration 7. ]

Démonstration du corollaire 3.2.1. 1l est clair que Vo € S, on a

inf, - inf,
s 28) , qup () — galor)| > 252,

inf g, <
inf 95 () 2 s 2

Alors,

inf, . inf,
P (mf 1Ga(2)] < %) < P (Sup 1g2(2) — Ga(2)| > w) _
zeS 2 x€S 2

Utilisons le résultat du Lemme 3.2.1 et le Lemme 3.2.2 pour achever la dé-
monstration du corollaire. ]
Démonstration du Lemme 3.5.1.

De méme que le Lemme 3.2.1, on peut écrire
B,=B,— B+ B}

ou

B, = — ([ @) ~ B3 @) ooe) + [E5 () &' @) ()]

En utilisant les arguments de la preuve du lemme 3.2.1, on obtient pour un
point fixé z € RY

nhd 1/2 i B B
((92(96))202(957@)) |Gi(z) = gi* ()] = 0p(1).
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Comme E[B,| = E[B}] = 0, alors il suffit de montrer la normalité asympto-
tique de

nh?

<(gz($))2 o

Pour cela, on pose pour tout ¢+ =1,---,n, Z,; = VnhiA; o

_

g2(x)nhd

1/2
(Mx)) B: —E[B]].

A= (K 92(0) = Y 200 @) Dy, — B[ 02(0) = Y 200 @) Dy |)

Donc,

S =Y Zyi = Vnhi(B; —E|B}]).
i=1
Ainsi, il suffit de vérifier que
(3.20) Sy, — N(0,01()).

avec 02(x) = (ga(z))? 0% Pour ce faire on utilise les techniques de Doob
(1953)(page 228-231). En effet, on considére les deux suites p = p, et ¢ = ¢,

telles que
p=o(n'u*h*?*) et ¢=0(p""), pour <€ (0,1)

et on pose

k k
Sp=T,+ T, +  avec Tn:ZT}j, et T;:Z@
=1

Jj=1
ou

ny = Z Znia gj = Zan Ck = Z an

i€l i€J; i=k(p+q)+1
avec

Ii = {(G-Dp+g+1,....(—1)(p+q +p}
Ji = {-Dlp+g+p+1,....j0+q}

n_
p+q
k .. .

£ —1,1—0,cequi implique que 2 — 0 quand n — oo.

. N , . . . k
Il est clair que k& = [ }, (ot [.] désigne la partie entiere), on a = — 0, et
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Maintenant, pour démontrer notre résultat, il suffit de prouver

(3.21) E(T))* + E(¢G)? =0
et
(3.22) T, = N(0,01()).

Pour (3.21), on utilise la stationnarité des observations

(3.23) E(T,)* = kVar(&)+2 > [Cov(&:, &)l

1<i<j<k

et

(324)  kVar(&) < qkVar(Zm)+2k Y [Cov(Zui, Zuj)l.

1<i<j<q

Le premier terme dans la partie a droite de (3.24) est obtenue par les mémes

arguments de (3.12) combinés avec le fait que £ — 0. En effet,

k
(3.25kV ar(Z,.) = h®nkqVar(A) = O (_q) — 0, quand n — oo.
n

Le deuxiéme terme est

k> |Cov(Zui, Zog)l = knh® Y~ [Cov(A;, Ay)].

1<i<j<q 1<i<j<q

et de méme que pour (3.13) on montre que

> 1Cov(An )| =0 ().

1<i<j<q

Donc,

(3.26) k Z |C’ov(Zm,an)|:o(%) — 0, quand n — oo.

1<i<j<q
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La stationnarité des variables permet d’évaluer le deuxiéme terme de la partie

a droite de (3.23) comme suit

Ea

-1

M

> Cou(&, &) = (k= D[Cov(&1, &41)]

1<i<j<k =1
k—
< kZ |Cov(&y, &141))
S k‘z Z COU(Z»M',ZTL]').

=1 (i,j)EJl ><Jl+1

Comme pour tout (¢,j) € J; x Jj, on a |i —j| > p+ 1> p, alors

C’,u k(p+q)
N [Coulén )| < hdﬁzZ > N
1<i<j<k i=1 j=2p+q+1,[i—j|>p
Chppy
nhd+2 P
Ckppiy,
nhd+2

IA

— 0.

Finalement, ce dernier résultat combiné avec (3.24), (3.25), et (3.26) permet
d’écrire

E(T})* = 0 quand n — oo.
Et comme (n — k(p + ¢)) < p, alors

E()? < (n—k(p+)Var(Zm)+2 > [Cov(Zui, Zuy)|

1<i<j<n

pVar(Zy) +2 Z |\Cov(Zy;, Znj)|

1<i<j<n

pnh?Var(Ay) + nh? Z |Cov(A;, A,)|

1<i<j<n
N 7
TV

o(1)

IN

IA

Cp
== +0(1
n+0()

VAN
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Alors,
E(¢)? — 0, quand n — oo.

La démonstration de (3.22) est conséquence des assertions suivantes

k
(3.27) B (eZn) — [TE ()] =0,
j=1
et
(328> kvar(”ﬁ — O-%CC)? kE(ﬁ%]]I{U1>ecrl(:c)}) — 0.
Démonstration de (3.27) :
On a
k
E (eit2§:1 77j> _ HE (eitm) <
j=1
k-1
(3.2@ (e“ 5 ’7J'> —E (eit pDrits 771‘) E (eitnk) + R <€it2§;11 77;‘) _ H E (eitm‘)
j=1
k-1
= ‘Cov (eit P nj,e“"’“) + |E (e“ bDp, ’7J‘> — HE (eitm‘)
j=1

et successivement, on a

k
E (eitZ§:1 ny) _ HE (eitm)

. k—1,_ .
< ‘Cov (e“zi:l i, e’t"k>
i=1

(3.30) + ‘Cov (eitzﬁj LR eit"’“”) ) +...+ }C’ov (e, e“’“)‘ .

La quasi-association des observations donne

2,4
|COU(€itn276itm)‘ < %ZZAM

i€l jels
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En appliquant cette inégalité a chaque terme de la partie & droite de (3.30)

afin d’obtenir

k
E <eit PR m) — H E (&)
j=1

Ct2/1,4
S nhdJrg

B BIUNED S I UESENEND SIND S

i€l jelz i€l1Ulz jeI3 i€l1U...Ulx_q jEIi,

Il est clair que pour tout 2 <1 < k—1, (¢,5) € I;x[;11,onali—j| > g+1 > g,

alors

Z Z Aimj S p)‘q

ehU...Ul_1 jei

Donc, l'inégalité (3.29) devient

k 2,4
itk m; itn; Ct iy,
E (e=am) ~J]E ()| < kP,
=1
Cpy, 4
< nhd”kpe 7 —0.

En ce qui concerne (3.28), on utilise les mémes arguments que dans (3.23),

pour écrire

lim kVar(nm) = Um kpVar(Z,)
n—00 n—00
= lim kpnh®Var(Ay).

n—oo

Il est évident qu’on peut remarquer que

Var(Ay) = W {Var (K (h’l(x — XZ)> [Y;’lgg(a:) +Y, g (:z;)})}
_W (B [K2(17 e - X)) [V ae) + ¥ 200(a)] Ty ]}

1 (%E K (h @ = X)) [ 0ule) + Y, 200 ()] ]H|Yi1>“”]>2 .

n%g3(x)
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De méme que (??) et le Lemme 3.2.1 on obtient

(3.31) Var(Ay) = 2 4 0< ! ) |

n2hd n2hd

Donc,

kVar(n) = kp“j(”) +0 (’;—p) = o?(x).

Pour la deuxiéme partie de (3.28), on utilise le fait que || < Cp|Z,1] <
Cpinp

vVnhd

et 'inégalité de Tchebychev pour arriver a

Cipp°k
kE(n%]]I{m>eol(w)}> < h E(n > eoi(x))
o Cunp?k Var(m)
—  nh? oi(x)
4,2
nh
Ce que achévera cette démonstration. [ ]

Démonstration du Lemme 3.3.2. Pour la premiére limite, on a d’apres
le Lemme (3.2.1)

E[g2(x) — g2(2))] = 0
et par les mémes arguments que ceux utilisés dans (3.11), on montre que

Var|g(x)] — 0

d’ou
Go(z) — g2(x) — 0 en probabilité .

Par ailleurs, il est claire que la deuxiéme limite est une conséquence de cette

derniére convergence. Ainsi, il suffit de traiter
Var[(g2(z) — Egy(x))] = Var [g2(2)] — 0

et
V., =O(h?) (voir , Lemme (3.2.1) ).
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La condition (H2’) permet de déduire que

Ml/z g2(2) — Ega(x en probabilité
(92([[’)20'2) An (92(2) — Ega(x))) = 0 probabilité.
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Chapitre

Régression relative fonctionnelle

L’objectif de ce chapitre tient essentiellement a introduire le modéle de
régression relative pour ’estimation non paramétrique d’une variable réponse
réelle, conditionnellement & une variable explicative fonctionnelle.

L’idée est d’étudier la convergence presque compléte de I'estimateur construit
a partir de la méthode du noyau, dans un cas ou la variable explicative est de
type fonctionnelle. On s’est basé sur des conditions de dépendance standard.

Ce chapitre comporte 3 parties :

— la premiére section comprend une présentation de notre modéle ainsi
que son estimateur.

— Sous des hypothéses appropriées, on présente dans la deuxiéme section
le principal résultat de la convergence presque compléte de I’estimateur.

— Dans la troisiéme section, on donne la démonstration de nos résultats.

4.1 Présentation du modéle et son estimateur

Soit (X,Y") un couple des variables aléatoires défini sur I’espace de pro-
babilité (€2, A, P) a valeurs dans F x R, ou F est un espace fonctionnel

semi-metrique de métrique d. La relation entre X et Y est exprimé par le
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modeéle de régression suivant
(4.1) Y =r(X)+e

ou € est une variable aléatoire réelle centrée et indépendante de X et r une
fonction de F a valeurs dans R. Comme au chapitre précedent, la régression

relative est le cas ou la fonction 7 est solution du probléme d’optimisation

(Y—Tr(x)>2 X :x] .

La solution de ce probléme peut facilement étre explicitée ; en utilisant la dé-

()
% )X = x| on trouve comme

suivant :

min F
T

rivée par rapport a r de la fonction F

solution :
E[Y‘l\X = 1

@)= By X =

Par ailleurs, on suppose que les fonctions E[Y 71| X = z] et E[Y %X = 1]
sont des fonctions de classe C*(R).

En utilisant la méthode du noyau, on estime la fonction r par

2o ()
yo ()

ou K est une fonction de R dans R et h = h,, un parameétre réel strictement

(4.2) #(x) =

positif.

Pour simplifier la notation on écrit :

avec
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et

% B 1 - d(z, X;) L
gQ(x)_nE[K<M>};K< I )Y

hn

4.2 Convergence de I’estimateur

Pour étudier la convergence presque compléte de I'estimateur on introduit

les hypothéses suivantes :
(H1) P(X € B(x,h)) = ¢,(h) > 0 pour tout h > 0; ou B(x,h) est la

boule fermée, centrée en x et de rayon h et }llli% ¢z (h) = 0.
(H2) Pour k£ > 0 et C' > 0, il existe un voisinage NN, de = tel que
Yy, wy € Ny, |g(an) — g(a2)| < Cd* (1, 2,),
ot g désigne E[Y ~!|X = x| ou bien E[Y 2|X = z].
(H3) Le noyau K est une fonction a support compact dans [0, 1] vérifiant
0<Cy< K(t) <Cy < oo.
(H4) Le paramétre de lissage h,, est tel que : nh_)rrolo h, = 0et nh_glo logn/no.(h,) =
0.
(H5) La variable réponse Y est telle que : |Y| > C > 0.

(H6) (X, Y;)1<i<n est une suite algébriquement av— mélangeante, dont le

coefficient de mélange vérifie
3C,a € R}, a(n) < Cn™°.
(H7) 0 < sup,; {P((X;, X;) € B(x,h) x B(z,h))} = O (W#) .
(H8) Ilexisten > 0, tel que, Crasitn < ¢z(h) < C'nTa, avec a > %ﬁ
On démontre le résultat suivant

Théoréme 4.2.1 Sous les conditions (H1)-(HS), on a

~ logn
(4.3) 7(z) —r(z) = O(*) + O ( W) , D-co.
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4.3 Démonstration du théoréme

De méme que le cas précédent, nous avons

(4.4) Fla) = 20

et
T(ZB) o E[Y ‘X = :IZ'] L gl(x)

CEBY? X =2] " go(x)

On utilise la décomposition suivante :

)~ B@ =@ )
(45) 7)) = T o) — dala)) £ 05

D’ou, le théoréme est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 4.3.1 Sous les conditions du théoreme précédent on a

S ) o () — i logn

Lemme 4.3.2 Sous les conditions précédentes, on a

- B & logn

Lemme 4.3.3 Sous les conditions précédentes, on a
(4.8) 30 >0, tel que ZP [|g2(x)| < d] < o0.

Démonstration du lemme (4.3.1)
On a

g1(x) — 91(z) = g1(z) — Egi(x) + Egi(z) — 91(x)

Donc, il suffit de montrer les deux résultats suivants :

(4.9) Egi(z) — gi(x) = O(h¥)
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(4.10) EGi(z) — Gi(z) = O < logn )

Pour (4.16), on a :

n - z,X; S YK d(w’i:fi)
> Y ¢ (d(—hf)> —E[ n;[K(d(ﬂ;E’L‘i;L)] )]

[91(z) — E[gu(2)]| =
nE[K (4422))
_ d(z,X; — d(z,X;
L ey E[K <d(a;fi)>]
Posons Yo X Yo X
s (55 ) e vt (522

On peut écrire

Egi(z) —gi(z) = E[Y'A] —gi(2)
E [E [V 'AX4]] — gi(2)
= E[n(X1)A; —gi(2)].

En utilisant la condition de Lipschitz pour r, on montre que :

| Eqi(z) —gi(x) [ < E|g(X1) —gi(2) [ A
< CE[d*(z, X1)A]

comme E[A;] =1, on a
| Egi(2) — gi(2) |< C(AY),

Ainsi,
Egi(z) — gi(w) = O(h").
On traite maintenant (4.17). Pour cela, on urilise I'inégalité de Fuk-Nagaev

aux variables

A=Y 'K (@) ~EY, 'K (@) :
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Cette inégalité est basée sur le calcul de

2= 33 Jeon(an A

i=1 j=1
T

— Z ZCOU(Ai,Aj)+COU(Ai7Aj>
i=1 Lizj

= Z Zcov(Ai,Aj)+varAi

i=1 Li#j

= S+ nvarA,.

Pour S2*, on utilise les techniques de Masry (1986) et on divise cette somme

comme suit

Ey={(i,7) telque 1</|i—j|<m,}

et
Ey ={(i,j) tel que m, +1<1]i—j| <n-—1},

ol m,, — 00, quand n — oo. Soit Jy, (resp. Ja,) la somme sur l'ensemble

E; (resp. sur Ey). Donc,
Jin =Y [Cov(Ai(x), Aj(@))] < C ) |B[Ki(2) K, ()] | + B [Ki(2)] |

Sous (H1), (H6) et (H7) on a

Jun < Crimsa(h) ((M)/ n @(h)) .

n

Sur I'ensemble Fs, on utilise I'inégalité de Davydov-Rio’s (Rio, 2000, p. 87).
D’otu, pour tout ¢ # 7, on a

|Cov(Ki(z), K;(x))| < Calli = j|)-

donc,

Ton = S 1Cov(Ky(w), Ky ()] < nPmye.
Eo
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, h —1/a
Ainsi, pour m,, = (¢ ( )> on aura :
n

(4.11) S = Jip+ Jom = O(ngy(h)).

Pour le terme variance, on montre que sous (H1), on a

(4.12) Var(Ai(z)) < C(EK} + (EK1)?) < C¢u(h) + (62(h))?).
Finalement, de (4.11) et (4.12) on obtient

(4.13) Sn(@) = O(nox(h)).

Par suite, I’application de I'inégalité de Fuk-Nagaev entraine
_ _ 1O
PlEGi(@) - Gi@)] >l = P|l——=3 4,

npz(h) i—1 g 8]

S (SN

2,2 2 5 a+1
<4 (H”—W) Hnw( Br ) |

npa(h) 167 enpa(h)
logn
Pour € = ¢
n%()
~ ~ logn
)z _
Eg(z) — g1(z)| > e ngox(h)]

e(logn)n®(p.)*(h)\ * [ 8r(ng.(h))2
§4(1+ n?(p,(h))?16r ) ener (eon%(h)(zogn);>

2l %’r 8 a+l a+1
<41+ 9990 " popert (2 (mpw(h)logn)_(%) :
16r €0

Prenons r = C (log(n))*. Nous obtenons alors :

2 5 2
eglogn '\ 2 —eglogn
(4.14) Ay (1 + . ) < cexp N
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D’autre part,

Ay < cem @3t ()44

Sous la condition (H8) sur la fonction ¢, (h), on aboutit a
(4.15) Ay < en 1722400

Par suite, par les résultats (4.14 ) et (4.15 )et sous un choix convenable de

€0, ON aura

~ - logn
Egi (z) — ga(x)| > <o ngpg ] < 00

yor
n=1

Démonstration du lemme (4.3.2) De méme que le lemme précédent,

92(x) = g2(x) = G2(7) — Ega(z) + Ega(x) — ga(2).

Donc, il suffit de montrer les deux résultas suivants :

(4.16) Egy(z) — g2(z) = O(R")

(4.17) Ed(z) — Go(a) = O ( logn )
Pour (4.16) on a
Eg(7) — g2(v) = E[g(X1)A1 — ga(z)].

La condition de Lipschitz nous permet d’écrire

| Eg2(z) — ga(0) [ < B g2(X1) = g2(2) | A

Do,
Egi(z) — gi(x) = O(").

Passons maintenant a la démonstration du résultat (4.17).

Pour cela, on garde les mémes notations du lemme précédent et en appliquant
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I'inégalité de Fuk-Nagaev aux variables Z; = V;A; — E [}/;_QAi], on montre

qu’il existe g tel que :

y-2 logn
(11 3m0r28) o8 () <o

neN*

De méme comme K et Y2 sont bornées alors :
C

Al < ———.
A= Tm

Donc
Var(A?) < C'o M (h).

Ainsi, on peut appliquer I'inégalité de de Fuk-Nagaev aux variables pour

lesquelles on a pour tout € >0 et pour tout ds > 1 :

X . logn —nedpe(h)logn
- <2
[Ega(z) — go(w)] > €0 o] = eXp( nCu ()
2
eglogn
<
_2exp( e )

Donc

Sp
i=1

. . .. €
Pour que la série converge, il suffit de choisir 4—0 > 1.

. . logn ]
Ego(z) — go2(x)| > & & ] < ZQn o

Enfin pour achever la démonstration du théoréme, il nous suffit de mon-

trer qu’il existe un réel ¢ strictement positif tel que

(4.18) D P(lgal) <€) <

n>0

Il est clair que :
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Donc, on peut écrire

Pl < 22 < P llge) - o) > 257

Ainsi

i=1

ZP 01 < 2] <3 [ < 2] <

Il suffit donc de prendre § = @ pour obtenir (4.3.3).

En conclusion, le résultat du théoréme se déduit des résulltats intérmédiaires

précédents. O



Chapitre

Application sur des données réelles

La congestion routiére ; ces véhicules plus nombreux a chaque instant qu’a
I'instant précédent est un phénomeéne assez répandu qui se manifeste sur la
majorité des routes et autoroutes en raison de divers facteurs mais qui trés
souvent engendre des impacts cruciaux sur la prospérité socio-économique
suscitant, ces derniéres années notamment l'intérét d’un nombre élevé de tra-
vaux de simulation et d’études statistiques ayant trait aux faits de la gestion
du trafic routier. Pour avoir une idée claire du comportement de notre mé-
thode d’estimation d’un point de vue pratique, nous effectuons une prévision
qui fournit le nombre maximum de véhicules transitant par une autoroute
20 secondes a I'avance sur une longueur de voie de 200 m. Afin d’atteindre
I’objectif ci-dessus, nous nous sommes servis d’un ensemble de données indi-
quant les traces de mobilité véhiculaire sur deux autoroutes unidirectionnelles
a Madrid et ce a différentes heures de la journée. Les données analysées ont
été receuillies sur plusieurs jours de Mai 2010 (Vendredi 7, Lundi 10, Mardi
11, Mercredi 12), sachant que pour chaque jour, deux captures ont été en-
registrées : une de 8h30 a 9h00 et 'autre de 11h30 a 12h00. Cependant,
nous continuons & ceuvrer sur la question de fournir un estimateur rigoureux
d’ott un modéle a bon sens prédictif en simulant une parcelle de 200m et on
exploite les paramétres d’intéréts qui représentent le temps signalé par les

boucles d’induction lors du passage d’un véhicule ainsi que la position de

79
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la trace de mobilité du véhicule enregistrée & chaque seconde constatée lors
d’une durée de 30 minutes. Dans cette étude applicative nous nous concen-
trons sur la connectivité des véhicules sur le réseau. Cette derniére mesure
le nombre de voitures sur une distance R métres. Ainsi nous analysons une
série chronologique Z; donnant le nombre de véhicules dans une distance de
R meétres a un instant ¢.

Les données considérées sont données par le schéma suivant :

B L

R=50 R=100 R=200
Fig. 1 Casel : M40 highway from 8 :30 a.m. to 9 :00 a.m.

| I

R=50 R=100 R=200
Fig. 2. Case2 : A06 highway from 8 :30 a.m. to 9 :00 a.m.
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RF,JJ .

oo 1000 1moo o so0 1000 1500 a oo 1000 1m0

R=50 R=100 R=200
Fig. 3. Case3 : M40 highway from 11 :30 a.m. to 12 :00 a.m.

Nous avons utilisé le détecteur MAD-Median développé par (Wilcox (2005))
pour déterminer les observations aberrantes; ce modéle considére une obser-
vation Y; comme aberrante si :

Y, - M
MJ&D B 0.6‘745 > G
ou M est la medianne, MAD définie par

MAD = median(|Y; — M|, |Y2 — M|, ..., |Y, — M])

et C est tel que \/x2 g75.

Le tableau suivant donne le résultat du test :

Cases | R=50 | R=100 | R=200
Case 1 | %5 % 10 % 3
Case 2 | %10 %5 %8
Case 3 | %17 %10 %8

Table 4 : The percentage of outliers

Comme toute autre méthode d’estimation, cette pratique exige deux éléments

le noyau K et le parametre de lissage h. Méme si le choix du noyau s’avere
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étre anodin sur le comportement de l'estimateur, ceci n’est pas tout a fait
pareil pour 'ordre de grandeur du paramétre de lissage qui régit le niveau
de lissage des courbes estimées, et donc le critére de choix de la fenétre de
lissage optimale reste la question centrale. On convient encore que pour bien
tester la validité du modéle en question, on a utilisé la méthode de validation
croisée. Sur ce fait, nous comparons notre modéle a la régression classique

(C.R.) en calculant I'erreur absolue qui sera donnée par

AFE = |true value — predicted value|

Cases ‘ Com. range R ‘ AE(C.R.) AE(R.E.E.)

Casel R=50 2.1 3.2
R=100 8.9 4.5
R=200 1.4 1.9
Case2 R=50 9.8 4.6
R=100 2.3 3.7
R=200 7.4 5.1
Case3 R=50 12.8 5.2
R=100 10.2 4.1
R=200 11.7 5.5

Tableau A FE-erreur

Nous constatons de 'application que I'estimateur fournit un bon rappro-
chement des données. En effet, les résultas obtenus montrent La supériorité
de notre approche sur la régression classique ce qui a permis de mettre en
évidence les bonnes propriétés statistiques auquelles répond la régression re-

lative & la présence des valeurs aberrantes.
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