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Chapitre 1
Introduction

La précision de l’estimateur obtenu par les méthodes paramétriques est
parfois illusoire dans beaucoup d’applications pratiques à cause de la dévia-
tion du modèle choisi par rapport à la réalité. De plus, les calculs peuvent se
révéler pénibles ou même inextricables lorsque les conditions de réalisation
des tests ne sont pas vérifiées, ce qui rend difficile d’estimer convenablement
le modèle paramétrique. Ces considérations ont amené à l’utilisation d’autres
méthodes qui permettent de s’affranchir de ces conditions ainsi que de toute
autres hypothèses restrictives sur la loi de l’échantillon. Il s’agit des méthodes
dites non-paramétriques qui restent valides quelle que soit la distribution des
données. Aussi, l’utilisation de l’approche non paramétrique offre une très
grande flexibilité de modélisation pour les applications réelles, en apportant
un regard nouveau sur les techniques d’estimation. Depuis, plusieurs problé-
matiques de recherche ont été abordées sur le plan théorique et algorithmique
dans le but d’apporter un développement pour les méthodes de régression et
afin d’élargir le spectre d’application de ces méthodes.
Comme la notion de régression relative est plus récente que les autres on dis-
pose d’un plus petit nombre de résultats. Les premiers résultats conséquents
ont été obtenus en 1989 par Campbell et al. dans [25], où la régression relative
a été utilisée comme outil de classification. En 1991, dans [99], Ruiz Velasco
a évoqué l’efficacité asymptotique de la régression relative logistique dans un
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

contexte paramétrique, en particulier lorsque les variables explicatives sont
normalement distribuées. Dans [78], les auteurs ont utilisé des techniques de
régression non paramétrique pour produire un estimateur basé sur l’espé-
rance conditionnelle de la variable réponse inverse. Dans [59], Jones et al.
ont construit un estimateur consistant pour ce modèle, en utilisant la mé-
thode du noyau. Ils ont établi des propriétés asymptotiques, notamment sa
convergence en moyenne quadratique dans le cas où les observations sont
indépendantes et identiquement distribuées. Dans un article publié en 2008
par Giorgi et al. (voir [45]), une approche ; portant sur l’estimation de la
survie relative des patients atteint d’un cancer colorectal ; a permis d’obtenir
une estimation flexible et représentant une forme plausible d’un point de vue
épidémiologique.
À l’ère du tout numérique, le développement des systèmes informatiques et la
puissance de calcul des machines sont à l’origine de l’accroissement constant
de la masse de données à traiter. Cette inflation ; toujours plus importante ;
révèle à chaque fois les limites des techniques d’analyses utilisées, ce qui pose
un réel défi aux statisticiens pour la construction et la mise au point de nou-
velles méthodes statistiques, adaptées à cette profusion de données. C’est
l’une des raisons pour lesquelles ; durant les vingt dernières années ; l’analyse
des données fonctionnelles est devenue l’un des outils les plus utilisés pour
étudier les données dans leurs propres dimensions, apportant entre autre
plusieurs éléments de réponse au problème. En effet l’intérêt est double : En
pratique, il arrive souvent de récolter des données pour lesquelles les instants
d’observation sont différents pour chaque individu, ce qui rend difficile l’ap-
proche par les méthodes classiques de la statistique multivariée (par exemple
lorsque certaines données sont manquantes). D’autre part, la variabilité tem-
porelle est extrêmement fréquente dans les données réelles (en particulier
quand on possède des observations à haute résolution d’un phénomène quel-
conque), la statistique fonctionnelle permet alors d’éviter la simplification de
certaines observations en les remplaçant par exemple par une moyenne .
Les domaines d’utilisation des méthodes fonctionnelles sont très variés et ca-
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ractérisés par les quantités ou dimensions des données, de la météorologie[106]
au traitement des images satellites[27] en passant par la génétique (voir [2],
[62] et [102]). Afin de mettre en relief le large potentiel applicatif portant
sur l’étude de données, considérées comme des fonctions (ou courbes), nous
présentons quelques exemples typiques provenant de différentes disciplines
où des échantillons de données fonctionnelles ont été utilisés.

– Dans [87], l’aspect fonctionnel des données est pris en compte par
l’étude et la comparaison de courbes de croissance. L’auteur envisage
l’analyse en composantes principales (ACP) et l’analyse factorielle de
données fonctionnelles dans des situations où les courbes de crois-
sances deviennent presque linéaires par la transformation de l’axe du
temps. Bien d’autres travaux ont été consacrés à l’étude fonctionnelle
de courbes de croissance comme dans [86], [43], [56] et [84].

– Dans le domaine de la médecine, grâce aux progrès effectués au ni-
veau des appareils et des méthodes de mesure, une grande palette de
méthodes liées à la statistique fonctionnelle est mise en œuvre dans
l’étude de certains phénomènes comme dans l’évolution de certains
cancers (voir [26] et [38]), l’étude des déformations de la cornée [65]
ou l’effet placebo [105].

– La climatologie est un autre domaine qui a historiquement contribué
au développement de certains outils/modèles statistiques propres aux
données fonctionnelles, pour étudier les variations de la température
mensuelle moyenne au cours de l’année en différents points du pays.
On retrouve cette approche dans l’étude du phénomène El niño ; pro-
posée dans [80] ; où l’évolution de diverses mesures correspondent à des
individus pour lesquels la série temporelle est étudiée dans une modé-
lisation auto-regressive fonctionnelle.

– Les méthodes géophysiques permettent de visualiser et d’explorer des
données fonctionnelles. On étudie par exemple l’évolution de diverses
mesures géophysiques d’une zone donnée pendant une année. On peut
évoquer notamment le travail de Dabo-Niang et al. [29] qui s’intéresse
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à déterminer la nature du sol de différents endroits de l’Amazonie en
classant les courbes recueillies par les satellites.

Ces différents champs de recherche ont trouvé un réel écho au sein du cercle
statistique où un grand nombre de travaux ; aussi bien théoriques que pra-
tiques ; ont été produits. On pourrait citer à cet égard les travaux de Grenan-
der [46], Dauxois et al. [30] et Ramsay [85] dans lesquels on retrouve l’étude
des variables aléatoires fonctionnelles. Les ouvrages de Ramsay et Silverman
[57], Ramsay et Silverman [83], Ramsay et Silverman [84] et Ferraty et Vieu
[6] présentent un large éventail de méthodes statistiques développées pour le
traitement de divers problèmes d’estimation dans lesquels interviennent les
variables statisiques fonctionnelles. Dans [8], D. Bosq propose une approche
faisant apparaître une suite de données fonctionnelles dépendantes qui modé-
lisent la série chronologique observée. Le processus discret est alors présenté
comme un processus à temps continu qu’il découpe en un échantillon de
courbes successives. On pourra se référer à [11], comme l’un des principaux
travaux théoriques utilisé dans l’étude des estimateurs issus de modèles à
variables fonctionnelles. Pour les données longitudinales, issues de mesures
répétées, en quelques points choisis, d’un phénomène temporel, les approches
utilisées sont différentes de la méthode de variables aléatoires fonctionnelles.
Une riche littérature existe dans ce domaine et on peut citer en particulier
[31] et [48], pour une comparaison des deux méthodes. Cependant, certains
outils de la statistique fonctionnelle s’adaptent facilement à l’étude de ce type
de données (voir [31], [48], [55], [56] et [73]).
Dans de nombreux champs d’applications, notamment en sismologie (voir
les données étudiées dans Estévez-Pérez et al [44]), en économétrie (voir les
articles traités par Engle et Russell [82] et Nielson et Linton [53]) ou en-
core dans le domaine de la santé publique, la condition d’indépendance entre
les variables observées est souvent subjective, voir erronée. De par la pro-
bable existence de corrélation entre les données d’observations, il est très
peu réaliste de supposer leur indépendance. Toutefois, il serait intéressant de
modéliser l’indépendance mais aussi d’introduire une structure probabiliste
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qui permettra de contrôler la dépendance au sein des variables de l’échan-
tillon statistique ce qui réflettera l’évolution exacte d’un phénomène aléatoire.
C’est pour cette raison que, depuis quelques années, la notion de dépendance
a été largement utilisée et a fait l’objet d’une intense activité de recherche.
On peut consulter par exemple l’article de Rosenblatt [92] qui fut l’un des
premiers qui ont traité ce sujet et qui a amené certains auteurs, dont Ibra-
gimov [51] fut l’un des premiers à introduire la condition de mélange fort à
son étude sur les champs aléatoires stationnaires avec des densités spectrales
rationnelles. Pour ce qui nous concerne ici, nous nous tiendrons particulière-
ment à la notion de mélange fort appelée aussi α-mélange qui ; son nom ne
l’indique pas ; est la conception de dépendance la plus faible. Ce choix a été
motivé du fait que ce type de variables soit assez général et très présent dans
la pratique statistique (voir Doukhan [36]) et des nombreux résultats dont on
dispose et qui nous permettront d’étudier ce type de modélisation. On consi-
dére des échantillons de variables alpha-mélangeantes, condition introduite
par Rosenblatt [92], qui est l’une des plus générales et notament vérifiée par
différents types de processus que l’on retrouvera par exemple dans Bradley
[13].
Signalons que de nombreux auteurs se sont intéressés à ce type de dépen-
dance. En 1971, sous une séquence de variables aléatoires fortement mélan-
geantes, Welsch [107] suggère des conditions suffisantes pour la convergence
faible dans un espace de Skorohod. À l’idée d’aborder le concept du mélange
fort, Rosenblatt et Murray [93] ont établi un théorème de la limite centrale
avec une ergodicité uniforme pour des processus stationnaires. Bien d’autres
auteurs se sont aussi penchés sur cette notion de mélange fort, comme Rao
[88], Bradley et al. [15], Bradley [12] et Rosenblatt [94] qui avait étudié la nor-
malité asymptotique pour l’estimation de la densité spectrale sous la condi-
tion de mélange fort. Sur les propriétés de base des conditions de l’alpha-
mélange, en 1986 Bradley et Richard [14] tentent de compléter leur travail
et on peut citer d’autres travaux sur le thème comme Bulinskii et Doukhan
[21] et Louani et Ould-Saïd [66].
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En 2000, dans [71], Merlevède et Peligrad répondent à une conjecture de
Bradley en 1997 [16] et ont pu amélioré tous les théorèmes de la limite cen-
trale antérieurs pour ce type de dépendance. Par la suite, dans une note
à l’académie des sciences de Paris [40], Ferraty et al. publient une étude
d’un modèle de régression non-paramétrique pour des variables aléatoires
fonctionnelles fortement mélangeantes. Dans [69], Masry évoque la normalité
asymptotique de l’estimation de la fonction de régression fonctionnelle pour
les processus fortement mélangeants. Les résultats établis dans l’article de
Delsol, [32], sont liés aux propriétés asymptotiques de l’estimateur à noyau
généralisé pour une variable explicative fonctionnelle dans le cas d’un échan-
tillon alpha-mélangeant.
Les travaux réalisés lors de la thèse seront regroupés en quatres chapitres ;

– Dans le deuxième chapitre, nous traitons le cas où les observations sont
indépendantes identiquement distribuées. Comme résultats asympto-
tiques nous démontrons la convergence presque complète de notre es-
timateur. La vitesse de convergence garde sa forme usuelle, où la ré-
gularité du modèle est bien exploitée dans la partie biais, ainsi que le
problème du fléau de la dimension est également présent dans la partie
dispersion.

– Le troisième chapitre est consacré au cas où les variables sont quasi-
associées. Sous des conditions de régularité classiques, nous démontrons
la convergence presque complète ainsi que la normalité asymptotique
de notre estimateur à noyau construit à partir de la minimisation du
carré moyen de l’erreur relative.

– Le cas où la variable explicative est de type fonctionnelle est traité dans
le quatrième chapitre. Nous établissons les propriétés asymptotiques de
notre estimateur dans le cas où les observations (Xi, Yi)i=1,2,...,n sont
fortement mélangeants.

– Au dernier chapitre, nous présentons un exemple qui nous permettra à
la fois de donner une meilleure visualisation mais aussi d’illustrer com-
ment interpréter la qualité des prévisions de notre estimateur comparée
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à celle de la régression classique du noyau. Nous terminons cette thèse
par une conclusion générale qui synthétise le travail réalisé ; ainsi, un
bilan sera fait sur les objectifs fixés. Nous donnons aussi quelques pers-
pectives de recherche sur l’ensemble des chapitres abordés afin d’amé-
liorer le modèle de régression relative .

Nous rappelons brièvement la définition liée à l’α− mélange ainsi que les
outils fondamentaux qui interviendront dans notre étude pour le cas d’une
famille de variables aléatoires algébriquement α− mélangeantes, à savoir l’in-
égalité de covariance.

1.1 Notions de mélange

Définition 1.1.1 On appelle coefficient de mélange fort entre deux tribus A
et B, le nombre réel

α(A,B) = sup
(A,B)∈(A,B)

|P(A ∩B)− P(A)P(B)|.

On montre que : 0 ≤ α(A,B) ≤ 1
4
.

Définition 1.1.2 (Rosenblatt (1956)[92]) Soit (Xn)n≥1 une suite de va-
riables aléatoires définies sur le même espace probabilisé (Ω,F,P). On appelle
coefficients de mélange fort, les réels α(n) définis par :

α(n) = sup{α(Fk1,F
∞
n+k), k ∈ N∗}.

Où Flj désigne la tribu engendrée par les variables (Xi, j < i < l).

Proposition 1.1.1 (Billingsley (1968)[6]) Si (Xn)n≥1 est une suite α-
mélangeante, alors (f(Xn))n≥1 est aussi α-mélangeante pour toute fonction
mesurable f .
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Définition 1.1.3 On dit qu’une famille {Xi, i ∈ N∗} est fortement mélan-
geante ou alpha-mélangeante, si l’on a :

lim
n→∞

α(n) = 0.

On distingue deux types de mélange fort :

Définition 1.1.4 On dit que la famille {Xi, i ∈ N∗} est algébriquement
alpha-mélangeante, s’il existe deux constantes positives non nulles C et a
telles que les coefficients de mélange vérifient

α(n) ≤ Cn−a.

Définition 1.1.5 S’il existe deux constantes s ∈ R∗+ et t ∈]0, 1[ telles que
les coefficients de mélange vérifient

α(n) ≤ stn,

On dit que la famille {Xi, i ∈ N∗} est géométriquement alpha-mélangeante.

1.2 Notions d’association

Il n’est pas rare de relever une absence de dépendance dans l’enceinte d’un
échantillon, ce que nous qualifierons d’indépendance. Lehmann [61] compte
parmi les premiers à s’être essentiellement intéressé par la distribution des
paires de variables aléatoires et introduit une notion de dépendance bien
adaptée à ce cadre, remarquant immédiatement des conséquences sur la co-
variance entre les variables aléatoires. ce qui était donc naturel que les notions
de dépendance positives soient apparues dans un contexte bivarié.

Définition 1.2.1 (Lehmann(1966)[61]) Deux variables aléatoires X et Y
sont dites PQD (Positive Quadrant Dependence) si, pour tous les nombres
réels x et y

P(X ≤ x, Y ≤ y) ≥ P(X ≤ x).P(Y ≤ y).
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Plus tard, inspiré de la dépendance positive définie par lehmann, cette
idée a été étendue aux distributions multivariées par Esary, Porschan et Wal-
kup en 1967 [39], qui avaient pour but de tenter une formalisation de ce genre
de notions de dépendance et d’explorer quelques-unes de ses propriétés, en
essayant d’étendre le champ d’application du comportement au-delà des dis-
tributions particulières considérées, en proposant à travers l’association une
notion plus forte.

Définition 1.2.2 Soit f une application de Rn dans R. On dit que f est
croissante si pour tout i = 1, ..., n, l’application

t 7→ f(x1, ..., xi−1, t, xi+1, ..., xn)

est croissante sur R.

On considère X = {Xt, t ∈ T} une famille de variables aléatoires réelles
indexée par un ensemble d’indices T définies sur un espace de probabilité
(Ω,=,P) .

Définition 1.2.3 (Esary et al.(1967) [39])) On dit que cette famille est
associée ; ou positivement dépendante ; si pour des sous-ensembles finis I, J ⊂
T et toutes fonctions f et g croissantes f : R|I| → R et g : R|J | → R,

Cov(f(Xs, s ∈ I), g(Xt, t ∈ J)) ≥ 0,(1.1)

à chaque fois que la covariance existe, avec |I| et |J | les cardinaux de I et J .

Dans des études de problèmes de physique statistique et des problèmes
de la fiabilité et la durabilité de systèmes, dont le problème de la percolation
ou d’autres problèmes liés à la théorie des statistiques, quelques idées de dé-
pendance positive ont été explorées. La structure d’association a été décrite à
travers les inégalités FKG qui portent désormais le nom de leurs auteurs For-
tuin , Kasteleyn et Ginibre [42], dans l’étude des propriétés de l’Hamiltonien
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du modèle d’Ising décrivant l’interaction entre deux corps ferromagnétiques.
Nous allons résumer dans ce qui suit les principales propriétés de telle dé-
pendance .

Propriété 1.2.1 ( Esary et al. (1967)[39] et Suquet et al. (2001)[22])

1. Tout sous ensemble d’un ensemble fini de variables aléatoires réelles
associées est associé.

2. Si deux ensembles de variables associées sont disjoints, leur union donne
un ensemble associé.

3. Une famille infinie de variables aléatoires réelles est associée si toute
sous-famille finie est associée.

4. Tout singleton formé d’une variable aléatoire réelle X est associé.

5. Si X = (X1, ..., Xn) est associé et si f1, ..., fk sont des fonctions toutes
croissantes de Rn dans R (resp. toutes décroissantes), alors le vecteur
Y = (f1(X), ..., fk(X)) sera associé.

6. Si X(k) = (X
(k)
1 , ..., X

(k)
n ) est associé pour tout k et si X(k) converge en

loi vers X = (X1, ..., Xn) lorque k tend vers ∞, alors X est associé.

Voici quelques exemples importants de vecteurs associés :

Exemple 1.2.1 (Processus gaussien, (Pitt (1982)[81])) :
Un champ aléatoire gaussien (X1, ..., Xn) est associé si et seulement si sa
fonction de covariance Cov(Xi, Xj) ≥ 0 pour tout i différent de j.

Exemple 1.2.2 (Processus linéaire (Doukhan et Louhichi (1999)[37]))
Soit (εi)i∈Z une suite de variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs{
−1

2
,
1

2

}
avec équiprobabilité et (Xn)n∈Z une suite aléatoire vérifiant l’équa-

tion d’auto-régression suivante :

Xn =
1

2
Xn−1 + εn, n ∈ Z,



1.2. NOTIONS D’ASSOCIATION 15

alors pour tout n ∈ Z, Xn =
∞∑
i=0

2−iεn−i presque sûrement ainsi le processus

linéaire (Xn)n∈Z est associé.

Exemple 1.2.3 (Suquet(1994)[104])
– Tout vecteur aléatoire à composantes indépendantes est associé.
– Pour X associé, notons Si =

∑i
k=1Xk. Alors, le vecteur des sommes

partielles (S1, ..., Sn) est associé.
– Le vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xn) est associé si et seulement s’il
vérifie
Cov(f(X), g(X)) ≥ 0, pour f et g une paire de fonctions croissantes
de Rn dans {0, 1}.

Á partir de 1980, un intérêt particulier est porté à l’étude de plusieurs
aspects probabilistes et statistiques, des variables associées. Après avoir déve-
loppé une inégalité pour les fonctions caractéristiques, qui a longtemps servi
dans le cadre de la normalité asymptotique pour le cas associé, Newman éta-
blit dans [74] le théorème central limite (TCL) pour des variables strictement
stationnaires. En 1981, Newman et Wright généralisent, dans [76], le TCL
dans un cas fonctionnel avant que Cox et Grimmett (1984)[28] ne remplacent
la condition de stationnarité par des conditions sur les moments des variables
associées .

Diverses modifications et extensions ont été apportées à la définition
d’association. Par exemple en 1984, Neumann dans son étude [75] étend la
définition1.2.3 ; de la faible association ou association positive ; en imposant
la condition (3.13) seulement pour les ensembles I et J tels que I ∩ J = ∅.
Il établit la loi forte des grands nombres pour des suites strictement station-
naires sous l’hypothèse que

1

n

n∑
i=1

Cov(X1, Xi)→ 0.

Sous certaines hypothèses techniques sur le noyau et la fenêtre, Roussas étu-
die dans [98] la consistance uniforme forte des estimateurs à noyau des dé-
rivées d’ordre r de f pour des suites strictement stationnaires dans lequel il
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obtient des taux de convergence.
Dans le cadre des données complètes (non censurées), supposons que {Xn, n ≥
1} est un processus strictement stationnaire de variables aléatoires associées.
Par une estimation non-paramétrique de type noyau de la densité marginale
f , Bagai et Prakasa Rao [5] montrent que dans pareil cas, l’estimateur défini
par :

fn(x) =
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xi

hn
),

est fortement consistant aussi bien ponctuellement qu’uniformément sous
un ensemble de conditions. En se basant sur l’estimateur de Kaplan-Meier,
Cai et Roussas [24] se proposent d’étudier le comportement asymptotique
de l’estimateur de la fonction de répartition F̃n(.) dans le cas d’un modèle
non censuré en présence de variables aléatoires associées. Sous des variables
bornées et sous certaines conditions sur la structure de covariance des va-
riables satisfaisant une inégalité exponentielle du type Bernstein-Hoeffding
et par application de la loi forte des grands nombres, loannides et Roussas
[52] obtiennent une vitesse de convergence à l’ordre de ( n

log2 n
)
1
3 . L’approche

introduite par Ioannides et Roussas [52] a été améliorée par Oliveira [77] en
utilisant des variables associées non bornées mais le taux révélé à la fin était
plutôt lent (taux d’ordre ( n

log5 n
)
1
3 ), ce qui indique que l’inégalité exponentielle

utilisée était loin d’être la forme optimale. On pourra citer aussi les travaux
de Li et Wang [63] qui développent la notion de LPQD(Linear Positive Qua-
drant Dependence), de Lin et Li [64] et celui de Xing et Yang [109].
Certaines notions de dépendance positives ont été considérées en essayant de
répondre aux difficultés spécifiques, ou d’étendre le champ d’application de
certains des résultats ou même essayer de caractériser l’indépendance des co-
variances des variables aléatoires. Quelques notions sont restées concentrées
sur les distributions bivariées, tandis que d’autres ont essayé de faire face
à des distributions multivariées étendant les propriétés les plus pertinentes.
Ceci est le cas de Masry [67].
Mais, bien que les premiers résultats étaient un peu moins encourageants à
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fournir de meilleurs taux de convergence de l’estimateur à noyau de la den-
sité, Henriques et Oliveiria [49] de leur coté proposent un taux de décroissance
exponentielle.
En 2007, Douge améliore sensiblement le résultat de Masry [67]et établit une
nouvelle inégalité exponentielle qui conduit à un taux de convergence uni-
forme presque sûre de fn sous la condition de décroissance géométrique des
covariances.

La dépendance négative a été naturellement introduite en inversant les
inégalités dans les définitions de dépendance positive ci-dessus. L’apparition
de ce type de dépendance est arrivé dans Alam et Saxena [1] et de là, avec une
image homologue à celle de (3.13), un article fut publié en 1983 par Joag-Dev
et Proschan[58] visant à développer la notion d’association négative qui en
plus des propriétés fondamentales des variables NA, montrent que certaines
distributions multivariées (les loi gaussiennes, les lois de Dirichlet, les lois
multinomiales,...) possèdent la propriété de NA.

Définition 1.2.4 (Joag-Dev et Proschan(1983)[58]) La famille {X1, X2, ..., Xn}
est dite négativement associée (NA) si, pour des sous-ensembles finis I, J ⊂ T

et toute fonction f et g non décroissantes f : R|I| → R, g : R|J | → R,

Cov(f(Xs, s ∈ I), g(Xt, t ∈ J)) ≤ 0,(1.2)

à chaque fois que la covariance existe.

Depuis, l’écoulement de la littérature a finalement connu son essor dans la
construction d’un corps plein de résultats à partir des prévisions probabilistes
avec une application plus statistique à l’esprit ; à cet égard, nous citons les
travaux de Newman [75], Matula [70], Roussas (voir [96], [97]) et Bulinski
[17].
N’empêche que la dépendance négative attire sans doute moins d’attention
dans les années précédentes, par rapport à l’intérêt porté en association posi-
tive, mais il y a, bien sûr, quelques fonctionnalités spécifiques qui finalement
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intéressent certains auteurs, on cite les contributions de Su et al. [103] qui à la
base des inégalités pour moments, un principe d’invariance faible est prouvé
sous une séquence de variables négativement associées, Zhang [110], Baek et
al. [4], Jabbari et Azarnoosh [54], Xing et al. [108], Doosti et Dewan [34],
Mi-Hwa Ko [72] mais aussi Guang et Hui Cai [47] qui proposent un principe
d’invariance fort pour les variables négativement associées.

Afin de compléter l’éventail de nos résultats, nous allons nous étendre au
cadre des variables aléatoires quasi-associées.
Une inégalité de covariance a été établie par Birkel (voir [7] ) a donné nais-
sance à une autre notion de dépendance faible appelée la "quasi-association".

Définition 1.2.5 Un ensemble à valeurs aléatoires réelles X = {Xt, t ∈
T} avec E[X2

t ] < ∞ est dit quasi-associé si, pour tous les sous-ensembles
disjoints finis I, J ⊂ T et pour toute fonction lipschitzienne bornée f et g
respectivement définies sur R|I| et R|J |,

Cov (f(Xs, s ∈ I), g(Xt, t ∈ J)) ≤ lip(f)lip(g)
∑
s∈I

∑
t∈J

|Cov(Xs, Xt)|.(1.3)

Avec
lip(f) = sup

x6=y

|f(x)− f(y)|
‖ x− y ‖1

<∞,(1.4)

‖ x ‖1=
m∑
s=1

|xs| pour x = (x1, · · ·, xm) ∈ Rm.(1.5)

Toutes les normes sur Rm sont équivalentes, donc le choix de la norme ‖ · ‖1
dans (1.5) dépend des raisons de commodité seulement .
En effet, à l’usage de fonctions lisses, l’analogue de ( 1.3 ) a été présenté
dans Birkel [7] pour des variables aléatoires associées (le lecteur pourra aussi
consulter Roussas [95], Peligrad and Shao [79] et l’article de Bulinski [17].)
Dans Bulinski et Shabanovich [19], il a été montré que toute séquence de
variables aléatoires négativement ou positivement associées avec des seconds
moments finis satisfaisant l’inégalité (1.3) est un champ quasi-associé .
Soit maintenant X = {Xt, t ∈ T} un champ aléatoire à valeurs dans Rk.
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les concepts mentionnés ci-dessus seront généralisés pour des familles de va-
riables aléatoires à valeurs vectorielles (voir : Burton et al .[23], Bulinski[18]
, et Bulinski Shahkin [20] ).

Définition 1.2.6 (Bulinski(2000)[18]) Un champ aléatoire X à valeurs
dans Rk est dit quasi-associé si, pour des sous ensembles finis disjoints I, J
⊂ T et pour toutes fonctions lipschitziennes bornées f et g, respectivement
définies sur R|I| et R|J |,

Cov (f(Xs, s ∈ I), g(Xt, t ∈ J)) ≤ lip(f)lip(g)
∑
s∈I

∑
t∈J

k∑
r,q=1

|Cov(Xs,r, Xt,q)|

(1.6)
où Xs,r désigne la r-ième composante du vecteur Xs.

Remarque 1.2.1 En 2002, Shashkin [100] a montré que le champ aléatoire
gaussien X = {Xtt, t ∈ T} à valeur dans Rk dont la fonction de covariance
prend des valeurs positives et négatives est quasi-associé.

1.2.1 Cas de variables aléatoires Hilbertiennes

Dans la plupart des problèmes liés au domaine de l’apprentissage statis-
tique, on considère la variable aléatoire X à valeurs dans Rd. Mais au cours
de ces dernières années, la quantité et la nature des données à exploiter, ont
conduit à l’émergence de nouveaux outils statistiques qui ont également tiré
profit des capacités croissantes de calcul. Par ailleurs, les propriétés parti-
culières des espaces de Hilbert et leur riches structures géométriques, par
rapport à d’autres espaces fonctionnels possibles, ont suscité un grand in-
térêt au traitement et à l’étude de problèmes avec des variables aléatoires
hilbertiennes et en particulier à valeurs dans des espaces de Hilbert sépa-
rables (c’est à dire admettant un sous ensemble dénombrable dense).
Nous allons maintenant définir la quasi-association pour des variables aléa-
toires à valeurs dans un espace de Hilbert séparable.
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Soit (H, < ·, · >) un espace de Hilbert séparable muni d’une base orthonor-
mée {ek, k ≥ 1}.

Définition 1.2.7 Une famille (Xn)n∈N de variables aléatoires à valeurs dans
H est dite quasi-associée par rapport à la base orthonormale {ek, k ≥ 1}
si, pour tout d ≥ 1, la séquence des vecteurs aléatoires {(< Xn, e1 >, ..., <

Xn, ed >)} est quasi-associée.

En dépit de la diversité des méthodes d’estimation non-paramétrique, des
avancées récentes en traitements de variables aléatoires hilbertiennes font ap-
paraître que les techniques basées sur l’estimation par la méthode du noyau
sont facilement transposables au cadre des processus quasi-associés Hilber-
tiens. La combinaison des avantages respectifs de chaque méthode permet
d’établir de très intéressantes anvancées dans l’étude de ce type de données,
comme dans [35] et [3]. Dans [35], L. Douge définit les notions d’association
et de quasi-association pour des suites de variables aléatoires à valeurs dans
un espace de Hilbert séparable et établit pour ces suites une inégalité ex-
ponentielle et un théorème central limite. Dans [3], en utilisant l’approche
semi-paramétrique de l’indice fonctionnelle pour la densité conditionnelle,
des résultats sur la convergence presque complète de l’estimateur à noyau
ainsi que la normalité asymptotique ; pour des variables quasi associées hil-
bertiennes par rapport à la structure en un seul indice ; sont établis.

Dans ce qui suit on va donner quelques exemples de processus (classiques)
qui vérifient la propriété d’association.

Exemple 1.2.4 (Processus autorégressifs hilbertiens d’ordre 1)
On considère (Xn, n ∈ Z) une suite de variables aléatoires à valeurs dans un
espace de hilbert séparable H, muni de son produit scalaire < ·, · > et de sa
norme ‖ · ‖. Soit ρ un opérateur linéaire borné sur H tel que :

∃j0 ≥ 1; ‖ ρj0 ‖L< 1.
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où L est l’espace des applications linéaires continues de H dans H, muni de
la norme :

∀ l ∈ L, ‖ l ‖L= sup
‖x‖≤1

‖ l(x) ‖ .

Il s’agit de modéliser des processus à temps continu par des processus à temps
discret à valeurs dans un espace fonctionnel de Hilbert. Un tel modèle est
l’unique solution stationnaire de l’équation :

Xn = ρ(Xn−1) + εn, n ∈ Z.(1.7)

où la suite (εn, n ∈ Z) est un H-bruit blanc fort 1.
Si on suppose qu’il existe une base orthonormale (vk, k ≥ 0) de H telle que

∀k ≥ 0, ρ(vk) = αkvk, avec αk ≥ 0,

et pour tout n ∈ Z, (< εn, vk >, k ≥ 0) une suite de variables aléatoires
associées, alors (Xn, n ∈ Z) est aussi une suite associée.

Exemple 1.2.5 (Processus Linéaire hilbertien)
Soient (εn)n∈Z une suite de variables aléatoires hilbertiennes et (ρi)i une fa-
mille d’opérateurs linéaires symétriques.
On définit (Xn)n∈Z le processus linéaire à valeurs dans un espace de hilbert
H par :

∀n ∈ Z, Xn =
∞∑
i=0

ρi(εn−i).

On suppose qu’il existe une base orthonormale (vk, k ≥ 0) de H telle que

∀ i ≥ 0, ∀ k ≥ 1, ρi(vk) = αi,kvk, où αi,k ≥ 0,

alors si (εn)n∈Z est associée par rapport à la base (vk, k ≥ 0), (Xn)n∈Z est
associéé par rapport à la même base.

1. On dit que (εn, n ∈ Z) est un H-bruit blanc fort si, les εn sont des variables aléatoires
à valeurs dans H, indépendantes et de même loi, telles que : ∀n ∈ Z,

(
0 < E ‖ εn ‖2<

+∞
)
∧
(
E[εn] = 0

)
.
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Exemple 1.2.6 (Processus Gaussien) :
Soit ξ = {ξ(t), t ≥ 0} un processus à temps continu gaussien centré à ac-
croissement stationnaire et {ϕi, i ≥ 0} un ensemble complet orthonormé de
fonctions de L2([0, 1]).
Par la représentation de Karhunen-Loève et d’après le lemme de Mercer, on
a :

∀ k ∈ N, ξt+k =
∞∑
i=0

ηki ϕi(t), avec ηki =

∫ 1

0

ξt+kϕi(t)dt.

On considère (Xk)k∈N la suite de variables aléatoires à valeurs dans l’espace
de Hilbert L2([0, 1]), muni du produit scalaire

< Xn, ϕi >=

∫ 1

0

Xn(t)ϕi(t)dt = ηin

où (ηik, i ≥ 0, k ∈ N) est une suite de variables aléatoires gaussiennes et (ϕi, i ≥
0) une base orthonormale de L2([0, 1]), telle que :

∀ k ∈ N, ∀ t ∈]0, 1[, Xk(t) = ξt+k.

Alors (Xk)k∈N est une suite de variables aléatoires quasi-associées à valeurs
dans L2([0, 1]).
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1.3 Quelques inégalités utiles

1.3.1 Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire réelle finie. On suppose que X est presque
sûrement positive ou nulle, alors, pour tout réel a strictement positif, on a

P(X ≥ a) ≤ E[X]

a
.

1.3.2 Inégalité de Hölder

Soit 1 < p, q <∞, tels que
1

p
+

1

q
= 1 etX ∈ Lp(Ω,A,P), Y ∈ Lq(Ω,A,P),

alors on a
E[|XY |] ≤ E[|X|p]

1
pE[|Y |q]

1
q .

1.3.3 Inégalité de covariance

Soit (Xn)n∈Z une famille de variables aléatoires α-mélangeantes.
Etant donnée la variable aléatoire Γ (resp.Γ′) qui, pour tout k ∈ Z, est
σ(Xi,−∞ ≤ i ≤ k)-mesurable (resp. σ(Xi, n+ k ≤ i ≤ +∞)-mesurable).

Proposition 1.3.1 Si Γ et Γ′ sont bornées, alors :

∃C > 0, Cov(Γ,Γ′) ≤ Cα(n).(1.8)

Soient p, q et r trois réels positifs tels que
1

p
+

1

q
+

1

r
= 1 et E[Γp] <

∞ (resp. E[Γ′q] <∞), alors :

∃C > 0, Cov(Γ,Γ′) ≤ C (E[Γp])
1
p (E[Γ′q])

1
q (α(n))

1
r .(1.9)

1.3.4 Inégalité de type Fuk-Nagaev

L’inégalité exponentielle un autre outil que nous avons utilisé de manière
déterminante dans notre problème de convergence presque complète et que
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l’on peut rencontrer sous l’appellation de "inégalité de type Fuk-Nagaev"
dans Rio [91]. Nous nous en tiendrons ici à la version la plus explicite que
celles qui sont effectivement disponibles dans la littérature mais, qui est lar-
gement suffisante dans notre contexte et que l’on trouve sous cette forme
dans le livre de Ferraty et Vieu [6].

Soit {Xi, i ∈ N∗} une famille de variables aléatoires identiquements dis-
tribuées et qui vérifie la condition de mélange fort avec des coefficients à
décroissance algébrique.
On pose

s2n =
n∑
i=1

n∑
j=1

|Cov(Xi, Xj)|.

Proposition 1.3.2 S’il existe p > 2 et M > 0 tel que
(
∀t > M,P(|X1| >

t) ≤ t−p
)
, alors :

∀ ε > 0, ∀ r ≥ 1, P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ C

{(
1 +

ε2

rs2n

)−r
2

+ nr−1
(r
ε

) p(a+1)
(a+p)

}
.

(1.10)

Cette inégalité est une des extentions de l’inégalité de Bernstein suivante,
qu’on peut trouver sous diverses formes dans Höeffding [50].

Théorème 1.3.1 (Rio([90])) Soit {X1, ..., Xn} une famille de variables
aléatoires réelles indépendantes telle que E[Xi] = 0. Supposons qu’il existe
des constantes positives V et K telles que, pour tout t positif,

logE [exp(tSn)] ≤ V t2

2(1−Kt)
.

avec (Sn)n une martingale adaptée à la filtration (Fn)n telle que S0 = 0,
alors :

P(S∗n ≥ t) ≤ exp

(
− t2

2(V +Kt)

)
,

où S∗n = max(0, S1, ..., Sn).



1.3. QUELQUES INÉGALITÉS UTILES 25

Le développement des résultats de l’estimation non paramétrique sous dépen-
dance s’est fait en parallèle avec celui de telles inégalités. Depuis, la puissance
de ces inégalités a été améliorée dans Bosq [9], jusqu’à l’inégalité de Rio [91].
Le lecteur intéressé trouvera dans Rio [89] mais aussi dans Bosq [10] un en-
semble de plusieurs versions de cette inégalité, dont certaines sont sous des
énoncés plus généraux.

1.3.5 Inégalité de Kallabis et Neumman(2006) [60]

Soient X1, ..., Xn des variables aléatoires réelles telles que E[Xi] = 0 et
P(|Xi| ≤M) = 1, pour i = 1, ..., n et M <∞. Soit σ2

n = V ar(X1 + ...+Xn).
Supposons qu’il existe K < ∞ et β > 0 tels que pour 1 ≤ s1 ≤ ... ≤ su et
1 ≤ t1 ≤ ... ≤ tv, on a l’inégalité suivante :

|Cov(Xs1 ...Xsu , Xt1 ...Xtv)| ≤ K2Mu+v−2v exp{−β(t1 − su)} ,

alors, pour tout t positif,

P

(
n∑
i=1

Xi ≥ t

)
≤ exp

(
−

t2

2

An +B
1
3
n t

5
3

)
,

où An ≤ σ2
n et Bn =

(
2(K ∨M)

1− exp(−β)

)(
16nk2

9An(1− exp(−β))
∨ 1

)
.
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Chapitre 2
Régression non-parametrique relative

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la première section on pré-
sente notre modèle et son estimateur et les deux sections suivantes seront
consacrées au résultat et sa démonstration.

2.1 Présentation du modèle

On considère {(Xi, Yi), i = 1, · · · , n} une suite de n-observations indépen-
dantes, de même loi que le couple (X, Y ). On note f la densité de la variable
explicative X par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. Dans tout ce cha-
pitre, le modèle central auquel on s’intéresse est le modèle non-paramétrique
que l’on écrit en toute généralité

Y = r(X) + ε(2.1)

où ε est une variable aléatoire réelle centrée et indépendente de X, telle
que :

E(ε/X) = 0.

La fonction r est estimée comme solution du problème d’optimisation sui-
vant :

min
r

E[(Y − r(x))2|X = x]

39
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et donc, la solution de ce problème est explicitement donnée par r(x) =

E[Y |X = x].
Dans le présent travail, on se propose d’estimer la fonction r en considérant
le critère d’optimisation suivant :

min
r
E[

(
Y − r(x)

Y

)2

|X = x].

La solution de ce problème est aussi facile à expliciter, en utilisant la dérivée
par rapport à r. Ainsi, on trouve comme solution

r(x) =
E[Y −1|X = x]

E[Y −2|X = x]
.

Par ailleurs, on suppose que les fonction E[Y −1|X = x] et E[Y −2|X = x]

sont des fonctions de classe C2(IR).
En utilisant la méthode du noyau, on estime la fonction r par

r̂(x) =

n∑
i=1

Y −1i K

(
x−Xi

h

)
n∑
i=1

Y −2i K

(
x−Xi

h

)(2.2)

où K est une fonction de IR dans IR et h = hn un paramètre réel strictement
positif. Cet estimateur peut être exprimé par

r̂(x) =
ĝ1(x)

ĝ2(x)
(2.3)

avec

ĝ1(x) =
1

nh

n∑
i=1

Y −1i K

(
x−Xi

h

)
et

ĝ2(x) =
1

nh

n∑
i=1

Y −2i K

(
x−Xi

h

)
.
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2.2 Convergence presque complète de l’estima-
teur

On fixe un point x ∈ R et on introduit les conditions suivantes :

2.2.1 Notations et hypothèses

(H1) La fonction f est 2-fois continûment dérivable au voisinage de x.

(H2) La densité f de la variable explicative et la fonction E[Y −2|X = x]

sont strictements positives au point x.

(H3) La variable réponse Y est telle que : |Y | > M > 0

(H4) Le noyau K est symétrique supposé borné intégrable et à support
compact.

(H5) Le paramètre de lissage h est tel que :

lim
n→∞

nh

log n
=∞.

On établit le résultat suivant :

Théorème 2.2.1 Sous les hypothèses (H1)-(H5), on a

r̂(x)− r(x) = O(h2) +O

(√
log n

nh

)
, p.co.(2.4)

2.3 Démonstration du théorème

Notre objectif est de démontrer que r̂(x) =
∑n
i=1 Y

−1
i K

(
d(x,Xi)

h

)
∑n
i=1 Y

−2
i K

(
d(x,Xi)

h

) converge

presque complètement vers r(x) = g1(x)
g2(x)

.
On notera :

g1(x) = E[Y −1|X = x]f(x) et g2(x) = E[Y −2|X = x]f(x).



42 CHAPITRE 2. RÉGRESSION NON-PARAMETRIQUE RELATIVE

La démonstration de ce résultat sera basée sur la décomposition suivante :

r̂(x)− r(x) =
1

ĝ2(x)
(ĝ1(x)− g1(x)) +

r(x)

ĝ2(x)
(g2(x)− ĝ2(x))

=
1

ĝ2(x)
(ĝ1(x)− Eĝ1(x) + Eĝ1(x)− g1(x)) +

r(x)

ĝ2(x)
(g2(x)− Eĝ2(x) + Eĝ2(x)− ĝ2(x)) .

Ainsi, le théorème est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 Sous les hypothèses (H1)-(H4), on a

Eĝ1(x)− g1(x) = O(h2)(2.5)

Eĝ2(x)− g2(x) = O(h2)(2.6)

Lemme 2.3.2 Sous les hypothèses (H1)-(H5), on a

ĝ1(x)−Eĝ1(x) = O

(√
log n

nh

)
(2.7)

ĝ2(x)−Eĝ2(x) = O

(√
log n

nh

)
(2.8)

Lemme 2.3.3 Sous les hypothèses du lemme 2.3.2

∃δ > 0, tel que
n∑
i=1

P [|ĝ2(x)| < δ] <∞(2.9)

2.3.1 Démonstration des Lemmes

Démonstration du lemme (2.3.1)
Pour le premier résultat, on a

E [ĝ1(x)] = E

[
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
Y −1i

]
=

1

h
E
[
K

(
x−X1

h

)
Y −11

]
=

1

h
E
[
K

(
x−X1

h

)
E
[
Y −11 |X = X1

]]
=

1

h

∫
R
K

(
x− z
h

)
f(z)E[Y −1|X = z]dz
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Donc
E [ĝ1(x)] =

1

h

∫
R
K

(
x− z
h

)
g1(z)dz.

En utilisant le changement de variables t =
x− z
h

, on obtient

E [ĝ1(x)] =

∫
R
K(t)g1(x− ht)dt.

Par suite, l’application du développement de Taylor de g1 à l’ordre 2 nous
permet d’écrire :

g1(x− th) = g1(x)− thg′1(x) +
(th)2

2
g
(2)
1 (x) + o(h2).

Sachant que K est un noyau symétrique, alors

E [ĝ1(x)] = g1(x) +
h2

2

∫
t2K(t)g(2)(x) +O(h2).

D’où on conclut que
Eĝ1(x)− g1(x) = O

(
h2
)
.

La démonstration du résultat (2.6) est similaire à celle qui précède. De la
même manière ;

E [ĝ2(x)] =
1

h
E
[
K

(
x−X1

h

)
E
[
Y −21 |X = X1

]]
=

1

h

∫
K

(
x− z
h

)
f(z)E[Y −2|X = z]dz

=
1

h

∫
K

(
x− z
h

)
g2(z)dz.

En considérant le changement de variables t =
x− z
hn

et en utilisant le déve-

loppement de Taylor de g2 à l’ordre 2, on montre que

E [ĝ2(x)]− g2(x) = O(h2).

ce qui achève la preuve du lemme.



44 CHAPITRE 2. RÉGRESSION NON-PARAMETRIQUE RELATIVE

Démonstration du lemme (2.3.2)
On a

ĝ1(x)− Eĝ1(x) =
1

nhn

n∑
i=1

Y −1i K(
x−Xi

hn
)− E

[
1

nhn

n∑
i=1

Y −1i K

(
x−Xi

hn

)]

=
1

n

n∑
i=1

1

hn

(
Y −1i K(

x−Xi

hn
)− E

[
Y −1i K

(
x−Xi

hn

)])
Appliquons l’inégalité de Hoeffdding :
Posons

∆i =
1

hn

(
Y −1i K

(
x−Xi

hn

)
− E

[
Y −1i K

(
x−Xi

hn

)])
.

Comme K et Y −1 sont supposées bornées, alors il existe une constante C
telle que

|∆i| ≤
C

hn
.

Sachant que :

E[∆2
i ] = V ar[µi] ≤ E[µ2

i ],

alors :
E[µ2

i ] = E
(

1

h2
Y −2K2

(
x−Xi

h

))
= E

(
1

h2
E(Y −2/Xi)K

2

(
x−Xi

h

))
=

1

h2

∫
φ(u)f(u)K2

(
x− u
h

)
du

où :

φ(u) = E
(
Y −2i /Xi = u

)
.

En utilisant le changement de variables t =
x− z
hn

, on aura :

E(µ2
i ) =

1

h

∫
φ(x− zh)f(x− zh)K2(z)dz.
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Puisque la fonction φ est bornée, la densité f continue et le noyau K est
à support compact, alors, il existe une constante C telle que :

E(µ2
i ) ≤

C

h
.

Donc en applqiuant l’inégalité de Hoeffdding ,on aura :
pour tout ε >0 et pour tout δ2 >1,

P

[
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > ε

]
≤ 2 exp

(
−nε2

4δ2

)
.(2.10)

En prenant ε = ε0

√
logn
nh

, on obtient

P

[
|Eĝ1(x)− ĝ1(x)| > ε0

√
log n

nh

]
≤ 2 exp

(
−nε20h log n

4nhC

)
≤ 2 exp

(
ε20 log n

4C

)
≤ 2n

−ε20
4C .

Par suite, il suffit de choisir
ε20
4C

> 1 pour que

n∑
i=1

P

[
|Eĝ1(x)− ĝ1(x)| > ε0

√
log n

nh

]
≤

n∑
i=1

2n
−ε20
4C <∞.

- En utilisant les mêmes calculs que précédent on montre que :

ĝ2(x)−Eĝ2(x) = O

(√
log n

nh

)
Démonstration du lemme (2.3.3)
Le lemme (2.3.2) entraîne en particulier la convergence presque complète de
ĝ2(x) vers g2(x).
Ainsi, pour tout ε > 0 on a

n∑
i=1

P [|ĝ2(x)− g2(x)| > ε] <∞.
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En remarquant que

ĝ2(x) ≤ g2(x)

2
⇒ |ĝ2(x)− g2(x)| ≥ g2(x)

2
.

Alors, on peut écrire

P

[
|ĝ2(x)| ≤ g2(x)

2

]
≤ P

[
|ĝ2(x)− g2(x)| > g2(x)

2

]
.

Donc
n∑
i=1

P

[
|ĝ2(x)| ≤ g2(x)

2

]
≤

n∑
i=1

P

[
|ĝ2(x)| ≤ g2(x)

2

]
<∞.

Il suffit maintenant de prendre δ =
g2(x)

2
. 2



Chapitre 3
Régression relative pour variables
associées

3.1 Introduction

Dans une vaste panoplie de sujets à la pointe des recherches dans divers
domaines tels que la finance, la biologie et la médecine, de nombreux ma-
thématiciens et statisticiens s’appliquent assidûment aux mécanismes de la
dépendance entre deux ou plusieurs variables aléatoires. Cependant on dis-
tingue deux types de dépendance : le mélange et l’association. Dans le cadre
d’une estimation non-paramétrique, nous évoquons une notion plus large que
celle de l’association négative et positive appelée quasi-association. Ce terme
qui fut utilisé comme objet en 1967 dans le travail de Esary, Proschan et
Walkup [39] qui contient la définition de la quasi association et qui avait
pour intérêt initial d’apporter une application de la fiabilité en statistiques .
En 1971, Fortuyn,Kastelyn et Ginibre écrivirent un article [42] qui se voulait
une application du concept de La notion de dépendance positive ou asso-
ciation à la mécanique statistque ainsi qu’au modèle mathématique de la
percolation. On retrouve aussi des résultats à la base des variables négative-
ment associées dans l’article de Joag Dev, Kumar et Subhash en 1983 [58]
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où ils développent des propriétés et proposent des applications statistiques.
Par ailleurs en 1999, Doukhan et Louhichi ont établi une estimation de la
densité pour une suite de variables faiblements dépendantes, ce qui a permis
d’adopter une approche unifiée pour les processus négativements associés et
les processus gaussiens et dans un cas particulier de la dépendance faible
introduit dans [37]. Bulinski et Suquet (2001) ont réalisé une approximation
normale pour des champs aléatoires quasi-associés. [68] un autre article dans
lequel on a inclu le thème et pour lequel on a étudié la normalité asympto-
tique de la densité d’une variable vectorielle sous des données fonctionnelles
dépendantes. D’autres travaux ont traité le thème de la quasi-association,
comme dans l’article de Shelkovich en 2008 [101], on cite aussi l’article de
Lahcen Douge [35] en 2010 ainsi que celui de Demichev en 2013 [33].
L’objectif de notre travail porte essentiellement sur l’estimation non paramé-
trique sous des données quasi-associées, en supposant que la variable explica-
tive soit vectorielle. Dans un le paragraphe suivant , nous présentons les nota-
tions et les hypothèses de base sous lesquelles notre résultat sera interprété.
Ensuite en deuxième partie, nous aborderons les propriétés asymptotiques
de l’estimateur construit. Plus précisémment, nous étudierons la vitesse de
convergence presque complète et la normalité asymptotique de l’estimateur.
Les résultats obtenus de ce chapitre ont fait l’objet d’un article accepté pour
publication dans Metron 74, 75–97 (2016).

Passons maintenant au développement du contenu de ce chapitre :

3.2 Convergence presque complète

Soit S un compact de Rd et f(resp.fi,j) la densité de probabilité de la
variable aléatoire X (resp. la densité conjointe de (Xi, Xj)).
Nous désignons par C et C ′ des constantes strictement positives et considé-
rons λk := sups≥k

∑
|i−j|≥s λi,j, avec

λi,j =
d∑

k=1

d∑
l=1

|Cov(Xk
i , X

l
j)|+

d∑
k=1

|Cov(Xk
i , Yj)|+

d∑
l=1

|Cov(Yi, X
l
j)|+|Cov(Yi, Yj)|.
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où Xk
i représente la k-ième composante de Xi.

Notons K le noyau et hn Une suite de réels positifs qui converge vers zéro
lorsque n tend vers l’infini .
À cet effet, nous traitons la convergence presque complète uniforme du r̃(x)

vers r(x) sur le compact S en posant les hypothèses suivantes :

(H1) La densité f de la variable X est strictement positive de class C2

sur S et verifie :
sup
|i−j|≥1

‖f(Xi,Xj)‖∞ <∞.

(H2) Les fonctions rl(·) = E[Y −γ|X = ·] avec (l = 1, 2) sont de classe C2

sur S.
(H3) Le processus {(Xi, Yi), i ∈ N} est quasi-associé avec un coefficient

de covariance λk qui satisfait

∃a > 0,∃C > 0/λk ≤ C exp{−ak}.

(H4) La fonction K est une fonction Lipchitzienne, symétrique d’ordre 1
et à support compact.

(H5) ∃γ ∈ (0, 1) et ξ1, ξ2 > 0 tels que

(log n)
1
d

n
(1−γ−ξ2)

d

≤ h ≤ C

(log n)
1+ξ1
d

.

(H6) Soient Y −l avec l = 1, 2, les moments inverse d’ordre l = 1; 2 de la
variable réponse tels que

E[exp(|Y −l|)] ≤ C et E[| Y −li Y −lj | |Xi, Xj] ≤ C ′ pour i 6= j.

On obtient le théorème suivant

Théorème 3.2.1 Sous les conditions (H1)-(H6) et si inf
x∈S

g2(x) > 0, on a

sup
x∈S
|r̃(x)− r(x)| = O(h2) +Oa.co.

(√
log n

n1−γhd

)
a.co.(3.1)
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Démonstration du Théorème 3.2.1 On écrit

r̃(x) =
g̃1(x)

g̃2(x)

où

g̃l(x) =
1

nhd

n∑
i=1

Y −li K(h−1(x−Xi)) pour l = 1, 2.

On utilise la décomposition :

r̃(x)− r(x) =
1

g̃2(x)

[
g̃1(x)− g1(x)

]
+ [g2(x)− g̃2(x)]

r(x)

g̃2(x)
(3.2)

où
g1(x) = r1(x)f(x) and g2(x) = r2(x)f(x).

Ainsi, le théorème 3.2.1 est une conséquence des résultats intermédiaire sui-
vants (cf. Lemmes 3.2.1 and 3.2.2).

Lemme 3.2.1 Sous les conditions (H1), (H2), (H4) et (H5), on a, pour
l = 1, 2 :

|Eg̃l(x)− gl(x)| = O(h2).

Lemme 3.2.2 Sous les conditions (H3)-(H6), on a , pour γ = 1, 2 :

|g̃l(x)− Eg̃l(x)| = Oa.co.

(√
log n

n1−γhd

)
.

Corollaire 3.2.1 Sous les conditions du théorème 3.2.1, on obtient :∑
n

IP

(
inf
x∈S
|g̃2(x)| ≤ infx∈S g2(x)

2

)
<∞.

3.3 La normalité asymptotique

Cette section est consacrée à la normalité asymptotique de l’estimateur r̃(x).
À cet objectif, nous maintenons les conditions adoptées dans la précédente
section et on remplace l’hypothèse (H5) par la suivante :
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(H5’) ∃γ ∈ (0, 1) et ξ1, ξ2 > 0 tels que

1

n2(1/2−γ/9−ξ2)/d)
≤ h ≤ C

n(1+ξ1)/(d+4)
.

On obtient le résultat suivant :

Théorème 3.3.1 Sous les conditions (H1)-(H4), (H5’) et (H6) on a pour
tout x ∈ A :(

nhd

σ2(x)

)1/2

(r̃(x)− r(x))
D→ N (0, 1) quand n→∞.(3.3)

où

σ2 =
(g2(x)− 2r(x)E[Y −3|X = x] + r2(x)E[Y −4|X = x])

g22(x)

∫
Rd
K2(z)dz,

A =
{
x ∈ S,

(
g2(x)− 2r(x)E[Y −3|X = x] + r2(x)E[Y −4|X = x]

)
g22(x) 6= 0

}
et D→ désigne la convergence en loi.

Démonstration du théorème 3.3.1. Il est clair que

r̃(x)− r(x) =
1

g̃2(x)
[Bn + Vn (g̃2(x)− Eg̃2(x))] + Vn(3.4)

où
Vn =

1

Eg̃2(x)g2(x)

[[
Eg̃1(x)

]
g2(x)−

[
Eg̃2(x)

]
g1(x)

]
et

Bn =
1

g2(x)

[[
g̃1(x)− Eg̃1(x)

]
g2(x) +

[
Eg̃2(x)− g̃2(x)

]
g1(x)

]
.

Alors
r̃(x)− r(x)− Vn =

1

g̃2(x)
[Bn + Vn (g̃2(x)− Eg̃2(x))] .(3.5)

Donc, le théorème 3.3.1 est une conséquence des résultats suivants.

Lemme 3.3.1 Sous les hypothèses du théorème 3.3.1, on a(
nhd

g22(x)σ2

)1/2

(Bn −E[Bn])→ N(0, 1).(3.6)
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Lemme 3.3.2 Sous les hypothèses du théorème 3.3.1, on a :

g̃2(x)→ g2(x), en probabilité ,(
nhd

g2(x)2σ2(x)

)1/2

Vn → 0,

et (
nhd

g2(x)2σ2(x)

)1/2

Vn (g̃2(x)− Eg̃2(x))→ 0, en probabilité.

3.4 Démonstration des résultats préliminaires

Démonstration du Lemme 3.2.1. Par des arguments standards on obtient
pour l = 1, 2,

IE[g̃l(x)] =
1

hd

∫
IRd

IE[Y −l|X = u)]K

(
x− u
h

)
f(u) du

=
1

hd

∫
IRd
gl(u)K

(
x− u
h

)
du

=

∫
IRd
gl(x− hz)K(z) dz.

Comme les deux fonctions f et rl sont de classe C2, on utilise le développement
du Taylor sous (H4)

|IE[g̃l(x)− gl(x)| ≤ Ch2.

Le dernier résultat complète la démonstration de ce lemme.
Démonstration du Lemme 3.2.2. L’objectif est de démontrer que∑

n>0

P

(
sup
x∈S
|g̃∗l (x)− E[g̃∗l (x)]| > ε

√
log n

n1−γhd

)
<∞.(3.7)

Pour cela, on utilise les techniques de troncature en introduisant la variable
aléatoire suivante :

g̃∗l (x) =
1

nhd

n∑
i=1

k(
x−Xi

hn
)Y −21I|Y −2|<µn
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avec µn = n
γ
18 .

La démonstration de (3.7) sera basée sur les résultats suivants.

sup
x∈S
|IE[g̃l

∗(x)]− IE[g̃l(x)]| = O

(√
log n

n1−γhd

)
,(3.8)

sup
x∈S
|g̃l∗(x)− g̃l(x)| = Oa.co.

(√
log n

n1−γhd

)
(3.9)

et

sup
x∈S
|g̃l∗(x)− IE[g̃l

∗(x)]| = Oa.co.

(√
log n

n1−γhd

)
.(3.10)

Commençons par le résultat (3.10) :
Soit S un compact de Rd. Supposons que pour dn ≤ nβ et τn ≤ d−1n ,

S ⊂
dn⋃
j=1

B(xk, τn),

où β = δ(d+2)
2

+ 1
2

+ γ
18

et δ ≥ (9− γ − ξ2)/(d+ 2).
Pour tout x ∈ S, on pose :

k(x) = arg mink∈{1,...dn} ‖x− xk‖.

En introduisant la variable aléatoire g̃∗l (xk(x)), on considère la décomposition
suivante :
pour l = 1, 2,

sup
x∈S

∣∣∣g̃l∗(x)− IE
[
g̃l
∗(x)

]∣∣∣ ≤ sup
x∈S

∣∣g̃l∗(x)− g̃l∗(xk(x))
∣∣︸ ︷︷ ︸

T1

+ sup
x∈S

∣∣g̃l∗(xk(x))− IE
[
g̃l
∗(xk(x))

]∣∣︸ ︷︷ ︸
T2

+ sup
x∈S

∣∣∣IE[g̃l∗(xk(x))]− IE
[
g̃l
∗(x)

]∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T3

.
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• Pour T2, on utilise l’inégalité de Bernstein sur les variables associées ( voir
Kallabis and Neumann (2006)). En effet,∣∣g̃∗l (xk(x))− E[g̃∗l (xk(x))]

∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

nhdn

n∑
i=1

k(
xk(x) −Xi

hn
)Y −li 1I|Y −l

i |<µn
−

− E

[
1

nhdn

n∑
i=1

k(
xk(x) −Xi

hn
)Y −li 1I|Y −l

i |<µn

]∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

1

nhdn

(
k(
xk(x) −Xi

hn
)Y −li 1I|Y −l

i |<µn
−

−E
[
k(
xk(x) −Xi

hn
)Y −li 1I|Y −l

i |<µn

])∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣
Pour u ∈ Rd, v ∈ R, on pose

χl(u, v) = k(
xk(x) − u

hn
)Y −lv 1I|Y −l

v |<µn − E
[
k(
xk(x) − u

hn
)Y −lv 1I|Y −l

v |<µn

]
.

Donc
∆i =

1

nhdn
χl(Xi, Yi)

Par suite, la fonction χ satisfait :

||χl||∞ ≤ Cµln||K||∞ et Lip(χl) ≤ Cµl+1
n h−1Lip(K).

Par conséquent, pour les deux cas l = 1, 2, on aura

‖χl‖∞ ≤ Cµ3
n‖K‖∞ et Lip(χl) ≤ Cµ3

nh
−1Lip(K).

Notons que pour appliquer l’inégalité de Kallabis et Neumann, nous avons
besoin de l’évaluation asymptotique des deux quantités V ar (

∑n
i=1 ∆i) et

Cov(∆s1 . . .∆su ,∆t1 . . .∆tv), pour (s1, . . . , su) ∈ INu et (t1, . . . , tv) ∈ INv.
On commence par le terme de la variance :

V ar

(
n∑
i=1

∆i

)
= nV ar (∆1) +

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

Cov(∆i,∆j).(3.11)
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Sous (H6), on a

V ar (∆1) ≤
1

n2h2d
IE[|Y −l1 K1(xk)|2] ≤ C ′

1

n2h2d
IE[|K1(xk)|2]

≤ C ′n−2h−d
∫
IRd
K2(u)f(xk − hu)du

= O
(
n−2h−d

)
.(3.12)

Maintenant, nous allons évaluer le comportement asymptotique de la somme
du terme à droite de (3.11). Pour cela on utilise les technique de Masry
(1986). En effet, on considère la décomposition suivante

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

Cov(∆i,∆j) =
n∑
i=1

n∑
j=1

0<|i−j|≤mn

Cov(∆i,∆j) +
n∑
i=1

n∑
j=1

|i−j|>mn

Cov(∆i,∆j)

où (mn) est une suite d’entiers qui tend vers l’infini lorsque n tend vers
l’infini. En ce qui concerne le cas |i− j| ≤ mn, on utilise (H1) et (H6) pour
arriver à

IE[|∆i∆j|] ≤ C
1

n2h2d
(
IE
[∣∣Y −li Ki(xkY

−l
j Kj(xk)

∣∣]+ (IE
[∣∣Y −lK1(xk)

∣∣])2)
≤ C

1

n2h2d
(
IE[Ki(xk)Kj(xk)] + (IE[K1(xk)])

2
)

≤ C

n2

{∫
Rd

∫
Rd
k(u)k(v)f(Xi, Xj)(xk(x) − hnu, xk(x) − hnv)dudv+

+

(∫
Rd
k(u)f(xk(x) − hnu)du

)2
}

= O
(
n−2
)
.

Ainsi, Ainsi, sur l’ensemble E1 =
{

(i, j)/|i− j| ≤ mn

}
nous obtenons

n∑
i=1

n∑
j=1

0<|i−j|≤mn

Cov(∆i,∆j) ≤ nmn (IE[∆i∆j]) .

≤ Cn−1mn.
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D’autre part, pour le deuxième cas où |i − j| > mn, on utilise la condition
sur la quasi-association de séquence (Xi, Yi) et (H3), pour obtenir dans les
deux cas l = 1, 2

n∑
i=1

n∑
j=1

|i−j|>mn

Cov(∆i,∆j) ≤ µ6
nn
−2h−2(d+1)

n∑
i=1

n∑
j=1

|i−j|>mn

λi,j

≤ µ6
nn
−1h−2(d+1)λmn

≤ µ6
nn
−1h−2(d+1)e−amn .

Donc,

n∑
i=1

n∑
j=1
i 6=j

Cov(∆i,∆j) ≤ C
(
n−1mn + µ6

nn
−1h−2(d+1)e−amn

)
.

Au final, pour mn = 1
a

log
(
aµ6

nh
−2(d+1)

)
et sous (H5), il résulte que

nhd
n∑
i=1

n∑
j=1
i 6=j

Cov(∆i,∆j) → 0.(3.13)

En combinant (3.12) et (3.13), on aura :

V ar

(
n∑
i=1

∆i

)
= O

(
1

nhd

)
.

Nous abordons le terme de covariance (3.11), pour tout (s1, . . . , su) ∈ INu et
(t1, . . . , tv) ∈ INv. Pour cela on distingue les trois cas suivants :

– Pour t1 = su, on a

|Cov(∆s1 . . .∆su ,∆t1 . . .∆tv)| ≤
(
Cµ3

n‖K‖∞
nhd

)u+v
IE
∣∣K2

1(xk)
∣∣

≤ hd
(
Cµ3

n

nhd

)u+v
.(3.14)
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– Pour le cas t1 > su, on utilise la propriété de la quasi-association pour
montrer que

|Cov(∆s1 . . .∆su ,∆t1 . . .∆tv)| ≤
(
µ3
nh
−1Lip(K))

nhd

)2(
2µ3

n‖K‖∞
nhd

)u+v−2 u∑
i=1

v∑
j=1

λsi,tj

≤ Ch−2
(
Cµ3

n

nhd

)u+v
vλt1−su

≤ Ch−2
(
Cµ3

n

nhd

)u+v
ve−a(t1−su).(3.15)

D’autre part, on a

|Cov(∆s1 . . .∆su ,∆t1 . . .∆tv)| ≤
(

2Cµ3
n‖K‖∞
nhd

)u+v−2
(|IE∆su∆t1|)

≤
(
Cµ3

n

nhd

)u+v
h2d.(3.16)

En combinant (3.15) à la puissance d
2d+2

et (3.16) à la puissance d+2
2d+2

, on
trouve la majoration finale

|Cov(∆s1 , . . .∆su ,∆t1 , . . .∆tv)| ≤ hd
(
Cµ3

n

nhd

)u+v
ve−

ad
2d+2

(t1−su).

En appliquant le théorème de Kallabis et Neumann pour Kn = Cµ3n

n
√
hdn
,
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Mn = Cµ3n
nhdn

et An = V ar(
∑n

i=1 ∆i) = O
(

1
nhdn

)
, nous obtenons

P

(∣∣g̃∗l (xk(x))− E[g̃∗l (xk(x))]
∣∣ > η

√
log n

n1−γhd

)
= P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > η

√
log n

n1−γhd

)

≤ exp

{
−t2

2

An +B
1
3
n t

5
3

}

≤ exp


−
(
η
√

logn

n1−γhd

)2
2

V ar(
∑n

i=1 ∆i) +
[(

16nKn
9An(1−exp{−β}) ∨ 1

)(
2(Kn∨Mn)
1−exp{−β}

)] 1
3

(
η
√

logn
n1−γhd

) 5
3


≤ exp

− η2 log n/(2n1−γhd)(
V ar (

∑n
i=1 ∆i) + Cµ3

n(nhd)−
1
3

(
logn
n1−γhd

) 5
6

)


≤ exp

− η2 log n

Cn−γ + µ3
nn
−γ/6

(
log5 n
nhd

) 1
6


≤ C ′ exp{−Cη2 log n}.

En utilisant le fait que, dn ≤ nβ, on aura

IP

(
max

1≤k≤dn
|g̃l∗(xk)− IE[g̃l

∗(xk)]| > η

√
log n

nhd

)
≤ C ′nβ−Cη

2

.

Le choix convenable de η achèvera la démonstration de la partie T2.
• Nous traitons maintenant les termes T1 et T3 : Pour cela, on utilise la
condition de Lipschitz sur le noyau K. On aura alors ; pour tout x ∈ S,∣∣g̃l∗(x)− g̃l∗(xk(x))

∣∣ =
1

nhd

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Y −li Ki(x)1I|Y −1
i |<µn

−
n∑
i=1

Y −li Ki(xk(x))1I|Y −1
i |<µn

∣∣∣∣∣
≤ C

nhd+1
‖x− xk(x)‖

n∑
i=1

Y −li 1I|Y −1
i |<µn

≤ Cτn
µlnnh

d+1

≤ Cτn
µnnhd+1

.
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comme τn = O
(
n−β

)
, il en résulte

Cτn
µnhd+1

= O

(√
log n

nhd

)
a.co.(3.17)

donc

T1 = sup
x∈S

∣∣g̃∗N(x)− g̃∗N(xk(x))
∣∣ = O

(√
log n

n1−γhd

)
(3.18)

et

T3 = sup
x∈S

∣∣E[g̃∗l (xk(x))]− E[g̃∗l (x)]
∣∣ = O

(√
log n

n1−γhd

)
.(3.19)

En ce qui concerne (3.8) on a

sup
x∈S
|IE [g̃l(x)]− IE [g̃l

∗(x)]| =
1

nhd

∣∣∣∣∣IE
[

n∑
i=1

Y −li 1I{|Y −1
i |>µn}

Ki

]∣∣∣∣∣
≤ h−dIE

[
|Y −l1 |1I{|Y −1

i |>µn}
K1

]
≤ h−dIE

[
exp

(
|Y −l1 |/4

)
1I{|Y −1

i |>µn}
K1

]
.

Utilisons l’inégalité de Holder,

sup
x∈S
|IE [g̃l(x)]− IE [g̃l

∗(x)]| ≤ h−d
(

IE
[
exp

(
|Y −l1 |/2

)
1I{Y −1

i |>µn}

]) 1
2 (

IE(K2
1)
) 1

2

≤ h−d exp
(
−µln/4

) (
IE
[
exp

(
|Y −l|

)]) 1
2
(
IE(K2

1)
) 1

2

≤ Ch
−d
2 exp

(
−µln/4

)
.

Comme µn = nγ/18 alors on a

sup
x∈S
|IE [g̃l(xk)]− IE [g̃l

∗(xk)]| = o

((
log n

n1−γhd

)1/2
)
.

L’assertion (3.9) est une conséquence de l’inégalité de Markov. En effet, pour
tout ε > 0

IP

[
sup
x∈S
|g̃l(x)− g̃l∗(x)| > ε

]
= IP

(
1

nhd

n∑
i=1

Y −li 1I|Y −l
i |>µln

Ki| > ε

)
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≤ nIP
(
|Y −l| > µn

)
≤ n exp

(
−µln

)
IE
(
exp

(
|Y −1|

))
≤ Cn exp

(
−µln

)
.

Alors,

∑
n≥1

P

(
sup
x∈S
|g̃∗l (x)− g̃l(x)| > ε

√
log n

n1−γhd

)
≤ C

∑
n≥1

nexp(−µn).

La définition de µn complète la démonstration T2.
Démonstration du corollaire 3.2.1. Il est clair que ∀x ∈ S, on a

inf
x∈S

g̃2(x) <
infx∈S g2(x)

2
⇒ sup

x∈S
|g2(x)− g̃2(x)| > infx∈S g2(x)

2
.

Alors,

IP

(
inf
x∈S
|g̃2(x)| ≤ infx∈S g2(x)

2

)
≤ IP

(
sup
x∈S
|g2(x)− g̃2(x)| ≥ infx∈S g2(x)

2

)
.

Utilisons le résultat du Lemme 3.2.1 et le Lemme 3.2.2 pour achever la dé-
monstration du corollaire.
Démonstration du Lemme 3.3.1.
De même que le Lemme 3.2.1, on peut écrire

Bn = Bn −B∗n +B∗n

où

B∗n =
1

g2(x)

[[
g̃1
∗(x)− Eg̃1∗(x)

]
g2(x) +

[
Eg̃2

∗(x)− g̃2∗(x)
]
g1(x)

]
.

En utilisant les arguments de la preuve du lemme 3.2.1, on obtient pour un
point fixé x ∈ Rd

(
nhd

(g2(x))2 σ2(x, θx)

)1/2

|g̃l(x)− g̃l∗(x)| = op(1).
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Comme E[Bn] = E[B∗n] = 0, alors il suffit de montrer la normalité asympto-
tique de (

nhd

(g2(x))2 σ2(x, θx)

)1/2

|B∗n − E [B∗n]| .

Pour cela, on pose pour tout i = 1, · · ·, n, Zni =
√
nhd∆i où

Λi =
1

g2(x)nhd

(
Ki(Y

−1
i g2(x)− Y −2i g1(x))1I|Y −l

i |<µn
− E

[
Ki(Y

−1
i g2(x)− Y −2i g1(x))1I|Y −l

1 |<µn

])
,

Donc,

Sn :=
n∑
i=1

Zni =
√
nhd (B∗n − E [B∗n]) .

Ainsi, il suffit de vérifier que

Sn → N (0, σ1(x)).(3.20)

avec σ2
1(x) = (g2(x))2 σ2. Pour ce faire on utilise les techniques de Doob

(1953)(page 228-231). En effet, on considère les deux suites p = pn et q = qn

telles que

p = o
(
n1/2µ−2n hd/2

)
et q = O(p1−ς), pour ς ∈ (0, 1)

et on pose

Sn = Tn + T ′n + ζk avec Tn =
k∑
j=1

ηj, et T ′n =
k∑
j=1

ξj

où

ηj :=
∑
i∈Ij

Zni, ξj :=
∑
i∈Jj

Zni, ζk :=
n∑

i=k(p+q)+1

Zni.

avec

Ij = { (j − 1)(p+ q) + 1, . . . , (j − 1)(p+ q) + p},
Jj = { (j − 1)(p+ q) + p+ 1, . . . , j(p+ q)}.

Il est clair que k =
[

n
p+q

]
, (où [.] désigne la partie entiere), on a kq

n
→ 0, et

kp
n
→ 1, q

n
→ 0, ce qui implique que p

n
→ 0 quand n→∞.
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Maintenant, pour démontrer notre résultat, il suffit de prouver

E(T ′n)2 + E(ζk)
2 → 0(3.21)

et

Tn → N (0, σ2
1(x)).(3.22)

Pour (3.21), on utilise la stationnarité des observations

E(T ′n)2 = kV ar(ξ1) + 2
∑

1≤i<j≤k

|Cov(ξi, ξj)|(3.23)

et

kV ar(ξ1) ≤ qkV ar(Zn1) + 2k
∑

1≤i<j≤q

|Cov(Zni, Znj)|.(3.24)

Le premier terme dans la partie à droite de (3.24) est obtenue par les mêmes
arguments de (3.12) combinés avec le fait que kq

n
→ 0. En effet,

qkV ar(Zn1) = hdnkqV ar(Λ1) = O

(
kq

n

)
→ 0, quand n→∞.(3.25)

Le deuxième terme est

k
∑

1≤i<j≤q

|Cov(Zni, Znj)| = knhd
∑

1≤i<j≤q

|Cov(Λi,Λj)|.

et de même que pour (3.13) on montre que∑
1≤i<j≤q

|Cov(Λi,Λj)| = o
( q

n2hd

)
.

Donc,

k
∑

1≤i<j≤q

|Cov(Zni, Znj)| = o

(
kq

n

)
→ 0, quand n→∞.(3.26)
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La stationnarité des variables permet d’évaluer le deuxième terme de la partie
à droite de (3.23) comme suit∑

1≤i<j≤k

|Cov(ξi, ξj)| =
k−1∑
l=1

(k − l)|Cov(ξ1, ξl+1)|

≤ k

k−1∑
l=1

|Cov(ξ1, ξl+1)|

≤ k
k−1∑
l=1

∑
(i,j)∈J1×Jl+1

Cov(Zni, Znj).

Comme pour tout (i, j) ∈ J1 × Jj, on a |i− j| ≥ p+ 1 > p, alors

∑
1≤i<j≤k

|Cov(ξi, ξj)| ≤ k
Cµ4

n

nhd+2

p∑
i=1

k(p+q)∑
j=2p+q+1,|i−j|>p

λi,j

≤ Ckpµ4
n

nhd+2
λp

≤ Ckpµ4
n

nhd+2
e−ap → 0.

Finalement, ce dernier résultat combiné avec (3.24), (3.25), et (3.26) permet
d’écrire

E(T ′1)
2 → 0 quand n→∞.

Et comme (n− k(p+ q)) ≤ p, alors

E(ζk)
2 ≤ (n− k(p+ q))V ar(Zn1) + 2

∑
1≤i<j≤n

|Cov(Zni, Znj)|

≤ pV ar(Zn1) + 2
∑

1≤i<j≤n

|Cov(Zni, Znj)|

≤ pnhdV ar(Λ1) + nhd
∑

1≤i<j≤n

|Cov(Λi,Λj)|︸ ︷︷ ︸
o(1)

≤ Cp

n
+ o(1).
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Alors,
E(ζk)

2 → 0, quand n→∞.

La démonstration de (3.22) est conséquence des assertions suivantes∣∣∣∣∣E(eit∑k
j=1 ηj

)
−

k∏
j=1

E
(
eitηj

)∣∣∣∣∣→ 0,(3.27)

et

kV ar(η1)→ σ2
1(x), kE(η211I{η1>εσ1(x)})→ 0.(3.28)

Démonstration de (3.27) :
On a∣∣∣∣∣E(eit∑k

j=1 ηj
)
−

k∏
j=1

E
(
eitηj

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣E(eit∑k

j=1 ηj
)
− E

(
eit
∑k−1
j=1 ηj

)
E
(
eitηk

)∣∣∣+

∣∣∣∣∣E(eit∑k−1
j=1 ηj

)
−

k−1∏
j=1

E
(
eitηj

)∣∣∣∣∣(3.29)

=
∣∣∣Cov (eit∑k−1

j=1 ηj , eitηk
)∣∣∣+

∣∣∣∣∣E(eit∑k−1
j=1 ηj

)
−

k−1∏
j=1

E
(
eitηj

)∣∣∣∣∣
et successivement, on a∣∣∣∣∣E(eit∑k

j=1 ηj
)
−

k∏
j=1

E
(
eitηj

)∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣Cov (eit∑k−1
j=1 ηj , eitηk

)∣∣∣
+
∣∣∣Cov (eit∑k−2

j=1 ηj , eitηk−1

)∣∣∣+ . . .+
∣∣Cov (eitη2 , eitη1)∣∣ .(3.30)

La quasi-association des observations donne∣∣Cov (eitη2 , eitη1)∣∣ ≤ Ct2µ4
n

nhd+2

∑
i∈I1

∑
j∈I2

λi,j
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En appliquant cette inégalité à chaque terme de la partie à droite de (3.30)
afin d’obtenir∣∣∣∣∣E(eit∑k

j=1 ηj
)
−

k∏
j=1

E
(
eitηj

)∣∣∣∣∣ ≤ Ct2µ4n
nhd+2

∑
i∈I1

∑
j∈I2

λi,j +
∑

i∈I1∪I2

∑
j∈I3

λi,j + . . .+
∑

i∈I1∪...∪Ik−1

∑
j∈Ik

λi,j

 .
Il est clair que pour tout 2 ≤ l ≤ k−1, (i, j) ∈ Il×Il+1, on a |i−j| ≥ q+1 > q,
alors ∑

i∈I1∪...∪Il−1

∑
j∈Il

λi,j ≤ pλq.

Donc, l’inégalité (3.29) devient∣∣∣∣∣E(eit∑k
j=1 ηj

)
−

k∏
j=1

E
(
eitηj

)∣∣∣∣∣ ≤ Ct2µ4
n

nhd+2
kpλq

≤ Ct2µ4
n

nhd+2
kpe−aq → 0.

En ce qui concerne (3.28), on utilise les mêmes arguments que dans (3.23),
pour écrire

lim
n→∞

kV ar(η1) = lim
n→∞

kpV ar(Zn1)

= lim
n→∞

kpnhdV ar(Λ1).

Il est évident qu’on peut remarquer que

V ar(Λ1) =
1

n2g22(x)h2d

{
V ar

(
K
(
h−1(x−Xi)

) [
Y −1i g2(x) + Y −2i g1(x)

])}
− 1

n2g22(x)h2d

{
E
[
K2
(
h−1(x−Xi)

) [
Y −1i g2(x) + Y −2i g1(x)

]
1I|Y −1

i |>µn

]}
− 1

n2g22(x)

(
1

hd
E
[
K
(
h−1(x−Xi)

) [
Y −1i g2(x) + Y −2i g1(x)

]
1I|Y −1

i |>µn

])2

.
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De même que (??) et le Lemme 3.2.1 on obtient

V ar(Λ1) =
σ2
1(x)

n2hd
+ o

(
1

n2hd

)
.(3.31)

Donc,

kV ar(η1) =
kpσ2

1(x)

n
+ o

(
kp

n

)
→ σ2

1(x).

Pour la deuxième partie de (3.28), on utilise le fait que |η1| ≤ Cp|Zn1| ≤
Cµ2

np√
nhd

et l’inégalité de Tchebychev pour arriver à

kE(η211I{η1>εσ1(x)}) ≤
Cµ4

np
2k

nhd
E(η1 > εσ1(x))

≤ Cµ4
np

2k

nhd
V ar(η1)

ε2σ2
1(x)

= O

(
µ4
np

2

nhd

)
Ce que achèvera cette démonstration.
Démonstration du Lemme 3.3.2. Pour la première limite, on a d’après
le Lemme (3.2.1)

E [g̃2(x)− g2(x))]→ 0

et par les mêmes arguments que ceux utilisés dans (3.11), on montre que

V ar [g̃2(x)]→ 0

d’où
g̃2(x)− g2(x)→ 0 en probabilité .

Par ailleurs, il est claire que la deuxième limite est une conséquence de cette
dernière convergence. Ainsi, il suffit de traiter

V ar [(g̃2(x)− Eg̃2(x))] = V ar [g̃2(x)]→ 0

et
Vn = O(hp) (voir , Lemme (3.2.1) ).
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La condition (H2’) permet de déduire que(
nφx(h)

g2(x)2σ2

)1/2

An (g̃2(x)− Eg̃2(x)))→ 0 en probabilité.
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Chapitre 4
Régression relative fonctionnelle

L’objectif de ce chapitre tient essentiellement à introduire le modèle de
régression relative pour l’estimation non paramétrique d’une variable réponse
réelle, conditionnellement à une variable explicative fonctionnelle.
L’idée est d’étudier la convergence presque complète de l’estimateur construit
à partir de la méthode du noyau, dans un cas où la variable explicative est de
type fonctionnelle. On s’est basé sur des conditions de dépendance standard.
Ce chapitre comporte 3 parties :

– la première section comprend une présentation de notre modèle ainsi
que son estimateur.

– Sous des hypothèses appropriées, on présente dans la deuxième section
le principal résultat de la convergence presque complète de l’estimateur.

– Dans la troisième section, on donne la démonstration de nos résultats.

4.1 Présentation du modèle et son estimateur

Soit (X, Y ) un couple des variables aléatoires défini sur l’espace de pro-
babilité (Ω,A, P ) à valeurs dans F × R, où F est un espace fonctionnel
semi-metrique de métrique d. La relation entre X et Y est exprimé par le

69
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modèle de régression suivant

Y = r(X) + ε(4.1)

oú ε est une variable aléatoire réelle centrée et indépendante de X et r une
fonction de F à valeurs dans R. Comme au chapitre précèdent, la régression
relative est le cas où la fonction r est solution du problème d’optimisation
suivant :

min
r
E

[(
Y − r(x)

Y

)2 ∣∣∣X = x

]
.

La solution de ce problème peut facilement être explicitée ; en utilisant la dé-

rivée par rapport à r de la fonction E

[(
Y − r
Y

)2 ∣∣∣X = x

]
on trouve comme

solution :
r(x) =

E[Y −1|X = x]

E[Y −2|X = x]
.

Par ailleurs, on suppose que les fonctions E[Y −1|X = x] et E[Y −2|X = x]

sont des fonctions de classe C2(R).
En utilisant la méthode du noyau, on estime la fonction r par

r̂(x) =

n∑
i=1

Y −1i K

(
d(x,Xi)

h

)
n∑
i=1

Y −2i K

(
d(x,Xi)

h

)(4.2)

où K est une fonction de R dans R et h = hn un paramètre réel strictement
positif.

Pour simplifier la notation on écrit :

r̂(x) =
ĝ1(x)

ĝ2(x)

avec

ĝ1(x) =
1

nE
[
K
(
d(x,Xi)
hn

)] n∑
i=1

K

(
d(x,Xi)

hn

)
Y −1i
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et

ĝ2(x) =
1

nE
[
K
(
d(x,Xi)
hn

)] n∑
i=1

K

(
d(x,Xi)

hn

)
Y −2i .

4.2 Convergence de l’estimateur

Pour étudier la convergence presque complète de l’estimateur on introduit
les hypothèses suivantes :

(H1) P (X ∈ B(x, h)) = φx(h) > 0 pour tout h > 0 ; où B(x,h) est la
boule fermée, centrée en x et de rayon h et lim

h→0
φx(h) = 0.

(H2) Pour k > 0 et C > 0, il existe un voisinage Nx de x tel que

∀x1, x2 ∈ Nx, |g(x1)− g(x2)| ≤ Cdk(x1, x2),

où g désigne E[Y −1|X = x] ou bien E[Y −2|X = x].

(H3) Le noyau K est une fonction à support compact dans [0, 1] vérifiant

0 < C3 < K(t) < C4 <∞.

(H4) Le paramètre de lissage hn est tel que : lim
n→∞

hn = 0 et lim
n→∞

log n/nφx(hn) =

0.

(H5) La variable réponse Y est telle que : |Y | > C > 0.

(H6) (Xi, Yi)1≤i≤n est une suite algébriquement α− mélangeante, dont le
coefficient de mélange vérifie

∃C, a ∈ R∗+, α(n) ≤ Cn−a.

(H7) 0 < supi 6=j {P ((Xi, Xj) ∈ B(x, h)×B(x, h))} = O
(

(φx(h))(a+1)/a

n1/a

)
.

(H8) Il existe η > 0, tel que, Cn
3−a
a+1

+η ≤ φx(h) ≤ C ′n
1

1−a , avec a > 5+
√
17

2
.

On démontre le résultat suivant

Théorème 4.2.1 Sous les conditions (H1)-(H8), on a

r̂(x)− r(x) = O(hk) +O

(√
log n

nϕx(h)

)
, p.co.(4.3)
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4.3 Démonstration du théorème

De même que le cas précédent, nous avons

r̂(x) =
ĝ1(x)

ĝ2(x)
(4.4)

et

r(x) =
E[Y −1|X = x]

E[Y −2|X = x]
:=

g1(x)

g2(x)
.

On utilise la décomposition suivante :

r̂(x)− r(x) =
ĝ1(x)− g1(x)

ĝ2(x)
+ (g2(x)− ĝ2(x))

r(x)

ĝ2(x)
.(4.5)

D’où, le théorème est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 4.3.1 Sous les conditions du théorème précédent on a

ĝ1(x)− g1(x) = O

(
hk +

√
log n

nϕx(h)

)
(4.6)

Lemme 4.3.2 Sous les conditions précédentes, on a

ĝ2(x)− g2(x) = O

(
hk +

√
log n

nϕx(h)

)
(4.7)

Lemme 4.3.3 Sous les conditions précédentes, on a

∃δ > 0, tel que
∑

P [|ĝ2(x)| < δ] <∞.(4.8)

Démonstration du lemme (4.3.1)
On a

ĝ1(x)− g1(x) = ĝ1(x)− Eĝ1(x) + Eĝ1(x)− g1(x)

Donc, il suffit de montrer les deux résultats suivants :

Eĝ1(x)− g1(x) = O(hk)(4.9)
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Eĝ1(x)− ĝ1(x) = O

(√
logn

nϕx(h)

)
(4.10)

Pour (4.16), on a :

|ĝ1(x)− E[ĝ1(x)]| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1 Y
−1
i K

(
d(x,Xi)
hn

)
− E

[∑n
i=1 Y

−1
i K

(
d(x,Xi)

hn

)
nE[K

(
d(x,Xi)

hn

)
]

]
nE[K

(
d(x,Xi)
hn

)
]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

n

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Y −1i K
(
d(x,Xi)
hn

)
− E[Y −1i K

(
d(x,Xi)
hn

)
]

E[K
(
d(x,Xi)
hn

)
]

∣∣∣∣∣∣
Posons

∆i = Y −1i K

(
d(x,Xi)

h

)
− E

[
Y −1i K

(
d(x,Xi)

h

)]
.

On peut écrire

Eĝ1(x)− g1(x) = E
[
Y −11 ∆1

]
− g1(x)

= E
[
E
[
Y −11 ∆1|X1

]]
− g1(x)

= E [g1(X1)∆1 − g1(x)] .

En utilisant la condition de Lipschitz pour r, on montre que :

| Eĝ1(x)− g1(x) | ≤ E | g1(X1)− g1(x) | ∆1

≤ C1E[dk(x,X1)∆1]

comme E[∆1] = 1, on a

| Eĝ1(x)− g1(x) |≤ C(hk),

Ainsi,
Eĝ1(x)− g1(x) = O(hk).

On traite maintenant (4.17). Pour cela, on urilise l’inégalité de Fuk-Nagaev
aux variables

∆i = Y −1i K

(
d(x,Xi)

h

)
−EY −1i K

(
d(x,Xi)

h

)
.
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Cette inégalité est basée sur le calcul de

S2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

|cov(∆i,∆j)|

=
n∑
i=1

[∑
i 6=j

cov(∆i,∆j) + cov(∆i,∆j)

]

=
n∑
i=1

[∑
i 6=j

cov(∆i,∆j) + var∆i

]
= S2∗

n + nvar∆1.

Pour S2∗
n , on utilise les techniques de Masry (1986) et on divise cette somme

comme suit
E1 = {(i, j) tel que 1 ≤ |i− j| ≤ mn}

et
E2 = {(i, j) tel que mn + 1 ≤ |i− j| ≤ n− 1},

où mn → ∞, quand n → ∞. Soit J1,n (resp. J2,n) la somme sur l’ensemble
E1 (resp. sur E2). Donc,

J1,n =
∑
E1

|Cov(∆i(x),∆j(x))| ≤ C
∑
E1

|E [Ki(x)Kj(x)] |+ E2 [K1(x)] |.

Sous (H1), (H6) et (H7) on a

J1,n ≤ Cnmnφx(h)

((
φx(h)

n

)1/a

+ φx(h)

)
.

Sur l’ensemble E2, on utilise l’inégalité de Davydov-Rio’s (Rio, 2000, p. 87).
D’où, pour tout i 6= j, on a

|Cov(Ki(x), Kj(x))| ≤ Cα(|i− j|).

donc,
J2,n =

∑
E2

|Cov(Ki(x), Kj(x))| ≤ n2m−an .
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Ainsi, pour mn =

(
φx(h)

n

)−1/a
on aura :

S2∗
n = J1,n + J2,n = O(nφx(h)).(4.11)

Pour le terme variance, on montre que sous (H1), on a

V ar(∆1(x)) ≤ C(EK2
1 + (EK1)

2) ≤ C(φx(h) + (φx(h))2).(4.12)

Finalement, de (4.11) et (4.12) on obtient

S2
n(x) = O(nφx(h)).(4.13)

Par suite, l’application de l’inégalité de Fuk-Nagaev entraîne

P [|Eĝ1(x)− ĝ1(x)| > ε] = P

[∣∣∣∣∣ 1

nϕx(h)

n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > ε

]

= P

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > 4(εnϕx(h))

4

]

≤ 4

(
1 +

ε2n2ϕ2
x(h)

nϕx(h)16r

)−r
2

+ 2ncr−1
(

8r

εnϕx(h)

)a+1

.

Pour ε = ε0

√
log n

nϕx()

P

[
|Eĝ1(x)− ĝ1(x)| > ε0

√
logn

nϕx(h)

]

≤ 4

(
1 +

ε20(logn)n2(ϕx)
2(h)

n2(ϕx(h))216r

)−r
2

+2ncr−1

(
8r(nϕx(h))

1
2

ε0nϕx(h)(logn)
−1
2

)

≤ 4

(
1 +

ε20logn

16r

)−r
2

+2ncr−1
(

8r

ε0

a+1
)

(nϕx(h)logn)−(
a+1
2

) .

Prenons r = C (log(n))2. Nous obtenons alors :

A1 =

(
1 +

ε20logn

16r

)−r
2

≤ c exp
−ε20logn

32
.(4.14)
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D’autre part,
A2 ≤ cε−(a+1)n−(

a+1
2

)+1+ab(ϕx(h))(
a+1
2

).

Sous la condition (H8) sur la fonction φx(h), on aboutit à

A2 ≤ cn−1−
a
2
[−2b+pθ](4.15)

Par suite, par les résultats (4.14 ) et (4.15 )et sous un choix convenable de
ε0, on aura ∑

n=1

P

[
|Eĝ1(x)− ĝ2(x)| > ε0

√
logn

nϕx(h)

]
<∞

Démonstration du lemme (4.3.2) De même que le lemme précédent,
on a

ĝ2(x)− g2(x) = ĝ2(x)− Eĝ2(x) + Eĝ2(x)− g2(x).

Donc, il suffit de montrer les deux résultas suivants :

Eĝ2(x)− g2(x) = O(hk)(4.16)

Eĝ2(x)− ĝ2(x) = O

(√
logn

nϕx(h)

)
(4.17)

Pour (4.16) on a

Eĝ2(x)− g2(x) = E [g2(X1)∆1 − g2(x)] .

La condition de Lipschitz nous permet d’écrire

| Eĝ2(x)− g2(x) | ≤ E | g2(X1)− g2(x) | ∆1

≤ Chk.

D’où,
Eĝ1(x)− g1(x) = O(hk).

Passons maintenant à la démonstration du résultat (4.17).
Pour cela, on garde les mêmes notations du lemme précédent et en appliquant
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l’inégalité de Fuk-Nagaev aux variables Zi = Yi∆i − E
[
Y −2i ∆i

]
, on montre

qu’il existe ε0 tel que :

∑
n∈N∗

P

(
1

n
|

n∑
i=1

(E(Y −2i ∆i)− Y −2i ∆i) |> ε0

(√
logn

nϕx(h)

))
<∞.

De même comme K et Y −2 sont bornées alors :

|∆i| ≤
C

ϕx(h)
.

Donc
V ar(∆2

i ) ≤ C ′ϕ−1x (h).

Ainsi, on peut appliquer l’inégalité de de Fuk-Nagaev aux variables pour
lesquelles on a pour tout ε >0 et pour tout δ2 > 1 :

P

[
|Eĝ2(x)− ĝ2(x)| > ε0

√
log n

ϕx(h)

]
≤ 2 exp

(
−nε20ϕx(h) log n

4nC ′ϕx(h)

)
≤ 2 exp

(
ε20 log n

4C

)
≤ 2n

−ε20
4C .

Donc
n∑
i=1

P

[
|Eĝ2(x)− ĝ2(x)| > ε0

√
log n

nϕx(h)

]
≤

n∑
i=1

2n
−ε20
4C .

Pour que la série converge, il suffit de choisir
ε20
4C

> 1.
Enfin pour achever la démonstration du théorème, il nous suffit de mon-

trer qu’il existe un réel ε strictement positif tel que∑
n>0

P (| ĝ2(x) |< ε) <∞.(4.18)

Il est clair que :

ĝ2(x) ≤ g2(x)

2
⇒ |ĝ2(x)− g2(x)| ≥ g2(x)

2
.
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Donc, on peut écrire

P

[
|ĝ2(x)| ≤ g2(x)

2

]
≤ P

[
|ĝ2(x)− g2(x)| > g2(x)

2

]
.

Ainsi
n∑
i=1

P

[
|ĝ2(x)| ≤ g2(x)

2

]
≤

n∑
i=1

P

[
|ĝ2(x)| ≤ g2(x)

2

]
<∞.

Il suffit donc de prendre δ =
g2(x)

2
pour obtenir (4.3.3).

En conclusion, le résultat du théorème se déduit des résulltats intérmédiaires
précédents. 2



Chapitre 5
Application sur des données réelles

La congestion routière ; ces véhicules plus nombreux à chaque instant qu’à
l’instant précédent est un phénomène assez répandu qui se manifeste sur la
majorité des routes et autoroutes en raison de divers facteurs mais qui très
souvent engendre des impacts cruciaux sur la prospérité socio-économique
suscitant, ces dernières années notamment l’intérêt d’un nombre élevé de tra-
vaux de simulation et d’études statistiques ayant trait aux faits de la gestion
du trafic routier. Pour avoir une idée claire du comportement de notre mé-
thode d’estimation d’un point de vue pratique, nous effectuons une prévision
qui fournit le nombre maximum de véhicules transitant par une autoroute
20 secondes à l’avance sur une longueur de voie de 200 m. Afin d’atteindre
l’objectif ci-dessus, nous nous sommes servis d’un ensemble de données indi-
quant les traces de mobilité véhiculaire sur deux autoroutes unidirectionnelles
à Madrid et ce à différentes heures de la journée. Les données analysées ont
été receuillies sur plusieurs jours de Mai 2010 (Vendredi 7, Lundi 10, Mardi
11, Mercredi 12), sachant que pour chaque jour, deux captures ont été en-
registrées : une de 8h30 à 9h00 et l’autre de 11h30 à 12h00. Cependant,
nous continuons à œuvrer sur la question de fournir un estimateur rigoureux
d’où un modèle à bon sens prédictif en simulant une parcelle de 200m et on
exploite les paramètres d’intérêts qui représentent le temps signalé par les
boucles d’induction lors du passage d’un véhicule ainsi que la position de
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la trace de mobilité du véhicule enregistrée à chaque seconde constatée lors
d’une durée de 30 minutes. Dans cette étude applicative nous nous concen-
trons sur la connectivité des véhicules sur le réseau. Cette dernière mesure
le nombre de voitures sur une distance R mètres. Ainsi nous analysons une
série chronologique Zt donnant le nombre de véhicules dans une distance de
R mètres à un instant t.
Les données considérées sont données par le schéma suivant :

R=50 R=100 R=200
Fig. 1 Case1 : M40 highway from 8 :30 a.m. to 9 :00 a.m.

R=50 R=100 R=200
Fig. 2. Case2 : A06 highway from 8 :30 a.m. to 9 :00 a.m.
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R=50 R=100 R=200

Fig. 3. Case3 : M40 highway from 11 :30 a.m. to 12 :00 a.m.

Nous avons utilisé le détecteur MAD-Median développé par (Wilcox (2005))
pour déterminer les observations aberrantes ; ce modèle considère une obser-
vation Yi comme aberrante si :

|Yi −M |
MAD ∗ 0.6745

> C,

où M est la medianne, MAD définie par

MAD = median(|Y1 −M |, |Y2 −M |, ..., |Yn −M |)

et C est tel que
√
χ2

.975.
Le tableau suivant donne le résultat du test :

Cases R=50 R=100 R=200
Case 1 %5 % 10 % 3
Case 2 %10 %5 %8
Case 3 %17 %10 %8

Table 4 : The percentage of outliers

Comme toute autre méthode d’estimation, cette pratique exige deux éléments
le noyau K et le paramètre de lissage h. Même si le choix du noyau s’avère
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être anodin sur le comportement de l’estimateur, ceci n’est pas tout à fait
pareil pour l’ordre de grandeur du paramètre de lissage qui régit le niveau
de lissage des courbes estimées, et donc le critère de choix de la fenêtre de
lissage optimale reste la question centrale. On convient encore que pour bien
tester la validité du modéle en question, on a utilisé la méthode de validation
croisée. Sur ce fait, nous comparons notre modèle à la régression classique
(C.R.) en calculant l’erreur absolue qui sera donnée par

AE = |true value− predicted value|

Cases Com. range R AE(C.R.) AE(R.E.E.)

Case1 R=50 2.1 3.2
R=100 8.9 4.5
R=200 1.4 1.9

Case2 R=50 9.8 4.6
R=100 2.3 3.7
R=200 7.4 5.1

Case3 R=50 12.8 5.2
R=100 10.2 4.1
R=200 11.7 5.5

Tableau AE-erreur

Nous constatons de l’application que l’estimateur fournit un bon rappro-
chement des données. En effet, les résultas obtenus montrent La supériorité
de notre approche sur la régression classique ce qui a permis de mettre en
évidence les bonnes propriétés statistiques auquelles répond la régression re-
lative à la présence des valeurs aberrantes.
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