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Premiere partie

Introduction



Introduction

”Un systeme de réaction-diffusion est un modele mathématique qui décrit I’évolution
des concentrations d’une ou plusieurs substances spatialement distribuées et soumises a
deux processus : un processus de réactions (chimiques) locales ; dans lequel les différentes
substances se transforment ; et un processus de diffusion qui provoque une répartition
de ces substances dans 'espace.

Cette description implique naturellement que de tels systemes sont appliqués en
chimie. Cependant, ils peuvent aussi décrire des phénomenes dynamiques de nature
différente : la biologie, la physique, la géologie ou I’écologie sont des exemples de do-
maines ou de tels systemes apparaissent.

Mathématiquement, les systemes de réaction-diffusion sont représentés par des systemes
d’équations aux dérivées partielles paraboliques semi-linéaires qui prennent la forme

générale :

d
d_:j = DAu+ f(u), t>0,z€Q

ui(z,0) =wug(r) t=0,z¢€,

(1)

ot 2 est un ouvert regulier borné de R", u(z,t) = (u;(z,t));~, est la fonction inconue,
ou chaque composante du vecteur représente la concentration d’une substance, D est
une matrice de coefficients de diffusion, A désigne le Laplacien et f une application de
R™ dans R™.

Les conditions aux bord seront considérées pour traduire le comportement des sub-
stances au bord du domaine .7 *

Le but essentiel de ce travail est 'etude de 'existence globale des solutions de
certaines classes de systemes de reaction-diffusion de la forme (1), ainsi que leurs com-
portement asymptotique. Il est organisé comme suit :

e Une premiere partie composée de deux chapitres (chapitre 1 et chapitre 2).
Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions générales et certains résultats
préliminaires qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieures. Dans le deuxieme

1. Noter que cette partie a été prise principalement de Wikipedia [56].



chapitre on présente quelques resultats d’existence locale de solutions faibles et clas-
siques de systemes de réaction-diffusion ainsi que la positivité de ces solutions.

e La deuxieéme partie comporte aussi deux chapitres (chapitre 3, chapitre 4) ot on
étudie I'existence de solutions globales de systemes avec différents type de nonlinéarités
(exponentielles ou polynomiales).

e La troisieme partie (chapitre 5) est consacrée a I’etude du comportement asymp-
totique des solutions.

e Une annexe est ajouté, ou on présente differente systemes de reaction-diffusion mo-
delisant differents problemes et phénomenes physiques.
Plus exactement ;

Dans le chapitre 3 on s’intéresse a I’étude de 'existence globale ainsi que le bornage
uniforme en temps, de la solution d'un systeme de reaction-diffusion avec une nonlinea-
rité exponentielle, intervenant dans la modelisation de la propagation de la maladie du
SIDA dans une population (voir [7], [22], [47]). Un systeme de la forme :

%—aAu:H—f(u,v)—au (r,t) € QX Ry )
& —bAv = f(u,v) —ok(v) (z,t) € Ax Ry

avec des conditions aux bord

ou Ov
8_77:3_77:0 dans 092 x R,

et des conditions initiales
u(0,2) = ug(x) >0, v(0,2) =vo(x) >0 dans €,

ol Q) est un ouvert borné de R”, avec la frontiere 9 de classe C*, 1 est la normale
extérieure de 00, a > 0, b > 0 sont les constantes de diffusion, et II, o, o sont des
constantes stirictement positives, x et f sont des fonctions positives de classe C*(R,)
et C'(R, x R,) respectivement.

Le nombre de résultats obtenus au cours de ces dernieres années, autour de la
question d’existence globale des solutions, n’a cessé de croitre.

Dans le cas Il = a = 0 = 0 et f(u,v) = uT'(v), Alikakos [1] a étudié 'existence
globale de la soloution avec la condition T'(v) < C(1 + |v|"+2/m).

Pour a > 0, Massuda [44] a obtenu des résultats positifs sous la condition 7'(v) <
C(1 + |v|*); qui représente un accrroissement polynomiale du deuxieme membre du



systeme ; en utilisant la méthode de la fonctionnelle de Lyapunov.

En utilisant la technique de la fonctionnelle de Lyapunov, Haraux et Youkana ont
étudié dans [24] le cas de Paccroissement exponentiel faible (i.e T'(v) = ), 0 < 8 < 1,
a > 0.

Le cas d’un accroissement exponentiel, ¢’est-a-dire T'(v) = e®”, nous citons le travail
de Barabanova [3], dans lequel elle donne une réponse positif au probleme avec une
restriction sur la donnée initiale

8ab
rn(a — b)?’

Cette restriction limite la classe des conditions initiales admissibles. La force de ce

| o [loo<

résultat depend de la difference (a — b), dans le sens que le choix de la donnée initiale
est large si cette différence est suffisament petite.

On peut citer aussi le travail de H. Kwean [39], qui a prouvé 'existence globale des
solutions du systeme suivant :

% —alAu=—KuT(v) (x,t) € Q xRy
P —bAv =uT(v) (z,t) € Q xRy,

avec K > an, || up [|co< 1 et

3—2\/§§%§3—2\/§.

Le résultat le plus marquant est celui de I. J. Kanel [31] qui; en utilisant les pro-
priétés inhérentes a la fonction de Green; a developpé le résultat de Barabanova [3],
sans aucune restriction sur ’accroissement de la fonction T'(v), sous la condition moins
contraignante :

b<a,

Pour le cas d'un systeme a n équations, on peut citer les travaux [19] et [28, 29, 30].

Pour le cas, plus générale, suivant :

W _ gAu = f(u,v), (x,t) € @ xRy

ot

%_bAU:g(u>U>u (x,t)GQXR+
3—“2%:0, dans 092 x R,

n n

u(0,x) = ug(x) > 0, v(0,2) =vo(z) >0 dans €2,

ou f et g sont des fonctions continuement différentiables sur Ry x R, avec f(0,s) > 0
et g(r,0) > 0 pour tout r, s > 0, pour assurer la positivité de la solution.

S.Kouachi [38], a répondu positivement a la question, sous les hypotheses suivantes :
Pour tout r, s > 0,



o K 1f(r;s)+g(r,s) <Ci(r+s+1) pouri=1,..,p,
L |f(’f’,8)|,|g(’f‘,8)| S 02<r+8+1)m

avec p,m > 1 et K satisfait
K> (a+ b)'
2v/ab

Dans le cas IT > 0, &« > 0, 0 > 0, L. Melkemi et al. [45], ont prouvé I'existence globale

de la solution, dans une premiere étape, lorsque

e 0< f(r,s) < (1+5)%p(r) pour toutr,s >0, 3>1

dans une deuxieme étape, dans [46] lorsque g(r,s) = f(r,s) < ¥(r)p(s) telque

lim In(1 + ¢(s))

s§—400 S

=0.

Le but de ce chapitre est de prouver ’existence globale ainsi que le bornage uniforme
en temps, de la solution du probleme, avec une nonlinearité exponentielle, telle que f
satisfait les conditions suivantes :

e V7 >0, f(0,7) =0,
e VE>0,V7 >0,0< f(E,7) <€) (T+ 1),

o k(T)=7H nu>1,
ou r et A sont des constantes positives, telles que A > 1, et ¢ est une une fonction
positive de classe C (R} ).
Cette existence globale est assurée pour tout vy et ug, satisfaisant la condition suivante :

IT 62 8ab
max (| o HOO’E) S99 rn(a — b)2’

Dans le chapitre 4 on s’intéresse a I’étude de 'existence globale ainsi que le bornage
uniforme en temps, de la solution d’un systeme de reaction-diffusion dont la matrice de
diffusion est triagulaire, (i.e) de la forme

9 —aAu=11— f(u,v) —ou (z,t) € Ax R,
% — cAu—dAv = g(u,v) —ov  (z,t) € A xRy,

avec les conditions aux bord

ou  Ov
(9_?7:8_77:0 0n89><]R+,



et les conditions initiales
uw(0,2) = ug(x) >0, v(0,2) =wvo(x) >0 dans (,

Les constantes de diffusion sont a > 0, ¢ > 0 et d > 0, telles que a > d et ¢® < 4ad qui
représente la condition de parabolicité.

Danslecas [I=0,a =0,0 =0et f(u,v) = uT(v), Kirane [34] a étudié ce systeme
sous la condition suivante :

L I+ T(s))

s—+o0 S

=0.

Ensuite Kanel et Kirane ont donné dans [32] une réponse positive, sous les conditions
suivantes :

fu,v) < Ko(u)e,

ou K et v sont des constantes positives, ¢ est une fonction continue, nonnegative et
localement Lipschitizienne sur R telle que ¢(0) =0 et d > a, c < d — a.

Le but de ce chapitre est I’étude du probléme avec une nonlinearité polynomiale,
¢’est-a~dire :

* Pour tout &€ >0 et tout 7 >0, 0 < f(£,7) < @(€)(u+7)";
x Pour tout £ > 0 et tout 7 >0, g(&,7) < (1) f(&,7) + &(7),

ou r, u sont des constantes positives telles que r > 1, u > 1, ¢, ¥ et ¢ sont des fonctions
non négatives de classe C'(R, ), telles que

lim M: lim M

= 0.

T—+oo T T—+o0 T

6(0) > f——r.

Dans le chapitre 5 nous nous intéressons a 1’étude du comportement asympto-
tique des solutions du méme probleme etudié dans le chapitre 4, sous une condition
supplémentaire sur la non linerrité g, a savoir :

VE=0,V7 20, g(t,&7) =w@(t)f(&T) SY(T)f(&T)+ o(7),
ol w est bornée sur R, et il existe p > 1, telle que

+oo
/ wP(s)ds < +oo.
0

Nous terminerons, en faisant remarquer que les résultats de notre these ont fait 1'objet
de deux publications, a savoir : [11] et [12].



Deuxieme partie

Préliminaires



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on précise quelques notations, ainsi que certains résultats préliminaires
(semi-groupes, fonctionnelle de Lyapunov), qui nous seront utiles dans les chapitres

ultérieures.

1.1 Notations et outils

1.1.1 Notations

Operateurs
Le point générique de R™ est noté = = (xy,....,z,) et pour u : R" — R, a =
(o1, ...y ) € N on note

olaly

D% =
0r{10xs?...0xen’

olt |ao| = > | o est la longueur de a.

ou Ou ou >

gradu = Vu = (81’1’ 91y Dz

le gradient de u et
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son Laplacien.

Domaine

Soit © un ouvert borné de R™, de frontiere 02 réguliere, on note p(§2) = || la
mesure de € et n(z) la normale au bord 0f) au point x.
Si (-, -) designe le produit scalaire, la derivée normale d’une fonction u réguliére sur 0f2
est :

ou
8—77(56) = (Vu(z),n(z)).

On note Qr = Q x [0,77], le cylindre de base Q2

Espaces fonctionels
C(Q) est I'espace des applications continues sur , muni de la norme

lullc@) = sup [u(z)].
e

C*(€) est I'espace des applications k fois continument différentiables sur Q, k € N, et

C=(Q) = () cH9).

keNn

D(Q) = C(Q) est 'espace des fonctions C*°(2) a supports compacts.
Pour 1 < p < oo, LP(Q2) est l'espace des fonctions f mesurables sur €2, telles que

/ | f|Pdz < oo, avec la norme
Q

Il = 51, = ([ 1#@Pdz)"
L>(Q) est I'espace des fonctions f mesurables sur Q telles que :
3C>0; |f(x)]<C (p.psurQ)

avec la norme

[fllzoe@) = Iflloe = inf{C; p({z € [ f(z)| > C}) = 0}.

WP est I'espace de Sobolev defini par :

WP (Q) = {u € LP(Q); Vi=1,.,n, (% S LP(Q>> } )

ou la dérivation est au sens des distributions. Il est muni de la norme

n
lallwe = lull, + )
i=1

)
p

ou
3xi
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cette norme est equivalente a la norme suivante :

n
o = (Il + 3
=1

p

ou
81‘2-

)

p

On pose
HY(Q) = WH(Q).

On definit I'espace
WmP(Q) = {u € LP(Q); Ya e N" (|a| <m = D% € Lp(Q)>},

muni de la norme

lullwms =Y 1Dl

0<|ar|<m

L’espace H™(Q) = W™?2(Q2) muni du produit scalaire

(u,v)gm = Z (D%, D*v) 2,

0<|ar|<m

est un espace de Hilbert.
Wy P (Q) est la fermeture de D(Q) dans WP(Q) et on note :

Hy () = Wy ™(9).

LP((a,b); X) est 'espace des fonctions f : (a,b) — X telles que

/ 1£(@)]lx"dz < oo.
(a,b)

On le muni de la norme

1l = ( /( i Hf(sv)l\x”dx)

1.1.2 Inégalités et formules [6]

Dans ce qui suit, on va énumérer quelques formules et inégalités classiques.

1) Formule de Green
C’est en fait une généralisation de la formule d’intégration par partie.
On peut écrire la formule de Green sous deux formes :

Yu € C*(Q), Vv € CH(Q), / vAudxr = @vda — / VoVudz,
0 0

a0 O
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et
Yu € H*(Q), Yo € HY(Q), /vAudx = / %vda — / VoVudz.
Q a0 On Q

2) Inegalité de Holder
1 1
Soit p,q € [0,00][ tels que — + — =1 et f, g € LP(Q), alors fg € L*(Q) et
p q

/ Faldz < I/l l19ll,
Q

3) Inegalité de Gronwall
Soit T' > 0 et w, ¢ deux fonctions intégrables sur (0,7") non négatives, telles que wy €

LY0,T) et
t
30,0 >0; o(t) <Ci+ Cg/ w(s)p(s)ds, p.psur (0,7).
0

Alors : \
p(t) < Chexp (Cg/ w(s)ds) , p-psur (0,7)
0

4) Inégalité de Poincaré-Wirtinger
Soit £ un ouvert connexe de classe C*, et soit 1 < p < oo, alors il existe C' > 0 telle
que :

Yu € Wlp(Q) ||U — HHLP S CHVUHLP, (]_]_)
1
avec u = @ / udx. D’ou on déduit, grace a I'inégalité de Sobolev que si p < n
Q

lu— | < C|Vulle, Yue W(Q). (1.2)

Lemme 1.1.1. [4, 21] Soit f une fonction uniformement continue sur [0, +00), alors :

f € LY[0,+00)) = lim f(t) = 0. (1.3)

t——+o0

5) Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 1.1.1. Soit (X,d) un espace métriqgue complet et f : X — X une fonction
telle que :
k€ [0,1[, V(z,y) € X x X, d(f(2), f(y)) < kd(z,y), (1.4)

alors f admet un unique point fixe dans X, c’est-a-dire
ANxy € X5 fxg) = zo.

Remarque 1.1.1. Quand f vérifie (1.4), on dit que f est une contraction stricte sur
X.
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1.2 Semi-groupes [48, 8|

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Soient X, Y deux espace de Banach et A : X — Y un opérateur de A dans Y.
On désigne par D(A), N(A), R(A) et G(A), respectivement, le domaine, le graphe, le
noyau et I'image de 'opérateur A.

Définition 1.2.1. On appelle ensemble résolvant de A, noté p(A), l’ensemble des A € C
tels que :

i) Ax(D(A)) = (M — A)(D(A)) est dense dans X ;

ii) A}' existe et est continu de AY'(R(A)) dans X.
la resolvante, ou l'opérateur résolvant de A est noté :

ROA: A) = A7l = (M — A)~L,

On note par £(X,Y) 'espace des applications linéaires continues de X dans Y.

Définition 1.2.2. Une famille {G(t)};>o d’éléments de £(X) forme un semi-groupe
fortement continu (on dit aussi de classe C°) dans X, si elle vérifie les conditions
survantes :
(A) G(t+s)=G(t)G(s), pour tout s,t > 0,
(B) G(0) =1 (identité dans £(X)),
(C) 11_{% |G(t)x — z||x = 0 pour tout x € X.
Proposition 1.2.1. . Soit {G(t)}+>0 un semi-groupe fortement continu sur X, alors
(a) t—||G(t)]] est bornée sur tout intervalle compact [0, T],
(b)  Pour tout x € X, la fonction t — G(t)x est continue (d valeures dans X)

sur [0, 4+00],
(c) Il existe des constantes positives w et M telles que

teR", |G| < M exp(wt)

Définition 1.2.3. Soit {G(t)}i>0 un semi-groupe fortement continu, alors :
1/ On dit que {G(t) }i>0 est un semi-groupe uniformement borné si w = 0.
2/ On dit que {G(t)}1>0 est un semi-groupe de contraction fortement continu si

l'on a :

vi=0, [[GA)| <1
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Proposition 1.2.2. Soit A € £(X). Pour tout T > 0 et tout xy € X, il existe une
unique solution u € C1([0,T], X) probléeme suivant :

{u’(t) = Au(t), Vtel[0,T]

Cette solution est donnée par : YVt € [0,T], u(t) = ez.

Définition 1.2.4. Soient {G(t)}1>0 un semi-groupe fortement continu défini sur un
espace de Banach X . On note par D le sous ensemble de X tel que pour x € D, G(t)z
est différentiable a droite du pointt =0 i.e.,

Wz —
D= {x € X; lim Gz = exz'ste} : (1.5)
h—0+ h
Pour x € D, on note
. Ghzr—=z
Ar = lim ———. 1.6
T T (16)

L’opérateur A est appelé générateur infinitésimal du semi-groupe {G(t)}+>0, de domaine
D(A)=D.

Proposition 1.2.3. Soit A un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu {G(t) }1>0, alors D(A) est un sous-espace vectoriel dense de X .

Proposition 1.2.4. Soit A un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu {G(t) }+>0, alors :

(a) VzeD(A),Vt>0, G(t)xr e D(A),

(b)  Si g est une fonction continue dans [0, +oo[, alors pour tout t > 0,

I 1
hlgtl)h

[ o(3)G (s)ads = p(H)G(b),

(c) Siz € D(A), la fonction t — G(t)x est une fois continiment différentiable
de [0,4+00[— X et on a :

d
EG(t)x = AG(t)r = G(t)Ax.

(d) A est un opérateur fermé.

Définition 1.2.5. Soient X un espace de Banach et A: D(A) C X — X un opérateur
linéaire. On dit que A est un opérateur accrétif, si :

Vz,y € D(A), VA>0, |z —y| < ||z —y+ MAz — Ay,

St de plus I + A est surjectif (i.e., R(I+ A) = X,) on dit que A est un opérateur
maximal monotone, ou bien m-accrétif.
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Lemme 1.2.1. Supposons que X = H est un espace de Hilbert, alors on a deux condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que 'opérateur A soit m-accrétif :

(i) Vaxe D(A), Re(Az,z)>0,

(i) R(UI+A)=H.

Théoréme 1.2.1. [48] Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans un espace
de Banach X et satisfaisant les conditions suivantes :

(a) Pour0<5<g, p(A)DZ(;:{)\:|arg>\\<%+5}u{0}.

(b) Il existe une constante M > 0 telle que :

M
Ve s\ {0}, |IR(A: A)|| < W
Alors, A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe T(t) de classe C°, uniformément

borné, tel que :

() = /F MR(A: A)dA, (1.7)

271

ou T est la courbe requliére dans X5, de coe™™ a coe® pour 5 <0 <35 +9. Lintégrale

(1.7) converge pourt > 0.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

I1 est naturel de se demander si 'application t — G(t)x pourrait étre prolongée en
une fonction analytique dans un domaine convenable du plan complexe C.

Nous avons considéré jusqu’a présent des opérateurs G(t) dépendant de la variable
réelle ¢ > 0.

Nous allons donc examiner ici le cas ou le paramétre ¢ est complexe. Comme nous
voulons préserver la structure du semi-groupe, le domaine du plan complexe C sur lequel
nos opérateurs seront définis, doit étre un sous-groupe additif.

Nous allons nous restreindre au cas des domaines angulaires contenant le demi axe réel
positif.

Soit X un espace de Banach complexe et

A={z:¢) <argz < ¢a}

avec ¢ < 0 < ¢o. Pour tout z € A, on considére G(z) un opérateur linéaire borné.

Définition 1.2.6. On dit que la fammille {G(z)}.cn est un semi-groupe analytique
dans A\ si :



Chapitre 1. Préliminaires 15

(A) Pourtoutx € X, z— G(z)x est analytique dans A,
B) GO)=1cet
VzelX, lim G(z)zr ==z

z—0,zeA

(C) VZl, 29 € A, G(Zl + ZQ) = G(Zl)G(ZQ).

De la definition on constate que la restriction d’un semi-groupe analytique a ’axe
réel est un semi-groupe fortement continu.
Nous allons voir la possibilité pour qu'un semi-groupe fortement continue, {G(t) }+>o,
soit prolongeable en un semi-groupe analytique dans un domaine du type A. Le théoreme
1.2.1 affirme que si les hypothese (a) et (b) sont satisfaites alors A est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe 7'(t) fortement continu et uniformement borné.

Théoréme 1.2.2. [48] Soient G(t) un semi-groupe fortement continu, uniformement
borné, et A le générateur infinitésimal du semi-groupe G(t) tel que 0 € p(A), alors les
propositions sutvantes sont équivalentes :

(a)  G(t) est prolongeable en un semi-groupe analytique dans un secteur

Ny ={z:|argz| < d},

et G(z) est uniformement borné dans tout sous secteur Ny, 0" < 4.

(b)  3C >0, Yo >0, V7 £0, ||R(a+¢T;A)||g%,

(c) lexiste) <0< g et M > 0 telles que

p(A) DS =\ |arg )| <g+5}u{0},

et
M

vAEZA0) R A = 7

(d) G(t) est différentiable pourt > 0 et il existe une constante positive C' telle que :
vt >0, |AG(t)]] <

¢
t

Démonstration. (a) = (b).
Soit 0 < ¢’ < dtelque: 3IC, >0; Vze Ay, [GR)|LC.
Pourz € X et o >0ona:

R(o + ir; A)x = / e~ CHIG ()2t (1.8)
0
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Comme G(z) est uniformément borné et analytique dans Ay, alors on peut considérer
le changement de variable pe®, 0 < p < oo et [9] < §'. Pour 7 > 0, on a

HR(J—FiT;A)ZEH S/ e—p(ocos&u,_ﬂ'sin&/)olHdep
0
Cy C
.

<
~ ocosd +Tsind T

De méme pour 7 < 0, on obtient

I1R(o + i Ayl < —©

d’on (1.12).

Pour les autres implications on peut les trouver dans [48].

Remarque 1.2.1. [48] Pour un semi-groupe G(t) fortement continu, on a :
IGO)] < Me.

En utilisant la transformation T(t) = G(t)e™**, on peut avoir les résultats du Théoréme
1.2.2 correspendant au semi-groupe G(t), ot :

(a) ne change pas

(b) se transfome en :

Vo >w, Y7 #0, 3C >0 ||R(J+2'T;A)||§FC|.

(c) se transfome en :
p(—A) DL = {X: |arg(\ — w)| < g—i—é}u{)\:w}

et
M

A=A = | +A) <
1RO =) = I+ A7 < 7=

(d) se transfome en :

AC,w >0, |JAG@®)| < %e“lt,

Définition 1.2.7. Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine dense dans X. On
dit que A est sectoriel s’il existe ¢ € (0,5), M > 1 et un réel a, tels que

p(A) D Suy={A: 6 < arg(A —a)| <, A #al,

et

IR A)|| = [|[(M — A)7H| < pour tout X € Sg 4.

M
A =
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Théoréme 1.2.3. Si A est un opérateur sectoriel, alors —A est un générateur infi-

nitésimal d’un semi-groupe analytique G(z).

Théoreme 1.2.4. Supposons que l'opérateur A est sectoriel et B un opérateur linéaire
avec D(B) D D(A) tel que :

Ve e D(A), ||Bx|| < ellAx|| + K|,

ou € > 0 est une constante assez petite et K. une constante stirictement positive de-
pendante de €, alors A+ B est sectoriel.

1.3 Fonctionnelle de Lyapunov [24, 45, 51]

Etant donné le systeme de réaction-diffusion a m équations, posées sur un cylindre
(0,T) x €, du type suivant :

(1.9)

Opuy, = dpAug + fe(ug, ..., y), (1) € QX Ry
ug(0, ) =ug(x) >0, 2€Q k=1,...,m,

ou uy = ug(t,x), dp > 0 sont les constantes de diffusion, f; : R™ — R des fonctions
localement lipschitziennes en u = (uy, ....., Uy, ).

Définition 1.3.1. On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée au systéme (1.9),

toute fonction
L:R? — [0, 4+00),

telle que
d
Vit >0, %L(u(.,t)) <0, (1.10)

ot bien, il existe s et I' des constantes positives telles que

d

EL(U("t)) < —sL(u(.,t)) + T, (1.11)
et pour un certain p > n/2 on a

Vit >0, |[fell, < CL(u(.,t)). (1.12)

Commentaire :
Si la condition (1.10) est satisfaite alors on a

VE>0, |Ifull, < CL(u(.,t) < CL(u(.,0)). (1.13)
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Si la condition (1.11) est satisfaite alors on multiplie e, on aura

d
%(L(u(.,t)e“) < Te*, (1.14)
on integre sur (0, 1),

(e’ —1), (1.15)
d’ou

(1-e)< (1.16)

et donc on retrouve la condition (1.10) et par suite la majoration (1.13).

1.4 Equations d’évolutions semi-linéaires [48]

Nous entendons par probleme d’évolution semi-linéaire tout probleme de la forme :

d
v Au= f(t,u),

dt (1.17)

Nous supposons ici que —A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S() }+>0,
fortement continu dans un espace de Banach X et f : [0,7] x X — X une fonction
continue en ¢, Lipschitzienne en u.

On traite l'existence d’une solution locale, i.e., le probleme (1.17) admet-il une
solution sur un intervalle [0,7). Si oui, peut-on étendre la solution pour qu’elle soit
globale ou bien qu’elle explose en temps fini.

1.4.1 Types de solutions

e Solution classique

Définition 1.4.1. On appelle solution classique du probleme (1.17) dans [0,T), toute

fonction
ue C([0,T),X)NC"((0,T), D(A)). (1.18)

vérifiant le probleme (1.17) dans [0,T).
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o M:ild solution

Si on pose f(t,u(t)) = g(t), en considerant {S(t)};>o le semi-groupe fortement
continu généré par l'operateur A et u la solution de (1.17), alors la fonction H(t) =
S(t — s)u(s) est différentiable pour 0 < s < t et

dH

s =S(t—s)g(s). (1.19)

Par ailleurs, si g € L'(([0,T), X), alors S(t — s)g(s) est intégrable et en intégrant (1.19)
entre 0 et ¢ on aura :

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)f(s,u(s))ds. (1.20)
donc :

Propriété 1.4.1. [/8] Pour tout uy € X, le probleme (1.17) a au plus une solution et
si cette solution existe, alors elle est donné par la formule (1.20).
Cette expression est dite mild solution du probléme (1.17).

Définition 1.4.2. (solution forte) Si la solution u est différentiable presque partout
sur [0,T], telle que ' € L' ([0,T),X), alors u est dite solution forte du probléeme
(1.17).

1.4.2 Existence de solutions

Dans cette section on présente des résultats d’existence de solutions du probleme
(1.17).

Cas d’un semi-groupe fortement continu

Lemme 1.4.1. Soit F': E — E une application sur l’espace de Banach E. Si F' posséde
une itérée contractante, alors F' admet un unique point fize.

Démonstration. Pour un certain n, F™ est contractante d’ou elle admet un unique point
fixe xg. Supposons que x; est un point fixe de F', on a

Fn(l'l) = Fnil(lj) = ... =T,
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donc x; = xy nécessairement (unicité du point fixe de F™), ce qui montre que si F'
admet un point fixe alors il est unique. De plus

F"(F(x0)) = F""(z0) = F(F"(20)) = F(),
donc F'(zg) est un point fixe de F™, d’ou F(z¢) = o (unicité du point fixe F™). O

Théoréeme 1.4.1. [48] Soit f :[0,T] x X — X continue ent € [0,T] et uniformement
L-lipschitzienne en u € X. Si —A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe
{S(t) }1>0 fortement continu sur X, alors pour tout ug € X le probléme (1.17) admet une

unique mild solution u € C([0,T); X), de plus; Uapplication uy — w est lipschitzienne
de X dans C([0,T]; X).

Démonstration. Soient ug € X, et F : C([0,7]; X) — C([0,T]; X) lapplication
définie par : v € C([0,T]; X),
(Fu)(t) = S(t)up + /Ot S(t—s)f(s,u(s))ds, ¥tien[0,T]. (1.21)
De la définition de F', f étant L-lipschitzienne, on déduit :
[(Fu)(t) = (Fo)@)| < MLt[lu — v, (1.22)

ou M est la borne de ||S(¢)]| sur [0, T7.
On note par ||ul|« la norme de u comme élément de I'espace C([0,7]; X).
Si on compose F' avec lui meme, et en utilisant (1.21) et (1.22), on aura

IF2a)(0) = ()0l < [ 15— )7 (Fu)(s) = s (Pl
gMLAWww@»—wmwmw

! MLt)?
< M2L2||u—v||oo/ sds <\ . T
0
En composant F', n fois, on aura :
n n (MLT)"
I(F™) = (F™0) e < =2 = vl

(MLT)"

Pour n assez grand < 1, donc F™ est contractante donc admet un unique

n!
point fixe, et d’apres le Lemme 1.4.1, F' admet un unique point fixe u € C([0,T]; X).
Soit v une mild solution de (1.17) dans [0, 7], avec la donnée initiale vy, alors

[u(@) = v (@ <[[SE)uo = S(t)voll
+/0 15t = 5)(f(s,u(s)) = f(s,v(s)))llds

t
SMWm—%H+ML/HM$—v®wM,
0
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en utilisant 'inégalité de Gronwall, on obtient :
lu(t) = v(®)|| < Me™™  fJug — vo|

et par suite
lu = vlloo < MM futg — vy,

d’ou on déduit I'unicité de la solution u et que 1 ’application ug — u est lipschitzienne.
O

Il est a remarquer que si f satisfait les conditions du théoreme 1.4.1, il n’est pas str
que la mild solution soit classique ou méme forte. Dans le théoreme suivant on impose
des conditions supplémentaires pour que la solution soit classique.

Théoréme 1.4.2. [48] Soit —A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(t) }+>o
fortement continu sur X. Si f : [0,T] x X — X est continument différentiable de
[0,7] x X dans X, alors la mild solution du probléme (1.17), avec uy € D(A), est
classique.

De méme, si f : [0,7] x X — X est seulement Lipschitzienne pour les deux variables
e : 3C > 0; th, ty € [O,T] Yuy, ug € X,

[ f(t1, 21) — f(te, za)|| < C([ts — tof + |lz1 — 22|), (1.23)

la mild solution n’est pas nécessairement une solution forte, par contre si X est reflexif,
la condition (1.23) suffit pour que la solution soit forte.

Théoréme 1.4.3. [48] Soit —A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S(t)
fortement continu sur un espace de Banach reflexif X. Si f :[0,T] x X — X vérifie la
condition (1.23), alors pour tout ug € D(A), la mild solution w du probléme (1.17) est
une solution forte de ce probleme.
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Théoréme 1.4.4. [48] Soit f:[0,T] x X — X continue ent pourt > 0 et localement
Lipschitizienne en u, uniformement en t sur tout intervalle borné, Si —A le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe S(t) fortement continu sur un espace de Banach X.
Alors pour tout ug € X, il existe Tyar < 00 tel que le probléme (1.17) admet une mild
solution u sur [0, Traz|-

En plus si T,e. < 00 alors

A Ju@)] = +oo.

Le cas du semi-groupes analytiques

Dans les applications on recontre souvent des opérateurs — A, qui sont des générateurs
infinitésimaux des semi-groupes analytiques dans un espace de Banach.

Notons que si —A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique alors
(—A — «l) est inversible et géneére un semi-groupe analytique borné pour un « suffi-
samment grand, ce qui nous amene a supposer que —A est un générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique borné et que —A est inversible (0 € p(—A)).

Sous des hypotheses convenable sur A, on peut definir 'opérateur puissance frac-
tionnaire de A (i.e. A® pour 0 < a < 1, voir [48] section 2.2.6).
A® est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A®) dense dans X, donc D(A®) muni
de la norme du graphe, (i.e., |||z|]] = [|z|| + [[A%z||) est un espace de Banach qu’on
note X, et si 0 < a < f alors Xz C X,. Comme A* est inversible alors sa norme ||| |||
est équivalente a la norme ||z||, = ||[A%||.

Théoréme 1.4.5. [48] Soit —A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(t)}+>o
analytique. Si 0 € p(A) alors,

(1) S(t) : X — D(A®) pour tout t >0 et a > 0.

(2) Pour tout x € D(A%) on a S(t)A%x = A*S(t)z.

(3) Pour tout t > 0, il existe My, > 0 telle que : ||A%S(t)]] < Mot

(4) Va €]0,1[, 3C, > 0; Yz € D(A), alors

[S@)z — x| < Cat®[|A%)z]].
Soit U un ouvert de RT x X, et f : U — X une fonction telle que : Pour tout

(t,x) € U il existe un voisinage V' de (x,t) dans U et des constantes L > 0 et ¥ €]0, 1]
tels que

V(tixi) €V, [[f(t2) = flt, w2l < Lt — tof” + [lo1 — 22]la) (1.24)
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Théoréme 1.4.6. [48] Soit —A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe infi-
nitésimal analytique et borné tel que 0 € p(—A). Si f verifie la condition (1.24), alors
pour tout (0,ug) € U, le probleme (1.17) admet une unique solution w € C([0,T:

X)NCY(0, T X) ; 00 T = T(ug) > 0.



Chapitre 2

Systemes de réaction-diffusion

Dans ce chapitre, on va etudier I'existence locale de différents types de solutions de

certains systemes de réaction-diffusion.

2.1 Existence locale de solutions faibles

Dans cette section, on s’intéresse a I’étude de 'existence locale de solutions faibles,
moyennant une application de la methode principalement cité dans [16].

2.1.1 Position du probleme

Dans cette section, nous nous intéressons a des systemes de la forme
Zt+LZZF(Z):<H_f(Z)7g(Z)) ) dans QT

vz(z,t) + (1 — y)a—;(x, t)=0, sur 00 x[0,T], (2.1)
2(z,0) = zo, dans €,

avec v € {1,0} et
—  z=(u,v), avec u et v des fonctions de Q7 = Q x [0,7] dans R
— L Vopérateur défini par :

Lz = (div(aVu) + au, div(bVv) 4 ov).
avec a, b, «, o des fonctions positives dans L>(Qr), telles que :

Jag, by > 0; a(x,t) >ag b(x,t) >by p.p.dans Qr,
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—  II une fonction non négative dans L*(Qr)
—  F :R? = R? une fonction lipschitzienne, cette hypothése implique en particulier
que
3O >0; VzeR? |F(2) <C(1+]2]) (2.2)

En effet
k> 0,Ve,y € R? |F(z) = F(y)le2 < klz — ylg2,

pour y = 0= (0,0), on a
Ve € R? |F(z)|ge — |F(0)|r2 < |F(z) — F(0)|ge < K|2|ge,

donc
Vo € R® |F(z)|ge < klzlgz + [F(0)|re < C(1 + |a[g2),

ou C' = max(k, |F(0)|gz). Reference [16] (page 499-500)
—  Les données initiales ug et vy des fonctions non négatives dans L?().
Nous allons adapter la terminologie utilisée dans [16].

2.1.2 Le cas Dirichlet (y =1)

En posant z(t) = (u(t,.),v(t,.)), on u(t,.), v(t,.) € H}(2), alors
z:[0,T) — H)(Q,R?)
Définition 2.1.1 (solution faible). On dit que la fonction z = (u,v), avec
z2€ L*(0,T; HY(Q,R?) et 2z € L*0,T; H'(Q,R?)) (2.3)
est solution faible du probléme (2.1), si : Vw = (wy,ws) € H(Q,R?),

< z,w > +B[z,w,t] = (F(2),w), p.pdans [0,T],

2(0) = 2o = (ug, vo)

ou B est la forme bilinéaire définie par :
Blz,w,t] = / a(z, t)Vu.Vw, + b(z,t)Vu.Vwy + alz, t)uw, + oz, t)vwydr
Q
< .,.> étant le produit de dualité entre Hj(Q,R?) et H1(Q,R?).
Remarque 2.1.1. d’aprés le Théoréme 3 ([16], p. 287), si z vérifie (2.3), alors

z€ C([0,T]; L*(; R?)) (2.5)
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Théoreme 2.1.1. Si F' est Lipschetizienne alors il existe une unique solution faible du
probleme (2.1) ( cf [16] page 500).

En outre si F' prend une forme plus générale F' = f(t,x) et dans un espace plus grand
(i.e.) F € L*(0,T; H1(Q;R?)), alors le probléme (2.1) admet une unique solution faible

( of [43] page 264).

Démonstration 1) La remarque 2.1.1 nous motive a étudier le probleme (2.1) dans
l'espace X = C([0,T]; L*(©2;R?)), avec la norme

ol = max lw(®)|zze.

On définit 'opérateur A comme suit :

Soit z € X, on pose h(t) = F(2(t)), (0 <t <T). De I'inégalité (2.2), on peut voir que
h € L*(0,T; L*(22,R?)).

Pour h € L*(0,T; L*(2,R?)) fixé, on considere le probleme linéaire suivant :

y,+ Ly =h, dans Qr
y =0, sur [0,7] x 09, (2.6)
y =2z, sur {0} xQ,

D’apres le Théoreme 3 ([16], p. 356), le probleme (2.10) admet une solution faible
y € L*(0,T; Hy(Q, R?)), avec y, € L*(0,T; H '(Q, R?)),

doncy € X et

¥(0,.) = 2 27)

{‘v’w € Hy (2, R?), <y, w>+Bly,w] = (h,w)p.p. dans [0, T],
On considere 'opérateur A : X — X tel que
Az=y,

Montrons que pour 7T > 0 assez petit, A est strictement contractant.

Az=y

Az=y
donc y vérifie (2.6) pour h = F(z) ety vérifie le méme probléeme pour h = F(Z).
On a

Soient z,z € X, tels que :

Bly—¥,y—¥ = / oz, [V (v, — F0) + b, )|y, — 75) da

T / a(a,)lys — 312 + o2, Dlys — ¥olPda,
Q
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et en appliquant I'inegalité de Poincaré, on aura :
d 9 _ _
5 = ¥lliaor) +2Bly =¥y - V]
=2(h—h,y - )
< elly = TBser + IF () = F@am
< Clly - Tl + IF (R ~ F@am
On a a, b, «, o des fonctions positives dans L>(Qr), telles que :
Jag, bo; alx,t) >ag blx,t) >by p.p. dans Qr,

et en choisissant € assez petit tel que

d _ _ _
=y =Vliz@re) < CIF(2) = F@i2@r) < Cllz =2l 0,52

car F' est lipschitzienne. En intégrant entre 0 et T, sachant que y(0,.) = ¥(0,.), on
obtient :

Vse[0.T],  Iy(s) - ¥(8) 2 < C / 2= 2 0

< CT|z—7|f%,

(2.8)

donc
ly = ¥|I* < CT||z—Z||%,

et par suite

|Az — Az < CT ||z — Z||?,

et pour T suffisament petit pour que CT < 1, A est strictement contractant.

Soit un 7" > 0 quelconque et prenons 77 assez petit tel que CT; < 1. On peut donc ap-
pliquer le théoreme du point fixe de Banach sur I'intervalle [0, T}] pour 'existence d’une
solution faible, comme z(t) € H}(Q2, R?) pour p.p 0 < t < T}, on peut supposer que
z(T)) € H}(Q, R?), et donc on reprend le méme raisonnement sur Uintervalle [T}, 27}],
et ainsi apres un nombre fini de fois on retrouve ’existence de notre solution faible sur
I'intervelle [0, T].

Concernant 1'unicité de la solution, supposons que z et z sont deux solutions du probleme
(2.1), alors on a 'y = z, y = z dans l'inégalité 2.12, d’ou

l2(5) — 7).y < C / 12— 2 0oyt

pour 0 < s < T. Utilisant I'inégalité de Gronwall on a z = z.
Concernant le cas F' = f(t,x) ou f € L*(0,T; H'(Q;R?)), il suffit d’appliquer le
théoreme 4.1 ( cf [43] page 257). O
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2.1.3 Le cas Neumann (v = 0)

Remarque 2.1.2. La principale difference entre la formulation variationnelle (2.4)
pour une condition auz limite de Neumann ( i.e v = 0) et celle d’une condition auz
limites de Dirichlet vient de ce que la condition de Dirichlet est inscrite dans le choiz de

I’espace alors que la condition de Neumann apparait dans la forme lineaire mais pas dans
v _
? On1o0x[0,T]

ait un sens, mais [’espace

Uespace. En effet si on essaie, on doit considérer l'espace V = {v € H?*(Q)
o)

o |onx[0,T]
(Vi Il 1)) m'est pas un espace de Hilbert, la condition dont on a besoin pour appliquer

0}, donc il faut imposé la reqularité H*(QY) pour que

le théoreme de Lax Milgram.

Remarque 2.1.3. Notons que si V.= HY Q) et H = L*(Q), alors V' = (H'(Q))
n’est pas un espace de distributions sur Q car D(Q2) n'est pas dense dans H'(Q) et par
consequence L*(0,T; V') n'est pas un espace de distributions sur [0, T[x$.

Remarque 2.1.4. 1) Dans le cas ot ) est requlier ( de fronticre OQ de classe C*'), le
Théoréme de trace ([14] page 204) nous assure un sens de la condition auzx bord.

Si le deuxieme membre dans (2.1) prend la forme h(t,x) alors du Théoréme 1 et 2 dans
[15] (page 512,513), on a pour ug € L*(Q) et h € L*(0,T; L*(Q2)), le probléme admet
une solution unique qui satisfait :

u € L*(0,T; H(Q)) N C°0,T; L*(Q)).

2) Si on ne fait pas de conditions sur la reqularité de Q on introduit I’espace E'(Q) (

cf [43] page 266 ).

Soit
0(x) = inf(d(x,00),1),
ot
d(z,08) = distance dex a 02,
o 0 € L*(Q).
On définit

ov
8$i

ENQ,R?) = {v|v € L*(,R?),6—— € L*(Q,R?),i=1,....,n}.

muni de la norme

€T

- 61} 1
(||v||§+2|l5a [13)2.
i=1 ¢

On a donc les proprietés suivantes : (cf [43])

A. D(Q,R?) est dense dans B (Q,R?) (cf [43] proposition 4.3 page 266 ),
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On definit alors

E~'(Q,R?) = (E'(Q,R?)" (dual deE' (9, R?)),
E~Y(Q,R?) est un espace de distribution sur Q (on peut identifier E=1(Q, R?) d un sous-
espace de D'(Q),R?)).

On deduit aussi que H*(2, R?) C E}(Q, R?),

alors H'(Q,R?) est dense dans E'(Q,R?) et donc on peut identifier E71(Q,R?) d un
sous-espace de (H'(Q,R?)).

Par concequence
L*(0, T;E-H(Q,R?)) € L*(0,T; (H' (2, R?))),
et que L*(0,T;E~Y(Q,R?)) est un espace de distribution sur [0, T[xS).
Si on prend h € L*(0, T;E~1(Q,R?)), 2z € L*(Q,R?) donc le Théoréme 4.1 dans [4}3]
(page 257) est applicable et le probléeme (2.1) admet une solution unique dans
z € L*0,T; HY(Q,R*) N C(0,T; L*(Q, R?)). (2.9)

et
z € L*(0,T; (H'(Q,R?))

3) Le resultat (2.9) nous motive a étudier le probléme (2.1) dans lespace X = C([0,T]; L*(2; R?)),

avec la norme

ol = s w(t) 20

On définit l'opérateur A comme suit :

Soit z € X, on pose h(t) = F(z(t)), (0 <t <T). De l'inégalité (2.2), on peut voir que
h e L*(0,T; L*(92,R?)).

Pour h € L?(0,T; L*(Q,R?)) fixé, on considére le probléme linéaire suivant :

y+Ly=nh, dans Qr
y=0, sur [0,7]x 04, (2.10)
Y = 2o, sur {0} x €,

D’aprés le Théoréme 3 ([16], p. 356) 3) le probléme (2.1) admet une solution faible
y € L*(0,T; HY(Q, R?)), avec y, € L*(0,T; (H' (2, R*))"),
doncye X et

{Vw € H(Q,R?), < wy,w>+B[y,w]=(h,w)p.p. dans [0,T], (2.11)

y(O, ) = 20
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On considere lopérateur A : X — X tel que
Az =y,

Montrons que pour T > 0 assez petit, A est strictement contractant.

Az =1y

Az =7
donc y vérifie (2.10) pour h = F(z) ety vérifie le méme probléme pour h = F(Z).
On a

Soient z,z € X, tels que :

Bw—@y—m=AM%MW%—@W+M@MW%—%WW

+/@@m%—w%wmwm—@ma
Q

d _ _ _
—ly=liz0p2) +2Bly— 3.y~
_ 1 _
< ely=Ylizne + ZIF(2) = F@)l20.m)
_ 1 _
<eClly - yH?{é(Q,RQ) + EHF(Z) - F<Z)H%2(Q,R2)7
On a a, b, o, o des fonctions positives dans L>®(Qr), telles que :
Jag, bo; a(w,t) > ag b(x,t) > by p.p. dans Qr,
et en choisissant € assez petit tel que
d _ _ _
Ty =i are) < ClIF(2) = F@)Iz2 ) < Cllz2 = Zl120me)s

car F est lipschitzienne. En intégrant entre 0 et T, sachant que y(0,.) = g(0,.), on
obtient :

WGWﬂLHM@—ﬂﬂ@QMSC/H%@ﬁmmW
0

< CT|z 7|,

(2.12)

donc
ly—3|* < CT||z —z|?,

et par suite
|Az — A2H2 < CT |z - ZHQ.
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2.2 Existence locale de solutions classiques

On considere sur un espace de Banach X la famille suivante de systemes de réaction-
diffusion :

ou

Sl t) — didu(e 1) = [t v), (50) € QxR (2.13)
%(m) CdyAv(a,t) = g(tuv), (1) € QX R, (2.14)
W@, 0) = wo(x), v(x,0) = vo(z), = €Q. (2.15)
A+ (1 Al)g—z o (1.1) € 90 X R, (2.16)
)\gv+(1—)\2)g—z = Ty (x,t) € 0N x R,. (2.17)

avec les hypotheses :

H; a,b, \i, Xy, m et my sont des constantes telles que dy, dy > 0, m, M > 0 et soit

(0<)\1, /\2<]_>, ()\1:>\2:1) oubien(ﬂ'l:ﬂ'g:()sz'/\l:)Q:O)

H, f et g des fonctions continiment différentiables de [0, +00)® dans R, avec
F(t,0,7)20 et g(t.£,0)20, Vi,&7>0
Hj Les fonctions ug, vg sont mesurables sur €2, telles que

AM >0, Ve € Q; 0 <up(x), vo(x) <M

Théoréme 2.2.1. [27] Sous les hypotheses Hy, Hy et Hs, le probléeme (2.13)-(2.17)
admet une unique solution (classique) locale (u,v) sur [0, Thnae) X S, et il eziste deux
fonctions N1, Ny : [0, Trnaz) — [0, +00) continues telles que : ¥ (t,x) € [0, Tnaz) X §2,

0 <u(t,x) < Ny, 0<o(t,x) < Ny,
De plus, si Thu: < 00, alors

lim([Ju(t)l|oo + [[0(£)]loc) = +00. !

t—=Tmax

La preuve de ce théoreme est basée sur une approche ”Semi-Groupe”.

1. On dit que la solution explose en temps fini.
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Formulation du semi-groupe

Pour p € (1,00) et j € {1,2}, on définit A;, sur LP(2) par :
Vw e D(Aj’p), AjJ)U) = dJAU) (218)

ou d; et dy sont des constantes positives et

ow
D(4;,) = {w € W2P(Q) : Mjw + (1 — A, )8 =0 sur 89}
Ui
L’opérateur A;, génere un semi-groupe compact et analytique 7}, = {71} ,(t) }+>0 d’opérateurs

linéaires bornés sur LP(Q) ( voir [48]), tels que :
Im; Vw € LM(Q), VE 20, [ Tj,H)wll, < e™[uwl,

ou (k<0siA;>0)et (k=0si\ =0).
Pour a > 0 et A > &, l'opérateur (A — A;,)~ est injectif, linéaire et borné sur LP(2)
(voir [48] , section 2.2.6). On note :

* ( )7047 si )‘j > 0,
* =(I— A]p) “ si\ =0,
o —a\—1
* BM) (Bjp)™
Rappelons que D(Bf,) est un espace de Banach muni de la norme |wl|, = || B§,w||p,

et que pour a > 8 > 0, D(B5,) est un sous espace dense dans D(Bﬁp), ou D(B},) =
L>°(£2). On a aussi (voir [25] p. 40)
Sia>n/(2p), alors D(Bf,) C L™(52) et

. N (2.19)
Vwe D(B])),  |lwlle < MapllBjpwllp-
de plus, on a les propriétés suivantes :

Lemme 2.2.1. ([48] p. 74)
Vit >0, Tj,(t): LP(Q) — D(BY,),
VES 0, Ywe INQ), BT pul, < Capt e ull,
ij(t)B;?fpw = B;?prj,p(t)w pour t >0, w € D(Bﬁp).

On définit F' et G sur [0,00) x L>®(Q) par : Vwy,wy € L>®(Q), Vi >0, Vo €,

[F(t’ w17w2)]($) = f(t>w1(x)>w2(x))7 [G(tﬂwl’ wZ)](x) = g(t, ’LUl(éE), w2(x>)'
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Soit z;, la solution du probleme :

(2.20)

)\ij—i—(l —)\])aﬁ =m; , Sur 01} s

Az; =0, sur €2,
on

ou z; = 0si \; =0 (car m; = 0, d’apreés 'hypothese Hy).
Par variation de la constante (voir Pazy [48]) et par suite si (u,v) est la solution dans
LP(Q2) x LP(Q2) du systeme

uw(t) =T ,(t)(up — z1) + 21 + / T ,(t — 8)F(s,u(s),v(s))ds, ( |
0 2.21

v(t) =To,(t)(vo — 22) + 22 + /0 Ty, (t — s)G(s,u(s),v(s))ds.

alors u(t, z) = [u(t)](x), v(t,x) = [v(t)](z) est la solution de (2.13)-(2.17).
Démonstration du théoréeme 2.2.1.

Soient p > 1 et av € (0,1) vérifiant (2.19), on veut montrer 'existence et I'unicité d'une
solution (u,v) de (2.21) pour :

(up — 21,00 — 22) € D(Bﬁp) X D(Bg,p)'

On a aussi u(t) et v(t) sont des fonctions positives sur §2 car f(t,0,7) > 0et g(¢,£,0) >0
pour tous ¢, £, 7 > 0. En appliquant le resultat de Ball [[2], Thm.3.1], On déduit que
(u,v) est definit sur un interval de la forme [0, 77) et telle que :

lim sup / (t = ) [IF (s u(s), v(s)lly + 1G5, u(s), v(s))lllds = oo, et

T (2.22)
si T" < oo, alors tlirjr}* | BT u(t, ), + |1 B,v(t, - )|lp = oo
Pour tous T, R > 0 il existe M (T, R) > 0 telque
[f(&&m [f(t€m)] < M(T,R) pourt €[0,T], & mnel0,R]
Alors
[E'(s, w1, w2)loc, [|G(s, w1, wa)||oo < M(T, R), (2.23)

lorsque t € [0, 7] et wy,wy € L¥(Q) avec ||w1]|co, ||w2]|o < R.
On a la fonction ¢(t) = T;,(t)(w; — z;) + 2; qui satisfait

Yy =d; A sur) x Ry,
oY
)\jw—f—(l—/\J)a— =Tj surc?Q XR+,
N

P(0) =w; surl,
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en appliquant le principe du maximum, on a
IT5p(8)(w; = 2) + Zillo0 < R. (2.24)

pour tout £ > 0 avec ||z}, [|wj]lec < R.
Pour la référence on peut voir Hollis et al [27].
Si on multiplie I'equation (2.20) par (¢ — K)* = sup(¢ — K, 0)

1d

5 [ (=K Pdrta [ [V - )P =0,

si on integre sur [0,¢], on aura :

=K s < [ (G- Ky

Q

donc, si on choisi K = R alors (¢ — K)* = 0 et par suite ¢ < R.
S0 <t <T% ||zjllec < R1 < Ry et |Ju(t)]oo, ||v(t1)]lee < Ry, alors de (2.23) et (2.24)
on a

[u)llce = [[T1p(t = 1) (us, = 21) + 2 +/ Ty p(t = 5)F (s, u(s), v(s))ds|oo

t1

<R+ (t—t)M(T", Ry)

pour ||u(s)]|sos [|V(5)|lc < R2 et s € [t1,t]. méme estimation pour ||v(t)]|o et en prenant
Ry = R + 1, alors

S10 <ty < T et JJu(ty)]|oo, [[0(t1)]lo0 < Ryot By > max{|[21]|ec, [[22]]0c },
alors T* — t, > M(T*, Ry + 1)~ et [u(t)l|eos [0(t1) oo < i + 1 (2.25)
pourt € [tl,tl + M(T*, Ry + 1)_1].

Maintenant supposons que 77" < co. Alors de (2.21) on a

oo =limsup || F(s,u(s),v(s))|l, + |G (s,u(s),v(s))],

t—T*

< Chﬁ?fp/o (t = 5)"* [[1F'(s,u(s), v(s))lloo + [IG (5, uls), v(5))[loc] ds -
Donc par (2.23)
lim sup [|u(t) oo + [|v(#)[|oc = 00

t—T

En prenant compte de (2.25), on a

Jim [[u(®)lloc + ()]s = oo,
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si T* < oo. Tous les assertions de la proposition sont vérifie si
(UQ — 21,09 — ZQ) € D(Bip) X D(B;p)

Supposons maintenant que (uo, vy) € L>(Q)? et soit {(ug, v§)} une suite de D(B}) X
D(Bsg,) telle que uf,vf) > 0 et

lul — wollp, lul —wuoll, =0 k— oo.

par la premiere equation dans (2.21) et les proprietés de B;, dans le Lemme 2.2.1, on
a

IBY, (u* (1) = 20)lly < Cst P (ug — 21)llp +/O Ca(t — ) P[1F (s, u" (), 0" () ls.

pour tout ¢ € [0, T}).
Si Ry > ||2j]lec est choisi telque Ry > |[uf|loo, ||[vE|loo pour tout k& > 1, alors de (2.25)

si 0 = M(Ty,;, Ry +1)7", ot Tjr, = infyy Ty, alors Ty > 6 pour tout k& > 1. De cette
estimation on peut deduire I’existence d’une constante C_g telque

|BY,(uF(t) — 21)||, < Cst ™ pour toutt € [0,8], k> 1, a < B <1,
de méme pour
|By,(v"(t) — 2)|l, < Cst™?  pour toutt € [0,0], k >1, a < B < L.

Comme l'inclusion est compacte de D(pr) dans D(B5,) pour a < 8 < 1, et que T},
est compact

D’apres le Théoreme 2.3.3 ([48] p 48), Si on a un semigroupe T'(t) de classe Cy de
générateur infinitésimal A. T'(t) est un semigroupe compact si et seulement si T'() est
continue pour la topologie uniforme pour ¢ > 0 et R(\, A) est compacte pour A € p(A).

Définition 2.2.1. Soient X etY deux espaces de Banach, telsque X CY. On dit que
linclusion de X dans'Y est compacte si

(1) 3C >0 ||z|ly < Cllz|ly = € X,

et

(17) toutes suite bornée dans X est precompacte dans 'Y .

Remarque 2.2.1. [13]

Soit B un opérateur ferme de l’espace de Banach X dans X, de domaine D(B), tels
que :

(1) B est bijectif,

(11) D(B) < X est compact.

Alors loperateur B~ est non seulement continu (Théoréme du graphe férme) mais
aussi compact (en effet B™' transforme les parties bornées de X a des parties brnées
de D(B) et qui sont relativement compactes dans X (le point (ii)).
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D’ou on a
D(A;,) = L*(2) est compact, (Du Théoreme de Rellich-Kondrachov [16] p 272 et la
remarque p 274)
A — A;, est bijectif pour X € p(A4;,).
alors R(\, A) est compacte.
Du Théoreme 2.5.2 ([48] page 61) (Théoreme 1.2.2 page 15 dans la these) on a I’équivalence

(a)  G(t) est prolongeable en un semi-groupe analytique dans un secteur
Ny =A{z:|argz| < d},
et G(z) est uniformement borné dans tout sous secteur Ay, §' < 6.

(d) G(t) est différentiable pour ¢ > 0 et il existe une constante positive C' telle que :

C

ve>0,  JAGOHI < —

D’apres le Lemme 2.4.2 ([48] p 52) et corollaire 2.4.4 ([48] p 53), Si on a un semigroupe
T'(t) de classe Cy qui est differentiable pour ¢ > 0, alors T'(t) est continue pour la topo-
logie uniforme pour ¢ > 0.

[l () = u(@®)lp, [0"(t) = v(@®)l, =0 &k — oo
pour ¢ € [0,6] et que (u,v) est une solution de (2.21) sur [0, §] avec
u(t) — 21 € BY jeto(t) — 20 € By, pour 0<t <9, (2.26)

(voir e.g Lemme 6, 7 dans [41]).

En remplagant [0,7™) par [6,T*) et (ug,vo) par (u(d),v(d)) et utilisant les resultats
ci-dessus quand (ug — 21,00 — 22) € D(Bf,) x D(B3 ).

En remplagant [0,7%) par [0, T™) et (ug,vo) par (u(6),v(d)) car d’apres (2.26)

u(6) — 21 € BY jetv(0) — z € By,

Supposons que (us, vs) € L=(€2)? et soit {(uf, v§)} une suite de D(BY,) x D(BS,) telle
que uf v%) >0 et
Hulg - u5Hp7 HU(];C — U5HP —0 k— oo.

Ainsi par le meéme résonnement précedent si 6 = M(Ty,,q, By +1)7", ou Ty, =
infy>1 T3y, alors T, > 61 pour tout k > 1 :

[u® () = w(®) s [0**(t) = v(B)ll, =0 &k — oo,
pour t € [§,d1] et que (u,v) est une solution de (2.21) sur [4, ;] avec

u(t) —z1 € B jeto(t) — 20 € By, pour 0 <t < 4. (2.27)
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2.2.1 Cas d’une matrice diagonale

Dans cette section on s’intéresse a un systeme de réaction-diffusion de la forme :

%(:ﬁ,t) =aAu(z,t) + f(u,v), (z,t) € A xRy, (2.28)

%(m,t) =bAv(z,t) + g(u,v), (z,t) € A x Ry, (2.29)

ou ov

St =5 @) =0, (2,1) € Q x R, (2.30)
u(z,0) =up(x) >0, wv(z,0)=uvy(x) >0, x €. (2.31)

Ott a > 0, b > 0 sont les constantes de diffusion?, f et ¢ sont des fonctions positives de
classe C'(Ry x R,).
On va proposé un autre cadre fonctionnel pour 'etude de 'existence locale, I’espace est

X =C(Q) x C(Q),.
Posons
Au = £Au

(ou1 € est une constante réel), de domaine
— 0
Dy (A) = {u € W*P(Q) pour tout p >n; Au € C(Q), 8% = O} , (2.32)

D’aprés le théoreme 4 p 152 [55] L’opérateur A de domaine Do, (A) est un générateur
infinitésimal d’un semi-groupe analytique noté et2t.
On va ecrire notre systeme (2.28)-(2.31) sous la forme :

U'ft)=YU+FU), t>0,
(2.33)
U(O) =0, € X.
OuU = (u,v) et U:R" — X,
T:Do(A) X Do(A) — X,
avec
YU = (aAu(t), bAv(t)), (2.34)
et
F(U) = (f(u,v), g(u,v)). (2.35)
Pour tout ¢ > 0, on définit 'opérateur linéaire S(t) de X dans X par :
VUO = (UO,’Uo) € X, S(t)(Uo) = (eatAUO, €btAU0). (236)

2. Ici, la matrice de diffusion D = <a 0) est diagonale.

0 b
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atA et ebtA

Comme e sont des semigroupes analytiques alors S(t) est un semigroupe ana-

lytique.

Théoréme 2.2.2. [34] Pour tout Uy € X, le probléme (2.33) admet une unique solution
classique locale.

Démonstration. [34] Comme les fonctions f et g sont positives de classe C' (R x R, ),
alos elles sont localement Lipschitiziennes et T génere un semigroupe S(t) fortement
continu (car la restriction d’un semigroupe analytique sur [0, 400 est un semigroupe
fortement continu), D’appres le théoreme 1.4.4 (Chp 1 p 21) le probleme (2.33) admet
une mild solution U sur l'intervalle [0, T},,.[, en utilisant le théoreme 1.2.2 (Chp 1 p
15) on deduit la differentiabilité de la solution ( l'equivalence (a) < (d) d’ou U est
classique. O

2.2.2 Cas d’une matrice triangulaire

Dans cette section, on considere le systeme de réaction-diffusion de la forme :

%(m,t) =aAu(x,t) + f(u,v), (x,t) € QA xRy, (2.37)

%(:p,t) =cAu(x,t) + dAv(x,t) + g(u,v), (x,t) € Q xRy, (2.38)

0 0

a—:;(:zc,t) :a—Z(x,t) =0, (z,) € 90 x R,. (2.39)
u(z,0) =up(z) >0, v(z,0) =wve(z) >0, x €. (2.40)

Olta > 0, ¢ > 0, et d > 0 sont les constantes de diffusion?, telles que a > d et
c? < 4ad qui représente la condition de parabolicité et f et g sont des fonctions posi-
tives de classe C'(Ry x R,).

On définit 'opérateur

O : Doo(A) x Doo(A) — X,

3. Ici, la matrice de diffusion D = <a 2) est triangulaire.
c
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U = (aAu(t,.), cAu(t,.) + dAv(t,.)),
et

ouU = (u,v) et U:RT — X.
Le probleme (2.37)-(2.40) est alors équivalent au probleme :

U'(t) =0U + F(U), t>0,
(2.41)
U(O) =, € X.
Pour ¢ > 0, on définit 'opérateur linéaire G(¢) de X dans X par
c c
G(t)(Uo) = (e™®ug, e (vo — — duo) + = de“muo). (2.42)

Proposition 2.2.1. ([34]) {G(t)}+>0 est un semi-groupe analytique dans X, de générateur
infinitésimal ®.

Démonstration. ([34]) L’idéee principale de cette démonstration est de ramener le cas
présent a 1’étude d’un probleme diagonal.

On a vu dans la section précédente que 'opérateur
T:Dy(A) X Do (A) — X, (2.43)
avec
YU = (aAu(t), dAv(t)), (2.44)

est générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique S(t) dans X.
Maintenant pour résoudre

U'(t) =dU(t), t>0,

U(0) =U, € X. (2.45)
on utilise la transformation linéaire suivante :
T: (u,v) = (u, a_—cdu +v) = (u,w) =W, (2.46)
on peut montre que (u,w) satisfait le probleme
W'(t) =YW(t), t>0,
W) =W, = (uo, a_—cduo + vo) € X, (2.47)
qui admet comme solution
W(t) = e Wy. (2.48)

Comme S(t) = eIt est analytique, on peut utiliser I'opérateur inverse T~ de T pour
montré que G(t), t > 0 est un semi-groupe analytique dans X. O
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Théoréeme 2.2.3. [34] Pour tout Uy € X, le probléeme (2.41) admet une unique solution
classique locale.

Démonstration. De la meme methode que le cas diagonal. ]

2.3 Positivité de la solution [51]

Considérons le systeme de réaction-diffusion a m équations, posées sur un cylindre
(0,7) x €, du type suivant :

Opug, =dpAug + fr(Ugy ceeeey Uy, dans € x R, (2.49)
%—7’;’“ -0, sur 90 x R, (2.50)
u(0, ) =ugo(z) >0, dans €2, k=1,..,m. (2.51)

ou uy = ug(t,x), di, > 0 sont les constantes de diffusion, f : R™ — R des fonctions de
classe C*(R™).

Dans la pratique, les résultats attendus de ces systemes sont des grandeurs ou bien
des mesures positives, c’est pour cela qu’on s’intéresse classiquement aux propriétés
suivantes :

(P) La positivité des solutions est préservée au cours du temps.

(M) La masse totale des composants est controlée au cours du temps.

Définition 2.3.1. . On dit que la fonction f = (fi,....., fm) est quasi-positive, si pour
tout k =1,.....m,

[ug >0, ...... JU—1 > 0, U1 >0, ey Uy > 0]
U
[fr(u, ... U1 0, Upq 1y veeny Upy) > 0]

Proposition 2.3.1. Si f est quasi-positive la condition (P) est vérifiée.

Démonstration. Posons u; = max{ug, 0}, u, = —min{uy,0}.

En prenant fi(uf,.....,u}) comme second membre du systeéme ((2.49)-(2.51)), on aura
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le systeme

Opup, = dpAug + fr(uf, ..., ul) dans Q x R,
% =0 sur 02 x Ry,
on

uk(0,2) = ugo(z) > 0, dans ©Q, k=1,...,m.

Le systeme étant & matrice de diffusion diagonale et f reguliere ( de classe C*(R™,R™),
alors d’apres le théoreme2.2.1, I'existence locale d’une solution est assurée.
Multiplions la k ieme équation du systeme (2.49) par u, , et intégrons sur (0,t) x 2, on
obtient alors

¢ ¢ ¢
/ /u;g(uk)da:dt:/ /dku,;Aukdxdt—i—/ /u,;fk(uJ“)dxdt.
0 Jo Ot 0 Jo 0 Jo

En remarquant que
(ue)e = —(uy e,

en utilisant la formule de Green, on trouve

1 t t
——/(uk)Zda::dk/ /\Vuk|2dxdt+/ /ukfk(u+)dxdt.
2 Jo 0o Jo 0o Jo

f étant quasi-positive, alors :
up fe(ut) =0 siup >0
up fr(u™) >0 siu <0

De la positivité de I'intégrale, on obtient

1 t
——/(u,;)de > dk/ /|Vu,;|2dxdt,
2 Ja 0 Jo

donc u; =0, pour tout k = 1, ....,m, ce qui montre que la solution u de ((2.49)-(2.51))
et positive. ([l

Remarque 2.3.1. La propriété (P) est assuré par la condition de quasi-positivité du
deuzrieme membre du systeme.

Remarque 2.3.2. La propriété (M) est assuré par la condition suivante (dans le cas
diagonal : La condition (M) est par exemple satisfaite dés que

Z Je <0, (2.52)
1<k<m

avec les conditions au bord sur les uy. Il suffit pour le voir de faire la somme des
m équations et d’intégrer sur (0;t) x Q. Les conditions auz bord vont assurer que
— Jo Aug(t, z)dx > 0, si bien qu’on obtient lestimation a priori :

vVt e (0,7), Z /uk(t,x)dxg Z /Auk(O,x)dx. (2.53)

1<k<m 1<k<m
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Lorsque les ui(0) sont positifs, comme les (ug(t) le restent, ceci assure que la masse
totale des composants reste bornée au cours du temps.

Remarque 2.3.3. Plus généralement on a la condition suivante :

¥re0,400)", Y fulr) SCOL+ D 1) (2.54)

1<k<m 1<k<m

St on pose v =" Uk, €t par integration de la somme de tous les equations, et en
utilisant le Lemme de Gronwall on aura pour tout t € [0,T) :

/ o(t) < eCt/ 0(0) + k(eC" — 1). (2.55)
Q Q

D’ou la masse totale [,v(t) est bornée sur tout intervalle.

2.3.1 Exemples

Dans cette partie, on étudie la positivité des solutions de certains systemes de type

((2.28)-(2.31)) ou ((2.37)-(2.40)).

I) Cas d’une matrice diagonale

Considérons le systeme suivant :

%—aAu:H—f(u,v)—Oéu, dans Q x Ry,
< g—:—bAU:f(u,v)—mi(v), dans Q x R,.

u v

8_77:8_?720’ sur 0€) x Ry,
(w(0,2) = up(z) =0, v(0,2) =vy(z) >0, dans (2.

olt a, b, I, a, 0 > 0, avec a # b et k et f des fonctions positives de classe C1(R,) et
CH(R, x R,) respectivement, telles que :

(A1) Vr>0, f(0,7)=0,
(A2)  VE>0,Y7>0, 0<f(ET)<p@)(r+1)re,
(A3)  k(r)=7F pn=>1,

avec r > 0, X\ > 1 et ¢ une fonction positive de classe C'(R™).
En posant

Fu,v) =11 - f(u,v) —au et G(u,v) = f(u,v) — ok(v).
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notre systeme s’écrira sous la forme :

8_;4 — alAu = F(u,v), dans Q x R,

—;}—bAv:G(u,v), dans Q x R,.
u v

8_7]:8_7720’ sur aQXR+,

\U(O,l’) = UO(x) Z 07 U(O,[L’) = UO(x) Z 07 dans Qv

La condition de quasi-positivité de F' et G est satisfaite, car

F(0,0)=I1>0 et G(u,0)= f(u,0) > 0.

de la proposition 2.3.1 on déduit la préservation de la positivité de la solution.
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Remarque 2.3.4. La positivité de la solution est toujours préservée si on remplace la

condition (A1) par la condition :
(Al bis) Vr>0 ,f(0,7)=¢(, avec 0 < ¢ <IIL.

IT) Cas d’une matrice triangulaire

Considérons le systeme suivant :

(0

g—?—aAu:,B—f(u,v)—au, dans Q x R4,

g—: — cAu — dAv = g(u,v) — ov, dans Q x R,.
u  Ov

8_77:8_7720’ sur 002 x Ry,

(u(0,2) =uo(x) =0, v(0,2) =vo(z) >0, dans €.

ol les constantes de diffusion a, ¢, d > 0 sont telles que (a >det < 4ad>, B, a, o

sont des constantes strictement positives et f et g des fonctions positives de classe

CH(R, x R,), vérifiant les conditions suivantes :

(H1)  pour tout 7 >0, f(0,7) =0;
(H2) pour tout £ >0et tout 7>0,0< f(&,7) < (&) (n+7)";
(H3)  pour tout £ >0 et tout 7 >0, g(&,7) < (1) f(E,7) + &(7),

our, u>1etp et psont des fonctions positives de classe C(R™).

Proposition 2.3.2. 5i, de plus, f et g vérifient la condition :

C C C

96— + ——f(6 ——6) > —— (e —a)g + 8], VE=0.

a

alors la positivité de la solution de notre systéme est préservée.

(2.56)
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. .- N , . & .
En effet, si nous multiplions la premiere équation par Pt et on la soustrait de la
a J—
deuxieme équation de notre systeme, alors on obtient le systeme suivant :

8—1: —alAu = F(u,z), dansQx Ry
_j —dAz=G(u,z), dansQx R,
u 0z
8_7’]78_7]707 SUI‘&QXR+
u(0,+) = ug, dans )
2(0,+) = z0 = vg — —to dans €.
ol c
2 =0 - ——u
F(u,z) =6 — f(u,v) — au
G(u, z) = g(u,v) + P (u,v) + m(au — B) — ov,
On a bien
F(0,2) =20,
et c c c c
G(u,0) = g, —u) + () = (o~ a)ut- ),

d’aprés la condition (2.56), on a

G(u,0) >0
donc le second membre (F(u, z), G(u, z)) du systeme, & matrice de diffusion diagonale,

est quasi-positif et de la proposition 2.3.1 on déduit que la solution (u, z) est positive

et comme
c

a—d

avec ¢, a —d > 0, on déduit que la solution (u,v) de notre systeme est positive.

vV =2zZ+ U



Troisieme partie

Etude de 'existence globale des
solutions
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Chapitre 3

Etude d’un systeme avec une
nonlinearité exponentielle

3.1 Position du probleme

Etant donné le systeme suivant :

2_7; —aAu=T1— f(u,v) —au (1,1) €2 xR,
% —bAv = f(u,v) —ok(v) (x,t) € A xRy
ou  Ov
on ~ on 0, dansofQ) x R,

u(0,2) = ug(x) >0, v(0,2) =vo(x) >0 dans €,

(3.3)

(3.4)

ou a > 0, b > 0 sont les constantes de diffusion, et II, a, o sont des constantes stiric-

tement positives, k et f sont des fonctions positives de classe C'(R,) et C'(R, x Ry)

respectivement.

Dansle cas 1 =0, « =0, 0 =0 et f(u,v) = h(u)T(v), (on peut prendre h(u) = u
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pour des raisons de simplicité) : on obtient le probleme

ou

5 aAu = —uT(v), (x,t) € QxRy, (3.5)
% —bAv =uT(v), (z,t) € Q xRy, (3.6)
ou Ov
8_77 = 8_’17 =0 dans 0f) x R+, (37)
uw(0,2) = ug(x) >0, v(0,2) =vo(x) >0 dans Q. (3.8)

Ce probleme a attiré ’attention de plusieurs auteurs, qui ont étudié I’éxistence globale,
bornage uniforme et comportement asymptotique des solutions dans différents cas.

3.1.1 Accroissement polynomial

Alikakos [1] a étudié I'éxistence globale de la soloution dans le cas
T(v) < C(1+ [o]"+2/m).

en utilisant la méthode de la fonctionnelle de Lyapunov, Massuda [44] a obtenu des
résultats positives pour le cas d'un accrroissement polynomiale de la forme

T(v) < C(1+Jv]),

avec 0 > (0 arbitraire.

3.1.2 Accroissement exponentiel

Pour un accroissement exponentiel faible
5
T(v) = ™",

0 < < 1,8 >0, une répense positive a été donnée par Haraux et Youkana dans[24].
Pour un accroissement exponentiel

T(v) = e,

dans (3], Barabanova a donné un résultat positif mais avec une condition sur la taille
de la donnée initiale

8ab

PP (3.9)

| o [loo<
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On voit que la force de ce résultat dépend de la différence (a — b), (ie) plus la différence
est petite, plus le choix de la donnée initiale est large.
De meéme H. Kwean [39], etudie le probleme suivant :

ou

5 aAu=—KuT(v) (z,t)€ QxR (3.10)
% —bAv =uT(v) (x,t) € QA xR, (3.11)
ou Ov
o an 0 dans 092 x R, (3.12)
u(0,2) = ug(x) >0, v(0,2) =wvo(x) >0 dans €, (3.13)

sous des conditions techniques
(1) K > én,
(2) 3—2v2< 8 <3-2V2
il établit un résultat pour des conditions initiales telles que || ug ||o< 1.
I. J. Kanel [31], qui a developpé le résultat de Barabanova, sans aucune restriction sur
la taille de la donnée initiale, en imposant une condition moins exigeante :

b<a,

en utilisant les propriétés utiles, inhérentes a la fonction de Green.
Dans le cas IT > 0, & > 0, 0 > 0, L. Melkemi et al. [45], ont prouvé I'existence globale
de la solution, dans une premiere étape, lorsque
(1) 0< f(r,s) < (1+5)%p(r) pour toutr,s >0, 3> 1
(2) 9(r.5) < V() (r,9) et Ty P — 0
dans une deuxieéme étape, dans [46] lorsque g(r,s) = f(r,s) < ¥ (r)p(s) telque

In(1 + ¢(s))

lim = 0.
s—+400 S

Pour un cas plus générale :

ou
i alAu = f(u,v) (x,t) € A xRy (3.14)
% —bAv = g(u,v) (z,t) € QA xRy (3.15)

ou  Ov

a—n = 6_7’] =0 surdf) x R+, (316)
u(0,2) = ug(x) >0, v(0,2) =vo(x) >0 dans €, (3.17)

ou f et g sont des fonctions continuement differenciable sur R* x Rt avec f(0,s) >0
et g(r,0) > 0 pour tout r, s > 0, pour assurer la positivité de la solution.

S.Kouachi [38], a donné une réponse positve a la question, sous les hypotheses suivantes :
Pour tout r,s > 0
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(1) K*71f(r;s)+g(r,s) <Ci(r+s+1) pouri=1,..,p,
(2) |f(r7$)|a |g(7“, S)| < 02(T +s+ 1)m

avec p,m > 1 et K une constante verifiant 'inégalité :

(a+ )

2Vab

Pour le cas d'un systeme a n équations, voir [19] et [28, 29, 30].

K> (3.18)

Le but de ce chapitre est de prouver ’existence globale ainsi que le bornage uniforme
en temps, de la solution du probleme ((3.1)-(3.4)), avec une nonlinearité exponentielle.

3.2 Existence globale et bornage uniforme de la so-
lution

Dans cette section, on va présenté I'un de nos principaux resultats.
On consideére le probleme ((3.1) — (3.4)), en supposant que la non-linéarité f vérifie les
hypotheses suivantes :

A. Nonlinearité exponentielle
Hyp. A-1. V7 >0, f(0,7) =0,
Hyp. A-2. V€ >0,V7r >0, 0< f(&,7) < o(&)(T + 1),
Hyp. A-3. k(1) =7F, u>1,

ou r, A sont des constantes positives, telque A > 1 et  une fonction positive de classe
C(R").
On impose la condition suivante sur la taille de la donnée uq :

6? 8ab
2—0 rn(a—0b)?

max (|| ug [|oo, E) < (3.19)

ou # < 1 est un nombre réel positif tres proche de 1.

Proposition 3.2.1. Si (u,v) est la solution du probleme ((3.1) — (3.4)), alors

II
0 < wu(t,z) <max(|| wy ||oos —)- (3.20)
o
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Démonstration. On utilisera un raisonement de type principe du maximum.
Si on pose (u— K)* = sup(u — K,0). On multiplie (3.1) par (v — K)" et en integrant
sur €2, on aura

1d 9 2
331 [ (=Ko v [ (90— )P
:/Q(u—K)*(H—au)dx—/Q(U—K)Jrf(uyv)d%

comme f est positive, si on integre sur [0,¢], on aura :

[t 8o < [ (- 1)

Q

4 z/ot/Q(u — KYH(TT — au)da.

On a
1) Si ||t > 5, on a

0 u <[ uo [|os

—a(u— [ uo lo)(u = 3), w2 uo lle> 3

(u— || o [|oo) ™ (IT — ) = {

donc
(u— || ug [Joo) ™ (TT = au) < 0.

2) Si || up |[o< 2, on a

o’

II 0 w<
— )t — = — «
(= (I = o) { .

D’ou pour K = max(|| ug [|o, 2), on a

/Q((u  KY)da <0,

d’ou on deduit que (u — K)* =0,
donc

Pour montrer I'existence globale de la solution, il suffit d’etablir le bornage uniforme
de la solution v.
Pour cela on distingue deux cas, le cas (a = b) et (a # b).
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3.2.1 Le cas (a =b)

Théoreme 3.2.1. Posons I'(1) = Il — ot + at, > 1 alors il existe M > 0, tel que
I—om+ar<M, V>0,

Proposition 3.2.2. Si (u,v) est la solution du probléme ((3.1) — (3.4)), alors : On a

0<o(t,x) <A, V(x,t) € Qx|0,Thal, (3.21)

ot

) )

Y=
eld
JiS

A = max{]| zo ||oo,

Démonstration. Le cas y =1
Posons z = u + v, alors si (u,v) verifie ((3.1) — (3.4)), en faisant la somme on deduit
que z verifie I'equation

% —alAz=I1—0z+ (c —a)u (z,t) € Q2 x[0,T] (3.22)
g—:] =0 ondQ x[0,T], (3.23)
2(0,2) = zo(x) >0 dans . (3.24)

On distingue alors deux cas : Si 0 < «
Posons (z — A)T = sup(u — A, 0), ot A est une constante positive.
On multiplie (3.22) par (z — A)™, et nous integrons sur €2, on aura alors

1d 2 2
31 (=N a [ V(- )P
— /Q(Z—A)*(H—az)dx+/g(a—a)(z_/\)+udx,

alors, si on integre sur [0,¢], on aura

(=202 < [ (o= 0o

Q

+/Ot/Q(Z—A)+(H—az)dx.

Pour deduire que 0 < z(¢,2) < A on reprend le méme raisonement de la demonstration
de la proposition 3.2.1
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Sio>a
On a z = u + v, verifie 'equation
0z
E_GAZ_ —(c—a)v—az (z,t) € Q2 x[0,T]
gzo on AQ x [0, 77,

2(0,2) = zo(x) > 0 dans €,

En multipliant (3.25) par (z — A)" et en integrant sur €2, on aura :

1d

:/Q(z—A)JF(H (a—av—az)dx

alors, si on integre sur [0,¢], on aura

=272 < [ (o= 0o

+ /Ot/ﬂ(z — A (I~ (0 — ) — 02)dz.

sachant que o0 — a > 0, on deduit :

[ =0 < [ (o= 27

+/Ot/9(z—A)+(H—az)dx.

et avec le meme type de raisonement antérieur, on montre que :

0<z(t,z) <A
Le cas p>1
Dans ce cas z verifie I’equation
0z
yn —alAz=IT—ov'4+av—az (z,t)cQx][0,T]

g;—o on 99 x [0,T],

2(0,2) = zo(x) > 0 dans Q,
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(3.25)

(3.26)
(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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Posons T'(7)

53
=1l — om" 4+ ar, comme p > 1 alors il existe M > 0, tel que
H—o"+ar <M, Vr>0,

On multiplie (3.28) par (z — A)™, et nous integrons sur €2, pour obtenir :
1d

57 [ (== A+ a/ﬂ V(2 — A)*2de
< /Q(z — N)T(M — az)dx,

et si on integre sur [0,¢], on aura

JRCESRKIEY

Q

t
+/ /(Z—A)+(M—ocz)dx.
0o Jo
On a
1) Si 20 [|o=> 2, on a

@—H%M@WM—a@={O

2 < 20 [l
—o(z— | 20 o) (2 — %),
2) Si | 20 o< &

o
oo ona

(20 — A)*)*dx

D’ou pour A = max(|| 2y ||lss, 2), on a

/Q((z A2z < 0,
donc (z — A)* =0,

alors

d’ou 'existence globale de v.

3.2.2 Construction d’une fonction de Lyapunov (a # b)
Si on utilise les résultats qu’on peut trouver dans D.Henry [25, pp. 35-62], [23], [40],
[53], il est suffisant de montrer que

I f(u,v) = ok(v) [l,< C

(3.31)
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(ot C' est une constante non négative indépendante de ¢) pour un certain p > 7.

Le résultat principale de ce chapitre est

Théoréme 3.2.2. [12]
Sous les hypotheéses Hyp. A1- Hyp. A3 et (3.19), la solution du systéme ((3.1)-(3.4)) est
globale, en plus elle est bornée uniformement sur [0, 4+o00].

Soient w, B, et M des constantes positives telles que w > 1,

(B+1)(2—-0)Mr
=0 = A .32
“ IT 62 8ab
a
M = — . .
max ([l lle: ) < 575 =g (3.33)
Nous pouvons choisir
62 4ab
p ¢ (3.34)

T2 —0(a—b)2Mr’
comme consequence de (3.33), on a bien p > %.
Pour aboutir a une preuve du Theoreme 3.2.2, il nous faut le résultat suivant

Proposition 3.2.3. [12]
Supposons que les conditions Hyp.A1- Hyp.A3 sont satisfait et soit (u,v) la solution de
((3.1)-(3.4)) sur |0, T*[, avec les conditions initiales vy et ug satisfait (3.19).

Soit
M B
R,(t) = d _ Pel . 3.35
O =p [wdes [ (g ) wrereris (3.35)
Alors, il existe p>n/2, et s, I des constantes positives telles que

dR
L < sy 4T (3.36)

Il est trés important de posé quelque Lemmes, avant d’annocer la preuve de cette
proposition.

Lemme 3.2.1. [40]
Si (u,v) est la solution du probléeme ((3.1)-(3.4)), alors

/Qf(u,v)dx < I|Q| — %/ﬂu(t,x)dm. (3.37)
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Démonstration. On integre les deux cotés de I’équation (3.1),

flu,v) =11 — au — %u(t,x) — aAu

qui est satisfait par u, qui est positive et alors on trouve (3.37). ]

Lemme 3.2.2. [17]
Soit 1 une fonction positive de classe C(R™), telle que

vl

lim =0,
T—+o0 T + W
et soit A une constante positive.
Alors il existe Ny > 0, telle que
¢(7—) yp ,pPrT
[H——W - A](T + w) e f<£7 T) < le(gvT)a (338)

pour tout 0 < & < M et 7> 0.

Démonstration. Comme
L B0)
im
T—+oo T + W
il existe 79 > 0, telque pour tout 0 < ¢ < K, 7 > 79, nous avons

)

T+ w
Maintenant si 7 est dans U'intérvalle compacte [0, 70|, alors la fonction continue

X(&7) = [(T) (T +w)P™ = A(T + w)?]e”T

Y

— Al(T +w)Pe’T (€, 7) < 0.

est bornée. O
Lemme 3.2.3. [17]

Pour tout 7 > 0, on a

113 gl
[m - UPK(T)(T+W

ou By et s sont des constantes positives.

)7+ w) P < —s(r+w) P + By, (3.39)

Démonstration. Posons

115
§ = m + s
%(T + WP’ — apr(T) V(T + w)PTE (T + w)P)e T =
16 _ T4 w)P7el” & orn | k() (T + w)PeP’™
((1—9)M f)( + w) +<n(7) p) (T)(T +w) :

alors, en utilisant le Lemme 3.2.2 nous pouvons conclure le résultat. O
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Démonstration. (de la Proposition 3.2.3)

Soit M ’
g(u) = (m) ’
donc R(t) = p /Q udz + G(t),

G(t) = /Qg(u)(v + w)PePdx.

La differentiation de G par rapport a ¢, nous donne

du 0 ov
TP ,pTU . yp ,PTV
/8u J(v+w)Pe ]at+av[()(v+w) e }atdx
/ (v + w) P’ Au + ba2 [g(w) (v + w) e’ | Avdz
v

/Q(H f(u,v) — au) u[ u)(v + w)Pe’] d
+/Q(f(u,v)—o/§(v )8a [9(w)(v + w) e’ ] dx,

en utilisant la formule de Green, nous aurons

G't)=1+J,
ou
I= - a/ g"(u)(v + w)Pe’™ |Vul*dzx
0
—(a+0b) / g (W) [yp(v + W)+ pr(v + w) P! VuVude
0
=5 [ gu)mop = Do+ 0P 4 290+ 0w )T T
Q
et
J = / g (u) (v + w)PePdx — / ag (u)u(v 4+ w)PePdx
0 Q

+ /Q <g(u) [’yp(v + W)t Frp(v + w)w} —g'(u)(v+ w)7p> f(u,v)eP™dx

— / olyp(v +w)?P 4 rp(v + w) Pk (v)g(u)eP ™ da.
Q
Donc la formule I a une forme quadratique par rapport a Vu et Vv, qui est positive si

6= (pla+0b)g (u)|y(v+w)”" +r(v+w)?])
— dabyp(yp — 1)g" (u)g(u) (v + w) P2
— dabg" (u)g(u) (v + w) P [2yp°r (v 4+ w)"? " + p*ri(v + w) ] < 0.

2
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En effet
g(u)*(v + w)*1 2

6= [(py)*(a+0)*B% — 4abB(B + 1)py(py — 1)]

(CROEmE
4 [(a+b)282 — dabB(8 + 1)] 2 (qu(u—) é;’]\;f)uy 27 + (v + w)],

le choix de (8 et v, nous donne

0< [B+1—py(1— 9)]4abﬁp’>’9(u)2(v + w)?P 2

(2= 6)M —u)?
+ 4ab(6 — 1)Tpf(g2(7i) 6()1}1\;[ri01¢)2 24 (rp) (v + w)] <0,
et par suite, on a
1<0.

Concernant le second terme J, on a

1os [ (Gt - ol ]t s e

# [ (ol 4= g e+ e

En utilisant le Lemme 3.2.3, nous trouvons

J < /Q[—s(v + w)P7eP™ + Bylg(u)dx

+/Q (p[vzw +r]— 9 f 0 (a :lcgzz;zM>f(uaU)g(u)(U + w)Pef " dx,

ou

lo= /Q[_S(v + W)™ + Bilg(u)dx

ry (1 —0) 4dab -
+/Q<v+w_ 2_9 (a_b)zM)f(“>U)9(U)(U+W) eP"dx

62 4ab -
—l—/Q (pr T (= b)QM)f(u,v)g(u)(v + w)PeP " dx.
Du Lemme 3.2.2 et la formule (3.34), on a
7= [[storwen + Blgds

/fuv

En plus, on a

57
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donc

1\’ 1\’

alors, si on pose,
1 B
B=B|Q||——
12l (=)

1 B
P—N1<—1_6) .

donc, si on utilise le Lemme 3.2.1,

et

J < —5sR,(t) —I—sp/

u(t,z)dr + B+ pIl | Q| —pi / u(t, z)dx
Q dt Jo

d
< —sR,(t)+[sM+1p| Q| +B — o / u(t, x)dx,
Q

et par suite, on a

dR
d_tp S —SRp + F,

oul'=[sM+1Ip | Q| +B. O

Démonstration. (du Théoreme 3.2.2)
Multiplions (3.36) par e et intégrons 'inegalité, ce qui implique l'existence d’une
constante positive C' > 0 independente de t telque

R,(t) < C.
Comme
g(u) > (5—)",
alors
/Q (v+w)Pedr < (2—60)°R,(t)
< C(2-0).

Aussi on a w > 1 et 3.32 on a bien,

/(v + 1)PePdr < /(v + w)PePdr < C(2 — 6)7,
Q Q

/ v"Pdr < / (v+w)Pdr < C(2 —0)°.
Q Q

On pose
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en partant des hypotheses Hyp.A1l- Hyp.A3, on a
/ f(u,v)Pdx < / AP (v + 1)MeP™dr < APC(2 — 0)° = APHP,
Q Q
alors,

1f (u, 0) = o)l < [f(w, 0)lp + [lor()]l, < H(A +0).

En tenant compte des remarques preliminaire (introduction de la section 3.2.2), nous
concluons que la solution du systeme ((3.1)-(3.4)) est globale et uniforment bornée sur
[0, +-00[x (2. O
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3.3 Etude du cas 0 =0

Dans cette section nous nous intéressons au systeme suivant :

%—aAu:H— (u,v) —au (z,t) € QA xRy, (3.40)
% “bAv = f(u,0) (2,8) € Q xRy, (341)

avec des conditions aux bord

(9u_8v

8_77 = 8_77 =0 on 39 X R+, (342)

et conditions initiales
u(0,2) = ug(x) >0, ©v(0,2) =wvo(x) >0 dans €, (3.43)

ou €2 est un ouvert regulier et borné de R", de frontiere 9€2, n est la normale extérieure
de 092, a > 0, b > 0 sont les constantes de diffusion, telque a # b et I, o, sont des
constantes stirictement positives, f est une fonction positive de classe C* (R, x R).

Le but principale de cette étude est de prouver I'existence globale ainsi que le bor-
nage uniforme en temps, de la solution du probleme ((3.40)-(3.43)), avec une nonlinea-
rité exponentielle, telleque f satisfait les conditions suivantes :

B. Nonlinearité exponentielle
Hyp. B-1. V7 >0, f(0,7) =,
Hyp. B-2. V€ >0, V7 >0,  f(&,7) < @(&)(r + 1),
Hyp. B-3. lim, ., f(§,7) = +oo.

ou r, A,  sont des constantes positives, telles que A > 1 et 0 < { < II, ¢ est une fonction
positive, de classe C'(RT).
Cette existence globale se justifié, pour tout vy et ug satisfaisant la conditiont suivante :

11 62 8ab
max (|| g HOO’E) “92-9¢ rn(a —b)?’

ou A < 1 est un nombre réel positif tres proche de 1.

(3.44)

Pour cette fin on utilise deux techniques, le principe de maximum et la fonction de
lyapunov.
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3.3.1 Existence globale et bornage uniforme de la solution

De la meme facon que dans la section 3.2, en utilisant le principe de maximum, on
obtiens
0 < u(t, z) < max(]| o [, g), (3.45)
Il reste donc le bornage uniforme de la solution v.
Si on utilise les résultat qu’on peut trouver dans D.Henry [25, pp. 35-62], [23], [40], [53],
il est suffisant de montrer que

| f(u,v) [[,<C (3.46)

(ou C est une constante non négative indépendante de ¢) pour un certain p > %. Le

5.
résultat principale de cette section est

Théoréme 3.3.1. Sous les conditions Hyp.B1- Hyp.B3 et (3.44), la solution du systéme
((3.40)-(3.43)) est globale, en plus elle est bornée uniformement sur [0, +o0].

Soient w, B, et M des constantes positives telles que w > 1,

4ab B+1)(2—-0)Mr
Sy I ——— = A 4
“ IT 62 8ab
a
M = — . 4
max (|| uo [loc a) 3¢ rn(a — b)? (3.48)
Nous pouvons choisir
62 4ab
P ¢ (3.49)

T2 —0(a—b)2Mr’
comme consequence de (3.48), on a bien p > Z.
Pour aboutir a une preuve du Theoreme 3.3.1, il nous faut le résultat suivant

Proposition 3.3.1. Supposons que les hypotheses Hyp.B1- Hyp.BS5 sont satisfait et
soit (u,v) la solution de ((3.40)-(53.43)) sur |0, T*[, avec les conditions initiales vy et ug
satisfait (3.44).
Soit
M B
R,(t) :p/Qud:E+/Q ((Q—Q)—M—u) (v+w)PePdx. (3.50)

Alors, il existe p > n/2, et s, I' des constantes positives telles que

d
% < —sR,+T. (3.51)
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Démonstration. Soit

donc
R,(t) = p/ udzr + G(t),
Q
ol
G(t) = / g(u)(v 4 w)Pe ™ dz.
Q
La differentiation de G par rapport a t, nous donne

ou 0

G/(t) = /Q % [g u) (U + w)Wpeprv] E + % [g(u) (’U + w)vpeprv} %dl‘

(
= /Q a% [g(w) (v + w) e’ ] Au + b% [g(w) (v + w) e’ | Avdx
I 0 PP ]
+/Q( —f(u,v)—au)%[g(u)(v%—w) e’ du

8 VP ,pTV
+ [ fuo g oo+ e de

en utilisant la formule de Green, nous aurons

G'(t)=1+J,
ou
I= - a/gg”(u)(v+w)7pepT”|Vu|2d:c
—(a+0b) /Qg’(u)[vp(v + w) P 4 pr(v + w) PP VuVodz
=5 [ glptp = Do+ )7 + 2ptro-+) 7 4 )Tl Vol
et
J= /QHg’(u)(v + w) PP dx — /Qag’(u)u('u + w) el dx

+ /Q <g(u) [vp(v + W)+ rp(v + w)?] — ¢’ (u) (v + w)”p) f(u,v)eP™d.

Donc la formule I a une forme quadratique par rapport a Vu et Vv, qui est positive si

5= (pla+b)g v +w) ™™ +rv+w)?)’

— dabyp(yp — 1)g" (u)g(u) (v + w)>P~>
— 4abg” (u)g(u)(v 4+ w) P [2yp*r(v + W) P~ 4 p*r? (v + w)"] < 0.
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En effet
2 2 92 g(w)*(v +w) 2
[(py) " (a+b)°57 = 4abB(6 + Dy vy = D5 =5y =2

+ [0+ b)26° — 4abB(5 +1)]2 (&‘72(1‘_) é;’};‘_")u;_ 29+ r(w+w)],

5=

le choix de (8 et vy, nous donne
4abBpyg(u)?(v + w)?r =2

+ 4ab(0 — 1)Tpf(g2(li)z(>ﬂf>;§;_l 24 (rp)(v + w)] <0,

et par suite, on a
I <0.

Concernant le second terme J, on a
IT
J < / b g(u)(v+ w)P e dx
Q

(1—6)M
+/Q (p[v z - +7r] — M%)f(u, v)g(u)(v+ w)PePdz.

alors,

J < / 1p g(u)(v+ w)P e dx

+/: (p[ T | — 5 ﬁ il _4621))2M)f(u,v)g(u)(v + W) P,
< ),

ou

115 0(1—0)>  4ab —
(1-0M 2-6 (a—b)sz(“’U>)9(u)(U+W) e d

(
+ /Q ( py  6(1—0)  dab )f(uw)gw)(ww)%mdx
(

V4w 2—60 (a—0b)>2M

62 4ab
_ P ,pTU

d’ou

J < /Q <H — (12__99)3]”(%1))) a _ﬁe)Mg(u)(v+w)mepmda:

ry 92(1 —0) 4ab P prv
+/n<v+w_ 2—6 (a—b)QM)ﬂ“’”)g(“)(Hw) e d

+/Q (p "3 0—2 0 g >f (u, v)g(u) (v +w)Pe du.

a—b)2M
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En tenant compte de I’hypothese Hyp.B3 et le Lemme 3.2.2, le Lemme 3.2.3 et la
formule 3.49, alors il existe s > 0, By > 0, tels que

/ /[ s(v+w)e™” + Bilg(u)dz

/f w,v)g
g(u) < (ﬁ)ﬁ,
J < —£Q+HH&<1QY+N(£jYK#mmm

alors, si on pose,
1 B
B=B|Q||——
12l (12)

1 B
p:M(m)-

donc, si on utilise le Lemme 3.2.1,

J < —sR,(1) +sp/

Q

En plus, on a

donc

et

d
u(t,x)de + B+ pll | Q| —p— / u(t, x)dx
dt o,
d
< =SSR (t)+ [sM+1p| Q| +B — pa/u(t,x)d:p
0

et par suite, on a

dRp
< -—sR,+T,
7 = Sk, +

oul'=[sM+1I]p | Q| +B. O

Démonstration. (du Théoreme 3.3.1)
Multiplions (3.51) par e et intégrons 'inegalité, ce qui implique lexistence d'une
constante positive C' > 0 independente de t telque

R,(t) < C.

Comme

alors
/Q (v+w)Pedr < (2—60)°R,(t)

< C(2-0).
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Aussi on a w > 1 et (3.47) on a bien,

/(U + 1) dr < /(U + w)PePdr < C(2 — 6)°.
0

Q

On pose
A= max ¢({),

0<E<M

en partant des hypotheses Hyp.B1- Hyp.B3, on a

/ Flu,v)Pdz < / AP(v+ 1)PeP™dz < APC(2 — 0) = APHP,
Q Q

alors,

1 (w, 0)|l, < AH

65

En tenant compte des remarques preliminaire (introduction de la section 3.2.2), nous

concluons que la solution du systeme ((3.40)-(3.43)) est globale et uniforment bornée

sur [0, +o00[x €.

]



Chapitre 4

Etude d’un systeme avec une
nonlinearité polynomiale

Apres avoir etudier l'ezistence locale de la solution du systéme ((2.37)-(2.40)), on
s’intéresse dans ce chapitre, a l’étude de ’existence globale ainsi que le bornage uniforme
en temps, de la solution d’un systeme de reaction-diffusion intervenant dans la mode-
lisation de la propagation de la maladie SIDA dans une population (pour plus de détail
voir section 7.2), cette étude se fera dans le cas ot on a une nonlinearité polynomiale
du deuzieme membre du systéme, dont la matrice correspondante est triangulaire.
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4.1 Position du probleme

Dans ce chapitre nous nous intéressons a un systeme de la forme

%—aAu:H—f(u,v)—au (x,t) € Q xRy (4.1)
% — cAu — dAv = g(u,v) —ov (z,t) € A x Ry, (4.2)
avec des conditions aux bord
g_:;:g_:;:o on 092 x R, (4.3)
et conditions initiales
uw(0,2) = ug(x) >0, v(0,2) =vo(x) >0 dans €, (4.4)

ol  est ouvert régulier et borné de R", avec une frontiere 99 de classe C*, n est la
normale extérieure de 9€2, a > 0, ¢ > 0 et d > 0 sont les constantes de diffusion, telsque
a > d et ¢? < 4ad qui représente la condition de parabolicité. II, o, o sont des constantes
stirictement positives, f, g sont deux fonctions positives de classe C*' (R, x R,), telles
que,

C. Nonlinearité polynomiale
Hyp. C-1. Pour tout 7 >0, f(0,7) =0;
Hyp. C-2. Pour tout £ > 0 et tout 7 >0, 0 < f(&§,7) < (&) (p+7)";
Hyp. C-3. Pour tout £ > 0 et tout 7 >0, g(&,7) < (1) f(&,7) + ¢(7),

ou r, i sont des constantes positives telles que r > 1, u > 1, ¢, ¥ et ¢ sont des fonctions
nonnegatives de classe C(R,), telles que

im 20— g 20 g (4.5)
T—+00 T T—+00 T
c
5(0) > ——. (46)
En plus, on suppose
96—+ ——f(6, =) = —— o~ + 4, V20  (47)
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4.2 Synthese

Le but de cette partie est de donner un panorama des résultats recents autour de la
question d’existence globale des solutions, pour des systemes de réaction-diffusion de la

forme :
ou
E—aAu:H—f(u,v)—au, (x,t) € Q x Ry, (4.8)
% — cAu — dAv = f(u,v) — ok(v), (z,t) € QA xR, (4.9)
ou  Ov
= = QxR 4.1
o0~ o 0 dans 092 x R, (4.10)
w(0,2) = ug(x) >0, ©v(0,2) =vo(x) >0 dans . (4.11)

DanslecasI1 =0, =0,0 =0et f(u,v) = h(u)T(v), (on peut prendre h(u) = u pour
des raisons de simplicité) :

% —alAu = —uT(v), (z,t) € QxR (4.12)

% — cAu — dAv =uT(v), (x,t) € QxR (4.13)
ou Ov

(9_77 = 3_77 =0 dans 99 x R, (4.14)

u(0,2) = ug(x) >0, v(0,2) =vo(x) >0 dans €. (4.15)

Kirane [34] a etudie ce systeme sous la condition suivante :

lim In(1+4T(s))

s§——+00 S

= 0.

En suite Kanel et Kirane [32] ont donné une repense positive, sous les conditions sui-
vantes :

(H'1) f(u,v) >0,0on R xR;

(H'2) f(0,v) =0, pour tout v € R, ;

(H'3) f(u,v) < K¢(u)e?, ou K et v sont des constantes positives, ¢ est une fonction

continue, nonnegative et localement Lipschitizienne sur R telle que ¢(0) =0

(H4) d>a,c<d-—a.
Donc notre but dans ce chapitre est de cherché une repense positive, concernant la
question de l'existence globale de la solution du systeme considéré, i.e., dans le cas ou
IT>0,a>0,0>0,en prenant en compte les hypotheses Hyp.C1- Hyp.C3, (4.5), (4.6)
et enfin (4.7) pour assuré la positivité de la solution ( voir I'exemple 2.3.1).
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4.3 Existence globale et bornage uniforme de la so-
lution

Le but de cette partie est d’étudier la question de l'existence globale et bornage
uniforme de la solution du systeme (((4.1))-((4.4))), en prenant en compte les hypotheses
Hyp.C1- Hyp.C3, (4.5), (4.6) et enfin (4.7), en utilisant la méthode de la fonction de
lyapunov.

4.3.1 Resultat principal

En utilisant le principe de comparaison, on obtiens

IT
0 <u(t,r) <max(]| uo ||, —) = K, (4.16)
a

Il reste donc le bornage uniforme de la solution v. Si on utilise le Lemme 7?7 ou bien les
résultats qu’on peut trouver dans D.Henry [25, pp. 35-62], [23], [40], [53], il est suffisant
de montrer que

1T (u, 2) ||, < C, (4.17)

ou bien
| 9(u,v) —ov [,< C (4.18)

(ot C' est une constante non négative indépendante de t) pour un certain p > 3.

Le résultat principale de ce chapitre est

Théoréeme 4.3.1. [11]
Sous les conditions Hyp.C1- Hyp.C3, (4.5), (4.6), la solution du systéme ((4.1)-(4.4))

est globale, en plus elle est bornée uniformement sur [0, 4+00].

4.3.2 Construction d’une fonction de Lyapunov

Posons
rp) =2 roa—dep+ ),
p—1 4dad (4.19)
=2 S - |
I'(p)o’ 4adR* R?
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ou p > 0,
__r po_lazdp
T(p)l’ L(p)(l+ pK)
En utilisant les notations ci-dessus, on peut énoncer proposition suivante
Proposition 4.3.1. [11]
Supposons que p > 2 et soit

Gn(t) = N/Qudx + /Q(U + w)? exp(—%p) In(T'(p)[l + p(K — w)]))dz, (4.20)

ot (u,v) est la solution du systéme ((4.1)-(4.4)) sur |0, T™[.
Alors, sous les suppositions Hyp.C'1- Hyp.C3, (4.5), (4.6), il existe deux constantes
positive N et s telles que

— < —(p—1)oGy +s. (4.21)

La preuve de cette proposition nécessite quelques Lemmes.

Lemme 4.3.1. [46] Si (u,v) est la solution du systéme ((4.1)-(4.4)), alors

/Qf(u,v)dx < BI19Q| - %/ﬂu(t,x)dw. (4.22)

Démonstration. Nous integrons les deux cotés de (4.1),

d
/ng(U,U)ZLH—au—Eu(t,x)dx

et comme la fonction u est positive, alors on trouve (4.22). ]

Lemme 4.3.2. [11] Supposons que p > 2, alors sous les hypothéses Hyp.C1- Hyp.C3,
(4.5), (4.6) il existe Ny, tel que

(g(&,7) = d(T))(T + )Pt = 0f (&, 7)(T +w)?] < N f(E,7) (4.23)
pour tout 0 << K et7>0, 0 >0.

Démonstration. De la supposition Hyp.C3, et (4.5), nous concluons qu’il existe 79 > 0,
tel que pour tout 0 < & < K, 7 > 79, on trouve

[pm

T+w
Maintenant si 7 est dans U'intervalle fermé [0, 7], alors la fonction continue

X&) =p(7) (T + W) = 0(r +w)”

est bornée. 0

—0l(t+w)f(& 1) <0.



Chapitre 4. Etude d’un systéme avec une nonlinearité polynomiale 71

Lemme 4.3.3. [11]
Pour tout 7> 0 etw >1, on a

Bp
L'(p)l

ou, My est une constante positive.

(T +w)? —op(t +w)P 7 +po(r) (T +wW)P ' < —(p—Do(t +w)P + M (4.24)

Démonstration. On pose

_ bBp
['(p)!

Bp
By

comme [ = 282 alors
I'(p)o”’

(T +w)? —op(t + w)Pir

Bp w  Pp
Fplt4+w T(p)l

—op|T(T+w)P T+ 2 (7 + w)?

plow+o(r)) 1 .
W - 5]0(7’ + w)?.

En utilisant (4.5) et le Lemme 4.3.2. O

I+ po(7) (T +w)P ™t < —(p—1Do(T +w)? +

Maintenant on peut établir la preuve de la proposition 4.3.1,

Démonstration de la proposition 4.5.1. Soit

h(u) = —ﬁ (T ()l + p(K — u)])

pour poser

Gy(t) = N / udz + L(t)
Q
ou
L(t) = / eh(“)(v + w)Pdz.
Q
La differentiation de L par rapport a t, nous donne

L'(t) —/ [i[eh(“)(v—l—w) }g—?—l— %[ ) (4 w)P }gt]d:c

/Q (v+w)?] + c% ") (v + w)p]]Audx
+/Q % (v + w)?] Avda
y—T—

/|
[ (o)) 2+ o]
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en utilisant la formule de Green, nous aurons

L'ty=1+1J
I=— /Q[a(h”(u) + W2(w) (v + w)P + peh (u) (v + w)P "WV U da
- /Q [p(a + d)l' (u)(v+ w)P~" + p(p — D)e(v + w)P 1" VuVode
— / p(p — Dd(v + w)P 2"V dx
Q
et

J = / B () (0 + )P
+L@“%”@+w““4ﬂwﬂmw@+wmﬁww

_/ah’(u)u(v+w)P6h(u)d$_/Up(UjLw)p—lveh(u)dx‘
@ Q

Donc la formule I a une forme quadratique par rapport a Vu et Vo, Vu, Vu.
D =[a(h"(u) + h?*(u)) (v + w)? + pch/ (u) (v + w)P | Vu?
+ [pla + d)h' (u) (v + w)?~! + p(p — D)e(v + w)P ] VuVo
+p(p — (v + w2V

qui est positive si
6 =[p(a+ d)W (u)(v +w)P~" +p(p — 1) (v + w)P 72
—4p(p — Dd(v +w)"[a(h" (u) + 1 (w)) (v + w)?
+ peh/ (u) (v + w)P~1] < 0.
En effet,
§ =p*(a + d)*h"*(w) (v + w)** % + 2(a + d)ep®(p — DA (u)) (v + w)* 7>
+p%(p— 1)% (v +w)** = dp(p — Dad(R" (u) + h*(u)) (v + w)* 2
— 4edp*(p — DI (u) (v 4+ w)?P~3
et comme v + w > 1. 1l s’en suit
6 <[p*(a+ d)*h™(u) — 4p(p — D)ad(h" (u) + 1 (w))](v + w)*~2
+ [2(a + d)ep?(p — VI (u) + p*(p — 1)°
— 4edp®(p — 1B (w)] (v + w)* 73,

72
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Posons
T = p*(a+ d)*h™(u) — 4p(p — Vad(h" (u) + h*(u))

le choix de h(u), nous laisse ecrire

P ; P
i+ ox) ="M S (4.25)

et par consequent,

_ p*dad(a — d)*p? —Adadp®R2
N ]

En plus

§ <[2(a + d)ep*(p — DA (u) + p*(p — 1) — dedp®(p — 1A (u)] (v + w)* 2
+ T+ w)(v+w)?>?

p 4adR*w, 9p—3 2p—3
<[(p —1)c* +2(a — d)c — p(p—1)(v+w)P > +To(v+w)?P.
(0= D+ 200 = dpels = EEE - (0 ) (v +w)
Si on remplace w par sa valeur et utilisé la condition de parabolicité ¢? —4ad < 0, nous
deduisons
§ <[p(c® — 4ad) — (c — S)? — 4adR*u]p*(p — 1) (v + w)?~3
+ To(v +w)*3 <0,

et on a,

I <0.

Nous pouvons controlé le second terme par ’observation que
J < / [BR (u)(v 4 w)P — op(v + w)P " v + pp(v) (v + w)P e dx
Q

+ [ platu) = G0+ = B, o) + e,
Q

Alors,
J < /Q[Ffzf)l (v +w)P — op(v + w)P Lo + po(v) (v + w)P e Wdz
u,v) — ¢(v))(v wP—l_# w. ) (v - )Pl do.
+ [ Ilatu0) = 600+ P = gt ) o+ e

En appliquant les Lemmes 4.3.2 et 4.3.3, nous trouvons

JS—(p—l)cr/

(v + w)Pe"Wdz + M, / "Wz + Ny / f(u,v)e"™dz.
Q Q Q
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En plus on a

R
"= T

et par conséquent,

2 2Bp

J < ~(p= oL+ Ml ™" 4 N T [ vy,
Q

Posons

28p 28p

__1 _1n2Be L1 In
M = M|Qe T ™« N = Nje T " ¢

et utilisant le Lemme 4.3.1, nous concluons que

J<—(p—1)oL+ M+ N[B|Q| - %/ u(t, 2)da]
Q

d
g—(p—l)aGN—i—(p—1)0N/uda:—|—M+Nﬁ|Q|—Na/u(t,x)d:c
Q Q

<—(p—1)oGy+|QIN[(p—- 1)Ko+ 3] + M — Ni u(t, x)dz.

dt Jo
et enfin on a e
d_tN < —(p—1)oGy+s
o s = [QN[(p — 1)Ko + 3] + M. O

Nous pouvons maintenant établir la preuve du resultat principal de ce chapitre.

Démonstration du Théoréme 4.3.1. Nous multiplions (4.3.6) par e®~17* et integrons,

' or AGN ' 1 1
/ el )UTWCZT < / —(p — 1)oGne®P V77 4 selp=Domqr
0 0

Gy(t) < C.

Comme
) > o~ M@ [1+k)

Y

pour tout p > 2, on a
/ (0wl < e PCOII G < Cerl BT _ o)
Q
Par concequent, nous avons

[wvuri<cw). [ var<cw)
Q Q
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Maitenant nous choisissons p > n/2, et nous cherchons a estimé || ' (u, v)||,. nous posons

A= g ) A= g o0, A= o o)

ott 7 = maz(r1, ) telle que
T>n = P(r)<T, 7>21n = ) <T
En utilisant Hyp.C1- Hyp.C3, nous aurons
9(u,v) < P)f(u,v) + ¢(v) < Y(v)p(u)(p+v)" + ¢(v) < A (v)(pn+v)" + ¢(v).

Comme 0 <u < K, on a

/QQ(U; v)Pdr < /Q[Azlb(v)(u +v)" + ¢(v)]Pd.

En utilisant I'inegalité
(x +y)" <2971 (a7 +y7)

pour tout x,y > 0 et ¢ > 1, pour obtenir les estimations suivantes

/Qg(u,v)pdx
< / AL (0)? (1 + 0)'™ + B(0)]de

< op-1 [A%(/ A¥(p+ 1) Pdx + / VP (4 prdI) + QA5 + / vpdx}
v<Tp v>70 V270
<2 (A + 7)) 192 + 45 / (i 0) P + Q1A + / Wi
v>T70 v2To

< 2 (Aa i+ 7o) VIR + ABC((r -+ 1)p) + 19145 + C )] = B

g

/ f(u,v)Pdz < ASC(rp) = EF.
Q
Nous concluons que
c
1w o)l < llg (s 0)llp + —— [l £ (w, 0)lly + allull, + B + olvl,

< By + ——[E; + (aK + A)|Qf] + o {/Clp).

Enfin nous concluons que 'unique solution du systeme considéré, est globale, et unifor-
mement bornée sur [0, +o00[x . O
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Remarque 4.3.1. La fonction g peut dépendre de t, c’est-a-dire qu’on peut supposer
que
w(t) € C([0, +0o0]), une fonction positive et bornée, telle que

w < . (4.26)
Donc si on pose

9(t,§,7) =@ () f(&,7), (4.27)

alors,
g<t7§77—> S ,U/lf(§77—>7 (428>

mais
lim M=o, (4.29)

T—+00 T

donc g verifie ’hypothése Hyp.C3, et dans ce cas la proposition 4.3.1 reste vraie, et par
suite le Théoréme /.3.1 reste aussi vrai.



Quatrieme partie

Comportement asymptotique

7



Chapitre 5

Comportement asymptotique

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a l’étude du comportement asymptotique de
la solution du probléme (((4.1))-((4.4))), chapitre 4.
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Dans ce chapitre nous nous intéressons a un systeme de la forme

%—aAu:ﬁ—f(u,v)—au (z,t) € A xRy (5.1)
v
i cAu — dAv = g(t,u,v) —ov (z,t) € Q x Ry, (5.2)
avec des conditions aux bord
ou  Ov
6_77:8_77:() on 8Q><]R+, (53)
et conditions initiales
u(0,z) = ug(x) >0, v(0,2) =v9(x) >0 dans €, (5.4)

ou 2 est ouvert régulier et borné de R", avec une frontiere 0€, n est la normale extérieure
de 90, a > 0, ¢ > 0 et d > 0 sont les constantes de diffusion, telsque a > d et ¢? <
4ad qui représente la condition de parabolicité. 3, a, o sont des constantes stirictement
positives, f est une fonction positive de classe C1(R, x R,).

Concernant la fonction g, on va supposer les meme hypotheses de la remarque 4.3.1,
c’est-a-dire que g est une fonction positive de classe C'(R, x R, x R,) telle que,

D. Nonlinearité polynomiale
Hyp. D-1. Pour tout 7 >0, f(0,7) =0,
Hyp. D-2. Pour tout £ >0 et tout 7 >0, 0 < f(&,7) < (O r(p+7)1;
Hyp. D-3. Pour tout £ > 0 et tout 7 >0, g(t,&,7) = w(t)f(&,7) < pur f(E,7),
Hyp. D-4. @ est bornée sur R, , et il existe p > 1, telle que

+o00
/ wP(s)ds < +oo,
0

ou r, it sont des constantes positives telles que » > 1, u > 1, o, w sont des fonctions
nonnegatives de classe C'(R"), telles que

Du Théoreme 4.3.1, nous pouvons assurer l'existence d’une constante positive B,
telle que

v(t,r) < B surQ x R,. (5.5)

Posons "
z = a(l — e ) + |lug|loce™ — u, (5.6)
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alors, z satisfait ’équation suivante

% —alz = f(u,v) —az, (r,t) € QxR,, (5.7)
0z

5, =0 omOUxR,, (5.8)

2(0,2) = zo(x) = ||uol|ooc — wo(z) >0, dans 2. (5.9)

Lemme 5.0.4. Soit (u(t,z),v(t,z)), la solution globale du probléme (((5.1))-((5.4))),
alors,

11
u < —(1—e) + [Jupllce™ ™. (5.10)
(0%

Démonstration. 11 suffit de montrer que la solution du probleme (((5.7))-((5.9))) est

positive.
En effet,

0

G_j —alAz = F(z,v), (5.11)
avec

F(z,v) = f(u,v) — az.
On a donc n
F(0,0) = f(—(1 =) + [[uolloce™, v) = 0,

et d’apres la proposition 2.3.1, la solution z est positive. O

Donc d’apres la démonstration, on a

II
0<z<—(1—e )+ Juplloce™™ < = + |lug|los, V¥(z,t) €QxR,. (5.12)
o
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Lemme 5.0.5. Soit (u(t,z),v(t,z)), la solution du probléme (((5.1))-((5.4))), on a

t
0< / /’Ud:EdS < 400, Vt>0, (5.13)
0 Ja
t
/ / g(s,u,v)drds < 400, Vit > 0. (5.14)
0 Jo

Démonstration. Soit q le conjugué de p > 1, 'hypothése Hyp.D4 nous permet d’écrire

+oo
/ w? (t)dt = ag < +o0. (5.15)
0
Posons
Az = max ¢(¢). (5.16)
Par ailleurs, si on applique le Théoreme des valeurs intermédiaires sur la fonction
T
T(1) = ,
(7) T+ W
on a
T1) < 7C,, (5.17)
ol

Cy,= sup (Tq_l(ﬁ)q)

0<c<7<B S+ p
En integrant 'equation (5.2) sur €2 et utilisant l'inégalité de Holder, on aura
0

5 Uda:—/ (t,u,v) — ovdx

= / w(t)f(u,v) — ovdz

/w v(p+v)"t — ovdx
(5.18)
w(t)Ag(/mLB)’"/QT(v)dx—a/dex

w(t)A_g(,u—l—E)qQﬁ(/QT‘I(U)dx)}‘ —a/gvdx
w(t)A_g(u+§)’"|Q|;Cq‘1‘(/dea:); —a/gvdx.

En integrant (5.18) sur [0, ¢] et utilisant I'inégalité de Holder, on a

/vdx—i—o/ /UdIdS

1 t 1
SA_z(/JJ—i—E)”]Q]pC;/ w(s)(/vdx)ds—i—/vodx (5.19)
0
ol + By C ( /wp )ds)” ( //vdmds + 12 190|oo.

IN



Chapitre 5. Comportement asymptotique 82

Posons
1
= / / vdmds 7
alors )
oh?(t) — As(p+ B)"|€2]» Cqag h(t) — |€2[Jvolloe <0, (5.20)
alors .
(/ /Uda:ds)q < zp
0 Jo
ou xg est I'unique solution positive de ’equation
— Aa(p+ B)'|9]» Cpagw — |9 [[vo]|e = 0, (5.21)
dans R, alors
“+o0o
/ / vdrds < oo. (5.22)
Pour la fonction g, on integre ((5.7)) sur [0, ¢[x£2, on aura

t
/Ud:r:—l—a/ /vdmds
Q 0 Jo
t
:/ /g(t,u,v)vdwds—i—/vodx,
0 JQ Q

+00 +oo
/ /g(t,u,v)dxds < / vdx+/ /vdxds < 0. (5.24)
0 Q Q 0 Q

]

(5.23)

Théoreme 5.0.2. Soit (u(t,x),v(t,z)), la solution globale du probléme (((5.1))-((5.4))).
Alors, lorsque t — 400,

Il
[ = —lloc = 0. (5.25)
[v]loc = 0. (5.26)

Démonstration. Multiplions 1'équation ((5.7)) par z et intégrons sur [0,t[x€2, et en
utilisant la formule de Green, on trouve,

1 t t
—/z2dx—|—a/ /|Vz|2dmds+oz/ /szxds
2 Ja 0 Jo 0 Jao
! 1
:/ /zf(u,v)d:cds—l——/zgd:c,
0 Jo 2 Jo

(5.27)
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de l'inégalité (5.12), on a

1 t t
—/z2dx+a/ /|Vz\2dxds+oz/ /zzda:ds
2 Q 0 JOQ 0 JQ

I t 1 )

< (= + lluollc) f(u7v)d:cds+— 22dx (5.28)
Q
H 1
+mmn//‘ ol oy s + 5 [ e
Oé 2 Q

On a
Az = max ¢(¢),
et on pose
R = max(Ay, (u+ B)"™)
alors

1 t t
—/z2d$+a/ /]Vz|2dxds—|—oa/ /sz:cds
2 Jo 0 Jo 0 Jo
— 1 ! 1,
< R(— + |Juolloo) vdrds + = | zjdx.
« 0o Ja 2 Ja

Le Lemme 5.0.5, nous permet d’écrire

/ 2d:c—|—a//|Vz\ d:cds—l—a// 2*dxds
(5.30)

< R + ol 0D+ 5 [ s,

(5.29)

ot D est une constante positive telle que

t
//dedsgﬁ, vt € [0, 400l
0 Jo

Alors on déduit les résultats suivants :

z(t,.) € L*(9), (5.31)
+o0o
/ / \Vz*dzds < +o0, (5.32)
0 Q
+oo
/ / 22dx < +00. (5.33)
0 Q
D’apres le Lemme 1.1.1, on a
lim []z(Z,.)]2 = 0. (5.34)

t—+00
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D’autre part d’apres le Théoreme 77 d’Ascoli et [23] {z } £50 est relativement com-
pact, et 5.34 on a
Jm [zt )]l = 0. (5.35)

I 11 o o ot 1
o= = oo =l (1 =€) + gl = 1+ € = Juollc)
o a (5.36)

a1l
< zlloo + €= = lluollocl;

d’ou on deduit (5.25).
Concernant v, on multiplie 'equation (5.2) par v et on I'integre sur [0, ¢[x(2, on a

/ 2dm+20/ /Vu Vvdxds—l—Zd/ /|VU| dmds+20// v?dads
Q
= 2/ /Ug U, v dxds+/ cdz, (5.37)
/ /vw f(u v)dxds%—/v%dz,
Q

comme dans (5.30)

t t
/v2dx+2c/ /Vu.Vvda:ds—i—Qd/ /|Vv\2dxds+20/ /dexds
Q 0 JQ 0 JQ 0 JQ (538)

_ _1II _
< BRC + ul) 0D + [ i3
Q

Posons
Q1={(z,s) € Q x[0,t[/Vu.Vv > 0} (5.30)
Q2 = {(z,s) € Q x [0,t[/Vu.Vv < 0}. '
On a
t t
/02d$+20/ Vu.Vvda:ds—I—Qd/ /|Vv|2d:pds+2cr/ /UQdZL“dS
Q 1 0 Q 0 JQ
o - 2 (5.40)
< BR(— + JJuolleo) |2 D + | vidx —2¢ | Vu.Voudzds,
« Q 5
en utilisant e—inégalité
2ab < ea® + C(e)b?, (5.41)
on aura
¢
/ v?’dr+2c | Vu.Vudrds + 2d/ / |Vo|*dzds
Q Q1 0 Ja
t _ H .
- 20/ / vidads < BR(— + [Juo[|o0)|D (5.42)
0 Ja

+ / vodr + 2ce | |Vv|*dxds + 2¢C/(e) |Vul*dzds,
Q Q2 Q2
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pour un choix adéquat de € tel que d —ce >0

/ vgdaz+20/ Vu.Vudzds + 2(d — ce) |Vo|*dzds
Q 1 Q2

t
+2d |Vv\2d:vds+20/ /vzdxds
@1 0 JQ

. (5.43)
< BR(= + Juoll)|2D
+ / vadx + 2¢C(e) |Vul*dzds,
Q Q2
alors
v(t,.) € L*(Q), (5.44)
+oo
/ / |Vouldrds < +o0, (5.45)
0 Q
+oo
/ / v?dr < +o0. (5.46)
0 Q
D’apres le Lemme 1.1.1, on a
lim |lv(t,.)|]2 = 0. (5.47)

t—+o00

De la méme maniere que z, on a {v(t)} est relativement compact, et d’apres 5.47,

>0
alors

lim [o(t, )] = 0. (5.48)

t—+o00

[]
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Conclusion

Les Travaux de Brabanova [3], Kanel [31] et encore autres, montre bien que 'ac-
croissement rapide (accroissement exponentiel) des termes de réaction, reste toujours un
obstacle devant un résultat d’existence globale des solutions des systemes de réaction-
diffusion, sans restrictions (sur les coefficients de diffusion ou bien les données initiales).

Dans ce cadre on a étudié 'existence globale d'un systeme qui modélise la propa-
gation de la maladie de SIDA dans une population (chapitre 3), ou la croissance des
termes de réaction est rapide, seulement le choix de la donnée initiale pour I'inconnu
de la premiere équation et qui représente les individus susceptibles, est restreint.

Par ailleurs, nous avons pu prouver 'existence globale pour le cas ou les coefficients
de diffusions sont égaux, le cas qui n’est pas trivial.

Comme perspective liées a cette étude, il serait intéressant d’étudie le comportement
asymptotique des solutions.

Dans une autre direction, (chapitre 4, 5) on a introduit dans la deuxiéme équation
du systeme un autre terme diffusif, avec des termes de réaction a croissance polyno-
miale, ol nous avons réussi a donner une repense positive pour l’existence globale, ainsi
que le comportement asymptotique des solutions.

Il serait intéressant dans ce sens d’étudie ’existence globale dans le cas ou les termes
de réactions croissent exponentiellement.

Noter que les résultats obtenus resteront vrai dans le cas des conditions de Dirichlet.
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Annexe A

7.1 Modélisation

Dans cette partie' on présente la modélisation de quelques phénoménes qui abou-
tissent a des systéeme de réaction-diffusion

7.1.1 Equation de conservation et loi de Fick

Considerons un fluid (gaz, liquide) qui s’écoule dans un tuyau, soit un petit volume
élémentaire dr = dxdydz centré au point M de coordonnées x, y, z a 'intérieur du
tuyau et occupé par le fluide. Entre deux instants tres voisins ¢ et ¢ + dt, une certaine
quantité de fluide entre dans le volume dr, une certaine quantité en sort et la masse
volumique p(z,y, z,t) peut eventuellement varier pour un fluide compressible (gaz). S’il
n’y a ni source de fluide ni fuite possible a l'intérieur du volume dr, la variation de
masse de fluide contenue dans dr, pendant 'intervalle de temps dt considéré est égale a
la différence entre la masse qui a pénétré dans le volume par les parois et celle qui s’en
est échappée.

Soit V (z,y,z,t) la vitesse d’écoulement du fluide au point M a linstant ¢. On

T =0V,

1. Noter que cette partie de modélisation a été prise principalement de [49], [5], pour plus de détails
voir [47].

definit la densité de courant par
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Notons que si 7 est normal a une surface unité, \?| représente la masse de fluide
qui traverse cette surface par unité de temps.

Sous ces conditions ’équation de continuité ou encore 1’équation de concervation du
fluide est donné par

. — Op
div j +E:0' (7.1)
Il s’agit d’une équation locale valable en tout point occupé par le ﬂuid&> Cette relation
s'étend aisément a l'électricité : p est alors la densité de charge et j la densité de
courant électrique.

Considérons un milieu diffusif, c¢’est-a-dire un milieu dans lequel des particules d'un
gaz ou d'un liquide, des électrons dans métal,etc. Désignons par n(?, t) le nombre de
particules par unité de volume en un point 7 au temps t et par j (7, t) la densité de
courant du fluide, c’est-a-dire le nombre de particules traversant une surface unité nor-
male a la vitesse d’écoulement du fluide en ce point, par unité de temps. Le phénomene

de diffusion est décrit par la loi de Fick :
e
? = —Dgradn, (7.2)

qui exprime que les particules ont tendance d’aller a des zone a forte concentration vers
celle a faible concentration, D est le coefficient de diffusion. Par ailleurs, I’équetion de
conservation du fluide s’écrit d’apres 1’équation :

.= Op
d — =0. 7.3
w3 + % (1)
En combinant (7.2) et (7.3) on obtient I’équation fondamentale de la diffusion :
on
— — DAn =0. 7.4

La conduction de la chaleur dans un matériau s’effectue tres souvent grace a un mécanisme
de diffusion. Dans 1£1> milieu ou il existe un gradient de températeur, grad T, la densité
de flux de chaleur j est donnée, par analogie avec la loi de Fick (7.2), par la loi de
Fourier : R
j =—KgradT, (7.5)
ol K est le coefficient de conductibilité thermique. En ’absence de source de chaleur in-
terne, si I’on effectue un bilan thermique dans un volume unité, on obtient une équation
de concervation de la chaleur analogue a (7.3) qui s’écrit :
- 0
divy + a—i =0, (7.6)

ou p(z,t) est la densité d’énergie. Par ailleurs

Op _ p0T _ . 0T
ot oT ot " ot’
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ou C, est la chaleur spécifique du milieu a volume constant et par unité de volume. En
combinant (7.5), (7.6), (7.7) on obtient I’équation de diffusion de la chaleur :

oT
C,— = KAT, 7.8
5 (7.8)
qui a la méme forme que (7.4) en prenant D = c%

Notons qu’en présence de source de chaleur interne créant une chaleur f uniforme par
unité de volume, on a :

CU%—f = KAT + f. (7.9)

7.1.2 Loi d’action de masse

On a la reaction chimique
CsH1206 + 605 + 6 H,O — 6C 04 + 12H50 (7.10)

ou le symbole CgH150¢ désigne la molécule de glucose. En appelant A;; i = 1...4
ces diverses molécules, nous obtenons

A1 + 6A2 + 6A3 — 6A4 + 12A3, (711)
qu’on peut simplifier comme suit :

Dans un systeme donné, On note a(t) la concentration dun constituant A.
Considérons de maniere générale la réaction en équilibre suivante :

n1A1 + TLQAQ + ...+ npAp — m1B1 + m232 + ...+ quq, (713)

ou les constituants A;, i = 1,...,p, et Bj, j = 1,...,q représentent les réactifs et les
produits respectivement.

Cette réaction d’équilibre contient en soi la conservation de la quantité de matiere. En
supposant le systeme clos, cest-a-dire, sans aucun apport extérieur ni perte de matiere,

on obtient
. 1 db] . 1 dai

v=— - )

ou a;, b; la concentration de la substance A;, ¢ = 1,...,p, et Bj, j = 1, ..., ¢ respective-

(7.14)

ment, v est appelé vitesse instantanée de la réaction.
On a alors pour la réaction (7.12)

v day (t) B ldaz(t) B _ldag(t) B lda4(t)

dt 6 di 6 d 6 dt ’

(7.15)
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on obtient la relation

% (al(t) + éag(t) + é@g(t) + %a4(t)> =0, (7.16)
aq (t) + 1 (Clg(t) + Clg(t) + CL4(t)) = (0) + 1 (ag(O) + a3(0) + &4(0)) , (717)

6 6

qui exprime exactement la conservation de la quantité totale de matiere.

Maintenant soit une réaction simple, qui va conduire a une loi d’action de masse
dite d’ordre un,

A=, (7.18)
le bilan cinétique est donné par

da(t) _  dc(t)

= 7.19
dt dt -’ ( )
ce qui implique a(t) + ¢(t) = a(0) + ¢(0). La loi d’action de masse s’écrit alors
da(t)
= ka(t 7.20
10 _ k(o) (7.20)

avec k une constante strictement positive, appellée constante de vitesse, cette constante
dépend de la température ambiante et est donnée par la loi d’Arrhénius :k = kg exp(Eo/RT)
ou T est la température absolue.
La solution est donnée par

a(t) = a(0)e *. (7.21)

On en déduit c(t) = ¢(0) + a(0)[1 — e~ *]. On constate

lim a(t) =0; lim c(t) = a(0) + ¢(0). (7.22)

t——+o0 t——+o0

Donc, asymptotiquement, tout le réactif A se transforme en le produit C. Continuons
maintenant avec une situation un peu moins simple ot nous allons obtenir une loi
d’ordre deux. Il s’agit de la réaction :

A+ B = C. (7.23)

Notant a(t); b(t); c(t) les concentrations respectives, le bilan cinétique prend la forme

da(t) da(t)  dec(t)
-~ dt  dt (7.24)

Maintenant, la loi d’action de masse va exprimer que la vitesse de réaction est propor-

tionnelle a la fois a la concentration de A et a la concentration de B, soit

da(t)
dt

= —ka(t)b(t), (7.25)
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avec cette équation supplémentaires, on obtient donc trois équations a trois inconnues.
Puisque % = %, on a que b(t) = a(t) + by — ao, c(t) = —a(t) + co + ag ou on note

ag ; bo; co les données initiales en t = 0.
Ainsi, pour connaitre les trois fonctions, il suffit de résoudre 1’équation en a qui s’écrit

dc;—sf) = —ka(t)(a(t) + by — aop). (7.26)
On obtient
_ ap — bo . ) _ ) _ .
a(t) = aoao R siag # bo;  a(t) = Tra b(t) siag=0by. (7.27)

7.1.3 Modélisation par analyse compartimentale

Nous notons S(t) le nombre a 'instant ¢ des individus sains (on dit aussi susceptibles),
I(t) le nombre des individus infectés, G(t) le nombre des individus guéris et supposés
immunisés et M(t) le nombre des individus morts (et qui donc ne transmettent plus
la maladie). On prend un modele continu dans lequel on considére que ces "nombres”
sont en fait a valeurs dans [0, +oo[. Ceci est tout a fait raisonnable quand on travaille
sur des populations suffisamment nombreuses.

Susceptibles ) ( Infectés
S(t) J L Ift)
Guéris Morts
G(t) mft)

FIGURE 7.1 — Propagation d’une épidémie

Le principe général de la modélisation par analyse compartimentale : soit Ai;i = 1;...;n
(S(t), I1(t), G(t), M(t), Figure 2.1) les compartiments ; on désigne par ¢;(t) la quantité
de substance (ou de matiére) au temps ¢ dans le compartiment Asi.

Comme pour la cinétique chimique, on commence par écrire la loi d’échange de
matiere. A chaque instant, la variation instantanée de matiere dans le compartiment

Ai, soit ‘fgg’, est égale au flux de matiere Fj; entrant dans A¢ depuis le compartiment
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Aj auquel on retranche le flux de matiere F'zj sortant de Ai vers le compartiment Aj ;
et on ajoute I’échange (positif ou négatif) F;g = F;o(t) avec l'extérieur. Cela donne
I’équation suivante pour tout ¢ = 1;...;n :

dg; == =
E = Z F]Z - Z Fij + Fio. (7.28)
J=1g#i j=1,5#i

Notons déja qu’on obtient la loi de conservation de la quantité totale de matiere en
faisant la somme de ces équations :

d =n i=n i=n
i=1 i=1 i=1

,5,J 7% i,J,J 71
Par intégration en temps, on obtient alors

t i=n

i a(t) = i ¢i(0) + /0 Z Fio(s)ds. (7.30)

En particulier, si les apports extérieurs sont nuls (sz F; o =0), on obtient la conser-
vation exacte de la masse totale. Pour compléter le systeme (7.28), il est nécessaire
d’ajouter des lois de com- portement pour les flux F}; (comme nous l'avons fait dans la
modélisation de la cinétique chimique). La loi standard consiste aussi a dire que le flux
de matiere F)j; qui vient du compartiment A; pour entrer dans le compartiment A; est

proportionnel a la quantité de matiere dans le compartiment de départ A, , soit donc
Fij = fii(q@)q;;  avec fj; >0,

ou fj; est une fonction qui reste a préciser selon les cas (on pourrait aussi considérer
qu’elle dépend de la variable temps t). On peut alors récrire le systeme (?7) sous la
forme suivante : Vi = 1;....;n

dg; = =
dat Z fiits — ( Z fiﬂi) + Fip. (7.31)

J=1,j# J=1,j#i

7.1.4 Modele de réaction-diffusion

Nous allons maintenant montrer comment coupler la loi d’action de masse vue au
paragraphe précédent avec la prise en compte de la variable spatiale.
Pour cela, nous reprenons la réaction chimique simple

A+ B =k 0. (7.32)
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Sans variable spatiale, on a

da(t
(Zz(t) = —ka(t)b(t), (7.33)
db(t
% = —ka(t)b(t), (7.34)
de(t
dell) _ o). (7.35)
dt
Si maintenant a, b, ¢ dépendent aussi d’une variable spatiale x = (z1, ...., z,,) qui varie

dans un ouvert 2 C R”, la section 7.1.1 nous permet d’écrire le systeme d’équations
aux dérivées partielles suivant :

dc;it) —d1Aa = —kab, (7.36)
%ﬂ — dyAb = —ka(t)b(t), (7.37)
de(t) _

— — dale = ka(0)b(1). (7.38)

ou dy, ds, d3 sont les coefficients de diffusions, en général, les coefficients de diffusions
sont distincts, car les divers produits chimiques ne diffusent pas tous a la méme vitesse.
Les données initiales en ¢t = 0 sont des fonctions de la variable x qui décrivent la
répartition initiale spatiale des trois substances :

a(x,0) = ag(x) >0, b(x,0) = by(x) >0, ¢(x,0) = co(x) >0 Vz e Q. (7.39)

Il est indispensable de décrire ce qui se passe au bord du domaine spatial €2 on

comprend, en effet, que 1’évolution de la concentration des substances va étre tout a
fait differente selon qu’elles peuvent disparaitre ou non au bord du domaine.
Une condition classique consiste a écrire que le milieu est isolé et que donc aucune des
substances ne traverse la frontiere du domaine. On écrit alors que le flux de matiere est
nul a travers le bord 0€) de € ; selon le modele de Fick, ce flux s’exprime par la dérivée
dans la direction normale au bord, soit

Jda
Eri Va - n, (7.40)

ou n est le vecteur unitaire normal au bord et dirigé vers I'extérieur. On obtient ainsi
les conditions dites de Neumann au bord :

da ob Oc
a—n(ac,t) = 8—n(x,t) = a—n(x,t) =0, Vt>0,Vreo. (7.41)

Les conditions dites de Dirichlet au bord sont également souvent utilisées :

a(x,t) =b(z,t) = c(x,t) =0, Vit>0,Vre . (7.42)
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Si a, b, ¢ désigne par exemple des densités de populations, cette condition exprime que
la frontiere de € est un milieu hostile et que la densité de population y est nulle (ce
qui, au passage, ne 'empéche pas de s’y échapper...on peut fuir le milieu hostile en
passant a l'extérieur). D’ailleurs, contrairement au cas des conditions de Neumann, la
population totale diminue en général dans le cas de conditions de Dirichlet au bord.

7.2 Modele de Propagation de SIDA

Dans cette partie nous interessons en details au phénomene de la propagation de la
maladie de SIDA dans une population, ainsi que le modéle mathématique, qui fera le
sujet de notre étude dans les chapitres suivants.

I) Definition et mécanisme de fonctionement

Définition 7.2.1. [57]

La maladie de SIDA ou bien AIDS est un stade ultime de ['infection par le virus de l’im-
munodéficience humaine (VIH), caractérisé par une diminution du nombre de lympho-
cytes T4 (taux inférieur a 200 par millimétre cube de sang) qui entraine une déficience
du systeme immunitaire, laquelle favorise le développement d’infections opportunistes
redoutables et de cancers.

Progression de l’infection VIH, fondées sur les manifestations cliniques
et les anomalies biologiques[47, 57|
Selon la classification CDC (Centers for Diseases Control) :
Catégorie A
e Séropositivité aux anticorps du VIH en l'absence de symptomes (avant 1993, la
séropositivité au VIH asymptomatique ne rentrait pas dans la classification SIDA).
e Lymphadénopathie généralisée persistante.
e Primo-infection symptomatique.
Catégorie B
e Manifestations cliniques chez un patient infecté par le VIH, ne faisant pas partie de
la catégorie C
et qui répondent au moins a I'une des conditions suivantes :
o elles sont liées au VIH ou indicatives d’un déficit immunitaire ;
o elles ont une évolution clinique ou une prise en charge thérapeutique compliquée par
I'infection VIH.
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Catégorie C

Cette catégorie correspond a la définition du SIDA chez I'adulte :

e Pneumocystose.

e Toxoplasmose cérébrale.

e Maladie de Kaposi.

e Lymphome.

e Mycobactériose atypique généralisée, et plus généralement toute affection grave appa-
raissant chez un patient infecté par le VIH, ayant une baisse importante de son immunité
(taux de CD4 inférieur a 200/mm?).

Notes 1. [57]

Le SIDA se transmet par voie sexuelle, par voie sanguine, et de la mere a l’enfant, par
voie transplacentaire et au cours de l’allaitement.

Il n’existe pas encore de médicament capable de stopper réellement la progression de
cette maladie ou de la prévenir; on peut cependant limiter la prolifération du virus dans
l'organisme en administrant des inhibiteurs de réplication virale et des antiprotéases,
et on peut, jusqu’a un certain point, traiter les infections opportunistes et les cancers
en administrant des antibiotiques, des antifongiques, des antimiotiques, ou en faisant
appel a la radiothérapie et a la chirurgie.

Du temps que Monsieur Ronald Ross [52] identifia les similitudes (équivalence
mathématique) des modeles pour les maladies dite ”sexually-and vector-transmitted di-
seases” en 1911, les efforts pour modeliser et comprendre la dynamique de transmission
des maladies sexuel ou bien sexually-transmitted diseases (STDs) dans des populations
hetero-sexuellement actives ont été effectués, en particulier, apres le début de 1’épidémie
d’HIV (voir Kasseem, Roudenko, Tennenbaum, et Castillo-Chavez [33], Kirschner [36]
).

Le premier modele utilisé pour une étude explicite d'une maladie sexuellement transmis
(sexually-transmitted disease) est la maladie dite Gonorrhea (Cooke et Yorke [9]). Plus
tard, un modele de multi-groupe développé pour la dynamique de STD a été formulé
et analysé par Le jmanovich et Yorke [42].

L’étude des dynamiques de transmission et le controle des STDs a beneficie des travaux
théoriques menés dans le contexte de la dynamique de transmission de la maladie Go-
norrhea et le travail de Hethcote et Yorke [26].
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IT) Modéle mathématique

Le phenomaine de propagation de la maladie SIDA dans une population est géré
par le systeme de reaction-diffusion suivant [22, 47] :

%—f(x, t) =DAS(z,t) + A — AO(T)% — S, (z,t) € A x Ry, (7.43)

oI SI

5 (@:1) =DAI(w,1) + XC(T) = — o, (z,t) € A xR, (7.44)

%(x,t) =DAA(z,t) + ol — (d+ p)A, (x,t) € QA x Ry, (7.45)
I A

%(w,t) Zg—n(x,t) = g—n(m) =0, (z,t) € 00 x Ry, (7.46)

ouT =S+1,0 = pu+a, Slenombre des individus susceptibles, I est le nombre des in-
dividus infectés dont le developpement de I'inflamation est tolerable et qui atteindront
le stade ultime SIDA, A est le nombre d’individus qui ont atteint le stade ultime SIDA
(voir definition 7.2.1). A est le taux de recrutement d’individus susceptibles, qui est une
constante positive, A représente la moyene de risque sexuel par partenaire, qui est une
constante positive, la fonction C'(T') est le nombre moyen de partenaires sexuels en pre-
nant une moyenne d'un individu par unité de temps, 7" est la densité de la population,
p est le taux de mortalité normal ( ot la mort n’a pas un lien avec le SIDA), qui est
une constante positive, et d est le taux de mortalité relié au SIDA qui est une constante
positive.

Nous supposons également que tous les individus infectés deviennent immédiatement in-
fectieux, et parsuite ils acquierent la maladie SIDA & un taux constant «, par conséquent
;ﬁ représente la période moyenne d’infectés. De plus, D > 0 est le coefficient de dif-
fusion qui est une constante.

Pour le cas d’équations différentiels ordinaires, Castillo-Chavez et al [7], ont étudié la

stabilité asymptotique du systeme suivant :

as S(HW ()

o1 ®) =A==z — uS(@), t>0, (7.47)
%(t) :/\pC'(T(t))% — (ar +p)I(t), t>0, (7.48)
0= -poa Y - save. ezo @)
20y =enl (1) — (d+ wA(D), £>0, (7.50)
92 1) —ayY (1) — u2(t), t>0, (7.51)
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ouW =1+Y,etT=W+S5, qui est 'extension du modele
oS

E(t) =N\ — \cS(t) — pS(t), t >0,
%(t) =XeS(t) — (v+ p)I(t), t >0,
%_f@) =pul(t) — (d+ p)A(t), t >0,
%—f(t) =(1 —pvl(t) — pZ(t), t20,

qui a été proposé par Anderson et al.

97

(7.52)
(7.53)
(7.54)

(7.55)

Pour le cas des équations differentielles aux derivées partielles, Fitzgibbon and Morgon

[18] ont travaillé sur le systeme :

08

E(%t) =d;AS(z,t) — aS1, (r,t) € A x Ry,
1

%(m,t) =dyAI(z,t) + aST — M, (xz,t) € Q x Ry,

%(iﬁ,t) =d3AR(z,t) + A, (x,t) € Q x Ry,

oS ol OR

%(a:,t) —%(x,t) = %(w,t) =0, (x,t) € 0Q x R,.

(7.56)
(7.57)
(7.58)

(7.59)

On peut obtenir A immediatement une fois S et I sont determiné; alors le systeme

((7.43)-(7.46)) peut etre reduit a

05 (@) =DAS( ) + A MM EE s, (@) e xRy,
%(l‘,t) —DAI(J:,t)—l—/\C'(T)%—JI, (z,t) € Q x Ry,
S oI

%(.T,t) :%<I',t) = 0, (I',t) € 00) x R+.

Ce systeme fera 'objet d’étude des chapitres suivants.

(7.60)
(7.61)

(7.62)
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7.3 Autres modeles de reaction-diffusion

Dans cette section nous exposons quelques exemples, qui intérvinnent dans different
domaines telsque la chimie, biologie, écologie, physique, et qui sont géré par des
modeles mathématiques sous formes de systemes de reaction-diffusion.

I) Systeme de Gierer-Meinhardt

Consederons le systeme

S SP «

E(:p,t)—aAS(x,t) :A_)‘15+ﬁ’ (w,t) € A xR, (7.63)

%(m,t) — bAI(x,t) = —Xof + %, (x,t) € Q x RY, (7.64)

S ol .

%(x,t) = %(x,t) =0, (z,t) € 02 x RY, (7.65)
S(z,0) =So(z), I(z,0) = Iy(x) xr € Q, (7.66)

(7.67)

oup>1qr,s>0,a,b>0, A\, A >0 Pourlecasp=r =2 q=s =4,
le systeme intervient a la modelisation d’un modele biologique introduit par A. Gie-
rer and H. Meinhardt [20]. Koch et Meinhardt [37] en 1994 ont amélioré ce syteme en
modélisant des modeles plus complexes.

IT) Systéme de Field-Noyers

En chimie, il y a une reaction chimique qui s’appele reaction de Belousov-Zhabotinskii
[58], qui consiste a plus de dix reactions chimiques élementaires simultanément, et
qu’elles ne tend pas vers un équilibre chimique. En 1974 Field and Noyers [17] ont
présenté un modele mathématique, et qui ont abouti au systeme de reaction-diffusion
suivant :

%(az t) — alu(z,t) = e (qu — ww +u — u?), (r,t) e AxR%,  (7.68)
%(w, t) = bAv(z,t) =u—v, (x,t) € Q xR}, (7.69)
%—Itv(w, t) — dAw(z,t) = 6 (—qw — uw + cv), (z,t) € A x RY, (7.70)
%(m,t) = g—z(:c,t) = g—:(x,t) =0, (z,t) € IUXRY.  (7.71)

u(z,0) = ug(x), v(x,0) = vo(z), w(x,0) = wo(x), x € . (7.72)
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Ici, u représente la concentration du H BrOs, v est la concetration du Ce*™, et w est la
concentration du Br~.

Les constentes ¢, 9, ¢ et ¢ sont des parametres chimiques, ou €,4, et ¢ sont conséderé
assez petits.

En 1986, ce modele a éte plus simplifié par Keener et Tyson, en supposant que w est
en quasi-équilibre, i.e.,

cv
w= ,
U+ q
donc, sous cette hypothese il ont pu présenté leur modele sous la forme suivante :
o _
a_? — calu == u(u — 1) — cv(z . Z)], (z,1) € Q x R, (7.73)
ov .
i ebAv =u — v, (x,t) € A xR, (7.74)
ou ov .
%(a:,t) %(x,t) =0, (x,t) € 0Q x R (7.75)
u(z,0) = ug(x), v(z,0) = vo(z), x €. (7.76)

(7.77)

IIT) Systéme ”Chemical morphogenetic process (Brusselator)”

Toujours da le cadre des reaction chimiques, Prigogene et Lefever [50], ont proposé
un systeme sous la forme suivante [47] :

2—1: —edi Au = — wv? + bu, (z,t) € A x R%, (7.78)
% ey Ao —ur? — (b+ 1o+ a, (2,6) € QO x R", (7.79)
(1) = g o(2,1) = a, (2,t) € 00 x R". (7.80)
u(z,0) = ug(x),v(z,0) = vo(x), x € Q. (7.81)
(7.82)

Ou a, b, dq, et dy sont des constantes strictement positives.
IV) Systéme de Combustion exothermique de gaz

La combustion exothérmique des gaz est géré par le systeme de reaction-diffusion sui-

vant :
ou .
E—dlAu:—H(u,T), (x,t) =Ry XR-H (783)
T
%t — do AT =qH (u,T), (x,t) € A xR, (7.84)
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ou u est la concentration du reactif, T" représente la température, d;, ds, et ¢ sont
des constantes strictement positifs [51].

V) Systéme de Lotka-Volterra : Modele Prédateur-Proie

En 1926 Volterra a proposé le premier modele des systemes Prédateur-Proie sous la

forme [47] :
ON
o — hAN =N(a —bP), (2,t) € A x R, (7.86)
%—f — AP =P(cN — d), (2,t) € A x R, (7.87)
(7.88)

ou N représente le nombre des proies et P est celui des prédateurs.
Dans le cas ou il y a k éspeces de proies et k éspeces de prédateurs, on retrouve le
systeme de Lotka-Volterra Prédateur-Proie généralisé [47] :

i~ GANi =N, [a; — ;bijpj}, (r,t) € QA x R*, (7.89)

op, i

8_;_dlAPl —Pi[j;?"ij]\fj—si), (.I',t) € XR*—H (790)
(7.91)

oui=1,....k
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VI) Systéeme de Lotka-Volterra : Modele symbiose

101

La symbiose en biologie est 'association entre deux organismes d’especes différentes,

qui est profitable pour chacun d’eux. May (1981)[47] a pu modeliser ce phénomaine par

le systeme suivant :

ON

E—dlAN:TlN—f—alNP, (ZE,t)GQXR:7
oP )
W—dgAP:T2P+6L2PN, (I,t)GQXR+,

ou dy,ds, 11,739,071 €t as sont des constantes positives.

VII) Systéme d’écoulement des fluids

Nous considerons un systeme qui décrit le comportement de trois éspeces :

% — di1Au =a(v — u), (x,t) € A xR,
ov

a—dQAv:—uw—i-bu—v, (x,t) € A xR,
%—@; — dsAw =uv — cw, (x,t) € Q x RY,

dyi,dy,ds, a,b, et ¢ sont des constantes strictement positives.

(7.95)
(7.96)

(7.97)

Ce modele étudié par Lorenz (1963)[47], intervient dans des modeles d’écoulement des

fluids.
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VIII) Systéme de la dynamique du Calcium

La dynamique du Calcium est géré par le systeme suivant :

Ouy pruf X

e diAuy =X (70 + y1ug) (1 —uy) — m, (x,t) € Q x RY, (7.98)
% — dyAuy = — kyug + kjus, (z,t) € @ x RY, (7.99)
% — d3Auz = — Kjuz + kouyuz + kyjus + kyus, (z,t) € A x RY, (7.100)
% — dyAuy =kouyuz + kyus — kyuy — ksujuy, (z,t) € 2 x RY, (7.101)
% — dsAus =ksujuy — Kyus, (z,t) € A x RY, (7.102)

dy,dy, ds, dy, ds, N\, Yo, 71, k1, Ky, ko, Kb, k3, et kY sont des constantes strictement posi-
tives.

IX) Systéeme de Hodgkin-Huxley

Le Systeme de Hodgkin-Huxley est un modele mathématique pour le phénomene phy-
siologique de la transmission des signal [54], qui s’écrit sous la forme suivante :

c% — R Mgy =g(u,v,w, 2), (7.103)
20 hthes =1 () (a () ), (7.104)
Lttt =g () o) — ), (7.105)
02 s =0 ) (hafu) — 2), (7.106)

(7.107)

ol c et R sont des constantes strictement positives, les constantes d; sont positives,
et g est une fonction definit par
g(u,v,w, 2) =k w(er — u) + kaz'(cy — w), (7.108)
+ k3(es —uw), ¢ >c3>0> . .
Les fonctions ¢; >0, 1> h; >0,i=1,2,3.
Dans ce modele, les variables v, w et z représentes des concentrations chimiques, par
contre u est un potentiel éléctrique.
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X) Systéme d’oxydation du polypropyléne isotactique

Définition 7.3.1. (polypropyléne)

Résine thermoplastique obtenue par polymérisation du propyléne offrant une bonne
résistance aux acides et auz alcalis, utilisée pour la fabrication de pompes et/ou de
leurs composants.

Définition 7.3.2. (polypropyléne isotactique)
Polypropyléne dont les groupements méthyl sont tous situés du méme coté de la chaine.

L’oxydation spontanée du polypropylene isotactique est une reaction chimique a
grand intéret dans la pratique, ce modele est géré par le systeme de reaction-diffusion
suivant : [35]

aul

T dyAuy = — kyugug + kous, (z,t) € Q xRy, (7.109)
% — doAuy = — kyugug — 2kgus — ksugus + ksus + ksuy, (z,t) € @ x Ry, (7.110)
% — d3Auz =kjuyuy — ksuguz — (ko + ka)ug — 2ksu3, (z,t) € Qx Ry, (7.111)
% — dyAuy =2ksu3 — (k7 + kg)ua, (r,1) € Q x Ry, (7.112)

dy,ds, ds, dy, k1, ko, k3, ks, ks, ke, k7 et kg sont des constantes strictement positives.
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