REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE DjILLALI LIABES
FACULTE DES SCIENCES EXACTES

S
Université Sip1r BEL ABBES

Sidi Bal-Abbés

N° d’ordre: ...........

Theése de Doctorat

Présentée par
AMEL BOURADA

Spécialité: MATHEMATIQUES
Option: ANALYSE NON LINEAIRE

Intitulée

SUR LES ]éJQUATIONS ET INCLUSIONS DIFFERENTIELLES :
EXISTENCE ET APPROXIMATION ASYMPTOTIQUE DE SOLUTIONS

Soutenue le jeudi 20 octobre 2016

Devant le jury composé de:

Président: e Abderrahmane YOUSFATE, Professeur
Université de Sidi Bel Abbes
Examinateurs: e Rachid BEBBOUCHI, Professeur

USTHB, Alger
e Maamar BENBACHIR, Professeur
Université de Khemis Meliana
e Boutkhil CHAFI, MCA
Université de Sidi Bel Abbes
Directeur de These: e Mustapha LAKRIB, Professeur
Université de Sidi Bel Abbes
Co-directeur de thése: e Karim YADI, Professeur
Université de Tlemcen



Mots clés : Equation différentielle, ordinaire, intégrale, floue, inclusion diffé-
rentielle ordinaire, petit parameétre, moyennisation, approximation asymptotique,
probleme périodique, point fixe, solution, solution extrémale.

Classification AMS 2010 : 34A07, 34A60, 34C15, 34C29, 34K25, 34K33.




DEDICACES

A mes parents
A mon mari et mes enfants Aya et Abderrahmane
A toute ma famille

iii






REMERCIEMENTS

E remercie vivement Monsieur le Professeur Mustapha Lakrib qui a dirigé cette
theése. Ses conseils multiformes et la richesse de ses connaissances m’ont per-
mis de mener a bien ce travail. Cette direction s’est caractérisée par une grande
patience, une disponibilité permanante, des conseils abondants, un support et un
suivi continus dans le but de mettre ce projet sous sa forme finale. J’ai eu un grand
plaisir a travailler avec lui. Je désire lui exprimer toute ma gratitude et ma sincere
reconnaissance.

Je remercie particulierement Monsieur le Professeur Karim Yadi pour ses sug-
gestions et propositions tres utiles pour 1'amélioration de ce travail, par son soutien,
son suivi et l'intéret apportés a cette these.

Je suis flattée de I'honneur que Monsieur le Professeur Abderrahmane Yousfate
me fait en acceptant de présider le Jury de cette thése. Je lui exprime ma profonde
reconnaissance.

Mes sinceres remerciements vont a Messieurs les Professeurs Rachid Bebbouchi
et Maamar Benbachir ainsi qu’a Monsieur le Docteur Boutkhil Chafi qui ont bien
accepté, avec beaucoup de sympathie, de faire partie du Jury.

Amel Bourada
Sidi Bel Abbes



TABLE DES MATIERES

DEDICACES

REMERCIEMENTS

ACRONYMES

INTRODUCTION

PREMIERE PARTIE : Sur l'existence de solutions et de solutions

extremales d’équations différentielles et intégrales

1

ANALYSE FONCTIONNELLE ET ARGUMENT DU POINT FIXE : PRE-
LIMINAIRES

1.1 ESPACES ET ALGEBRES . . . . . vt v v i it et e e e e e e e e e e
1.2 OPERATEURS ET FONCTIONS . . . v« v v v v et e e e e e e e et e
1.3 ARGUMENT DU POINT FIXE . . .+ « v v v v et e et e e e e e e e e

SOLUTIONS ET SOLUTIONS EXTREMALES POUR CERTAINES EQUA-

TIONS DIFFERENTIELLES ET EQUATIONS INTEGRALES

2.1 SUR UN PROBLEME PERIODIQUE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDI-
NATIRES .« v v v v o e e e e e e e e e e e e e
2.1.1 Existencedesolutions . . . . . . . . . . . ... ... ..
2.1.2 Existence de solutions extrémales . . . . . . . ... .. .. ....

2.2 SUR UN PROBLEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONCTIONNELLES
2.2.1 Existencedesolutions . . .. . .. . ... ... ... .. ...
2.2.2 Résultatd’unicité . . . . . . . . . ..
2.2.3 Existence de solutions extrémales . . . . . . ... .. ... ....

2.3 SUR UN PROBLEME D’EQUATIONS INTEGRALES FONCTIONNELLES
2.3.1 Existencedesolutions . ... ... ... ... ... . ..

iii

[O <IN

10

13

13
14
18
21
22
26
28
31
31

vi



DEUXIEME PARTIE : Sur la moyennisation dans les équations dif-
férentielles ordinaires et floues, et dans les inclusions différen-
tielles ordinaires

3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES, fEQUATIONS DIFFE-
RENTIELLES FLOUES ET INCLUSIONS DIFFERENTIELLES ORDI-
NAIRES : NOTIONS PRELIMINAIRES
3.1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES . . . . . . . . . . . . . . ...

3.1.1 Définitions . . . . . ... oL
3.1.2  Existence, unicité et prolongement des solutions . . . . . ... ..
3.2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES FLOUES . . . . . . v v v v v v v oo e e o
3.2.1 Définitions . . . . . ... L oo oo
3.2.2  Existence et unicité de solutions . . . . . .. ... ... ... ...
3.3 INCLUSIONS DIFFERENTIELLES . . . . « « ¢ v« v v v v v oot o
3.3.1  Définitions . . . . . . ... e
3.3.2 Existence de solutions . . . .. ... ... ... .. 0L

4 MOYENNISATION DANS LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDI-
NAIRES ET LES ]éIQUATIONS DIFFERENTIELLES FLOUES

4.1 PRESENTATION GENERALE . . . . ¢ v v vttt et e e e e

4.2 APPROCHE D’ARTSTEIN . . . . . . vttt et e e e e e e e

421 Casgénéral . . . .. ... ...

422 Caspériodique . . . ... ... ... o

4.2.3 Comparaison avec une jauge classique . . . . . . . ... ... ...

4.2.4 Comparaison avec la jauge d’Eckhaus . . . . .. ... ... .. ..

4.2.5 Quelques généralisations . . . . . .. ... ... oL

4.3 NOS RESULTATS POURLESEDO . . . . . . ... ... ... ... .....

4.3.1  Résultats principaux . . . ... ... oL L0000

4.3.2 Lemmes techniques . . . . .. ... ... ... ..., ... .

4.3.3 PreuveduThéoreme 4.6 . . ... ... ... ... ... ......

4.4 NOS RESULTATS POURLESEDF . . . . . . ... ... ... ... ...,

4.4.1  Rappel d'un résultat classique de référence . . . . . . . . ... ..

4.4.2 Résultatprincipal . . . . ... ... o oo

4.4.3 Lemmes techniques . . . . . ... ... ... ... ... .

4.4.4 Preuvedu Théoreme 4.8 . . . . . ... ... ... ... ... ...

5 MOYENNISATION DANS LES INCLUSIONS DIFFERENTIELLES ORDI-
NAIRES

5.1 RAPPEL DE RESULTATS CLASSIQUES . . . . . « « v v v v v v v v v e o

5.1.1 Moyennisationtotale . . . ... ... ... 00000

5.1.2 Cas ol lamoyennen’existepas . .. ................

5.2 NOS RESULTATS POURLES IDO . . . . .. ... ... ... .. ......

5.2.1 Résultats principaux . . . . .. ... o oL Lo

5.2.2 Lemmestechniques . . . . . . ... ... ... ... ... . ...

5.2.3 Preuve du Théoreme 58 . . . ... ... .. ... ... ......

37

39
39
39
40
41
41
44
+4
41
46

69
69
69
72
74
74
76
81

vii



5.2.4 Preuve du Théoréemessg9 . . . . . .. .. ... .. ... ...... 81
5.2.5 Preuve du Théoreme 5.10. . . . . . . . . .. ... ... ... ... 82

BIBLIOGRAPHIE 85

viii



ACRONYMES

EDFP
EIFP
EDF
EDO
EIF
IDO
PP

Equation différentielle fonctionnelle perturbée.
Equation intégrale fonctionnelle perturbée.
Equation différentielle floue.

Equation différentielle ordinaire.

Equation intégrale fonctionnelle.

Inclusion différentielle ordinaire.

Probléme périodique.






INTRODUCTION

( TETTE these est constituée de deux parties indépendantes, le tout étant réparti en
cinq chapitre :

e Dans la premieére partie nous présentons, discutons et commentons les ré-
sultats dans [11, 12, 16] sur l'existence de solutions et de solutions extrémales de
certaines équations différentielles et équations intégrales.

e La deuxieme partie est consacrée a la justification de la technique de moyen-
nisation dans le cadre des EDO, EDF et IDO basée sur des hypothéeses moins res-
trictives que celles de la littérature.

I ES cing chapitres sont répartis comme suit :
Chapitre 1 : C’est un rappel de quelques définitions et notions de base de 1’ana-
lyse fonctionnelle (espaces, opérateurs, théoremes de point fixe, ...).

Chapitre 2 : Dans ce chapitre sont présentés, discutés et commentés les résultats
obtenus par les auteurs de [11, 12, 16], ainsi que leurs hypotheéses et preuves, dans
les cas suivants :

- Cas du probleme périodique (PP), associé a une équation différentielle ordi-
naire, du type :

(%) = g(tx(t)) ppte]=[0,T), T>0
A0) = (1),

- Puis, cas du probleme, associé a une équation différentielle fonctionnelle per-
turbée (EDFP), du type :

x'(t) = f(tx(t),Sx), pp telI=1[0,a], a>0
{ x(t) = Gx(t), tely=[-r0], r>0.

- Et enfin, cas de 1’équation intégrale fonctionnelle (EIF) de la forme :

x(t) =q(t) + /Oy(t) v(t,s)x(6(s))ds + /Oa(t) k(t,s)g(s,x(n(s)))ds, t € ]J=][0,1].
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Chapitre 3 : C’est un rappel de quelques notions de base de la théorie d’exis-
tence, d’unicité et prolongement des solutions d’'EDO, EDF et IDO.

Chapitre 4 : Il concerne les EDO. Il commence par une présentation des ap-
proches classiques de référence. La partie principale du chapitre est alors dédiée a
la présentation de la technique de moyennisation sous des hypotheses moins res-
trictives que celles rencontrées dans la littérature. Ainsi, sont prouvés des résultats
de moyennisation pour des EDO rapidement oscillantes qui peuvent se mettre sous
la forme

dx
i ef(t,x), x(0) = xg (1)
ou f: R xR" = R", xg € R" et € > 0 est un parametre réel petit.

En effet dans nos résultats, principalement, au lieu de la condition de Lipschitz
sur la fonction f dans (1), qui est une hypothese forte, nous supposons qu’elle
est uniquement continue en la seconde variable uniformément par rapport a la
premiere.

Dans le reste du chapitre, nous nous intéressons aux EDF rapidement oscillantes
du type (1) avec f : R x E" — E", xy € E", E" étant I'espace des nombre flous et
¢ > 0 un petit parametre.

Nous rappelons un résultat classique qui traite ’équation (1) au moyen de la
méthode de moyennisation et qui est exposé dans [52]. Puis nous démontrons un
résultat de moyennisation pour les EDF. Les conditions que nous supposons sont
plus générales que celles imposées dans la littérature, puisqu’en particulier, au lieu
de la condition de Lipschitz sur f, nous supposons que c’est son intégrale qui
vérifie une condition de Lipschitz. Certains résultats préliminaires utilisés dans la
preuve de notre résultat principal sont également montrés dans ce chapitre.

Chapitre 5 : Il est consacré a la justification de la méthode de moyennistation
pour les IDO rapidement oscillantes qui s’écrivent sous la forme :

x €eF(tx), x(0) = xo. (2)

Nous commencons par présenter les résultats de référence, diis a Plotnikov
[5, 28, 53, 56], sur la justification de la méthode de moyennisation, dans les deux
cas suivants : cas ou il y a existence de la moyenne de la fonction multivoque F et
cas ou il n'y a pas d’existence de la moyenne de F, mais il y a existence de fonctions
multivoques qui peuvent se substituer a elle.

Dans la suite du chapitre, nous exposons notre contribution qui est basée es-
sentiellement sur I’affaiblissement des conditions de régularité sur la fonction mul-
tivoque F. Nous discutons alors de ces conditions et de leur rdle dans 'obtention
des résultats proposés. Comme au chapitre 4, certains résultats préliminaires, qui
sont utilisés dans les preuves de nos résultats de moyennisation, sont également
présentés dans ce chapitre.
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ANALYSE FONCTIONNELLE
ET ARGUMENT DU POINT FIXE :
NOTIONS PRELIMINAIRES

DANS ce chapitre nous rappelons quelques définitions, notions et ré-
sultats d’analyse fonctionnelle (espaces, opérateurs, ...) et quelques
théorémes de point fixe qui nous seront utiles au chapitre 2 (voir

[9, 10, 11, 14, 20, 27, 31, 63] ).

1.1 Espaces et algebres

Définition 1.1 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout espace vectoriel
normé complet sur le corps C ou R.

Exemple 1.1 Soit | un intervalle compact de R. Les espaces :

— C(J,R), des fonctions continues sur | et a valeurs dans R,

— £1( J,R), des fonctions intégrables, définies sur | et a valeurs dans IR,

— B(],R) , des fonctions bornées, définies sur | et a valeurs dans R,

— BM(],R) , des fonctions mesurables et bornées, définies sur | et a valeurs dans R,
munis respectivement des normes suivantes :

1
[xllc = max[x(£)], [lx]1 = / [x(6)|dt,  ||lx||z = [[x[|Bar = sup [x(t)]
te] 0 te]

sont des espaces de Banach sur R.

Définition 1.2 (Algebre) Une algebre A sur R est un espace vectoriel sur R muni d'une

multiplication

u:AxA—A, (u,b) — u(a,b) =aob
qui est associative, distributive par rapport a I'addition (ainsi A est également un anneau)
et R-bilinéaire..

Remarque 1.1 Pour un corps K quelconque, la notion de K-algeébre se définit de maniere
analogue.



Chapitre 1. Analyse fonctionnelle et point fixe : préliminaires

Définition 1.3 (Algebre de Banach) On dit que A est une algébre de Banach si A est a
la fois un espace de Banach et une algébre dont les lois sont compatibles avec la norme, et si
de plus, pour tous a,b € A, ona:

lab| < [[al[l|&]].

Définition 1.4 Soit K un sous-ensemble non vide fermé d'un espace vectoriel normé X.

a) K est dit un cone si :
- K+KCK
— AK C K pour tout A € R™.
— {—K}NK = {0} oix 0 est I'élément neutre pour I'addition dans X.

b) K est dit cone normal si K est un cone et la norme ||-|| sur K est semi monotone, i.e.
AN >0Vx,ye K:y—x € K= ||x]| < N|ly||.

¢) Lorsque X est une algebre de Banach et K est un cone de X, on dit que K est positif si
Ko K C K ot o est la multiplication definissant la structure d’algebre de X.

Exemple 1.2 Soit | un intervalle compact de IR. L’ensemble
K={xeC(],R):x(t) >0,Vte ]}
est un cone positif normal.

Remarque 1.2
— Tout cone K d'un espace vectoriel X permet de définir sur X une relation d’ordre
partiel de la maniere suivante :

Vx,ye X, x2y=y—xck.
— Dans ce cas, si a,b € X, lintervalle [a, b] est défini comme suit :

[a,b] ={xe X:a<x=<b}.

1.2 Opérateurs et fonctions

Définition 1.5 Soit A un opérateur linéaire défini d’un espace de Banach X dans lui
méme. A est dit borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

| Ax|| < c||x|| Vx € X.

Définition 1.6 Soit X un espace de Banach ordonné par un cone K. Un opérateur A défini
de X dans lui méme est dit :

— croissant si: Vx,y € X : x 2y = A(x) < A(y).

— décroissant si : Vx,y € X : x <y = A(y) < A(x)..

Définition 1.7 (Opérateur continu) Un opérateur A défini d'un espace de Banach X
dans lui méme est dit continu si pour toute suite (x,),eN dans X qui converge vers x € X,
la suite (Axy),eN converge vers Ax.



Chapitre 1. Analyse fonctionnelle et point fixe : préliminaires

Soit C(J, X) l'espace des fonctions continues d’un intervalle compact | de R
dans 'espace de Banach X et soit M un sous ensemble de C(], X).

Définition 1.8 (Ensemble équicontinu) M est dit équicontinu si :
Ve>0,30>0: Vi, €], |[t1—h) <d=|f(t) — f(t)| <e VfeM.
Définition 1.9 (Ensemble uniformément borné) M est dit uniformément borné si :
Jec>0:|f(H)]| <c VteJetVfe M.

Définition 1.10 (Ensemble relativement compact) M est dit relativement compact si
M (adhérence de M) est compact.

Nous rappelons ci-apres le théoreme d’Ascoli -Arzela et le théoreme de la conver-
gence dominé de Lebesgue que nous utilliserons par la suite dans la démonstration
de la complete continuité d"un opérateur.

Théoreme 1.1 (Ascoli-Arzela, [63]) M est relativement compact si et seulement si :

1. M est uniformement borné;

2. M est équicontinu.

Théoreme 1.2 (Convergence dominée de Lebesgue, [31]) Soit X un espace de Banach.
Soit (fu),cpn une suite d’opérateurs de X dans lui méme, telle que, pour tout n € NN,
fn € LY(X, X) et soit f: X — X. On suppose que :

1. La suite (fu(x))n converge vers f(x) pour presque tout x € X.

2. I existe une fonction ¢ € L1(X,R) telle que : Yn € N, || fu(x)|| < g(x), pour
presque tout x € X.

Alors
fe(X,X) et lim|fu—flp=0.
Soit A un opérateur défini d'un espace de Banach X dans lui- méme.

Définition 1.11 (Opérateur compact) L'opérateur A est dit compact si l'image de X par
A, i.e. l'ensemble A(X), est relativement compact.

Définition 1.12 (Opérateur totalement borné) L’opérateur A est dit totalement borné
si pour tout sous ensemble borné B de l'espace X, I'image de B par A, i.e. l'ensemble A(B),
est relativement compact.

Définition 1.13 (Opérateur completement continu) L'opérateur A est dit complete-
ment continu s’il est continu et totalement borné.

Définition 1.14 (Opérateur convexe) L'opérateur A est dit convexe si :

Vie[0,1], Vx,ye X A(tx+ (1—-t)y) 2 tA(x) + (1 —1t)A(y).



Chapitre 1. Analyse fonctionnelle et point fixe : préliminaires

Définition 1.15 (Contraction non linéaire) L'opérateur A est dit D-lipschitzien s'il
existe une fonction ¥ : Rt — R continue et croissante vérifiant

Vry e X || Ax = Ayl < ¢ (lx —yl)

avec P(0) = 0.
— La fonction  est appelée : D-fonction de Lipschitz.
— Si ¢(r) = a.r, avec « > 0, A est dit, opérateur lipschitzien de constante de Lip-
schitz a.
— En particulier si « < 1, A est dit opérateur contractant et si P(r) < r pour tout
r > 0, A est dit opérateur contractant non linéaire. Si P(r) = r pour tout r > 0,
A est dit opérateur non expansif.

Définition 1.16 (Fonction de Carathéodory) Soit X un espace de Banach. Une fonction
f ] x X — X est dite de Carathéodory si :
1. La fonction t — f(t, x) est mesurable sur |, Vx € X.
2. La fonction x — f(t, x) est continue pour presque tout t € J.
Si de plus la fonction f vérifie la condition suivante :
3. Vr >0 3k € LY (],R) telle que |[f(t,x)| < h(t), ppt € JetVx:|x| <,
f est dite L1-Carathéodory.
Définition 1.17 (Fonction de Chandrabhan) Soit X un espace de Banach ordonné par
un cone K. Une fonction f : | x X — X est dite de Chandrabhan si
1. La fonction t — f(t, x) est mesurable pour tout x € X.
2. La fonction x — f(t, x) est croissante pour presque tout t € J.
Si de plus la fonction f vérifie la condition suivante :
3. Vr >0, 3h € LY(],R) telle que : |f(t,x)| < h(t), pp. t €], Vx,|x| <7,
f est dite L1-Chandrabhan.

1.3 Argument du point fixe

Théoreme 1.3 ([20]) Soient X un espace de Banach et T : X — X un opérateur
compleétement continu. Alors :

1. Soit I'equation T x = x admet une solution,
2. soit l'ensemble & = {u € X/3A €]0,1[: AT u = u} est non borné.

Théoreme 1.4 ([9]) Soient X un espace de Banach et T : X — X une contraction non
linéaire. Alors T admet un point fixe unique.

Théoréme 1.5 ([14]) Soit B(0,7) la boule fermée centrée en O et de rayon r, dans I'algebre
de Banach X. Soit A, B : B(0,r) — X deux opérateurs tels que :

10



Chapitre 1. Analyse fonctionnelle et point fixe : préliminaires

— A est lipschitzien avec comme constante de Lipschitz «;
— B est compact et continu ;
- aM <1ou
M = [|B(B(0, )| = sup{|Bx| : x € B(0,r)}.
Alors :
1. Soit I'equation AxBx = x admet une solution,

2. soit il existe u € X et A €]0,1] tels que : ||u|| = r et A(AuBu) = u.

Théoreme 1.6 ([10]) Soit X une I'algebre de Banach ordonné par un cone K et soit
a,b € X, avec a < b. On Suppose que A,B : [a,b] — K sont deux opérateurs tels
que :

— A est lipschitzien avec comme constante de Lipschitz o ;

— B est complétement continu ;

— AxBx € [a, b] pour tout x € [a,b];

— A et B sont croissants;

—aM<1ou

M = ||B ([a, b)) = sup {||Bx] : x € [a,b]}.

Si le cone K est positif et normal, alors I'équation opérationelle AxBx = x admet une
solution maximale positive et une solution minimale positive dans [a, b).

Théoreme 1.7 ([11]) Soit A, B; X — X deux opérateurs tels que :
— A est linéaire et borné, et il existe un p € IN tel que AP est une contraction non
linéaire ;
— B est complétement continu.
Alors :

1. Soit I'equation opérationelle Ax + Bx = x admet une solution,
2. soit I'ensemble ¢ = {u € X/3A €]0,1[: Au+ ABu = u} est non borné.

Théoréeme 1.8 ([27]) Soit [a, b] un intervalle ordonné du sous ensemble Y de I'algebre de
Banach X et soit Q : [a,b] — [a, b] un opérateur croissant. Si pour toute suite mondtone
(Xn)n C [a,b], la suite (Qxn)n C Q([a,b] est convergente, alors la suite (Q"a), (des
Q-itérations de a) converge vers le point fixe minimal x, de Q et la suite (Q"b), (des
Q-itérations de b) converge vers le point fixe maximal x* de Q i.e.

x. =min{y € [a,b] : y > Qy} et x* =max{y € [a,b] : y < Qu}.

11






SOLUTIONS ET SOLUTIONS
EXTREMALES POUR CERTAINES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET
EQUATIONS INTEGRALES

sur l'existence et 1'unicité de solutions et de solutions extrémales
pour certains types d’équations différentielles et intégrales. Nous y dis-
cutons les conditions imposées par ces auteurs et nous y proposons des
affaiblissement pour certaines d’entre elles.

( 'E chapitre est consacré aux études, telles que faites dans [11, 12, 16],

2.1 Sur un probleme périodique d’équations différen-
tielles ordinaires

On s’intéresse a l'existence de solutions et de solutions extrémales dans 'algebre
de Banach C(J,R) pour le probleme périodique (PP) du premier ordre suivant :

(fin?t») = gltx) ppie] (2.1
x(0) = x(T)

ou]=1[0,T],f:]xR— R*etg:] xR — R sont des fonctions données.

On se propose dans cette partie du chapitre d’affaiblir une des hypothéses im-
posées par Dhage et al. dans [16] dans le traitement du probléme (2.1) et d’apporter
une correction a une autre hypothese, elle aussi, imposée dans [16].

Définition 2.1 Une solution du probleme (2.1) est une fonction x € C(]J,R) vérifiant les
conditions suivantes :
. x(t .
— La fonction t — < (t) ) est absolument continue sur J.

f(t,x(1))

— x vérifie le probleme (2.1).

13



Chapitre 2. Solutions et solutions extrémales pour certaines ED et EI

On considere les hyporthéses suivantes :
(A1) La fonction f est telle que : Vx € R f(0,x) = f(T, x).

(Az) La fonction f : ] x R — R est continue et il existe une fonction ! € B(J,R})
telle que :

f(t,x) = fty)| <IB)[x—y[ ppte] VxryeR

(A3) La fonction g est de Carathéodory.

(Ay) 11 existe une fonction continue 1 : R, — R et une fonction 77 € LY, Ry)
telles que 7(t) > 0 p.p t € ] satisfaisant

gkt X)| <n(t)y(x]) ppte], VxeR.

Discussion 2.1
— Les hypotheses (A;)-(As) sont dans Dhage et al. [16].
— L'hypothese (A4) constitue un affaiblissement de I’hypothese correspondante,
imposée dans [16], ot la fonction ¢ est supposée croissante.
— L'hypotheése (A1) constitue une correction (mineure) de ’hypothése corres-
pondante, imposée dans [16], ol1 f est supposée périodique, ce qui n’est pas
adapté car f n’est définie que sur | x R.

2.1.1 Existence de solutions

Le résultat suivant est utilisée dans la preuve du résultat auxiliaire ci-apres
qui, lui-méme, interviendra dans la preuve du résultat principal de ce paragraphe
(Théoreme 2.1, page 15).

Lemme 2.1 ([16]) Pour toutes fonctions k,o € L1(J,RT), x est solution du probleme

suivant :
{ X+ k(t)x(t) =c(t) ppte] (2.2)
x(0) = x(T) .

si est seulement si elle est solution de I’équation intégrale :

T
x(t) = / Gi(t, s)0(s)ds (2.3)
0
ot Gy est la fonction de Green associée a (2.2), définie par
eK(s)—K(t) D<csct<T
Gi(t,s) = 1 ety S

k( /S) - eK(s)fK(t)fK(T) (24)

<t<s<

1K) 0<t<s<T,

t

avec K(t) :/ k(s)ds.

0

14



Chapitre 2. Solutions et solutions extrémales pour certaines ED et EI

Remarque 2.1
— La fonction de Green Gy est positive pour tous t,s € [0, T| et K(t) > 0,Vt > 0.
— Notons que le probléme (2.1) est équivalent au probléme suivant :

{ (fJTEth») D) (f_(z(xt()t))) = sy ppte] oy
x(0) = x(T)

oit k € LY(J,R™) et la fonction g : ] x R — R est définie par :

au(t,x) = g(t,x) +k(t) (ﬁ) . (2.6)

Toute solution du probléme (2.1) est solution du probleme (2.5) et réciproquement.

Lemme 2.2 ([16]) Supposons que I'hypothése (A1) est satisfaite. Alors pour tout
k e El(], ]R*), x est solution de I'équation (2.5) si est seulement si elle est solution de
I'equation intégrale :

T
(1) = [t x0)] [ Gults)ault, x(9)is @7
oit la fonction de Green Gy (t,s) est definie par (2.4).

Théoreme 2.1 Supposons que les hypotheses (A1)-(Ay) sont vérifiées, et qu’il existe un
nombre réel r > 0 tel que :

FMkHW“Ll maxycio,r lp(y)

s (28
= LMy [ [x max $(y) :
y€[07]
ol
LMg|l7llpp max ¢(y) <1,  F= sup |f(t,0)], L= sup I(t),
yel07] te[0,T] t€[0,T]
et

My = max{Gy(t,s) : t,s € J}.
Alors, le PP (2.1) admet au moins une solution sur |.

Démonstration. On montre l'existence de solutions dans l'espace X = C(J, R).
Soit B(0,7) la boule fermée de rayon r > 0 ol r est tel que (2.8). On définit les
deux opérateurs A et BB sur B(0, r) comme suit :

Ax(t) = f(t,x(t)), te], xeX

et

T
Bx(t) :/0 Gi(t,5)gk(s,x(s))ds, te], x € X.

15



Chapitre 2. Solutions et solutions extrémales pour certaines ED et EI

L’équation intégrale (2.7) est équivalente a I’équation opérationnelle :
x(t) = Ax(t)Bx(t), te], x € X. (2.9)

Nous vérifions que les opérateurs A et B vérifient les hypotheéses du Théo-
reme 1.5, page 11.
Etape 1 : Montrons que l'opérateur A est lipschitzien sur X. Soit x,y € X et
t € J. Nous avons :
[Ax(t) = Ay(t)] < [f({t,x(t) = f(t,y(t))]
L(E)]x(t) = y(1)]
Lilx =yl

INIA A

En passant a la norme on obtient
| Ax — Ay|| < Lf}x —yl|.

D’ot1 A est un opérateur lipschitzien.

Etape 2 : Montrons que l'opérateur B est continu et compact.
1. BB est continu. Soit (x,), une suite convergente dans X vers x € X. Montrons
que (Bx,), converge vers Bx. Soit t € J. Nous avons :

T
Bra(t) = Bx(D)] < | | Gelt,)gils, xa(s))ds
~ [ Gult )it ()

T
My [ Ise(s, x0(5)) = guls, x(5)) s
< Millgelx()) = gl x() -

En appliquant le Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue (Théoreme 1.2,
page 9), on déduit que :

18 (s xn () = 8k (., x()) |1 ne0 0.

IN

Dot :
1Bxn = Bx[| < Mgl[gk(, xa(-)) = k(- x()[l 1 nsc0 0.
Donc B est continu. B
2. B est compact. Pour cela, nous vérifions que I'image de B(0, r) par 1'opérateur
B est borné et équicontinu.

- Montrons que l'ensemble B(B(0,7)) est un ensemble uniformement borné.
Soit x € B(0,r) et t € J. Nous avons :

16
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|Bx(8))]

IN

[ Gult u(s,x(5)es
T
My [ Ir(s)9(Jx(s)))lds

My [ n() max{p(y) y € [0,7])as
Myl max{g(y) : y € [0,7]}.

En passant a la norme sur le membre de gauche de l'inégalité ci-dessus, on
trouve : ||Bx|| < M Vx € B(0,7) ou M = M|5|l;1 max{y(y) : y € [0,7]}. Donc
B(B(0,7)) est un ensemble uniformément borné.

- Montrons que l’ensemble B(B(0,r)) est équicontinu. Posons, pour tout ¢ € J :

y(t) = /OT Gk (t,5)gk(s, x(s))ds.

IA

IN

IN

Nous avons :

ol < |[ 56 s)nlsxo)s

_ ‘/ Gk (t,s)gx(s, x(s))ds

< NMk||77||L1 max{y(y) 1y € [0,r]} =i ¢

ot N = supk(t). D’ow, pour tous t,7 € [0,T] on a:
te]

|Bx(t) — Bx(7)| < c|t — | — 0 lorsque t — T.

Donc l’ensemble B(B(0,r)) est équicontinu.
D’apres le Théoreme d’Ascoli-Arzela (Théoreme 1.2, page 9) B est un opérateur
compact et continu.

Etape 3 : Montrons que : LM < 1 ou
M = || B(B(0,7))|| = sup{||Bx] : x € B(0,7)}.

Nous avons :

M = |B(B(0,r))|| = sup{||Bx|| : x € B(0,r)}
< sup {stlg Ot Gr(t, )|k (s, x(s))|ds : x € B(0, r)}

< M [ 0 max{p(v) v € 0,1} = Ml max{p(y) sy € 0,1])

etdela: LM < LMg||n|p max{y(y) :y € [0,7]} < 1.
Ainsi les conditions du Théoreme 1.5, page 10, sont vérifiées.
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Etape 4 : Montrons que la deuxieme l'alternative du Théoréme 1.5, page 11, n’est
pas vérifiée. Soit u € X et A €]0, 1] telles que : |[u]| = r et A(AuBu) = u. Pour t € J,
Nnous avons :

IN

T

u(®)] A|f<t,u<t>>|\ | Glt,)ge(s,u(s))as
T

MUt u(®) = £+ IFEO]) [ 16kt )gils,u(s)lds

(z<t>|u<t>| +F) / TMkn<s>¢<|u<s>|>ds (210)

IN

IN

< 1OMu(O)] [ 1(6)9(u(s))ds + EM [ no)(lucs) s

LM |7l |u(t)| max (y) + FMg|ln7 1 max ¢(y).
ye(07] ye[07]

VAN

En passant a la norme sur u on trouve :

EMglinl 2 max X $(y)

u .
ull < 1 — LMg|ln|l 1 max ¢(y)
ye[07]

Puisque ||u|| = r on aura finalement :

EMglinla max X $(y)

=1 _LMk||’7HL1 max X $(y)’

ce qui contredit 1'inégalité (2.8).
Ainsi I'équation opérationnelle AxBx = x et par conséquent le probleme
PP (2.1), admet au moins une solution. [

Discussion 2.2 La preuve du Théoreme 2.1 est identique a celle du théoréme cor-
respondant dans [16]. La seule modification que nous y apportons, générée par nos
hypotheses, intervient aux différentes étapes ou, dans les majorations concernées,
nous avons remplacé la quantité ¢(r) par m[%x P(y).

yel0,r

2.1.2 Existence de solutions extrémales

Dans l'algebre de Banach C(J, R), nous considérons le cdne K défini par
K={xeC(],R):x(t) >0,Vte ]}.

Le cone K est positif et normal dans C(J,R). Il définit une relation d’ordre sur
C(J,R) par:Vu,v € C(J,R),u v <= u(t) <o(t) Vt € J.
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Définition 2.2 Une fonction a € AC(],R) est dite sous solution du PP (2.1) sur J si :

(ﬁ) < glta() ppte]
a(0) <a(T).

Définition 2.3 Une fonction b € AC(],R) est dite sur solution du PP (2.1) sur | si :

b(t)
<m) > g(t,b(t) ppte]
b(0) > b(T).

On considére les hypothéses suivantes :

v

By) Les fonctions f et ¢ sont a valeurs dans R* et R™, respectivement.
8 + p

(B1) Les fonctions f = f(t,x) et g = g(t, x) sont croissantes par rapport a x, pour
presque tout t € J.

(B2) Le PP (2.1) admet une sous solution a et une sur solution b telles que a < b.

(B3) La fonction définie par :

h(t) = [gk(t,b(D))], t €] (2.11)

est Lebesgue intégrable.
(B4) La sous solution a est positive.

(Bs) La fonction f est telle que, pour tout t € J et tous x,y € R :

X Y )
) S ey o ) <yft).

Discussion 2.3 Dans [16], les auteurs imposent seulement les hypotheses (By) -(B>),
plus une hypothese (B3) plus restrictive que celle que nous proposons ici. Il s’agit
de la condition suivante :

(B3) La fonction définie par :

h(t) = [gi(t,a(t))] + [gk(t, b(1))], €]

est Lebesgue intégrable.

Avec ces hypotheses, nous avons constaté que la preuve de leur résultat princi-
pal correspondant au Théoreme 2.2 ci-apres, est incorrecte, et que les hypothéses
(Bs) et (Bs) que nous proposons permettent, elles, de valider ce résultat.

Par ailleurs, ’hypothese (B3) que nous proposons, et qui est moins restrictive
que celle imposée dans [16], est suffisante pour valider le résultat recherché.

Théoreme 2.2 Supposons que les hypotheses (A1)-(Az) et (By)-(Bs) sont vérifiées. Suppo-

sons que LMy||h||;1 < 1 oit la fonction h est définie par (2.11) et L = supI(t). Alors, le
te]
PP (2.1) admet une solution maximale positive et une solution minimale positive.
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Démonstration. La preuve est basée sur le Théoreme 1.6, p. 11. Donc, nous allons
vérifier que les hypotheéses de ce théoréme sont satisfaites.

Le PP (2.1) est équivalent a I'équation intégrale (2.7). On définit les opérateurs
Aet Bde X =C(J,R) dans lui-méme, par les formules :

Ax(t) = f(tx(t), x€X, te]

et
Bx(t):/OTGk(t,s)gk(s,x(s))ds, xeX, tel

N

D’ou l'équation intégrale (2.7) est équivalente a 1’'équation opérationnelle
x(t) = Ax(t)Bx(t) dans l'algebre de Banach X.

Etape 1 : L'opérateur A est lipschitzien. En effet, d’aprés la démonstration
du Théoreme 2.1, p. 15, I'opérateur A est lipschitzien avec comme constante de

Lipschitz L.

Etape 2 : L'opérateur B est continu et compact. De méme que pour l'étape 1, la
preuve du Théoreme 2.1, p. 15, fournie la preuve que B est continu et compact.

Etape 3 : Montrons que les opérateurs A et I3 sont croissants sur [a, b]. En effet,
soit x,y € [a,b] tels que x < y et soit t € J. Nous avons :

Ax(t) = f(t,x(t)) < f(£y(t)) = Ay(t).
De méme, pour tout f € Jona:
Br(t) = [ Gults)gils x(5))ds

< [ Gelt,s)ge(o,x(5))ds
= By(t).

Ainsi, les opérateurs A et B sont croissants sur [a, b].

Etape 4 : Montrons que AxBx € [a, b] pour tout x € [a,b]. Soitx € [a,b] ett € ].
Nous avons :

T
o(t) < f(ta(t) | Gult,)gils,als)ds
£t x(1)) /OT Gi(t,5) gk (s, x(s))ds

T
£t,6(8)) | Grlt,)gis,bls))ds
< b(t).

IA

IA
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D’ou
a(t) < Ax(t)Bx(t) < b(t) pour t € | et tout x € [a, b].

Etape 5 : Montrons que : LM < 1 ou M = ||B([a, b])| = sup{||Bx|| : x € [a,b]}.
Nous avons :

M = |B(a,b))]| = sup{]|Bx| : x € [a,b]}
< sup {sg]o [ 6u(t,5) gl x(5)) lds : v € [, b]}

T
< Mk/o h(s)ds = M| ;1.
Puisque LM < LM;llh|;1 < 1, alors d’apres le Théoreme 1.6, p. 11, le PP (2.1)
admet une solution maximale positive et une solution minmale positive sur J. [

Discussion 2.4 La preuve du Théoreme 2.2 est similaire a celle proposée dans [16].
Nos hypotheses interviennent comme ceci :
— La condition (B,) assure que I'image de tout x € [a, b] par les opérateurs A et
B est dans K. Ce qui fait défaut dans la preuve proposée dans [16].
— Etape 3 : pour montrer que 1'opérateur B est croissant, la condition (Bs) assure
a 'opérateur B cette propriété et pour cela la fonction gy = gi(t, x) interve-
nant dans la définition de B doit étre croissante par rapport a la variable x.
C’est-a-dire, qu’elle doit vérifier que, si x,y € [a, b] sont tels que x < y, alors

lt, ) = t3) k0 (735 ) < ) +K0) (77 ) =t

Les conditions imposées dans [16] a f et ¢ ne suffisent pas pour que cette
inégalité soit vérifiée. Elle le devient en rajoutant la condition (Bs).

— Etape 5 : nous utilisons la fonction & donnée par 1’hypothese (B3) en rempla-
cement de celle correspondante, imposée dans [16]. Cette hypothese (B3) est
donc suffisante.

2.2 Sur un probléme d’équations différentielles fonc-
tionnelles

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a des équations différentielles fonc-
tionnelles perturbées (EDFP) du type :

{ X (t) = f(t,x(t),Sx), p.p. tel=]0,4] (2.12)
x(t) = Gx(t), tely=[-r0]

ou f: I xR"x BM(J,R") — R"etS,G: BM(J,R") — BM(J,R") sont des
fonctions données et | = Iy U I.

21



Chapitre 2. Solutions et solutions extrémales pour certaines ED et EI

Une solution de I'EDFP (2.12) est une fonction x € AC(J,R") qui vérifie le
probléme (2.12).

On se propose ici d’affaiblir une des hypothéses imposées par Dhage dans [12]
dans le traitement du probleme (2.12).

2.2.1 Existence de solutions

On considére les hypotheéses suivantes :
(A1) Lopérateur S : BM(J,R") — BM(J,R") est continu.

(Ap) Lopérateur G : BM(J,R") — C(lp,R") est compact et continu.
Soit N = sup{||Gx|| : x € BM(],R")}.

(Az) La fonction f est Carathéodory.

(Ay) 11 existe une fonction croissante ¢ : R, — IR et une fonction y € LY(I,R)
telles que y(f) >0 p.p t€let

ftxy)l <v(t)e(lx]) pp tel VxeR"Vy e BM(],R".)

Discussion 2.5
— Les hypotheses (A1), (Az) et (A4) sont identiques a celles dans [12].
— L'hypothese (A3) constitue un affaiblissement de I'hypotheése correspondante,
imposée dans [12], dans laquelle f est supposée L!-Carathéodory.

Théoréme 2.3 Supposons que les hypotheses (A1)-(Ay4) sont satisfaites et que

© s
—— > |7l

N ¢(s)
Alors I'EDFP (2.12) admet au moins une solution sur |.

Démonstration. L'EDFP (2.12) étant équivalente a 1’équation intégrale fonctionnelle
perturbée (EIFP) suivante :

t
() — 1 Gx(0)+ /0 F(s,x(s),Sx)ds teI (13)
Gx(s), tely
on définit I'opérateur 7 sur X = C(J,R") par, pour tout x € X,
t
Tx(t) = Gx(0) -I—/0 f(s,x(s),Sx)ds, tel (2.14)
Gx(t) t € Iy

On vérifie que I'opérateur T vérifie les hypotheses du Théoreme 1.3, p. 10.
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Etape 1 : Montrons que 7 est un opérateur continu. Soit (x,), une suite conver-
gente dans X vers x € X. On vérifie que (7 x,) converge vers 7 x. Soit t € |. Nous
avons

| Tx,(t)—Tx(t)] < /Ot |f(s,xn(s),Sxn) — f(s,x(s), Sx)|ds

< fCxn(), Sxu) = £(x(), S0) |-

On applique alors le Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue (Théo-
réme 1.2, p. 9) pour s’assurer que :

1f (s xn(-), Sxn) = f(x(), Sx) |1 w0 O

En effet, soit
up: I — R", t—u,(t) = f(t, x4(t), Sxp)

et
u:I—-R" t—u(t)=f(t x(t),Sx).

Nous avons u,(t) converge vers u(t) p.p t € I. Par continuité de la fonction f par
rapport a la deuxieme variable, et puisque S est un opérateur continuona: x, — x
dans C(J,R") alors Sx,, — Sx et f(t, x,(t),Sxn) — f(t,x(t), Sx). Il reste a trouver
une fonction ¢ € £1(J,R") telle que :

Vi e N : [Jun(t)]| < g(1).

Puisque la suite (x,), est convergente dans C alors : Ir; > 0,Vn € N : ||x,|| < 11
et ||x|| < r1. Nous avons :

lx, (1) < ||xull <71, VR EN, Vt € L
Dela,
|un(B)] = [f (£, xa(t), Sxu)| < y(E)p([xn(t)]) < y(E)¢(Ir1]) = g(£).

Les conditions du Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue (Théo-
réme 1.2, p. 9) sont ainsi satisfaites. On déduit que

I f(, xn(.), Sxn) — f(., x(.),Sx)||;1 — 0 lorsque n — oco.
Maintenant, pour t € Iy, nous avons :
| Txn(t) — Tx(t)] < |Gxn(t) — Gx(t)] < ||Gxp — Gx||.
Puisque G est un opérateur continu alors :
|Gxy — Gx|| — 0 lorsque n — oo.
Ainsi nous avons vérifié que :
1T xn = Tx|| n=seo 0.

Ce qui prouve que 7 est un opérateur continu.
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Etape 2 : Montrons que 7 transforme tout borné en un ensemble relativement
compact. Soit Y un ensemble borné dans X. Il existe k > 0 tel que: Vx € Y, Vt € I,
x()] < x|l < .

2.1. Montrons que 7 (Y) est un ensemble uniformement borné. Soit x € Y et
t € I. Nous avons :

| Tx(8)|

IN

N+/0t £ (s, x(s), Sx)|ds
N+ [ s)p(x(s))ds
N + /Ot'y(s)4>(k)ds (2.15)

t
N+L/ v(s)ds
0

N+ L[|7v([x

IN

IN

IA A

ot L = ¢(k), en tenant compte du fait que Vs € [0,t] C [0,a] =1 : ¢(|x(s)|) < ¢(k).
Pour t € I, nous avons :

| Tx(t)| <|Gx(t)| < N.

Ainsi || Tx|| < MVx € You M = N+ L||v| ;1. Ce qui prouve que 7 (Y) est un
ensemble uniformement borné.

2.2 Montrons que 7 (Y) est un ensemble equicontinu. Soit x € Y et t, 7 € L.
Nous avons :

|Tx(t) —Tx(t)] < '/Otf(s,x(s),Sx)ds - /OTf(s,x(s),Sx)ds

< /th(s,x(s),Sx)ds

t
< / F(s, x(s), Sx)|ds (2.16)
< | [ v©)ox(s))as

< 1 [ y(s)s = Llp(r) — p(x)

ou p(t) = /Ot'y(s)ds et L = ¢(k).

De méme, pour t, T € Iy, nous avons :
| Tx(t) — Tx(1)| = |Gx(t) — Gx(7T)].

Puisque l'opérateur G est compact et continu sur X, G(Y) est relativement compact,
et par conséquent G(Y) est un ensemble équicontinu dans C(Ip, R").
D’ou

|Gx(t) — Gx(t)] — 0 lorsque t — 7.
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Sitelpett e lalorsona:
| Tx(t) — Tx(t)| <|Tx(t) — Tx(0)] + |Tx(0) + Tx(1)]|
D’ou, dans tout les cas nous avons : :
| Tx(t) — Tx(t)] = 0lorsque t — T,

ce qui prouve que 7 (Y) est équicontinu et d’apres le Théoreme d’Ascoli-Arzela
(Théoreme 1.2, p. 9) T est un opérateur compact.

Ainsi T étant completement continu, les conditions du Théoreme 1.3, p. 10,
sont satisfaites, alors soit la premiére alternative du Théoreme 1.3 est vérifiée soit
la deuxieme est réalisée.

Etape 3 : Montrons que la deuxieme alternative du Théoréme 1.3 n’est pas réa-
lisée. C’est-a-dire que nous allons vérifier que 'ensemble

={ueX/3Ire€l0,1: ATu=u}
est borné. Soit u € { et A €]0,1] tels que, pour f € I,
u(t) = ATu(t) = A[Gu(0 +/fsu (s), Su)ds]

etpourt € lpona:

u(t) = ATu(t) = AGu(t).

D’ou ,
u(t) < N+ / F(s, u(s), Su)ds
0
t
< N+/ |f(s,u(s),Su)|ds
(2.17)
< N-l-/ |)ds
< N+ / )ds.
t
Soit w(t) = N+/ 7(8)@(u(s))ds pour £ € I. On a |u(t)] < w(t) Vt € I.
0
Puisque ¢ est croissante, en dérivant w on obtient :
w'(t) < y(s)¢p(w(t))
{ w(0) = N. (2.18)

Par intégration, on déduit que :

tow! t
0 ¢ (w(s)) ~ Jo
En faisant un changement de variables on trouve :

w(t) ds t © s
L o < v <l < [ 20
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Donc il existe une constante positive M telle que w(t) < M pour tout ¢ € J.
On aura
lu(t)| <w(t) <M, sitel

et
u(t)] < A[Gu(t)| < [|Gul| <N, sit € Io.

D’ot |u(t)| < max{M, N} pour tout ¢ € J.
Ainsi la deuxiéeme alternative du Théoréeme 1.3 n’est pas réalisée, alors
I’EDFP (2.12) admet au moins une solution. [

Discussion 2.6 La preuve du Théoréme 2.3 est la méme que celle proposée
dans [12]. Nous y apportons quelques modifications en utilisant nos hypotheses.
Ces modifications interviennent comme ceci :

— Etape 2 : dans les majorations (2.15) et (2.16), nous utilisons les hypothéses
(A3) et (Ag) au lieu de I'hypothese sur f imposée dans [12] (ie., f est
L!-Carathéodory).

— Etape 3 : dans les majorations (2.17), nous utilisons les mémes arguments que
ceux évoqués au point précédent.

2.2.2 Résultat d’unicité

Dans cette partie nous discutons le second résultat établi par Dhage dans [12]
concernant le probléeme (2.12).
On considére les hypotheéses suivantes :

(B1) La fonction f : I x R" x BM(],R") — R" est continue et vérifie :

|x1 — x| ly1 — v
a+|xy — x| a+[ly1 — 2|

£ %0 1) — £t 22, 2)] < max{ } pptel,

Vxq,xp € R" et Vyl,yz € BM(],]R”)
(Bp) L'opérateur S : BM(],R") — BM(],R") est non expansif.
(B3) L'opérateur G : BM(]J,R") — C(Ip, R") satisfait la condition suivante :

[x(£) —y ()] n
|Gx(t) — Gy(t)] < T (0 =y pp tel, Vx,yeBM(],R").

Théoreme 2.4 ([12]) On suppose que les hypothéses (By)-(Bs) sont satisfaites. Alors
I'EDFP (2.12) admet une solution unique sur |.

Démonstration. Soit X = C(J,R") et soit 'opérateur 7 défini sur X par, pour x € X,

Tx(t) = Gx(0) + /Otf(s,x(s),Sx)ds, tel
GX(t) t € Ip.

(2.19)
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On montre que 7 est une contraction non linéaire sur X. En effet, d’apres I'hypo-
thése (B1) on a, pour tous x,y € X ettoutt € I:

Tx() =Ty < [ 1£(sx(6), 5~ f(5,y(6), Sy)] ds

< [i(““x{ l—ﬁz_ytln'aﬂiﬁgfﬁlu})ds (2.20)
< (mo e St e )

[ Al g oyl
e =y = @t =yl

De méme pour t € Iy,ona:

) ) x(O) =y _ alx—y]
ITx(8) = Ty(t)] < 16x(0) = Gy ()] < et r < T T

En passant a la norme, on obtient

ITx =Tyl < ¢(llx =yl

ar . . o
avec P(r) = axr < r; ce qui prouve que 7 est une contraction non linéaire.
D’oti, d’aprés le Théoréme 1.4, p. 15, l'opérateur T admet un point fixe unique
et par conséquent I'EDFP (2.12) admet une solution unique. O

Discussion 2.7
e La preuve reproduite ci-dessus est celle proposée dans [12].

e Le résultat du Théoreme 2.4 n’est pas justifié car les majorations (2.20) ne sont
pas correctes.
En effet, si x,y € X ett € I, nous avons en fait :

Tx(t) = Ty(H)] < !GX(O)—Gy(O)I+/0t|f(S/X(S)ISX)—f(Sfy(S),Sy)ldS

. (0 -y

oy ({2t s )

IN
=
—

(=)
~
|

<
—
(=)
=
=
B

|
=

|x =yl allx —y| |x =yl
+ =144a)————
oy Py oy pepry SR

IN
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En posant ¢(r) = (1 +a)a—;|’—r

P(r) < r, ¥r > 0. En conclusion, 7 n’est pas nécessairement une contraction
non linéaire.

, nous remarquons que P ne vérifie pas :

e Nous constatons, par contre, que le Théoreme 2.4 s’applique pour un pro-
bléme du type particulier qui a d’ailleurs motivé I'étude faite par Dhage dans [12].
I s’agit du probleme suivant :

{x’(t) = f(t,x(t),xs) pp tel

1) = o te (2.21)

o f: I xR"xC(I,R") — R" et ¢ € C(Ip, R").
Dans ce cas, puisque nous avons :
Gx(0) = Gy(0)] = [¢(0) = ¢(0))[ =0,

les majorations (2.20) deviennent alors justifiées.

2.2.3 Existence de solutions extrémales
On considere les hypothéses suivantes :
(C1) Lopérateur S : BM(J,R") — BM(],R") est croissant.
(Cy) La fonction f est Chandrabhan.
(C3) L'opérateur G : BM(],R") — C(Ip, R") est croissant.
(C4) L’EDFP (2.12) admet une sous solution a et une sur solution b, avec a < b.
Discussion 2.8

e Supposons que les conditions (C;)-(C4) sont satisfaites. Nous définissons la
fonction h: | — R™ par:

h(t) = |f(t,b(t),Sb)| Vtel. (2.22)
Alors h est Lebesgue intégrable et vérifie
|f(t,x(t),Sx)| < h(t), Vtel, Vxelab].

Cette fonction & interviendra dans la preuve du Théoreme 2.5 ci-dessous.

e Dans [12], 'auteur choisit comme fonction £, la fonction, plus restrictive, sui-
vante :

h(t) = |f(t,a(t), Sa)| + [f (¢, b(t),Sb)|, te]. (2.23)

En fait, la fonction & que nous proposons dans (2.22), et qui est moins restrictive
que celle imposée dans [12], est suffisante pour valider le résultat du Théoreme 2.5.

Théoreme 2.5 ([12]) On suppose que les hypotheses (A3),(C1)-(Cy) sont satisfaites. Alors
IU'EDEFP (2.12) admet au moins une solution maximale et une solution minimale sur |.
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Démonstration. La preuve du Théoreme 2.5 est bassé sur le Théoréme 1.8. En consé-
quance, nous allons vérifier que les hypotheses de ce dernier sont satisfaites.

L'EDFP (2.12) est équivalente a I'EIFP (2.13). Pour X = C(J,R") et T : X — X
I'opérateur défini par, pour x € X,

) { Gx(0) + [ fls,x(s), 50)ds, te (2:24)

GX(t), te IO/
I’EFIP (2.13) se tronsforme en 1’équation opérationnelle suivante : 7x = x dans X.

Etape 1. On montre que 7 est croissant. Soit x,y € [a, b] tels que x < y. Nous
avons d'une part, pour t € I :

Tx(t) = Gx(0)+ /Ot (s, x(s), Sx)ds

< Gy(0)+ [ F(5.y(6), Sy)is
= Tyl

et d’autre part, pour t € I :
Tx(t) = Gx(t) < Gy(t) = Ty(t).
Donc l'opérateur T est croissant sur [4, b].

Etape 2. On montre que l'opérateur 7 envoi l'intervalle [, ] dans lui méme.
Nous avons, pour tout x € [a,b] et tout t € I :

a(t) < Ga(0) +/0tf(s,a(s),5a)ds
< Gx(0) —|—/Otf(s,x(s),Sx)ds

Gb(0) + /O ' £(s, b(s), Sb)ds
< b

IN

D’autre part, pour tout t € I :
a(t) < Ta(t) = Ga(t) < Gx(t) < Tx(t) < Gb(t) < b(t).
Ainsi a(t) < Tx(t) < b(t),Vt € |, et par conséquent T x € [a,b], Vx € [a,b].

Etape 3. Soit (x,,), une suite monotone dans [a, b]. Montrons que la suite (Tx;),
converge dans T([a, b]). La suite (7 x,), est monotone dans 7 ([a, b]). On montre
que la suite (7 xy,), est uniformément borné et équicontinue.
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3.1. (7 xy)n est uniformément bornée. Soit + € I. Nous avons :
t
TaaB] < N+ [1f(s,3(s), 5x)lds

N + /Oth(s)ds (2.25)

< N+ |h|.

IA

Sit € Iy, nous avons :
| Txn(t)] < [Gxu(f)] < N.

Ainsi [|[Tx,|| < M ou M = N + ||h]|;1. Donc (7 ),x, est uniformément bornée
dans X.
3.2 (T xu)n est équicontinue. Soit f, T € I. Nous avons :

T xu(t) — Tan(t)| < 'A{ﬂ&xn@LSxﬁk—:Ajﬂ&xn@LSxﬁk
< fﬁ@%@ﬁﬂm (2.26)

/Th(s)ds
< [p(t) = p(7)]

IN

t
oup(t) = / h(s)ds est une fonction uniformément continue. On déduit que :
0

| Txu(t) — Txu(t)| — 0 lorsque t —» .

De méme pour t, T € I
[T xn () = Txn(T)] = [Gxu(t) — Gxu(7)]

puisque 'opérateur G est compact et continu sur X, (Gx,), est relativement com-
pact, et par conséquent est un ensemble équicontinu dans X.
D’ou

| Txn(t) — Txu(7)| = |Gxn(t) — Gxp(T)] — 0 lorsque t — 7.
Sitelpettelalorsona:
t
Tanlt) = Taa(@)| < [631) = Gx0) + | [ 5,09, S0
t
gl&ﬂﬂ—GMwﬂ+Ah@%.

Notons que si |t — T| — 0 alors nécessairementona: t — 0 et T — 0.
D’apres ce qui précede on déduit que :

| Txu(t) — Txu(t)| — 0, lorsque t — .
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Ainsi (Txy), est uniformément bornée et équicontinu. D’aprés le Théoreme
d’Ascoli-Arzela (Théoreme 1.2, p. 9), (7 x5 ), est alors relativement compact et donc
elle est convergente.

Ainsi d’apres le Théoreme 1.8 I'EDFP (2.12) admet une solution maximale et
une solution minimale sur J. Il

Discussion 2.9 La preuve ci-dessus du Théoreme 2.5 est identique a celle proposée
dans [12]. La seule différence est dans ceci :

-Etape 3 : dans les majorations (2.25) et (2.26) nous utilisons la fonction & donnée
par (2.22) en remplacement de celle correspondante, imposée dans [12], et donnée
par (2.23). Notre hypothese est donc suffisante.

2.3 Sur un probleme d’équations intégrales fonction-
nelles

Dans ce paragraphe, nous allons étudier 'existence de solutions d"une équation
intégrale fonctionnelle du type :

t o(t)
x(t) =q(t) + /OH( ) v(t,s)x(6(s))ds +/0 k(t,s)g(s,x(n(s)))ds, te] (2.27)

ou]=100,1,9:] —R,vk:J]x]—R,g:]xRetu,6,0,7:] — ] sontdes
fonctions données.

On se propose ici d’affaiblir une des hypotheses imposées par Dhage dans [11]
dans le traitement de 'équation intégrale (2.27).

2.3.1 Existence de solutions

On considére les hypothéses suivantes :

(Ho) Les fonctions u,6,0,1 : ] — ] sont continues avec u(t),0(t),o(t),n(t) <t
pour tout t € J.

(H1) La fonction g : ] — R est continue.
(Hy) Les fonctions v,k : | x ] — R sont continues.
(H3) La fonction g est Carathéodory.

(H,) 11 existe une fonction ¢ € L£1(J,R) et une fonction ¢ : R, — R% , continue
et croissante, telles que

gt )| < pO)y(|x]) ppte] VxR

Discussion 2.10
e Les hypotheses (Hp)-(H>) et (Hys) sont celles de [11].

e L'hypothese (H3) constitue un affaiblissement de 1'hypothese considérée
dans [11] ot la fonction g est supposée étre L!-Carathéodory.
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Théoréme 2.6 ([11]) Supposons que les hypotheses (Hp)-(Hy) sont satisfaites. Supossons

de plus que
o ds
—>C 2.28

/|q||BM s+(s) (2:29)

oit C = max{V,K||¢||;1}, V = Ig;zé}dv(t,sﬂ et K = rtgzé)]<|k(t,s)]. Alors I'EIF (2.27)

admet au moins une solution.

Démonstration. Posons X = BM (], R). On définit les deux opérateurs
AB:X—X

par les formules :

Ax(t) = /OW) o(t,s)x(6(s))ds, x € X, t € J.

et
o(t)
Bx(t) = q(t) +/0 K(t,5)g(s, x(n(s)))ds, x € X, t € J.
L’EIF (2.27) est alors équivalente a 1’équation opérationnelle Ax + Bx = x, x € X.
On vérifie que les opérateurs A et B satisfont les conditions du Théoreme 1.7, p. 11.

Etape 1 : On remarque que 'opérateur A est linéaire. On montre qu’il est borné.
Soit x € X. Nous avons,

| Ax|lpy = sup
tsej

/W) ot, %)x(8(s))ds

t

sup [ o(t, %)|[x(6(s))ds

tse] 0

1
VHxHBM/O ds

= Vlx[/pm-

IN

IN

Ainsi A est borné.
Etape 2 : On montre qu’il existe un p € IN tel que A? est une contraction. Soit
x,y € Xetsoitt € J. Nous avons,

AX() = Ay()
()

= [ et sreoenas— [ ot spyte)as

- | / (6(5)) ~ y(6(s))ds

< /0 [o(t,5)[|x(6(s)) — y(6(s)) |ds

t
< [ Viix=ylpuds

< Vlx—ylm-
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Par passage a la norme on obtient
[ Ax = Ayl|pm < V[x =yl Bwm-

De méme, nous avons :
A2x(t) — A2y(1)| = /Oy(t)v(t,s)/()V(S)v(s,r)x(f)(r))drds
(0 (5
- /O” v(s,t)/” o(s, )y (6(7))dds
[ o)1 [ 1ot 0100 — y(o(lavas
/ov/o v|lx — y||pmdTds
< V- ylow [ [ deas

V2
< ol =ylu

IN

IN

En passant a la norme on obtient

A?x — A? A
| A%x Ylam < o1 |x =yl Bm-

On a par récurrence :
Vl’l
lA% = Ay [ < —llx = yllsm, ¥ € N

n
Comme lim,, o= 0, on déduit I'existence d"un entier p tel que :

C’est-a-dire que A? est une contraction.

Etape 3 : On montre que B est completement continu.

3.1 Continuité de BB : Soit (x,), une suite convergente dans X vers x € X. On
montre que (Bx,), converge vers Bx. La suite (x,), étant convergente, elle est

bornée et donc il existe r > 0 tel que ||x,|| < r. Soit t € J. Nous avons :
\an( ) — Bx(t)|

o(t)
< | [ ke )zt matnoas — [ k)05, x((s))as
[ ) s (5)) — g, x5l

[ k€t 9t xan(s)) — (s x07(5))lds
< K|lg( xn(n(-)) —g(, x(mn ()l 2-

IA

IN
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D’apres le Théoreme de la convergente dominée de Lebesgue (Théoreme 1.2, p. 9) :

18 xu(17())) = 8( x( (D) l11 w0 0.
Puisque
- Vn € N, (., xu(y(.)) € L}(],R),
— la suite (g(t, x,(n(t))))n converge vers g(t,x(1(t))), pour presque tout ¢ € J,
puisque g est continue en la deuxieme variable,

Ve NVEE T [g(t xa(n(8)] < 9(r) 9L,
alors, || Bx, — Bx|| < Klig(.,xa(7(.))) = g x(1(:)) 1 a2 0.

Ainsi B est un opérateur continu.

3.2 Relative compacité de I'image par BB de tout borné. Soit S un ensemble borné
dans BM(J,R). Il existe r > 0 tel que : Vx € S,Vt € ], |x(t)| < ||x]| < r. On montre
que :

3.2.1. B(S) est uniformément borné. En effet, soit x € S. On a,

o(t)
1Bxllam < supla(t)| +sup [ |kt s)llg(s, x(1(s)))lds

te] te]

< lallswi+K [ 9oy (lxr(s))])es (229

< lallsm +Kgp(r) ¢l

ce qui montre que 'ensemble B(S) est uniformément borné.
3.2.2. B(S) est équicontinu. En effet, soit x € S et soit t, T € J. Nous avons,

o(t)
Bx() = Bx(r)| < () —q(r)|+| [ K(t,3)g(s,x(n(s))ds
o(1)
— [ ksl x(n(s)ds

</ ‘“”(k)(t ,5)g(s, x((s)))ds
- / k(rs)( x(17(s)))ds
4 / ,x(1(s)))ds
0 k() (s, x(7()))ds| + 1a(t) — q(2)] (230)
o(t)
< /0_ o KO (&) 0r(3))ds
o(t)
[ k() = k(r,9)lg(s, ¥ ()|
+|q<> 9(7)|
< Ip(t) — P(T)|

+/ [k(t,s) = k(T, )| (r)¢(s)ds + |q(t) — g(7)]|
(

= Gl [ (e 5) — Kz, )lds
FKP() () = p(0)] + lq(t) — ()|
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o(t)
ou p(t) = / ¢(s)ds.
0
Puisque les fonctions p, g et k sont continues sur J, elles sont uniformément
continues sur J. D’ot 'on déduit que

|Bx(t) — Bx(t)| — 0 lorsque t — 7

ce qui prouve que B(S) est équicontinu.

D’apres le Théoreme d’Ascoli-Arzela (Théoreme 1.2, p. 9), B(S) est compléte-
ment continu.

En conclusion, les conditions du Théoreme 1.7, p. 11, sont satisfaites. On déduit
que soit la conclusion 1 du Théoreme 1.7 est réalisée, soit c’est la conclusion 2 qui
I'est.

Etape 4 : On montre que la conclusion 2 n’est pas réalisée. C’est-a-dire qu’on va
vérifier que 'ensemble ¢ = {u € X/3A €]0,1[: Au + Bu = u} est borné. Soit x € ¢
et A €]0,1] tels que, pour ¢ € J,

= Aqg(t +/ 6(s)) ds+)\/at (t,5)g(s,x(n(s)))ds, te].

Alors
K01 < a0+ [ o9l Ix(os)ds
o(t)
+A (e, 3)ll s, x(n(5))) ds (231
pt) o(t)

< Nallaw+ [ VIx@E)las+ [ Ko (10 s

Soit w(t) = m[%>t< |x(s)] = |x(*)| pour t € [0,¢] et t* est fixé dans [0,¢]. On a

lx(H)| <w(t) VteT].

D’aprés ce qui précede on a :
p(t) o(t)
wt)=Ix()] < lala+ [ VIvoE)Ias+ [T Kpp(xr()])es
* t*
< HCIHBM+/ Vw(s ds+/ Ko(s)p(w(s))ds
< Nl + v [ %+mwm/w ds
< Nallaw +C [ (o) + pla(s))ds

ou C = max{V,K||¢]| 1}

Posons u(t) = ||q||BM+C/ s) 4+ w(w(s))lds, t € J. Alors u(0) = ||q|lpm et
w(t) <u(t), te].
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On a alors :
u'(t) = Clw(t) + p(w(t))] < Clu(t) + p(u(t))], Vt € J.

Qui s’écrit encore
u'(t)
u(t) +¢(u(t))

En intégrant entre O et f on obteint

! u'(s) t
/0 u(s) T+ )™ = /0 Cds<C, te].

En faisant un changement de variable, on obteint

u(t) ds % ds
~ P __<c«< / — 2 tey.
/|q|BM s+ 1(s) ]Iz S + P (s)

De cette inégalité on conclut que

<C, Vtel].

IM>0Vte ] u(t) <M.

Ainsi
lx(H)| <w(t) <M, Vte];

ce qui implique que ||x||py < M et donc I'ensemble ¢ est borné. La deuxiéme
alternative du Théoreme 1.7 n’est pas satisfaite et par consequent c’est 1'EIF (2.27)
qui admet au moins une solution. 4

Discussion 2.11 La preuve ci-dessus du Théoreme 2.6 est similaire a celle proposée
dans [11] a ceci pres : Notre hypothese (H3) intervient comme ceci :
— Etape 3 : Dans les majorations (2.29) et (2.30), nous avons utilisé (H3) et nous
nous sommes appuyé sur ’hypothese (Hy) afin de majorer la fonction g.
— Etape 4 : Dans les majorations (2.31), nous avons utilisé le méme procédé que
celui utilisé a I'étape précédente.
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DEUXIEME PARTIE :

SUR LA MOYENNISATION DANS LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES ET FLOUES, ET DANS LES
INCLUSIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES, EQUATIONS
DIFFERENTIELLES FLOUES

ET INCLUSIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES : NOTIONS PRELIMINAIRES

DANS ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base d’exis-
tence et d’unicité des solutions pour les EDO, les EDF et les IDO,
avec quelques autres propriétés (voir [3, 19, 25, 42, 45, 50, 51, 52, 66, 69]).

3.1 Equations différentielles ordinaires

3.1.1 Définitions
Soient U un ouvert de R x R" et f : U — R" une fonction continue.

Définition 3.1 Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est une relation du type

(t) = f(£ x(t))
que I’on note brievement
1= f(t x) (3.1)
olt X = dx/dt.

Définition 3.2 Soit x une fonction d’une partie de R dans R".

1. La fonction x est dite solution de I'équation (3.1) sur un intervalle I C R si elle est
définie et continfiment dérivable sur I et si (t,x(t)) € U, pour tout t € I.

2. Soit (tg, x9) € U donné. La fonction x est dite solution du probleme a valeur initiale
associé a I'équation (3.1) s'il existe un intervalle I contenant tg tel que x soit solution
de I'équation sur I et vérifie x(ty) = xo.
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Remarque 3.1 Pour (to, x9) € U donné, un probleme a valeur initiale associé a I'équation
différentielle (3.1) est également exprimé sous I'écriture suivante :

x=f(t,x),  x(to) =x0 (3-2)

et une solution de (3.2) est également dite solution de I'équation (3.1) a valeur initiale xq a
l'instant initial ty (ou encore, de condition initiale (o, xp)).

Définition 3.3 Pour (ty, xo) € U donné, une solution du probleme (3.2) est dite unique
si elle coincide avec toute autre solution partout ou elles sont toutes les deux définies.

Remarque 3.2 Si le probleme (3.2) admet une solution unique, celle-ci est généralement
notée par x = x(-; to, Xo)-

Proposition 3.1 [25] Pour tout (ty, x9) € U, le probleme (3.2) est équivalent a I'équation
intégrale

x(t) = xo + tf(s,x(s))ds.

fo

3.1.2 Existence, unicité et prolongement des solutions

Théoreme 3.1 (Existence, [25]) Soient U un ouvert de R x R" et f : U — R" une
fonction continue. Pour tout (tg, xo) € U, le probleme (3.2) admet au moins une solution.

Corollaire 3.1 ([25]) Soient U un ouvert de R x R" et f : U — IR" une fonction continue.
SiW C V C U sont tels que W est fermé et borné (c-a-d compact), et V est ouvert avec
V C U, alors il existe I > 0 tel que, pour toute condition initiale (to, x9) € W, il existe
une solution x du probleme (3.2) définie au moins sur l'intervalle [ty — L, to + LJ.

Définition 3.4 Soient U un ouvert de R x R" et f : U — R" une fonction. On dit que
f = f(t,x) est localement lipschitzienne en x si pour tout fermé et borné (c-a-d. compact)
K dans U, il existe une constante L > 0 telle que

[f(Ex1) = f(t x2)| < L|xy — x2
pour tous (t, x1)et(t, xp) dans K.

Théoreme 3.2 (Unicité, [25]) Soit U un ouvert de R x R". Si f = f(t,x) : U — R" est
continue et localement lipschitzienne en x, alors pour tout (tg, xo) € U, le probleme admet
une solution unique.

U étant un ouvert de R x R", on suppose que f : U — R" est continue.

Définition 3.5 Soit x une solution de I'équation (3.1) et I C R un intervalle sur lequel x
est définie.
— Une fonction % est appelée prolongement de x si elle est définie sur un intervalle [
contenant strictement I, coincide avec x sur 1, et vérifie la relation (3.1) sur I
— La solution x est dite maximale (on dit aussi no prolongeable) si elle n’admet pas de
prolongement ; c’est-a-dire que l'intervalle I est I'intervalle maximal d’existence de la
solution x.
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Théoréme 3.3 (Prolongement, [21]) Soit x une solution maximale de I'équation (3.1)
et soit I =|a,b[ son intervalle maximal d’existence. Alors, pour tout fermé et borné (c-
a-d. compact) W dans U, il existe ti, et t3; tels que (t,x(t)) ¢ W pour t €]a, ] et
t € [t b].

Corollaire 3.2 ([25]) Soient x une solution maximale de I'équation (3.1) et I =|a,b| son
intervalle maximal d’éxistence. Alors (t,x(t)) va vers le bord de U lorsque t tend vers a
et b.

3.2 Equations différentielles floues

3.2.1 Définitions

Notons par PCP,CU(JR”) I'ensemble des parties non vides, compactes et convexes
de R". La métrique de Hausdorff est définie sur Py c»(IR") par

p(A,B) = max(B(A,B),B(B,A)), A,B&c Pepeo(R")
ou f est la semi-distance de Hausdroff :

B(U, V) =supd(u,V) =sup in‘f/ lu —v|.
4S

ucl ucl
L'espace métrique (Pcp,co(IR"), p) est complet.
Définition 3.6 L'ensemble des nombres flous, noté IE", est I'ensemble des applications
x : R" — [0, 1] vérifiant les conditions suivantes :
1. x est normale, c’est-a-dire qu’il existe uy € R" tel que x(up) =1;
2. x est convexe floue, c’est-a-dire que, pour tous u,v € R" et A € [0,1], on a:

x(Au+ (1= A)v) > min(x(u), x(v));

3. X est semi-continue supérieurement, c’est-a-dire que, pour tous ug € R" et ¢ > 0, il
existe & = 6(ug,€) > 0 tel que pour tout u € R" vérifiant la condition |u — ug| < 6,
ona:x(u) <x(up) +e

L’élément zéro dans [E", noté 0, est définie par 0(u) = 1 pour u = 0 et 0(u) = 0
siu # 0.

Remarque 3.3 Dans la définition de I'ensemble des nombres flous, il est parfois imposé
aux applications x : R" — [0, 1] de vérifier, en plus des conditions de la Définition 3.6, la
condition suivante : La fermeture de 'ensemble {u € R" : x(u) > 0} est compacte.

Exemple 3.1 (Représentation d’'un nombre flou) L’expression “les nombres réels
proches de zéro” peut étre représentée par le nombre flou suivant :

1
14+ u?

11 est a noter que cette représentation n’est pas unique.

x:R—[0,1], u~—
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Pour a« €]0,1], la a-section de l'application x € ", notée [x]|*, est définie par
[x]* = {u € R" : x(u) > a}. La section nulle de I'application x € [E" est définie par
la fermeture de I'ensemble {u € R" : x(u) > 0}.

Pour tout « € [0, 1], [x]* € Pep,co(R").

Exemple 3.2 (x-section) Soit le nombre flou x défini sur l'intervalle [40,100] de la ma-
niere suivante pour décrire la température d' une chambre :

( 0 sid0 < u <50
=90 50 <u <60
B 10
x(u) = 1 — 60
1— 5 si60<u<70
0 si70 < u < 100.

\

Pour 0 < a < 1, les a-sections du nombre x sont données par :
[x]* = [50 + 10a, 70 — 10a], [x]! = {60}, [x]% = [55,65] et [x]° = [50,70].
L’addition et la multiplication des nombres floues sont définies par :
[x+y]* = [x]*+ [y]*, [Mx]*=A[x]*, x,y€E", AeR, acl0l].

L’ensemble des nombres floues E" est un coHne convexe sous l'addition et la
multiplication.
La métrique dans [E" est définie par

D(x,y) = sup p([x]* [v]*), x,y€E"
a€l0,1]

ot p est la métrique de Hausdorff.
La borne supérieure dans la définition de D peut ne pas étre atteinte, comme le
montre 'exemple suivant :

Exemple 3.3 Si x,y € E! sont tels que

a* = [y = [0,1] pour 0<a<

et
x]*=0, [y]*=1[0,2(1—«)] pour % <a<l

alors .
0 si0<a< =

o([x]*, [y)*) = a2
2(1—uw) si 5 <a <1

Dela, on déduit que

D(x,y) = s%}i]p([x]“, yl*) =1

en remarquant que cette borne supérieure de p([u]*, [v]*) n'est atteinte pour aucune valeur
dewa €10,1] .

42



Chapitre 3. EDO, EDF et IDO : notions préliminaires

La métrique D est telle que :

1. (IE", D) est un espace métrique complet;

2. D(x+2z,y+z) = D(x,y) pour tous x,y,z € E";

3. D(kx,ky) = |k|D(x,y) pour tous x,y € E" etk € R.

Définition 3.7 Une application h : I — IE" est fortement mesurable si pour tout
a € [0,1], Uapplication hy : I — Pepco(R") définie par hy(t) = [h(t)]* est Lebesgue
mesurable.

Définition 3.8 Soit h : I — E". L'intégrale de h sur I, notée par / h(t)dt, est définie
I

par :
[/Ih(t)dtr — /Iha(t)dt

= {/(P(t)dt i ¢ I — R" est une selection mesurable de h“}
I

pour tout a €]0,1].
Une application fortement mesurable et intégrablement borné h : 1 — IE" est dite

intégrable sur I si /h(t)dt c E".
I

Proposition 3.2 ([42]) Soit h,g : I — E" des applications intégrables et A € IR. Alors :

1. /(h()+g ))dt = /h dt+/g Dt

/ AR(H)dt = A / h(t)dt;
3. D (/Ih(t)dt,/lg(t)dt) < /ID(h(t) 2(t))dt

Définition 3.9 Une application h : 1 — E" est dite continue en ty € I si, pour tout
e > 0, il existe 5 = O(tg,e) > 0 tel que : pour tout t € I vérifiant |t —
D(h(t), h(ty)) < e.

Une application h : I — E" est continue sur I si elle est continue en tout point tg € I.

Proposition 3.3 ([42]) Sih: I — E" est continue, elle est intégrable.

Définition 3.10 Une application h : I x E" — E" est continue en (ty, x9) € I x E" si,
pour tout € > 0 il existe 6 = 6(tg, xo,€) > O tel que : pour tous t € I et x € E", vérifiant
|t —to] < det D(x,x0) <dona:D(h(t x), h(ty, x0)) < &

Une application h : I x E" — E" est continue sur I x E" si elle est continue en tout
point (tg, xo) € I x [E™.

Soit x,y € E". S'il existe z € E" tel que x = y + z, on appelle z la H-différence
de x et y, notée par x — y.

43



Chapitre 3. EDO, EDF et IDO : notions préliminaires

Définition 3.11 Une application h : I — E" est différentiable en ty € 1 s'il existe

h(tg) € E" tel que les limites

Lo Bt ) —h(to) (o) = h(to — A)
A—0+ h A—0+ h

(3-3)

existent et sont égales a h(ty). ‘

Si h: 1 — E" est différentiable en to € I, alors on appelle h(ty) la dérivée floue de h
en to.

Une application h : I — E" est dite différentiable sur I si elle est différentiable en tout
point tg € L.

Remarque 3.4 La limite dans (3.3) est définie dans I'espace métrique (IE", D).

3.2.2 Existence et unicité de solutions

Soient f : I x E" — E" une fonction, avec I = [0,4], a > 0, et xg € E". On
considere le probléme a valeur initiale suivant associé a une équation différentielle
floue :

x(t) = f(t x(t)) x(to) = xo. (3-4)

Définition 3.12 Une fonction x : I — E" est dite solution de (3.4) si elle est continue et
vérifie I'équation intégrale suivante :

x(t) = x0 + /t: f(s,x(s))ds.

Théoreme 3.4 (Existence, [42]) Supposons que la fonction f : I x E" — E" est continue
et vérifie
D(f(t,u),0) <M, VteI,Vu € E".

Alors le probleme (3.4) admet au moins une solution sur I.

Théoréme 3.5 (Unicité, [42]) Supposons que la fonction f : I x E" — E" est continue
et vérifie la condition de Lipschitz :

D(f(t,u), f(t,v)) < KD(u,v) VteI,Vu,veE"

Alors le probleme (3.4) admet une solution unique définie sur I.

3.3 Inclusions différentielles

3.3.1 Définitions

Nous allons utiliser les notations suivantes :

P(X)={YCX:Y #Q},

-Pp(X) = {Y € P(X) : Y possede la propriété "p”}, ott p = f (fermé), p = b
(borné), p = cp (compacte), p = cv (convexe), etc.
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Ainsi,

Peo(X) = {Y € P(X) : Y convexe}, Ps(X)={Y € P(X):Y fermé},
Pp(X) ={Y € P(X) : Yborné}, P(X)={Y € P(X):Y compact},
Pep,co(X) = Pep(X) N Peo(X), ete.

Définition 3.13 Une fonction multivoque (dite aussi, multifonction) F d'un ensemble X
vers un ensemble Y est une correspondance qui associe a tout élément x € X un sous-
ensemble F(x) de Y. On notera F : X — P(Y) (la notation F : X — 2V est aussi
utilisée dans la littérature).

Soient X un espace métrique, Y un espace de Banach et F : X — P(Y) une
fonction multivoque.

Définition 3.14 On appelle graphe de la fonction multivoque F I'ensemble
Graph(F) =Tp={(x,y):x € X, y € F(x)}.
F est dite a graphe fermé si I'r est fermé dans X x Y. On dira aussi que F est fermée.
Définition 3.15 On appelle image de F 'union des images F(x), i.e
Im(F) = |J F(x)
xeX

et domaine de F 'ensemble
DomF = {x € X : F(x) # ¢}.
Définition 3.16

(a) F est dite a valeurs fermées (resp. convexes) si F(x) € Ps(Y) (resp. F(x) € Peu(Y))
pour tout x € X.

(b) F est dite bornée sur les bornés si l'ensemble

F(A) = [J{F(x)}

xX€eA

est borné dans Y pour chaque sous-ensemble A € Py,(X), i.e.

sup{sup{|y|: y € F(x)}} < co.

x€A
Définition 3.17
(a) F est dite semi-continue supérieurement (en abrégé s.c.s) en xo € X si pour tout ouvert

U de Y avec F(xo) C U, il existe un ouvert V de xq tel que pour tout x € V, on a
F(x) C U.

(b) F est dite semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i) au point xy € X si pour tout
ouvert W C Y :

Fxo) "W # @ = 3Uy,: Vx € Uy, : F(x)NW # Q.
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Définition 3.18 Soit X un espace de Banach et F : | — Pey,cp(X) une fonction multi-
voque. F est dite mesurable si, pour tout x € X, la fonction

t — d(x,F(t)) =inf{|x —z| : z € F(¢)}
est mesurable sur |.

Nous présentons maintenant un résultat tres important en analyse multivoque :
le théoreme de sélection de Michael.

Définition 3.19 (Sélection) Soit F : X — P(Y) une fonction multivoque. Une fonction
f + X = Y est dite sélection de F si

f(x) € F(x), VxeX.

Théoréme 3.6 (Théoreme de sélection de Michael, [45]) Soient X un espace métrique,
Y un espace de Banach et F : X — Pf o, (Y) s.c.i. Alors il existe f : X — Y une selection
continue de F.

3.3.2 Existence de solutions

Définition 3.20 Soient | un intervalle de R et X un espace de Banach. Une fonction
x : ] — X est dite absolument continue si, pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour
toute partition dénombrable [ay, dy| de J, on a :

Yok — ) < 6 = Y |x(by) — x(ap)| <.
k k

Toute fonction absolument continue x est continue, dérivable presque partout
et peut s’écrire

x(t) = x(0) —|—/Otx(s)ds.

On désigne par AC(J, X), I'espace des fonctions absolument continues sur | et
a valeurs dans X.

Soit le probleme a valeur initiale associé a une inclusion différentielle ordinaire
X € F(t,x) x(0) = xg (3.5)
ot F: ] x R" = Py co(IR") est une fonction multivoque, | = [0, T] et xo € R".

Définition 3.21 Une fonction x € AC(J,IR") est dite solution de (3.5) si x vérifie l'inclu-
sion différentielle x(t) € F(t,x(t)) p.p sur J et la conditions x(ty) = xo.

Théoréme 3.7 (Théoréme de Filippov, [19]) Soienty : | — R" une fonction absolument
continue et F : [ x R" — Pep o (R") une fonction multivoque. Supposons que

i) pour tout x € R", F(-, x) est mesurable;

ii) il existe B > 0 et une fonction Lebesgue intégrable k tels que :

Vx,z € y(t) + BB, p(F(t,x),F(t,z)) <k(t)|lx—z| pptel0,T];
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iii) il existe une fonction Lebesgue intégrable b telle que d(y(t), F(t,y(t))) < b(t).
On supposons en outre que x(T) < B, alors il existe une solution x de (3.5) telle que :

[x(8) =y <x(®), te] et |x(t) —yE)] <k(t)x(t) +b(t), ppte]

ol

x(t) = el (1xo — y(0) + [ b(s)as).

Théoréme 3.8 ([66]) Soit F : ] x R" — P oo (IR") une fonction multivoque. Supposons
que

1. La fonction multivoque x — F(t, x) est semi-continue supérieurement pour presque
tout t € J.

2. Pour tout x € R" il existe une sélection mesurable t — f(t,x) vérifiant f(t,x) €
F(t, x).
3. Il existe une fonction Lebesgue intégrable b telle que |f(t,x)| < b(t), Vte].

Alors, pour tout xg € R", le probleme de Cauchy (3.5) admet au moins une solution.
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MOYENNISATION DANS

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES ET LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES FLOUES

DANS ce chapitre, nous commencgons par rappeler différentes ap-

proches et quelques résultats de référence, relatifs a la méthode
de moyennisation pour les EDO et EDEF, puis nous présentons nos résul-
tats élaborés dans [37, 38]. Les résultats classiques, reproduits dans ce
chapitre, présentent les approches de Sanders et verhulst dans [61, 62],
qui sont cités dans la thése de Lakrib [35], puis 'approche développée
par Artstein dans [2].

4.1 Présentation générale

La moyennisation est une méthode largement répandue dans la littérature
concernée par la théorie des oscillations non stationnaires. Elle prend ses racines
dans la mécanique céleste. Mais sous ce nom elle est habituellement attribuée a
Krylov, Bogolyubov et Mitropolsky. Quelques ouvrages de référence sont Bogo-
lyubov et Mitropolsky [6], Bogolyubov, Mitropolsky et Samoilenko [7], Hale [25],
Krylov et Bogolyubov [32], Mitropolsky [46, 47], Sanders et Verhulst [61, 62] et
Volosov [68].

Elle concerne, d'un point de vue asymptotique, la construction de solutions
approximatives, essentiellement du premier ordre, d’EDO rapidement oscillantes
en la variable temps, qui se ramenent a la forme

x=f (é,x,e) (4.1)

oux € R", t € Rete> 0 estun parametre réel destiné a tendre vers zéro. A cette
équation est associée I'EDO autonome suivante

T—oo T

y=f(y) = lim - / f(t,y,0 (4.2)
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obtenue a partir de I’équation (4.1) en prenant la moyenne, dont on suppose 1'exis-
tence, par rapport a la variable temps de son membre de droite pour ¢ = 0 et
appelée équation moyennisée. Le principe de la méthode consiste alors a affirmer
que le comportement d’une trajectoire de I'équation (4.1) est treés proche de celui de
la trajectoire de ’équation (4.2), issue de la méme condition initiale (ou méme d"une
condition initiale proche de celle de la premiere trajectoire), sur des intervalles finis
de temps.

L’intuition derriére cette approximation est la suivante : pour ¢ petit, 1'équa-
tion (4.1) correspond a un champ de vecteurs dépendant du temps soumis a des
oscillations tres rapides au cours de son évolution. Il est donc naturel d’estimer
qu’'en premiere approximation les solutions de 'équation (4.1) obéissent unique-
ment a 'effet moyen du champ de vecteurs f(t,x,0). Le principe qui en découle
alors consiste a ne retenir que ce qui “produit un effet”, en négligeant ce qui est,
par contre, “sans influence notable”.

Introduisons dans I'équation (4.1) un changement dans 1’échelle de temps en
posant t = eT. Celle-ci devient

X = ef(T,3,0). (43)

Faisons de méme avec I'équation (4.2). L'équation moyennisée s’écrit alors

y =ef°y). (4-4)

L’étude des équations de la forme (4.3), appelée forme normale, a été initiée par
Bogolyubov [6]. Malgré la géne engendrée par 1’apparition explicite du parametre ¢
dans 'équation moyennisée (4.4), il est devenu une tradition dans la littérature
classique de formuler et discuter les résultats sur les fondements de la méthode de
moyennisation pour des équations mises sous la forme (4.3).

Il est a noter que les écritures (4.1) et (4.3) sont équivalentes. L'étude du pro-
bleme a l'une ou a l'autre échelle de temps t ou T = t/e conduit, indifféremment,
aux mémes résultats.

Dans la littérature classique, différentes techniques de calcul pour justifier les
résultats de moyennisation ont été élaborées. Nous en citons deux des plus impor-
tantes :

e La décomposition dite de Bogolyubov-Hale [6, 25]. Elle consiste a introduire
un changement de variable faisant apparaitre I’équation (4.3) comme une pertur-
bation (réguliere) de I’équation moyennisée (4.4).

Ainsi on montre 1’existence d’une fonction u(7, z, €), vérifiant certaines proprié-
tés dont celle-ci : la fonction eu(7, z, €) tend vers zéro, avec ¢, uniformément en T
dans R et en z dans les compacts de R"; de sorte que le changement de variable,
proche de l'identité

x=z+¢eu(t,z¢)

transforme 'équation (4.3) en 'équation

' =¢ef°(z) + eF(t,z,€).
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Puis on néglige le terme €F (7, z, €), supposé tendre vers zéro, avec ¢, uniformément
en T dans R et en z dans les compacts de R", pour obtenir I’équation moyenni-
sée (4.4).
Sous des conditions convenables, la méthode aboutit finalement a un résultat
du type :
[x(7) —y(7)| < Ce
pour tout T € [0,L/¢] ot L > 0 et C sont des constantes indépendantes de «.

e Le concept de moyenne locale di a Eckhaus [22]. Il s’agit de définir la notion
de moyenne locale du second membre de 1'équation (4.3). Les solutions de 'équa-
tion qui lui est associée constituent alors des solutions intermédiaires entre celles
de I’équation (4.3) et 'équation moyennisée (4.4).

Ainsi I'idée est de considérer 1’équation moyennisée locale associée a I'équa-
tion (4.3) donnée par

1 pt+T
7 =efr(t,z) = s?/ f(t,z,0)dt
T

et de vérifier par des évaluations d’intégrales, moyennant des hypotheses conve-
nables, qu'uniformément par rapporta T € [0, L/¢], L = cte > 0, on a d’une part
|x(7) —z(1)| < CeT
et d’autre part
Cé(e)
— <
y(0) —2(0)] < =

ot la jauge, que nous appellerons, jauge d’Eckhaus, J(¢), définie par

| ) = o a @)

O(e) =sup sup e
X te€l0,L/¢]

est supposée petite avec e. Enfin, le choix du parametre T tel que : e2T? = §(e)
donne le résultat recherché

[x(7) —y()] < C'%(e). (4.6)

4.2 Approche d’Artstein

L’'idée directrice de I'approche que propose Artstein dans [2] a la particularité
suivante :

- Elle differe de la décomposition de Bogolyubov-Hale [6, 25] (Section 4.1), qui
se base sur un changement de variables (difféomorphisme).

- Elle rejoint le concept da a Eckhaus [22] (Section 4.1), qui se base, lui, sur la
moyenne locale et 1’estimation des erreurs emploie une comparaison d’intégrales
faisant intervenir la jauge (4.5).

En outre, contrairement aux autres approches, les preuves des résultats, que
nous omettons ici, qui montrent les estimations, reposent sur le principe de contrac-
tion de Banach dans un espace de fonctions approprié.
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4.2.1 Cas général

On considere ainsi le probleme a valeur initiale associé a I'équation (4.3) en
supposant, afin d’alleger I'étude, que le second membre de celle-ci est indépendant
de e. Ainsi, le probleme considéré s’écrit :

- =¢f(tx),  x(0)=x (4-7)

ou f : Ry x R" — IR" est une fonction donnée et continue. A (4.7), on associe le
probleme moyennisé correspondant :

d
=efy),  y(0)=xo (48)

ot la fonction moyenne f° est définie, pour tout y € R", par

to+ T
F)=tim = [ fya 49)

T—o0 to

avec la condition que la limite dans (4.9) est uniforme en ¢y > 0.
On note que f° peut ne pas exister. Dans le cas ot1 elle existe, on s’intéresse alors
a la détermination de nombres positifs A(¢) et 77(¢) ayant la propriété suivante :

tot+A(e) /e
7 e - po)ar

0

&
Ale)
pour tout 0 < ty < e (1 — A(e)) et tout x € R". A I'échelle du temps s = «t,
I'inégalité (4.10) devient :
1 so+A(e) s 0
A /SO f(gx) )] s
pour tout 0 < sp < (1 — A(e)) et tout x € R".
La paire (A(e),7(e)) est appelée : taux de moyennisation de la fonction f.

<1(e) (4.10)

<5(e) (4.11)

Théoreme 4.1 ([2]) On suppose que la fonction f = f(t,x) est K-lipschitienne en x et
est bornée par une constante M. On suppose que la moyenne f° dans (4.9) existe et soit
(A(e),n(e)) le taux de moyennisation de f définie par (4.11). Soient x la solution de (4.7)
et y la solution de (4.8). Alors, pour tout t € [0,1/¢], on a

x(t) =y ()] < X[(K+2)MA(e) +1(e)]. (4.12)
C’est-a-dire que 'écart entre x et y est de I'ordre de max(A(e),n(e)), uniformément sur
Uintervalle [0,1/¢].

Remarque 4.1 Pour obtenir la meilleure estimation pour le taux de convergence, il est
souhaitable d’obtenir le plus petit A(e) de sorte que 1(e) dans (4.10) ou (4.11) peut étre
remplacé par cA(e) avec ¢ une constante indépendante de ¢. Le critere (4.11) prend alors la

forme suivante :
[l ) -l

0

1
Afe)

Dans ce cas on dit que A(¢) est le taux de moyennisation de f.

< cAfe). (4-13)
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4.2.2 Cas périodique

Dans le cas ot la fonction f = f(t,x) est T-périodique en t, sa moyenne f°
définie par (4.8) devient, pour tout y € R",

P =g [ fyi (419

Dans ce cas, le théoréme classique de moyennisation (voir [1, 61]) devient un
cas particulier du résultat ci-apres qui est une conséquence du Théoreme 4.1 avec

(A(e), 7 (e)) = (eT, 0).

Théoréeme 4.2 ([2]) On suppose que la fonction f = f(t,x) est T-périodique en t,
K-lipschitzienne en x et est bornée par M. Soient x la solution de (4.7) et y la solution
de (4.8). Alors, la majoration (4.12) devient, pour tout t € [0,1/¢],

[x(t) — y(t)| < eMT(2+ K)e*". (4.15)

Exemple 4.1 [2] Soient le probleme a valeur initiale

Z—f = ¢(1+ x%cost), x(0) =2 (4.16)

et le probleme moyennisé qui lui est associé

dy _ _
— =5 y(0)=2 (4.17)

La solution de (4.17) est y(t) = 2 + ¢t et elle est définie pour tout t. En posant s = et dans
celle-ci, elle s’écrit alors : y(s) = 2 +s. Sur [0, 1], cette solution est bornée par 4.

Dans la (région) boule de centre zéro et de rayon 4 la fonction 1+ x? cos t est bornée par
17 et la constante de Lipschitz par rapport a x est 8. D’apres le Théoreme 4.2, les solutions
de (4.16), qui sont définies et bornées par 4 dans l'intervalle [0,1/¢|, sont uniformément
approchées par y(t) = 2 + et (une estimation de I'écart est 3407re3%e).

4.2.3 Comparaison avec une jauge classique

Une jauge classique intervenant dans 'estimation de 1'écart entre les solutions
des équations (4.7) et (4.8) est représentée par l'inégalité suivante :

L e — )] < 8 8
— , X — xX)| < = 1
P fxd— )| < (418)
ouc=cte. >0,a€0,1],t0>0et T > 0.

Si une fonction f° donnée vérifie (4.18), alors elle satisfait (4.9) et constitue donc
le second membre de 1’équation moyennisée (4.8).

Contrairement au résultat classique connu (voir [61, 62, 67]), qui impose des
conditions fortes sur la fonction f et sa dérivée partielle par rapport a x, on montre,
sous des hypotheses plus générales, le résultat suivant (avec une estimation fine de
I’écart) :
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Théoréeme 4.3 [2] On suppose que la fonction f = f(t,x) est K-lipschitienne en x et
est bornée par une constante M. On suppose que (4.18) est vérifiée par une certaine fonc-
tion f°. Soient x la solution de (4.7) et y la solution de (4.8). Alors, pour tout t € [0,1/¢],
ona

[x(t) = y(B)] < X[(K+2)M + cleTs. (4.19)

C'est-a-dire que I'écart entre x et y est de l'ordre de eTHa, uniformément sur l'inter-
valle [0,1/¢].

4.2.4 Comparaison avec la jauge d’Eckhaus

Rappelons que la jauge d’Eckhaus, pouvant intervenir dans 1’estimation de
I'’écart entre les solutions des équations (4.7) et (4.8), est représentée par la fonc-
tion J(¢) définie par

t
o(e) = sup sup ¢| [ (f(r,x) ~ f(x) d (4.20)
¥ pefo,) 10
ou f° estici la fonction définie par
() = Jim & [ £, y)a (42
fy—TfJoTof’y 4.21

obtenue en posant tp = 0 dans (4.9).

Sous des hypothéses similaires a celles du Théoreme 4.1, on retrouve dans le
résultat ci-apres (Corollaire 4.1) 'estimation induite par la jauge (4.20) dans 1’écart
entre les solutions des équations (4.7) et (4.8), qui est de 1'ordre de 51/2(e) comme
indiqué dans l'estimation (4.6) (voir [43, 61, 62]).

La proposition suivante montre, en particulier, que si f° est définie par (4.21) et
si la jauge (4.20) est telle que d(¢) tend vers zéro avec ¢, alors f° vérifie (4.9).

Proposition 4.1 [2] On suppose que f° définie par (4.21) existe et que 6(¢) tend vers
zéro avec €. Alors f° constitue le second membre de I'équation moyennisée (4.8), c’est-a-
dire que (4.9) est vérifiée; en plus (A(e),n(e)) = (5(8)%,25(8)%) détermine le taux de
moyennisation de f.

Du Théoréme 4.1 et de la Proposition 4.1 on déduit la résultat suivant :

Corollaire 4.1 [2] On suppose que la fonction f = f(t,x) est K-lipschitienne en x et est
bornée par une constante M. On suppose que la moyenne f° dans (4.21) existe et que J(¢)
tend vers zéro avec e. Soient x la solution de (4.7) et y la solution de (4.8). Alors, pour tout
te[0,1/¢),ona

NI—=

() = y(t)] < X[(K+2)r +2]6(e)2. (4.22)
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4.2.5 Quelques généralisations

L’approche présentée plus haut peut étre appliquer, parfois avec quelques mo-
difications mineures, sous des conditions générales, a d’autres cas comme présenté
ci-apres.

e Cas d’espace de Banach. Afin d’obtenir les estimations souhaitées, il suffit de
considérer la forme intégrale de 1'équation différentielle considérée; celle-la étant
définie dans un espace de Banach [44, Chapitre 6]. Par conséquent, les résultats
(y compris les estimations d’approximation) restent valable dans le cas ou 1'équa-
tion différentielle est définie dans d’autres espaces de Banach, comme le montre
I'exemple ci-apres (d’autres exemples peuvent étre trouvés dans [18, 26]).

Exemple 4.2 (Cas des équations a retard) On considére I'équation différentielle fonc-
tionnelle a retard [26]

‘;_’t‘ — ef(x(£), x(t— (b)) (4.23)

oit h : Ry — [0, ho|. La condition initiale associée a (4.23) est une fonction (o définie sur
[—ho,0]. La dynamique induite par (4.23) est de dimension infinie, i.e. elle est dans l'espace
de Banach C = C([—hyp, 0], R").

Pour une fonction x : [—hy, co[— R" continue et t > 0, on note x¢(7) = x(T +t)
pour T € [—hy,0], alors x; € C. Si, pour t > 0 et ¢ € C, on pose
E(t, ) = f((0), p(=h(t))) (4.24)
alors le probleme a valeur initiale, associé a I'équation (4.23) s'écrit
dx
i eF(t, xt), X0 = p. (4.25)

Si h est T-périodique, alors F est T-périodique aussi en t. L'équation moyennisée est alors
déterminée par la fonction

Fo(x) = %/OTF(T, xp)dT.

L’équation moyennisée associée a (4.23) est I'équation a retard suivante :

Vel " F )yt - h(o))d. (4.26)

Proposition 4.2 [2] On suppose que la fonction f est K-lipschitienne et est bornée par
une constante M. On suppose que h est T-périodique et que Py € C. Soient x la solution
de (4.23) de condition initiale g et y la solution de (4.26) de méme condition initiale. Alors,
pour tout t € [0,1/¢€], on a

x(t) —y()| < 2+ K)MTe™e, (4.27)

o Cas de la mesurabilité de la fonction f en t. Les estimations proposées peuvent étre
appliquées aux équations différentielles avec second membres qui sont seulement
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mesurables en la variable de temps t. Ainsi, tous les résultats restent valide lorsque
la continuité de f (¢, x) en t est remplacée par la mesurabilité [60, chapitre 2].

o Cas des perturbations non-lipschitziennes. La preuve du Théoréme 4.1 se base sur
les deux arguments importants suivants : le principe de la contraction (point fixe)
et I'estimation des intégrales.

Pour l'argument de contraction il suffit que le second membre de 1'une des
deux équations (4.7) ou (4.8) soit lipschitzien. Pour l'estimation d’intégrales il est
possible d’affaiblir la condition de Lipschitz comme proposé ci-apres.

Dans le résultat suivant, la condition de Lipschitz sur le second membre de
I’équation (4.7) est remplacée par une condition sur son module de continuité.

Rappelons qu'une fonction croissante m : Ry — IRy est un module de conti-
nuité de la fonction continue i(x) : R" — R” si pour tous x et y dans R" I'inégalité
|h(x) —h(y)| < m(|x —y|) est vérifie.

Théoréme 4.4 [2] On suppose que la fonction f = f(t,x) est mesurable en t, est bornée
par une constante M et admet un module de continuité m en x, indépendant de t. On
suppose que la moyenne f° dans (4.9) existe et est K-lipschitienne. Soit (A(e),n(e)) le
taux de moyennisation de f défini par (4.11). Soient x une solution de (4.7) et y la solution
de (4.8). Alors, pour tout t € [0,1/¢], on a

x(t) = y()| < X [m(MA(e)/2) + (K/2+2)MA(e) +5(e)].  (4.28)

C’est-a-dire que l'écard entre x et y est de 'ordre de max (m(MA(e)/2), A(e), y(e)), uni-
formément sur l'intervalle [0,1/¢].

Exemple 4.3 [2] Soit le probleme a valeur initiale suivant

dx

i £|x|% cost, x(0) =0 (4.29)
et soit le probleme moyennisé qui lui est associé
d
-%:Q y(0) = 0. (430)

La solution de (4.30) est y(t) = 0. Le second membre de I'équation (4.29) n’étant pas
lipschitzien et donc il n’y a pas d’unicité de solutions, il est possible d’utiliser ici le Théo-

réme 4.4, avec comme module de continuité la fonction m(r) = r2. Dans la (région) boule
centrée en zéro et de rayon 1, le second membre de I'équation (4.29) est borné par 1. Un
taux de moyennisation pour l'équation est alors (27te,0), et d’apres le Théoreme 4.4, si x

est une solution de (4.29), son écart de 0 est inférieur a (sn)% + 4ert.

e Cas de la dépendance de la fonction f en e. L'étude (avec la technique qui lui
est associée) s’étend également a des problemes a valeurs initiales, associés a des

équations du type

Z—: =ef(t,x,¢), x(0) = 0. (4.31)
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Le probleme moyennisé associé est alors

d
Z=ef(r,0),  y(0) =% (432)
ol la moyenne f° est définie, pour tout y € R", par :
0 ) 1 to+T
fly0) = lim = f(ty, e)dt; (4-33)

e—0,T—oc0 T Jt,

la limite étant supposée uniforme en ty > 0.
Le taux de moyennisation est défini de maniere similaire au cas e-
indépendant (4.10) par l'inégalité

[ G o]

fo

€
A(e)
Tous les résultats précédemment énoncés s’étendent au cas de 1'équation (4.31)
comme le résultat suivant :

< 1(e). (4-34)

Théoreme 4.5 [2] On suppose que la fonction f = f(t, x,€) est K-lipschitienne en x et est
bornée par une constante M. On suppose que la moyenne f° définie par (4.33) existe. Soit
(A(e),n(e)) le taux de moyennisation de f défini par (4.34). Soient x la solution de (4.32)
et y la solution de (4.33). Alors, pour tout t € [0,1/¢], ona

(1) = y()] < (K +2)MA(e) +11(e)). (4-35)

4.3 Nos résultats pour les EDO

Nous reprenons le probléme a valeur initiale (4.7), réécrit a 1'échelle de temps
T = ¢t (sans risque de confusion, nous remplacons ici la notation 7 par t) :

s(s). x0-m -

ou f: Ry xR" — R", xp € R" et ¢ > 0 un petit parametre. Associé au pro-
bléme (4.36), nous considerons le probleme moyennisé (4.8) (réécrit a 1'échelle de
temps T = et) :

y=r1'W,  y0)=x (4-37)
ou la fonction f° : R” — IR" est telle que, pour tout y € R"
1 rT
lim = [ flx,y)r = £(). (439)

La technique utilisée ici consiste a réécrire les problemes (4.36) et (4.37) sous
forme d’équations intégrales

x(1) :xo+/0tf(§,x(r)>dr et y(t) :x0+/0tf"(y(r))dr,
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puis, a 'aide essentiellement de la définition de la moyenne (4.38), montrer des
approximations d’intégrales conduisant a 1'approximation uniforme des solutions
de (4.36) par celles de (4.37).

Nos hypothéses sont moins restrictives que celles correspondant aux approches
rappelées plus haut (et en général, a celles de la littérature). Principalement, nous
supposons que la fonction f = f(t,x) est continue et que cette continuité en x est
uniforme par rapport a .

I est a noter qu’avec nos hypotheses, qui sont assez générales, il n’est pas pos-
sible d’obtenir des estimations de I’écart entre les solutions de (4.36) et (4.37).

4.3.1 Résultats principaux

Nos hypotheses dans le traitement du probléme (4.36) sont les suivantes :

(H1) La fonction f est continue sur R4 x R".
(H2) La continuité de f en x € R" est uniforme par rapporta t € R.

(H3) 1l existe une fonction localement intégrable m : Ry — R et une constante
M > 0, telles que :

If(t,x)| <m(t), VteRy,VxecR"

avec

)
/ m(t)dt < M(t2 — i’l), Vi, tr € R5.
51

(Hg) Pour tout x € R”, la limite (4.38) existe.

Notre résultat principal s’énonce comme ceci :

Théoréme 4.6 Soient f : Ry x R" — IR" une fonction donnée et xy € R". Supposons
que les conditions (H1)-(H4) sont satisfaites. Alors, pour tous L > 0 et 6 > 0, il existe
g0 = €o(x0, L,0) > 0 tel que, pour tout e €10, €] et toute solution x. de (4.36), il existe
une solution y de (4.37) vérifiant : |x¢(t) — y(t)| < & pour tout t € [0, L].

Remarque 4.2
— Notons que d’apres les conditions (H1) et (H3) le probleme a valeur initiale (4.36) est
bien définie et toutes ses solutions existent pour tout t > 0.
— D’apres les conditions (H1)-(Hg) on déduit que la moyenne de la fonction f, c’est-
a-dire, la fonction f° : R" — R" dans (Hg), est continue et bornée (voir Lemme
4.1, plus bas). Donc le probléeme (4.37) est bien définie et toutes ces solutions existent
pour tout t > 0.

Dans le cas ou le probléeme (4.37) admet une solution unique, nous avons le
résultat suivant qui est un cas particulier du Théoreme 4.6.

Corollaire 4.2 Soit f : Ry x R" — R" une fonction donnée et xo € R". Supposons que
les conditions (H1)-(H4) sont satisfaites. Supposons également que :
(Hs) Le probleme a valeur initiale (4.37) admet une solution unique.
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Soit y la solution (unique) de (4.37). Alors, pour tous L > 0 et § > 0, il existe
eo = €o(x0, L, ) > 0 tel que, pour tout ¢ €]0,¢€g], toute solution x. de (4.36) vérifie :
|xe(t) — y(t)| < & pour tout t € [0, L].

Discussion 4.1 Si la fonction f = f(t,x) est périodique ou plus généralement
presque périodique en ¢, certaines des hypotheses imposées peuvent étre affaiblies
ou supprimées.

En effet, si f est périodique en t, I'hypothése (Hz2) se déduit de la continuité et
de la périodicité. La périodicité implique également I'’hypothese (Hyg). La moyenne
de f est alors donnée, pour tout x € R", par :

L[ f = e (439

ou T est la période. Dans le cas ol f est presque périodique en f, nous avons, pour
tout x € R”, la limite

lim /SHTf(T, x)dt = f°(x) (4-40)

T—o00

existe uniformément par rapport a s € R, et donc 'hypothese (Hy) est satisfaite
pour s = 0.

Dans certains cas la fonction f est une somme de fonctions périodiques en t.
Comme dans le cas périodique, la condition (H2) est alors satisfaite.

Ainsi, nous avons le résultat important suivant.

Corollaire 4.3 (Cas périodique et presque périodique) La conclusion du Théoreme 4.6
(respectivement, Corollaire 4.2) reste vraie si :
— la fonction f = f(t,x) satisfait les conditions (H1) et (H3) (resp., (H1), (H3) et
(Hs)) et est périodique (ou somme de fonctions périodiques) en t.
— la fonction f = f(t, x) satisfait les conditions (H1), (H2) et (H3) (resp., (H1), (H2),
(H3) et (Hs)) et elle est presque périodique en t.

4.3.2 Lemmes techniques

Dans cette partie nous montrons quelques résultats préliminaires en prévision
de la preuve du Théoréme 4.6.

Lemme 4.1 Soit f : Ry x R" — R" une fonction satisfait les conditions (H1)-(Hg).
Alors la fonction f° : R" — R" dans (4.38) est continue et uniformément bornée par la
constante M associée a la condition (H3).

Démonstration.
Continuité de f°. Soit xg € R". D’aprés la condition (Hz2), pour tout § > 0, il
existe 6 > 0 tel que, pour tout x € R", |x — xg| < J implique que

|f(T, x) _f(T, x0)| <¢ VT e R, (4.41)
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D’apres (Hg) on déduit que, pour tout 7 > 0, il existe Ty = Ty(xo, x, 1) > 0 tel que,
pour tout T > Tp on a

@~ )l < |0 - 7 [ fleaie
’ / fodT——/ f(T,x0)dt

_T/o f(T,x0)dt

+ | (%)

T
<2+ 7 [ 1F(T ) - f(rx0)ldT < 2+

Puisque la valeur de 7 est arbitraire, on déduit alors que |f°(x) — f°(xp)| < ¢. D’out
la continuité de f°

Bornitude de f° par M. Soit xo € R". De la condition (H3) on déduit que, pour
tout 7 > 0, il existe Ty = To(xp,7) > 0 tel que, pour tout T > Ty on a

)| < —:lr/OTf(T,x)dT + %/OTf(T,x)dT

< 77+T/ f(t,x)|dt <n+ M.
Puisque la valeur de 7 est arbitraire, on déduit alors le résultat recherché. O

Lemme 4.2 Soit f : Ry x R" — IR" une fonction satisfaisant les conditions (H1) et (H4).

Alors, pour tous x € R",t > 0eta >0o0na:
t/etu/e
lim f(T,x)dt = f°(x).

e—0 t/w

Démonstration. Soit x € R",t > 0eta > 0.
Cas 1 : t = 0. D’apres la condition (Hg), on a:

lim — / f(T,x)dt = f°(x).

e—0
Cas2:t>0.
e t/et+u/e p
" /t/a f(r,x)dt
1 t/etu/e 1 t/e
= Dc_/s/o f(r,x)dt — e f(r,x)dt
1 ¢ . t/etu/e p t 1 t/e p
= m (E + > /O f(T,X) T— Et/_g f(T, X) T (442)
1 t/et+u/e p
_t/s+oc/s/o f(T x)dT

t 1 t/e+a/e 1 t/e
+E [t/E—FOC/E/O f(T'x)dT_t/_€/0 f(T'x)dT} '
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D’apres la condition (Hg), en peut déduire que

i 1 t/e+a/e J 0
sgclllt/era/s/o flT x)dr = f(x)
et
tim [ (e x)de = £
zim - [ flr v = £),
D’ot le résultat. O

Lemme 4.3 Soit f : Ry x R" — IR" une fonction satisfaisant les conditions (H1) et
(H3). Soit xyg € R" et L > 0. Alors la famille {x,} de solutions du probleme (4.36)
converge uniformément vers une fonction continue y dans l'intervalle [0, L] lorsque ¢ tend
vers 0.

Démonstration. Soit {x.} la famille de solutions du probléme (4.36). Pour tout
e > 0ettoust, T € [0,L] on a |x:(f)] < |xo| + ML et |x:(t) — xe(7)] < M|t — 71|
ce qui prouve que la famille {x.} est uniformément bornée et équicontinue sur
[0, L]. D’ot, d’apres le Théoréeme d’Ascoli-Arzela, il existe une fonction continue
y:[0,L] = R" telle que

lim sup |x.(f) —y(¢t)| =0.
e=0% 40,1

O

Lemme 4.4 Soit f : Ry x R" — IR" une fonction satisfaisant les conditions (H1)-(Hg).
Soit xo € R"™ et L > 0. Soit {x,} la famille de solutions du probleme (4.36), qui converge
uniformément, d’apres le Lemme 4.3, vers une fonction continue y sur [0, L] lorsque ¢ tend
vers 07. Alors pour t € [0,L] et > Qona:
e [t/eta/e
lim F(z,x(0)dT = £y (8)). (443)

e—=0T & Jt/e

Démonstration. Soitt € [0,L] eta > 0.0na:

e [t/eta/e
L - )

X Jt/e
/etu/e t/eta/e
< S [ pwadnar— [ o]
e [t/eta/e )
w5 [ st - po)|

D’apres le Lemme 4.2, page 60, le second terme du membre de droite de (4.44) tend
vers 0 avec e. Pour le premier terme du membre de droite de (4.44) on écrit

t/e+u/e t/eta/e
/t/s £, xe(t))dT — /t/s (T, y(6))dr
1 /ttﬂf(%,xg(t)) dT—/ttﬂf <€,y(t)> -

€

114

o
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D’apres le Lemme 4.3, page 61, et la condition (H2), on a hr(r)l ¢ = 0. Donc on peut
E—

déduire que tous les termes du membre de droite de 1'inégalité (4.44) tendent vers
zéro avec ¢; ce qui acheve de montrer la propriété (4.43). O

Lemme 4.5 Soit f : Ry X R" — R" une fonction satisfaisant les conditions (H1)-(Hg).
Soit xg € R" et L > 0. Soit {x,} la famille de solutions du probleme (4.36), qui converge
uniformément, d’apres le Lemme 4.3, vers une fonction continue y sur [0, L] lorsque € tend
vers 01, Alors, pour tout t € [O, L], ona:

/f —, Xe(T dT—/fO ))dt| =

Démonstration. Soit L > Qettp=0<t; < .. <t <..< ty < L < tpi1, P € IN une
partition de [0,L] avec & = a(e) := tyy1 — tw,m = 0,---, p et lim,_,o+ « = 0. Soit
t € [tm, t1), m=0,---,p. Alors

[ 5 Con@) e [ fy

<E| [ (Gt ar— [ oot

|7 Goetmar [ e

D’apres la condition (H3) et le Lemme 4.1 on a :

[ H(Eniein [ o
S/tm f(— Xe(T )dT—{—/ |f°(y(T))|dt < 2Ma.

Pour touti =0,...,m — 1 et T € [t;, t;11], par la condition (H3) on peut déduire que
|xe(T) — xe(t;)| < Ma et d’apres la condition (H2) et la continuité de f° (Lemme 4.1,
page 59), on a

lim sup =0.

e=0% 4o L]

(4-45)

f(Cx@) = f (Zx)| <7 =)
et
() = F )] < 6 = éile)

avec lim, g+ y; = lim,_,o+ 6; = 0. D’apres (4.45) on a:

[ (entn)in [ i

—1

tit1
<Y /t f(— wit)dr— [ )it a0
i=0 i ti
m—1 et
+ Z/t (7 + 6;)dT + 2Ma.
i—0 /ti
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Pour touti =0,..,m—1,ona:

b= | [ = [ P

i i

= «
i€

S ) dr - )| = e < e

ott 0y = max{o; = 0;(¢) : i =0,...,m — 1} avec lim,_,o+ 0; = 0.

Alors :
m—1 m—1 m—1
Y Bi<aom) a=am)_ (tiy1—t) = omt < omL.
1=0 i=0 i=0

D’autre part, on a :

m=1 rtjq m—1 ;g
Y /t (7i+6)dT < pm ) /t dt = fmt < 1L,
i=0 7t i=0 "

ol Ny = Nm(e) = max{y;+6;:i=0,..,m—1} avec lir(1§1+('yi +9;) =0.
£—

Finalement, d’aprés (4.46) on obtient :

[ Con) = [ o

ot ¢ = max{oy : m =0,..,p—1} ety = max{yy : m =0, ..., p — 1}. Puisque le
second membre de (4.47) tend vers zéro avec ¢, le lemme est prouvé. O

sup
tel0,L]

< (¢+7n)L+2Mu (4-47)

4.3.3 Preuve du Théoreme 4.6

Supposons que les hypotheses (H1)-(H4) sont satisfaites. Soient L > 0 et {x.}
la famille de solutions du probleme (4.36). D’apres le Lemme 4.3, page 61, il existe
une fonction continue y : [0, L] — R" telle que :

lim sup |x(f) —y(t)| = 0. (4-48)
e=0% 40,1

Pour tout ¢ € [0, L], la fonction y est telle que :

)= [ Py

< Jy(t) — xe(t)] + |xe(t) — x0 — /Otf"(y(f))dT
<'s up |y(t) — xe(t)]

[ f Con@) e [ o

D’aprés (4.48) et le Lemme 4.5, page 62, le second membre de (4.49) tend vers zéro
avec €. D’ot1 'on déduit que la fonction y est une solution du probleme (4.37). U

(4-49)

+ sup
te(0,L]
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4.4 Nos résultats pour les EDF

4.4.1 Rappel d’un résultat classique de référence

On considére le probleme a valeur initiale, associé a une EDF perturbée, du
type :
X =¢ef(t,x) x(0) = xo. (4-50)
ou f : Rx E" — [E", xg € E" espace des nombres flous et ¢ > 0 un petit parametre.
Associé au probléme (4.50), on considere le probleme moyennisé suivant :

y=ef’(y),  y(0)=xo, (4.51)

ot la fonction f° : E" — E" est définie, pour tout x € [E", par

1 T
lim D | = 0 = 0. .
tim D (7 [ e, o)) =0 (452
Théoréme 4.7 [52] On suppose que dans le domaine Q = {t > 0, x € D C E"} les
hypotheses suivantes sont vérifiées :
(H1) La fonction f = f(t, x) est continue, uniformément bornée par une constante M
et satisfait la condition de Lipschitz A ;i.e: ¥t >0, Vx,x1,x2 € D,

D(f(t,x),0) <M,  D(f(t,x1), f(t x2)) < AD(x1,%2);

(Hz2) la limite (4.52) existe uniformément par rapport a x;
(H3) pour tout xg € D et t > 0, la solution de (4.51) entourée d’un voisinage tubulaire
de rayon p donné, est contenue dans le domaine D.
Alors pour tous y > 0et L > 0, il existe €(y,L) > 0 tel que pour tous € €)0,¢€°] et
te[0,L/elona:

D(x(t),y(t)) < 1. (4-53)

4.4.2 Résultat principal

Nous reprenons le probleme (4.50) avec f : Ry x U — [E", U étant un ouvert
de [E", xop € U et ¢ > 0 un petit parametre. Associé au probleme (4.50) nous consi-
dérons le probleme moyennisé (4.51) ot la fonction f° : U — E" est définie par la
limite (4.52).

Comme pour le cas des EDO, la technique que nous utilisons consiste a réécrire
les problemes (4.50) et (4.51) sous forme d’équations intégrales puis, moyennant
la définition de la moyenne (4.52), nous montrons des approximations d’intégrales
conduisant a 'approximation uniforme des solutions de (4.50) par celles de (4.51).

Les conditions que nous supposons dans cette partie sont moins restrictives que
celles imposées dans le Théoreme 4.7, en particulier, et de celles de la littérature,
en général.
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Nous considérons ainsi, associées aux problemes (4.50) et (4.51), les conditions
suivantes :

(H;) La fonction f : Ry x U — [E" dans (4.50) est continue.

(H;) 1l existe une fonction localement intégrable m : R, — Ry et une constante
M > 0 telles que :

D(f(t,x),0) <m(t), VteR_ ,VxecU

avec

)

/ m(t)dt < M(tz — tl), Vi, € Ry.

t

(H3) Il existe une constante A > 0 telle que, pour toutes les fonctions continues
u,v: Ry — Uettousty, tr € Ry, t; <tp,ona

D( [* flrutendr, [ sle,o(enar) <a [ Du(e),o()dr. (45

(H4) Pour tout x € U, la limite (4.52) existe.

Théoreme 4.8 Suposons que les conditions (H1)-(Hyg) sont satisfaites. Soient xy € U et
xe une solution de (4.50) et I, = [0,w,), 0 < we < o0 son intervalle positif maximal
de définition. Soit y la solution (unique) de (4.51) et ] = [0,wp), 0 < wy < oo son
intervalle maximal de définition. Alors, pour tous L > 0,L € I N ] et 6 > 0, il existe
eo = €o(xo, L, ) > 0 tel que pour tout € €]0, €] on a :

D(x(t),y(t)) <5, Vte|o,L].

Discussion 4.2 Les hypotheses proposées dans le Théoreme 4.8 sont plus géné-
rales que celles imposées dans le Théoreme 4.7. En effet au lieu de la conditions
de Lipschitz sur la fonction f nous supposons que c’est son intégrale qui est lip-
schitzienne et au lieu de la condition d"uniforme bornitude nous supposons que la
fonction f est bornée par une fonction localement intégrable.

D’autre part, au lieu de considérer un domaine D quelconque, puis imposer la
condition (H3) dans le Théoreme 4.7, il suffit de considérer un ouvert U de E"; ce
qui rend I'hypothese (H3) en question automatiquement vérifiée.

4.4.3 Lemmes techniques

Comme pour le cas des EDO, nous montrons quelques résultats utiles pour la
suite et tout particulierement pour la preuve du Théoreme 4.8.

Lemme 4.6 Soit f : Ry x U — E" une fonction satisfaisant les conditions (Hz2)-(Hg).
Alors la fonction moyenne f° : U — E" dans (4.52) est uniformément bornée par la
constante M définie dans la condition (Hy), c’est-a-dire que, D(f°(x),0) < M, pour
tout x € U, et elle satisfait la condition de Lipschitz avec la constante A définie dans la
condition (H3).
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Démonstration.
- Bornitude de f° par M. La preuve est identique a celle du lemme 4.1, page 59.
-f¢ est lipschitzienne. Soit x, x' € U. D’apres les conditions (H3) et (Hy) on peut
déduire que, pour tout 7 > 0, il existe Ty = Typ(x,x’,57) > 0 tel que, pour tout
T>Tyona:

D), @) < D (g [ s i)

+".TD (/ f(T,x)dT,/Tf(T, x’)dr)
+D(f” T/frx dr)
< 2;7+%A/0 D(x,x")dt =25+ AD(x, x').

Puisque la valeur de 7 est arbitraire, on déduit alors que :

D(f°(x), f*(x')) < AD(x, x').
O

Lemme 4.7 Soit f : Ry x U — E" une fonction satisfaisant les conditions (H1) et (Hg).
Alors, pour tous x € U, t > 0etaw > 0,0na:

lim D ( / Y e v, f"(x)) — 0.

e—0* t/e
Démonstration. La preuve est identique a celle du Lemme 4.2, page 60. O
Le corollaire suivant est une conséquence du Lemme 4.7

Corollaire 4.4 Supposons que la fonction f dans (4.50) satisfait les conditions (Hy)-(Hy).
Soient xo € U, y la solution (unique) de (4.51) et | = [0, wp[, 0 < wy < oo son intervalle
maximal de définition. Soit L > 0 tel que L € ]. Alors, pour tous t € [0,L] et « > Qona:

t/e

imD (£ ”Wf(ny(t))daf%y(t))) 0. (4:55)

Lemme 4.8 Supposons que la fonction f dans (4.50) satisfait les conditions (Hy)-(Hy).
Soient xo € U, y la solution (unique) de (4.51) et | = [0, wp[, 0 < wy < oo son intervalle
maximal de définition. Soit L > 0 tel que L € ]. Alors, pour tout t € [0,L] ona:

11mtzlépL D (/ fl- )> dt, /Oth(y(T))dT) =0.

Démonstration. Le principe de la démonstation est identique a celui du Lemme 4.5,
page 62. O
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4.4.4 Preuve du Théoréme 4.8

Supossons que les conditions du Théoréme 4.8 sont satisfaites. Pour tout
t € [0,L] C I, N ], utilisons la condition (H3) pour obtenir :

Dly(t), () = ([ rwendr, [ £ (5 xw) i)
D ([ rweenar, [ f (o))
+D</Uf34ﬂﬂ sz(g“*”>d0

< 0+A/ 0)dt

o= ();:tzlépLD(/ oy )dT,/Otf<g,y(T)>dT>.

D’apres le Lemme 4.8, page 66, on a lim,_,o o = 0. Moyennant le Lemme de Gron-
wall et I'inégalité (4.56) on déduit que :

IN

(4.56)

ou

pour obtenir finalement :

lim sup D(y(t), x(t)) = 0.
Hote[opu S






MOYENNISATION DANS
LES INCLUSIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES

DANS ce chapitre, aprés un rappel de quelques résultats classiques de
référence dis a Plotnikov [5, 28, 53, 56], nous montrons et discutons
quelques résultats de moyennisation pour certaines inclusions différen-
tielles perturbées [8] sous des conditions plus faibles que celles de la

littérature (voir [5, 28, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59]).

5.1 Rappel de résultats classiques

Nous présentons ici les résultats de Plotnikov sur la justification de la méthode
de moyennisation dans le cadre des inclusions différentielles ordinaires sur des
intervalles de temps finis. Le cas ot la moyenne n’existe pas est également présenté.

5.1.1 Moyennisation totale

Soit le probleme a valeur initiale, associé a une inclusion différentielle ordinaire
perturbée, du type :
x €eF(tx), x(0) = xq (5.1)

out € RT, x € R", ¢ > 0 un petit parametre et F : Rt x R" — Py (R")
est une fonction multivoque. Associé au probleme (5.1), on consideére le probleme
moyennisé suivant :

yeeF(y),  y(0)=x (5-2)
ou
— 1 /T
F(x) = Tlgr;of ; F(t, x)dt. (5-3)

L'intégrale dans (5.3) est compris dans le sens d’Aumann et la convergence dans le
sens de la métrique de Hausdorff.
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e Cas ou F est continue
Théoreme 5.1 ([53, 56]) On suppose que dans le domaine Q = {t > 0, x € D C R"}
les conditions suivantes sont vérifiées :

(H1) La fonction multivoque F = F(t,x) est continue, uniformément bornée par une
constante M et satisfait une condition de Lipschitz par rapport a x ;

(Hz2) la limite (5.3) existe uniformément par rapport a x;

(H3) pour tout xo € D et t > 0, les solutions de (5.2), entourées d’un voisinage tubulaire
de rayon p donné, sont contenues dans le domaine D.

Alors, pour tous 7 €]0,p] et L > 0, il existe €°(n, L) > 0 tel que pour tous € €]0,°] et
t € [0,L/¢€] on a les énoncés suivants :

1. Pour toute solution y de (5.2), il existe une solution x de (5.1) telle que
|[x(8) —y(B)] < 7. (5-4)
2. Pour toute solution x de (5.1), il existe une solution y de (5.2) telle que I'inégalité (5.4)
soit vérifiée.
Remarque 5.1 La condition (H3) peut étre affaiblie et remplacée par la suivante :

(H3’) Pour tout xo € D, les solutions de (5.2), entourées d'un voisinage tubulaire de
rayon p donné, sont contenues dans D, pour t € [0, L* /¢].

Dans ce cas, la conclusion du Théoreme 5.1 devient alors :
Pour tous 17 €]0, p] et L €]0,L*], il existe €°(17, L) > 0 tel que, pour tous ¢ €]0, €°] et
t € [0,L/¢|, les énoncés 1. et 2. du Théoréme 5.1 sont vrais.

Dans le cas ot F n’est pas uniformément bornée et qu’il n'y a pas convergence
uniforme dans (H2), Plotnikov a prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 5.2 ([53, 56]) On suppose que dans le domaine Q = {t > 0, x € D C R"}
les conditions suivantes sont vérifiées :

(H1) La fonction multivoque F = F(t,x) est continue et satisfait une condition de Lip-
schitz par rapport a x ;

(H2) la limite (5.3) existe pour tout x € D ;

(H3) pour tous xo € D et t > 0, les solutions de (5.2), entourées d'un voisinage tubulaire
de rayon p donné, sont contenues dans le domaine D.

Alors, pour tous n €]0,p] et L > 0, il existe €°(n, L, xo) > 0 tel que, pour tous € €0, €°]
et t € [0,L/¢] les énoncés 1. et 2. du Théoreme 5.1 sont vrais.

Exemple 5.1 ([28]) Soit le probleme a valeur initiale suivant :
x € {eaxsint,a € [1,2]}, x(0) = xo. (5.5)
Le probleme moyennisé associé est alors

y=0, y(0) = xo.
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Nous avons

x(t) — y(t)| = |x068a/0 sin(s)ds — x| = |0 (esu(l —cos(t)) _ 1) ' (5.6)

Le probleme (5.5) ne satisfait pas les conditions du Théoreme 5.1. Par contre, les conditions
du Théoreme 5.2 sont satisfaites. En effet, le second membre de (5.5) n’est pas uniformément
borné et

1 /T - 2)x| (T . 2|x|

_ < — = —(1— .
’O(T/o F(t,x)dt,F(x))_ T /0 sin tdt T (1—cosT) (5.7)

4fx|

est majoré par T qui tend vers 0 lorsque T — oo. Mais la valeur T () dépend de x. Ainsi,

la condition de la convergence uniforme dans (5.7) n’est pas vérifiée. D’aprés (5.6), il existe
€’(n,L,x0) > 0 tel que pour tous € €]0,¢°] et t €]0, L/¢] Uestimation |x(t) — y(t)| < €
1
est vraie. Par exemple, on peut prendre ¢ = 5 In(1+ xi| . Mais pour n et L fixés,
0
la fonction €y(n, L, x9) — 0 lorsque |xo| — oo, et donc pour (5.6) il ne peut y avoir

d’estimation uniforme par rapport a xo € R.

Si l'application F = F(t,x) est périodique en ¢, il est possible d’obtenir une
meilleure estimation.

Théoréme 5.3 ([28]) On suppose que dans le domaine Q = {t > 0, x € D C R"}
les conditions (H1) et (H3) sont satisfaites et la fonction multivoque F = F(t,x) est
27t-périodique en t. Alors, pour tout L > 0, il existe (L) > 0 et C(L) > 0 tels que
pour tous € €]0,¢°] et t € [0, L/¢] on a les énoncés suivants qui sont vérifiés :

1. Pour toute solution y de (5.2), il existe une solution x de (5.1) telle que
[x(t) —y(#)] < Ce. (58)

2. Pour toute solution x de (5.1), il existe une solution y de (5.2) telle que I'inégalité (5.8)
est vérifiée.

e Cas ou F est semi-continue supérieurement

Plotnikov a également considéré le cas ou F = F(t,x) n’est pas continue en x
mais seulement semi-continue supérieurement en x.

Théoréeme 5.4 [5] On suppose que dans le domaine Q = {t > 0, x € D C R"} les
conditions suivantes sont vérifiées.

(H1) La fonction multivoque F : Q — Pep,o(R") est mesurable en t, semi-continue
supérieurement en x, uniformément bornée par une fonction M vérifiant, pour tous
tr > t1 > 0, l'inégalité suivante :

t
|7 Myt < Motz — 1);
51
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(H2) la limite (5.3) existe uniformément par rapport a x ;
(H3) la fonction multivoque F est lipschitzienne ;

(Hg) pour tous xo € D et t > 0, les solutions de (5.2), entourées d'un voisinage tubulaire
de rayon p donné, sont contenues dans le domaine D.

Alors, pour tous 1 €]0,p] et L > 0, il existe €°(17, L) > 0 tel que pour tout € €]0,°] et
toute solution x de (5.1), il existe une solution y de (5.2) telle que, pour tout t € [0,L/¢],

ly(t) —x(t)] <. (59)

Remarque 5.2 Seule une approximation unilatérale est obtenue dans le Théoreme 5.4 : les
solutions de (5.1) sont approximées par celles de (5.2), mais pas la réciproque.

5.1.2 Cas ou la moyenne n’existe pas
e Cas ou des sous et sur moyennes existent

Dans [5, 59] Plotnikov a considéré le cas ou la limite (5.3) n’existe pas, mais il
existe des fonctions multivoques F~, F" : D — Py »(R") telles que :

T
Tli_r}r;ﬁ (F_(x),%/o F(t,x)dt) =0 (5.10)
et LT
Tli_r}x;oﬁ (T/o F(t, x)dt, F*(x)) =0 (5.11)

ou f est la semi-distance au sens de Hausdroff :
B(A, B) = sup inf |a — b|.
acA beB
Associé au probleme (5.1) on considere les problemes suivants :
X~ €eF (x7), x~(0) = xg (5.12)
et
¥t eeFt(x"),  x7(0) = xo. (5.13)
Le premier résultat ci-apres concerne l’approximation des solutions de (5.12)
par celles de (5.1).
Théoreme 5.5 [59] On suppose que dans le domaine Q = {t > 0, x € D C R"} les
conditions suivantes sont vérifiées :

(H1) la fonction multivoque F = F(t,x) est mesurable en t, satisfait une condition de
Lipschitz par rapport i x et est uniformément bornée par une constante M ;

(Hz2) la fonction multivoque F~ satisfait une condition de Lipschitz et est uniformément
bornée par la constante M ;

(H3) la limite (5.10) existe uniformément par rapport a x ;
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(Hg) pour tous xg € D et t > 0, les solutions de (5.12), entourées d'un voisinage tubulaire
de rayon p donné, sont contenues dans le domaine D.

Alors, pour tous 1 €]0,p] et L > 0, il existe €°(n, L) > 0 tel que, pour tous ¢ €|0,€°] et
t € [0, L/¢|, pour toute solution x~ de (5.12), il existe une solution x de (5.1) telle que

[x7(8) = x(B)] < 7. (5.14)

Le résultat suivant apporte une approximation des solutions de (5.13) par celles
de (5.1).

Théoréme 5.6 [59] On suppose que dans le domaine Q = {t > 0, x € D C R"} les
conditions suivantes sont vérifiées :

(H1) la fonction multivoque F = F(t,x) est mesurable en t, satisfait une condition de
Lipschitz par rapport a x et est uniformément bornée par une constante M ;

(H2) la fonction multivoque F satisfait une condition de Lipschitz et est uniformément
bornée par la constante M ;

(H3) la limite (5.11) existe uniformément par rapport a x ;

(Hg) pour tous xg € D et t > 0, les solutions de (5.13), entourées d'un voisinage tubulaire
de rayon p donné, sont contenues dans le domaine D.

Alors, pour tous 17 €]0,p] et L > 0, il existe €°(17, L) > 0 tel que pour tous ¢ €)0, °] et
t € [0, L/¢], pour toute solution x™* de (5.13), il existe une solution x de (5.1) telle que

() = x(8)] < 7. (5.15)

Remarque 5.3 Seules des approximations unilatérales sont obtenues dans les Théo-
remes 5.5 et 5.6.

e Cas ol une moyenne partielle existe

Dans [57] Plotnikov a considéré le cas ou la limite (5.3) n’existe pas, mais une
fonction multivoque F : D — Py »(R") telle que

T

Thg}o% 0 (/OTF(t,x)dt,/o F(t, x)dt) —0 (5.16)

existe. Alors, associé au probleme (5.1), il considere le probleme partiellement
moyennisé suivant :

yeeF(ty),  y(0) =xo (5-17)
et il montre le résultat suivant qui donne une approximation des solutions de (5.17)
par celles de (5.1) et inversement (approximation bilatérale).
Théoreme 5.7 [57] On suppose que dans le domaine Q = {t > 0, x € D C R"} les
conditions suivantes sont vérifiées :

(H1) Les fonctions multivoques F = F(t,x) et F = F(t, x) sont continues, uniformément
bornées par une constante M et satisfont une condition de Lipschitz par rapport a x ;
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(H2) la limite (5.16) existe uniformément par rapport a x ;

(H3) pour tous xog € D et t > 0, les solutions de (5.17), entourées d’un voisinage tubulaire
de rayon p donné, sont contenues dans le domaine D.

Alors, pour tous n €]0,p] et L > 0, il existe €°(1,L) > 0 tel que, pour tous ¢ €]0,°] et
t € [0,L/¢|, on a les énoncés suivants qui sont vérifiés :

1. Pour toute solution y de (5.17), il existe une solution x de (5.1) telle que
x(t) —y(t)] < 7. (5.18)

2. Pour toute solutions x de (5.1), il existe une solution y de (5.17) telle que I'inéga-
lité (5.18) est vérifiée.

Remarque 5.4 Si les fonctions multivoques F = F(t,x) et F = F(t, x) sont périodiques
en t alors dans I'estimation (5.18), il est possible de remplacer 1y avec Ce ot C est une
constante indépendante de e.

5.2 Nos résultats pour les IDO

Soit U un ouvert de R", xo € Uet F : Ry XU — Prpn(R") une fonction
multivoque. Soit ¢ > 0 un petit parametre. Nous reprenons le probleme a valeur
initiale (5.1), réécrit a 1’échelle de temps T = et (sans risque de confusion, nous
remplacons ici la notation T par ¢) :

() e F (é,x(t)) . x(0) = x (5.19)

sur l'intervalle de temps fini [0, L], L = cte. > 0. Associé au probleme (5.19), nous
considerons le probléme moyennisé (5.2) (réécrit a I'échelle de temps T = ¢t) :

y(t) € Fy(t),  y(0) =xo (5.20)

ot la fonction moyenne multivoque F:U— Pep,cov (R") est définie par la limite (5.3)
et que nous reprenons ici :

1 /T —
lim — [ F(t,x)dt =: F(x). (5.21)

T—co 0

5.2.1 Résultats principaux
Associé aux problemes (5.19) et (5.20), nous considerons les hypotheses sui-
vantes :

(H1) Pour tout x € U, la fonction multivoque F(-,x) : Ry — Pepp(IR") est
mesurable.

(H2) Pour tout t € R, la fonction multivoque F(t,-) : U — Pep,co(R") est conti-
nue.
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(H3) La continuité de la fonction multivoque F = F(t,x) en x est uniforme par
rapport a t.

(Hg) II existe une fonction localement Lebesgue intégrable b : Ry — IRy et une
constante B > 0 telles que

|F(t,x)|| < b(t), ViteRy,VxeU

avec
1 T
lim — [ b(t)dt = B.

T—oo T 0
(Hs) Pour tout x € U, la limite (5.21) existe.

(H6) 11 existe une constante A > 0 telle que, pour toutes les fonctions continues
u,v: Ry - Uettousty, trp e Ry, t1 <tp,ona:

0 < / ? F(r,u(0))dr, / tzF(T,U(T))dT) <A /: u(t) —o(T)|dT.  (5.22)

ty 5]

Discussion 5.1 Les hypothéses que nous imposons sont plus générales que celles
correspondant aux différents résultats de Plotnikov, rappelés plus haut. En effet au
lieu de la condition d"uniforme bornitude de la fonction f nous supposons qu’elle
est bornée par une fonction admettant une moyenne, et au lieu de la condition de
Lipschitz sur f, nous supposons que c’est son intégrale qui vérifie une condition
de Lipschitz.

D’autre part, au lieu de considérer un domaine D quelconque, puis imposer aux
solutions de (5.20), entourées d'un voisinage tubulaire de rayon p donné, d’étre
contenues dans le domaine D, il suffit de considérer un ouvert U de R"; ce qui
rend 1'hypothese en question automatiquement vérifiée.

Notre premier résultat important s’énonce comme ceci :

Théoréme 5.8 Soient F : Ry x U — Py o(IR") une fonction multivoque et xo € U.
Supposons que les conditions (H1 )-(Hs) sont satisfaites. Alors, pour tous L > 0 et u > 0,
il existe ey = €o(xo, L, u) > O tels que, pour tout € €)0,¢o| et toute solution x. de (5.19)
définie sur [0, L], il existe une solution y de (5.20) tel que y est définie sur [0, L] et vérifie
|xe(t) —y(t)| < p pour tout t € [0, L].

Nous notons que sous les hypotheses (Hp)-(Hs) il est seulement possible d’ob-
tenir une approximation unilatérale, c’est-a-dire I’approximation des solutions du
problémes (5.19) par celles du probléme moyennisé (5.20) (comme indiqué dans
le Théoreme 5.8). L'approximation inverse est, en général, fausse, méme pour les
équations différentielles ordinaires, comme il est montré dans 1’exemple suivant :

Exemple 5.2 On considere le probleme a valeur initiale

£(t) = \/x(t) +sin (é) . x(0)=o0. (5.23)
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Le probleme moyennisé associé est

y() =/y(®),  y(0)=0. (5-24)

Il n'y a aucune solution du probleme (5.23) qui approxime la solution triviale y(t) = 0 du
probléme moyennisé (5.24).

Si le probleme (5.20) admet une solution unique (dans ce cas l'inclusion dif-
térentielles (5.20) se comporte comme une équation différentielle ordinaire), cette
solution est approximée par toutes les solutions du probleme (5.19) comme il est
énoncé dans le résultat suivant :

Théoréme 5.9 Soient F : Ry x U — Py o(IR") une fonction multivoque et xo € U.
Supposons que les conditions (H1 )-(Hs) sont vérifiées. Supposons que le probleme a valeur
initiale (5.20) admet une solution unique, notée y. Alors, pour tout L > 0 tel que y est
définie sur [0, L] et tout u > 0, il existe g = €o(xo, L, pt) > 0 tel que, pour tout € €0, o],
toute solution x. de (5.19) est définie sur [0, L] et vérifie |x¢(t) — y(t)| < u pour t € [0, L].

Si dans le Théoreme 5.8, au lieu des hypotheses (H1)-(Hs5) on considere les hy-
potheses (Hz1), (Hg)-(H6), la conclusion du Théoreme 5.8 reste vraie, c’est-a-dire que
I'approximation des solutions du probleme (5.19) par celles du probléme moyen-
nisé (5.20) est vérifiée (voir (i) dans le Théoreme 5.10 si dessous). En outre 'ap-
proximation inverse est maintenant satisfaite. D’ou :

Théoréme 5.10 Soient F : Ry X U — Py co(IR") une fonction multivoque et xo € U.
Supposons que les hypotheses (H1), (H4)-(H6) sont vérifiées. Alors, pour tous L > 0 et
u > 0, il existe ey = €o(xo, L, ) > 0 tel que, pour tout € €0, eo] les propriétés suivantes
sont vérifiées :

(i) Pour toute solution x. de (5.19) qui est définie sur [0, L], il existe une solution y
de (5.20) telle que y est définie sur [0, L] et satisfait |x.(t) — y(t)| < u pour tout
telo,L]

(ii) Pour toute solution y de (5.20) qui est définie sur [0, L], il existe une solution x,
de (5.19) telle que x. est définie sur [0, L] et satisfait |x¢(t) — y(t)| < p pour tout
te 0, L]

Pour montrer les Théoremes 5.8 et 5.10 nous devons établir des résultats préli-
minaires. Ce qui est fait dans la section qui suit.

La preuve du Théoreme 5.9 est basée sur le résultat du Théoreme 5.8 et la
propriété du prolongement des solutions des inclusions différentielles ordinaires.

5.2.2 Lemmes techniques

Dans cette partie du chapitre, nous montrons quelques résultats préliminaires
intervenant dans les preuves des Théorémes 5.8 et et 5.10.

Lemme 5.1 Soit F : Ry X U — Pep o (R") une fonction multivoque.
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(i) Si F satisfait les hypothéses (H1)-(Hs), alors sa moyenne F dans I'hypothése (Hs) est
continue et uniformément bornée par la constante B définie dans I’hypothése (Hg).

(ii) Si F satisfait les hypotheses (H1) et (H4)-(H6), alors sa moyenne F dans I'hypothese
(Hs) est uniformément bornée par la constante B définie dans I'hypotheése (Hg) et
satisfait la condition de Lipschitz avec la constante A définie dans I'hypothése (H6)
comme constante de Lipschitz.

Démonstration.
(i) Supposons que F vérifie les conditions (H1)-(H5).

1. Uniforme bornitude de F par la constante B. La preuve est identique a celle du
Lemme 4.1, page 59.

2. Continuité de F. La preuve est similaire a celle du Lemme 4.1, page 59.

(ii) Supposons que F vérifie les hypotheses (H1) et (H4)-(H6).

1. Uniforme bornitude de F par la constante B. La preuve est la méme que celle
dans (i).

2. F est lipschitzienne. La preuve est identique a celle du Lemme 4.6, page 65.
O

Lemme 5.2 Soit F : Ry x U — Py co(R") une fonction multivoque. Supposons que F
vérifie les hypotheses (H1) et (Hq)-(Hs). Alors, pour tous x € U, t > 0eta > 0ona:

e [t/eta/e .
lim p (—/ P(T,x)dT,F(x)) = 0.

e—0 14 t/e
Démonstration. La preuve est identique a celle du Lemme 4.2, page 6o. O

Lemme 5.3 Soit F : Ry x U — Py o (R") une fonction multivoque. Supposons que F
vérifie les hypotheses (H1)-(H5) ou (H1) et (H4)-(H6). Soit xg € Uet L > 0.

(i) Si une solution y du probleme (5.20) est définie sur [0, L], alors pour tous t € [0, L] et
x>0ona:

lim o <8 /t UEM/SF(T,y(t))dT,f(y(t))) _o.

e—0 14 /e

(ii) Si la famille {x.} des solutions du probleme (5.19) est définie et converge uniforément
sur [0, L] vers une fonction continue xo lorsque € tend vers zéro, alors pour tous
te[0,Lleta>0o0na:

lim o (5 / Y e xg(t))dr,f(fo(t))) — 0.

e—0 X Jt/e

Démonstration. La preuve est identique a celle du Lemme 4.4, page 61. O

Lemme 5.4 Soit F : Ry x U — Py co(IR") une fonction multivoque. Supposons que F
vérifie les hypotheses (H1)-(H5) ou (H1) et (H4)-(H6). Soit xg € Uet L > 0.
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(i) Si une solution y du probleme (5.20) est définie sur [0, L], alors pour tous t € [0, L] et
x>0ona:

tor -
I F(T o) dr, [ Ey(e)dr) = o.
ggr(gt:ﬁ]p(/o (8 y(1)) T/o (y(1)) T)

(ii) Si la famille {x,} des solutions du probleme (5.19) est définie et converge uniformément
sur [0, L] vers une fonction continue xo lorsque € tend vers zéro, alors pour tous
te[0,Ljeta >0o0na:

_ t T b B
*lﬁl—r%:[ég]p (/0 F <E,xg(’t)) dr,/o F(XO(T))d’L') = 0.

Démonstration.

Cas 1 : F vérifie les hypotheses (H1)-(Hs).

Soit xg € U et L > 0. Nous allons montrer (i) et (ii). Posons u = u = y dans le
cas (i) et u = x. et U = Xy dans le cas (ii).

Soittg =0 < t; < .. <ty <..<ty, =L, p €N, une partition de [0, L], avec
w = a(e) :=tyy1 —tmm =0,---,p—1etlime,oa = 0. Soit t € [ty, t;41] pour
m=0,---,p—1. Alors

0 (/OtF (%,u(r)) dt, /Otf(ﬁ(r))dr>

s'gp( [ (o) an [V Fa@ar) G

k

+p (/t; F(Lu(m)dr, /tt f(ﬁ(r))dr) .

D’apres 'hypothese (Hy) et le Lemme 5.1 on a

p </t:1 F (g,u(r)> dr, /t:q F(fi(r))dt)
/t; F (E,u(r)) dt /t;f(ﬁ(r))dr

< /tt b (E) AT+ aB < /t:”” b (E) 47 + aB.

€ tm/e+a/e
=u <—/ b(T)dT) + aB.

u tm/e

S ‘

-

(5.26)

Cependant, nous avons

e [tm/eta/e e [tm/eta/e e [tm/e€
—/ b(t)dt —B = —/ b(t)dt — —/ b(t)dt — B
X Jt, /e x Jo o Jo

B tm 1 tm/eta/e
= (E—i_l) |:—tm/€+06/5/() b(t)dt — B

~ (%ﬂ) Lml/s /Otm/sb(r)dr— B}
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a partir de laquelle on déduit

X m/€
- L , 1 tm/s+zx/£b p B
< (E+ ) | (2)dr - ‘ (5:27)
L| 1 tm /€
- —tm/E/o b(T)dT—B'

ol | - | est la valeur absolue dans R. D’apres I'hypothese (Hy) on a :

tim |2 (" by
81_1’}1’6 %7/0 (T) T—B‘—O
et

I ! " ey — Bl = 0

lim a7 s (v)dr—B| =0.
Donc le second membre de (5.27) tend vers zéro avec ¢ et 1'inégalité (5.26) donne
alors

([ #Coutonie, [ Flato)
—,u(7))dr, u(t))dr
p tm € tm (528)

< a(B+&n) +aB < a(B+¢)+aB=a(2B+¢)
ot § = ¢(e) = max{Cy = Cm(e) :m =0,...,p— 1} avec lim,_,o & = 0.

Soit k € {0,...,m — 1} et T € [t, try1]- On considere les deux cas suivants :
1.u=Yy.Ona:

(7)) —y(te)| < aB. (5.29)
2.u=2X%.0na:

(1) — xe(t)] < /t: b(2) ds

s

tet1 S B e [trp1/eta/e (5.30)
< /tk b (E> ds =« (; /tk/g b(s)ds>
< w(B+E&) <a(B+Cm)

ol &y = &m(e) = max{¢y = &x(e) :k=0,..,m—1} avec 1i_r>r(1)§k = 0.

Dans les deux cas, d’apres les hypotheses (H2)-(H3) et la continuité de F
(Lemme 5.1, (i), page 76) on a respectivement

P </t:k+1 F <£,u(r)) dlr,/ttk+1 F (E,u(tk)> dr)

k

o Go)ser (Gaar O

tx
< 7 < Y.
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et

0 ( /:“ F(ii(t))dr, /:“ F(ﬁ(tk))dr)

< [M7 o (F(i(r))dn, F(@(ty))) de 532

tk
< g < i

olt Y = Ym(e) = max{yx = 1(e) : k=0,..,m—1} et
Om = Om(e) = max{dp = d(e) : k=0,..,m — 1} avec lir%’yk zlir%dk = 0.
e— e—

Par conséquent, d’aprers (5.25) on a :

p (/OtF (5 u() dr, /Otf(ﬁ('t))d—(>
Z o ([ () ae, [ F@wac) B

+WM+6Mt+aQB+§)

Nous considérons maintenant le premier terme du second membre de 1'inéga-
lité (5.33). Pour toutk =0,...,m —1,0on a

By = p</:HF(E,u(t@)dT,/t:ka(ﬁ(tk))dT>

tepr /e+a/ _
= ap (8 /k+l o SF(T,u(tk))d'r,F(iZ(tk))) = aox < K.0m

te/e
ot 0y = max{ox(e) : k=0,..,m —1} et d’apreés le Lemme 5.3, lir% o = 0.
E—
Alors

Z (/ F(Fouteo)ar, [ f(ﬁ(tk»dr)

=0 fr

m—
Zﬁk<@mzo‘—@m2 tr1 — t) < omt.

Enfin, a partir de (5.33), nous obtenons

0 (/Otp (L u(x)) dr, /Otf(ﬁ(r))dr) < (Om+ Yo + Gn)t + (2B + &)
< (o+7+6)t+a(2B+0)

o 0+ v+ =max{om+ Ym+0m:m=0,..,p—1}. Comme le second membre
de (5.34) tend vers zéro avec ¢, le lemme est démontré.

Cas 2 : F satisfait les hypotheses (H1) et (Hg)-(H6).

La preuve est similaire a la preuve du cas 1 ci-dessus. La seule différence est que
les inégalités (5.31) et (5.32) seront obtenues par l'utilisation de I'hypothése (H6) et
la condition de Lipschitz de F (Lemme 5.1, (ii), page 76) a la place des hypotheses
(H2)-(H3) et la continuité de F (Lemme 5.1, (i), page 76). O

(5-34)
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5.2.3 Preuve du Théoréme 5.8

On suppose que les hypotheses (Hz1)-(H5) sont satisfaites.

Soit L > 0. Supposons que la famille {x.} des solutions du probleme (5.19)
est définie sur [0, L]. Pour ¢ suffisamment petit, la famille {x.} est équicontinue et
uniformément bornée sur [0, L]. En effet, soit t, T € [0, L] avec t > 7. Comme pour
I'inégalité (5.30) dans la démonstration du Lemme 5.4, nous pouvons vérifier que :

|xe(t) — xe(T)| < /Tt b (Z) ds = (t—7) (t - T /Tt//:b(s)ds) (535)
< (t-T)(B+D).

D’autre part, d’apres (5.35) on déduit que :
|xe(t)] < |xo| + (B+1)L, vVt € [0,L].
Donc d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela il existe une fonction continue

y:1]0,L] — U telle que

lim sup xe(t) — y(£)] = 0. (536)
e=04c00,1)

Vérifions maintenant que la fonction y est solution du probleme (5.20). Si
t € [0, L] la fonction y est telle

5 (vt 30+ [ Fy(o)ie)

< 1) = %01+ 0 (x50 + [ Fly(o)ie)

< sup |y(t) — x¢(t)| (5.37)
te[0,L]
toT t_
s g ([ P, [ Fioonar).

D’apres (5.36) et le Lemme 5.4 (avec u = x; et u = Xy = y), le second membre de
(5.37) tend vers zéro avec ¢, de sorte que 1'on peut conclure que la fonction y est
solution de probleme (5.20).

La preuve du Théoreme 5.8 est achevée. O

5.2.4 Preuve du Théoréeme 5.9

Nous supposons que les hypotheses (H1)-(Hs) et (Hy) sont vérifiées.
Soit L € . Fixons ¢ > 0 tel que le voisinage compact autour de

L= {y(t):t € [0;L]}

donné par W = {z € R"/3t € [0,L] : |z —y(t)| < {} soit inclus dans U. Soient x,
une solution du probléme (2.1) et A le sous-ensemble de [0, L] défini par

A ={L, € [0,L]/x, est défini sur [0, L1] et x.(t) € W,t € [0, L1]}.
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L’ensemble A est non vide (0 € A) et borné par L. Soit Ly la borne supérieure de A
et soit L1 € A telle que Ly — & < Ly < L. Puisque x¢(L1) € W, la solution x, peut
étre prolongée sur un intervalle [Lq, L; + A] ot A > 0 est indépendant de e.

Soit L} := L; + &. Pour ¢ suffisamment petit, nous avons [0,L}] C [0,L; + A].
En tenant compte de I'hypothese de l'unicité de la solution de (5.20), d’apres le
Théoreme 5.8 , nous avons : i est définie sur [0, L] et

lim sup |x:(f) —y(t)| = 0. (5-38)
e04eo,1))

Il reste a vérifier que L < L. Si ce n’est pas vrai, alors x, est définie sur [0, L]] et
{xe(t) : t € [0,L]]} € W implique L] € A. Cela contredit le fait que L] > Lo. Ce
qui acheve la preuve du théoreme. O

5.2.5 Preuve du Théoréme 5.10

Supposons que les hypotheses (H1) et (H4)-(H6) sont vérifiées.

(i) La preuve utilise le Lemme 5.1, (ii), page 76 et le Lemme 5.4, page 77. Puisque
la preuve est similaire a la preuve du Théoréme 5.8, page 75, elle est omise.

(ii) Nous allons construire une suite d’approximations successives de Cauchy
{x¢x }x qui converge vers une solution du probleme (5.19).

Soit L > 0. Soit y une solution de (5.20) et supposons qu’elle est définie sur
[0,L]. Pour toutt € [0,L] ona:

5 (st + [ F (Luto) ar)

t t (5-39)
< swp p ([ Foonar, [P yonat) = @=e).

D’aprés le Lemme 5.4 (avec u = i = y), lir%(;‘ =0.
e—

D’apres le théoreme des sélections continues ([19], Proposition 3.4, b) il existe
une fonction continue x,1 : [0, L] — U telle que, pour tout t € [0, L] :

(1) xe1(t) € xo+/OtF (g,y(r)> dr.
@ 1y(6) = a0} = & (v(0), 50+ [ FCC (e

La propriété (2) et I'inégalité (5.39) impliquent que, pour tout t € [0, L], on a:
() = xea (B)] <.

Nous supposons que nous pouvons définir une suite de fonctions continue
{x¢x }k avec x. 0 = y, qui satisfait les propriétés suivantes pour tout t € [0,L] :

(3) xek(t) € xo+ /OtF (%/xs,kfl(7)> dt.

k—1
(4) |xer(t) —xep1(t)| < ¢ EQ? I avec la constante A de 1 "hypothese (H6).
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Supposons que nous avons définie sur [0, L] les fonctions x jusqu’a 'ordre
k = p, satisfaisant les propriétés (3) et (4). Par le théoreme des sélections continues,
il existe une fonction continue xs p+1:10; L] — U satisfaisant, pour tout t € [0, L] :

(5) Xepi1(t) € xo+/ xs,,( )) dt.

(6) |xep(t) = xepr1(t)] =0 (xsp( x0+/ xer( )) dT)-
On a, pour tout t € [0, L]

ropea(®) =50 <p ([ F(Exepl) dr, [ F (Lxopa(0) e
<A /0 e p (1) — e por (7

LOOrT (A
<A e T = 6

p!

qui termine la preuve par induction.

Maintenant, la propriété (4) implique que {x.}; est une suite de Cauchy de
fonctions continues, convergeant uniformément vers une fonction continue x.. De
plus, en tenant compte de I'hypothese (H6) on obtient que, pour tout f € [0, L]

0= hmé(xgk x0+/ xgk 1( ))dT)
k—o0

=0 (xg , X0 +/ — xS dT)

Par conséquent, x; est solution du probleme (5.19).
Finalement, par la propriété (4), nous avons

sup |xgx(t) — y(t)|

te[0,L]
< sup ([xex(t) = xer—1(E)[ + -+ [xe1(t) — y(£)])
te(0,L] (5.40)
<¢ su (At 1) < At x AL
< p —; -+ 1) < ¢ sup ™ =3Get.
reior) \ (K—=1)! tel0,1]

Comme le second membre de (5.40) tend vers zéro avec ¢, cela prouve (ii).
La preuve du théoreme est achevée U
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