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RESUME

L'intérét de cette étude est de proposer une méthode, permettant de calculer des distributions
tridimensionnelles des déplacements et des contraintes ainsi que la détermination des
fréquences naturelles en vibration libre des plaques épaisses sandwich en matériaux a gradient
de propriétés « FGM ». Le but est de développer une nouvelle théorie hyperbolique
« quasi-3D » de déformation de cisaillement avec prise en compte de la déformation normale
«effect of thickness stretching » et de tester leurs performances par rapport a la solution
exacte. Contrairement aux autres théories, le nombre de fonctions inconnues dans la théorie
proposée est seulement cing, tandis que dans d’autres théories de déformation de cisaillement
avec la prise en compte de « I’effet stretching », le nombre est de six et plus. La formulation
proposée est variationnelle et repose sur le principe d’Hamilton. Elle a une forte similitude
avec la théorie classique des plaques dans de nombreux aspects, elle n'exige pas de facteur de
correction de cisaillement, et donne une description parabolique de la contrainte de
cisaillement transverse dans 1’épaisseur qui est beaucoup plus proche de la réalité dans des
plaques tout en remplissant la condition des contraintes de cisaillement nulles sur les bords
libres. Des solutions analytiques a 1’aide du calcul formel sont proposées et comparées avec
des solutions exactes de la littérature. Toutes les études comparatives ont montré que la
fréquence naturelle, la fleche, les contraintes obtenues par la présente théorie (cing inconnues)
et la théorie exacte d’¢élasticité (3D) et les solutions « Quasi 3D » de la littérature sont presque
identiques. Cela nous indique que les hypotheses de la théorie proposée peuvent conduire a
des résultats précis et ainsi améliorer le colt du calcul dans les problemes de géométrique
complexe des structures en FGM, et ceci en raison de la réduction du nombre d'inconnues de

la théorie proposée.

Mots clé : Matériaux a gradient de propriétés, théorie d’ordre élevé a cinq variables, théorie
de déformation de cisaillement, plaques sandwich, comportement mécanique de la flexion,

vibration, étirement suivant I’épaisseur, solutions analytiques exactes.



ABSTRACT

The interest of this study is to propose a method to calculate three-dimensional distributions
of displacements and stresses as well as the determination of natural frequencies for free
vibration of thick plates sandwiches functionally graded materials"FGM". The goal is to
develop a new hyperbolic theory "quasi-3D" shear deformation taking into account the
normal deformation "effect of thickness stretching” and test their performance compared to
the exact solution. Contrary to the other theories, the number of unknown functions in the
theory suggested is only five, while in other theories of shearing strain with the taking into
account of " the stretching effect , the number is six and more, while in the case of other
shear deformation theories with the inclusion of “stretching effect.” The proposed
formulation is variational and is based on the Hamilton principle. She has a strong similarity
with classical plate theory in many aspects, does not require shear correction factor, and gives
a description of the parabolic transverse shear stress in the thickness which is much closer to
reality in plates while satisfying the condition of zero shear stress at the free edges. Analytical
solutions using algebra are proposed and compared with exact solutions of the literature. All
comparative studies have shown that the natural frequency of the boom, the stresses obtained
by this theory (five unknowns) and the exact theory of elasticity (3d) and are nearly identical
"Quasi 3D" literature solutions. This indicates that the assumptions of the proposed theory can
lead to accurate results and can thus improve the computational cost in the problems of
complex geometrical structures FGM, due to the reduction in the number of unknowns of the

proposed theory.

Keywords:Functionally graded materials, theory amounted to five variable order shear
deformation theory, sandwich plates, mechanical behavior of bending, vibration, stretching

along the thickness, exact analytical solutions.
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INTRODUCTION GENERALE

L’utilisation des structures sandwich dans les applications industrielles n'a cessé
d'augmenter depuis plusieurs années, et cela dans toutes les industries : automobile,
aeronautique, spatiale, marine, génie civil, ferroviaire ou encore sportive, médicale et
nucléaire. Les performances en termes de gain massique, de propriétés mécaniques et de

fabrication offrent de nombreuses possibilités d’applications, parfois trés complexes.

Dans les structures multicouches classiques, des couches homogenes ou en composites sont
collées les unes aux autres pour améliorer les performances (mécaniques, thermiques,
acoustique,...etc) de la structure. Toutefois, les propriétés des structures en matériaux
composites sandwich en statique, en fatigue et en vibration peuvent se dégrader séverement
par la présence des dommages dus a la discontinuité des propriétés materielles a travers
I’interface des constituants du matériau composite sandwich, provoquant des concentrations
de contraintes sous des chargements mecaniques et thermiques, spécialement dans un
environnement thermique sévere, la difference relative du coefficient de dilatation thermique
provoque ainsi des contraintes résiduelles importantes qui peuvent conduire a des
délaminages, des fissures, et d’autres mécanismes d’endommagement en raison du
changement brutal des propriétés mécaniques et thermiques d’une couche a I’autre. A cet
effet, le concept des matériaux a gradient des propriétés (Functionally Graded Materials
« FGM ») est introduit vers la fin des années 80 par une équipe de chercheurs japonais afin de
surmonter ces difficultés, en concevant un matériau dont les propriétés mécaniques varient

lentement et continuellement dans 1’épaisseur de la structure [1].

Il est bien connu que les matériaux a gradient de propriétés prennent une part de plus en
plus importante en construction mécanique, tant aujourd'hui pour les véhicules automobiles;
que pour les avions, les vehicules spatiaux et les constructions civiles et industrielles pour
lesquels I'expérience acquise avec les composites est tres significative. Ils sont tres utilisés
aussi bien pour les pieces de structure que pour des équipements de protection thermique. Le
chargement thermique auquel sont soumises certaines de ces structures, et les contraintes

thermiques qui en résultent, jouent un role trés important dans la ruine de ces structures [2].



Il est ainsi indispensable d’accommoder les procédés de calcul, les plus efficaces et précis
possibles, qui respectent les lois de la physique, afin étudier I'influence du chargement
mécanique sur le comportement entier des structures épaisses sandwich en matériaux a
gradient de propriétés et en déduire 1’évolution des déplacements, des déformations et les
contraintes normales et tangentielles en chaque point de la structure, voire méme la
détermination des fréquences naturelles en vibration libre des structures épaisses en matériau
FGM.

La détermination des contraintes mécaniques (normales et de cisaillement transverse) ainsi
que les fréquences naturelles en vibration libre dans les structures (plaques et coques) en
matériau a gradient de propriétés est couramment réalisée a partir d’hypotheéses sur la
configuration du champ de déplacement dans I’épaisseur de la théorie choisie. Ces théories
étant congues comme une estimation d’une réalité tridimensionnelle, il en existe plusieurs, la
différence entre-elles réside dans la précision des approximations sur lesquelles elles sont
fondees.

Les modeles de plaques ont été considérablement analysés depuis plusieurs années jusqu’a
nos jours (Reissner [3], 1945 ; Midlin [4], 1951 ; Timoshenko et Woinowsky-Krieger [5],
1959 ; Reddy [6], 1999). Au sujet des structures sandwich, ’approche la plus simple est de
considérer qu’une section droite avant déformation reste droite par couche aprés deformation,
ce qui donne naissance aux théories dites du premier ordre. Ces théories peuvent prendre en
compte le cisaillement transverse tout en conservant un déplacement linéaire ou linéaire par
morceaux dans 1’épaisseur. On trouve dans cette catégorie la théorie des plaques élastigues,
celles développées par Reissner [3] et Mindlin [4]. Les théories d’ordre élevé proposent un
gauchissement de la section par I’introduction d’une forme cubique, sinusoidale,
exponentielle ou hyperbolique du déplacement. Elles sont plus réalistes puisqu’elles vérifient
la nullité des contraintes de cisaillement sur les bords supérieur et inférieur de la structure,

contrairement a celles du premier ordre.

L’intérét de la considération d’une approche tridimensionnelle pour le calcul en statique et
en vibration libre des structures sandwich réside dans D’obtention de résultats exacts
tridimensionnels, utiles notamment comme référence. L’adoption d’une approche
tridimensionnelle ne soit d’utilité que dans la mesure ou les équations différentielles établies
peuvent étre résolues. L approche tridimensionnelle (3D) est donc limitée dans certains cas de

géométrie, empilement et chargement simple, [7,8].



L’objectif principal de ce travail, est de proposer une méthode facile a mettre en ceuvre,
permettant de calculer des distributions tridimensionnelles des déplacements et des
contraintes ainsi que les fréquences naturelles en vibration libre des plaques épaisses
sandwich en matériaux a gradient de propriétés, qui sont des approximations de qualité de la
solution exacte dans le cas de plaques épaisses en FGM.

Le but est de développer une nouvelle théorie hyperbolique « quasi-3D » de déformation de
cisaillement avec prise en compte de la déformation normale « Effet de I’étirement de la
plaque dans la direction de I’épaisseur, ‘‘effect of thickness stretching’’ » et de tester les
performances par rapport a la solution exacte, par lintroduction d'une distribution
hyperbolique sur I'épaisseur des champs de déplacements. Contrairement aux autres théories,
le nombre de fonctions inconnues dans la théorie proposée est seulement cing, par contre il est
de six ou plus dans les autres théories de déformation de cisaillement avec la prise en compte
de « I’effet stretching » [9-13]. La formulation proposée est variationnelle et repose sur le
principe d’Hamilton. Elle a une forte similitude avec la théorie classique des plaques dans de
nombreux aspects, n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une
description parabolique de la contrainte de cisaillement transverse dans 1’épaisseur qui est
beaucoup plus proche de la réalité dans des plagues tout en remplissant la condition des
contraintes de cisaillement nulles sur les bords libres. Des solutions analytiques a ’aide du

calcul formel sont proposées et comparées avec des solutions exactes de la littérature.

Pour atteindre nos objectifs, ce travail de thése s’articule autour de quatre chapitres.

Le premier chapitre, présente les propriétés, I’histoire et le développement, ainsi que les
domaines d’application des matériaux a gradient de propriétés. Dans ce chapitre, nous
rappelons ensuite les modeles de plaques utilisés pour I’analyse du comportement mécanique

et vibratoire des structures sandwichs en « FGM ».

Le deuxiéme chapitre présente une revue de quelques travaux scientifiques portant sur les
structures en matériaux a gradient de propriétés en mettant I'accent sur les travaux publiés

récemment.

Le troisiéme chapitre détaille la mise en ceuvre du modeéle « quasi-3D » proposé de

déformation de cisaillement avec prise en compte de la déformation normale « effect of



thickness stretching» avec seulement cinq variables pour I’analyse du comportement

mécanique et en vibration libre des plagues sandwich épaisses en FGM.

Le quatriéme chapitre est consacré a la validation du modele proposé a travers quelques
tests standards connus de la littérature et de présenter les résultats numériques de I’analyse du
comportement mécanique de la flexion et le comportement en vibration libre des plaques
sandwich en matériau FGM. Deux types de plaques sandwich en FGM («Plaque type A:
FGM / Céramique / FGM »; « Plaque de type B : Métal/ FGM / Céramique») seront étudiées.
Afin d’étudier 'influence du chargement mécanique sur le comportement mécanique de la
flexion des plaques tout en étudiant I’évolution de la fléche, les contraintes normales et
tangentielles en utilisant les divers modeles des plaques épaisses qui incluent ou non la
déformation normale, ensuite, la détermination des fréquences naturelles en vibration libre

pour les deux types de plaques sandwich en FGM.

Une conclusion générale sur I’ensemble de ces travaux permet de revenir sur les résultats
importants mis en avant. C’est aussi ’occasion d’évoquer diverses perspectives dans le cadre
de I’¢tude de I’effet de la prise en compte de la déformation normale sur le comportement
mécanique des structures en matériaux a gradient de propriétés sous différents types de

chargement.



CHAPITRE T : GENERALITES SUR LES MATERIAUX A GRADIENT
DE PROPRIETES

1.1. Introduction

Depuis le début du vingtieme siecle, I'utilisation des matériaux composites multicouches dans
différentes applications d’ingénierie a largement augmenté. Malgré les avantages que
présentent ces matériaux (grande rigidité, résistance mécanique élevée, légéreté, réduction des
colts...), ils apportent aussi des problemes spécifiques liés principalement a leur
hétérogénéité. Il est bien connu dans la littérature que la différence des propriétés mécaniques
entre des couches adjacentes peut entrainer des contraintes tres élevées aux interfaces.
Ces contraintes interfaciales élevées peuvent engendrer des fissurations au niveau des
interfaces qu’on appelle délaminage, des fissures, et d’autre mécanisme d’endommagement
en raison du changement brutal des propriétés mécaniques et thermiques d’une couche a
I’autre. Ce probléme a attiré¢ beaucoup d’attention en raison de son influence significative sur
la résistance et la rigidité des structures composites multicouches [14].

A la fin des années 80, une équipe de chercheurs japonais a proposé de surmonter ces
difficultés par une solution d’une transition continue des propriétés recherchées, en concevant
de nouveaux matériaux qui possedent un gradient de composition permettant de diminuer les
fortes concentrations de contrainte par ’utilisation des matériaux a gradient de propriétés (en
anglais : Functionally Graded Materials “FGM ”) dont les propriétés mécaniques varient

lentement et continuellement dans I’épaisseur de la structure [1].

I.2. Concept des matériaux FGM

Le concept des matériaux a gradient de propriétés (Functionally Graded Materials :FGM) fut
proposé a la fin des années 1980 par un groupe de chercheurs au laboratoire national
d’aérospatial (National Aerospace Laboratory, STA) au japon pour développer des piéces
capables de résister aux sollicitations thermiques et mécaniques dans les systemes de
propulsion et le fuselage des navettes spatiales [15]. Une piece peut étre qualifiée de matériau
FGM lorsqu’elle est composée d’au moins deux matériaux ou alliages primaires qui sont
distribués continuellement ou discontinuellement a I’intérieur de la structure. Lorsque la
distribution est continue, on parle alors de matériaux a gradient continu [16]. Dans ce cas, la
composition et la microstructure du matériau changent graduellement a I’intérieur de la picce.

Cette distribution des matériaux permet de modifier les propriétés a ’intérieur méme de la



piéce. Des gradients de propriétés peuvent ainsi étre réalisés au niveau mécanique, physique,

chimique, etc.

Le FGM consiste en [’association de deux matériaux aux propriétés structurales et
fonctionnelles différentes avec une transition idéalement continue de la composition, de la

structure et de la distribution des porosités entre ces matériaux.

Généralement, les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. Les vides sont également
considérés comme une composante des matériaux FGM [17]. lls sont donc des composites

présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes.

La plupart des « FGM » sont constitués des céramiques et des métaux dont les propriétés
mécaniques sont comparés dans le tableau I.1.

La face a haute température - Bonne résistance thermique ;
Céramique - Bonne résistance a ’oxydation ;
- Faible conductivité thermique.

Continuité du matériau d’un point a . .
-Elimination des problemes de

I"autre Céramique-métal | I'interface ;
« couches intermédiaires » -Relaxer les contraintes thermiques.
La face a basse température - Bonne résistance mécanique ;

- Conductivité thermique élevée,

Métal . L
- Trés bonne ténacité.

Tableau 1.1: Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.

Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un matériau
FGM est illustré dans la figure 1.1. Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés des
FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de

microstructure différente [18].
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Figure 1.1 : Concept des matériaux a gradient de propriétés [19].

La figure 1.2 montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de protection
thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition).
Il montre également comment un FGM peut alléger. Ces concentrations de contraintes en
changeant graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection thermique

trouvée dans les barrieres thermiques conventionnelles.
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Figure 1.2 : Protection thermique des Matériaux FGM et Non FGM [19].

1.3. Différences entre matériaux a gradient de propriétés et matériaux composites
traditionnels :

Les matériaux a gradient de proprietés sont donc des matériaux composites avec un caractere
au microscope non homogene. Les changements continus de leur microstructure distinguent le
FGM des matériaux composites conventionnels. Le changement continu de la composition a
comme conséquence les gradients dans les propriétés de FGM. Les différences dans la
microstructure et les propriétes entre FGM et matériaux composites conventionnels sont

illustrées schématiquement sur la figure 1.3

Propriétés 0 Résistance mécanique o o
@ Conductivité thermique I

Structure Eléments constituants: OOQ .. .<> .<>.<>
0009 ([Ceoece
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B 0304 .o 0 000
Microporosité O O <> el XX IeX )
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Matériaux Exemple FGM NON-FGM

Figure 1.3 : Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison

avec les matériaux composites conventionnels [20].



I.4. Historique du développement des matériaux a gradient de propriétés

Le concept de FGM est né au milieu des années quatre vingt dans le laboratoire national
d’aérospatial au Japon, qui fiit suivit par d’autres pays : I’Allemagne, la Suisse, Les Etats-
Unis, la Chine et la Russie. En 1984 M. Niino et ses collégues a Sendai. Ont eu I'idée de
réaliser des matériaux utilisés comme barriere thermique dans les structures spatiales et les
réacteurs a fusion [21]. Les changements continus dans la composition, dans la
microstructure, et méme dans la porosité de ces matériaux a comme conséquences des
gradients des propriétés matérielles telles que les propriétés mécaniques et la conductivité
thermique [22]. Cette nouvelle classe de matériaux composites peuvent étre utilisés pour
différentes applications, telles que les enduits des barriéres thermiques pour les moteurs en
céramique, turbines & gaz, couches minces optiques [23].

En 1987, un vaste programme pour le développement des FGM sur la relaxation des
contraintes thermiques c'est-a-dire des matériaux constituant les parois des engins spatiaux
pouvant travailler a des températures de surface de 1800°C et a un gradient de température de
I’ordre de 1300°C [22].

En 1987-1989, c’est la fabrication de petites pieces expérimentales (1-10 mm d’épaisseur et
30 mm de diamétre) pouvant résister a des temperatures de surfaces maximales de 2000K et a
un gradient de température de 1000K.

Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux présentant un gradient de
composition et de structure ; les techniques utilisées dans la fabrication de tels matériaux sont
les suivantes : le systeme SiC/C par C.V.D., le systeme PSZ/Mo par la technique de la
compaction seche des poudres, le systeme TiB,/Cu par synthese par auto-propagation a haute
température, et enfin le systeme (Ni-Cr-Al-Y)/ (ZrO,-Y,03) par projection plasma a double
torches [24].

En 1990-1991, c’est la réalisation des pieces de tailles plus grandes et de forme plus
complexes avec d’autres applications: Biomécaniques, Technologie de capteur,
Optiques....etc. [24].

En 1992, c’est la période de I’amélioration de 1’efficacité des FGM dans la conservation
d’énergie photoélectrique, thermoélectrique, thermonucléaire [25].

A partir de ces résultats, un nouveau projet national intitulé « recherche sur les matériaux pour
la conservation de 1’énergie avec le plan fonctionnel gradient de structure », communement
dénommé « FGM partie 1l, a été lancé en 1993, pour la promotion de la science et

technologie.



La figure 1.4 [20] montre les formes de conversion d’énergie visée par le présent projet de

recherche. Les énergies solaire et nucléaire sont considérées comme les sources d’énergie en

vue d’éventuelles applications extensives.
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Figure 1.4 : Formes de conversion d’énergies couvertes par la partie I1

du projet de FGM [20].




Les progres de la recherche sur les matériaux FGM au Japon sont résumés dans le tableau 1.2 :

Tableau 1.2 : Progres de la recherche sur les matériaux FGM au Japon

Année Progrés de recherche de FGM
1984 Concept initial par Dr Niino et d'autres scientifiques dans la région de Senda, (Japon)
1986 Etude de faisabilité sur la technologie de base pour le développement des FGM sur la
relaxation des contraintes thermiques sous 1’auspice de la science et de l'agence de
technologie (STA).
1987-1989 | Recherche nationale de projet sur la technologie de base pour le développement des
FGM sur la relaxation des contraintes thermique.
FGM partie I-phase (1).
1988 Fonctionnellement gradient matériaux forum (FGMF)
1% Colloque sur FGM organisé par FGMF.
1989 Conférence d’Allemagne-Japon (FGM) a Koln, (Allemagne).
1990 1* Colloque international sur FGM a Sendai, (Japon).
Comité consultatif international de FGM (IACFGM).
1990-1991 | FGM partie I-phase (2).
1992 étude de faisabilité sur la R & D de FGM en tant que matériaux fonctionnels sous
l'auspice du STA.
2 °™ colloque international sur FGM et atelier international Japon-Allemagne-USA a
San Francisco, (USA).
1993 projet de recherche national sur les matériaux de conversion d'énergie avec une structure
FGM.
FGM partie Il- phase(1).
1994 3éme colloque international sur FGM a Lausanne, (Suisse).
1995 Atelier : Japon-Russie-Ukraine sur des matériaux de conversion d'énergie
(ENECOM-95),(Sendai).
1996 4eme colloque international sur FGM dans la ville de la science de Tsukuba, (Japon)




I.5. Méthodes d'élaboration des matériaux a gradient de propriétés

Depuis plus de vingt ans, une partie importante de la recherche concernant les structures en
gradient de propriétés a été consacrée a leur fabrication. Une grande variété de méthodes de
production a été mise au point ou adaptée en vue de produire ce type de piéces [25].

Les principaux procédés disponibles pour la production des matériaux FGM sont expliqués

ci-apres :

1.5.1 Coulage en bande (Tape Casting)

Le processus de coulage en bande connu sous la dénomination anglaise (Tape Casting) a été
employé pour préparer les diverses bandes de poudres fines en suspension non aqueuse, dont
lequel les matériaux composites laminaires et les matériaux a gradient de propriétés (FGM
Al,Os3-TiC) ont été produits en coupant, en empilant, en stratifiant le matériau, ensuite en
enlevant la reliure, et en pressant les produits obtenus a chaud. Le coulage en bande est une
méthode utile pour modifier les propriétés mécaniques des composés en céramique
[26].

1.5.2 Compaction séche des Poudres

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier. Chaque
fois qu'une poudre est versee, une faible compression est exercée. Ensuite, la compaction de
I'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi, généralement, par une pression
isostatique et un deliantage. La densification sera enfin I'étape finale [27].

Ce procédé peut étre envisagé pour la fabrication de piéces de formes complexes. En effet il

s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique et de facon industrielle.

1.5.3 Projection plasma

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se transforme
en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement de chaleur
important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se fond
totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat.

La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode tres
utilisée pour fabriquer des FGM. L'équipement relativement simple, le rendement élevé du
dépbt des particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances des surfaces
en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages

essentiels de cette technique [28].



1.5.4 Frittage et Infiltration

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d'un composite a
gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont tres
différentes. La premiere étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau a haute
température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités
avec le deuxiéme matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution
de la contrainte thermique [29].

Cette technique peut étre généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de matériaux
qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par

rapport aux autres.

1.6. Domaines d’applications des matériaux a gradient de propriétés

Le concept des matériaux a gradient de propriétés est applicable dans des nombreux
domaines, comme il est illustré dans la figure 1.5. Il a été initialement congu pour 1’industrie
de l'aéronautique, ou les FGM ont fournis deux propriétés contradictoires telles que la
conductivité thermique et d'isolation thermique dans un matériau. Actuellement, elles
permettent la production des matériaux légers, forts et durables, et elles sont applicables dans
un large intervalle des domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de

conversion d'énergie, nucléaire et semi-conducteurs.

/ Conversion d’énergie \
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-Eléments de moteur. Diverses fusee. o
-Doublure de mur des applications FGM -Controles de vibrations.
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Matieres biologiques Energie nucléaire Electroniques
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Figure 1.5 : Les principaux domaines d’application des FGM.



1.7. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM

Les matériaux a gradient de propriétés « FGM » consistent en 1’association de deux matériaux
aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition idéalement
continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces
matériaux de maniére a optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non-
uniformes avec des macro-propriétés graduées dans I’espace. Un FGM peut étre défini par la
variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la fonction de
puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de

volume.

Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a I’intérieur pour résister a la rupture,
et également assez dures a I’extérieur pour empécher I’usure.

z
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Figure 1.6 : Géométrie d’une plaque en FGM.

Les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, tandis que I’axe z perpendiculaire a

la surface moyenne de la plaque est dans la direction de I’épaisseur.
Les propriétés du matériau : dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les

surfaces supérieure et inférieure sont différentes mais sont déterminées selon les demandes

d’exécution.

Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de facon continue, dans le

sens de 1’épaisseur (I’axe z) soit : E = E(z), v =v(z). Le module de Young dans le sens de



I’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM) ou la fonction

exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

1.7.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM :
La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance.

z+h/2jk (1.1)
h

V(z):(

Ou k est un paramétre matéricl et h est 1’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction

volumique locale v(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent

étre determinées par la loi des mélanges [30] :

E(z)=E, +(E,—E, V(2) (1.2)
Ou E. et En, sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure
(z=-h/2)et de la surface supérieure (z =h/2)de la plague FGM, la variation du moule de

Young dans la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure 1.7, il
apparait clairement que la fraction volumique change rapidement pres de la surface inférieure

pourk <1, et augmenté rapidement pres de la surface supérieure pourk >1.
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Figure 1.7 : Variation de la fraction volumique dans une plague P-FGM.

1.7.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM
Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance a une
plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur I’interfaces

ou le matériau est continu mais change rapidement [30]. Par conséquent, Chung et chi [31]

(1.3.9)



ont défini la fraction de volume de la plague FGM en utilisant deux fonctions de loi de

puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les interfaces. Les
deux fonctions de loi de puissance sont définies par :

k
(hlz”) Pour —h/2<z<0
hi/2

Vl(z) :%

(1.3.b)

k
V,2) =1-+[M2=2 ) pour o<z <h/2
2\ hr2

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé

par :
(1.4.9)

E(z) =V,(2) E, +[1-V,(2)]E, Pour —h/2<7 <0

E(z) =V, (2) E, +[1-V,(2)]E,, Pour 0<z<h/2 (1.4.b)

La figure 1.8 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (I.4.a) et
cette plague FGM est appelée

(1.4.b) représente les distributions sigmoides, et
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Figure 1.8 : Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.



1.7.3. Propriétés matérielles de la plaque E-FGM :
Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs utilisent

la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme, [32] :

E(z)=E, eB(z+h/2) (1.5.a)
Avec
B =%In[%) (1.5.b)

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée

dans la figure 1.9.
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Figure 1.9 : Variation du module de Young dans une plague E-FGM.

1.8. Les modeles analytiques des plaques multicouches en FGM

1.8.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT)

Le modéle classique de Kirchhoff-Love se base sur I’hypothése que la section transverse de la
plaque reste plane et perpendiculaire au plan moyen apres déformation [33, 34] (figure 1.10).
Cela revient a dire que le cisaillement hors plan est supposé négligeable dans ce cas. De plus,
il est supposé que la variation de I’épaisseur de la plaque est négligeable. Ces hypotheses

imposent la cinématique suivante:



u(xiyvz)zuo(xiy)_z%l (|63.)

OX
oW
VY, Z) =V (X, Y)— o (1.6.b)
V(X,Y,2) =V, (X,Y) Zay
wW(X,Y,z)=w,(X,Y), (1.6.c)

Avec (u,,v,,W,) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

A
J ; el Ay s i

plaque (z=0).

Figure 1.10 : Illustration de la plague de Love Kirchhoff (Reddy, [6]).

Puisque ce mod¢le ne tient pas en compte I’effet de cisaillement transverse, il donne des
résultats imprécis pour les plaques épaisses. L’application du modéele de Kirchhoff-Love aux

structures multicouches est souvent désigné comme « Classical Lamination Theory (CLT) ».

1.8.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre a prolongé la théorie classique des
plaques en tenant compte de I’effet de cisaillement transverse, dans ce cas les contraintes et
les déformations sont constantes a travers I’épaisseur de la plaque. Les études sur la théorie de
déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) peuvent étre référée dans (Reissner [3],

1945, Mindlin [4], 1951) qui a mené au modele de plaque de Reissner-Mindlin.

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant :

u(x,y,z) =Ug(X, y) + 26, (X, y), (1.7.2)
V(X y,2) =V, (X, y) +20,(X, Y), (1.7.b)
W(X1y’z):W0 (X’y)’ (|7C)



Avec : (Uy,V,,W,) et (4.4, ) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

axes X et y, respectivement.

Le champ de déplacement définis dans 1’expression ci-dessus permet de reprendre la théorie

classique des plaques décrite dans la derniére section par le remplacement g, =—%,
X
ow
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Figure 1.11 : Illustration de la plague de Reissner-Mindlin (Reddy, [6]).

Tout ceci fait que le modéle prédit tres mal le comportement en cisaillement transverse et
qu’il faut introduire la notion de coefficient correcteur pour améliorer la prise en compte des
effets de cisaillement hors plan (Whitney [35], Levinson [36]). Dans le cas des plaques
multicouches, le fait que les contraintes de cisaillement transverse sont constantes par couche
entraine des discontinuités de contrainte aux interfaces.

L’application du modele de Reissner-Mindlin aux structures multicouches est souvent designé
comme « First-order Shear Déformation Theory (FSDT) » car les déformations de
cisaillement transverse sont considérées uniformes dans 1’épaisseur.

Dr’ailleurs pour éviter I’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation en

cisaillement d’ordre €levée ont été¢ développées.

1.8.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Pour améliorer la mauvaise approximation du cisaillement transverse dans des modeles
classiques du premier ordre, plusieurs théories d’ordre supérieur ont été proposées dans la
littérature. La plupart de ces théories sont des approches en déplacement et utilisent un

développement en série de Taylor du champ de déplacement sous la forme suivante:



u(xy,z) =Uy(x y) + 24, (X, y)+22¢£2(x, y)+...+z"¢_a”(x, y)

Ou n détermine ’ordre utilisé dans le modéle. Dans la théorie de Kirchhoff-Love n=0. La
théorie de Reissner-Mindlin est une théorie du premier ordre avec n=1 pour les
déplacements dans le plan et n=0 pour le déplacement normal. La figure 1.12 montre une
cinématique schématique d’un modele d’ordre supérieur.
Modele proposé par Hildebrand et al. [37] peut étre considéré comme la premiére tentative
d’amélioration de la théorie classique des plaques par une théorie d’ordre supérieur avec la
prise en compte de la déformation normale. Ce modéle considere la forme suivante pour les
déplacements:

U, (X, ¥,2) =u, (%, y) + 24, (X, Y),

u, (x,¥,2) =u, (X, y) +26,(X, ¥) + 2°0, (X, Y),

Nelson and Lorch [38] ont proposé un modeéle avec neuf champs inconnus pour I’analyse des
plaques multicouches. Lo et al. [39, 40] ont étudi¢ I’effet de la déformation normale

transverse en utilisant une théorie a onze champs inconnus.

Figure 1.12 : Illustration de la plaque d’ordre élevé (Reddy, [6]).

Il y a d’autres travaux dans la littérature dans lesquels le champ de déplacement est approché
de la méme maniere dans I’épaisseur. Ce type de théories est connu sous le nom de High-
order Shear Deformation Theory (HSDT) dans la littérature. Nous avons introduit ici
quelques modeles de plaque utilisés pour analyser le comportement des structures épaisses en

matériaux a gradient de propriétés.

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit:



u(x,y,2) =t (%~ 22D 1 w(2)g, (x,y), (18.2)
V(X,y,z):vo(x,y)—zMwP(z)goy(x,y), (1.8.b)
W(X,Y,2)=W,(X,Y), (1.8.c)

Avec : (Uy,V,,W,) et (4,,4,) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

. ow oW .
axes x et y, respectivement (@, =—>+¢,,0, =—>+4¢,), ¥(z) est une fonction de

oX oy
cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes. En effet, les déplacements
de la théorie classique de plaque (CPT) est obtenue par en prenant¥(z) =0, alors que la
théorie de premier ordre (FSDT) peut étre obtenue par\¥(z)=z.

Les déplacements de théorie de déformation de cisaillement de la troisiéme de Reddy (TSDT)
(Reddy, [6]) sont obtenus par :

.4 e 1.9
Y(z)=z(1 3hzz) (1.9)

Dans le modele de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modele
donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a

la solution d’élasticité tridimensionnelle.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique dans I’épaisseur.

Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

Touratier [41] propose le mode¢le sinus (SSDT) qui est différent des autres modé¢les d’ordre
supérieur puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique
sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement

dans I’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme ci-dessous :

¥(2) = gsin(%zj (1.10)

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modeles (sinus) prennent une
forme cosinusoidale dans 1’épaisseur de la poutre. La précision de ce modéle par rapport a la

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.



La version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
exponential shear deformation plate theory ESDPT) développée par Karama et al. [42] est

obtenue en prenant :

W(z)=2e2" et @, =0 (1.11)
La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par Soldatos et al.[43] est

obtenue en prenant :

Y(2)= hSinhtij ~z sinh[l)
h 2 (1.12)

Mantari et al [44] propose un nouveau modeéle sinusoidale (NSSDT) qui est similaire au
modele de Touratier puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. La fonction de

cisaillement transverse s’écrit comme ci-dessous :

¥(z) = sin[%zj emcos(%z] + m(%j (1.10)

1.9. Solutions exactes des plaques

Méme si ces solutions ne satisfont pas la definition des modeles de plaque présentée ci-dessus
(puisqu’elles n’admettent aucune approximation sur la description des variables au travers de
I’épaisseur de la plaque), il convient de les mentionner puisqu’elles sont souvent utilisées
avec les modeles de plaques a titre de comparaison. Par ailleurs, les solutions exactes utilisées
pour des plaques en flexion ne refletent que trés rarement les "cas réels". La plupart d’entre
elles impliquent des conditions aux limites simplement appuyées et nécessitent un champ
cinématique imposé a la plaque ce qui est difficile a reproduire expérimentalement. Leur
importance est cependant cruciale puisque ce sont des méthodes exactes qui permettent le
plus souvent d’évaluer la qualit¢ des modeles de plaques, qui eux sont basés sur des
hypothéses simplificatrices [45]. Les premieres solutions exactes furent données pour des
plaques en flexion cylindrique composees de matériaux isotropes. Ainsi en 1877 Lévy [46]
donne une solution exacte pour les plaques isotropes rectangulaires en flexion cylindrique.
Pour les cas limités aux plaques multicouches rectangulaires simplement appuyées dont les
axes d’orthotropie sont confondus avec le repére de la plaque, Pagano [47,48] présente une
solution pour le cas statique et Srinivas [49]. Ces solutions font partie des solutions les plus
connues et les plus employées encore a ce jour dans la littérature. Par la suite une autre

méthode permettant de simuler la flexion des plaques orthotropes avec un empilement de



couches symétriques a été présentée par Reddy [50] pour le cas statique et Noor [51] pour le
cas dynamique. Pour ces modeles basés sur les equations d’équilibre de la mécanique, aucune
approximation n’est effectuée pour I’estimation de la distribution des contraintes et des

déformations.

1.10. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux a gradient de propriétés « FGM »,
I’historique de leur développement, leurs proprietés, leurs principales méthodes de
fabrication, leurs domaines d’application et les différents modéles classiques et d’ordre
supérieur pour le calcul des plaques minces et épaisses en FGM.

La variation spatiale et progressive des propriétés des matériaux a gradient de propriétés
permet de créer des structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de nombreux

domaines d’application dans les structures spéciales en génie civil.



CHAPITRE II : REVUE DES RECHERCHES SUR LES STRUCTURES EN
MATERIAUX A GRADIENT DE PROPRIETES

11.1. Introduction

Ce chapitre a pour vocation de présenter une revue de quelques travaux de recherche

scientifiques portant sur la modélisation des structures multicouches en matériaux a gradient

de propriétés « FGM » en mettant I'accent sur les travaux publiés récemment.

Dans le développement de notre société et notre culture, les matériaux ont joué un role

essentiel. Le scientifique utilise des matériaux de base disponibles en divers composant

organiques et inorganiques, et il a fait le chemin pour le développement des polymeéres

avanceés, des alliages, des structures en céramique, etc. La structure de développement des

matériaux modernes est illustrée sur la Figure 11.1.

FGM

A

Composite
A

Ingénierie
A

Particules avancées, mousse, fibres

]

=

Elastomeére Polvmere Verre Métal Céramiaue
Organique Inorganique

- =

Materiaux de base
« Tableau périodique »

Figure 11.1 : Représentation de la hiérarchie des matériaux modernes.
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Les matériaux a gradient de propriétés (Functionally Graded Materials FGM) sont des
matériaux composites avanceés composés d’au moins deux matériaux primaires dont la
composition et la microstructure du matériau changent graduellement continuellement a

I'intérieur de la piece de la structure [52].

Cette distribution des matériaux permet de réaliser des gradients de propriétés au niveau
mecanique, physique, chimique, etc. Les domaines d'application sont nombreux pour ces
piéces, en particulier I'aérospatial et le biomédical mais également I'électronique, I'énergie
nucléaire, la production d'outillage, le design, etc. Ces matériaux avancés avec des gradients
de composition de la structure et des propriétés spécifiques dans la direction préférée ou de
I’orientation, sont meilleurs que les matériaux homogenes constitués de différents composants
similaires. Les propriétés mécaniques telles que le module d'élasticité, le coefficient de
Poisson, le module de cisaillement, et la densité de matériau, varie sans interruption et de
fagon continue dans des directions preférées de la structure en FGM. Les matériaux FGM ont
été développés en combinant des matériaux d'ingénierie de pointe sous forme de particules, de
fibres, ou de plaquettes. Le changement continu de leurs propriétés a pour but d’améliorer les
performances structurelles, ils sont développés pour adapter l'architecture du matériau a
I'échelle microscopique afin d’optimiser certaines propriétés fonctionnelles globales des
structures. Ces matériaux acquiérent de nombreuses applications dans divers domaines

d'ingénierie en vue d'utiliser leurs propriétés potentielles de maniere optimale [53].

Le présent chapitre se concentre sur plusieurs aspects qui sont importants pour le
développement et la conception des structures en matériaux a gradient de propriétés. Il
comprend les approches d'homogénéisation des matériaux FGM, les problémes de transfert de
chaleur dans les structures en FGM et le comportement mécanique de ces structures sous
différents types de chargements, statiques, dynamiques, y compris les chargements

thermiques.

11.2. Propriétés effectives des matériaux a gradient de propriétés

La fabrication des matériaux FGM est obtenue par le mélange de deux phases de matériaux
distincts, par exemple, un mélange du métal et de céramique. Souvent, I'information précise
de la forme et de la distribution des particules constituants des FGM ne peut pas étre
disponible. Ainsi, les propriétés effectives du matériau FGM, a savoir : (module d'élasticite,
module de cisaillement, densité, etc...) sont évaluées seulement sur la base de la distribution
de la fraction volumique des constituants et leur forme approximative. Plusieurs modéles de

micromécanique ont été développés au cours des années pour déduire les propriétés effectives



des matériaux composites macroscopiquement homogénes. Les approches analytiques, la
methode des éléments finis et les modeéles micromécaniques sont fréquemment utilisés pour la
modélisation des matériaux FGM.

Les sujets les plus importants qui traitent la modélisation des structures en FGM sont: la
déformation élastique, les contraintes élastiques, les déformations plastiques, le fluage di a
des températures élevées, la propagation des fissures, etc. Les différentes approches
analytiques de modélisation des FGM disponibles dans la littérature sont présentées comme

suit :

11.2.1. Estimation auto-cohérente « Self consistent estimates »

Cette méthode décrit ses estimations par la solution d'un probléme élastique dans laquelle une
inclusion ellipsoidale est noyée dans une matrice possédant les propriétés effectives de
matériau composite. Dans cette méthode, pour tenir compte de I’interaction entre les
constituants du milieu hétérogéne, on suppose que chaque inclusion de renforcement est
noyée dans un matériau dont les propriétés effectives sont ceux du matériau composite
homogénéisé recherché [54-56].

Cette méthode ne fait pas de distinction entre la matrice et les phases de renforcement et les
mémes modules globaux sont prédits dans un autre composite dans laquelle les réles des
phases sont echangés. Ceci le rend particulierement adapté pour la détermination des modules
effectifs dans ces régions qui ont une microstructure du squelette interconnecté comme le
montre la Figure 11.2. 1l s'agit d'une méthode d'analyse rigoureuse applicable a des matériaux

composites a deux phases isotrope.

Figure 11.2 : Matériau a deux phases avec microstructure du squelette



11.2.2. Modéle de Mori-Tanaka

Cette méthode fonctionne bien pour les composites avec des régions de la microstructure
graduée avec une matrice continue clairement défini et une phase particulaire discontinue.
Cette méthode suppose une petite particule sphérique noyée dans une matrice.

La phase de matrice, est supposé étre renforcée par des particules sphériques d'une phase
particulaire.

K,, G, et V, représente le module de compressibilité, le module de cisaillement et de la
fraction volumique de la phase de matrice, respectivement, tandis que K, , G, et V, désignent

le correspondant des propriétés du matériau et de la fraction volumique de la phase du renfort.

On remarque queV, +V, =1. La masse volumique effective peut étre donnée par la loi des

mélanges (o= pV, + p,V,q) [57, 58].

11.2.3. Modéles sphéres composites

Le modeéle spheres composites a été introduite par Hashin [59]. Dans ce modele, les propriétés
effectives des matériaux composites isotropes ont été déterminées de facon analytique. Ce
modeéle est constitué par une gradation de taille de particules sphériques noyées dans une
matrice continuée (figure Il. 3) tels que les spheres remplissent complétement le volume du

composite.
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Figure 11.3 : Modeéle sphéres composite

11.2.4. Modéle d'assemblage de cylindres
Le modeéle d'assemblage de cylindres est un modéle qui permet une détermination analytique
des modules élastiques des composites, raisonnablement précise et exacte. Ce modele est

utilisé pour les composites orthotropes et nécessite a la fois que la fibre de renfort et la



matrice soient isotropes, tandis que les éléments de volume représentatifs « VER » (élément
qui représente le volume) est transversalement isotrope dans des plans matériels qui sont

perpendiculaires a la direction des fibres [60].

11.2.5. Modéle micromécanique

Ces modeles pour les éléments de volume représentatifs « VER » peuvent étre construits par
des simulations en MEF pour les matériaux composites isotropes ou orthotropes. Les
meéthodes qui utilisent la méthode des éléments finis tentent de simuler avec précision la
microstructure réaliste du « VER », et déterminer la réponse thermomécanique due aux
charges appliquées de telle sorte que les propriétés des matériaux effectives peuvent étre
calculées pour différentes fractions de volume de renfort. De cette maniére, les différents
ensembles de données peuvent étre collectées pour différentes combinaisons de matériaux.
C'est peut étre la méthode la plus précise, puisque la microstructure a l'examen est
directement modélisé par des éléments finis en trois dimensions. Malheureusement, un
inconvénient de cette méthode est que plusieurs modeles doivent étre construits afin de
déterminer les propriétés des matériaux pour différentes fractions de volume de la matiere
constitutive; méme si cela peut étre atténué avec un logiciel approprié qui permet
d'automatiser le processus [57].

11.3. Des études ont rapporté sur des plagues en matériaux a gradient de propriétés
11.3.1. Transfert de chaleur dans les matériaux a gradient de propriétés

Une structure en FGM est affectée par la température a la fois pendant la fabrication et au
cours de sa vie. En conséquence, il est nécessaire d'étudier 1’évolution des contraintes
résiduelles d’origine thermique de post-traitement dues au déséquilibre thermique entre les
matériaux constitutifs. Ces contraintes micromécaniques peuvent causer des dommages
initiaux, affectent la distribution des contraintes a vie, l'apparition et la propagation des
fissures. Pour les structures en FGM soumises a des environnements a température éleveée, la
distribution de température dans le matériau et les contraintes thermiques associées a deux

niveaux macromecanique et micromecaniques pendant sa vie devrait également étre étudiée.

Jin [58] a présenté une solution analytique du probléme de transfert de chaleur transitoire dans
une bande en FGM avec les propriétés matérielles variables dans I'épaisseur dont les surfaces
sont soudainement refroidis a des températures différentes. La solution asymptotique a été
obtenue en subdivisant la bande en un certain nombre de couches homogeénes. Le transfert de
chaleur transitoire dans un FGM épais soumis a une source non uniforme de la chaleur
volumétrique a été étudié par Ootao et Tanigawa [61] ou les deux la distribution de la

température et les contraintes ont été trouves. Le probleme a été résolu par Sladek et al [62]



en utilisant la méthode de Galerkin des éléments en frontiére pour un certain nombre de
configurations comme un cube FGM en 3D soumis a un régime de flux de chaleur prescrit et

un cylindre avec une température constante appliquée sur la sa surface.

Vel et Batra [63] ont également présenté les solutions analytiques du probléme de conduction
thermique transitoire en 3D pour une plaque en FGM simplement appuyée, basé sur la théorie
linéaire découplée, quasi-statique thermo-élasticité. Les températures uniformes sont
prescrites sur les bords et soit la température en fonction du temps ou de flux de chaleur est
considéré sur le dessus et les surfaces inférieures de la plague en FGM. Les contraintes
transitoires induites par la chaleur dans des plaques en FGM ont été liés au mode d'application
de la charge thermique dans cette étude.

Qian et al. [64] ont étudié les déformations thermo-élastiques transitoires d'une plaque en
FGM eépaisse. Les contraintes et les déformations dues a l'application simultanée des
contraintes thermiques et mécaniques transitoires ont été calculées en maintenant les bords de
la plaque a température uniforme. Les solutions sont obtenues par la méthode locale maillage
de Petrov-Galerkin (MLPG). Ils ont constate que les centres de gravité de la fleche et de la
contrainte axiale induite au centre de gravité de la surface supérieure de la plaque sont
nettement influencés par les conditions aux limites appliquées au niveau des bords de la

plaque.

11.3.2. Analyse de la flexion, de la vibration et de ’instabilité élastique des structures en
FGM sous différents types de chargement

Sankar et Tzeng [65] ont obtenu les solutions exactes pour la distribution des contraintes
thermiques dans une poutre en FGM avec une variation exponentielle des propriétés
matérielles a travers I'épaisseur. Sankar [66] a également étudié une poutre en FGM soumise a
une charge transversale sinusoidale appliquée sur I’une de ces surfaces. Les solutions exactes
d’¢élasticité pour les contraintes et les déformations ont été comparées avec les résultats
obtenus par la théorie classique des poutres (Euler-Bernouli). Les résultats montrent que la
théorie classiqgue de poutre donne des résultats acceptables si la est poutre élancée.
Les concentrations de contraintes dans les poutres courtes ne peuvent pas étre traitées par
théorie classique de poutre. Les contraintes dépendront de la maniere de I’application de la
charge. Les concentrations de contraintes qui se produisent sur la surface de chargement sont
plus élevées dans une poutre en FGM par rapport a une poutre homogéne si la charge est
appliquée a la surface la plus dure, et vice versa, elles sont plus petites par rapport a une

poutre homogene si la charge est appliquée a la surface souple de la poutre. Cela refléte le fait



que la gradation des propriétés peut étre bénéfique ou nuisible tout dépend des conceptions

spécifiques.

Les problémes de la vibration libre, la propagation d’onde, et le comportement mécanique
dans les poutres en FGM en utilisant le modele de premier ordre de déformation de
cisaillement ont été résolus en utilisant la méthode des éléments finis développée par la loi de
puissance et d'autres variantes alternatives de propriétés élastiques et thermiques dans la
direction de I'épaisseur [67]. Le probléme thermo-élastique pour une poutre en FGM avec la
variation exponentielle des propriétés matérielles dans I'épaisseur et soumise a une
distribution non-uniforme de chaleur par convection a été examinée par Chin et Yen [68] en
utilisant un maillage locale par la méthode de Petrov-Galerkin.

La réponse statique d’une plaque épaisse rectangulaire en FGM a ¢été étudiée par Reddy [69]
en utilisant la théorie du troisieme ordre de déformation de cisaillement. Reddy et Cheng [70]
ont utilisé I'approche asymptotique du probleme de conduction de la chaleur pour résoudre les
problémes thermoélastiques en 3D d’une plaque FGM simplement appuyée soumise a des
charges mecaniques ou thermiques. La solution exacte du probleme tridimensionnel pour
I’analyse du comportement thermomécanique de la flexion d’une plaque en FGM
rectangulaire simplement appuyee a été presentée par Vel et Batra [71] ou les proprietés
matérielles a travers I'épaisseur étaient supposées suivre une loi de puissance pour des
fractions de volume de matériau. Les approches d’homogénéisations utilisées dans l'article ont
inclus le modele de Mori-Tanaka et le modéle cohérent. La plaque a été modélisée par les
théories de premier ordre et troisieme ordre de déformation de cisaillement. La solution
d’¢lasticité 3D de la flexion pour les contraintes dans une plaque simplement appuyee en
FGM avec une variation exponentielle de module d'élasticité a travers 1’épaisseur et un
coefficient de Poisson constant a été présentée par Kashtalyan [72] qui a employé la méthode
de Plevako développée en 1971 pour analyser les milieux isotropes non homogenes.

Chi et Chang [73,74] ont publié les solutions analytiques de la flexion pour une plaque FGM
mince rectangulaire simplement appuyée soumise a une charge transversale en supposant que
le coefficient de Poisson est constant, tandis que le module d'élasticité change sans
interruption a travers 1’épaisseur, selon la fraction de volume des matériaux constitutifs
suivant des fonctions de loi de puissance (P-FGM), exponentielles (E-FGM), et sigmoides
(S-FGM).

Zenkour [75,76] a étudié les problemes de la flexion, flambement et la vibration libre des
plaques sandwiche en FGM (céramique/métal). Les résultats ont été obtenus par la théorie

classique des plaques, la théorie de premier ordre de déformation de cisaillement, et la version



« sinusoidale » de la théorie de déformation de cisaillement. Analyse des déformations
suivant une non linéarité géométrique des plaques et des coques en FGM soumises a des

chargements transversales a éte présentée par Woo et Megiud [77].
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Figure 11.4 : Comportement non linéaire d’une plaque FGM soumises a un chargement
transverse [77].

Une comparaison des contraintes et des fleches maximales dans des plaques entiérement en
ceramique et en métal, et en FGM est montrée sur la Figure 11.4. On remarque que la fleche
dans une plaque FGM, pour une faible valeur de paramétre de matériau (n = 2) est plus petite
que celle de la plaque entierement en céramique. Par ailleurs, la distribution des contraintes
dans les plaques isotropes en métal ou en céramique est une fonction linéaire dans I'épaisseur,
elle devient non linéaire dans le cas d’une plaque en FGM, ce qui reflete une distribution non
uniforme des propriétés matérielles a travers I'épaisseur. Cette observation reflete le potentiel
souligné précédemment pour une meilleure adaptation des structures FGM par rapport a leurs

homologues en composites traditionnelles ou homogenes.

Tarn [78] a étudi¢ I’évolution des déplacements, des contraintes et de la température dans un
cylindre anisotrope soumis a des diverses combinaisons de chargement, thermique,
mécanique ou thermomécanique. La solution exacte a été obtenue pour le cas ou les propriétes
du matériau varient dans I'épaisseur selon une loi de puissance en considérant le cas ou le
chargement thermique ou le flux de chaleur sont appliqués sur la surface du cylindre.
L’analyse de I’instabilit¢ au flambement des plaques FGM sous chargement mécanique ou
thermique a été étudiée par Javaheri et Eslami [79-81]. Na et Kim [82] ont utilisé la méthode
des éléments finis pour étudier le probleme de I’instabilité au flambement en 3D sous une
charge thermique, ils ont montré que la distribution sinusoidale et linéaire de la température a

travers I'épaisseur ne reflete pas la répartition réelle de la température dans une plaque FGM.



Le probléme de flambement d'une plague FGM reposant sur une fondation élastique de type
Pasternak a été résolu par Yang et al. [83] qui ont considéré que les propriétés des matériaux
des phases constitutives et les parametres de la fondation sont des variables aléatoires
indépendantes. L'analyse de la non-linéarité géométrique plaques épaisses soumises a des
charges thermiques et / ou mécanique utilisant la version non-linéaire de la théorie d'ordre
supérieur de Reddy a été étudiée par Shen et al [84]. Un exemple de cette analyse est illustré
sur la Figure 11.5, ou les conditions aux limites sont indiquées pour avoir un effet profond sur
la fleche de la plaque FGM pour différentes conditions aux limites soumise a un effet
simultané de la température et du chargement mécanique.

La théorie globale a deux dimensions de déformations d'ordre supérieur a été employée par
Matsunaga [85] pour le flambement des plagques FGM sous un chargement thermique. Zhao et
al. [86] ont présenté l'analyse mécanique et thermique de flambement des plaques FGM
(céramique/métal) en utilisant la théorie des plaques de premier ordre, en utilisant la méthode
de Ritz. En outre, Fuchiyama et Noda [86] ont étudié le flambement d’une plaque FGM
(ZrO,/ Ti-6Al-4V) sous un chargement thermique.
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Figure 11. 5: Effet des conditions aux limites sur la flexion des plaques carrées en

FGM soumise a un chargement thermo-mécanique [84].

Zenkour et Sobhy [87] ont utilisée la version sinusoidale de déeformation de cisaillement pour

étudier le flambement des plaques sandwichs en FGM.

Une étude récente publiée par Park et Kim [88] contient une analyse par éléments finis du de
I’instabilité thermique au flambement et la vibration libre des plaques FGM en utilisant la
non-linéarité géométrique.

Un exemple d'une réponse de I’instabilité thermique en post-flambement d'une plaque

simplement appuyée en FGM est illustré dans la figure 11.6.
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Figure 11.6 : Flambement sous un chargement thermique d'une plaque FGM

(SizN4/ SUS;04) [88].
Hashemi et al. [89] ont employé une méthode analytique pour analyser les problémes de
vibration des plaques annulaire épaisses en FGM avec des couches piézoélectriques intégrés.
La plague avec différentes conditions aux limites sur les bords est modélisee sur la base de la
théorie de troisieme ordre de Reddy « TSDT ». La variation des propriétés des matériaux de
la plagque suit une distribution de loi de puissance. La distribution de potentiel electrique le
long de la direction de I'épaisseur de la couche piézoélectrique est supposée étre une fonction
sinusoidale.

Récemment, les mémes auteurs [90] ont développé une solution exacte de la vibration libre
des plaques épaisses piézoélectriques couplés circulaires / annulaires pour les difféerentes
conditions aux limites en utilisant la théorie de premier ordre de « FSDT » de Mindlin. Les
effets de couplage entre les déplacements dans le plan transversal et sur les parameétres de
fréquence sont avérés étre significatifs dans cette étude. Il est conclu dans ce travail, que le
modeéle développé peut décrire le comportement vibratoire de plaques FGM avec couche
piézoélectrique de maniere plus réaliste.

Shahrjerdi et al. [91] ont étudié la vibration libre des plaques rectangulaires en FGM
simplement appuyées a l'aide de la théorie de la déformation de cisaillement du second ordre
(SSDT). L'analyse de vibrations libres des plaques FGM et composites est réalisée par Xiang
et al. [92] a l'aide d'un modele de déplacement constitué par le n-polyndéme d'ordre zéro
satisfaisant des conditions aux limites de contrainte de cisaillement transversal nulles sur les

surfaces supérieure et inférieure de la plaque en FGM.



Jha et al. [93] ont récemment publié une étude sur I'évaluation des fréquences naturelles des
plagues rectangulaires en FGM simplement appuyées sur la base d'un cisaillement d'ordre
supérieur avec la prise en compte de la déformation normale (HOSNT). Les propriétés du
matériau telles que la densité de la matiére, et le module de Young d'élasticité de la plaque
FGM sont supposes suivre le modéle de loi de puissance a travers I'épaisseur. Les solutions
sont obtenues en utilisant la technique de la solution de Navier avec un excellent accord des
solutions d'élasticité 3D disponibles dans la littérature. Shen et Wang [94] ont présenté les
petites et grandes vibrations d'amplitude d'une plaque rectangulaire en FGM reposant sur une
fondation élastique de type Pasternak dans des environnements thermiques envisagent deux

types de modéles micromécaniques des FGM.

Khorramabadi et al. [95] ont étudié la vibration libre des plaques FGM simplement appuyées
en utilisant la théorie de déformation de cisaillement de premier ordre FOST et de troisieme
ordre TSDT pour comprendre l'effet de I'application de ces deux théories de déformation de

cisaillement sur la vibration des plagues non homogenes.

Récemment, de nouvelles théories des plaques prend en compte seulement quatre fonctions
inconnues et peut tenir compte des déformations de cisaillement, sont développés par Tounsi
et ses collegues (Mechab et al, 2010 [96]; Houari et al, 2011 [97]; Ameur et al, 2011 [98]; El
Meiche et al, 2011 [99]; Benachour et al, 2011 [100]; Hadji et al, 2011 [101]; Tounsi et al,
2013 [102]). Ces théories qui ressemblent a la théorie d'ordre éleve utilisent seulement quatre
fonctions inconnues afin de réduire les équations d’équilibres pour les plaques a gradient de

propriétés a quatre equations.

La caractéristique la plus intéressante de ces théories c’est qu’elle ne nécessite pas de facteur
de correction de cisaillement, et en satisfaisant une distribution parabolique des déformations
de cisaillement transversales, et satisfait les conditions aux limites de la contrainte de
cisaillement nulle sur les surfaces de la plaque sans utiliser le facteur de correction de
cisaillement. Cependant, dans ces théories des plaques de quatre variables et d'autres theories
de déformation de cisaillement, généralement les plaques FGM ont été analysées en

négligeant D’étirement d’épaisseurg , le déplacement transversal considéré comme

indépendant de coordonnées de I'épaisseur. L'effet de la déformation normale dans les
plaques FGM a été récemment étudié par Carrera et al. (2011) [103], en utilisant une

approximation par éléments finis.



11.4. Conclusion

Les progrés récents dans la caractérisation, la modélisation et I'analyse des structures en FGM
ont été présentés dans ce chapitre. En raison du vaste champ qui se développe rapidement sur
les FGM, ces conclusions ne peuvent pas englober toutes les directions et les tendances
importantes. Néanmoins, ils refletent certaines des observations des auteurs sur la base des

recherches publiées et leur propre analyse.

1. Dans le domaine de I'homogénéisation des matériaux a gradient de propriétés, il est souvent
possible d'employer des techniques disponibles pour les composites traditionnels. Toutefois,
dans le cas ou le matériau a une gradation importante (changement rapide des propriétés
d’une surface a l’autre), le modele (VER) peut étre utilisé, reflétant les variations des
propriétés a I’échelle micromécanique. Peu importe l'approche d'homogénéisation adoptée,

I'interaction entre les particules ne doit pas étre négligée.

2. L'approche du probleme de transfert de chaleur dans les FGM devrait tenir compte de I'effet
de la température sur les propriétés du matériau qui a son tour affectera la solution du

probleme de conduction de la chaleur.

3. L'effet de chargement thermique important sur les contraintes, la stabilité au flambement et
la vibration des structures en FGM devrait étre étudiées en tenant compte les changements
dans les propriétés du matériau d0 a la température. Ces derniers changements sont
particulierement importants car les FGM sont des matériaux hétérogenes. Par conséquent, si
I'une des phases de la matiére constitutive est plus affectée par la température que l'autre
phase, un certain degré de changement de propriété sera non uniforme dans tout le matériau,

méme si elle est soumise a une température uniforme.

4. Les solutions analytiques 3D pour les plaques en FGM sont tres utiles car ils fournissent
des résultats de référence pour évaluer la précision des divers théories de la plaque 2D et
formulations éléments finis, mais leur méthodes de résolution impliquent des complexités

mathématiques et sont tres difficile et fastidieux a résoudre.

5. Dans la plupart des théories 2D développées pour prédire la réponses des plaques FGM,
seule la déformation de cisaillement transversal effet a été pris en compte, et tres peu de
théories envisagent de prendre en compte I’effet a la fois de cisaillement transversal et la

déformation normale (Thickness Stretching Effect).



6. Aprés avoir examiné une grande partie de la recherche sur les FGM disponible il est
évident que la quasi-totalité de la recherche a été menée purement analytique ou de la

simulation numérique.

7.Utilisation de Il'amélioration des modeles théoriques 2D qui  semblent
fournir une précision aussi bonne que les modéles 3D devraient étre poursuivis dans

I'intérét du colt de calcul et des analyses efficaces.

En conclusion, les matériaux a gradient de propriétés représentent un domaine en évolution
rapide en sciences et en ingénierie avec de nombreuses applications pratiques. Les besoins de
recherche dans ce domaine sont particulierement nombreux et variées, les FGM promettent

des avantages potentiels importants qui justifient la nécessité des efforts importants.



CHAPITRE IIT : ETUDE ANALYTIQUE DE LA FLEXION & DE LA VIBRATION
LIBRES DES PLAQUES « SANDWICH » EN FGM EN UTILISANT LA THEORIE
D'ORDRE ELEVE A CINQ VARIABLES AVEC LA PRISE EN COMPTE DE LA
DEFORMATION NORMALE

I11.1. Introduction

Toute théorie d’un probléme de la mécanique des milieux continus, présente comme objectif
un calcul approximatif des grandeurs généralisées sur la base du systéeme des équations
d'équilibre, de compatibilité, de conditions aux limites sur les bords de la structure, complétée

par une loi de comportement reliant les contraintes et les déformations généralisées.

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode, facile a mettre en ceuvre, permettant de
calculer les distributions tridimensionnelles des déplacements et des contraintes, ainsi que les
fréquences naturelles de la vibration libre des plagues épaisses « sandwich » en matériaux a
gradient de propriétes qui sont des approximations de qualité de la solution exacte dans ce

cas.

Nous avons développé une nouvelle théorie d’ordre élevé avec prise en compte de la
déformation normale « effet de I’étirement de la plaque dans la direction de I’épaisseur,
effect of thickness stretching » par [lintroduction d'une distribution hyperbolique sur
I'épaisseur des champs de déplacements [9-13]. La formulation proposée est variationnelle et
repose sur le principe d’Hamilton. Elle & une forte similitude avec la théorie classique des
plaques dans de nombreux aspects, n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et
donne une description parabolique de la contrainte de cisaillement transverse dans 1’épaisseur
qui est beaucoup plus proche de la realité dans des plaques tout en remplissant la condition

des contraintes de cisaillement nulle sur les bords libres.

Deux types de plaques « sandwich » sont considérées dans notre étude nommée (Type A) et
(Type B); pour la plaque « sandwich » (Type A): les couches (supérieure et inférieure) sont
en FGM et la couche centrale en matériau homogene dur en céramique (Hard Corps); pour la
plaque sandwich (Type B): les couches (supérieure et inférieure) sont en FGM et la couche
centrale en matériau homogeéne souple en métal (Soft Corps). On suppose que les propriétés
matérielles (Module de Young et la masse volumique) de la plaque « sandwich » varient sans
interruption dans la direction de I’épaisseur selon une simple distribution de loi de puissance

en fonction de la fraction volumique des matériaux constituants. Plusieurs configurations des



plagues « sandwich » sont utilisées en tenant compte ou non de la symétrie de la plaque et

I'épaisseur de chaque couche.

I11.2. Formulation théorique

111.2.1. Configuration géométrique

Considérons une plaque «sandwich » en matériau a gradient de propriétés composées de
trois couches microscopiquement hétérogenes ayant les dimensions représentées dans
la figure I11.1. Les coordonnées cartésiennes rectangulaires (x, y,z) sont utilisés pour décrire
les déformations infinitésimales d'une plague « sandwich» a trois couches élastiques
occupant la région [0,a]x[0,b]x[-h/2,h/2] dans la configuration de référence. Les faces
(supérieure et inférieure) de la plaque sont az=+h/2, le plan médian est défini par z=0, les
bords de la plaque sont paralléles aux axes xety.

La plaque est composée de trois couches, a savoir, «couche 1», «couche 2» et
«couche 3 » de la partie basse a la partie haute. Les ordonnées verticales de la surface
inférieure, des deux interfaces limitant la couche centrale, et de la surface supeérieure de la
plaque sont respectivement, h, =—h/2,h,,h,, h,=h/2.

Le rapport d'épaisseur de chaque couche de bas en haut est désigné par la combinaison de
trois chiffres, a savoir : (1-0-1), (2-1-2), (2-2-1)... et ainsi de suite.

Comme il est illustré dans la figure 111.2, deux types de plagues sandwiches nommees A et B

sont utilisées dans notre étude.

Figure 111.1: Géométrie d’une plague «sandwich» en FGM dans le systéeme de

coordonnées cartésiennes rectangulaires.
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Figure 111.2 : Variation des propriétés matérielles a travers 1’épaisseur d’une plaque sandwich en

FGM : (a) Cceur rigide « Hard Corps » ; (b) Cceur souple « Soft Corps ».

111.2.2. Propriétes des matériaux
Les propriétés matérielles de la plague « sandwich » varient sans interruption dans la

direction de 1’épaisseur (z) seulement, selon une simple distribution de loi de puissance en

fonction de la fraction volumique V ™ des matériaux constituants.

La fraction volumique V (™ a travers I'épaisseur des couches (supérieure et inférieure) de la
plaque « sandwich » suit une simple fonction de loi de puissance, tandis qu'elle égale l'unité

dans la couche centrale de la plaque. Elle est définie par :

v _ Z—ho]k, <[h. (111 1a)
(—hl_ho ze[hy,h]

V@ =1, ze[h,h] (I11. 1b)
v<3>=(ﬁ] . ze[h,h] (I11. Lc)

Ou k est un parametre de matériau qui donne le profil de variation du matériau a travers

I'épaisseur des couches de la plaque, qui prend des valeurs supérieures ou égales a zéro. La



couche centrale de la plaque est indépendante de la valeur k puisque cette couche est
entierement en céramique pour la plaque de « type A » ou entiérement en métal pour la plaque
de type « B ». Cependant, lorsque la valeur k prend la valeur de zéro, on obtient une plaque
entierement en céramique ou une plaque entierement en métal selon le type de la plaque « A »

ou « B ».

Delale et Erdogan [104] ont indiqué que l'effet du coefficient de Poisson sur la déformation
est beaucoup moins important que celui du module de Young. Alors, on suppose que le
coefficient de Poisson de la plaque « sandwich » est constant dans tous points de la plaque.
Les propriétés mecaniques et la masse volumique de la plaque « sandwich » en FGM sont
déterminées a partir de la fraction volumique des matériaux constituantsV .

Cependant, le module d'élasticité E(z) et la densité p(z) a tout point de la plaque sont donnés

par la loi de mélange [97,105] :

P(z)=P, +(P, - P, )V® (1. 2)

Ou P™ est la propriété matérielle effective de la couche n de la plaque sandwich en FGM.

Pour la plaque de type A: P, et P sont les propriétes des faces supérieure et inférieure de la

couche n°: 1, et vice versa pour la couche n° :3 selon la fraction volumique V™ (n=1,2,3).
Notant que P, et P, sont respectivement les propriétés correspondantes au métal et au
céramique de la plaque sandwiche. Pour la plaque de type B : P, et P, sont les propriétes de

la couche n° :1 et vice versa pour la couche n° :3.

Plaque sandwich en FGM (1-0-1)
Dans ce type de sandwich, la plaque est symétrique et est constituée seulement de deux
couches en FGM d’épaisseur égale (figure 111.3.a). C.-a-d, la couche isotrope centrale en

(céramique ou en métal) est absente. Ainsi, h, =h, =0.

Plaque sandwich en FGM (1-1-1)
Dans ce type de sandwich, la plaque est symétrique et est composée de trois couches

d'épaisseur égale (figure 111.3.b). Dans ce cas, nous avons: h, =—h/6, h, =h/6.



Plaque sandwich en FGM (1-2-1)

Comme il est montré dans la figure 111.3.c, la plaque est symétrique, dans laquelle I'épaisseur
de la couche centrale est égale a la somme des épaisseurs des deux couches supeérieure et
inférieure. Ainsi, h, =—=h/4, h, =h/4.

Plaque sandwich en FGM (2-1-2)
Dans ce type de sandwich (figure 111.3.d), la plaque est également symétrique, I'épaisseur de

la couche centrale est égale a la moitié de 1’épaisseur des deux couches supérieure et

inférieure. Ainsi, h, =—h/10, h, = h/10.

Plague sandwich en FGM (2-2-1)
Dans ce cas, la plaque n'est pas symétrique et I'épaisseur de la couche centrale est le méme
que celle de la couche inférieure, alors qu'elle est le double de la couche supérieure

(figure 111.3.¢). Dans ce cas, nous avons : h, =—h/10, h, =3h/10.

Plaque sandwich en FGM (1-8-1)

Dans ce type de sandwich, la plague est ainsi symétrique, I'épaisseur de la couche centrale est
égale a huit fois 1’épaisseur des deux couches supérieure et inférieure. Ainsi,h, =—2h/5,
h, =2h/5.

La figure III.3 montre la variation de la fraction volumique a travers I’épaisseur pour les

différentes configurations des plagues sandwich avec k = 0.01,0.2,0.5, 2,5,10.
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Figure 111.3 : Variation de la fonction de la fraction volumique a travers 1’épaisseur de la plaque pour

les différentes valeurs de k et les différentes configurations de plaques sandwich:

(a) Plaque (1-0-1), (b) Plaque (1-1-1), (c) Plaque (1-2-1), (d) Plaque (2-1-2) et (e) Plaque (2-2-1).

111.3. Modele proposé « Théorie d’ordre élevé hyperbolique a cing variables avec la

prise en compte de I’effet Stretching »

Contrairement aux autres théories d’ordre supérieur avec la prise en compte de 1’effet

« Stretching », le nombre des inconnues dans la présente théorie d’ordre élevé est seulement



cing. La présente théorie est variationnelle, elle n'exige pas de facteur de correction de

cisaillement, et donne une description parabolique de la contrainte de cisaillement a travers

I’épaisseur tout en remplissant la condition des contraintes de cisaillement nulles sur les bords

libres.

111.3.1. Hypothéses de la présente théorie d’ordre élevé a cing variables

(i)

(if)

(i)

Les déplacements sont tres petits par rapport a 1’épaisseurhde la plaque, par
conséquent, les déformations considérées sont infinitésimales.
La composante du déplacement transversale w(Xx,y,z) peut étre dissociée en trois

termes (équation 111.3) : le premier w, (X, y) représente la partie de la fleche pure de

la plaque, tel que la dérivée de cette composante égale numériquement a la rotation

de la section transversale, le second terme w,(X, y), représente la fleche induit par
l'effet de la déformation de cisaillement de la section transversale. Le troisieme
terme w, (X, y,z) représente la partie de la fleche due a 1’effet Stretching. Les deux

composantes sont en fonction des coordonnées x, y seulement, le troisiéme terme est

en fonction de X, y et z, la fléche totale de la plaque s’écrit comme suit :

W(X, Y, 2) = W, (X, ¥) + W, (X, ¥) + Wy (X, Y, 2) (1. 3)

Les déplacements u dans la direction (x) et v dans la direction (y) se composent
d’un déplacement en membrane, d’un déplacement en flexion et d’un déplacement
di au cisaillement. Les composantes des déplacements uet v dans les directions (x)
et (y) respectivement peuvent étre dissociées en trois termes :

Il 4
U=U,+U, +U,, V=V,+V,+V, (1. 4)

Les premieres composantes u,et v, representent les déplacements en membrane.

Les deuxiemes composante u,etv,, sont les composantes de la fleche similaires aux

déplacements donnés par la théorie classique des plaques.

Les expressions des composantes u, et v, sont données par :

U =—-2—>, V,=—2—> (11.5)

Les troisiemes composantes sont les composantes de cisaillement u, et v, elles donnent lieu,

en collaboration avec w_, une variation parabolique de déeformations de cisaillement y,, et



7,., €t donc a une variation parabolique des contraintes de cisaillement 7z ,, 7, a travers
I'épaisseur de la plaque de telle sorte que les contraintes de cisaillement z,,, z,, , sont nulles
aux deux facettes (supérieure et inférieure) de la plaque. Les expressions des composantes u,

et v, sont données comme suit :

u5=—f(z)aws, vS:—f(z)aWs (111. 6)
OX oy
Avec
. (1 1
f(z)=z- hsmr(—j+ zcosh(—j
h 2
La composante due a I’effet stretching w,, est donnée par:
Wy (X, y,2,1) = 9(2) @, (X, ¥, 1) (1.7

Avec

z 1
9(2)= cosh(ﬁj - COSh[Ej

@, représente la deformation normale (la rotation due a la flexion par rapport au plan xy).

111.3.2. Cinématique et équations constitutives

Sur la base des hypothéses données dans la section precédente, le champ de déplacement de la
présente théorie hyperbolique d’ordre supérieur avec la prise en compte de « Ieffet

Stretching » peut étre obtenu en utilisant les équations (111.3) - (111.7) comme sulit :

U(X, ¥, 2) = Uy (%, y) — 2 200 _ £ (7) Ds
OX OX
ow, (1. 8)

ow
A =Vy ’ - _b_f
V(X,y,2) =Vo(X,y) -2 ; (2) 5

W(Xv y’ Z) = Wb(xv y) + Ws(X1 y) + g(Z) ¢z(xv y)

Le champ des déformations se déduit du champ des déplacements de 1’équation. (II1.9), soit :



g, =€l +zk)+ f(2)k:
e, =&y +zk) + f(2) k]
}/xy:}/>0(y+2k>k:y+f(z)k>s(y

(111. 9)
Y. =927,
Ve =9(2) 75,
£, =9'(2)e
ou
2 2
gﬁ:%, k: _aV\gb, ki__avgs
OX OX OX
2 2
2= oo T e O
% 2 o (I11. 10)
0 Oy N b _ ,0W s 00w,
Yooy oox Y oxay Oxdy
3
7;Z:avvs+ ¢Z,},)3(Z=8\Ns+a¢2,8?:¢z
oy oy oX  0OX
. \ df (z , da(z
9(2)=1-F'(2) et £'(2)= d(),g<z)= 9(2)
Z dz

En se limitant & un comportement élastique lin€aire, 1’expression des contraintes pour un
FGM isotrope peut étre déterminée en écrivant la relation qui existe entre ces derniéres et les

déformations, le champ des contraintes s’écrit donc :

o) [Cy C, Cu 0 0 0]fe
O-y C12 C22 CZ3 O 0 0 y
o,| |Cu Cy Cy 0 0 0|8
.| |0 O Cu 0 0 |7, (1. 11)
el |0 0 0 0 c, o0]|lr.
z,] L0 0 0 0 0 Cullr

Ou: (o, 0,,0,, Ty, Ty, T,) €L (&, €,,&, ¥y, ¥y» ¥yx) SONt les composantes des

contraintes et des déformations, respectivement.

Le calcul des constantes élastiques C; dépend des hypotheses dont lesquelles on prend en
compte ou non la déformation normale¢,. Si &, =0, alors C;; sont calculées en contraintes

planes, elles s’écrivent:

E(z
C11=C22=§’ C,o=vCy (111. 12a)



E
Cu=Cyss=Cg=G(2)= 2(15_21)/), (1. 120)

Si on prend en compte « I’effet Stretching » &, # 0, les constants C;; sont des constantes

tridimensionnelles, elles sont exprimées comme suit :

cn=cﬂ=c%=a;ﬁzaychzcmzcmzzc) (I11. 13a)
E
Cu=Css=Cg =G(2) = u(2) = 2(15_21)/), (111. 13b)
. _ vE() 3 _ E(@) . ,
Ou A(z2) ——(1_2V)(1+V) et u(z)=G(z2)= 2(1+V) sont les coefficients de Lamé.

Les modules E, G et les coefficients élastiques C;, varient a travers 1’épaisseur de la plaque

selon la loi des mélanges définis dans I'équation (I11.2).

111.3.3. Equations gouvernantes

En vue d’¢établir de fagon systématique 1’ensemble des équations d’équilibre et de
mouvement, ainsi que les conditions aux limites de la plague sandwich en FGM, le principe
d'énergie d’Hamilton est utilisé. Le principe d’Hamilton est donné par sa forme analytique

comme suit [107]:

(1. 14)

0=[(U+6K-6T)dt

O ey —

Ou: S U est la variation de 1’énergie de déformation; & K représente la variation de 1’énergie

potentielle; et 5T est la variation de I’énergie cinétique.

La variation de 1’énergie de déformation de la plaque FGM est calculée par :

ouU :I[o-x5gx +to,0¢,t0,0¢,+7, 0y, +7,0y,+7,0 7xz]dV (111, 15)
J .
=J'[NX532 N, 5 +N, S+ N, S5y +MESKE + MOS K + M2, 5K,
A

FMESKE +MSSK: + M5 SKS, +S58y,, +S58 7, JdA=0



Ou A est la surface en plan (x,y) de la plaque et les résultantes des contraintesN , M, et

Ssont définies par :

X! y? Xy 3 M
ME My, My =Y [ oo, SV 2z, (Il .16a)
MZ, My, My mhh f(2)
3 hna
N, =D J-(o-z)(”)g'(z)dz, (111 .16b)
n=l n,
3 M
(55.55)=>" [(rr.7,. )V gtz (111 .16¢)

Ou h,, et h, sont les ordonnées verticales de la surface inférieure, des deux interfaces

limitant la couche centrale, et de la surface supérieure de la plaque sandwich en FGM.

La variation de 1’énergie potentielle du chargement appliqué q est donnée par :

5K=—Iqé‘(wb+ws+wst)dA (11 .17)
A

Avec q est la charge transversale appliqué sur la plaque.
La variation de 1’énergie cinétique de la plaque est donnée par :
5T =j[u5u+v5\7+w5w]p(z)dv

I{Io[u(,&uo + V0V, + (Wb +ws)(5wb +5W5)]

|1(uo
(Uo A 5 v aaws ) aaV:/S 5V0J

+—L265V,

28\, awb Qi 5 .aawb oW )

—J;

J’_

I,

oW, 08 W, 8Wb 00 W, oW, 00 W,  OW, 08 W,
+K +
OX OX oy oy ox 0OX oy oy
(8W 00 W, 5’W 06 W, OwW, 06 W, OW, 65WbJ
+ +

+

Jzax X OX oy oy oy oy

111.18
+ 35 (W, + v, )§¢+¢6(Wb+w))+K2¢5(o}dA (1.18)



p(z) est la masse volumique donnée par I’équation II1.2; et (1,,1,,J,,1,,J,,K,) sont les

moments d’inertie suivant ’épaisseur de différent ordre définis par :

3 hrHl
(10,11,3,,35 15,35, Ky, KS =Zj1z f,0,2%,2 f,12,0? )p(z)dz (111.19)

n=l p
En introduisant les expressions de sU ,8 K , et § T a partir des équations. (I11. 15), (111. 17) et
(III.  18) dans 1’équation (III. 14), puis en intégrant par parties, et collectant les

coefficientss u,,dv,, dw,, dw, et § ¢, on peut alors formuler les équations d’équilibre et

du mouvement de la fagon suivante :

aN e e
suy: N Ty oy WMo _ 5 W
oX oy OX oX
OoN OoN W Y
Svy: — ayy=lo\'io—ll%—%a£§s
X
2ME_PMy, M) i
SWwy: 0 le 22—+ —— L q= 1y (W, + W)+ 1 Wy o )_ VAW, — 3,V + I ¢
OX oxoy oy ox oy
2pA S aZMS aZMS 0SS oSS ..
sw,: IMe 0 Py Ty Boe, Py gy (it +0, )+ J, (%JrﬂJ 3,V — K,VAi, + 56
OX oxoy oy oX oy ox oy
s 0S;
So: a;x 8yyz — N, =35 (W, +W, )+ K¢ (1. 20)

En reportant les équations (III. 9) et (III.11) dans I’équation (III.16), on obtient les
expressions des résultantes des contraintes sous forme contractée suivantes :
N A B B°lle L
MPLi=| B D D°RKk°p+|L |, S=A%, (111. 21a)
M?® B°® D° H°|lk® R

N, =R°p+ L{e2 +£2)+ (k2 + K°)+ R(ks + k3 ) (I11. 21b)
ou
N={NN, N MO = (M2 ME ME ) Mo ={ME, e, M, ], (111, 222)
e=lehieyrhf K =IREKEKE | K =ik K (Il1. 22b)
A, A, O B, B, O D, D, O
-|A, A, 0| B=/B, B, 0] D=|D, D,, 0 |, (I11. 22c)

0 0 A 0 0 By 0 0 Dy



By, B, O D D

B°=|B, BS, 0 |, D°=|D D5,

0 0 B 0o 0

L

AL 0 L

S= {>S<Z'S }’ 72{7xz’7>’z}’ Aa:{ 614 a}’ R
5

RS

ou:

0 Hfl Hls2 0
DgG 0 0 H;e
1
3 M z
_ z j A2) £(2) g'(2)dz (1. 22¢)
", 1-v
9'(2)7

A;, By, etc., representent les coefficients de rigidité de la plaque sandwich en FGM et sont

donnés par :

l-v
A11 Bn D11 Blsl Dlsl H151 3 hhp v
A, B, D, Bj Dj Hji=>» AD2,2%, (2.2 F(2), £2(2) 12 dz, (Ill. 23a)
n= -2v
Aee Bee Dse Bese D656 ng Lo
2v
et
(A22' BZZ’ D22’ BZSZ' DZSZ’ H252)2<A11’ Bll' Dll’ Blsl’ Dlsl’ Hlsl)’ (I“ 23b)
3 n+l
Aoy = A = Zju(z)[g(z) (1. 23¢)
=1

hn

Substituant I'équation (I11. 21) dans I’équation (III. 20), nous obtenons le systéme d’équation

d’équilibre et du mouvement en terme des déplacements (Su,, 6v,, Sw,, Swg, & @) cOmme

suit :

Ay Ug + Agel U + (A12 + A66)d12V0 —By,d; Wy, — (BlZ + ZBGG)dlZZWb

_(Blsz +2Bgg oW — Brydy W + Ldy@ = 1,y — 1,dyW,, — J,d, W,

(I11. 24a)

Ayl oV + Aged, Vo + (A12 + AGG)dlZUO — By, oW, _(812 + 2Bse)d112Wb

_(BlSZ +2Bgg 11, W — B3,d,0w + Ld,@ = 13V, — 1,d,W, —J,d, W,

(11 24b)

Bi1d;14Uo + (Blz + ZBse)dlzzuo + (Blz + ZBee)dnzVo + Byl Vo — Dygdy g Wy, — 2(D12 + 2D66)d1122Wb

— Dy, 5090y, — Dyydy gy W — 2(D152 +2Dgg [dy129Ws — D3y0 55050 + L° (d11¢+ d22¢)+ gq=
+ Il(dluo + dzvo)_ I 2(d11Wb +d,,W, )_ J Z(dllws +d W )+ o

- IO(Wb +Ws)

(1. 24c)

S S S S S S S S S
BpydygqUp + (Blz + ZBee}jlzzuo + (BIZ +2Bgg 112V + Boad Vg — Dyydy g Wy, — 2(D12 +2Dgg Hy120W4,

— D3yl 20 Wy — Hyidy W,
+ R(d11¢ + dzz?)+ ALl 0+ Ased,,p+0 =1

- Kz(dllws +d22Ws)+Jf¢

S S S S S
—2\Hp, +2H g 1 10W — H 550 0000 + Agydy W + Aced oW

O(Wb Jr\7\75)""31(d1[j0 "’dzvo)_Jz(dlle +dzsz)

(1. 24d)



L(dluo + dzvo)_ L (d11Wb + dzzwb)"' (R - AZ4}111W5 + (R - ASSS}iZZWs

+ R — AS,dy 10 — Add,0 = I3 (W, + W, )+ K¢ (1. 24e)
Ou: dy, dj, et dy, sontles opérateurs différentiels suivants :
0° 0 o* .
g =2 (gm=12. (Il 25)

dj=—— dy=—————, djyy = ——————,
U axox; M axaxgax, T M o ox ox O ox;

I11.4. Solution exacte pour une plaque sandwich en FGM simplement appuyée

La recherche de solutions analytiques des problemes des structures composites multicouches
sous diverses conditions aux limites fait appel a la résolution d’équations aux dérivées
partielles classiques et linéaires a coefficients constants.

Les plagques rectangulaires sont généralement classees en fonction du type d’appuis utilisé.
Dans cette partie nous sommes concernés par la solution exacte des equations (I11. 24) pour
une plagque sandwich en FGM simplement appuyée.

Pour le cas d’une plaque simplement appuyée sur les quatre cotés, les conditions aux limites

pour la présente théorie s’écrivent:

Vo =W, =W, = ayszgozNX:Mi’:Mj:O at x=0, a (111. 26a)
aWs b s
Uo:Wb:Ws: ax :¢):Ny:My:My:O at y=0,b (|”26b)

A partir de la solution de Navier, on peut résoudre le probléeme du comportement statique et
en vibration libre des plaques sandwichs en FGM. Elle peut alors étre recherchée en écrivant

les déplacementsu,v,w,, w, et ¢ sous forme de doubles séries de Fourier, satisfaisant les

conditions de chargement mécanique et les conditions aux limites (équation (111. 26)).

U, .e“ cos(d x)sin(u y)
Ve sin@l x)cos(u y)
W,..e"?sin@ x)sin(u y)

W,,..e“sin@d x)sin(u y)
) @ e'™sin@ x)sin(u y)

(111.27)

=
i l\”48
NgE

3
iR
=7
1

iR

Ou
A=mzx/a, u=nzxlb sont des constantes.



U,V,w,,w, et @ sontdesparametres arbitraires a déterminer.» est la fréquence propre

associée au (m, n) niéme mode propre.

Le chargement transversal 4 s’écrit sous forme de doubles séries de Fourier, satisfaisant les

conditions de chargement mécanique et les conditions aux limites comme suit :

a(x,y) =iiqmnsin(ﬂ, x)sin(u y) (111.28)

m=1 n=1

Pour le cas d’un chargement sinusoidal, on a :
m=n=1 et q, =q,

Ou g, représente I’intensité de la charge appliquée dans le centre de la plaque.

En remplacant les équations (111. 27) et (I11. 28) dans I’équation (I11.24), on obtient la solution

analytique du probléme a partir I’opérateur suivant :

Q1 @ 83 Ay Qs m, 0 my m, O Unmn 0
i, 8y 83 8y Ay 0 my, my my, 0 Vin 0
B Ay gy By g [~ Mg My Myy Mgy Mg | KW e=10, ¢ (11.29)
Q4 Ay A Ay Ay My My Mgy My Mys | || Wy Amn
815 8p5 835 845 Asg | | 0 0 mg my; Mg | )| P 0

AVEC:

a, = —(Allﬂz + Aﬁeﬂz)

ay, =—A (A +Ay)

a; = A[ByA° + (B, +2Bg) 1]

ag, = A[BSA? + (B, + 2BSs) 1]

a5=L4

a, = —(AGG/'{Z + Azzﬂz)

Ay = u[(By, + 2866)’12 + BZZ/”Z]

a, = p(B, +2BS) A2 + B, u?]

s =Lu

a5, = —(DyA" +2(Dy, + 2Dy )42’ + Dyt )
8y, = (DA +2(D}, +2D5)4° u* + Dy p*)
a35:—LS()f+,u2) (111. 30)



8y =—(HAA +2(H3 +2HE) A0 + Hpp® + ALA + A i)
A, =—|ALAT+AS L+ R(/lz +y2)]

8ss :_(A:zilz + Asssﬂz + RS)

My =My =—lg, Mz =241, My =AJy, Myz=ply, My, =pdy,

My, :—[I0 + Iz(}u2 +,u2)],

e :_[Io +‘]2(’12 +”2)]’m44 :_[|0+K2(/12 +,u2)],
My =Mys =—J;, Mg =—K;

I11.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une solution générale du comportement en flexion et en
vibration libre des plaques sandwich en matériaux a gradient de propriétés « FGM » en
utilisant une nouvelle théorie hyperbolique d’ordre élevé avec prise en compte de la
déformation normale « effect of thickness stretching » par l'introduction d'une distribution
hyperbolique sur I'épaisseur des champs de deplacements.

La formulation proposée est variationnelle et repose sur le principe d’Hamilton. Elle a une
forte similitude avec la théorie classique des plaques dans de nombreux aspects, n'exige pas
de facteur de correction de cisaillement, et donne une description parabolique de la contrainte
de cisaillement transverse dans 1’épaisseur qui est beaucoup plus proche de la réalité dans des
plaques homogénes tout en remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les
bords libres de la plaque. Des solutions analytiques a I’aide du calcul formel sont proposées et
comparées avec des solutions exactes de la littérature.

En dissociant le déplacement transversal w(X,y,z) en trois composants a savoir : la fleche
pure de la plaquew,(X,y), la fleche induit par l'effet de la déformation de cisaillement
W, (X, y) et de la fleche due a « I’effet Stretching » w(X,y,z), le nombre de fonctions

inconnues dans la théorie proposée est réduit a seulement cing inconnus, contrairement au
autres théories.

Les études paramétriques présentées dans les chapitres suivants permettent d’apprécier
clairement I’apport de cette théorie en les comparants aux résultats obtenus par la présente
théorie avec les résultats de la littérature & savoir : les autres théories d’ordre élevé avec la

prise en compte de la déformation normale e, et celles obtenues par la théorie d’élasticité

tridimensionnelle.



CHAPITRE 1V : RESULTATS ET DISCUSSIONS DE L'ANALYSE DU
COMPORTEMENT STATIQUE ET DYNAMIQUE DES PLAQUES « SANDWICHS »
EN FGM

IVV.1. Introduction

Afin de préserver les structures en matériaux composites a gradient de propriétés contre la
fatigue et la rupture, il est indispensable de caractériser et ensuite de controler leur
comportement statique et vibratoire. Les causes de rupture sont la fatigue structurale due a

I’ampleur des amplitudes de vibration et les charges mécaniques importantes appliquées.

Les matériaux a gradient de propriétés sont considérés comme un type spécial des matériaux
composites, produit en changeant sans interruption les fractions de volume des matériaux
constitutifs dans la direction d’épaisseur pour obtenir un profil bien déterminé. En raison de
son comportement meilleur dans I'environnement a hautes températures, les FGM ont trouves
beaucoup d'applications dans les domaines de hautes technologies : aéronautique,
aerospatiale, nucléaire, semi-conducteurs, dautomobile, etc. Le concept des Matériaux a
gradient de propriétés a été proposé vers la fin des années 80 par un groupe de scientifiques

au Japon [1].

Dans le présent chapitre, nous nous concentrons sur la présentation des résultats numeériques
de I’analyse du comportement statique de la flexion et du comportement en vibration libres
des plaques sandwich en matériaux a gradient de propriétés FGM. Le modéle choisit dans ce
chapitre est basé sur le modéle hyperbolique de déformation de cisaillement a cing variables

avec la prise en compte de la déformation normale ¢, « Thickness Stretching Effect».

Contrairement aux autres théories, le nombre de fonctions inconnues dans la théorie proposée
est seulement cing, tandis que six ou plus pour le cas des autres théories déformation de

cisaillement qui prennent en compte la déformation normale ¢,. La théorie présentée est

variationnelle, elle n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une
description parabolique de la contrainte de cisaillement a travers I’épaisseur tout en
remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres.

On suppose que les propriétés matérielles (le module de Young, masse volumique) de la
plaque sandwich en FGM varient sans interruption dans la direction de 1’épaisseur selon une
distribution de loi de puissance en fonction de la fraction volumique des constituants.

Plusieurs configurations de plaques sandwich sont utilisés en tenant compte ou non de la



symétrie de la plaque, la nature de la couche centrale (Cceur rigide ou souple) et 1'épaisseur de

chaque couche.

IV.2. Résultats de I’analyse statique : plaque sandwich avec ceeur rigide (Hard Corps)

L’analyse du comportement statique de la flexion de la plaque sandwich en FGM est conduite
pour des combinaisons du Métal et de la Céramique. Les matériaux choisis sont : pour le
Métal, I’Aluminium (Al) et pour la Céramique : un Oxyde Zirconium (ZrO;). Pour la

simplicité, on suppose que le coefficient de poisson est constant en tout point de la plaque.

Les propriétés matérielles des matériaux utilisés sont données dans le tableau 1V.1:

Tableau IV. 1 : Les propriétés matérielles des matériaux utilisées

Propriétés Métal : Al Céramique : ZrO;
E (GPa) 70 151
14 0.3 0.3

Les solutions de référence sont données sous forme adimensionnelle. Il s’agit respectivement

du déplacement transversal et des contraintes normales et tangentielles :

La variation du module de Young a travers I’épaisseur pour les deux configurations
symétrique (1-2-1) et non symétrique (2-2-1) de la plague sandwich en FGM (Al/ ZrO,) avec
ceeur rigide pour les différentes valeurs de paramétre du matériau k est représentée dans la

figure IV.1. Pour k =0, on obtient une plaque entiérement en céramique.
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Figure 1V.1: Variation du module de Young a travers I'épaisseur des plaques sandwich symétrique
et non symétrique pour différentes valeurs de k : (a) Plaque (1-2-1). (b) Plaque (2-2-1).

Nous comparons ici les résultats de la fleche et les contraintes, obtenus avec notre modele,
avec les résultats (Quasi-3D) obtenus par Neves et al. [108] pour plaque sandwich en FGM

soumise a une charge sinusoidale g .

Dans les tableaux I1V.2-1V.4 sont présentées, les valeurs de la fleche maximale

adimensionnelle w au centre de la plaque, les valeurs des contraintes adimensionnelles



axiales o et tangentielles 7., pour les différentes valeurs des paramétres de matériaux k et
les différentes configurations de plaques sandwich respectivement.

On remarque que la présente théorie d’ordre élevé avec la prise en compte de la déformation
normale (&, #0) avec seulement cing inconnus donne des résultats encourageants et
pratiqguement identiques a ceux obtenus par la théorie (Quasi-3D) développée par Neves et al.
[108] (avec 09 inconnus) qui prend en compte ainsi I’effet de I’étirement de la plaque dans la

direction de 1’épaisseur (&, #0).

Le tableau 1V.2 montre clairement que la fleche maximale w au centre de la plaque augmente
par I’augmentation de la valeur du paramétre de matériau k , et plus I’épaisseur de la couche
centrale en céramique augmente, la fleche maximale w diminue. On constate ainsi que la
prise en compte de la déformation normale (e, =0) diminue la fleche maximale w de la
plaque. On peut conclure que la prise en compte de la déformation normale (1’étirement de la
plaque suivant 1’épaisseur) rend la plaque FGM plus rigide et conduit a une réduction de la

fleche totale maximale w .

Le tableau 1V.3 présente les valeurs des contraintes axiales adimensionnelles ox pour
k=0,0.5 1, 2,5, et 10, et pour les différentes configurations des plaques sandwich en FGM.
Une fois encore, la plaque est soumise a une charge sinusoidale q .

Il apparait clairement que la contrainte axiale augmente avec 1’augmentation de la valeur du
paramétre de matériauk . Les valeurs les plus petites des contraintes ox sont celles de la

plaque (2-2-1) et les plus grandes sont celles de la plaque (2-1-2).

Le tableau IV.4 contient les résultats des contraintes de cisaillement transverse z. pour une

plaque sandwich en FGM soumise a un chargement sinusoidal q .

La différence relative entre la présente théorie hyperbolique de déformation de cisaillement a
cinq variable avec la prise en compte de I’effet I’étirement de la plaque suivant 1’épaisseur et
les autres théories de déeformation de cisaillement peut étre stable pour les différentes valeurs

de ket ceci indépendamment du type de la plaque. En général, les plaques entierement en

céramique donnent les plus petites valeurs de contraintes de cisaillementzx.. La plague

sandwich en FGM (2-1-1) donne les plus grandes valeurs des contraintes de cisaillement

transversal.



Tableau 1V.2: La fleche wde la plaque sandwich en FGM (a/h=10,a=b).

k Théories w
2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1

0 Ref [108] (£,, =0) 0.1961 0.1961 0.1961 0.1961 0.1961
Ref [108] (&,, #0) 0.1949 0.1949 0.1949 0.1949 0.1949
Présente (&,, #0) 0.19486 0.19486 0.19486 0.19486 0.19486

0.5 | Ref[108] (&, =0) 0.2667 0.2614 0.2583 0.2519 0.2460
Ref [108] (&,, #0) 0.2650 0.2597 0.2566 0.2503 0.2444
Présente (&,, #0) 0.26144 0.25599 0.25296 0.24655 0.24072

1 Ref [108] (£,, =0) 0.3090 0.2995 0.2949 0.2838 0.2740
Ref [108] (&,, #0) 0.3070 0.2975 0.2929 0.2820 0.2722
Présente (&,, #0) 0.30430 0.29448 0.29007 0.27874 0.26915

2 Ref [108] (&,, =0) 0.3542 0.3399 0.3351 0.3186 0.3053
Ref [108] (&,, #0) 0.3519 0.3376 0.3329 0.3164 0.3032
Présente (&,, #0) 0.35001 0.33495 0.33068 0.31356 0.30060

5 Ref [108] (&,, =0) 0.3930 0.3746 0.3729 0.3514 0.3370
Ref [108] (&,, #0) 0.3905 0.3722 0.3705 0.3490 0.3347
Présente (&,, #0) 0.38934 0.36981 0.36902 0.34649 0.33255

10 | Ref[108] (&,,=0) 0.4051 0.3861 0.3868 0.3637 0.3503
Ref [108] (&,, #0) 0.4026 0.3835 0.3843 0.3612 0.3480
Présente (&,, #0) 0.40153 0.38111 0.38303 0.35885 0.34591




Tableau IV.3: Les contraintes axiales o de la plaque sandwich en FGM (a/h=10,a=b).

O x
k Théories

2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1

0 Ref [108] (&,, =0) 1.9947 1.9945 1.9947 1.9946 1.9946
Ref [108] (&,, =0) 2.0066 2.0064 2.0066 2.0065 2.0064
Présente (&,, #0) 1.99524 1.99524 1.99524 1.99524 1.99524

0.5 Ref [108] (&,, =0) 1.2690 1.2088 1.2285 1.1679 1.1694
Ref [108] (&,, 0) 1.2757 1.2153 1.2351 1.1743 1.1759
Présente (&,, #0) 1.25129 1.18741 1.21028 1.14646 1.15045

1 Ref [108] (£,, =0) 1.4742 1.3700 1.4067 1.3026 1.3064
Ref [108] (&,, #0) 1.4813 1.3768 1.4137 1.3092 1.3133
Présente (&,, #0) 1.46131 1.35053 1.39243 1.28274 1.29030

2 Ref [108] (&,, =0) 1.6920 1.5386 1.6017 1.4476 1.4588
Ref [108] (&,, #0) 1.6994 1.5456 1.6088 1.4543 1.4659
Présente (&,, #0) 1.68472 1.52101 1.59170 1.42887 1.44497

5 Ref [108] (&,, =0) 1.8761 1.6836 1.7833 1.5826 1.6123
Ref [108] (&,, #0) 1.8838 1.6909 1.7906 1.5893 1.6195
Présente (g,, #0) 1.87516 1.66856 1.77919 1.56627 1.60203

10 Ref [108] (&,, =0) 1.9316 1.7328 1.8485 1.6327 1.6761
Ref [108] (&,, #0) 1.9397 1.7405 1.8559 1.6395 1.6832
Présente (&,, 20) 1.93266 1.71835 1.84705 1.61792 1.66754




Tableau I1V.4: Les contraintes de cisaillement 7, de la plaque sandwich en FGM

(a/h=10,a=Dh).

k Théories T
2-1-2 2-1-1 1-1-1 2-2-1 1-2-1

0 Ref [108] (£,, =0) 0.2538 0.2284 0.2459 0.2407 0.2358
Ref [108] (&,, #0) 0.2538 0.2291 0.2461 0.2411 0.2363
Présente (&,, #0) 0.23794 0.23794 0.23794 0.23794 0.23794

0.5 | Ref[108] (&,,=0) 0.2693 0.2489 0.2593 0.2537 0.2455
Ref [108] (&,, #0) 0.2694 0.2498 0.2595 0.2542 0.2461
Présente (g,, #0) 0.25729 0.25709 0.25178 0.25078 0.24679

1 Ref [108] (£,, =0) 0.2744 0.2630 0.2640 0.2590 0.2489
Ref [108] (&,, #0) 0.2745 0.2640 0.2643 0.2594 0.2496
Présente (&,, #0) 0.27050 0.27017 0.26060 0.25890 0.25196

2 Ref [108] (£,, =0) 0.2758 0.2866 0.2664 0.2632 0.2515
Ref [108] (&,, =0) 0.2760 0.2877 0.2668 0.2636 0.2523
Présente (&,, #0) 0.28792 0.28742 0.27138 0.26885 0.25776

5 Ref [108] (&,, =0) 0.2710 0.3367 0.2651 0.2666 0.2538
Ref [108] (&,, #0) 0.2712 0.3377 0.2655 0.2669 0.2546
Présente (&,, #0) 0.31419 0.31293 0.28606 0.28217 0.26463

10 | Ref[108] (&, =0) 0.2669 0.3795 0.2635 0.2690 0.2559
Ref [108] (&,, #0) 0.2671 0.3806 0.2639 0.2692 0.2568
Présente (&,, 20) 0.33210 0.32959 0.29534 0.29036 0.26850

La variation de la fleche adimensionnelle w a travers 1’épaisseur des deux plaques sandwich
en FGM symétrique (1-2-1) et non symétrique (2-2-1) et pour les différentes valeurs du
parametre du matériau k est illustrée sur la figure 1V.2.

On remarque que la variation de la fleche w a travers I’épaisseur n’est pas linéaire, ceci est
da a la prise en compte de I’effet de 1’étirement de la plaque dans la direction de I’épaisseur.
On constate aussi que la fleche w de la plaque entiérement en Métal est plus importante par
rapport a celle entiérement en Céramique. Ceci est d0 a I’influence du module de Young qui

est élevé pour la céramique ( E, =151GPa) par rapport a celui du métal (E,, = 70GPa ).



0,5
0,4 1
0,3 1

0.2 ] Céramique [k=0.5 k=2 k=10 Métal

0,04

-0,1 4

-0,2 4

-0,3 4

-0,4 -

05 T T T T T T T T T
0,20 0,25 0,30 0,35 0,40

(b)
05

0,4
0,3
0,2 4 Céramique k=05 k=2 k=10 Métal
0,14
0,0
-0,1 -

-0,2

-0,3 4

0,4 -

-0,5

0,I20 ' 0,I25 ' 0,I30 _' 0,235 ' 0,:10
w
Figure IV. 2: La variation de la fleche w a travers 1’épaisseur pour la plaque symétrique et non

symétrique (a/h=10,a=D). (a) plaque (1-2-1). (b) plaque (2-2-1).

La figure 1V.3 montre la variation des contraintes axiales adimensionnelles o a travers
I’épaisseur de la plaque sandwich en fonction des différents paramétres de matériauk .

Ces variations sont linéaires pour les plaques homogenes (plaque entierement en céramique
ou entierement en métal), et non linéaire pour des valeurs de k =0 et ceci pour les deux
configurations de plaques sandwich (1-2-1) et (2-2-1). On constate ainsi, que les contraintes
de compression se produisent sur les surfaces inférieures et les contraintes de traction se
produisent sur les surfaces supérieures et que ’amplitude des contraintes de compression et
de traction sont inégales en grandeur pour les plaques sandwich non symétrique (2-2-1)

pourk #0.
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Figure IV. 3: La variation de la contrainte axiale o« a travers 1’épaisseur pour la
plague symétrique et non symétrique sandwich (a/h=10,a=b). (a) plaque
(1-2-1). (b) plaque (2-2-1).

La figure IV.4 représente la distribution des contraintes de cisaillement dans le plan
adimensionnelle 7, suivant I’épaisseur pour les deux configurations de plaques sandwich
symétrique et non symétrique (1-2-1) et (2-2-1).

On constate que la contrainte tangentielle dans le plan 7, est une contrainte de traction au

niveau de la surface inférieure et une contrainte de compression sur la surface supérieure des
plaques sandwich en FGM (Symétrique et non symétrique). Les plaques homogenes en
céramique et en métal donnent des contraintes tangentielles de compression et de traction

maximale sur la surface supérieure et inférieure de la plaque.
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Figure IV. 4: La variation de la contrainte tangentielle 7., a travers 1’épaisseur pour la plaque

symetrique et non symétrique sandwich (a/h=10,a=b). (a) plaque (1-2-1). (b) plaque (2-2-1).

La figure IV.5 représente la distribution des contraintes de cisaillement adimensionnelle 7.

suivant I’épaisseur pour les deux configurations de plaques sandwich symétrique et non

symétrique (1-1-2) et (2-2-1).

On remarque que la distribution des contraintes de cisaillement 7, a travers ’épaisseur de la
plaque non symétrique (2-2-1) n’est pas parfaitement parabolique, cette distribution est
parabolique et symétrique pour le cas d’une plaque symétrique (1-2-1) ou homogene.

On constate ainsi que les contraintes tangentielles de cisaillement 7, augmentent par
I’augmentation de parametre du matériauk .

La variation de paramétre du matériau k meéne a une variation importante des 7. et

particulierement sur la zone centrale (figure 1V.5.b).
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Figure IV. 5: La variation de la contrainte tangentielle 7. a travers 1’épaisseur pour la plaque

symetrique et non symétrique sandwich (a/h=10,a=b). (a) plaque (1-2-1). (b) plaque (2-2-1).

La figure 1V.6 représente la distribution de la contrainte normale transversale o.a travers

I’épaisseur des plaques sandwich en FGM (1-2-1) et (2-2-1), nous constatons que les

contraintes o, varient d’'une fagon non-linéaire et continue au niveau des interfaces de la

plaque. Les contraintes o a travers ’épaisseur de la plaque sont des contraintes de traction au

dessus du plan medium et des contraintes de compression au dessous du plan medium.

On remarque ainsi que les contraintes o, sont faiblement influencées par la variation de

parametre du matériau k , sauf pour le cas de la plague non symétrique (2-2-1).
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Figure IV. 6: La variation de la contrainte normale o, 4 travers I’épaisseur pour la plaque

symetrique et non symétrique sandwich (a/h=10,a=b). (a) plaque (1-2-1). (b) plaque (2-2-1).



IV.3. Résultats du comportement en vibration des plaques sandwich (Hard Corps & Soft
corps)

Dans cette partie, nous proposons de valider le présent modele et d’évaluer ses
performances par le calcul des fréquences naturelles » pour les deux types de plaque
sandwichs (Hard Corps et Soft corps), leurs différentes configurations et rapports
d’¢lancement. L’exemple traite de la vibration libre des plaques sandwich en FGM
simplement appuyées. C'est un exemple qui met en ceuvre les fréquences naturellesw . Une
comparaison a été faite avec les solutions exactes de I’élasticité linéaire tridimensionnelle

« 3D » proposée par Li et al. [109].

La plaque sandwich en FGM étudiée est composée daluminium et de I’alumine.
Les données matérielles des matériaux utilisés sont définies dans le tableau 1V.5:

Tableau IV. 5 : Les propriétés materielles utilisées dans la plaque sandwich en FGM

Propriétés Métal : Al Céramique : Al,Os
E (GPa) 70 380
p (kg/m?) 2702 3800
14 0.3 0.3

La variation du module de Young et la masse volumique suivant 1’épaisseur pour les quatre
configurations des plaques sandwich en FGM (Al/ Al,O3) avec un cceur rigide et un cceur
souple, pour le cas des plaques symétrique (1-2-1) et non symétrique (2-2-1), et pour les
différentes valeurs de parametre du matériau k est représentée dans les figures suivantes
IV.7-1V.10.
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Figure IV.7: Variation du module de Young suivant I'épaisseur des plaques sandwich symétrique et
non symétrique avec un cceur rigide homogeéne pour différentes valeurs de k : (a) Plaque (1-2-1). (b)
Plaque (2-2-1).
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Figure 1V.8: Variation du module de Young suivant I'épaisseur des plaques sandwich
symetrique et asymétrique avec un cceur souple homogéne pour différentes valeurs de k: (a)
Plague (1-2-1). (b) Plaque (2-2-1).
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Figure 1V.9: Variation de la masse volumique suivant I'épaisseur des plaques sandwich
symétrique et asymétrique avec un cceur rigide homogéne pour différentes valeurs de k: (a)
Plague (1-2-1). (b) Plaque (2-2-1).
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Figure 1V.10: Variation de la masse volumique suivant I'épaisseur des plaques sandwich
symetrique et asymétrique avec un cceur souple homogéne pour différentes valeurs de k: (a)
Plague (1-2-1). (b) Plaque (2-2-1).



Les résultats des tests de validation sont présentés dans les tableaux 1V.6 et IV.7 pour les deux
types de plaques sandwichs carrées en FGM (plaque avec Hard corps, plague avec Soft
Corps).

Les résultats obtenus par le présent modele hyperbolique de déformation de cisaillement avec
la prise en compte de I’effet «Thickness Stretching » avec seulement cing variables sont
conformes aux résultats obtenus par la solution exacte de 1’élasticité linéaire tridimensionnelle
proposé par Li et al. [110] pour les différents cas d’étude, et permettent de valider le modele
proposé. Nous observons une bonne corrélation entre les résultats obtenus avec les deux

méthodes.

Tableau V. 6: Comparaison des fréquences naturelles @ pour la plague sandwich

simplement appuyée avec un ceeur homogene rigide (a=b).

a/h k Théories 1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1 1-8-1
5 0 Elasticité 3D [109] 167711 167711 1.67711 1.67711 1.67711 1.67711
Présente théorie 1.67724 1.67724 1.67724 1.67724 1.67724 1.67724
0.5 Elasticité 3D [109] 1.35358 1.39053 1.42178 1.44535 1.46940 1.58186
Présente théorie 1.35379 1.39065 142181 1.44614 1.46952 1.58210
1 Elasticité 3D [109] 1.17485 1.22915 1.27770 1.31434 1.35341 1.53142
Présente théorie 1.17558 1.22953 1.27778 1.31628 1.35361 1.53189
5 Elasticité 3D [109] 0.89086 0.93362 0.99798 1.05607 1.11900 1.42845
Présente théorie 0.89853 0.94028 1.00051 1.06419 1.11939 1.42955
10 Elasticité 3D [109] 0.86833 0.89228 0.94984 1.00949 1.07290 1.40568
Présente théorie 0.87544 0.90305 0.95490 1.02092 1.07343 1.40690
10 0 Elasticité 3D [109] 1.82682 1.82682 1.82682 1.82682 1.82682 1.82682
Présente théorie 1.82682 1.82682 1.82682 1.82682 1.82682 1.82682
0.5 Elasticité 3D [109] 1.44614 1.48608 1.52131 1.54926 1.57668 1.71130
Présente théorie 1.44621 1.48611 1.52130 1.55016 1.57670 1.71137
1 Elasticité 3D [109] 1.24470 1.30181 1.35523 1.39763 1.44137 1.65113
Présente théorie 1.24495 1.30195 1.35527 1.39987 1.44143 1.65128
5 Elasticité 3D [109] 0.94476 0.98103 1.04532 1.10983 1.17567 1.52993
Présente théorie 0.94716 0.98311 1.04613 1.11723 1.17579 1.53026
10 Elasticité 3D [109] 0.92727 0.94078 0.99523 1.06104 1.12466 1.50333
Présente théorie 0.92952 0.94410 0.99684 1.07015 1.12486 1.50371
100 0 Elasticité 3D [109] 1.88829 1.88829 1.88829 1.88829 1.88829 1.88829
Présente théorie 1.88830 1.88830 1.88830 1.88830 1.88830 1.88830
0.5 Elasticité 3D [109] 1.48244 1.52355 1.56046 1.59031 1.61915 1.76357
Présente théorie 1.48245 1.52357 1.56046 1.59129 1.61916 1.76359
1 Elasticité 3D [109] 1.27158 1.32974 1.38511 1.42992 1.47558 1.69906
Présente théorie 1.27160 1.32976 1.38512 1.43229 1.47559 1.69908
5 Elasticité 3D [109] 0.96563 0.99903 1.06309 1.13020 1.19699 1.56988
Présente théorie 0.96567 0.99907 1.06312 1.13717 1.19701 1.56990
10 Elasticité 3D [109] 0.95042 0.95934 1.01237 1.08065 1.14408 1.54164
Présente théorie 0.95047 0.95940 1.01239 1.08860 1.14409 1.54166




Le tableau I1V.6 présente les valeurs des fréquences naturelles @ pour les différentes
configurations plaques sandwich en FGM (Type : cceurs rigide) pour les différentes valeurs
du parameétre du matériau k et pour les différentes rapports d’épaisseur (b/h=5, 10 et 100).

On remarque que plus le rapport (b/h) augmente, les fréquences naturelles @ augmentent et
ceci pour les différentes valeurs de paramétre du matériau k et les différentes configurations

des plagues sandwichs en FGM. On constate ainsi que plus la valeur de paramétre du
matériau k augmente et plus les fréquences naturelles @ diminuent et plus I’épaisseur de la

couche centrale en céramique augmente et plus les fréquences naturelles @ augmentent.

Tableau 1V. 7: Comparaison des fréquences fondamentales » pour la plaque sandwich
en FGM simplement appuyée avec un cceur homogéne souple (a=b).

b/h k Théorie 1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1 1-8-1
5 0 Elasticité 3D [109] 0.85286 0.85286 0.85286 0.85286 0.85286 0.85286
Présente théorie 0.85290 0.85290 0.85290 0.85290 0.85290 0.85290
0.5 Elasticité 3D [109] 1.37894 1.32061 1.28053 1.24533 1.22580 1.07016
Présente théorie 1.38773 1.33281 1.28989 1.25626 1.22883 1.07153
1 Elasticité 3D [109] 1.50896 1.43325 1.38242 1.34203 1.32129 1.14451
Présente théorie 1.52368 1.46132 1.40877 1.36935 1.33301 1.14652
5 Elasticité 3D [109] 1.65868 1.58011 1.50284 1.46009 1.42665 1.25210
Présente théorie 1.52368 1.62565 1.57369 1.53006 1.48096 1.25485
10 Elasticité 3D [109] 1.67278 1.60909 1.52671 1.48306 1.44101 1.27065
Présente théorie 1.67540 1.64714 1.60063 1.55740 1.50841 1.27360
10 0 Elasticité 3D [109] 0.92897 0.92897 0.92897 0.92897 0.92897 0.92897
Présente théorie 0.92897 0.92897 0.92897 0.92897 0.92897 0.92897
0.5 Elasticité 3D [109] 1.57352 1.52588 1.48459 1.43419 1.41662 1.20553
Présente théorie 1.57705 1.53096 1.48853 1.44040 1.41788 1.20590
1 Elasticité 3D [109] 1.72227 1.67437 1.63053 1.57037 1.55788 1.30825
Présente théorie 1.72814 1.68625 1.64199 1.58430 1.56301 1.30885
5 Elasticité 3D [109] 1.84198 1.82611 1.78956 1.72726 1.72670 1.46647
Présente théorie 1.84465 1.84456 1.82032 1.75972 1.75143 1.46742
10 Elasticité 3D [109] 1.84020 1.83987 1.80813 1.74779 1.74811 1.49481
Présente théorie 1.84113 1.85489 1.83973 1.78163 1.77878 1.49588
100 0 Elasticité 3D [109] 0.96022 0.96022 0.96022 0.96022 0.96022 0.96022
Présente théorie 0.96023 0.96023 0.96023 0.96023 0.96023 0.96023
0.5 Elasticité 3D [109] 1.66281 1.62291 1.58171 1.52277 1.50658 1.26557
Présente théorie 1.66288 1.62299 1.58178 1.52565 1.50661 1.26559
1 Elasticité 3D [109] 1.82031 1.79163 1.75379 1.68184 1.67490 1.38331
Présente théorie 1.82040 1.79179 1.75396 1.68589 1.67498 1.38333
5 Elasticité 3D [109] 1.92090 1.94313 1.93623 1.86207 1.88530 1.57035
Présente théorie 1.92095 1.94338 1.93664 1.86674 1.88564 1.57037
10 Elasticité 3D [109] 1.91064 1.94687 1.95044 1.88042 1.91162 1.60457
Présente théorie 1.91067 1.94707 1.95086 1.88484 1.91204 1.60460




Le tableau IV.7 présente les valeurs des fréquences naturelles @ pour les différentes
configurations plaques carrées sandwich en FGM (Type : cceur souple) pour les différentes
valeurs du parametre du matériau k et pour les différentes rapports d’épaisseur (b/h=5, 10 et
100).

Encore une fois, les résultats obtenus par le présent modele sont en bon accord avec les

résultats obtenus par la solution exacte de 1’¢lasticité linéaire tridimensionnelle [109].

On remarque que plus le rapport (b/h) augmente, les fréquences naturelles @ augment. On

constate ainsi que plus la valeur de parametre du matériau k augmente plus les fréquences
naturelles o augmentent et enfin plus 1’épaisseur de la couche centrale en métal augmente et

plus les fréquences naturelles  diminuent.

Les figures V.11 et IV.12 présentent la variation des fréquences naturelles  en fonction du
rapport d’épaisseur (b/h) pour les deux types de plaques sandwichs en FGM « Soft corps et
hard corps » et pour les deux configurations de plaques sandwich (1-2-1) et (2-2-1)

respectivement.

Les résultats des fréquences naturelles » sont maximales pour les plaques entierement en
céramique et le minimum pour les plaques en métal.

On remarque que plus la valeur de k augmente et plus les fréquences naturelles » diminuent
pour le cas de la plaque sandwich avec un cceur rigide et augmentent pour la plaque avec un
cceur souple et ceci pour les deux configurations de plaque sandwich en FGM (1-2-1) et
(2-2-1).

On constate ainsi que I’effet de la variation du parameétre du matériau k sur les fréquences
naturelles w est trés important pour la plague sandwich (hard corps) que la plaque sandwich

avec (Soft corps).
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Figure 1V.11 : Fréquences naturelles » de la plague sandwich en FGM avec un ceeur
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IV.4. Conclusion

Une nouvelle théorie d’ordre élevé avec prise en compte de « Thickness Stretching Effect »
par l'introduction d'une distribution hyperbolique sur I'épaisseur des champs de déplacements
a été développée pour le calcul du comportement statique et en vibration libre des plaques
sandwich en FGM. La formulation proposée est variationnelle et repose sur le principe des
puissances virtuelles. Elle n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une
description parabolique de la contrainte de cisaillement transverse dans 1’épaisseur qui est
beaucoup plus proche de la réalité tout en remplissant la condition de contrainte de
cisaillement nulle sur les bords libres de la plague. Des solutions analytiques a 1’aide du calcul
formel sont proposées et comparées avec des solutions exactes de la littérature.

En dissociant le déplacement transversal w(Xx,y,z) en trois composants a savoir : la fleche
pure de la plaquew,(X,y), la fleche induit par l'effet de la déformation de cisaillement
W (X,y) et de la fleche due a l’effet Stretching w(X,y,z), le nombre de fonctions

inconnues dans la théorie proposée est réduit a seulement cing inconnus, contrairement au
autres théories ou le nombre de inconnus est six ou plus dans le cas ou on prend en compte de
« ’effet stretching ».

Toutes les études comparatives ont montré que la fréquence naturelle, la fleche, les

contraintes obtenues par la présente théorie (&, #0) (cing inconnues) et la théorie exacte
d’élasticité [109] et la théorie d'ordre éleve de déformation de cisaillement avec (&, #0)

développee NEVES [108] (neuf inconnus) sont presque identiques. Cela indique que les
hypothéses de la théorie proposée peuvent conduire a des résultats précis et elles peuvent ainsi
améliorer le colt de calcul dans les problemes de géométrie complexe des structures en FGM,
en raison de la réduction du nombre d'inconnues de la théorie.

On peut conclure que linclusion « I’effet stretching » augmente la rigidité de la plaque
FGM, et, par conséquent, conduit a une réduction des déplacements dans la plaque, une
caractéristique importante et souhaitable dans la conception structurelle.

Enfin, on peut dire que la présente théorie hyperbolique de déformation de cisaillement avec
la prise en compte de I’effet « I’effet stretching » est non seulement précise, mais fournit
également une approche élégante et facilement réalisable pour la simulation du comportement

statique et vibratoire des structures sandwich en matériaux a gradient de propriétés.



CONCLUSION GENERALE

Les structures sandwich en matériaux a gradient de propriétés représentent un domaine de
recherche trés vaste et des applications immenses tant qu’il est possible de modifier a volonté
leur composition et leur architecture pour obtenir de ces matériaux les propriétés recherchées.
La conception et I'élaboration de ces matériaux nécessitent le développement d'outils
d'analyse adaptés a leurs spécificités geométriques et matérielles.

Cette these présente les activités de recherche liées a I’analyse du comportement statique de
la flexion et de la vibration libre des plaques épaisses « sandwich » en matériau a gradient de
propriétés « FGM ». La principale problématique qui est traitée correspond a I’étude de
I’influence de la prise en compte de la déformation normale (&, = 0) sur la réponse de la
plague sandwich en flexion et en vibration libre. Une nouvelle théorie d’ordre élevé avec prise
en compte de « Thickness Stretching Effect » par [l'introduction d'une distribution
hyperbolique sur I'épaisseur des champs de déplacements a été développée pour le calcul du

comportement mécanique et vibratoire des plaques « sandwich » en FGM.

La formulation proposee est variationnelle et repose sur le principe d’Hamilton. Elle
n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une description parabolique de
la contrainte de cisaillement transverse dans I’épaisseur qui est beaucoup plus proche de la
réalité tout en remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres
de la plague. Des solutions analytiques a 1’aide du calcul formel sont proposees et comparées
avec des solutions exactes de la littérature qui prennent en compte la déformation normale
(e,#0).

En dissociant le déplacement transversal w(X, y,z) en trois composants a savoir : la fleche
pure de la plaguew,(X,y), la fleche induite par l'effet de la déformation de cisaillement
W, (X,y) et de la fleche due a l’effet Stretching wg(X,y,z), le nombre de fonctions

inconnues dans la théorie proposée est réduit a seulement cing inconnues, contrairement au
autres théories dont le nombre d” inconnues est six ou plus dans le cas ou on prend en compte

« effet stretching ».



Toutes les études comparatives ont montré que la fréquence naturelle, la fleche, les

contraintes obtenues par la présente théorie (&, #0) (cing inconnues) et la théorie exacte
d’¢élasticité (3D) et les théories I'ordre élevé de déformation de cisaillement avec (&, = 0) sont

presque identiques. Cela indique que les hypothéses de la théorie proposée peuvent conduire a
des résultats précis et peuvent ainsi améliorer le colt du calcul dans les problémes de
géométrique complexe des structures en FGM, en raison de la réduction du nombre

d'inconnues de la théorie.

On peut conclure que l'inclusion de « P’effet stretching » augmente la rigidité de la plaque
FGM, et, par conséquent, conduit & une réduction des déplacements dans la plaque, donc une
caractéristique importante et souhaitable dans la conception structurelle.

Enfin, on peut dire que la présente théorie hyperbolique de déformation de cisaillement
avec la prise en compte de « I’effet stretching » est non seulement précise, mais fournit
également une approche élégante et facilement réalisable pour la simulation du comportement
statique en vibratoire des structures sandwich en matériaux a gradient de propriétes. Cette
theorie est particulierement bien préte a la simulation pour les éléments finis, mais aussi pour
d'autres méthodes numériques utilisant le calcul symbolique pour les problemes de flexion des
plaques, et ainsi I’utilisation de la présente théorie des plaques avec la prise en compte de la

déformation normale.

En perspective, il est prévu d’appliquer le nouveau modele d’ordre élevé a cinq variables
avec la prise en compte de « Peffet stretching » pour le calcul de différentes formes de
structures epaisses en matériaux a gradient de propriétés sous la combinaison des différents
types de chargement (mécanique, thermique, vibratoire, hygrothermique) et en tenant compte
des changements dans les propriétés matérielles constitutives des matériaux dd a la

température.

Finalement, ce modeste travail s’inscrit dans le cadre de la contribution de notre laboratoire
dans la thématique du développement de nouvelles théories de plaques et poutres pour le

calcul des structures en matériau FGM soumises a des différents types de sollicitations.
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