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Introduction

En 1964 J.Eells a donné naissance aux applications harmoniques, qui sont les correspon-
dances entre les variétés Riemanniennes qui extrémisent une fonctionnelle énergie naturelle :

B¢ D) =3 [ ldel* v, (1)

ol |dy| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dp. Ces applications généralisent
ainsi I’ intégrale de Dirichlet, les géodésiques , les fonctions harmoniques et les applications
analytiques complexes. Ce sont en faite des solutions pour les équations d’Euler-Lagrange
(équations harmoniques) :

7(p) = trace, Vdp = 0

Localement :

L 0% Op® 08 9Py, 9
T(@):g”< ¥ + ¥ ¥ NI—W iM k)

P . . — ) — =0
Driors | Oxt oz 0T Gk oy oY

qui est un systéme d’équations semi- linéaires , elliptiques d’ordre 2.

L’étude des applications harmoniques a débutée par J. Eells, J.H. Sampson et L. Lemaire
[23] [22] . En 1993, J. Eells a donné une généralisation aux applications p-harmoniques et
exponentiellement-harmoniques :

B¢ D) = | FiGlde)o, )

ou F' est une fonction polynémiale (resp exponentielle), puis en 1999 M. Ara a introduit les
applications F-harmoniques, en considérant les applications F : R —]0, 400

Une généralisation naturelle des applications harmoniques est obtenue en considérant les
points critiques de la fonctionnelle bi-énergie :

BieiD) = 5 [ I vy ®)

Notre objectif dans ce travail est la caracactérisation des sous variétés f-biharmoniques
dans S™ et les courbes f-biharmoniques dans S? dans le cas f € C>(M) positive.

Ainsi que 1’étude des propriétés géométrique d’une extension plus large des applica-
tions harmoniques et bi-harmoniques introduite par M. Djaa [39],[20], appelée application f-
harmonique et f-bi-harmonique correspondant aux points critiques des fonctionnelles f-énergie
(resp f-bi-énergie) données par l'intégrale

@M@ZLﬂM@MM@MT (4)

resp X
PasloiD) = 5 [ (o)Po, )
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ot f: M x N xR —]0,+o0[ est une fonction de classe C*°, dite fonction poids de torsion.

Ce travail a été motivé d’une part de généraliser les travaux précédents et d’autre part,
en physique les techniques des systémes intégrables utilisées dans la théorie des solitons ont
été employés a trouver des familles d’ applications f-harmoniques. Et en physique mathé-
matique, les applications f-harmonique, sont utilisées pour la résolution des équations du
mouvement d’un systéme continu de spins ([11]) et de la structure Ricci-soliton gradient (|42]).

Notons que depuis l'introduction des applications f-harmoniques et f-bi-harmoniques,
plusieurs auteurs ont adapté cette notion pour étudier d’autres aspect géométriques, on peut
cité comme références les travaux de M. Rimoldi and G. Veronelli [42], Chen Li et Chen Wenyi
[13], Y.J. Chiang [14], Wei-jun Lu [36][37], Ye-Lin Ou [38|, Y.Han and S. Feng [46] et d’autres.

Dans le premier chapitre, on rappel les principaux résultats des applications harmo-
niques, applications biharmoniques, morphismes harmoniques, tenseurs énergie impulsion et
bi-énergie impulsion.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons les principaux résultats des applications f-
harmoniques et applications f-biharmoniques, ou f € C*(M x N) une fonction de torsion
positive. On commence par le calcul de la premiére variation f-énergie , la deuxiéme variation
f-énergie et la premiére variation f-bi-énergie en établissant les théorémes suivants :

Théoréme 0.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) wune application C* entre deux variétés
riemanniennes et soit {¢;} une variation de classe C*> de ¢ & support dans D. Alors :

%Ef(got;D)‘ =—/Dh(v77f(<ﬁ))vg»

t=0

ou f:(z,y) € M x N — f(x,y) €]0,400] et 7(p) est le champ f-tension de
I’application ¢ défini par :

7i(p) = trace, Vf,dp —e(p)(grad™ f) oy
= fo7(p) +de(grad f,) — e(p)(grad™ f) o .
Théoréme 0.2. Soient ¢ : (M™,g9) — (N",h) une application f-harmonique entre deuz

variétés riemanniennes et D un domaine compacte de M. Si {¢; s} est une variation de ¢, a
deux parametres a support dans D alors :

2

Otos

Ef(¢us D)

oo = U, ©)

(t73):
ol
Jor(v) = —f,trace, RN(U, dy)dyp — trace, V¥ f,V¥v

+e(p) (VY grad™ f) o o — dp(grad™ v(f))
—v(f)T(@)+ < VPv,dp > (grad” f) o ¢.



Théoréme 0.3. Soit p : (M™,g) — (N™, h) une application C*° enlre deur variétés rie-
manniennes et soit {o:} une variation de classe C* de ¢ a support dans D. Alors :

d
B D) == [ bl v,
D

t=0

ol 79, ¢(¢) est le champ f-bi-tension de I'application ¢ défini par :

T 5(p) = —fotrace, RN (14(), dp)dp — trace, V¥ £,V 7;:(0)
+e(p) (VY () grad” f) o o — dp(grad™ () (f))
=71(0)())T()+ < Vo1s(p),dip > (grad™ f) o ¢,
Ces théoréemes nous permettent de caractériser les applications f-harmoniques et les ap-
plications f-bi-harmoniques , en établissant les équations d’Euler-Lagrange associées. Puis

nous caractérisons les morphismes harmoniques entre les variétés riemanniennes, le tenseur
f-énergie impulsion et le tenseur f-bi-énergie impulsion :

Théoréme 0.4. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C*> entre deux
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. @ est un morphisme f-harmonique ;

2. ¢ est semi-conforme vérifiant le systeme d’équations :

1
foo T(0)* + g(grad™ f,a, grad™ o) — §A2(f’)<pa(hm 0p)=0, a=1,.,n. (7

relativement a toute carte locale (y*) de N.

3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N tel que o' (V') soit non vide,
A (00 @) = fuop X (AN0) 0,
ot A est une fonction positive sur M.

Théoréme 0.5. Soient  : (M™, g) — (N, h) une application de classe C*, D un domaine
compact de M et {g:} une variation de classe C™ de g, alors :

d 1

GPeD)|_ =5 [ <50)d0> v,

ou (, ) est la métrique riemannienne induite sur T*M QT*M et S¢(p) est le tenseur f-énergie
impulsion défini par :

Silp) = foelp) g = fo @™h, (8)
e(p) = 3ldo|? est la densité d’énergie de ¢ et @*h le pull-back de la métrique h.

Théoréme 0.6. Soient p : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°, D un domaine
compacte de M et {g;} une variation de classe C*> de g, alors :

d 1
GEeD)| =5 [ <Suslo1> v,
dt 2/,

t=0
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ot S () est le tenseur f-bi-énergie impulsion donné par :

S (@)XY) = —gl(@)Pa(X.Y) ~ fo < dp, Vory(e) > g(X,Y)

+Hfeh(dp(X), VET1(9)) + foh(dp(Y), VT (9))
—7r(0) () (e(9)g(X,Y) = h(dp(X), dp(Y))).

Théoréme 0.7. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application de classe C*™ entre deuzx variétés
riemanniennes, alors :

div So.0(¢) = —hl(ras(0),die) = < Vory(),dip > (df, = hl(grad® f) o p,di)).

Dans le troisiéme chapitre, nous considérons en particulier les applications f-biharmoniques
telles que f : (M, g) — (0,00) de classe C*°. Nous démontrons d’abord le Théoréme suivant :

Théoréme 0.8. Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte de volume infini , (N", h)
une variété Riemannienne de courbure sectionnelle négative et f € C°(M) positive ,alors :
toute application f-biharmonique ¢ : (M™,g) — (N", h) de f-bi-énergie finie , satisfaitsant la
condition :

trace, V¥ fV? — trace,VPV? <0 (9)
est f-harmonique.

Dans la deuxiéme partie du chapitre 3, une caractérisation des sous variétés f-
biharmoniques dans la sphére S™ est donnée par le Théoréme :

Théoréme 0.9. soit i : M — S™ linclusion cannonique d’une sous variété M de dimension
m dans S™ ,alors i est f-biharmonnique si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

1) (m —1)fgrad" f + 3mf An(grad" f) + Sgrad"((grad” 1)

- mTQngradM(|H|2) + 2mf2t7“aceA(vsgi H)L(ei) + fRicci™ (grad™ f)
§ Fgrad" (AM f) 1 ftraceAp, o p)(e:) = 0
2) m?f*H + ml|grad™ f|*H + 3mf(V?:adeH)L + B(grad™ f, grad™ f)
+mf(AMFYH +mftraceB(e;, Ap(e;)) +mf(ATH)
+ [Ble;, VY grad™ f) + ftrace(V5 Ble;, grad™ f))*" =0
ot {e1,...,en} est une base orthonormée sur M.

Puis, les courbes f-biharmoniques dans la sphére S* sont caractérisées par le Théoréme
suivant :

Théoréme 0.10. Soit v : I — S® une courbe de classe C* paramétrée par la longueur de
Uarc et f: I — (0,00) une fonction C*. Alors, la courbe ~y est f-biharmonique si et seulement

St .
ff///+f/f//_4k2ff/_3kk/f2:O
3kff”+4/€/ff/—|—2k’(f/)2+k//f2—k’SfQ—/{37'2f2+]€f2:O
Akt f' +2K'7f + kT'f =0,

ou k est la courbure géodésique el T la torsion géodésique de 7.
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Dans le quatriéme chapitre on définit une généralisation globale de I'opérateur d’Euler-
Lagrange, les applications f-harmoniques et les applications f-biharmoniques entre deux varié-
tés riemanniennes M et N, en considérant une fonction de torsion positive f € C*°(M x N xR).
On commence par le calcul de la premiére variation f-énergie , la deuxiéme variation f-énergie
et la premiére variation f-bi-énergie en établissant les théorémes suivants :

Théoréme 0.11. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application differentiable entre deuz va-
riétés Riemanniennes et {@t}te(_ejg) une variation de @ & support dans D, Alors

GEe Dy = [ hirslo), o, (10)

ou v = %I . la variation du champ de vecteurs v ,
t=

75(¢) = f,7(0) + dp(grad f,) — (grad™ f) o ¢ (11)
et T(p) = traceVdyp le champ de tension de ¢

Théoréme 0.12. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C*® el { s}t sc(—ee) Une
variation a deux parametres a support dans D, de ¢ ,notons :

v = 8?);’3 t—s—q €t w = dg” —s—0, alors :
82
B¢ Dliesca = [ B(Igp(0), ) (12)
otgs T TN T [ TR ’

ot Jy,(v) € T(@ TN) est donné par :

Jrp(v) = —f;tmceRN(v, dp)dy — tmcevwf;vs"v + (VN grad™ f)o ¢

/ " ]‘3

+ < V?u,dp > (grad™ f') o p — traceV? < V¥uv,dp > fodp (13)
ici <,> désigne le produit scalaire dans T*M @ ¢ 'TN et RN le tenseur de courbure de
la variété (N, h) .

Théoréme 0.13. Soit v : (M,g) — (N, h) une application f-harmonique entre deux variétés
Riemanniennes , f : M x N x R — (0,00) telle que (z,y,r) — f(z,y,r) une fonction de
classe C* et {¢i}ie(—e) une variation de ¢ & support compact inclu dans D . Alors :

Bas(ei Do = [ Wl oo, (19

72.7(p) = = fotrace RN (14(), dp)dyp — traceV? [V7(p) + (V2 grad™ f) o

, . 15
+ < VP7s(p),dp > (grad f) o ¢ — traceV¥ < V¢74(p), dp > fodp (13)

Ces théorémes nous permettent de caractériser les applications f-harmoniques générali-
sées et les applications f-bi-harmoniques généralisées , en établissant les équations d’Euler-
Lagrange associées. Puis nous caractérisons les morphismes harmoniques généralisés entre
les variétés riemanniennes , le tenseur f-énergie impulsion généralisé et le tenseur f-bi-énergie
impulsion généralisé.



Théoréme 0.14. Soit ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de classe C™ entre deuz
variétés riemanniennes, f 1 (x,t,r) € M x R x R — f(x,t,r) € (0,00) une fonction de
classe C™ telle que

(—8f)(377t,7’)7é0, (r,t,r)e M x Rx R

or (16)
of

(at)<x7t70):0, (x,t)EMXR

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. @ est un morphisme f-harmonique,

2.  est semi-conforme vérifiant le systeme d’équations :

a M 8 M  « a a
D) o) + olarad™ (0D e arad o) = (P nr =0 m)

relativement a toute carte locale (y*) de N et pour tout a=1,...n

3. il existe une fonction positive X sur M telle que :

0
A (woe) = (s 32 (AV0) 01

Pour toute fonction differentiable v définie sur un ouvert V. de N tel que ¢~ 1(V) soit
non vide,

Théoréme 0.15. Soient ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C>*, D un
domaine compact de M et {g;} wune variation de classe C* de g, alors :

d

1
%Ef(so’ D)‘t:O = §/D < Sf<90)75.g > Vg,

ou (, ) est la métrique riemannienne induite sur T*M ® T*M,

Sile) = fog = fo D, (18)
e(p) = 1|del* est la densité d’énergie de ¢ et ©*h le pull-back de la métrique h.

Proposition 0.1. Soient ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe C*> , f €
C>®(M x N x R) une fonction positive, alors :

div™ S5() = ~h(7(¢). dp) — h((grad® f) o o, di) + df, — fide(y)

Théoréme 0.16. Soient ¢ : (M™,g9) — (N",h) une application de classe C*°, D un
domaine compact de M et {g;} une variation de classe C*> de g, alors :

d 1

SBa(eiD)| = | < Sp(0),09 > vy,
GEueD)| =5 [ <Susle)do> v,



ot So(p) € T(T*M © T*M) est donné par :

S @)X, Y) = —3lr@)Po(X.Y) ~ I} < de, Vo7y(p) > g(X.Y)

+f,h(dp(X), ViTi(9)) + fLR(de(Y), V5T ()
—71 () (f)g(X,Y) + [ < dp, V7(0) > h(dep(X), dp(Y))
+7¢(0) (f ) 1(de(X), dp(Y)).

m

ot < dp,V91(p) >= Zh(dap(ei),Vﬁ_T(gp)) et {e1,....,em} étant une base orthonormée
i=1

sur M.

Théoréme 0.17. Soient ¢ : (M™,g) — (N, h) une application de classe C* ,
feC®(M x N xR) wune fonction positive, alors :

div™ Sy (@) = —h(12,5(p), dp)— < dio, V74 () > df,+ < dip, V¥7¢(0) > h((grad” f') o o, dyp)
— h(delgrad™ (@) (1) + (@) ()7(0) s do)
— 77()(f')de(@)+ < dip, Vi74(p) > frde()
+ < dp, Vo11() > h(dplgrad £1) + f1r(¢), dy)

10



Chapitre 1

Géomeétrie des applications harmoniques et
bi-harmoniques

Dans ce chapitre, on présente les notions d’application harmonique et bi-harmonique,
application semi-conforme, morphisme harmonique, tenseur énergie impulsion et tenseur
bi-énergie impulsion entre les variétés riemanniennes.

1.1 Les applications harmoniques

Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes, D un domaine compact de M et
©: (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*°.

On définit I’énergie de ¢ sur D par :

1
Blg:D) = 3 [ ldel* vy, (1)

ol |dp| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dy définie par :

ldpl® =~ h(dp(es), d(es)), (1.2)

i=1
{e1,...,em} étant une base orthonormée sur M et v, = /detg dz'...dz™ est Délément de

volume riemannien de la variéte (M™, g).

Définition 1.1. Une application ¢ : (M™, g) — (N™, h) de classe C*, entre deuz varié-
tés riemanniennes est dite harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle énergie

E(p; D) pour tout domaine compact D C M, i.e :
d
—FE(py; D =0 1.3
dt (Sptv ) =0 ) ( )

{@i} étant une variation de classe C* de ¢ & support dans D.

Remarque 1.1. Une variation de ¢ & support dans un domaine compact D C M, est une
famille d” applications (;)ic(—e,e) C C°(M, N), telle que gy = ¢ et ¢, = ¢ sur M\ int(D).

11



1.1.1 Premiére variation de la fonctionnelle énergie

Théoréme 1.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* entre deuz
variétés riemanniennes et soit {¢:} une variation de classe C* de ¢ & support dans un
domaine compact D. Alors :

d
GED)| == [ Wor(ev,
. o dpy . L
on v = » désigne le champ de vecteurs de variation de {p},
t=0
7(p) = trace, Vdp = Y {VZdp(e;) — dp(Vile;)}
i=1

ot {e1,...,em} est une base orthonormée sur (M™,g). T(p) est appelé champ de tension de
p.

Démonstration. Soient D un domaine compact de M, {¢;} une variation de ¢ & support
dans D et v € TI'(¢ 'TN) le champ de vecteurs de variation. Soit ¢ : M x (—¢,€) — N
I'application définie par ¢(z,t) = (). Si{eq, ..., €, } est une base orthonormée sur M, alors :

i /Zh (v, aydd(ei,0), (e, 0) v,
- /Zh £ 0600, ), do(e, 0) vy
- /DZh(Vfiv,dgo(ei))vg. (1.4)

soit w la 1-forme différentielle & support dans D, définie par :

d
ZE(e:D
o (¢; D)

t=0

w(X) =h(v,dp(X)), X eDl(TM).

divMw = Z {e;(w(e;)) — w(Vé\fei)}
i=1
= Y {h(VEv.de(e;)) + h(v, VEdp(e;) — h(v,dp(VYe))}. (1.5)
=1
D’aprés les formules (1.4), (1.5) et le théoréme de Stokes, on obtient :

_/DZ {h(v,VEdp(e;) — dp(Ve;)) } v,

d

th( #: D) t

12



Théoréme 1.2. Une application ¢ : (M™,g) — (N", h) de classe C™ entre deuz variétés
riemanniennes est harmonique si et seulement si :

7(p) = trace, Vdyp = 0. (1.6)

Remarque 1.2.
1. L’équation (1.6) est I'équation d’Euler-Lagrange associée a ’énergie fonctionnelle.

2. Localement, si (z°) et (y®) désignent les coordonnées locales sur M et N respectivement,
alors :

0207 0 0P 0 s,

= gi( 22 LGP N o —MF’?.>— . 1.7

() =9 <8x18xi Bzt 9zi o8 ° oxk ) oyr o (17)

[’equation (1.7) montre en particulier que les applications harmoniques sont les solutions

d’un systéme élliptique non lineaire de second ordre.

FEzemple 1.1. Si N = R, on retrouve exactement les fonctions harmoniques f : M — R, c’est
a dire les solutions de de 'equation : Af =0

Ezemple 1.2. L’application identité Id : (M™, g) — (M™, g) est harmonique.

Ezemple 1.3. Une application ¢ : (M™, g) — (R™, <, >gn) de classe C*, est harmonique si
et seulement si, pour tout y=1,....,n :

m B 32()07 "
A= 30 (2E 0y
14 . jzk;l g oxrioxi  Oxk K

Ezemple 1.4. Une courbe ¢ : (R, <,>gr) — (N™, h) est harmonique si et seulement si :

R
dx? ) dr dz B

o,p=

pour tout v = 1,...,n. On retrouve I'équation des géodésiques de la variété (N™, h).

1.1.2 Deuxiéme variation de la fonctionnelle énergie

Théoréme 1.3. Soit o : (M™,g) — (N™, h) une application harmonique entre deuz variétés
riemanniennes et D un domaine compact de M. Si {¢} est une variation de ¢ & deux
parametres , a support dans D, alors :

2
atasE(¢t’S; D) 00 /D h( — trace, RY (v, dp)dyp — trace,(V¥)?v, w) vy,
olu
— a()Ot‘,s w = 8C)Ot,s
ot lis)=0,0) 0s (t,5)=(0,0)

désignent les champs de vecteurs de variation.
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Démonstration. Soit {eq, ..., e,,} base orthonormée sur M. Posons

¢ (z,t,s) € M X (—€,€) X (—€,€) — pr5(x) € N,

B = (:,0,0), %:(o,%,m ot %:(o,o,d%).
5’2
Otds Eews D) (t,5)=(0,0) - /Zaza i) Ao (E >) I (t,5)=(0,0) (18)
1 02
oo h(d6(B), d6(E)) = 2-h(V%do(E), do(E)
= h(v¢ v¢ dgb( 1), do(E;))
+h(v¢ dng( )v¢ dp(E;)). (1.9)
WV, V% do(E). dp(E) = h(V‘ZgV%idcb(%) Ao (E;))
= h(RN<d¢< )d¢>< D)o ( 5 )dqb(Ei))
+h(VE, V', d¢< 2), do(Ey))
”‘(VTME] aﬁ(@)?ddﬂ-))- (1.10)

Soit w la 1-forme différentielle & support dans D, définie sur M par :

W(X) = h<V¢ do(

(95) d@(X))7 X € (T M).

=(0,0)’
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En tenant compte que ¢ est harmonique, on obtient :

divM w

D’aprés les équations (1.10) et (1.11), on a :

S 1(V%, V4 do(), do( )
i=1 ro

> (nu(e) — (72}
i {7580, oy 26))
AT )
i {n(vev, d¢<§> )
(V4o vzdete)
(T390 oy 4Te0) -
> [n(v8,v% do( ) oy 19D)
(V4o (o)
éh(w Voa()| | dslen).
(9=09

+divM w.

En développant le deuxiéme terme a droite de 'égalité (1.9), on trouve :

0 0

h(V% do(E;), V' do(Ey)) = h(Vi,do(5), Vi do(5)))
0 0

= E(h(ds(5). Vido(5)))

0. o s .0

—h(d¢(£)7inind¢(§

Si n désigne la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :
n(X) = h(w,V{v), X e(TM).

alors on a :

div™ n =

- Zh(RN(v,dso(ei))w,d@(ei))

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)



D’apreés les égalités (1.13) et (1.14), on obtient :

Zh v¢ , do(E v¢ o do(E 9)

= divMn+ Z h(w vMe )

(t,s)=(0,0) i1

= h(w,VEVi). (1.15)

i=1
En utilisant les équations (1.8), (1.9), (1.12), (1. 15) et le théoréme de Stokes, nous déduisons :

gigs 2(7u:: D) b/ B(RY (0, dp(e) (), w)

(t,8)=

+h(w V@M U) h(w,Vfiniv)}vg.

1.2 Les applications bi-harmoniques

Soit (M™,g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes et D un domaine compact de M.

Une généralisation naturelle des applications harmoniques, est donnée par la fonctionnelle
bi-énergie de ¢ € C°(M x N) définie par :

=5 [, (1.16)

Définition 1.2. Une application ¢ : (M™,g) — (N", h) de classe C* entre deuzr variétés
riemanniennes, est dite bi-harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle bi-énergie
Ex(p; D) pour tout domaine compact D C M c¢’est-a-dire :

d
2 Ey(on D ‘ —0, 1.1
I 2(%& ) 0 ( 7)

{¢i} étant une variation de ¢ a support dans D.

1.2.1 Premiére variation de la fonctionnelle bi-énergie

Théoréme 1.4. Soit ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de classe C entre deuz

variétés riemanniennes et soit {pi} une variation de classe C® de ¢ o support dans D.
Alors :

d
GEleaD)|_ == [ ho.m(e) o,
d
ol v = % désigne le champ de variation associé a {¢;}, et m(p) € T(¢ 'TN) le
t=0
champ bi-tension de ¢ défini relativement a une base orthonormée sur M, par :
() = —traceg RN (7(p), dp)dyp — trace,(V?)*7(p)
_ _Z RN (r(), dy(e:))dg(e:) — Z{v;vgf( ) — V@ME;<¢)}
=1
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Démonstration. Posons ¢ : M X (—e€, ) — N, Papplication définie par ¢(x,t) = ¢i(x).
Alors :

d
ZBa(piD)| / Zh .2 Vo ((¢1.0).(61,0)). Vo ((er.0). (¢:.0)) Joy| . (118)
On a:
Ve L d(en0) =V o dé(0, L) | [0,L), (e 0)] = 0
(0,4 0P\ €3 (e @ ) W ) (s
et d
ol _ 9
V(O%)dqﬁ(vgei, 0) = Vigue,0de(0; E)‘
Alors :

Mx(—e€,€)
Voo Vo((e0), (e,0) = V5 W gydb(en,0) = Vi o935 (e, 0))

d
= RY(do(0, ), do(e:, 0))d(ei, 0) + VoV,  db(es, 0)

? ¢
v [(Q%),(ei,ﬂ)] d¢(€i’ O) o V(O’%)CM(VZQ, )

= RN(de( d) d¢(617 ))dgb(eza )+v(e 0) (e 0) d¢( )
d

—va%%o)dqs(o, E)' (1.19)
D’ou :
h(V?O’d%)quﬁ((ei,O),(ei,O)) . Vdé((e;,0), (ei,O))> = h(B (v, dp(e)dp(e). 7(9))
+ h(VEVZU,T(p)) — h(Végeiv,T(go)). (1.20)

Soit w € I'(T*M), la 1-forme différentielle a support dans D, définie par :
w(X)=h(Viv,7(p)), X eT(TM).
On a :

W = 3 {alule)) —w(vHe))
= 3 {alh(VEn ) ~ B(TEy, 0 r(0)}
— Z{h(v;v;v,r(@) +h(VEv, VET(p)) —h(Végeiv,T(gp))}. (1.21)
Des formules (1.20) et (1.21), on obtient :

> h(Vi, 4 V(e 0), (€:,0)), Vo ((e:,0). (¢:,0)) )

t=0
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t=0

S b (V4 Va6 (e 0)(e:,0)), Vo ((e:, 0, (e5,0)) )

i=1

Z h(RY (v, dp(e;))dp(e;), () + div w — Z h(VEu,VET(p)). (1.22)
i=1 i=1
Soit n € ['(T* M), la 1-forme différentielle & support dans D, définie par :
n(X)=h(v,V57(p)), X eT(TM).

On a:
divMy = i{ei(n(ei)) —n(Vele)}
_ Z{el v, VET(9))) = h(v, VEu 7(#)) }
_ Z{h(v;v,v;r(cp))+h(v,VéVéT(w)) h(v, Vou,, 7(9)) ). (1.23)

Substituant (1.22) dans (1.23), on obtient :

Zh( 4 Vdo((e:,0), (€:,0) . Vdo((e:,0), (¢:,0)))

=0
Z h(RY (7(¢), do(e;))dp(e),v) + divM w — divM g
i=1
+Y_M(v, VEVET(9) = D h(v. Vi, 7(9). (1.24)
i=1 i=1

D’aprés les formules (1.18), (1.24) , et le théoréme de Stokes, on obtient :

d
GEeD)|  =— [ Zh ~ RY(r(p), dp(es)dp(es) — VEVET() + Ty, 7(9), 0 )y

O
Du Théoréme 1.4, on déduit

Théoréme 1.5. Une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) de classe C*, entre deux variétés
riemanniennes est bi-harmonique si et seulement si :

() = — trace, RN (1(p), dp)dp — trace,(V¥)*7(¢) = 0. (1.25)

Remarque 1.3. 1. L’équation (1.25) est dite équation d’Euler-Lagrange associée a la fonc-
tionnelle bi-énergie .
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2. Si les variétés M et N sont munis respectivement des coordonnées (z°) et (y®), au
voisinage des point z € M et ¢(z) € N, alors :

o O0*1° ore® orP 0P
- K " " 2 B A NFU Q*N o
72(p) g {éwaxf + Oxi Ozi o8 T Origri 8
0P ONT? P P
+7_a 14 B +7_o¢ ' 4 NFgBNng

oxt  Oxd oxt Oxd
ore  09% L 0P 0P 0
(G ) -

i\ gk T Gk oz Dzi e f gye P

007 Op* b 0p?
ol 77 = g”(axing—i- 8(’; aij Nflﬁow—a—(';CMFi?j> et NRgav désigne les composantes

du tenseur de courbure de (N, h).

3. Toute application harmonique est bi-harmonique.
Ezemple 1.5. L’application identité Id : (M™, g) — (M™, g) est bi-harmonique.

FEzemple 1.6. Une application ¢ : (M™,g) — (R", <, >gn),de classe C*°, est bi-harmonique
si et seulement si AM(AMy?) =0, pour tout o =1,...,n.

1.3 Morphismes harmoniques

1.3.1 Application semi-conforme

Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°, entre deux variétés rieman-
niennes. L’espace tangent au point x € M se décompose en somme directe :

T.M=H,®dV,
d’un espace vertical V, = kerdg, et d’un espace horizontal H, = V> (complément orthogonal
de V).
On note :

Cy ={r e M/dp, = 0} (1.26)
[’ensemble des points critiques de ¢.
M = M\C, (1.27)

Définition 1.3. Supposons m > n, Uapplication ¢ : (M™,g) — (N",h) est dite semi-
conforme si pour tout x € M,
dﬁba:/HI : Hz — T¢(x)N

est une application linéaire surjective et conforme.
i.e : il existe une fonction A : M — R tel que pour tout XY € H,, on a

I(do§(X), dpo(Y)) = N (2)g(X,Y). (1.28)

(pour plus de détail voir [3], [17])
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Remarques 1.1. :

Sur M, on a : \* = 1|dg|*.

La fonction A peut-étre étendue d’une maniére réguliére a M, en posant A;c, = 0.

La fonction A : M — R, est appelée fonction de dilatation de ¢.

St m < n, alors la seule application semi-conforme est l'application constante ¢ = Cst
(M =10, Cy= M) puisque d,¢ ne peut pas étre surjectve.

Par la suite, on considere dans le cas semi conforme m > n.

o 51 Cy =, alors ¢ est dite conforme de dilatation \.

o Si p est semi-conforme, alors localement, on a :

4.8(’004 agpﬁ
A" o, grad™ o) = VT = N2 (R 1.29
g(grad o, grad™ ) é;g gy =N (h o) (1.29)
pour tout o, 5 =1, ..., n.
Définition 1.4. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application semi-conforme de dilatation A,
alors :

e ¢ est dite submersion semi-conforme, si Cy = 0.
o ¢ est dite submersion riemannienne , si Cy =0 et X = 1y.

Proposition 1.1 ([17]). Soient ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application semi-conforme.
Si f € C®(N), alors :
AM(f o) =df(1(¢)) + N (AVf) oo (1.30)

1.3.2 Morphismes harmoniques

Définition 1.5. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* entre deuz va-
riétés riemanniennes. L application ¢ est dite morphisme harmonique si, pour toute fonction
v:V — R harmonique sur V.C N ouvert avec o~ (V) non vide, alors la composée v o
est harmonique sur o~ *(V') dans M.

Théoréme 1.6. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C* entre deux
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est un morphisme harmonique ;
2. @ est harmonique et semi-conforme;

3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N tel que o= (V') soit non vide,
AM(vop) =2 (A%v) oy,
ol A est une fonction positive sur M.

Pour la démonstration du Théoréme (1.6), nous allons besoin de lemme suivant :
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Lemme 1.1 ([3]). Soit yo € N", (y”) des coordonnées normales en yo et {C,, Cop}iy 5.1
des constantes avec Cop = Cpa, > v Coa =0, alors Il existe un voisinage V' de yo dans N
et une fonction harmonique v:V — R telle que pour tous a, B,y =1,...n :

Ov 0*v

a—ya(yo) =Ca , W(yo) = Cag, (1.31)
Démonstration. du Théoréme (1.6) Supposons que ¢ : (M™, g) — (N™, h) est un mor-
phisme harmonique. Munissons les deux variétés différentiables M et N de coordonnées lo-
cales (z%) et (y*) respectivement, autour des point g € M et yo = (zy) et supposons
que (y®) soient des coordonnées normales en yo. D’aprés le lemme 1.1 il existe une fonction
harmonique v telle que pour tout o, 3 =1,...,n, on a :

ov 9%

— =0, — = Cag, 1.32
(o) =0, 5 o) = o (1.32)
AVeC Cop = Cga €6 D n_i Caa = 0.
La fonction v o ¢ est harmonique dans un voisinage de xq, d’ol :
0=AMwo )
= dv(7(p)) + trace, Vdu(dep, dp) (1.33)
= trace, Vduv(dyp, dy),
Vdv = Z ﬂdya ® dy’ = Z Capdy® @ dy”. (1.34)
a,f ayaayﬁ a,f :
D’aprés (1.33) et (1.34) on a:
0 = Zg(gradM ¢, grad™ ©?)cas
a’/B
= Zg(gradM ¢, grad™ ©*)can + Zg(gradM @™, grad™ ©?)cqs. (1.35)
a a#fh
Puisque Y " _, caa = 0, on déduit :
0= Zg(gradM o', grad™ phcoaa. (1.36)
D’aprés (1.35) et (1.36), on obtient :
0 = Z [g(gradM o, grad™ ) — g(grad™ ', grad gol)] Caa
+ Z g(grad™ ¢, grad™ ©”)c,p. (1.37)

a#f
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Soient ag # 1, on pose
1, sia=p=1;
-1, sia=p=ag;

PN 0, sia=p#10a0;
0, sia#p.
D’aprés (1.37), on a :
g(grad™ ¢, grad™ ¢*) = g(grad" ¢!, grad™ o'). (1.38)

C’est-a-~dire, pour tout « = 1,....,n, on a :

g(grad™ ¢, grad™ o) = g(grad o', grad" o). (1.39)

Soit g # By et soit :
1, sia=aqagpet f=[p;

Cap =14 0, sia#agouf# fy;
0, sia=p/.

D’aprés (1.37), on a :
g(grad™ o grad™ o) = 0. (1.40)

C’est-a-dire, pour tous a # f=1,...,n,on a :
g(grad™ o, grad™ ) = 0. (1.41)
des formules (1.39) et (1.41), on obtient :
g(grad™ ¢ grad™ ©f) = A\? 6,5, (1.42)
pour tous a, 8 = 1,...,n, oit A = |grad™ o'|. Ainsi, d’aprés (1.29) 'application ¢ est semi-
conforme. Si v : V — R est une fonction de classe C°°, définie sur un ouvert V de N, de la

Proposition 1.1 on a :

AM(wop) = du(t(p)) + trace, Vdu(dyp, dy)
= dv(1(¢)) + N2(ANv) o ¢ (1.43)

Tenant compte que ¢ est un morphisme harmonique, de la formule (1.43), on déduit 7(p) =0
c’est-a-dire 'application ¢ est harmonique, d’ot (1) = (2). D’aprés la formule (1.43) on a
(2) = (3). Enfin (3) = (1). O
1.4 Tenseur énergie impulsion

les tenseurs énergie-impulsion se déduisent d’une fonctionnelle, en considérant les varia-
tions par rapport a la métrique. Cette perespective est diie a D.Hilbert (voir [16])
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Proposition 1.2. Soient ¢ : (M™,g) , N", h) des variétés riemanniennes et o : M™ — N"
une application de classe C™. Si {g;}ie[—c une variation de la métrique g (go = g), alors :

0
5 = — D(T*M & T*M).
9= 59| _, € ( ® )

Localement on a :
g =gij(t,x)dx' @da’ |, go=g=gi(z)dr' @dz’ et bg= 579 (t,z)| dxz*® da’
t=0

Définition 1.6. Soient ¢ : (M™,g) , N™, h) des variétés riemanniennes et ¢ : M™ — N"
une application de classe C™. Le tenseur énergie impulsion de p est défini par :

S(p) =elp)g — ¢"h, (1.44)
pour tous champs de vecteurs X,Y € I'(T'M), on a :
S()(X,Y) =elp) (X, Y) — h(dp(X), dp(Y)).
ol e(p) = |dp|* est la densité d’énergie de .

Proposition 1.3. Soient ¢ : (M™, g) — (N™ h) une application de classe C>, D un
domaine compact de M et {g:} une variation de classe C*> de g, alors :

d 1
—FE(p; D = —
FE@D)_ =3 [ <S)39> v,

ot (, ) est la métrique riemannienne induite sur T*M & T*M.

Pour la preuve de la Proposition 1.3, on peut se référer a [3] et [17].

La relation de base entre le tenseur énergie impulsion et les applications harmoniques
est donnée par le théoréme suivant ([2])

Théoréme 1.7. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C*, alors :
div" S(p) = —h(1(p),dp).

Démonstration. Soit {ey, ..., e, } une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point = € M telle que VMej = 0 au point x, pour tout i,j € {1,...,n}. Au point x, on a :

S(p)(ei ¢;) = Zh dip(ex), dp(er))dy; — hldp(e:), dp(e;))-

Tenant compte qu’au point z, 7(p) = Z Ve dp(e;) et VEdp(e,) = Vi dp(e ), alors :
i=1

ei(S(go)(ei, ej))

NE

(div S(9))(e;) =

1

.
I

= % Z e;i (h(dp(ex), dp(ex)) Zez d‘P(eJ)))
= Y n(VEdp(er), dp(er)) — > h(VEdp(e:), dp(e;)
k=1 =1

= —h(7(p),dp(e;)).
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Du théoréme 1.7, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.1. Soient ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C°.
1. Si ¢ est harmonique, alors div™ S(p) = 0.

2. 8i ¢ est une submersion et si div? S(¢) =0, alors ¢ est harmonique.

1.5 Tenseur bi-énergie impulsion

Définition 1.7. Soient ¢ : (M™,g) ,(N™, h) des variétés riemanniennes et ¢ : M™ — N™
une application de classe C. Le tenseur bi-énergie impulsion Sa(p) € D(T*M OT*M) associé
a Uapplication ¢ est défini pour tout X, Y € T'(TM) par :

SEXY) = —slr(@)g(X, Y) - < dp, Vor(p) > g(X.Y)
+h(dp(X), V() + hde(Y), VXT(9)), (1.45)
< dp, Vor(p) >= 3 _h(dp(e), VET (),

relativement & une base orthonormée {eq, ..., e} sur M.

Proposition 1.4. Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C*°, D un
domaine compact de M et {g:} une variation de classe C*> de g, alors :
d 1
o -D‘ =~ | < Sy(¢), 89 > v, 1.46
GRD)| =5 [ <sie)de> v, (1.46)

Pour la démonstration de la Proposition 1.4, nous allons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 1.2 ([34]). Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C* et {g;}

une variation C* de g. Le champ de vecteur & = (divM(ég))jj — %gradM (traceg(ég))
satisfait :

0(m(@)) = =2 <h(Vde,7(9)),09 > =2 h(dp(£), 7(¢)). (1.47)

Démonstration. Localement, on a :

(r(9)") = —g"9"0(ga) (V)5 — £ (1.48)
< h(Vdp,7(9)),09 > = g"g"76(gu) (Vd)37(¢) has (1.49)
h(de(8). 7(¢)) = &"eim(9) has (1.50)
(@) = 6(7(2)7(#) hap)
= 26(7(9)")7(¢) hag
= =29"6"6(gap) (V)57 () hag — 265 077 (0) B, (1.51)
En substituant les formules (1.49) et (1.50) dans (1.51), on obtient (1.47). O
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Lemme 1.3. Soient ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de classe C*, D un domaine
compact de M et {g:} une variation C* de g. Si on pose

€= (div"(39))* ~ 5 arad" (trace(so)),
alors :
[ @ rtepn, = [ (=sym (Vhde ()
+%divM (h(de, T(0))") g,69) vy (1.52)

Démonstration. Soit w = h(dp, T(p)), alors :

/Dw(g)vg:/Dw((divM(ég))ﬁ)vg—%/w(gradM(trace(ég)))vg. (1.53)

D

Le premier terme du coté droit de 1’égalité (1.53) est donné par :
[ @ Gofye, = [ gl (@i (59) e,
D D
~ [ gw.an G,
D
ol g* est la métrique riemannienne induite sur 7% M.

D’autre part, si pour o € I'(T*M ® T*M), on pose C(w, o) = w'o;jdx?, on obtient :
g (w, divM o) = divM (C(w, 0)*) — (sym(Vw), o). (1.54)

Pour 0 = dg, de la formule (1.54), on trouve :

/ w((divM(8g))*) vy = — / (sym(Vw), dg). (1.55)
D D
Remarquant pour A € C*°(M), on a :
w(grad™ \) = g*(w, d\). (1.56)

Pour A = trace(dg), de la formule (1.56) on obtient :

1 1

——/ w( grad(trace(dg)))v, = ——/ 9" (w, d(trace(dg)))v,
2Jp 2Jp

= —%/g(wﬁ,gradM(trace(‘sg)))Ug
D

1
= —/ trace(dg) div™ (wh)v,
D

2
1
= = / (divM (w?) g, 6g)v,. (1.57)
2Jp
En substituant les formules (1.55) et (1.57) dans (1.53), nous obtenons (1.52). O
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Démonstration de la Proposition 1.4.

D’aprés la formule (1.47) et le Lemme 1.2, on a :

GEe D) = 5 [ 8P+ [ 1rFse)

- 1 /D (=2 < h(Vde,7(). 69 > —2h(dp(€), () ) v,
%/D < %If(w)lzg,ég > g,

et d’aprés le Lemme 1.3, nous avons :

GEeD| = 5 [ 2<hTapro)sg> g [ <GPt
5 [ ((2ovm (Thiag. () = ™ (h(dg. (0))g.59) )
(1.58)
Posons :
Sa(p) = —2h(Vdy,7(p)) + 2sym (Vh(dp, 7(¢)))
— i (h(d, 7(9))g + 5lr() g (159

Soit {eq, ..., e, } une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point z € M
telle que Vé‘fej = 0 au point x, pour tous i,j € {1,...,m}. Au point z, on a :

2sym (Vh(de, 7(0)))(eie;) = VEh(dp(e;), 7(0)) + VE h(dp(e:), 7())

= 2h(Vdp(ei€;),7(¢)) + h(dp(e:), VET(p))
+h(de(e;), VET(9)), (1.60)

/_\\_/

€ (g(h(dgp, T(@))ﬁv el))

Ms

divM (h(dgo, T((p))ﬁ) =

1

.
Il

Ms

ei(h(dg(e;), 7(¢)))

1

.
Il

W(VEdg(e), 7(¢)) + hldg(e), Ve ()}

Mg

.
I

P)P+ < dp, Vo1 (p) > . (1.61)

—~ ~

= |T
En substituant les formules (1.60) et (1.61) dans (1.59) puis dans (1.58), on obtient (1.46)
U
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Théoréme 1.8. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C*, alors :

divM Sy(¢) = —h(ra(p),dp).

Démonstration. Soit {ey, ..., e, } une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point = € M telle que erj =0 au point z, (1 <i,j < m).

Si on note
Sa(p) =Ty + Ty
ouTy, T, e (T*M © T*M) sont deux champs de tenseurs définis par :

T(XY) = —lr(@)g(X.Y)~ < dp, V¥r(e) > g(X.Y),
LXY) = Wde(X), ViT(p)) + Mde(Y), ViT(9)).

Alor au point x, on a :

(d1V T)(ej) = T1 e, ej

2
Zm: 20— < dp, Vi71(0) > b;j)
_ _meox () = &5 < dp, Vor(y) >)

= —h(VET(p),7() — Z h(VE dp(e;), VET(¢))

=" h(dp(e:), VEVET(9)).

i=1

(divM Ty)(e;) = Zez(Tg(el,ej))

= Z ei(h(de(e;), VZT(p)) + hlde(e;), ViT(p)))

= Y W(VEdp(e;), VET(9) + Y hldep(e;), VEVE 7())

=1 =1
m m

+3 W(VEdo(e;), VET(9) + Y hldp(e;), VEVET(p)).

i=1 =1

Tenant compte qu’au point x, on a :

T(p) =Y Vedple) et Vidp(e;) = Vi dp(e:)
=1
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VEVET(p) = VEVET(9) = RV (dp(es), dp(e))T(p)

alors :
(div™ Ty)(ej) + (div™ To)(e;) = Z h(dp(e), VEVET()) — Z h(de(e;), VE VE ()
+ D h(dg(e;), VEVET(P))

= —h(ra(p),dp).

Du Théoréme 1.8, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.2. Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C°.
1. Si ¢ est bi-harmonique, alors div™ Sy(p) = 0.

2. Si o est une submersion et si div™ Sa(p) =0, alors ¢ est bi-harmonique.
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Chapitre 2

Les applications f-harmoniques et
f-biharmoniques

Dans ce chapitre on définit une généralisation de 'opérateur d’Euler-Lagrange, les appli-
cations f-harmoniques et les applications f-biharmoniques entre deux variétés riemanniennes
M et N, en considérant une fonction de torsion positive f € C*°(M x N) .

Dans le cas ou f = 1, on retrouve les résultats du chapitre 1 .

2.1 Les applications f-harmoniques

Soient (M™,g) et (N", h) deux variétés riemanniennes, D un domaine compact de M,

f:Mx N — (0,00) une fonction de classe C*> et ¢ : M — N une application de
classe C*. On appelle f-énergie de ¢ sur le domaine D, la fonctionnelle Ef(p; D) définie
par :

BileiD) = 5 | fla.ola)) gl v, (2.)

Définition 2.1. Une application ¢ : (M™,g) — (N™ h) de classe C* est dite f-
harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle f-énergie (2.1) pour tout domaine
compact D de M, c’est-a-dire :

d

—F D =0 2.2
dt f(%pb )t:O ) ( )

pour toute variation {¢:} de classe C* a support dans D de Uapplication .

2.1.1 Premiére variation de la fonctionnelle f-énergie

Théoréme 2.1. Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C> entre deux
variétés Riemanniennes et soit {@:} une variation de classe C* de ¢ a support dans

D. Alors :
d

GEei D) == [ hwrs(e) o,
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d
ot v= "t est le champ de vecteurs de variation de {p;},

t=0
forx e M — f(x) = f(z,p(z)) € (0,00). et T¢(p) estle champ de f-tension de ¢
défini par :

Ti(p) = trace, Vf,dp —e(p)(grad” f) o
= fo () + dp(grad™ f,) — e(p)(grad” f) o o, (2.3)

Démonstration.  Soient D un domaine compact de M, {¢;} une variation de classe
C> de ¢ a support dans D et v € I'(¢ 'TN) le champ de vecteurs de variation. Soit
{e1,...,em} une base orthonormée sur M. Considérons la fonction ¢ : M x (—¢, ) — N
définie par ¢(x,t) = @i(x), alors :

d
(e D)’t:O B /Zf@t V(oa dglei, 0), dglei, 0)) vg
0
/Z e haoen0). dotec 0) |
0
= /Dwa h(V(éi,O)dgb(O,a),dqﬁ(ei,O))vg

/Zafwh (do(es, 0), dp(e;,0)) vg

t=0

t=0

t=0

— /[)ngoh(vfiv,d@(ei)ﬁg—i—/Dv(f)e(gp)vg. (2.4)

o el¢) = 5 3~ h(doles,0), doles,0))] et ¢ 9e| =) = h(v, (¥ o).

t=0

Soit w la 1-forme différentielle & support dans D, définie sur M par :
w(X) = h(v, fudp(X)), X € T(TM).

alors :
divMw = Z {ei(w(e) —w(Vile)}

= Y {WVE, fodpler) + h(v, VE fodp(es)) = b(v, fodp(VE )} (2.5)

i=1
D’aprés les formules (2.4), (2.5) et le théoréme de Stokes, on obtient :

d

GEeD)| = - [ Z{h 0, V5 fodpler) — f dp(Ve) — e(o)(arad® )0 0) } vy

]
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En prenant v = 74(¢), du Théoréme 2.1, on déduit :

Théoréme 2.2. Soit f: M x N — (0,00) une fonction de classe C*.

Siop:

(M™,g) — (N™, h) une application de classe C*, alors ¢ est f-harmonique si

et seulement si :

71(p) = fo7(p) + dp(grad™ f,) — e(p)(grad” f) oo = 0. (2.6)

Remarques 2.1.

1.

2.
3.

L’équation (2.6) est dite équation d’Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle f-
énergie .

Si f =1 sur M, on a 1¢(p) = 7(p) champ de tension de .

Soient f1: M — (0,00) , fo: N — (0,00) deuz fonctions C*>

et f(z,y) = fi(z).faly) pour tout (z,y) € M x N. Si ¢ =¢:(M™, g) — (N", h)
ot h= foh. Alors:

71(p) = (f2090)(f1 T(P) + dp(grad™ f1)).
En effet;

7i(p) = fom() +do(grad" f,) — e(p)(grad”™ f) o
= fi(foo)T(0) + (f2 0 p)dp(grad™ f1) + fidp(grad™ (f2 0 ¢))
—e() f1(grad™ f) o .

Soit {e1,...,em} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point
x € M telle que Vﬁfej = 0 au point x, pour tous i,j € {1,...,n}. Au point z,

71(0) = filfaoe Z Viendo(e:) + (f2 0 p)dp(grad™ f1)

+f1(fa0p) Z (@d@(@ﬂ(ﬁ)dgp(@))

~htre )Y (57

- T@h(dw(ei), do(e;))(grad” fo) o (p)_

La connezion de Levi-Civita de (N™,h) est :

1
—h(X,Y) grad™ f,.

1
X(f)Y + 7Y (f2)X BT

VY = VY + — o7
2

f

On obtient alors :
71(0) = filfaoe Z Viendo(e:) + (f2 0 p)dp(grad™ f1)

f1(f2 © 90) ( ) (fz © w)dso(gradM fl)
= (fao@)(/iT(P) + dp(grad™ f1)).
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4. Soit fy : M — (0,00) une fonction de classe C*. Si f(z,y) = fi(z) pour tout (z,vy)
dans M x N, alors 7¢(p) = 74,(¢) = f17(p) + dp(grad™ f1) et ¢ est f-harmonique si
et seulement si ¢ est fi-harmonique.

5. Soit fo : N — (0,00) une fonction de classe C™. Si f(x,y) = fa(y) pour tout (x,y)
dans M x N, alors 7y(p) = (f200) 7(p) 0t @ = : (M™,g) — (N", h) et h = fy h.

6. Munissons les deuz variétés M et N des coordonnées locales (x*) et (y*) respectivement.
Une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) est f-harmonique si et seulement si :

G Of  0p® Of \Op® 1 .00~ 0’ s Of
¥ _J 4 _r _ = l]__ Yy L —
9 <8:ci * ox? Gya> fash

. . - D 0, 6=1,...n.
921 27 Bat oz P oy
En particulier, Uapplication identité (R™, <, >gm) — (R™, <, >gm) est f-harmonique
st et seulement si :
of 2—-maof

0:13i+ 2 oyt
ou f € C®(R™ x R™) une fonction positive (Ez. Soit F € C*®(R™) une fonction

positive, et soit f(zb, ..., xz™ yt . y™) = F(y' — %mel, Y™ = 2*mem))

1=1,....m,

Ezemple 2.1. Soit ¢ : (R*, <,>r) — (R, <,>g) une fonction C* et soit f(z,y) = e"¥
(z,y) € R%. ¢ est f-harmonique si et seulement si ¢” + p ¢’ + z(¢')? =0,

(par exemple. p(z) = 2).

2.1.2 Deuxiéme variation de la fonctionnelle f-énergie

Théoréme 2.3. Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application f-harmonique entre deux
variétés riemanniennes et D un domaine compact de M. Si {¢is} est une variation & deux
parameétres et & support dans D de lapplication o, alors :

82
Ef(pus: D ’ = [ h(J : : 2.7
iD= [ hes) 0 (2.7
i s o , L
ou v = £, et w= ¥, désignent les champs de vecteurs de variation et
Ot lt=s=0 0s lt=s=0
Jof(v) = —f,trace, RN (v, dp)dp — trace, V¥ f,V?v

+e() (V) grad™ f) o o — dp(grad™ v(f))
—v(f)T(@)+ < VPv,dp > (grad” f) o .

Démonstration. Soit {e1, ..., e,,} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un
point = € M telle que erj =0 au point x, pour tous i,j € {1,...,n}. Soit la fonction :

¢: M x (—€€) X (—€,6) — N

définie par ¢(z,t,s) = ¢ s(x), onnote par: E; = (e;,0,0) , % = (0, %,0) et 2 =1(0,0,4).
Alors :

02 1 T 92
ataSEf(SOt,s) = 5/1\4121 tDs [f(x,gpt,s(x))h(dgom(ei),dgot,s(ei)) Vg-
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10

5 [ el (e, dos(en)| = 5o (7 @0a(e))) Aldpuales), dioysen)

(2.8)
+ f(z, wt,s(m))-h(vgdwt,s(ei% dip,s(€:))-

d’ou

o1 el (dgated) dos(e))] = 5o 1, puale)) hldges(er), dpra(er)

0
+ 5/ @ 01 (@) 1V dipus(€0), dpr(e)

0
+ oo F @ s(@)) (V% dious(es), drs(ed)
+ (@05 (1)) RV VG dirs(e:), dipys(e:)
+ (@, 0s(2)- RV dprs(e:), V5 diprs(e)).

(2.9)
d’autre part :
8 a t,s a
9 fapuale) = ar(0. 222y — ap(0,d0(2)
= h((gradN f)oo, dﬁb(%))
S ea@) = h((gmad® 7)o 6,do(5).
%f(x,%,s(ﬂf)) = h(V‘Z@(gradN f)0¢7d¢(§))
+h((grad™ f) o ¢,V? dﬁb(g))
d’ou :
m 82 N N
12 N CENCINENES) s = (Ve grad™ f) 0 ,0)
+ el (amad™ ) o .%o )|
(2.10)
On a:
9,

= h((grad" f) o ¢, v)h (Vd’ dp(E;), dp(Ei))li=s=0

t=s5=0

= o h(V,d6( ), d6(E:)) eeco

— o(f) [eilhlw, dp(e:))) = hlw, 7())]
(2.11)

S, o @)) bV dira(er), dprs(e)

ot

33



Si wy désigne la 1-forme différentielle & support dans D, définie sur M par :
w1 (Y) = h(w,de(Y)), Y eI(TM).

alors :

0

af<x7 th,s(x))'h<v(%d30t,s(ei)v d@t,s(@')) ‘ = U(f) leM w1 — h(w7 U(f)7-<§0))

= A (0(f)wn) — h(w, dp(grad o(f)))

— h(w,v(f)7(¢)).
(2.12)

t=s=

)
Z %f(% Wt,s(x))-h<v%d90t7s(ei)> d‘ﬂt,s(@)) ‘ .= h((grad™ f) o @, w). < V¥v,dp >
i=1

= h( < V¥%v,dp > (grad” f) o @, w),

(2.13)
m “ 8
Z flz, 30t7s(33))-h(V(%V(%d@t,S(ei)’ dgptys(ei)> T Z fwh(V‘%V%idaﬁ(@), di(e;)) 0
pa i=1 o
= fh(RY (w,deg(e;))v, dp(e;))
i=1
m 0
+ Z f@h(vgiv%d¢(a)j dp(ei)) t=5=0

1

]

= =" Fh(RY (v, dig(e:))dple), w)

=1

+ZMsz¢) p(e)

t=s=0

— I (VY do( ). 7(2))
Js =
Si wy désigne la 1-forme différentielle & support dans D, définie sur M par :

0
V) = ¢ il Y )
(V) = WV do(g). deV)| Y er(r)

34



alors :

Zf z, prs(z <V¢ V¢ dgots(e,) d(pts(ez)ﬂ = — [ h(trace, RN (v, dp)dp, w)

t=s=0

. 0
+ fodiv™ ws = foh(V do( ), 7(9))
ds t t=s=0
= — [, h(trace, RN(U, dp)dp,w) + divM(f¢w2)

0
— (V' (), dp(grad £,))

— 1oV, o), 7(9))

t=s=0

t:s=0.

(2.15)
Finalement on obtient :

S (@, 00 (2)- DV dprs(en), Vi dipra(er)) = Fh(Vido(5), Vi do(£))|

~f, [ei(h(v;v,w)) — W(VEVE, w)],

m

Z f(l'a Spt,s(x))'h (v%dwt,s(ei)a v%dﬁpt,s(ei)>

i=1

= f, [divM wy — h(trace,(V¥)?, w)]

t=s=0

= diVM(fgow?)) - h(v:radM fo

— h(f, trace,(V¥)?v, w)
= div"(f,ws3) — h(trace, V¥ f, Vv, w).

v, W)

(2.16)
oll wy désigne la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :
(Ug(Y) = h(V;@'U, U)), Y e F(TM>
D’aprés les formules (2.9), (2.11), (2.12), (2.13), (2.15) et (2.16), on obtient (2.7). O

2.2 Les applications f-bi-harmoniques

Définition 2.2. Soient (M™,g) et (N", h) deux variétés riemanniennes, D un domaine
compact de M et f: M x N — (0,00) une fonction de classe C°.
La fonctionnelle f-bi-énergie d’une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) est définie par :

PasloiD) = 5 [ Il vy (2.17)

Définition 2.3. Une application ¢ : (M™,g) — (N",h) entre deux variétés Rieman-
niennes est dite f-bi-harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle f-bi-énergie
Es ¢(p; D) pour tout domaine compact D de M c¢’est-a-dire :

d
—F D
dt 2f(30ta )

{@t} étant une variation de classe C* de ¢ & support dans D.

=0 2.18
Lo , (2.18)
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2.2.1 Premiére variation de la fonctionnelle f-bi-énergie

Théoréme 2.4. Soit ¢ : (M™,g) — (N™,h) wune application C™ entre deuzr variétés
riemanniennes et soit {¢:} une variation de classe C*> de ¢ & support dans D. Alors :

d
GEsei D) == [ b maslo) vy
= D
d
ot v = % désigne le champ de vecteurs de variation de {¢i} et 175 ¢(p) est le champ
t=0

f-bitension de ¢ défini par :

To.f(p) = —f,trace, RN(Tf(go), dy)dy — trace, V? f, V91 (p)
+e() (V2 () grad™ f) o o — dp(grad™ 7;(¢)(f))
—7r(@)(N)T(0)+ < VE7s(0), dip > (grad™ f) o o,

ou :

RN (14(¢), dep(e;))dip(e;)

NE

trace, RN (1), dp)dp =
1

~.
l

trace, V¥ f,V?1(p) =

NE

(VE£VETH(0) = £V, 71(9))

1

<.
I

< V7s(p),dp > = h(VETs(p), dp(e:)).

M

=1

relativement & une base orthonormée {eq, ..., e} sur M.

Démonstration.  Soient D un domaine compact de M, {¢;} une variation de classe C* de
¢ a support dans D et v € I'(¢ 'TN) le champ de vecteurs de variation.
Soit ¢ : M x (—e,€) —> N définie par ¢(z,t) = pi(z), alors :

d

GEsesD) = [ WV, (o). (o0, 2.19)
dt D (0’ at)

Soit {ey, ..., e, } une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point z € M
telle que Vﬁfej =0 au point z, pour tous %,j € {1,...,n}. Au point x, on a :

¢ _ ¢ é RN i N
V(O%)Tf(@t) - Z V(Q%)v(ei,O)ﬁPtd@t(el) V(O%)e(got)(grad f) O Pt (220)

i=1

Le premier terme du coté droit de I’égalité (2.20) est :

m m a
Z Vfo%)v(éi,mfwtdsot(ei) = Z RN(dgb(a), dp(e:,0)) forde(e;)
i=1 i=1
+ZV((bei,O)V((f)07%)ftptd§0t(ei)- (221)
i=1
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Ona:

2;h(vzli,mgt)f%dsot(ei),wt)) = Y _alh(Vy, o Fader(e). 74(1)
1= =1
=2 (VG o fadpe), Vi, o 7r(1))
i=1

m

= Y alh(VY p Fadpe. 7o)

i=1

—Z &et pa )V, o7r(er)

_ Z f%h(V@)dgot(ei,O),V‘(ﬁeho)Tf(got)). (2.22)
Soit wy la 1-forme différentielle a support dans D définie sur M par :

1Y) = h(V], o fuden¥) myl)| . Y e DT,

D’aprés (2.22), on a :

m

> h(VE Vi o ferdorlen 0. 7s(@)| = div = h((grad f) o p,v). < do, V¥75(0) >
i=1
= LTy gy o). Tl 229
> 1T gy 100 Ty = DT 000, 50 STt
= Zei(h(v,fwvf;f(np)))
i=1
— i h(v, VE [,V (0)). (2.24)
i=1
Soit wy la 1-forme différentielle a support dans D définie sur M par :
we (YY) = h(v, f,ViTs(0)), Y e (TM).
L’équation (2.24) s’écrit :
i fcph(V?O’%)dgot(ei, 0), V?@ivo)Tf(got))) = divM wy — h(v, trace, V¥ f,V?71;()). (2.25)
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D’aprés les formules (2.21), (2.23) et (2.25), on a :

t=0

Z h(vﬁ)()’%)v((b%o)fcptdgot(ei)7 74 (¢1)) = h(f, trace, RN(Tf(90)7 dp)dep,v)
=1

+ divM wy; — h(< dy, Ve1i(p) > (grad™ f) o ¢, v)

— divM wy + h(trace, V¢ f,V?71(p), v).

Le deuxiéme terme du coté droit de I’égalité (2.20) est donné par :

Oe
Ve o elonead” 1) o o= PN (grad o oyt e VY, (srad® f) o

On a:

De(py 1<~ 0
eg;” = 32 g hds(es0).do(en0)|
=1
_ Zh(V‘(bO%)ddei,0),dq§(ei,0))‘t:0
=1
m )
= D HVE, 0 d00. 5. doles,0)|
=1

(=1

) cilh(v,deled))) — h(v, 7(p))

= divM w3 — h(v, 7()),
ol ws est une 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :
w3(Y) = h(v,de(Y)) Y e T(TM)
D’aprés les formules (2.27) et (2.28), on a

WV, aele)(gad fogumi(e))| = m(@)(f) div ws = 75(0)(f) hv.7(0))

+e(p)h(V5 grad™ f o1, 75(¢1))

t=0

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

= div"(7;(0)(f) ws) — h(v, dp(grad™ 74(¢)(f)))
—71(0)())h(v, 7(0)) + e(P)h(V7) ) grad”™ f,v)

D’aprés les formules (2.19), (2.20), (2.26), (2.29) et Théoréme de Stokes, on obtient :

d
GEteiD)| = [ (g trace, BV(ry(0). a1 o)
t=0 D

—h(< dip, V¥74() > (grad™ f) o p,v)
+h(trace, VZ [, V971 (¢),v)
+h(v, dp(grad™ 71(0)(f)))

+75 (@) (f)h(v, 7())

_e(go)h(Vin(w) grad™ f, v)}vg.
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Par conséquant nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.5. Soit f: M x N — (0,00) wune fonction de classe C*. Une application
lisse p : (M™,g) — (N™ h) entre deuz variétés riemanniennes est f-bi-harmonique si et
seulement st :

To,r(¢) = —f,trace, RN (74(¢), dp)dp — trace, Ve V9T (0)
+e(p) (VY () grad™ f) o o — dp(grad™ () (f))
—71(2)()T(0)+ < V*75(p), dp > (grad™ f) o o = 0. (2-30)

Remarques 2.2.

1. L’équation (2.50) est dite équation d’Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle f-bi-
énergie.

2. toute application f-harmonique est f-bi-harmonique.
3.8 f=1 sur M alors 7o4(p) =7a(p) (champ bi-tension de ¢).

4. Soit f1 : M — (0,00) une fonction de classe C*. Si  f(x,y) = fi(z) pour tout
(x,y) € M x N, alors p : (M™,g) — (N",h) est f-bi-harmonique si et seulement
st elle est fi-bi-harmonique et on a :

T.5(0) = 7,5, (@) = — fi tracey RY (74, (), dp)dyp — trace, V¥ f1 V97 ().

2.3 Morphismes f-harmoniques

Soient (M™, g) une variété riemannienne, f : (z,t) € M x R — f(x,t) € (0,00) une
fonction de classe C* et U un ouvert de M.

Définition 2.4. Une fonction uw:U — R est dite f-harmonique si :
Ajc”u = fu. AMu + du(grad™ f,) — e(u) (f'), = 0, (2.31)

ot f, : M — (0,400) est une fonction de classe C*, définie par :

fulz) = f(z,u(x)), xe€l, (2.32)
(f)u: M — (0,400) est une fonction de classe C*, définie par :
0
(Fula) = e uta)), zev (2.33)

Définition 2.5. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe C™ entre deux
variétés riemanniennes. L application ¢ est un morphisme f-harmonique si, pour toute fonc-
tion harmonique v : V. — R sur un ouvert V.C N tel que o (V) soit non vide, alors la
composée v o est f-harmonique sur ¢~ 1(V).

Théoréme 2.6. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C*> entre deux
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. ¢ est un morphisme f-harmonique ;

2. p est semi-conforme vérifiant le systeme d’équations :
« (o3 1 [e70%
fooa T(0)* + g(grad™ fa, grad™ o) — §A2(f’)<pa(h op)=0, a=1,..,n (2.34)

relativement a toute carte locale (y*) de N.

3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V. de N tel que o' (V') soit non vide,
A‘?J('U o 80) - fvogp )\2 (ANU) o QO,
ot A est une fonction positive sur M.

Démonstration. Supposons que ¢ : (M™, g) — (N", h) est un morphisme f-harmonique.
Munissons les deux variétés différentiables M et N des coordonnées locales (z°) et (y*) respec-
tivement, autour des point g € M et yo = ¢(x¢) et supposons que (y*) sont des coordonnées
normales en yy. D’aprés le lemme 1.1 il existe une fonction harmonique v telle que :

dv 0%
Dy (o) =0, W(yo) =cag, a,B=1,..,n (2.35)

AVEC Cap = Cga, P ny Caa = 0. La fonction v o ¢ est f-harmonique dans un voisinage de .
Au point xg, on a :

Ov 0%

=0, —— = CaB, 2.36
Dy (%) " GyedyP (%0) = cap ( )
pour tout «, 5 =1, ..., n,
0 = Ay(v o) (2.37)
= Juoop AM(v0 @) + dv(dp(grad™ fua,)) — e(v 0 @) (f )uoy
dv(dp(grad™ f,.,)) =0, (2.38)
e(voyp)=0. (2.39)
D’aprés (2.37), (2.38) et (2.39) on a :
0 = AM(voy)
= dv(7(p)) + trace, Vdu(dy, dyp)
= trace, Vdu(dy, dyp). (2.40)
Comme au point zy :
Vdv = ﬂdaéédﬁ—z:c dy* ® dy° (2.41)
a,f a,B
Alors d’aprés (2.36), (2.40) et (2.41), on obtient :
0 = Zg(gradM ¢, grad™ ©?)cas
a,s
= Zg(gradM ¢, grad™ ©*)can + Zg(gradM @, grad™ ©?)cqs. (2.42)
a aF#f
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On a :
0=">g(grad” o', grad" ¢')caq. (2.43)

D’aprés (2.42) et (2.43), on obtient :

0 = Z [g(gradM ¢, grad™ o) — g(grad™ ¢!, grad gpl)] Con
+ Z g(grad™ ¢, grad™ ©”)c,p. (2.44)
a#p
Soit agp # 1 et soit :
1, sia=p=1;
-1, sia=p=ag;

“f=Y 0, sia=8%#1a0;
0, sia#p.
Alors d’apreés (2.44), on a :
g(grad™ @ grad™ ) = g(grad™ ', grad™ ). (2.45)
On obtient alors :
g(grad™ o, grad™ o) = g(grad™ ¢', grad™ '), (2.46)

pour tout = 1, ..., n. Soit ay # [y et soit :

1, sia=aqapet 5= 0;
Cap = 0, sia#agoufB#pf;

0, sia=Pg.
Alors d’apreés (2.44), on a :
g(grad™ o™, grad™ ™) = 0. (2.47)
Alinsi,
g(grad™ ¢, grad" ) = 0, (2.48)

pour tout « # f=1,....n.

Il suit de (2.47) et (2.48) que ¢ est semi conforme,
glarad o° grad™ o) = X255, (2.49)

pour tout o, 5 =1, ..., n.

Pour chaque fonction de classe C2, v : V — R définie sur un sous-ensemble ouvert V de
N,
A (wop) = fuop AM(vo @)+ du(dp(grad™ fue,)) (2.50)
—e(v o @)(f oy
= foopdv(T()) + fuo, trace, Vdu(dy, dp)
+dv(dp(grad™ fuop)) — (v 0 0)(f)uog.
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Comme, ¢ est semi-conforme, on obtient :

A (o) = fropdv(T(9)) + fuopA’(ANv) 0 (2.51)
o dplgrad fun,)) — (00 @) (oo

Par un choix spécial de la fonction harmonique v on conclut que la condition morphisme
f-harmonique implique :

Fuopdv(7(9)) + dv(dp(grad™ fue,)) — e(v 0 @)(f)uop = 0,

c¢’est-a-dire, relativement aux coordonnées locales (y*) sur N ,on a:

1
foo T(0)* + g(grad™ foe, grad™ p*) — §A2(f’)w(hw o) =0,

pour tout « = 1,...,n. Ainsi, on obtient 'implication (1) = (2). De la formule (2.51) on
déduit (2) = (3). Enfin 'implication (3) = (1) est triviale. O

Ezemple 2.2. L’application identité Id : (R™, <, >gm) — (R™, <, >gm) est un morphisme
f-harmonique si et seulement si, on a :

of N 1of
oxt 20t
pour tout i = 1,...,m, o f € C®°(R™ x R) est une fonction positive. Soit F' € C*°(R™) une

fonction positive, parmis les solutions du systéme d’équations (2.52), on trouve les fonctions
du type f(z!,...,2™ t) = F(t — %:L‘l, et — %xm)

e Si f(x,t) =1 pour tout (x,t) € M x R, la condition (2.34) est équivalent a 7(p) = 0,
c’est-a-dire ¢ est harmonique et on a le corollaire suivant :

0, (2.52)

Corollaire 2.1. [3] Une application ¢ : (M™,g) — (N, h) est un morphism harmonique
st et seulement si @ : M — N est harmonique et semi conforme.

e Si f(z,t) = fi(x) pour tout (z,t) € M x R, ou f; € C°°(M) est une fonction positive,
la condition (2.34) équivalent a f, 7(¢) + dp(grad™ f1) = 0 c’est-a-dire ¢ est fi-harmonique,
on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.2. [38] Une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) est un morphisme fi-
harmonique si et seulement si ¢ : M — N est fi-harmonique et semi conforme, avec
f1 € C(M) est une fonction positive.

Corollaire 2.3. Soient f: M x R — (0,+00) une fonction positive,

w: (M™ g) — (N, h) un morphisme f-harmonique de dilatation A\

et ¢:(N" h) — (P,k) un morphisme harmonique de dilatation \s. Alors la composition
op: M — P est un morphisme f-harmonique de dilatation Ai(Ag 0 ¢).

Démonstration. Soient V' un ouvert de N et v:V — R de classe C*° (resp U un ouvert
de Pet u:U — R de classe C*), on a

A}VI(U 0 ) = frop A} (ANv) o o,
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resp

AN (uop) = A2 (APu) o),
d’ot :
Ay(u 0P oY) = fuopopAi (AN (uorh)) o
= fuowocp)\% <)\2 o gO)Q(APu) oo .
]

Corollaire 2.4. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C.
Si f(x,t) = fi(x) fo(t) pour tout (x,t) € M xR, ou fi € C®(M) et fo € C®(R) deux
fonctions positives. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. © est un morphisme f-harmonique

2. ¢ est semi conforme de dilatation \ verifiant :
(o3 « 1 (e% ax
(209" 7 (0)" + SN fi(f309M) (0 9) =0, a=1,..n. (2.53)

relativement aux coordonnées locales (y) sur N.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 2.6, I'application ¢ : (M, g) — (N, h) est un mor-
phisme f-harmonique si et seulement si ¢ : (M, g) — (N, h) est semi conforme de dilatation
A satisfaisant la condition

(6% (8% 1 (6707
for ()" + glgrad™ foe, grad™ o) — SA(f)pe (% 0 0) = 0,
pour tout « = 1, ..., n, relativement aux coordonnées locales (y*) sur N, c’est-a-dire.

fi(f2090*) T(0)* + frg(grad™ (f2 0 ¢*), grad™ %) (2.54)
+(f2 0 ¢")g(grad™ fi, grad™ o) — %Vfl(fé 0 ) (h* 0 @) =0,

parce que foo = fi1(f20¢%).

Soit 74,(¢) = fi 7(¢) + dp(grad™ f;) le champ fi-tension de ¢, on a :

7, (0)* = fit(0)* + glgrad™ fi, grad™ ). (2.55)
D’aprés (2.49) et (2.50), on obtient :
(f20 ") 71, (9)* + frg(grad™ (fo 0 ), grad™ %) (2.56)

1
— NV h(f o) (h 0 p) =0,
le deuxiéme terme du coté gauche de (2.56) est :

frg(grad™ (f2 0 %), grad™ ©*) = fi(f} o ¢*)g(grad™ ¢*, grad™ o)
= Nfi(f509*)(h* o).
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Proposition 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne. Une application de classe C™,
g (M, g) — (R, <, >rn), @+ (¢'(2), ..., 9" (2))

est un morphisme f-harmonique si et seulement si ses composantes ©® sont f-harmonique
dont les gradients sont orthogonaux et de méme norme en chaque point.

Démonstration. La condition (2.34) du théoréme 2.6 se réduit a :
foo AM i + g(grad™ fa, grad™ ©®) — e(9™)(f)po = 0,
pour tout a =1,...,n, on déduit que les fonctions ¢ sont f-harmoniques. O

Proposition 2.2. Soient ¢ = (p' + ... + ") : (M,g) — (R", <,>gn) un morphisme
harmonique et f, = e~ 2" T-+¢") g f(x,t) = fi(x) €™, pour tout (z,t) € M xR et c € Ry,
alors ¢ est un morphisme f-harmonique.

Démonstration. L’application ¢ : (M, g) — (R™, <, >gn) est un morphisme harmonique si
et seulement si elle est harmonique et semi conforme de dilatation A. Soit f; = e~ 2(¢'+-F¢"),
d’otu :

71 ()" = fim(p)* + g(grad™ fi, grad o) = g(grad" fy, grad™ ),
On a:

grad” f; = —%e_é(wl’L"*‘Pn)(gradM o'+ ...+ grad™ ")
= —%fl (grad™ ' + ... + grad™ ™).
Alinsi,
71 ()" = _%fl <g(gradM ! grad™ o) + .. + g(grad™ ", grad" 90‘“)> :

Comme ¢ est semi-conforme de dilatation A\, on obtient :

1 1
T ()" = =N i<, >mn) 0 o = =M fr. (2.57)

Soit f(z,t) = fi(z)e*e pour tout (z,t) € M X R, o ¢ € Ry, la condition (2.53) est
équivalente a (2.57),
finalement, d’aprés corollaire 2.4 'application ¢ est un morphisme f-harmonique. [

Ezemple 2.3. Soient (M, g) une variété riemannienne, v : M — (0, c0) une fonction de classe
C™> et M x.» R" la variété produit munie de la métrique G, = g +~? <, >gn. La projection
normale :

Tyt (M x2R",G,) — (R", <, >gn),

est un morphisme harmonique ([3]). Selon la proposition 2.2 la projection normale 7 est un
morphisme f-harmonique avec :

f(xa Y1y -5 Yn, t) = e—%(yl-i-...-i-y")-i-t—‘rc’ c € R+

pour tout (z,y1,...,Yn,t) € M x R* x R.
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Ezemple 2.4. Soit H™ = (R™ ! x R%, :%2 <, >gm). La projection :
o H™ — (R™ < >pm1), (21, ooy Tt T) — @ (21, .oy Ty,

ou a € R\{0} est un morphisme harmonique ([26]). Selon la proposition 2.2 la projection m;
est un morphisme f-harmonique avec :

f(xla vy Tp—1, Ty t) = 6_§(z1+...+$m_1)+t+c7 ce R-l—

pour tout (1, ..., Ty_1,Tm,t) € H™ X R.
Exemple 2.5.
1. Soit ¢ : (R*\{0}, <, >gz) — (R?\{0}, <, >ge) I'application définie par :

_ z Yy
1
Alors ¢ est un morphisme f-harmonique, semi-conforme de dilatation A(z,y) = m
avec : n
rTyY
yt) = F(2t _ )
f(@,y,t) P
ot F': R — (0,00) est une fonction de classe C*°. En effet , on a :
1 __Z 2 _ Y _ ( -y )
- -7 Sl
oY) =— ¥ (@,9) = — et for(z,y) R
y—z R? 1 R2 2
) = F( ) AR Ol — AR 2
wa(‘r y) -’E2+y2 80 90
2 _ g2 21y 2 22y z? — 9?
dRQ 1 — ( Yy x . ) dR 2 — (_ )
grad ¢ (22 + 422" (22 +42)2)" grad ¢ (22 + 2)?" (22 + 2)?

x—y)( 2?2 —y? — 2zy x2—y2+2xy)
22 + 2 @2+ 922 (2 +2)2

Yy—x ) (x2—y2—2:13y xQ—y2+2xy>

grad® o =F (

grad® fo2=F (

x? + yQ ([EQ + y2)2 ) (CC'Q + y2)2
Fl( g7y2> Fl( gixQ)
R? 1 R2 . T2ty R2 9 R2 o 24y
< grad™ ¢, grad fwl >R2= W, < grad”™ ¢, grad fgoz >R2= m
1 T —y y—x
1 2 / / / !
6((20 ) e(gp ) 2(1’2 +y2)2 (f )901 22 +y2 (f )WQ 72 +y2

D’aprés (2.3) les fonctions ¢! et p? sont f-harmonique et d’aprés la proposition 2.1
I’application ¢ est un morphisme f-harmonique.
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2. De la méme facon, on démontre que si ¢ est une application définie par :

P (RI\{0}, <, >ps) — (R*\{0}, <, >ps)
(2,9,2) = (55—

Y VA
x2+y2+z2’x2+y2+22’x2+y2+22)

alors :
1

est semi conforme de dilatation \(x,y,2) = ————.
,QZ) < Yy ) 1,2 _|_ y2 + 22

1 est un morphisme f-harmonique , avec :

F<2t— Tty+=z )

x2+y2+z2
x? + y? + 22

f(x7y’z7t> -

ou, F:R — (0,00) est une fonction de classe C*°.
Ezemple 2.6. Soientt M = R*% X R? et ¢ : (M, <,>ps) — (R?, <, >g2) définie par :

o(r,y,2) = (Va2 + 32, 2).

Alors ¢ est une application semi-conforme de dilatation A = 1 et un morphisme f-harmonique

avec :
F<2t—z— \/ 2 +y2>

?77t: Y
f(x,y,2,1) .

o, F': R — (0,00) est une fonction de classe C*°. En effet, on a :
Pz, 2) = Va2 +y?, P(ny,2) =2

F<\/:I;2+y2—z) F(z— /562—1-3/2)

ﬁpl(.T,y,Z): T ) f<p2($7y7z): T
1
AMQDIZ 7 AM(P2:0
2+ y?
M 1 _ x Y M, 2
grad 90 - ) aO ) grad SO _(Oa()?l)
V2 +y? a2 +y?

n ( 22+ 12 F — 2% F' yF’ F’)
ra 1= — , ,—— .
g ® 22 /xQ—I—yz /22 + 2 T
IdF:F(vx?er?—z) et F’zF’(x/:cQ%—yQ—z).

grade B (_ /x2+y2F_|_x2F/ B yF/ 5/)

‘ N Y

Btici F = F(z— /@ 7) et F' = F/(z = \/a" 7 7).
(22 +y2)F’<\/m—z> — \/x2+y2F<\/x2 +y? - z)

r(z? +y?)

< grad™ !, grad¥ for >ps=
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F’(z—\/m>

< grad™ ©?, grad™ fp2 >ps=

o) ) = % o 2F’<\/x2x—|— V2 — z) e 2R (z - Zﬁ + y2> |

Remarque 2.1. La proposition 2.2 est vraie pour une application ¢ : (M, g) — (N, h), ou
N est un sous-ensemble ouvert de R™ et A est une métrique conforme sur R"™ c’est-a-dire.
h=e"" <, >gn , 7€ C®N).

2.4 Tenseur f-énergie impulsion

Soient (M™, g), (N™, h) deux variétés riemanniennes, f : M x N — (0, c0) une fonction C*°.

Théoréme 2.7. Soient p : (M™, g) — (N, h) une application de classe C*, D un domaine
compact de M et {g:} une variation de classe C* de g, alors :

d
dt

1

GEeD)|_ =5 [ <Si0)89> v,

ou (, ) est la métrique riemannienne induite sur T*M @ T*M ,

Sp(p) = foelp) g — fo ©"h, (2.58)
e(p) = 3ldol? est la densité d’énergie de ¢ et *h le pull-back de la métrique h.

Démonstration. on a :

d
thf( /fso ‘dSD‘ Vg + /fso‘d@‘ 0(Vg,)-

Comme :

1 do|? 1, .,
5(Ugt) = §<ga(sg>vg7 6(%) = _§<90 h759>7 (259)

on obtient :

d
thf 907 70 /fso *h 5g> Ug /f@|dg0| ( <g7ég>vg)

Remarque 2.2.

1. En particulier, si f = 1, on retrouve le tenseur énergie impulsion de ¢ défini dans |3|
Si(p) = S(p) = elp) g — ¢"h.

2. Soit f1 : M — (0, 00) une fonction de classe C*°,
si f(z,y) = fi(z) pour tout (z,y) € M x N, on retrouve le tenseur énergie impulsion
de ¢ défini dans [39]
St(p) = Sp(p) = fre(w) g — fig™h.
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Proposition 2.3. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* entre deuz
variétés riemanniennes. Alors :

div? Sp(@) = —h(rs(), dp) + e(9) (df,, — h((grad™ [f) o ¢, dp)).

Démonstration. Relativement a une base orthonormeée (eq,...,e,) au point x € M, on a :

Sy(9)c0 ) = 310 D HARes) Aol = S, dote).
De sorte que : 7
(div" Sp(@))(e;) = iei St(p)(eire;))
= 3 g e
+é§§m@mww%xwww»%

=Y elf (e o)
=3 Feelhldolen:di))

= e(p)df,(e;) + Z Jh(VE doler), dpler))

_h(dp(grad™ £,), dig(e;))
L), doley))

=3 fohldp(e:), VEdip(es)).

=1

En vertu de la symétrie de la deuxiéme forme fondamental, on obtient :

(div™ Sp(0)(e;) = elp)df,(e;) — h(dp(grad™ f,), dp(e;))
—foh(T(p),dp(e;)).

Soit 74(p) = f,7(p) + dp(grad™ f,) — e(p)(grad™ f) o ¢ le champ de f-tension de ¢, alors
on a :

(div™ Sp(p))(e;) = el@)df,(e;) — h(t(), dp(e;))
—e(p)h((grad™ f) o o, dp(e;)).
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Remarque 2.3.

1. En particulier , si f = 1. Soit ¢ : (M,g) — (IN,h) une application de classe C*
entre deux variétés riemanniennes. Alors ([3]) :

div™ Sp(p) = div? S(p) = —h(7(p),dp).

2. Soit f1 : M — (0,00) une fonction de classe C* si f(z,y) = fi(x) pour tout
(x,y) € M x N. Soit ¢: (M,g) — (N,h) une application de classe C* entre deux
variétés riemanniennes. Alors ([39]) :

div" Sp(p) = divM Sy (@) = —h(7s, (), dp) + e(p)df:.

2.5 Tenseur f-bi-énergie impulsion

Soient (M,g) , (N,h) deux variétés riemanniennes, f € C°(M x N) une fonction
positive.

Théoréme 2.8. Soient ¢ : (M™ g) — (N™ h) wune application de classe C*, D un
domaine compact de M et {g:} wune variation de classe C* de g, alors :

d

1
—FEs s(p; D

= _/ < SQ((,O),(;Q > Vg,
D

t=0 2

ot So(p) € (T*M ©T*M) est le tenseur f-bi-énergie impulsion donné par :

S2.1()(X)Y) = —lle( W9(X,Y) = f, < dp, Vo75(¢) > g(X,Y)

) >
+foh(dp(X), Vi1 () + foh(dp(Y), VETs ()
—7r()(f) (e(p)g(X,Y) = h(dp(X), dp(Y))).

m

< dp,V?1(p) >= Z h(de(e;), VET(9)) , {e1,....em} étant une base orthonormée sur M.

i=1
Pour la preuve du Théoréme 2.8, on démontre d’abord les lemmes suivants :

Lemme 2.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C>. Si {g:} est une

variation C* de g. Alors le champ de vecteurs & = (divM((Sg))ti - %gradM (tracey(dg))
satisfait :

S (@)?) = —2f, < M(Vdp,7(p)), 09 > —2f,h(de(€), T4(¢))
=2 < df, © h(dp,7s(¢)), 09 > +7:(p)(f) < ¢"h,d9 > .

Démonstration. Relativement aux coordonnées locales (z°) sur M et (y*) sur N respecti-
vement, on a :

3(Im()1*) = 6 (74 ()71 (9) hag) = 20(74(2)*) () hs.
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5(m()*) = 6(for(0)* + 6% = 1) = [, 0(7(9)*) + 6(8%) — 6(n®), (2.60)
ou :
()" = g7 (92 +" Tooeter =M Thet),

0% = g" (f.)ief, 0™ = e(p)h™ f,.
D’aprés ([34]) on a :

6(m(0)*) = —g"g"6(gw) (V)55 — E¢p,

Le premier terme du coté droit de (2.60) est donné par :

Fo 0(1(0)*) = — [0 9" 0(9a) (V)T — fo€" k.

Le deuxiéme terme du coté droit de (2.60) est donné par :
0(0%) = 3(g7)(f,)i5
D’aprés (2.59) le troisiéme terme du coté droit de la formule (2.60) se réduit a :
(o3 « 1 * (63
—0(1%) = —o(e(@)) K™ fu = 5 < ¢*h,0g > h™f,,.

Finalement, on obtient :

5(e(0)) = —fo9"9"0(gas) (V)3 — fo€ o
+0(97)(fo)igl + 5 <¢"h,0g > D[,
S(Imr()F) = —2£,9"9"0(9a) (V)31 (0) hag — 2f o€ 0371 (0) P

+20(9") (fo)i05 75 (0) hagt < ©*h, 69 > h*" f71(0)  hap
= _2f§0 < h<Vd307 Tf(QD)), 59 > _2f90h(d90<5>7 Tf((p))
=2 < df, © h(dp,74(p)), 69 > +74(0)(f) < ", b9 > .

O

Lemme 2.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C>®. Si {g:} est une
variation de classe C™ de g et € est le champ de vecteurs défini par
€= (divM(ch))ti — Lgrad™ (trace,(dg)), alors

/M Foh(d(€). 74(9))v, = /M (— sym (V f h(dg, 74(¢)))

+% div" (f h(dp, 74(¢))F) g, 9) vg.
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Démonstration. Soit w = f, h(dy,T¢(p)), d’apres la définition de &, on a :

[ty = [ ol @)y)e,— 5 [ wlzmadtrace,G9)u,

le premier terme du coté droit de (2.61) est :

/M w((divM((Sg))u)vg =

(ici g* désigne la métrique induite sur 7*M).
D’autre part , si 0 € T(®@?*T*M) et C(w,0) = w'o;;dz?, on a :
g (w,div" o) = div(C(w, 0)*) — (sym(Vw), o).

En prenant o = dg, on obtient :

| l@iva)ye, = [ (m(ve).do)
M M
SiAe C>®(M), ona:
w(grad™ \) = g*(w, d\).
Pour A = trace(dg), le deuxiéme terme du coté droit de (2.61) s’écrit :

1

_%@w(grad(trace(ég)))vg = —§/Mg*(w,d(trace(59)))vg

1

= ——/Mg(wﬁ,gradM(trace(‘;g)))Ug

2

N — N~

/M(div(wﬁ)g, dg)v,

Démonstration du Théoréme 2.8.
D’aprés (2.59) et le lemme 2.1, on a :

d 1
—o = §/M o(|7s(e Ug /’Tf ‘5vgt

—Fs ¢(p
dt Qf()
1

2

—2 < df, © h(dp,74(p)), 69 > +71(0)(f) < ¢*h, 89 > )v,

1 1
43 [ <3lrPg.sg> v,
2 )y 2

ol

/ trace(dg) div(w*)v,
M

_ ! /M (= 2f, < h(Vdp,71(¢)), 89 > ~2f,h(dp(&), 74(¢))

(2.61)

(2.62)

(2.63)



et d’aprés le lemme 2.2, nous obtenons :

d 1

GBI, = 5 | (=20 < h(Vdp.1s(0)), 59 > +(2sym (Vohld,7y(4)
= M
—div (foh(de, 74(¢))F)g,69) — 2 < df, © h(dp, 74()), 69 >
() < hde > o+ [ < Slre)Po.bo >,
Alinsi,

Sop(p) = —=2fh(Vdp,7i(9)) + 2sym (V f,h(de, 74 (¢)))
—div (f h(de, 74(0))F) g — 2df , © h(de, T4())

Db+ (o)

Pour tout X,Y e I'(TM), on a:
2sym (Vf h(dp, 7¢(¢))) (X.Y) = 2fh (Vdso( V), 75(0))

—2df, © h(dp, 75 (9))(X,Y) = =X(fo)h(dp(Y), 7(¢))

Relativement & une base orthonormée (ey, ..., €,,) au point x € M, on a :

ci(g(foh(de, ()}, i)

1

NE
»?“

div (foh(de, 7r(9))F) =

.
Il

ez(fso (d(p(ei)7 Tf(@)))

I
Ms

1

.
I

ei(fo)h(do(e;), 7y +§jm (VZdo(e:), (1))

I
Ms

||M .

—_

%

+ fwh(dw(ei), VeTi(e)

= h(dp(grad™ f,), 74(¢)) + foh(T(@), T4 ()
+fp < dp,V¥1s(p) >

Soit 77(¢) = fo7(¢) + dp(grad™ f,) — e(p)(grad” f) o ¢ le champ de f-tension de ¢, alors :
div (foh(dp, mr())F) = |1s(0)]* + () (0)(f) + fo < dp, VT5(p) >
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Remarque 2.4.

1. Si f =1. Alors le tenseur f-bi-énergie impulsion d’une application ¢ : (M, g) — (N, h)
entre deux variétés riemanniennes est donné par :

S E)XY) = SE)X.Y)
= I @IPg(X.Y)~ < dp, V¥T(g) > g(X,V)
Fh(d(X), VE7(0) + hldo(¥), V().

(on retrouve le résultat obtenu dans le chapitre 1)

2. Soit f1 : M — (0, 00) une fonction positive si f(x,y) = fi(x) pour tout (x,y) € M xN.
Alors le tenseur f-bi-énergie impulsion d’une application ¢ : (M, g) — (N, h) est :

S21(@)X,Y) = Shp(p)(X,Y)
= L IR@PaX.Y) ~ i < dp, Vors (p) > g(X.Y)
+fih(de(X), ViTr () + fillde(Y), V5T ().
(on retrouve le résultat obtenu dans [39])

Théoréme 2.9. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C™ entre deux variétés
riemanniennes, alors :

div Sy 5(p) = —h(ras(p),dp)— < V¥74(p),dp > (df, — h((grad™ f) o ¢, dp)).

Démonstration. Ecrivons So;(¢) = Ty +To + T3 ou T1,T3, T3 € T(O*T*M) sont définis
par :

T1<X7Y) = __|7—f(90)|2g( )_fw <d90’v807_f(90) >9(X7Y)a
L(X)Y) = [foh(de(X), ViT(9)) + foh(de(Y), ViTs(9),
T3(X,Y) = —Tf( () (elp)g(X,Y) = h(dp(X),dp(Y))).

Relativement & une base orthonormale (e, ..., e,,) au point z € M, on a :

m

(div T})(e;) = Zei(ﬂ(ei,ej))
- Zez( - %VTf(SD)\zfsij — fo < dp,V¥14(p) > 65)

= —h(V‘pr( ), 75 ()) — €i(f,) < dp, VITr(p) >
—foei(< do, VeTi(p) >)
= BV (0)) o) < . Tory(0) >

_Zf‘P V@dgp( VT (g wa (dp(e;), ijVZTf(w)),
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(le T2) (€j) =

ei(Ta(ei, €5))

Ms

1

.
Il

Ms

ei(foh(dp(en), VETH(9)) + foh(dp(e;), VETH(9)))

1

.
I

ei(fo)h(dip(e:), VET;(9)) + Y foh(VEdip(er), VET5(9))

=1 =1

+ Z foh(dep(ei), VEVE T () + ei(f)h(de(e;), VETH(0))

=1

+ 3 [oh(VEdp(e;), VETs (o) +Zf¢ (de(e;), VEVET(9))

=1

h(dp(grad™ f,), VETs(¢)) + foh(r ( ) VETH$)

+ Z feh(dp(e:), VEVE () + h(dp(e)), trace, V¥ [,V 774 (0))
i=1

Ms

D Seh(VEde(e;). Vi ()
h(7s(¢), VETs () + hle(p)(erad™ f) o o, VE 74(0))

+ 3 fohl(dp(e:), VEVE 14(0)) + h(de(es), trace, V7 £, V974())

i=1

+ 3 fh(VEde(e)), VETs(9))

=1

h(rs(9), VET(0) + e(@)es(r(0) () — el@)h(VF,  grad™ f,dp(e;))

+ 3 fohldp(e:), VEVE 74(0)) + h(d(es), trace, V¥ £,V 974())

=1

+ Z fsoh(vfid@(ej)v vfﬂ}”(@))y

i=1
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= —e;(1r(p)(f))e(p) — 74 (0)(f)ej(e(e))

+>_ el (@) (FDhldelen), diole;)) + Do) (HR(VE dp(er), dple;)
+ Y (@) (Hhldele:), VE dole;))

= —ei(tr(@)(f))elw) — () (f)ej(e(w))
+h(dp(grad™ 76(9)(f)), de(e;)) + 7¢(@) (f)R(T(0), de(e;))

D7) (Nh(dg(er), VEdi(e)).

Remarque 2.5.
1. En particulier, si f = 1. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application C'*°. Alors :

div S p(p) = div S2(p) = —h(n(p), dp).

(on retrouve le résultat obtenu dans le chapitre 1, [34])

2. Soit f1 : M — (0, 00) une fonction positive, si f(z,y) = fi(z) pour tout (z,y) € M xN
et soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C'*, alors :

div Sy p(0) = div So 5, () = —h(map (), de)— < VP75, (¢), dp > dfy.

(on retrouve le résultat obtenu dans [39])
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Chapitre

Les sous variétés f-biharmoniques dans un
espace a courbure sectionnelle constante

Dans ce chapitre nous considérons en particulier les applications f-biharmonique telles que
f:(M,g) — (0,00) de classe C*.(voir [39]) Nous démontrons d’abord que toute application
f-biharmonique de f-bi-énergie fini, sur une variété Riemannienne compléte de volume infini, a
valeurs dans une variété rimannienne de courbure sectionnelle négative satisfaisant certaines
conditions est f-harmoniques ( Théoréme3.1). Puis nous présentons quelques propriétés des
sous variétés f-biharmoniques dans un espace a courbure sectionnelle constante, en particulier
dans la sphére S™ et nous donnons une caractérisation des courbes f-biharmoniques dans S3

3.1 Les applications f-harmoniques

Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes, D un domaine compact de M et
f: M — (0,00) une fonction de classe C™ strictement positive.

On appelle f-énergie d’une application ¢ : M™ — N de classe C'"™ sur D, la fonctionnelle
E; définie par :

Bl D) =5 [ 1ia)ldel v, (31)

Définition 3.1. Une application ¢ : (M™,g) — (N", h) de classe C* est dite f-harmonique
si elle est point critique de la fonctionnelle f-énergie E;(p; D) pour tout domaine compact
D C M, c’est-a-dire :
d
L Ei (oD ) —0, 3.2
SE(piD)| (32)

ot {¢¢} est une variation de ¢ a support dans D.

Définition 3.2. [38] Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application de classe C™ entre deuz
variétés Riemanniennes et f € C(M) une fonction positive.Le champ f-tension de ¢ est
donné par :

74(p) = traceV fdp = fr(¢) + dp(grad™(f)) (3.3)

@ est dite f-harmonique si et seulement si 7¢(p) =0
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Remarques 3.1.
1. Si f =1, on retrouve la définition du champ de tension associé a ¢, Tr() = T(p).

2. Une application harmonique ¢ : (M™,g) — (N™, h) est f-harmonique si et seulement
si grad™ f € Ker dep.

3. Localement on a :

0% D™ 08 07 of 0pY\ 0O

= g¥ T N — 2 Mpk i P

(%) g (f Oxt o ozt oz ¥ oxk Y Qxt O ) Y7 °
Ezemple 3.1. Soit ¢ : (R, <,>r) — (R, <,>g) une fonction de classe C*. Si f(z) = e”

pour tout x € R, alors ¢ est f-harmonique si et seulement si ¢ est solution de 1’équation
differentielle :

fSON + flﬁ,O/ — O
le:
S0// + ()0/ — O
Dot : p(z) =a+be ® avec a,b € R.

L’exemple 3.1, montre qu’une application f-harmonique n’est pas nécessairement harmo-
nique.

3.2 Les applications f-biharmonniques

Définition 3.3. [39] pour tout domaine D compact de M, La fonctionnelle f-bi-energie de ¢

est :
1

BasloiD) = 5 [ ()P, (3.4

ou vy est 'element de volume sur la variété M. L’application ¢ est dite f-bi-harmonique si est
seulement si elle est point critique de sa fonctionnelle f-bienergie, ’equation d’Euler Lagrange
associée est :

7o.(p) = —ftraceR™ (14(p), dip)d — trace[V? fV?7; () — fVquts(p)] =0, (3.5)
relativement G une base orthonormée {ey, ....., e}, nous avons :
trace RN (14(p), dip)dip = >~ RY(74(), dp(e;))dp(es),
i=1
trace[V? fNV?1:(p) — [VyuTs(p)] = VE fVET(0) — fvgyein(go),
72,7 (p) est appelé le champ f-bitension de ¢

FEzemple 3.2. Soit ¢ : R — R application differentiable et f(z) = e*, alors :
1- ¢ est f-harmonique si et seulement si



i.e p est de la forme : a + be™™, avec a,b € R .
2- @ est f-biharmonique si et seulement si

"

+ 4g0/// + 5(pl/ + 2(p/ _ O’
i.e la function ¢ est de la forme ¢(z) = a + be > + ce™® + d.xe™®, avec a,b, ¢, € R.

g

De l'equation (3.5) on déduit que toute application f-harmonique est f-biharmonique,
réciproquement nous démontrons le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte de volume infini , (N™, h)
une variété Riemannienne de coubure sectionnelle négative et f € C*°(M) positive ,alors :
toute application f-biharmonique ¢ : (M™,g) — (N", h) de f-bi-énergie fini qui satisfait :

trace,V? fV? — ftrace,V¥V¥ <0 (3.6)

est f-harmonique.
Relativement a une base orthonormale {ei,..,en} sur M et pour tout X € T'(p " (TN)) ,
Uinégalité (3.6) est équivalente a :

> MVEFVEX,X) = fR(VEVEX, X) = h(e(f)VEX, X) <0
i=1 i=1
Démonstration. Suposons que ¢ : (M™,g) — (N", h) est f-biharmonique. on fixe un point

x € M et soit {ey,..,e,} une base orthonormale sur M telle que Vﬁfej = 0, pour tous
i,j=1,..,m. Dela formule (3.5), nous obtenons :

m

—fZR 71(), dple:))dp(e:) = > VE [VETH(p) =0,
donc : -
h(f ij RN (74(p), dled))dp(e:), 7)) + (V2 fVE 71 (0), 7 () = 0,
et -
—h(fiv;vmm fZV“"V“" #), ()

fZR (77(), dp(e))dp(e:), 4 () 30

+h(VfifVei 71(0), 71 ().
Comme trace,V?fV? — trace,VPV? < 0 et la courbure sectionnelle de la variété N est
négative , d’aprés l'equation (3.7) on déduit :
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m

—h(> VEVET(), Ti(p) < 0. (3.8)

=1

Soit, p une fonction a support compact dans M, d’aprés (3.8) nous avons :

ZV“’ VETH(p), P°Tr(9)) <0,

qui est équivalente & :

m

- Ze h(VETs(0), P71 (50)) + Zh(vfﬂ'f(SO)a VZ () 0. (3.9)
D’aprés le theoreme de Stokes, on a -
/ Zez (VETH(), p*71(0))vg = 0. (3.10)
D’aprés les formules (3.9) et (3.10) ona:
I DS RO LA ERTEI PELRCES
i=1

en appliquant I'inégalité de Young, nous avons :

1
—20(pVETs(0): €(p)7s(9)) < P’ VETH(R + —eilp)” I7s () (3.12)
de (3.11) et (3.12), nous déduisons 'inégalité :

m 1 m
| S pmin@Py <c [ AVt 4 [ S alinely. 613
M =1 M € JImi

poure:%ona:

1 m m
3 | S AVE @R <2 [ S e, (3.14)
=1 i=1

Considérons la fonction p = pg telle que p <1 sur M, p =1 dans la boule B(z, R) |,
p=0dans M~ B(z,2R) et |gradp| < £ . Alors:

/ ZP VErs(o)fo, < 52/ 74() v, (3.15)

Comme Es¢(¢) = 3 [, I77(¢)[*vy < 00, quand R — oo

on obtient
5 [, 2wl =
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donc
ViTi(p) =0

pour tout ¢ = 1,...,m, alors

hVET(0) 74(0)) =0,
comme V¥ est compatible avec la métrique h :

VEh(Ts(e) 7)) =0,

Vil (p)lF =0
donc |14(p)]> = C = Cste
comme ¢ a une f-bi-energie fini, nous avons [, [77(¢)|*vy = C? [}, v, est fini, absurd car le
volume de M est infini, donc C = 0.
O

Pour f = 1 nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.1. Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte non compacte de volume
infini, (N, h) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle négative alors toute appli-
cation biharmonique @ : (M™, g) — (N™, h) de fonctionnelle bi-énergie fini est harmonique.

3.2.1 Propriétés des applications f-harmoniques et f-bi-harmoniques

Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une immersion de classe C~ entre deux variétés rieman-
niennes. Le fibré inverse o~ }(T'N) se décompose en somme directe (T'M) " @ (T'M)* du fibré
tangent (TM)" et fibré normal (TM)*. Si f € C®(M) est une fonction positive, alors :

(Vi fdo)(Y) = VE(fdp(Y)) = fdp(VYY) = By(X,Y) (3.16)

pour tous X,Y € I'(T'M). Pour toute base orthonormale {ey,...,e,,} dans M, nous avons :
7i(p) =Y Bylei,e:) (3.17)
i=1

Proposition 3.1. Pour tous champs de vecteurs & € (TM)+ et X,Y € T'(TM) , nous
avons :

ou Ag est Uopérateur de weingarten défini par [3] :
VRE = A(X) + V() (3.19)

Démonstration. Comme & € (TM)* et dp(Y) e (TM)" , alors :
h(&, fdp(Y)) =0,

donc :
0= Vxh(, fdp(Y))
=h(VXE, fdp(Y)) + h(&, VE fdp(Y))
= W(VXE fdp(Y)) + h(& V5 fdp(Y) + fdp(VXY))
= h(A¢(X) + V&, fdp(Y)) + (&, Bf(X,Y)),
d’ou le resultat. ]
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3.2.2 Les sous variétés f-biharmoniques dans la sphére S"

Soit M une sous variété de S" de dimension m , ¢ : M — S™ linclusion cannonique
et f € C®(M) une fonction positive . on note par : B la seconde forme fondamentale de

la sous variété M, A l'opérateur de weingarten et par H la courbure moyenne de la sous
variété M (|31]).

Théoréme 3.2. soit i: M — S™ [inclusion cannonique d’une sous variété M de dimension
m dans S"™ , alors 1 est f-biharmonnique si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

) (m—1)fgrad" | + 3mf Au(grad" f) + Sgrad" (|grad" f])

T Pgrad () + 2m [ Agege s (e0) + f Ricei™ (grad )
+ farad™ (AM f) + fApe, graam ) (€i) = 0
2) m2f*H + m|grad™ f|*H + Smf(V?;jadelLI)L + B(grad™ f, grad™ f)
+mf(AM f)H +mf?Ble;, An(e:) +mf*(ATH)
+ fB(e;, Vggmde) + f(VfinB(ei,gmale))L =0
ou {eq,...,en} est une base orthonormale sur M.

Pour la démonstration du Théoréme (3.2), nous allons besoin du lemme suivant

Lemme 3.1.  Soit At le Laplacien dans le fibré normal de M , alors :

trace(VS" )2 H = —%gmdM(|H|2) +2 Z Aven s (€;)
i=1

+Y  Blei, Aule;)) + A H

i=1

Démonstration.  Soit {eq, ..., €, } une base orthonormale sur M telle que V}'e; = 0 au point
x € M pour tout 7,5 = 1,..,m. Alors au point X nous avons :

SOV H = YV (Agle) + (V5 1))
i=1 i—1
= VYAu(e:)+ Y Blei, An(e:)) (3.20)
=1 i=1

m

+ Z A(VE?H)i(ei) + Z(ng(VE;H)L)L;
i—1

=1
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or: < Ap(X),Y >=— < B(X,Y),H > pour tout X,Y € I'(T'M), donc

ZVM (Agr(e;) Z < V " An(ei),e; > e

i,7=1

m
= Z Gi(< AH(€i>76j >)€j
ij—1

m
= — Z 6,‘(< B(6i,€j),H >)6j
i,j=1

m
= €i(< VEJ, €i, H >)6j7
ij=1

comme VS VY Z = RS"(X,)Y)Z + VY VY Z + V[XY Z pour tous X, Y, Z € I'(T'S™), alors :

Y VM(Aule)) ==Y <ViVIe, H>e;— Y < Ve, VS H>e

i=1 =1
m
_ S S™ 7 S™
——Z<R (ei,ej)ei,H>ej—Z<VejVeiei,H>ej
i=1 i=1

— Z < B(€Z‘,6j), (Vin.[‘.l)L > ey,

comme S" est a courbure sectionnelle constante 1 , alors
RN(X,)Y)Z =<Y,Z>X—<X,Z>Y, pout tous X,Y,Z € ['(TS") , donc :

M sn sn sn
Z Vei AH(el) = — Z €j(< Vei €, H >)€j + Z < Vei ei,Vej H > €;j
b=l i,j=1 i=1
+ Z < A(VE?H)i (62'), ej > €
i =1
——mY e(< HH>)e;+mYy <VIHH>e;+ Y Agspe(e:)
=1 j=1 i=1
m m m
= —5 Z 6j(< H, H >)6j + Z A(VE?H)J- (GZ)
j=1 i=1
(3.21)
les equations (3.20) et (3.21) achévent la démenstration du lemme (3.1) 0

Démonstration. du théoréme(3.2)
Le champ f-tension de i est donné par :

74(i) = f7(i) + di(grad™ f)
=mfH + grad" f,
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soit {e1, ..., €, } une base orthonormale telle que en 2 € M on a Vie; =0, V(i,j =1,...,m),
donc au point x nous avouns :

Z R (14(), di(e;))di(e;) = mf Z RS (H, e;)e; + Z R¥ (grad™ f, e;)e;,
i=1 i=1

or: < He;>=0et R(X,Y)Z =<Y,Z>X— < X,Z>Y, nous obtenons :

Z R (14(d), di(e;))di(e;) = m* fH + (m — 1)grad™ f (3.22)

nous savons que :
Z Vi VL) = Va7 (i) + fZVZ Ve 75 (4), (3.23)

le premier terme du coté droit de 'equation (3.23) est :

Vf;mdM s7r(d) = varadM fTH+ V;radM fgmde
= m|grad™ f|°H + mfvgmdeH + V?:adegmde
= mlgrad™ fI’H + mfAu(grad™ f) + mf (V5o H)*
+ ngdegmd f + B(grad™ f, grad™ f)
= mlgrad™ f|*H +mfAg(grad™ f) + mf(ngde )+

(3.24)

1
+ Sgrad (\grad" f?) + B(grad f, grad" )

pour le deuxiéme terme du coté droit de 'equation (3.23)on a :
fZV’ Vi mfZV’ Vi, fH+fZVZ Vi grad" f
- mfz V. (ei(f)H + fV;.H) + Z IV, <Vé‘fgrade + B(ei,gmdM)>
i=1 i=1
g H +mf? iv;vgiﬂ

=1

+ f Z Vfograde + f Z Ble;, Vé\fgrade)
i=1 i=1

mf(AM Y H + 2mfVS"

gra

+ f Z AB(ei,grade)<€i> + f Z(VETB(eH grade))J_'
i=1 i=1

(3.25)
D’aprés le lemme (3.1) nous avons :

ZVZ V. H = —%gradM(|H|2) + 2trace Acgsr s (-) +traceB(., Ap(.)) + AYH,  (3.26)
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I’équation :

trace(VM) grad™ f = Ricci™ (grad™ f) + grad™ (AM f), (3.27)
et les equations : (3.22) , (3.23) , (3.24) , (3.25) et (3.26), nous obtenons le resultat du
Théoréme (3.2). O

Si f =1 nous arrivons au corrolaire suivant :

Corollaire 3.2. Soit M une sous variété de la sphére S™ de dimension m, alors linclusion
cannonique i : M — S™ est biharmonnique si et seullement si :

1) — %gmdM(!H *) + 2trace Awgn () =0,

2) mH + traceB(., Ag(.)) + A*H =0

Ce resultat est donné par : R.Caddeo, S.Montaldo, C.Oniciuc ([7])

Exemple 3.3. Considérons

m+1
1

m I 1 m+2 o _ 1
M=S (\/5)X{E}—{(:L‘l,...,me,E)ER + /;xz—§}

une hypersurface paralléle de S™*! . La seconde forme fondamentale de M est :
B(X,)Y)=Vdi(X,Y)=< XY > H,

ou H=—n et n=(x1,....,Tmi1, _\/Li) ([7],135])-
Par un calcul direct nous avons :

ApX ==X, (V¥ H) =0, pour tout X € D(TM) et A*H = 0.

Soit f € C*°(M) une fonction positive et {e;, ..., €,,} une base orthonormale sur M alors :

D Ap(eograarigy(e) = —grad" f Y Blei, An(e;)) = —mH,

i=1 i=1

m

> (VI Bley, grad™ f)) = (AM f)H.

i=1

D’aprés le théréme (3.2), l'inclusion i est f-biharmonique si et seulement si :

—2(m + 1) fgrad™ f + %gradM(|grade|2) + fRicciM(grad™ f) + fgrad™(AMf) =0
(m+1)|grad™ f12 + (m +2) f(AM f) =0

64



3.2.3 Les courbes f-biharmoniques dans S?

Théoréme 3.3. Soit v : I — S* une courbe de classe C* paramétrisée par la longueur de
Uarc et f: I — (0,00) une fonction C*. Alors, la courbe ~y est f-biharmonique si et seulement

St .
ff///+f/f//_4k2ff/_3kk/f2:O
3k?ff”+4k3/ff/+2k’(f/)2+k”f2—k3f2—k72f2+]€f2:O
Akt '+ 2K'7f + kT'f =0,

ou k est la courbure géodésique et T la torsion géodésique de .

Démonstration. Soit {T, N, B} une base orthonormale des vecteurs tangents a S* le long de
v,ou T = dv(%) est le vecteur unitaire tangent & v, N est le vecteur unitaire normal dans
la direction de V§3T et B est choisi de facon que {T', N, B} est orientée positivement. Alors
nous avons les équations de Frenet :

VST = kN
VSN =—kT 4+ 7B (3.28)
V%ﬁB = —7N.

Le champ de tension de la courbe v est donné par :

d 5
7(y) = V%dy(a) = V5. T. (3.29)

D’aprés (3.28) et (3.29), le champ de tension de ~ sera :
71(7) = f'T+kfN. (3.30)

La courbe ~ est f-biharmonique si et seulement si :

3 d d

JRY (14(7), dy(Z)) () + Vi [V u7s(7) = 0. (3.31)

D’aprés (3.30), le premier terme du coté gauche de (3.31) est :

3 d d

R (7s(1), dy(Z)dv () = kf°N, (3.32)

ici R*(X,Y)Z=<Y,Z>X—<X,Z>Y pourtous X,Y,Z € [(TS?).
D’aprés (3.28) et (3.30) le deuxiéme terme du coté gauche de (3.31) est donné par :

Vi FVure(n) = (Ff" + £ f" = K2Ff = 3KK £)T
+ (3k:ff" + 4k’ff' + 2k(f’)2 + k"f2 _ /<;3f2 _ k72f2)N (3,33)
+ (4kTff + 2K T2 + kT f*)B.

En remplacant (3.33) et (3.32) dans (3.31), nous obtenons le resultat du Théoréme (3.3). [
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Chapitre I

Les applications f-harmoniques et
f-biharmoniques généralisées

Dans ce chapitre on définit une généralisation globale de I'opérateur d’Euler-Lagrange,
les applications f-harmoniques et les applications f-biharmoniques entre deux variétés Rie-
manniennes M et N, en considérant une fonction de torsion positive f € C*°(M x N x R)

4.1 Les applications f-harmoniques généralisées

On considére ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe C* entre deux variétés

Riemanniennes et
fMx N xR —(0,00)

('f? y’ r) H f(x7 y? r))
une fonction C*> positive.

Pour chaque domaine compact D de M, la fonctionnelle f-energie de ’application ¢ est
donnée par :

Ej(p: D) = /D £, 0(2), e(0) (2))vy, (4.1)

ou e(p) est la densité d’energie de ¢ définie par :

1
e(p) = 5hldp(e:), dples)),
v, est U'element de volume de M et {e;};=1, ,, est une base orthonormale sur M.

Définition 4.1. ’application ¢ est dite f-harmonique si est seulement si elle est point critique
de la fonctionnelle f-energie, c’est-a-dire :

d
—F D =0 4.2
dt f((ph ) =0 ) ( )

ot {@i} est une variation de ¢ a support dans D.
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4.1.1 Premiere variation de la fonctionnelle f-energie

Soit f: M x N xR — (0,00), (x,y,r) — f(x,y,r) une fonction de classe C* .
on note par : 0, = % ) f/ = 87"(f) ) f// = 8r(ar<f))
et soient : f; : f; € C*(M) définies par : f;, = f(z,0(z),e(p)(2)) ,
£ = £ (@ ele),e(0)@))

Théoréme 4.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™,h) une application de classe C* entre deux
variétés Riemanniennes et {gpt}te(,aﬁ) une variation de @ a support dans D. Alors

d
B0 D)y == [ b)), (13
D
ot v = 2t la variation du champ de vecteurs v ,
3 oo

7i(p) = f7() + dp(grad" f,) — (grad" f) o ¢ (4.4)
et T(p) = traceVdy le champ de tension de p.

Démonstration. On définit
¢:M x (—€,e) > N
(LU,t) = ¢t<x>
Soit V? la connexion pull-back dans le fibré ¢=1(T'N). Notons que tout champ de vecteurs X

sur M est considéré comme champ de vecteurs sur M x (—¢,€) , on a [X, 0] =0.
Donc, en utilisant (4.1) nous avons :

(4.5)

GEwaD) = [ a(flealaeto@) o (16)
calculons d’abord
@(f(% wi(T), e(SOt)(l’))) |i=0 = df (dd(9))]i=0 + df (Ore(r))i=0, (4.7)

le premier terme du coté droit de (4.7) :

df (dg(0,))li=o = Mgrad™ f o g, v), (4.8)

par rapport a une base {e;}i=1__, orthonormée telle qu'au point =z € M, V.e; = 0, nous

avons : .
Oi(e(pr)) = h(Vi,dp(es), do(es)) (4.9)
= h(vfld(p(at)a d(p(ez))v
donc, le deuxiéme terme du coté droit de (4.7) :
df (e (p0))li=0 = S h(VE v, dip(e)) (4.10)
= eih(v, fudp(e:) — h(v, VE fodip(e:)).

Soit « la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :

a(X) = h(v, f,dp(X)) , X € T(TM) (4.11)
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D’aprés (4.10) et (4.11) nous obtenons :

df (Dre(r))li=o = div(a) — h(dp(grad™ f,),v) — h(v, f,7(p)). (4.12)
en remplacant (4.7) , (4.8) et (4.12) dans (4.6) et nous utilisons le théoréme divergence, nous
obtenons le résultat du Théoréme(4.1) précédent. O

Théoréme 4.2. Soient ¢ : (M™,g) — (N™ h) une application de classe C* entre deux
variétés Riemanniennes et f: M x N x R — (0,00) une fonction de classe C> .Alors ¢ est
dite application f-harmonique si est seulement si

1) = f,7(p) + dp(grad™ f,) — (grad™ f) o o = 0 (4.13)

Remarque 4.1.

1. Si f(z,y,r)=r , V(z,y,r) € M x N x Ron a 7(p) =7(p) champ de tension de ¢.

2. Si f(z,y,r) = fi(x)r , (z,y,r) € M x N xR, ona7s(p) =74 (p), (voir |39])
3. Si f(z,y,r) = f(z,y)r , Y(z,y,r) € M x N x R, nous obtenons les résultats du
chapitre 2.

4.1.2 Deuxiéme variation de la fonctionnelle f-energie

Théoréme 4.3. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application f-harmonique entre deuzr variétés
Riemanniennes. Si {@y s} se(—ee) Une variation de ¢ o deuz paramétres et a support dans D,
alors :

82
i3 B Dllicaco = [ WU7(0) 00, (1.14)

ot J;,(v) € T(¢ 'TN) donné par

Jro(v) = —f;tmceRN(v, dp)dy — tmceV“"f;V‘pv + (VN grad™ f)o ¢

N i (4.15)
+ < V*Pu,dp > (grad™ f) o p — traceV? < V¥v,dp > f dp
ici <,> désigne le produit scalaire dans T*M @ ¢ 'TN , RN le tenseur de courbure de la

sy oz o a@t,s _ 8‘:075,3
variété (N, h) et v="——g , W= =g

t=s=0>
Démonstration. Soit ¢ : M X (—¢,€) X (—€¢,e) — N définie par :

d(x,t,8) = @rs(x), (x,t,5) € M x (—€,€) X (—¢€,€).

Notons que tout champ de vecteurs sur M est considéré comme champ de vecteurs sur
M x (—€,€) X (—¢€,€) , nous avons :

(X,0] =0, [X,0] =0, [0s,0] = 0.
Pour le calcul de I'expression :

82
0,05

f(ZL‘, th,S('r)ﬂ e(gptys)(x))‘t:s:()’ (416)
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nous commengons par :

0
N (2, p1,5(x), e(epr,s)(x) = df (dp(0)) + df (De(e(prs)())) (4.17)
= h(dp(D,), (grad™ f) o ) + h(V§,de(e;), dp(e:)) f,, .
en passant a la deuxiéme dérrivation, nous obtenons :
82
50,7 (2, ¢1,5(), €(1,6) (1)) oo = (V5 dD(,), (grad™ [) 0 9),_,_,
¢(01), V5 (grad™ f) o ¢)|,_._,
(4.18)

h(V$ d(e;), VE do(e;)) %|t =0
h(V§,dp(e;), dp(e:)) O(f,, )

t=5=0,

+h(d
+ h(V§ VE do(e:), dp(e:)) fr, .
+ h( ),
+ I

en utilisant la propriété de 'opérateur gradient, le deuxiéme terme du coté droit de (4.18)
devient :

h(dgb(at), Vgs (grad™ f) o cp)) = h(w, VY (grad™ f) o ¢) (4.19)

|t:s:0

par définition du tenseur de courbure de (N, h), le troisitme terme du coté droit de (4.18)

est :
WV Vi dp(e:), deo(e)) f, limao = f,h(RN (w, de(es))v, di(e;))

+ fLh(VE V5 do (D), dp(er))i—s—o

en utilisant les propriétés de tenseur de courbure de N et la compatibilité de V¥ avec la
métrique h, nous avons :

h(V5 V5, dg(e;), do(e)) ..

(4.20)

i=s=0 = —[,R(RY (v, dp(e;))dip(e:), w)
+ (V5 dp(D,), fode(e:))]i=s=o
— h(V5.do(8,), VE fodp(e))|mso (421)
= f;h(RN(v, dp(e;))dp(e;), w) + div(w;)
— h(V5,dé(9,), VE fdp(e))li—s—o,
oll : wy est la 1-forme différentielle & support dans D, définie sur M par :
w1(X) = h(V5,dé(D,). fodp(X)) , X € D(TM).

Pour le quatriéme terme du coté droit de (4.18), on a :

(V5 do(e:), V5 do(e)) [,

1msm0 = e,V 0,w) — h(VE £,V v, w). (4.22)
Soit ws la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :

wa(X) = h(f,VEv,w) , X € T(TM),
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alors :

h(V§ de(e;), VE dole;)) j‘;t’sh:s:O = div(wz) — h(V? f;v; v, w). (4.23)

en outre :

’

as(fspt’s)hzszo = as(fl (%, Spt,s(x)7 e(gpt,sxx)))\t:szo

/ ’ (424)
= df (dp(05))|—oeo + df (Os(e(r,s)()))11—zo
par un calcul simple nous obtenons :
df (dp(05))l1=s=0 = h(w, (grad™ f') o ), (4.25)
df' (9s(e(p1,6) (2)))imsmo = [ (VEw, dip(e)). (4.26)
Donc, le dernier terme du coté droit de (4.18) :
h(Vdo(e:), dp(e:)0sf,, |—so =< V?v,dp > h(w, (grad™ ') o ¢)
+ < VPu,dp > fLR(VEw, dpl(e;))
= h(w, < V¥u,dp > (grad™ f') o o) (4.27)
+ e;h(w, < V%v,dp > f;dgo(ei))
— h(w, V¢ < V?u,dp > fdp(e;)).
Soit w3 la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :
ws(X) = h(w, < V¥v,dp > fodp(X)) , X € T(TM),
donc :
h(V5dd(e:), dd(e:)Dsf,, lims—o = h(w, < VFv,dp > (grad” f') o ©) (4.28)

+ div(ws) — h(w, VE < VP, dp > f;/d@(ei)).

En remplacant (4.19), (4.21), (4.23), (4.28) dans I'equation (4.18) , en utilisant le théo-
réme divergence et le faite que ¢ est f-harmonique , nous obtenons le résultat du Theoréme
(4.3) . m

4.2 Applications f-biharmoniques généralisées

Une généralisation naturelle des applications f-harmoniques est obtenue en considérant
les points critiques de la fonctionnelle obtenue en intégrant le carré de la norme du champ
f-tension. Plus précisément :

Définition 4.2.  Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C*® est dite f-biharmonique
st elle est point critique de la fonctionnelle f-bi-énergie définie par :

By (p; D) = %/D |75 (0) P, (4.29)

pour tout domaine compact de M.
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4.2.1 Premiére variation de la fonctionnelle f-bi-énergie

Théoréme 4.4. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C* entre deux variétés
Riemanniennes , f : M x N x R — (0,00) telle que (x,y,r) — f(x,y,r) une fonction de
classe C™ et {got}te(,ge) une variation de @ a support inclu dans D . Alors :

d

GBas(0i Do = [ hlras(o).vhv, (4.30)

ol :
ra.4(9) = —fotraceRY (74(¢), do)dp — traceVe £.V97;() + (VY grad™ f) o ¢

/ . 431
+ < V74(),dp > (grad™ f') o o — traceV? < Ve7s(p), dp > fodp (4.51)

Démonstration. On définit ¢ : M x (—e,€) — N par: ¢(z,t) = pi(x), (z,t) € M X (—¢,€),
1OUS avons

d

B2 Dllico = [ BTG5l (0000 (1.32)

par rapport a une base orthonormale {ey, ..., e,,} , au point = € M, nous avons :

V8,7 (0t) im0 = VgtVfif;tdgot(ei)h:o — V5 (grad™ f) o ¢¢lio, (4.33)

par définition du tenseur de courbure de la variété N, on a :

V4 Ve fodei(ed)|imo = fLRY (v, dp(e;))dio(e;)

, (4.34)
+ Ve VS fo.dei(e)]i—o

la compatibilité de V¢ avec la métrique h de N nous donne :

h(VE NG fodon(er), i (o) limo = eih(Vi, foo,dpi(ed), Tr(0)) imo— (V5 £, dior(e:), VE (1)) iz,

soit Ay la 1-forme differentielle a support dans D, sur M définie par : 3
01(X) = h(V5, [, der(X), 75 (1)), X € D(TM)
alors :
h(vivgtf;td%(ei)a 71 (1)) i=0 = div(6y) — h(Vgtf;tdgot(ei), Vfﬁf(@tmt:m (4.36)
le second terme du coté droit de (4.36), est :
—h(vgtf;td%(ez% Vfﬁf(‘ﬁt))’t:o = —@(f;t)h(dgpt(ei), Vfﬁf(@t)))h:o (4.37)
~ [ h(V5 de(en), VETs(00) o,

par un calcul simple, nous avons :

—0i(f,,) = —dd(0)(f )= — f;th(vfj@(at)a dipi(e5))] =0 (4.38)

= —h((grad" f') o p,v) = fLh(VE v, dip(e;)),
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on note par h(dy.(e;), VETr(¢1))y = < V#7p(9),dp >, donc pour le premier terme du
coté droit de l'equation (4.37) on a :

—0fL ) h(deilen), VETH(0)) s = — < VETH(9), dp > hl(grad™ f') o p,v)
- ejh<v, fo < VoT(p),dp > d@(%‘)) (4.39)
+ (0, VE £ < Vori(p). do > deley) ).
soit 6 la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :
0:(X) = h(v, i < Vors(p),dp > dp(X)), X € D(TM),

alors :

—0u(f,,)h(dpi(e:), VETH(00) im0 = — < V?74(), dip > h((grad f') o, v)

. p (4.40)
— div(f:) + h(U, Vi f, <ViTi(p), dp > dso(ej)>,

le deuxiéme terme du coté droit de 'egalité (4.37) est :

— [, (V5 dgi(es), VOt (00))iso = —es(h(v, £,V 71(¢)))
+ h(v, VE V2T ()) (4.41)
= —div(n) + h(v, V¢ £,V 7:()),

ol 1) est la 1-forme différentielle & support dans D, définie sur M par :

n(X) = h(v, f,V571(0)), X €T(TM)

comme
—h(V5,(grad™ f) o @, 75 (@) |i=o = —h(V 3, grd" f o, v). (4.42)

Alors finalement, d’aprés les égalités : (4.33), (4.34), (4.36), (4.37) (4.40), (4.41) , (4.42) et
le Théoréme divergence, nous obtenons le résultat du Théoréme (4.4). O

Remarques 4.1.

1. Si f(z,y,r) =1 pour tout (x,y,r) € M x N xR, alors :
To.1(p) = Ta(p), le champ bi-tension de ¢ (biharmonicité).

2. 81 f(z,y,r) = fi(z).r pour tout (x,y,r)€ M x N xR, alors :

o1 () = — f1 traceR" (14,(), dp)dp — trace[V?¢ fiV91s, (p) — [iVyuTs ()]
= T2,f (90)7

on obtien le champ f-bi-tension de .
3. Si f(z,y,r) = f(a:, y)r pour tous (z,y,r) € M x N xR, par un calcul simple le terme
Vi\;(w)grde o sera remplacé par : e(gp)Vin(¢)grde °op— tmceV@Tf(%)(f)dgo, i.e

To,1(¢) = 7, 7(p) (un résultat de chapitre 2).
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4.3 Morphismes f-harmoniques généralisés

Dans ce paragraphe nous démontrons qu'une application entre deux variétés Rieman-
niennes est un morphisme f-harmonique généralisé si et seulement si elle est semi-conforme
en satisfaisant certaines conditions, puis nous présentons quelques propriétés et exemples des
morphismes f-harmoniques généralisés .

Soient (M™, g) une variété riemannienne, f : (z,t,7) € M x R xR — f(z,t,r) € (0,00)
une fonction de classe C° et U un ouvert de M.

Définition 4.3. Une fonction u: U — R est dite f-harmonique si :

Ayu = (g—f)u AMy + du(gradM(%)u) - (aa—“:)u =0, (4.43)

ot (g—{)u : M — (0,400) est une fonction de classe C*, définie par :

@) = ). ewi@), zev, (4.44)

(%)u : M — (0, +00) est une fonction de classe C™, définie par :

0 0

) = Do ute) ey, wev (1.45)
Définition 4.4. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* entre deux
variétés riemanniennes. L’application ¢ est un morphisme f-harmonique généralisé si, pour
toute fonction harmonique v:V — R sur un ouvert V.C N tel que o~ (V) non vide, alors
la composée v o p est f-harmonique sur ' (V).

Théoréme 4.5. Soit ¢ : (M™, g) — (N", h) une application de classe C* entre deux
variétés riemanniennes, f 1 (x,t,r) € M x R x R — f(x,t,r) € (0,00) une fonction de
classe C* telle que

(%)(m,t,r)#o, (x,t,r) € M x R xR
(g—{)(x,t,()):(], (x,t) e M xR

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(4.46)

1. ¢ est un morphisme f-harmonique généralisé

2. ¢ est semi-conforme vérifiant le systeme d’équations :

0 0 0
(D) (o) + o(arad™ (O e arad o) — (P n()r =0 aam)

relativement a toute carte locale (y*) de N et pour tout « = 1,...,n
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3. il existe une fonction positive A sur M telle que :

of
AY (00 9) = (5 ¥ (AY0) 0,
Pour toute fonction differentiable v définie sur un ouvert V. de N tel que o= (V) soit

non vide,
Nous allons besoin du lemme suivant pour la démonstration de ce théoréme.

Lemme 4.1. [3] Soit yo un poit de N et {y”} un systéme de coordonneés normales sur
N centrées en yy et {C,, Caﬂ}z,,ﬁ,»yzl des constantes telles que Cop = Cao et Y Coo =0,
alors il existe un voisinage V de yo dans N et une fonction harmonique v : N — R telle

que
ov 0%*v

- — _— = 4.4
aya (yO) OOH ayaayg (yO) Caﬁ ( 8)

pour tous o, B,y =1,..,n

Démonstration. du Théoréeme 4.5

Supposons que ¢ : M — N est morphisme f-harmonique, pour xy € M nous considérons
les systémes de coordonnées locales (%), (y®) autour de wg , yo = p(xo) respectivement,
en supposant que (y®) est normal centré en y, . Pour vérifier la semi-conformalité de ¢, on
utilise le lemme (4.1), donc pour tous (Cap)y 5= avec Cop = Cpa et ), Coq = 0, on peut
choisir une fonction harmonique v telle que

ov 0%
= - - = 4.4
aya (y(]) 07 ayaayﬁ (yO) Caﬂ? ( 9)

pour tous «, 8 =1, ..,n, donc v o p est f-harmonique au voisinage de xq et d’aprés 'equation
(4.43) de la définition (4.3) :

0=AY(voy)
=Dy 2o o) + w0 ) arad () — () .
en particulier en z,
d(vo w)(gradM(%)w) =0 (4.51)
et of
(5 oo =0, (4.52)
car : (%;(yo) , elvop)=0 et (%)(:c,t,O) =0, (z,t)e M xR.

=0
D’aprés :(4.50), (4.51), (4.52) et (g—f)(a:,t,r) #0, (x,t,r) € M xR x R, nous obtenons :

0=AY(voy)
= dv(1(p)) + trace,Vdu(dy, dyp) (4.53)
= trace,Vdu(dp, dy),
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comme en x :

Vdv—za agy? W0)dy” ® dy’

(4.54)
= Z Caﬁdy ® dy )
a?/B
en utilisant (4.50), (4.53) et (4.54), nous obtenons :
0= Z g(grad™ o®, grad™ o®)Cp
a,B8
= Z glgrad™¢®, grad™ ¢*)Cyq + Z g(grad™¢®, grad™ ©?)C.s
a a#p
=> [g(gmdM ¢, grad” o) — g(grad™ ', grad" 901)} Caa + Y _ glgrad™®, grad™ ¢*)Cup,
a aFp
(4.55)
soit ag # 1 et
1, sia=p=1;
-1, sia=0=a
Cag = . o
0, sia=p#1a
0, sia#p
O
alors d’aprés (4.55), nous avons :
g(gradMSpaov gradM@ao) = g(gradMgol, QradMﬂol) (4.56)
g(QTadM90a7 gradM90a> = g(gradMgol, gradMﬂol)v (4.57)
pour tout aa =1,...n
Soit ag # [y et soit :
1, sia=aqpet 8= 0;
cap=19q 0, sia##agoupf#Po;
0, sia=p
d’aprés (4.55), nous avons :
glgrad™e® . grad™ ™) =0 (4.58)
g(grad™ o, grad™ ) = 0 (4.59)

pour tous a # 8 = 1,...,n il en résulte de (4.57) et (4.59) que le morphisme f-harmonique ¢
est semi conforme tel que :

g(grad™p®, grad™ ©?) = X\25n5 , pour tous o, B =1,...,n. (4.60)
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Pour toute fonction v : V — R de classe C? définie sur un ouvert V de N, on a :

0 0 0
A (006) = (2 )uop AV (00 ) + du(dp(grad (51),e,) — (),
0 0
= (W esito(r (o) + (S )otrace, Vav(dp, dg) (1.61)
v Of of
+ dv(dp(grad (Eﬁw)) - (E)vw'
Comme ¢ est semi-conforme, nous obtenons :
0 0
Ay(v o) = (8—£)U0@dv(7(gp)) + (a—f)m@)\z(ANU) o
5 (4.62)
f of

+ dU(dSO(gfadM(E)voso)) - (E)vo«r

Par un bon choix de la fonction harmonique v et comme ¢ est un morphisme harmonique,
on conclut que :

of m OF af,  _
(O epito(r(o) + dv(dp(arad™ (D)) — (), = 0
i.e. pour tout systéme de coordonnées local (y*) dans N, nous avons :
af « M 8f e M K « af a
(87’ )4%’07-(90) + g(grad (87” )507 grad ¥ ) ( 8t )ga - 07

pour tout « = 1,..,n. D’ou, (1) = (2) et d’aprés (4.62) on a (2) = (3). Finalement,
(3) = (1)

Remarques 4.2. 1. Si f(x,t,r) =7 pour tous (z,t,r) € M X R X R la condition (4.47)
est équivalente 6 T(p) =0 i.e ¢ est harmonique.
Et, o : M — N sera un morphisme harmonique si el seulement si elle est harmonique
et semi conforme ([5]).
2. Si f(x,t,r) = fi(x)r pour tous (z,t,r) € M x R xR ou f; € C*(M), positive alors la
condition (4.47) est équivalente a

fit() + de(grad™ f) =0

i.e. @ est fi-harmonique.
Et Uapplication ¢ : M — N est un morphisme fi-harmonique si et seulement si elle est
fi-harmonique et semi-conforme [38].

3. St f(xz,t,r) = fi(z,t)r, pour tous (z,t,1) € M xRXR, ou f; € C*°(M xR) une fonction
positive alors, ¢ est morphisme f-harmonique si est seulement si elle est morphisme f-
harmonique [19].

4. Si f(x,t,r) = F(r), pour tous (z,t,r) € M xR xR, ot F € C®(R) une fonction
positive telle que F' >0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) ¢ est un morphisme f-harmonique
(b) ¢ est un morphisme F-harmonique
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(c) ¢ est semi conforme et satisfait

F'(e(¢™)m(¢*) + glgrad™ F' (e(¢)), grad™ ¢*) = 0,

pour tout o =1,...,n et tout systéme local (y*) sur N.
(d) il existe une fonction positive, A sur M telle que

Af(voyp) = F(e(vop)) N (ANv) o p.
pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N.

Proposition 4.1. Soient ¢ : M — N un morphisme f-harmonique entre deux variétés
Riemanniennes de dilatation \y , v : N — P morphisme harmonique de dilatation Xy et
fe€C®(M xR xR) positive, satisfait (4.46). Alors la composition Yo p: M — P est
un morphisme f-harmonique de dilatation A (Ao ).

Démonstration. Comme ¢ est un morphisme f-harmonique, d’aprés le théoréme (4.5) nous
avons :
of

AY(v06) = (50w X (A¥0) 0,

pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N. De méme pour I'application ¢ on a :
AV(uotp) = A3 (ATu) o ¢,
pour toute fonction wu définie sur un ouvert U de P, alors :

0
A (10 0 0) = (W huopos ¥ (AN (w0 p) 0 g
0
= (W osas R o0 020 ) 0 0 .

]

Proposition 4.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et f une fonction positive de
classe C*° sur M x R x R satisfait la condition (4.46). Alors lapplication :

@: (M, g) = (R", <, >pn), ©— (0'(2),0%(x),...,¢"(z))

est un morphisme f-harmonique si et seulement si ses composantes ©* sont f-harmoniques,
dont les gradients sont orthogonaux et de méme norme en chaque point.

Démonstration. la condition (4.47) du théoréme (4.5) devient

of o of ay _ Of
(5 )ee AM(97) + ggrad™ () o, grad™ 9) — () =0,
pour tout a = 1,..,n .i.e. les fonctions ¢® sont f-harmoniques. [
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Ezemple 4.1. Soit M =R} x R x R, alors I'application :

@ (M, <,>ps) — (R* <, >po)

(z,9,2) = (Va2 + 32, 2)

est un morphisme f-harmonique avec :

(L) z (@ H? =)+ (4 D)r

T

@D 1)

f(:l:,y,z,t,r) =

ou F est une fonction positive sur R. En déduire :

oz, y,2) =22 +y? , ¢ (z,y,2) =2

AM 1_ ,AM§02:0
Va2 +y?
1 1
n_ L 2y _ 1
o) =1 . ele?) = 3
M, 1 - Y M, 2
grad = ( ,0), grad™y” = (0,0,1).

Va2 et 42
Soit f(x,y,z,t,r) = h(z,y, z)e(lt U1 pour tous (x,y,2,t,7) € M x R xR, ot h est une
fonction differentiable positive sur M , nous avons :

{ gi(l’ Yy, z, t,?”) = h(il?,y,z)(tQ + 1) (£241)r # O

g{(ﬂi y,z,t,0) = 2h(x,y, 2) tr e(t*+1) ",—o = 0,

pour tous (x,y,z,t,1) € M xR xR,

0 22 4+y241 a 2241
(a—f)wl = h(z,y,2)(2* +y*+ 1) e E (8£) > = h(z,y,2) (22 +1) e 3

2241

(9 12 y2 1 a
Oy = by W T2 () na g, )z

5f z +y +1 8h 8h ah 8
M ~J L = 2 2 - 3 2\ 7
grad (c%)“" 2 (ar +8:py +a + 3hx + hx +hxy)ax
+24y241  Oh oh oh 0
> (2?4 —y*+ — +3hy+hyP +h
(ayx +ayy +ay+3y+y+yx)ay
n m2+2212+1 (8h 2 | oh n 6h> 0
‘ PR A

+ e

of 2241 Oh oh. 0
M = e W
grad (87") —° ((913 + 8x)8m
z+1 ah ah/ 8
+e (8y + 8y)8y
z +1 ah ah/
+e (82 —I-%—l—?)hz%—hz)az
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en utilisant la proposition (4.2), on déduit que I’application ¢ est f-harmonique si et seule-
ment si :

3ha? + 3hy* + h+ 22® + Shay? + Sho 4 ha' + 2ha?y? + g’y‘a:2y - gZy?’ - ayy + hy* =0,

%22+%+2hz+hz =0,

(4.63)

Soit F' € C*°(M) une fonction positive, alors la fonction de type :

F(¥)e 2@ty +2?)
/(22 +y? +1)(22 4 1)

h(x,y,2) =

satisfait le systéme d’equations (4.63)

4.4 Tenseur f-énergie impulsion généralisé

Soient (M™,g), (N", h) deux variétés riemanniennes, f: M x N x R — (0,00) une
fonction de classe C*°.

Théoréme 4.6. Soient p : (M™, g) — (N, h) une application de classe C*, D un domaine
compact de M et {g:} wune variation de classe C* de g, alors :

d 1
GEeD| =5 [ <0089 v,
dt 2/,

t=0
ot (,) estla métrique riemannienne induite sur T*M @ T*M,
Sie) = fog— fo9"h (4.64)

est le tenseur f-énergie impulsion généralisé associé & ¢ , e(p) = %|d<,0|2 est la densité
d’énergie de ¢ et ©*h le pull-back de la métrique h.

Démonstration. : Ef(¢) = [, f(z,¢(x),e(@)(x))vy, donc :

GED)| = [ o{ s et o}
- [ s{r@e@.een o+ [ 1o, ee)iw),
o 5 (. (a).ele)) } = d(e(o)) 1,
=—— < ¢*h,0g > f
et : 1
d(vy) 5 < g,09 > vy,
alors :
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d

1 ,
Y B/ D ’ - = “h,d
dt f((p ) =0 2/[) < ¥ g > f(pvg

1
+—/f¢,<g,5g>vg
2 Jp

1

5 [ <t fehdg >,
D

d’on :
Si(e) = fog — fo™h
0

Remarque 4.2.

1. si f(x,y,r) = r pour tout (z,y,r) € M x N x R, on retrouve le tenseur -énergie
impulsion défini dans le chapitre 1

Si(p) = S(p) = e(p) g = ¢"h.
2. Soit f1 : M — (0,00) une fonction de classe C*, si f(z,y,r) = fi(z)r pour tout
(x,y,r) € M x N xR, on retrouve le tenseur -énergie impulsion défini dans [39]

Sf((p) = Sfl(@) = fl 6(@)9 — f1 (,O*h.

3. En particulier, si f(z,y,7) = f(x,y)r pour tous (x,y,r) € M x N xR on retrouve le
tenseur f-énergie impulsion associé & ¢ défini dans le chapitre 2

Sr(p) = (@) fp 9 — fop™h.

Proposition 4.3. Soient ¢ : (M™,g9) — (N™, h) une application de classe C*
feC®(M x N xR) une fonction positive, alors :
div™ S;(p) = —h(1i(p), dp) — h((grad™ f) o p,dp) + df , — fode(p)
Démonstration. Relativement a une base orthonormée {ey,...,e,,} sur M, telle que au point
x e M,V.e; =0, nous avons :
Si(p)(ei, e5) = fo0i — fLh(dp(e;), dp(ey)),

donc :



comme 75(p) = f.7(p) + dp(grad™ f]) — (grad™ f) o ¢, alors :
div™ (S7())(e;) = —h(74(p), dp(e;)) — h((grad™ f) o o, dp(e;)) + df ,(e;) — frde(p)(e;)
O
Remarques 4.3. 1)si f(z,y,r) =1 pour tout (z,y,r) € M x N x R. , alors :
div" Sp(p) = div™ S(p) = —h(7(p),dp).

2) Soit fi : M — (0,00) une fonction de classe C* si f(x,y,r) = fi(z).r pour tout
(x,y,m) € M x N xR. | alors ([39]) :

div' Sp(p) = div Sy (p) = —h(r, (), dp) + e(p)dfr.

3) Si f(x,y,r) = f(z,y)r , pour tout (x,y,r) € M x N x R, alors on retrouve le resultat
de la Proposition (2.3) du chapitre 2.

En effet : B B
fo = flz,p(x), e(p)(x)) = fz,0(x))e(p)(z) = foelp) ,
df, = e(p)dfy + fode(p) ,
/ af ra
fo =5, (@ 0(@) e(0)(@)) = fo
et

(grad™ f) o ¢ = e(p)(grad” f) o o

4.5 Tenseur f-bi-énergie impulsion

Soient (M, g), (N,h) deux variétés riemanniennes, f € C®°(M x N x R) une fonction
positive.

Théoréme 4.7. Soient p : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°, D un domaine
compact de M et {g;} une variation de classe C* de g, alors :

d 1

SBa(@iD)| = | < Sp(0).09> vy,
GEueD)| =5 [ <Susle)do> v,

ot Syp(p) € I(T*M © T*M) est le tenseur f-bi-énérgie impulsion généralisé associé & ¢
donné par :

S (@)X, Y) = —slm(@Fe(X,Y) ~ £} < dp, Vo75(p) > g(X,Y)
+foh(do(X), ViTs(0)) + foh(de(Y), VETs(9))
(@ NIXY) + T2 < dp Vors(e) > hldp(X), de(Y))
+7r(@) (f)Pldp(X), dp(Y)).

m

< dp,V¥1(p) >= Z h(dgp(ei), VfiT(go)) , {e1, .., em} étant une base orthonormée sur M.
i=1
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pour la démonstration du Théoréme (4.7), on démontre d’abord le lemmes suivant :

Lemme 4.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C>*. Si{g:} est une
variation C* de g .Alors le champ de vecteurs & = (div™(dg))* — $grad™ (tracey(dg))
satisfait :

ST (2)?) = = < [oh(r(), 4 ()" h, 69 > =2f, < h(Vdp, T¢(0)),dg >
—2f 171 (p), dp(§)) — 2 < df;, © h(dp, 74(¢)), 09 >

- f;’h(d@(gmd < ©*h,dg >),Tf(g0)>— < h(dp(gradfy), 7s(¢))e*h, g >
+ < h(grad® f',7;(¢))"h, bg >

(4.65)

Démonstration. Nous avons :

1
Baslo) = [ In)Pu,

71(0) = fo7(p) + do(grad™ f}) — (grad™ f) o .
relativement aux systémes des coordonnées locales (x*) sur M et (y*) sur N respectivement,
on a:

(177 (@)% = 3 (1) 71(¢) has)

(4.66)
= 20(17(£)*)71(9) hag,
3(rr()”) = S(FLm ()™ + 6% — 1)
= 6(f)T(0)* + fL(T()*) + 6(6%) — 5(n"), (4.67)

ou :
0% =g (fl)i ¢, , n*=h"f,

calculons 6(f;) du premier terme du coté droit de I'equation (4.67) :

8(f1) = 6(f (s p(w). () )
= (e(e))fy (4.68)
= —% < @*h,09 > f7,

pour le deuxiémr terme du coté droit de 'equation (4.67), d’aprés ([34]) nous avons :

5(T(9)*) = —g"g" 6 (ga) (V) — ¥t (4.69)

ou , &= (divdg)* — tgrad™ (tracedg). Calculons le troisiéme terme du coté droit de (4.67) :

50" = (g7 (F1): #)

=0(g") (f1)i 5 + g7 6((fL)i) e} (4.70)
. 1 ..
= 0(9")(fo)i ¢5 — 597 (< ¢"h 69 > [o)i 5
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pour le terme (< p*h,dg > f); de I'equation (4.70) on a:

0

*h5 ”i: *h75 2 *h75 l/i

(< @*h,69 > f7) 8%(< @ h,dg >)fo+ < ¢"h, 09 > (f}) (1.71)
=< Vi ¢*h,0g > fl+ < ©"h,V; 69 > fo+ < ¢*h, 69 > (f)i.

Remplacons (4.71) dans (4.70) :

0(0%) = 6(g”)(fL)i 5 — %9 < Vi ©"h,bg > [l
(4.72)

1 " a 1 1% * " a
—§g”<<,0hvalég>f —§gj<gph,5g>(f¢)ig0j.
pour le dernier terme du coté droit de (4.67), on a :
o(n*) = 6(h™" fu)
= h™o(f,)
= 16 ( fu(w (@), e(9))) (4.73)
= h™o(e(p))f,

1 *
= _§hOéM < ha5g > f,/u

en remplacant (4.73), (4.72) , (4.69) et (4.68) dans (4.67), nous obtenons :

6(7r(0)*) = 0(f)T(0)" + fo0(T(9)*) +6(8%) — d(n%)
= —% < @*h, 09 > fIr(0)" — [1,9"9" 6(ga) (V)5

» 1
— fo€h el + 0(g7)(f))i ¥ — 597 < Vi ¢"h.0g > [l (4.74)
1 L] * a ]' 7 «
_§QU<(Ph7V8i59>f” — gj<<ph59>(f)soj

1 *
+§h°‘“ < @"h,09 > [,
en remplacant 'equation (4.74), dans (4.66) , nous obtenons :

0| (@)1?) = = < @*h, 89 > [17(0) T4 (0) hag — 2019% 976 (9a) (Vdip)$s T7()  hag
— 276" 00 T (0) hap + 26(97) (fL): &5 Tf(‘P) has
— g7 < Vi ¢*h, 69 > froiTr(©0) hap — g7 < ©*h, Vi 69 > [1057(0) hag

— g7 <", 69 > (f1)i ©5TH(9) hag + < ©*h, 69 > fr71(0) hagp.
(4.75)
En utilisant la simplification des termes suivants, nous obtenons le resultat du Lemme
(4.2) :
— < @*h, 69 > flr(9) i (@) hap = — < [Uh(T(0), ()@ R, 69 >,
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—2/1,9" 9" 6(9ar) (Vd@)§71(0) hap = —2f19" 9" 6 (gas) (V) ij, T4 (10))
= =2f, < h(Vde,7:(¢)),d(g) >,

—2/," 00 T(0) hag = =2, h(14 (), dp(£)),

26(97)(f1)i 574(0) hag = =2 < df., ® h(dp, 74()), g >,

~g"Voi(< by ) £ (0) has = ~Fhldplgrad < @By >),7y(9)),

de méme :

—g" < p*h,dg > (fg)l gp?‘rf(go)ﬁhag = — < h(dp(gradf"), 7¢(p)e*h,dg) >
et
het < 9*h, 69 > fu75(9) has =< h(grad™ f',7¢(¢))¢"h, g >
Démonstration. du theoréme (4.7)

D’aprés le Lemme (4.2), nous avons :

GEso D) =3 [ srt@P)v,+ 5 [ 1@t

dt
- /D < Fh(r(0), 71(9))¢"h, g > vy — 2 /D 1, < h(Vdp, 7)), 8(g) > v,
~2 [ fihlry(o) (@), —2 [ <t © hde. (0.8 > v,
D D
- /D foh(de(grad < ¢*h,dg >), 7¢())vg — /D < h(dp(gradf”), 7¢(p)¢"h,dg) > v,

! * 1 1
+/ < h(grad™ f',74(p))¢*h, 69 > vy + 5/ < §|Tf(90)|2)9;59 > vy,
D D
(4.76)

En remplacant f, par f, dansle Lemme (2.2) du chapitre 2, nous obtenons :

=2 [ (oo dp(€)e, = =2 | < —sym VL), 7y()+ (). 7y() g, b >
(4.77)

pour le cinquiéme terme du coté droit de (4.76) :
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/ foh(de(grad < ¢*h,6g >), 74(0))vg / f"ez 90 “h 59>h(d90(6z) 7r())vg
—— [ el < ehdg> nagte). s )]
+ < *h,dg > eh(dp(e:), fomr(0))vg
= / < @*h,0g9 > div h(dep, fi1i(¢))vg
D

(4.78)
En remplacant les equations (4.77) et (4.78), dans (4.76) nous obtenons :
S2.1(0) = FIh( 75(0),7(9) )¢h = 21 (74(), Vo )
§
+ 28yme¢h<dg0,Tf ©) ) — dw(f h(dgp,Tf( )) )g (4.79)

(
— 2df, @h(d(p,Tf ©) +dw(f h(de, 74 )))(p*h

— h(dgo(gmde”), Tf(go)>go h + h(gmd [ ))@*h + %‘Tf(@) 2

9,

calculons Le troisiéme terme du coté droit de (4.79) :

2 sym¥ fLh(de,71(0) ) (X,Y) = 2fh(Vdp(X. ¥),7(¢) ) + f/h( P(X), VET1(9))
+ £ h<d¢ ), ViTs(e > +X(f ( Tf(‘P))
+Y (/. h( £(¢) )

I

(4.80)
le quatriéme terme du coté droit de (4.79) devient :

—div f;h(dgp,rf(go))ﬁ) = —n(dp(grad ), 71(¢))g

— fih(71(2),7(0) )9 (181)
— fo <dp, V7Ti(p) > g

= || s~ Ts(@) (g ~ 1L < do, Vors(0) > 9
car  fi7(p) + do(grad™ f) = m4(¢) + (grad™ f) o ¢
pour le cinquiéme terme du coté droit de (4.79) :

—2df, © h(d(9), () ) (X,Y) = =X (fL)h(de(V),75(s) ) )

~ V()R (de(X), 7(9)).
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et pour le sixiéme terme du coté droit de (4.79), on a :

div(f2h(de, 74(¢))) = e 2h(delen), 74(9)))
= h(dp(grad [),74(9)) + fiblrs(p) 7(0))  (483)
+ fi < do, ViT(p) > .

Finalement, en remplacant les equations (4.80),(4.81),(4.82) et (4.83) dans (4.79), nous
obtenons le resultat du Théoréme (4.7). O

Remarque 4.3.

1. si f(x,y,r) =7 pour tout (x,y,r) € M x N xR, on retrouve le tenseur bi-énergie
impulsion défini dans le chapitre 1

1
Sat(p) = Sa(p) = —glf(so)lzg— < dp,V?7() > g+ 2sym h(dp, Vo7 ().

2. Soit f1 : M — (0,00) une fonction de classe C*, si f(z,y,r) = fi(z)r pour tout
(x,y,r) € M x N xR, on retrouve le tenseur f-bi-énergie impulsion défini dans [39]

1
So.r(@) = Sop, () = —§|Tf1(s0)|29 — fi <dp, V975 () > g+ 2fisym h(de, V75, (9)).

3. 81 f(x,y,r) = f(z,y).r pour tous (z,y,7) € M x N x R on retrouve le tenseur
f-bi-énergie impulsion associé a ¢ défini dans le chapitre 2

1 ~ ~
Sao1(0) = =5ITH(@)I°g = | < dp, VoTi(p) > g+ 2fsym h(dep, VIT())

— (D)) (g + T3(@) ().

Théoréme 4.8. Soient ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C> ,
feC®(M x N xR) une fonction positive, alors :

div™ S5 5(p) = —h(ra5(p), dp)— < dp, V¥7s() > df},
+ < dp, Vo1s(p) > h((grad™ f') o ¢, dp)
— h(deplgrad™ (@) (1) + (@) ()7() , do)
— 71()(f)de(p)+ < dp, V?7i(p) > frde(ep)
+ < dip, VETs(p) > h(dip(grad® 1) + [r(p), dp)

Démonstration. D’aprés le Théoréme (4.5) et relativement a une base orthonormée {es, ..., €, }
sur M, telle que au point x € M , V,e; = 0, nous avons :
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_%‘Tf<90)|2g(ei7 ej) - fglo < dgp, VSDTf(QO) > g(eza e])
+foh(dp(e:), VET(9)) + foh(de(e;), VETi(#))
—71(0)(flglei, e5) + [ < dp, Vo74(0) > h(dw(ei%d@(ej))
+75(0) () h(dp(es), dip(ey)).

Ecrivons SQJ(QD) = Tl + T2 + T3 + T4 + T5 + T6,
ot les termes : Ty, Ty, T3, Ty, Ts, Ts € T(G*T*M) sont définis par :

Sa.1 () (e, €5)

Ti(erses) = —5lmr(@)Poenes)
Ty(er,eg) = ~ff < dg, Vo75(0) > gleies)
Ty(ei e5) = foh(dp(e:), VETi(0)) + foh(dp(e;), VETi(9))
Ti(ei e5) = —75(0)(f)g(eire5)

Ts(ess e5) = 71 () (f)h(dp(ei), dip(e;)).
To(ei, e5) = fo < dp, V¥T(10) > h(dp(e;), dp(ey))

Calculons maintenant la divergence de chaque terme. Pour le premier terme nous avons :

1 m
(div Th)(e;) = =3 Zzlelorf ©)[g(e;, ej)>

1 m

=5 e(Im(e),)
. =1 (4.84)

= 2o ()
1

= —5¢h(71(0), 71 (9))

= —h(VETs(0), 74()),

pour le deuxiéme terme :
(div To)(e;) = 3 es( = f < dp, Vors(0) > 65
i=1
= ey} < dp, Vo75(¢) >) s

= —¢;(f}) <dp,V¥1i(p) > —flej(< dp, Vi1i(p) >)
= — <dp,V?7s(p) > df(e;) — fLh(VE dp(e:), VETi(9))
— foh(dp(e:), VEVET(0)),
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le troisiéme terme :

m

(div Ts)(eg) = D e Foh(delen), V4 73(0) + fohde(es), VE71(9)))

=1

:h<dgp(gmde L VE (¢ )+f h( ), Ve Ti(e ))

+ f] h(dgp e:), VEVE 74(g ) +f, h(V”dso ¢;), VETs(p ))

+ h(dele), VEF,9574(9))

— h(7(¢), VE75(9) ) + h((grad™ f) 0 0, V5 7())
(9)) + foh (VEdgles), V2m4(9))

+ h(dple;), VEF9275(0))

(4.86)

+ f. h(dgo €i), VENVI Ty

pour le quatriéme terme, on a :

m

(div Ta)(ej) = 3 ei( =7 (@)(Dglerses)

:—zej(Tf( )(f))
= —esh(7s(p). (grad” ) o ) (487

= ~h(V27s(0) torad” 1) 0 0) = h(13(e), V (grad™ ) o o)
(T o1 20) k) P o 1),
et le cinquiéme terme :

(div Ty)(ej) = 3 e (7o) ()hldg(er), diey))

=1

= —h(dplgrad“ry (o) (f)) + () (f 7). dele))) Y
= @) (R (dees), VEdiale;)).
pour le dernier terme :
(div Ty)(e;) = Y ei(£ < dp, Vory() > hidioles), dp(e;))
=<dp,V?7s(p) > h(dw(gmde;/)) + for(p), dw(ej)) (4.89)

+ V2 < dp, Vorp(p) > [ h(do(e:), dpl(e;))
+ < dp, Vorh(e) > £l e (e9).

En utilisant les équations (4.84) , (4.85), (4.86), (4.87) , (4.88) et (4.89) nous obtenons :
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(div Sa5(9))(ej) = = < dig, Vo71(0) > dfL(e5) — fLh(dip(es), VE VETH())
+ 1o (di(es), VEVET(9)) + h(di(e;), VE LV E71()
— h(dp(e;), V3 ) (grad™ f) o ) — h(dgo(gmde ()
+ 77 (f)(0). di(es)) = 75(2) (£ R (diples), VE dipley))
+ < dp, Vorylp) > h(dp(grad™ 1)) + fir(p), dp(es))

+ V7 <dp,V?7i(p) > foh(dp(e;), dp(e;))+ < dp, ViTi(p) > f7 €; (6(@))-
(4.90)
Rappelons que le champ f-bi-tension de ¢ est donné par :

To.1 (@) = —f;tracegRN(Tf(go), dp)dy — tracengfg;V‘pr(go)
+ (VY ygrad™ f) o o+ < dp, V¥7i(p) > (grad™ f') o ¢
—trace,V? < do, VP7i(p) > fldp,

et d’apreés la définition de tenseur de courbure riemannienne, nous déduisons :

Foh(dole). VEVET(9)) = foh(deler). VE VEr () = foh(BY (e, dples) ) ms(0). dip(es))
:f;h(RN<Tf(90),dsO(ei))dso( i), dp(e ))
- féh(tracegRN (Tf(go), dcp) d(p.dgo(ej)>

Finalement , nous obtenons :

(div Sa5(9)(e5) = —h(m2, (), dple;))— < dp, V¥r5(¢) > df(e;)
+ < dp, Vorylp) > h((grad” ) o L dple;))
— h(dg(grad™'r;(9)(£)) + 7 (D) ()7(9). dir(e;) (191)
— TP )delp)(e5)+ < dip, Vory(p) > h(dip(grad™ f1))
T 1), diples) )+ < o, VoT(0) > [ de(g)(e;).

Remarques 4.4.

1. Si f(x,y,r)=r , pour tout (x,y,r) € M x N xR, alors nous obtenons la divergence
du tenseur bi-énergie impulsion :

divSy (@) = divSa(p) = —h(1a(p), dp)
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2. Si f(z,y,r) = fi(x)r , pour tout (z,y,r)€ M x N xR, alors nous obtenons le cas
des applications fi—harmoniques :

div™ Sy () = —h(Ta,5, (), dip)— < dip, V75, () > dfy

3. 8 f(x,y,r) = f(x,y)r , pour tout (x,y,r) € M x N xR, alors nous oblenons le
résultat de Théoreme (2.9) du chapitre 2.

En effet :

Si f(xﬁ,/y,r) :f(g,y)r , pour tout(xz,y,r) € M x N x R, alors :
fo=celo)fe , /=1, fo=1, et f"=[f;=0, donc:

div™ Sy (ip) = —h(mo,4 (), dp)— < dp, Vo7() > df,
+ < dp, Vo1(9) > h((grad® ) o . dip) = h(dip(gradri(2)(])), dp) (1.92)
— (AR (D7) + dio) = me)(de(o),

or, pour le sixiéme terme de (4.92), nous avons pour tout X € I'(T'M)

i) (Phde(e)(X) = () () X(e()
; TR (F) Xh(dp(e:), dp(e.)
T2 () (V5. dio(e)
)P €. < < >dso<ez>>+rf<so><f> h(dp(X), 7(¢))
= —c, (w X), dg(e) )
+h(d90(X) cw(gmdM ()
(

) (f) Mdp(X), 7()):

(
(
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