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Introduction

En 1964 J.Eells a donné naissance aux applications harmoniques, qui sont les correspon-
dances entre les variétés Riemanniennes qui extrémisent une fonctionnelle énergie naturelle :

E(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|dϕ|2 vg, (1)

où |dϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la di�érentielle dϕ. Ces applications généralisent
ainsi l' intégrale de Dirichlet, les géodésiques , les fonctions harmoniques et les applications
analytiques complexes. Ce sont en faite des solutions pour les équations d'Euler-Lagrange
(équations harmoniques) :

τ(ϕ) = traceg∇dϕ = 0

Localement :

τ(ϕ) = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

) ∂

∂yγ
◦ ϕ = 0.

qui est un système d'équations semi- linéaires , elliptiques d'ordre 2.

L'étude des applications harmoniques a débutée par J. Eells, J.H. Sampson et L. Lemaire
[23] [22] . En 1993, J. Eells a donné une généralisation aux applications p-harmoniques et
exponentiellement-harmoniques :

E(ϕ;D) =

∫
D

F (
1

2
|dϕ|2) vg, (2)

où F est une fonction polynômiale (resp exponentielle), puis en 1999 M. Ara a introduit les
applications F-harmoniques, en considérant les applications F : R→]0,+∞[.
Une généralisation naturelle des applications harmoniques est obtenue en considérant les
points critiques de la fonctionnelle bi-énergie :

E2(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τ(ϕ)|2 vg. (3)

Notre objectif dans ce travail est la caracactérisation des sous variétés f-biharmoniques
dans Sn et les courbes f-biharmoniques dans S3 dans le cas f ∈ C∞(M) positive.

Ainsi que l'étude des propriétés géométrique d'une extension plus large des applica-
tions harmoniques et bi-harmoniques introduite par M. Djaa [39],[20], appelée application f-
harmonique et f-bi-harmonique correspondant aux points critiques des fonctionnelles f-énergie
(resp f-bi-énergie) données par l'intégrale

Ef (ϕ;D) =

∫
D

f(x, ϕ(x), e(ϕ)(x)) vg. (4)

resp

E2,f (ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τf (ϕ)|2 vg. (5)
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où f : M ×N × R −→]0,+∞[ est une fonction de classe C∞, dite fonction poids de torsion.

Ce travail a été motivé d'une part de généraliser les travaux précédents et d'autre part,
en physique les techniques des systèmes intégrables utilisées dans la théorie des solitons ont
été employés à trouver des familles d' applications f-harmoniques. Et en physique mathé-
matique, les applications f-harmonique, sont utilisées pour la résolution des équations du
mouvement d'un système continu de spins ([11]) et de la structure Ricci-soliton gradient ([42]).

Notons que depuis l'introduction des applications f-harmoniques et f-bi-harmoniques,
plusieurs auteurs ont adapté cette notion pour étudier d'autres aspect géométriques, on peut
cité comme références les travaux de M. Rimoldi and G. Veronelli [42], Chen Li et Chen Wenyi
[13], Y.J. Chiang [14], Wei-jun Lu [36][37], Ye-Lin Ou [38], Y.Han and S. Feng [46] et d'autres.

Dans le premier chapitre, on rappel les principaux résultats des applications harmo-
niques, applications biharmoniques, morphismes harmoniques, tenseurs énergie impulsion et
bi-énergie impulsion.

Dans le deuxième chapitre, nous donnons les principaux résultats des applications f-
harmoniques et applications f-biharmoniques, où f ∈ C∞(M × N) une fonction de torsion
positive. On commence par le calcul de la première variation f-énergie , la deuxième variation
f-énergie et la première variation f-bi-énergie en établissant les théorèmes suivants :

Théorème 0.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application C∞ entre deux variétés
riemanniennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans D. Alors :

d

dt
Ef (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τf (ϕ)) vg,

où f : (x, y) ∈ M × N −→ f(x, y) ∈]0,+∞[ et τf (ϕ) est le champ f -tension de
l'application ϕ dé�ni par :

τf (ϕ) = traceg∇fϕ dϕ− e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ
= fϕ τ(ϕ) + dϕ(gradM fϕ)− e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ.

Théorème 0.2. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application f -harmonique entre deux
variétés riemanniennes et D un domaine compacte de M . Si {ϕt,s} est une variation de ϕ, à
deux paramètres à support dans D alors :

∂2

∂t∂s
Ef (ϕt,s;D)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
D

h
(
Jϕ,f (v), w

)
vg. (6)

où

Jϕ,f (v) = −fϕ traceg R
N(v, dϕ)dϕ− traceg∇ϕfϕ∇ϕv

+e(ϕ)(∇N
v gradN f) ◦ ϕ− dϕ(gradM v(f))

−v(f)τ(ϕ)+ < ∇ϕv, dϕ > (gradN f) ◦ ϕ.
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Théorème 0.3. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application C∞ entre deux variétés rie-
manniennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans D. Alors :

d

dt
E2,f (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ2,f (ϕ)) vg,

où τ2,f (ϕ) est le champ f -bi-tension de l'application ϕ dé�ni par :

τ2,f (ϕ) = −fϕ traceg R
N(τf (ϕ), dϕ)dϕ− traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ)

+e(ϕ)(∇N
τf (ϕ)

gradN f) ◦ ϕ− dϕ(gradM τf (ϕ)(f))

−τf (ϕ)(f)τ(ϕ)+ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > (gradN f) ◦ ϕ,

Ces théorèmes nous permettent de caractériser les applications f-harmoniques et les ap-
plications f-bi-harmoniques , en établissant les équations d'Euler-Lagrange associées. Puis
nous caractérisons les morphismes harmoniques entre les variétés riemanniennes, le tenseur
f-énergie impulsion et le tenseur f-bi-énergie impulsion :

Théorème 0.4. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est un morphisme f -harmonique ;

2. ϕ est semi-conforme véri�ant le système d'équations :

fϕα τ(ϕ)α + g(gradM fϕα , gradM ϕα)− 1

2
λ2(f ′)ϕα(hαα ◦ ϕ) = 0, α = 1, ..., n. (7)

relativement à toute carte locale (yα) de N .

3. Pour toute fonction v dé�nie sur un ouvert V de N tel que ϕ−1(V ) soit non vide,

∆M
f (v ◦ ϕ) = fv◦ϕ λ

2 (∆Nv) ◦ ϕ,

où λ est une fonction positive sur M .

Théorème 0.5. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un domaine
compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< Sf (ϕ), δg > vg,

où 〈 , 〉 est la métrique riemannienne induite sur T ∗M⊗T ∗M et Sf (ϕ) est le tenseur f-énergie
impulsion dé�ni par :

Sf (ϕ) = fϕ e(ϕ) g − fϕ ϕ∗h, (8)

e(ϕ) = 1
2
|dϕ|2 est la densité d'énergie de ϕ et ϕ∗h le pull-back de la métrique h.

Théorème 0.6. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un domaine
compacte de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
E2,f (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S2,f (ϕ), δg > vg,
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où S2,f (ϕ) est le tenseur f-bi-énergie impulsion donné par :

S2,f (ϕ)(X, Y ) = −1

2
|τf (ϕ)|2g(X, Y )− fϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g(X, Y )

+fϕh(dϕ(X),∇ϕ
Y τf (ϕ)) + fϕh(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτf (ϕ))

−τf (ϕ)(f)
(
e(ϕ)g(X, Y )− h(dϕ(X), dϕ(Y ))

)
.

Théorème 0.7. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞ entre deux variétés
riemanniennes, alors :

div S2,f (ϕ) = −h(τ2,f (ϕ), dϕ)− < ∇ϕτf (ϕ), dϕ >
(
dfϕ − h((gradN f) ◦ ϕ, dϕ)

)
.

Dans le troisième chapitre, nous considérons en particulier les applications f-biharmoniques
telles que f : (M, g)→ (0,∞) de classe C∞. Nous démontrons d'abord le Théorème suivant :

Théorème 0.8. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne complète de volume in�ni , (Nn, h)
une variété Riemannienne de courbure sectionnelle négative et f ∈ C∞(M) positive ,alors :
toute application f-biharmonique ϕ : (Mm, g)→ (Nn, h) de f-bi-énergie �nie , satisfaitsant la
condition :

traceg∇ϕf∇ϕ − traceg∇ϕ∇ϕ ≤ 0 (9)

est f-harmonique.

Dans la deuxième partie du chapitre 3, une caractérisation des sous variétés f-
biharmoniques dans la sphère Sn est donnée par le Théorème :

Théorème 0.9. soit i : M → Sn l'inclusion cannonique d'une sous variété M de dimension
m dans Sn ,alors i est f-biharmonnique si et seulement si les deux conditions suivantes sont
véri�ées :

1) (m− 1)fgradMf + 3mfAH(gradMf) +
1

2
gradM(|gradMf |2)

− m2

2
f 2gradM(|H|2) + 2mf 2traceA

(∇SneiH)⊥
(ei) + fRicciM(gradMf)

+ fgradM(∆Mf) + ftraceAB(ei,gradMf)(ei) = 0

2) m2f 2H +m|gradMf |2H + 3mf(∇Sn
gradMfH)⊥ +B(gradMf, gradMf)

+mf(∆Mf)H +mf 2traceB(ei, AH(ei)) +mf 2(∆⊥H)

+ fB(ei,∇M
ei
gradMf) + ftrace(∇Sn

ei
B(ei, grad

Mf))⊥ = 0

où {e1, ..., em} est une base orthonormée sur M.

Puis, les courbes f-biharmoniques dans la sphère S3 sont caractérisées par le Théorème
suivant :

Théorème 0.10. Soit γ : I → S3 une courbe de classe C∞ paramétrée par la longueur de
l'arc et f : I → (0,∞) une fonction C∞. Alors, la courbe γ est f-biharmonique si et seulement
si : 

ff ′′′ + f ′f ′′ − 4k2ff ′ − 3kk′f 2 = 0

3kff ′′ + 4k′ff ′ + 2k(f ′)2 + k′′f 2 − k3f 2 − kτ 2f 2 + kf 2 = 0

4kτf ′ + 2k′τf + kτ ′f = 0,

où k est la courbure géodésique et τ la torsion géodésique de γ.
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Dans le quatrième chapitre on dé�nit une généralisation globale de l'opérateur d'Euler-
Lagrange, les applications f-harmoniques et les applications f-biharmoniques entre deux varié-
tés riemanniennes M et N, en considérant une fonction de torsion positive f ∈ C∞(M×N×R).
On commence par le calcul de la première variation f-énergie , la deuxième variation f-énergie
et la première variation f-bi-énergie en établissant les théorèmes suivants :

Théorème 0.11. Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application di�erentiable entre deux va-
riétés Riemanniennes et {ϕt}t∈(−ε,ε) une variation de ϕ à support dans D, Alors

d

dt
Ef (ϕt;D)|t=0 = −

∫
D

h(τf (ϕ), υ)vg, (10)

où υ = ∂ϕt
∂t |t=0

la variation du champ de vecteurs υ ,

τf (ϕ) = f
′

ϕτ(ϕ) + dϕ(gradMf
′

ϕ)− (gradNf) ◦ ϕ (11)

et τ(ϕ) = trace∇dϕ le champ de tension de ϕ

Théorème 0.12. Soit ϕ : (M, g)→ (N, h) une application de classe C∞ et {ϕt,s}t,s∈(−ε,ε) une
variation à deux paramètres a support dans D, de ϕ ,notons :
v = ∂ϕt,s

∂t
|t=s=0 et w = ∂ϕt,s

∂s
|t=s=0, alors :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)|t=s=0 =

∫
D

h(Jf,ϕ(v), w)vg, (12)

où Jf,ϕ(v) ∈ Γ(ϕ−1TN) est donné par :

Jf,ϕ(v) = −f ′ϕtraceRN(v, dϕ)dϕ− trace∇ϕf
′

ϕ∇ϕv + (∇N
v grad

Nf) ◦ ϕ
+ < ∇ϕv, dϕ > (gradNf

′
) ◦ ϕ− trace∇ϕ < ∇ϕv, dϕ > f

′′

ϕdϕ
(13)

ici <,> désigne le produit scalaire dans T ?M ⊗ ϕ−1TN et RN le tenseur de courbure de
la variété (N, h) .

Théorème 0.13. Soit ϕ : (M, g)→ (N, h) une application f-harmonique entre deux variétés
Riemanniennes , f : M × N × R → (0,∞) telle que (x, y, r) 7→ f(x, y, r) une fonction de
classe C∞ et {ϕt}t∈(−ε,ε) une variation de ϕ à support compact inclu dans D . Alors :

d

dt
E2,f (ϕt;D)|t=0 =

∫
D

h(τ2,f (ϕt), υ)υg (14)

τ2,f (ϕ) = −f ′ϕtraceRN(τf (ϕ), dϕ)dϕ− trace∇ϕf
′

ϕ∇ϕτf (ϕ) + (∇N
τf (ϕ)

gradNf) ◦ ϕ

+ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > (gradNf
′
) ◦ ϕ− trace∇ϕ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > f

′′

ϕdϕ
(15)

Ces théorèmes nous permettent de caractériser les applications f-harmoniques générali-
sées et les applications f-bi-harmoniques généralisées , en établissant les équations d'Euler-
Lagrange associées. Puis nous caractérisons les morphismes harmoniques généralisés entre
les variétés riemanniennes , le tenseur f-énergie impulsion généralisé et le tenseur f-bi-énergie
impulsion généralisé.
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Théorème 0.14. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes, f : (x, t, r) ∈ M × R × R −→ f(x, t, r) ∈ (0,∞) une fonction de
classe C∞ telle que 

(
∂f

∂r
)(x, t, r) 6= 0, (x, t, r) ∈M × R× R

(
∂f

∂t
)(x, t, 0) = 0, (x, t) ∈M × R

(16)

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est un morphisme f -harmonique,

2. ϕ est semi-conforme véri�ant le système d'équations :

(
∂f

∂r
)ϕα τ(ϕ)α + g(gradM(

∂f

∂r
)ϕα , gradM ϕα)− (

∂f

∂t
)ϕα τ(ϕ)α = 0 (17)

relativement à toute carte locale (yα) de N et pour tout α = 1, ..., n

3. il existe une fonction positive λ sur M telle que :

∆M
f (v ◦ ϕ) = (

∂f

∂r
)v◦ϕ λ

2 (∆Nv) ◦ ϕ,

Pour toute fonction di�erentiable v dé�nie sur un ouvert V de N tel que ϕ−1(V ) soit
non vide,

Théorème 0.15. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un
domaine compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< Sf (ϕ), δg > vg,

où 〈 , 〉 est la métrique riemannienne induite sur T ∗M ⊗ T ∗M ,

Sf (ϕ) = fϕ g − f ′ϕ ϕ∗h, (18)

e(ϕ) = 1
2
|dϕ|2 est la densité d'énergie de ϕ et ϕ∗h le pull-back de la métrique h.

Proposition 0.1. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ , f ∈
C∞(M ×N × R) une fonction positive, alors :

divM Sf (ϕ) = −h(τf (ϕ), dϕ)− h((gradNf) ◦ ϕ, dϕ) + dfϕ − f ′ϕde(ϕ)

Théorème 0.16. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un
domaine compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
E2,f (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S2,f (ϕ), δg > vg,
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où S2(ϕ) ∈ Γ(T ∗M � T ∗M) est donné par :

S2,f (ϕ)(X, Y ) = −1

2
|τf (ϕ)|2g(X, Y )− f ′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g(X, Y )

+f ′ϕh(dϕ(X),∇ϕ
Y τf (ϕ)) + f ′ϕh(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτf (ϕ))

−τf (ϕ)(f)g(X, Y ) + f ′′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h(dϕ(X), dϕ(Y ))

+τf (ϕ)(f ′)h(dϕ(X), dϕ(Y )).

où < dϕ,∇ϕτ(ϕ) >=
m∑
i=1

h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
et {e1, ..., em} étant une base orthonormée

sur M .

Théorème 0.17. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ ,
f ∈ C∞(M ×N × R) une fonction positive, alors :

divM S2,f (ϕ) = −h(τ2,f (ϕ), dϕ)− < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > df ′ϕ+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h((gradNf ′) ◦ ϕ, dϕ)

− h
(
dϕ(gradMτf (ϕ)(f ′)) + τf (ϕ)(f ′)τ(ϕ) , dϕ

)
− τf (ϕ)(f ′)de(ϕ)+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > f ′′ϕde(ϕ)

+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h
(
dϕ(gradMf ′′ϕ) + f ′′ϕτ(ϕ), dϕ

)
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Chapitre 1
Géométrie des applications harmoniques et

bi-harmoniques

Dans ce chapitre, on présente les notions d'application harmonique et bi-harmonique,
application semi-conforme, morphisme harmonique, tenseur énergie impulsion et tenseur
bi-énergie impulsion entre les variétés riemanniennes.

1.1 Les applications harmoniques

Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes, D un domaine compact de M et
ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.

On dé�nit l'énergie de ϕ sur D par :

E(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|dϕ|2 vg, (1.1)

où |dϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la di�érentielle dϕ dé�nie par :

|dϕ|2 =
m∑
i=1

h(dϕ(ei), dϕ(ei)), (1.2)

{e1, ..., em} étant une base orthonormée sur M et vg =
√

det g dx1...dxm est l'élément de
volume riemannien de la variété (Mm, g).

Dé�nition 1.1. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞, entre deux varié-
tés riemanniennes est dite harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle énergie
E(ϕ;D) pour tout domaine compact D ⊂M , i.e :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (1.3)

{ϕt} étant une variation de classe C∞ de ϕ à support dans D.

Remarque 1.1. Une variation de ϕ à support dans un domaine compact D ⊂ M , est une
famille d' applications (ϕt)t∈(−ε,ε) ⊂ C∞(M,N), telle que ϕ0 = ϕ et ϕt = ϕ sur M\ int(D).
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1.1.1 Première variation de la fonctionnelle énergie

Théorème 1.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans un
domaine compact D. Alors :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ(ϕ)) vg,

où v =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

désigne le champ de vecteurs de variation de {ϕt},

τ(ϕ) = traceg∇dϕ =
m∑
i=1

{∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)}

où {e1, ..., em} est une base orthonormée sur (Mm, g). τ(ϕ) est appelé champ de tension de
ϕ.

Démonstration. Soient D un domaine compact de M , {ϕt} une variation de ϕ à support
dans D et v ∈ Γ(ϕ−1TN) le champ de vecteurs de variation. Soit φ : M × (−ε, ε) −→ N
l'application dé�nie par φ(x, t) = ϕt(x). Si {e1, ..., em} est une base orthonormée surM , alors :

d

dt
E(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ

(0, d
dt
)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ
(ei,0)

dφ(0,
d

dt
), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) vg. (1.4)

soit ω la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie par :

ω(X) = h(v, dϕ(X)), X ∈ Γ(TM).

On a :

divM ω =
m∑
i=1

{
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
v, dϕ(ei)) + h(v,∇ϕ

ei
dϕ(ei))− h(v, dϕ(∇M

ei
ei))
}
. (1.5)

D'après les formules (1.4), (1.5) et le théorème de Stokes, on obtient :

d

dt
E(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

m∑
i=1

{
h
(
v,∇ϕ

ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)
)}
vg.
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Théorème 1.2. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ entre deux variétés
riemanniennes est harmonique si et seulement si :

τ(ϕ) = traceg∇dϕ = 0. (1.6)

Remarque 1.2.

1. L'équation (1.6) est l'équation d'Euler-Lagrange associée à l'énergie fonctionnelle.

2. Localement, si (xi) et (yα) désignent les coordonnées locales surM et N respectivement,
alors :

τ(ϕ) = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

) ∂

∂yγ
◦ ϕ. (1.7)

L'equation (1.7) montre en particulier que les applications harmoniques sont les solutions
d'un système élliptique non lineaire de second ordre.

Exemple 1.1. Si N = R, on retrouve exactement les fonctions harmoniques f : M → R, c'est
à dire les solutions de de l'equation : ∆f = 0

Exemple 1.2. L'application identité Id : (Mm, g) −→ (Mm, g) est harmonique.

Exemple 1.3. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Rn, <,>Rn) de classe C∞, est harmonique si
et seulement si, pour tout γ = 1, ..., n :

∆Mϕγ ≡
m∑

i,j,k=1

gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
− ∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
= 0.

Exemple 1.4. Une courbe ϕ : (R, <,>R) −→ (Nn, h) est harmonique si et seulement si :

d2ϕγ

dx2
+

n∑
α,β=1

dϕα

dx

dϕβ

dx
NΓγαβ ◦ ϕ = 0,

pour tout γ = 1, ..., n. On retrouve l'équation des géodésiques de la variété (Nn, h).

1.1.2 Deuxième variation de la fonctionnelle énergie

Théorème 1.3. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application harmonique entre deux variétés
riemanniennes et D un domaine compact de M . Si {ϕt,s} est une variation de ϕ à deux
paramètres , à support dans D, alors :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
D

h
(
− traceg R

N(v, dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2v, w
)
vg,

où

v =
∂ϕt,s
∂t

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, w =
∂ϕt,s
∂s

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

désignent les champs de vecteurs de variation.
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Démonstration. Soit {e1, ..., em} base orthonormée sur M . Posons

φ : (x, t, s) ∈M × (−ε, ε)× (−ε, ε) −→ ϕt,s(x) ∈ N,

Ei = (ei, 0, 0),
∂

∂t
= (0,

d

dt
, 0) et

∂

∂s
= (0, 0,

d

ds
).

nous avons :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=
1

2

∫
D

m∑
i=1

∂2

∂t∂s
h
(
dφ(Ei), dφ(Ei)

)
vg

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

. (1.8)

1

2

∂2

∂t∂s
h
(
dφ(Ei), dφ(Ei)

)
=

∂

∂t
h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)
. (1.9)

h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei)

)
= h

(
RN(dφ(

∂

∂t
), dφ(Ei))dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei)

)
+h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
), dφ(Ei)

)
+h
(
∇φ[

∂
∂t
,Ei

]dφ(
∂

∂s
), dφ(Ei)

)
. (1.10)

Soit ω la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω(X) = h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(X)
)
, X ∈ Γ(TM).
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En tenant compte que ϕ est harmonique, on obtient :

divM ω =
m∑
i=1

{
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei

(
h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
))

−h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(∇M
ei
ei)
)}

=
m∑
i=1

{
h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

,∇ϕ
ei
dϕ(ei)

)
−h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(∇M
ei
ei)
)}
.

=
m∑
i=1

{
h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, τ(ϕ))
)

=
m∑
i=1

h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)
. (1.11)

D'après les équations (1.10) et (1.11), on a :
m∑
i=1

h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)∣∣∣

(t,s)=(0,0)
=

m∑
i=1

h
(
RN(v, dϕ(ei))w, dϕ(ei)

)
+ divM ω. (1.12)

En développant le deuxième terme à droite de l'égalité (1.9), on trouve :

h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
dφ(

∂

∂t
)
)

= Ei

(
h
(
dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
dφ(

∂

∂t
)
))

−h
(
dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
∇φ
Ei
dφ(

∂

∂t
)
)
. (1.13)

Si η désigne la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

η(X) = h(w,∇ϕ
Xv), X ∈ Γ(TM).

alors on a :

divM η =
m∑
i=1

{
ei
(
η(ei)

)
− η
(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei
(
h(w,∇ϕ

ei
v)
)
− h(w,∇ϕ

∇Mei ei
v)
}
. (1.14)
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D'après les égalités (1.13) et (1.14), on obtient :
m∑
i=1

h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)∣∣∣

(t,s)=(0,0)
= divM η +

m∑
i=1

h(w,∇ϕ
∇Mei ei

v)

−
m∑
i=1

h
(
w,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
v
)
. (1.15)

En utilisant les équations (1.8), (1.9), (1.12), (1.15) et le théorème de Stokes, nous déduisons :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
D

m∑
i=1

{
− h
(
RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), w

)
+h(w,∇ϕ

∇Mei ei
v)− h

(
w,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
v
)}
vg.

1.2 Les applications bi-harmoniques

Soit (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et D un domaine compact de M .

Une généralisation naturelle des applications harmoniques, est donnée par la fonctionnelle
bi-énergie de ϕ ∈ C∞(M ×N) dé�nie par :

E2(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τ(ϕ)|2 vg. (1.16)

Dé�nition 1.2. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ entre deux variétés
riemanniennes, est dite bi-harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle bi-énergie
E2(ϕ;D) pour tout domaine compact D ⊂M c'est-à-dire :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (1.17)

{ϕt} étant une variation de ϕ à support dans D.

1.2.1 Première variation de la fonctionnelle bi-énergie

Théorème 1.4. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans D.
Alors :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ2(ϕ)) vg,

où v =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

désigne le champ de variation associé à {ϕt}, et τ2(ϕ) ∈ Γ(ϕ−1TN) le

champ bi-tension de ϕ dé�ni relativement à une base orthonormée sur M , par :

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ)

= −
m∑
i=1

RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)−∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

}
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Démonstration. Posons φ : M × (−ε, ε) −→ N , l'application dé�nie par φ(x, t) = ϕt(x).
Alors :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
,∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))
vg

∣∣∣
t=0
. (1.18)

On a :

∇φ

(0, d
dt
)
dφ(ei, 0) = ∇φ

(ei,0)
dφ(0,

d

dt
) , [(0,

d

dt
), (ei, 0)

]
= 0

et
∇φ

(0, d
dt
)
dφ
(
∇M
ei
ei, 0

)
= ∇φ

(∇Mei ei,0)
dφ
(
0,
d

dt

)
.

Alors :

∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
= ∇φ

(0, d
dt
)
∇φ

(ei,0)
dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt
)
dφ
(
∇M×(−ε,ε)

(ei,0)
(ei, 0)

)
= RN

(
dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0)

)
dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)
∇φ

(0, d
dt
)
dφ(ei, 0)

+∇φ[
(0, d

dt
),(ei,0)

]dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt
)
dφ
(
∇M
ei
ei, 0

)
.

= RN
(
dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0)

)
dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)
∇φ

(ei,0)
dφ(0,

d

dt
)

−∇φ
(∇Mei ei,0)

dφ
(
0,
d

dt

)
. (1.19)

D'où :

h
(
∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
, ∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))∣∣∣
t=0

= h
(
RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)

)
+ h

(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v, τ(ϕ)

)
− h
(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ(ϕ)
)
. (1.20)

Soit ω ∈ Γ(T ∗M), la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie par :

ω(X) = h
(
∇ϕ
Xv, τ(ϕ)

)
, X ∈ Γ(TM).

On a :

divM ω =
m∑
i=1

{
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei
(
h
(
∇ϕ
ei
v, τ(ϕ)

))
− h
(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ(ϕ)
)}

=
m∑
i=1

{
h
(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v, τ(ϕ)

)
+ h
(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
− h
(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ(ϕ)
)}
. (1.21)

Des formules (1.20) et (1.21), on obtient :

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
,∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))∣∣∣
t=0
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m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ

(
(ei, 0)(ei, 0)

)
,∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))∣∣∣
t=0

=

m∑
i=1

h
(
RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)

)
+ divM ω −

m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
. (1.22)

Soit η ∈ Γ(T ∗M), la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie par :

η(X) = h
(
v,∇ϕ

Xτ(ϕ)
)
, X ∈ Γ(TM).

On a :

divM η =
m∑
i=1

{
ei
(
η(ei)

)
− η
(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei
(
h
(
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

))
− h
(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

)}
=

m∑
i=1

{
h
(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
+ h
(
v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)

)
− h
(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

)}
. (1.23)

Substituant (1.22) dans (1.23), on obtient :

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
, ∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))∣∣∣
t=0

=

m∑
i=1

h
(
RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei), v

)
+ divM ω − divM η

+
m∑
i=1

h
(
v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)

)
−

m∑
i=1

h
(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

)
. (1.24)

D'après les formules (1.18), (1.24) , et le théorème de Stokes, on obtient :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

m∑
i=1

h
(
−RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ) +∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ), v

)
vg.

Du Théorème 1.4, on déduit

Théorème 1.5. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞, entre deux variétés
riemanniennes est bi-harmonique si et seulement si :

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ) = 0. (1.25)

Remarque 1.3. 1. L'équation (1.25) est dite équation d'Euler-Lagrange associée à la fonc-
tionnelle bi-énergie .
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2. Si les variétés M et N sont munis respectivement des coordonnées (xi) et (yα), au
voisinage des point x ∈M et ϕ(x) ∈ N , alors :

τ2(ϕ) = gij
{ ∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2

∂τα

∂xj
∂τβ

∂xj
NΓσαβ + τα

∂2ϕβ

∂xi∂xj
NΓσαβ

+τα
∂ϕβ

∂xi
∂ NΓσαβ
∂xj

+ τα
∂ϕβ

∂xi
∂ϕρ

∂xj
NΓvαβ

NΓσvρ

−MΓkij

(∂τσ
∂xk

+ τα
∂ϕβ

∂xk
NΓσαβ

)
− τ v ∂ϕ

α

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NRσ

βαv

} ∂

∂yσ
◦ ϕ,

où τ γ = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ◦ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
et NRσ

βαv désigne les composantes

du tenseur de courbure de (Nn, h).

3. Toute application harmonique est bi-harmonique.

Exemple 1.5. L'application identité Id : (Mm, g) −→ (Mm, g) est bi-harmonique.

Exemple 1.6. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Rn, <,>Rn),de classe C∞, est bi-harmonique
si et seulement si ∆M

(
∆Mϕσ

)
= 0, pour tout σ = 1, ..., n.

1.3 Morphismes harmoniques

1.3.1 Application semi-conforme

Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞, entre deux variétés rieman-
niennes. L'espace tangent au point x ∈M se décompose en somme directe :

TxM = Hx ⊕ Vx

d'un espace vertical Vx = kerdφx et d'un espace horizontal Hx = V ⊥x (complément orthogonal
de Vx).
On note :

Cφ = {x ∈M/dφx ∼= 0} (1.26)

L'ensemble des points critiques de φ.

M = M\Cφ (1.27)

Dé�nition 1.3. Supposons m ≥ n, l'application φ : (Mm, g) → (Nn, h) est dite semi-
conforme si pour tout x ∈M ,

dφx/Hx : Hx → Tφ(x)N

est une application linéaire surjective et conforme.
i.e : il existe une fonction λ : M → R∗+ tel que pour tout X, Y ∈ Hx, on a

h(dxφ(X), dφx(Y )) = λ2(x)g(X, Y ). (1.28)

(pour plus de détail voir [3], [17])
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Remarques 1.1. :

• Sur M , on a : λ2 = 1
n
|dφ|2.

• La fonction λ peut-être étendue d'une manière régulière à M , en posant λ/Cφ ≡ 0.
• La fonction λ : M → R+ est appelée fonction de dilatation de φ.
• Si m < n, alors la seule application semi-conforme est l'application constante φ = Cst
( M = ∅, Cφ = M) puisque dxφ ne peut pas être surjectve.
Par la suite, on considère dans le cas semi conforme m ≥ n.
• Si Cφ = ∅, alors φ est dite conforme de dilatation λ.
• Si ϕ est semi-conforme, alors localement, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) =
∑
i,j

gij
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
= λ2 (hαβ ◦ ϕ) (1.29)

pour tout α, β = 1, ..., n.

Dé�nition 1.4. Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application semi-conforme de dilatation λ,
alors :

• φ est dite submersion semi-conforme, si Cφ = ∅.
• φ est dite submersion riemannienne , si Cφ = ∅ et λ = 1M .

Proposition 1.1 ([17]). Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application semi-conforme.
Si f ∈ C∞(N), alors :

∆M(f ◦ φ) = df(τ(φ)) + λ2(∆Nf) ◦ φ (1.30)

1.3.2 Morphismes harmoniques

Dé�nition 1.5. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux va-
riétés riemanniennes. L'application ϕ est dite morphisme harmonique si, pour toute fonction
v : V −→ R harmonique sur V ⊂ N ouvert avec ϕ−1(V ) non vide, alors la composée v ◦ ϕ
est harmonique sur ϕ−1(V ) dans M .

Théorème 1.6. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est un morphisme harmonique ;

2. ϕ est harmonique et semi-conforme ;

3. Pour toute fonction v dé�nie sur un ouvert V de N tel que ϕ−1(V ) soit non vide,

∆M(v ◦ ϕ) = λ2 (∆Nv) ◦ ϕ,

où λ est une fonction positive sur M .

Pour la démonstration du Théorème (1.6), nous allons besoin de lemme suivant :
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Lemme 1.1 ([3]). Soit y0 ∈ Nn, (yγ) des coordonnées normales en y0 et {Cγ, Cαβ}nα,β,γ=1

des constantes avec Cαβ = Cβα,
∑n

α=1Cαα = 0, alors Il existe un voisinage V de y0 dans N
et une fonction harmonique v : V −→ R telle que pour tous α, β, γ = 1, ..., n :

∂v

∂yα
(y0) = Cα ,

∂2v

∂yα∂yβ
(y0) = Cαβ, (1.31)

Démonstration. du Théorème (1.6) Supposons que ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un mor-
phisme harmonique. Munissons les deux variétés di�érentiables M et N de coordonnées lo-
cales (xi) et (yα) respectivement, autour des point x0 ∈ M et y0 = ϕ(x0) et supposons
que (yα) soient des coordonnées normales en y0. D'après le lemme 1.1 il existe une fonction
harmonique v telle que pour tout α, β = 1, ..., n, on a :

∂v

∂yα
(y0) = 0,

∂2v

∂yα∂yβ
(y0) = cαβ, (1.32)

avec cαβ = cβα et
∑n

α=1 cαα = 0.

La fonction v ◦ ϕ est harmonique dans un voisinage de x0, d'où :

0 = ∆M(v ◦ ϕ)

= dv(τ(ϕ)) + traceg∇dv(dϕ, dϕ)

= traceg∇dv(dϕ, dϕ),

(1.33)

∇dv =
∑
α,β

∂2v

∂yα∂yβ
dyα ⊗ dyβ =

∑
α,β

cαβdy
α ⊗ dyβ. (1.34)

D'après (1.33) et (1.34) on a :

0 =
∑
α,β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ

=
∑
α

g(gradM ϕα, gradM ϕα)cαα +
∑
α 6=β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ. (1.35)

Puisque
∑n

α=1 cαα = 0, on déduit :

0 =
∑
α

g(gradM ϕ1, gradM ϕ1)cαα. (1.36)

D'après (1.35) et (1.36), on obtient :

0 =
∑
α

[
g(gradM ϕα, gradM ϕα)− g(gradM ϕ1, gradM ϕ1)

]
cαα

+
∑
α 6=β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ. (1.37)
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Soient α0 6= 1, on pose

cαβ =


1, si α = β = 1 ;
−1, si α = β = α0 ;
0, si α = β 6= 1, α0 ;
0, si α 6= β.

D'après (1.37), on a :

g(gradM ϕα0 , gradM ϕα0) = g(gradM ϕ1, gradM ϕ1). (1.38)

C'est-à-dire, pour tout α = 1, ..., n, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕα) = g(gradM ϕ1, gradM ϕ1). (1.39)

Soit α0 6= β0 et soit :

cαβ =


1, si α = α0 et β = β0 ;
0, si α 6= α0 ou β 6= β0 ;
0, si α = β.

D'après (1.37), on a :
g(gradM ϕα0 , gradM ϕβ0) = 0. (1.40)

C'est-à-dire, pour tous α 6= β = 1, ..., n, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) = 0. (1.41)

des formules (1.39) et (1.41), on obtient :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) = λ2 δαβ, (1.42)

pour tous α, β = 1, ..., n, où λ = | gradM ϕ1|. Ainsi, d'après (1.29) l'application ϕ est semi-
conforme. Si v : V −→ R est une fonction de classe C∞, dé�nie sur un ouvert V de N , de la
Proposition 1.1 on a :

∆M(v ◦ ϕ) = dv(τ(ϕ)) + traceg∇dv(dϕ, dϕ)

= dv(τ(φ)) + λ2(∆Nv) ◦ φ (1.43)

Tenant compte que ϕ est un morphisme harmonique, de la formule (1.43), on déduit τ(ϕ) = 0
c'est-à-dire l'application ϕ est harmonique, d'où (1) =⇒ (2). D'après la formule (1.43) on a
(2) =⇒ (3). En�n (3) =⇒ (1).

1.4 Tenseur énergie impulsion

les tenseurs énergie-impulsion se déduisent d'une fonctionnelle, en considérant les varia-
tions par rapport à la métrique. Cette perespective est dùe à D.Hilbert (voir [16])

22



Proposition 1.2. Soient ϕ : (Mm, g) , Nn, h) des variétés riemanniennes et ϕ : Mm −→ Nn

une application de classe C∞. Si {gt}t∈[−ε,ε] une variation de la métrique g (g0 = g), alors :

δg =
∂

∂t
gt

∣∣∣
t=0
∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M).

Localement on a :

gt = gij(t, x) dxi ⊗ dxj , g0 = g = gij(x) dxi ⊗ dxj et δg =
∂

∂t
gij(t, x)

∣∣∣
t=0
dxi ⊗ dxj

Dé�nition 1.6. Soient ϕ : (Mm, g) , Nn, h) des variétés riemanniennes et ϕ : Mm −→ Nn

une application de classe C∞. Le tenseur énergie impulsion de ϕ est dé�ni par :

S(ϕ) = e(ϕ) g − ϕ∗h, (1.44)

pour tous champs de vecteurs X, Y ∈ Γ(TM), on a :

S(ϕ)(X, Y ) = e(ϕ) g(X, Y )− h(dϕ(X), dϕ(Y )).

où e(ϕ) = 1
2
|dϕ|2 est la densité d'énergie de ϕ.

Proposition 1.3. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un
domaine compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
E(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S(ϕ), δg > vg,

où 〈 , 〉 est la métrique riemannienne induite sur T ∗M ⊗ T ∗M .

Pour la preuve de la Proposition 1.3, on peut se référer à [3] et [17].

La relation de base entre le tenseur énergie impulsion et les applications harmoniques
est donnée par le théorème suivant ([2])

Théorème 1.7. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors :

divM S(ϕ) = −h(τ(ϕ), dϕ).

Démonstration. Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M dé�nie dans un voisinage d'un
point x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tout i, j ∈ {1, ..., n}. Au point x, on a :

S(ϕ)(ei, ej) =
1

2

m∑
k=1

h(dϕ(ek), dϕ(ek))δij − h(dϕ(ei), dϕ(ej)).

Tenant compte qu'au point x, τ(ϕ) =
m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(ei) et ∇ϕ

ej
dϕ(ek) = ∇ϕ

ek
dϕ(ej), alors :

(
divM S(ϕ)

)
(ej) =

m∑
i=1

ei
(
S(ϕ)(ei, ej)

)
=

1

2

m∑
i,k=1

ei
(
h(dϕ(ek), dϕ(ek))

)
δij −

m∑
i=1

ei
(
h(dϕ(ei), dϕ(ej))

)
=

m∑
k=1

h
(
∇ϕ
ej
dϕ(ek), dϕ(ek)

)
−

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ei), dϕ(ej))

= −h
(
τ(ϕ), dϕ(ej)

)
.
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Du théorème 1.7, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.1. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.

1. Si ϕ est harmonique, alors divM S(ϕ) = 0.

2. Si ϕ est une submersion et si divM S(ϕ) = 0, alors ϕ est harmonique.

1.5 Tenseur bi-énergie impulsion

Dé�nition 1.7. Soient ϕ : (Mm, g) ,(Nn, h) des variétés riemanniennes et ϕ : Mm −→ Nn

une application de classe C∞. Le tenseur bi-énergie impulsion S2(ϕ) ∈ Γ(T ∗M�T ∗M) associé
à l'application ϕ est dé�ni pour tout X, Y ∈ Γ(TM) par :

S2(ϕ)(X, Y ) = −1

2
|τ(ϕ)|2g(X, Y )− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > g(X, Y )

+h(dϕ(X),∇ϕ
Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτ(ϕ)), (1.45)

où

< dϕ,∇ϕτ(ϕ) >=
m∑
i=1

h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
,

relativement à une base orthonormée {e1, ..., em} sur M .

Proposition 1.4. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un
domaine compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S2(ϕ), δg > vg. (1.46)

Pour la démonstration de la Proposition 1.4, nous allons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 1.2 ([34]). Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ et {gt}
une variation C∞ de g. Le champ de vecteur ξ =

(
divM(δg)

)] − 1
2

gradM
(

traceg(δg)
)

satisfait :

δ(|τ(ϕ)|2) = −2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > −2h(dϕ(ξ), τ(ϕ)). (1.47)

Démonstration. Localement, on a :

δ(τ(ϕ)α) = −gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αij − ξkϕαk (1.48)

< h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > = gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αijτ(ϕ)βhαβ (1.49)

h(dϕ(ξ), τ(ϕ)) = ξkϕαk τ(ϕ)βhαβ (1.50)
δ(|τ(ϕ)|2) = δ

(
τ(ϕ)ατ(ϕ)βhαβ

)
= 2 δ(τ(ϕ)α)τ(ϕ)βhαβ

= −2gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αijτ(ϕ)βhαβ − 2ξkϕαk τ(ϕ)βhαβ. (1.51)

En substituant les formules (1.49) et (1.50) dans (1.51), on obtient (1.47).
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Lemme 1.3. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un domaine
compact de M et {gt} une variation C∞ de g. Si on pose

ξ =
(

divM(δg)
)] − 1

2
gradM

(
trace(δg)

)
,

alors : ∫
D

h(dϕ(ξ), τ(ϕ))vg =

∫
D

〈
− sym

(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
+

1

2
divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g, δg

〉
vg. (1.52)

Démonstration. Soit ω = h(dϕ, τ(ϕ)), alors :∫
D

ω(ξ)vg =

∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg −

1

2

∫
D

ω
(

gradM(trace(δg))
)
vg. (1.53)

Le premier terme du coté droit de l'égalité (1.53) est donné par :∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg =

∫
D

g(ω], (divM(δg))])vg

=

∫
D

g∗(ω, divM(δg))vg,

où g∗ est la métrique riemannienne induite sur T ∗M .

D'autre part, si pour σ ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M), on pose C(ω, σ) = ωiσijdx
j, on obtient :

g∗(ω, divM σ) = divM(C(ω, σ)])− 〈sym(∇ω), σ〉. (1.54)

Pour σ = δg, de la formule (1.54), on trouve :∫
D

ω
(
(divM(δg))]

)
vg = −

∫
D

〈sym(∇ω), δg〉. (1.55)

Remarquant pour λ ∈ C∞(M), on a :

ω(gradM λ) = g∗(ω, dλ). (1.56)

Pour λ = trace(δg), de la formule (1.56) on obtient :

−1

2

∫
D

ω
(

grad(trace(δg))
)
vg = −1

2

∫
D

g∗(ω, d(trace(δg)))vg

= −1

2

∫
D

g(ω], gradM(trace(δg)))vg

=
1

2

∫
D

trace(δg) divM(ω])vg

=
1

2

∫
D

〈divM(ω])g, δg〉vg. (1.57)

En substituant les formules (1.55) et (1.57) dans (1.53), nous obtenons (1.52).
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Démonstration de la Proposition 1.4.

D'après la formule (1.47) et le Lemme 1.2, on a :

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

δ(|τ(ϕ)|2)vg +
1

2

∫
D

|τ(ϕ)|2δ(vgt)

=
1

2

∫
D

(
− 2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > −2h(dϕ(ξ), τ(ϕ))

)
vg

+
1

2

∫
D

<
1

2
|τ(ϕ)|2g, δg > vg,

et d'après le Lemme 1.3, nous avons :

d

dt
E2(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

−2 < h(∇dϕ, τ(ϕ)), δg > vg +
1

2

∫
D

<
1

2
|τ(ϕ)|2g, δg > vg

+
1

2

∫
D

(〈
2 sym

(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
− divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g, δg

〉)
vg.

(1.58)

Posons :

S2(ϕ) = −2h(∇dϕ, τ(ϕ)) + 2 sym
(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
− divM

(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
g +

1

2
|τ(ϕ)|2g. (1.59)

Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M dé�nie dans un voisinage d'un point x ∈ M
telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ...,m}. Au point x, on a :

2 sym
(
∇h(dϕ, τ(ϕ))

)
(ei, ej) = ∇ϕ

ei
h(dϕ(ej), τ(ϕ)) +∇ϕ

ej
h(dϕ(ei), τ(ϕ))

= 2h(∇dϕ(ei, ej), τ(ϕ)) + h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
τ(ϕ))

+h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
τ(ϕ)), (1.60)

divM
(
h(dϕ, τ(ϕ))]

)
=

m∑
i=1

ei
(
g(h(dϕ, τ(ϕ))], ei)

)
=

m∑
i=1

ei
(
h(dϕ(ei), τ(ϕ))

)
=

m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
dϕ(ei), τ(ϕ)) + h(dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

}
= |τ(ϕ)|2+ < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > . (1.61)

En substituant les formules (1.60) et (1.61) dans (1.59) puis dans (1.58), on obtient (1.46)

�
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Théorème 1.8. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors :

divM S2(ϕ) = −h(τ2(ϕ), dϕ).

Démonstration. Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M dé�nie dans un voisinage d'un
point x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, (1 ≤ i, j ≤ m).

Si on note
S2(ϕ) = T1 + T2

où T1, T2 ∈ Γ(T ∗M � T ∗M) sont deux champs de tenseurs dé�nis par :

T1(X, Y ) = −1

2
|τ(ϕ)|2g(X, Y )− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > g(X, Y ),

T2(X, Y ) = h(dϕ(X),∇ϕ
Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτ(ϕ)).

Alor au point x, on a :

(divM T1)(ej) =
m∑
i=1

ei
(
T1(ei, ej)

)
=

m∑
i=1

ei
(
− 1

2
|τ(ϕ)|2δij− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > δij

)
= −h(∇ϕ

ej
τ(ϕ), τ(ϕ))− ej

(
< dϕ,∇ϕτ(ϕ) >

)
= −h(∇ϕ

ej
τ(ϕ), τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(∇ϕ
ej
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

−
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

(divM T2)(ej) =
m∑
i=1

ei
(
T2(ei, ej)

)
=

m∑
i=1

ei
(
h(dϕ(ei),∇ϕ

ej
τ(ϕ)) + h(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

)
=

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ei),∇ϕ

ej
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

Tenant compte qu'au point x, on a :

τ(ϕ) =
m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(ei) et ∇ϕ

ei
dϕ(ej) = ∇ϕ

ej
dϕ(ei)
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∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ)−∇ϕ

ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ) = RN(dϕ(ei), dϕ(ej))τ(ϕ)

alors :

(divM T1)(ej) + (divM T2)(ej) =
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

= −h(τ2(ϕ), dϕ).

Du Théorème 1.8, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.2. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.

1. Si ϕ est bi-harmonique, alors divM S2(ϕ) = 0.

2. Si ϕ est une submersion et si divM S2(ϕ) = 0, alors ϕ est bi-harmonique.
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Chapitre 2
Les applications f -harmoniques et

f -biharmoniques

Dans ce chapitre on dé�nit une généralisation de l'opérateur d'Euler-Lagrange, les appli-
cations f -harmoniques et les applications f -biharmoniques entre deux variétés riemanniennes
M et N , en considérant une fonction de torsion positive f ∈ C∞(M ×N) .

Dans le cas où f = 1, on retrouve les résultats du chapitre 1 .

2.1 Les applications f-harmoniques

Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes, D un domaine compact de M ,
f : M ×N −→ (0,∞) une fonction de classe C∞ et ϕ : M −→ N une application de

classe C∞. On appelle f -énergie de ϕ sur le domaine D, la fonctionnelle Ef (ϕ;D) dé�nie
par :

Ef (ϕ;D) =
1

2

∫
D

f(x, ϕ(x)) |dϕ|2 vg. (2.1)

Dé�nition 2.1. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ est dite f -
harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle f -énergie (2.1) pour tout domaine
compact D de M , c'est-à-dire :

d

dt
Ef (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (2.2)

pour toute variation {ϕt} de classe C∞ à support dans D de l'application ϕ.

2.1.1 Première variation de la fonctionnelle f-énergie

Théorème 2.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans
D. Alors :

d

dt
Ef (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τf (ϕ)) vg,
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où v =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

est le champ de vecteurs de variation de {ϕt},
fϕ : x ∈ M −→ fϕ(x) = f(x, ϕ(x)) ∈ (0,∞). et τf (ϕ) est le champ de f-tension de ϕ
dé�ni par :

τf (ϕ) = traceg∇fϕ dϕ− e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ
= fϕ τ(ϕ) + dϕ(gradM fϕ)− e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ, (2.3)

Démonstration. Soient D un domaine compact de M , {ϕt} une variation de classe
C∞ de ϕ à support dans D et v ∈ Γ(ϕ−1TN) le champ de vecteurs de variation. Soit
{e1, ..., em} une base orthonormée sur M . Considérons la fonction φ : M × (−ε, ε) −→ N
dé�nie par φ(x, t) = ϕt(x), alors :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

fϕt h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

+
1

2

∫
D

m∑
i=1

∂fϕt
∂t

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

fϕt h(∇φ
(ei,O)dφ(0,

∂

∂t
), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

+
1

2

∫
D

m∑
i=1

∂fϕt
∂t

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

fϕ h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) vg +

∫
D

v(f) e(ϕ) vg. (2.4)

où e(ϕ) =
1

2

m∑
i=1

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))
∣∣∣
t=0

et
∂fϕt
∂t

∣∣∣
t=0

= v(f) = h
(
v, (gradN f) ◦ ϕ

)
.

Soit ω la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω(X) = h(v, fϕdϕ(X)), X ∈ Γ(TM).

alors :

divM ω =
m∑
i=1

{
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
v, fϕdϕ(ei)) + h(v,∇ϕ

ei
fϕdϕ(ei))− h(v, fϕdϕ(∇M

ei
ei))
}
. (2.5)

D'après les formules (2.4), (2.5) et le théorème de Stokes, on obtient :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

m∑
i=1

{
h
(
v,∇ϕ

ei
fϕdϕ(ei)− fϕ dϕ(∇M

ei
ei)− e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ

)}
vg.

30



En prenant v = τf (ϕ), du Théorème 2.1, on déduit :

Théorème 2.2. Soit f : M ×N −→ (0,∞) une fonction de classe C∞.
Si ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors ϕ est f -harmonique si
et seulement si :

τf (ϕ) = fϕ τ(ϕ) + dϕ(gradM fϕ)− e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ = 0. (2.6)

Remarques 2.1.

1. L'équation (2.6) est dite équation d'Euler-Lagrange associée à la fonctionnelle f -
énergie .

2. Si f = 1 sur M , on a τf (ϕ) = τ(ϕ) champ de tension de ϕ.

3. Soient f1 : M −→ (0,∞) , f2 : N −→ (0,∞) deux fonctions C∞

et f(x, y) = f1(x).f2(y) pour tout (x, y) ∈ M ×N . Si ϕ̃ = ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h̃)

où h̃ = f2 h. Alors :

τf (ϕ) = (f2 ◦ ϕ)
(
f1 τ(ϕ̃) + dϕ(gradM f1)

)
.

En e�et ;

τf (ϕ) = fϕτ(ϕ) + dϕ(gradM fϕ)− e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ
= f1(f2 ◦ ϕ)τ(ϕ) + (f2 ◦ ϕ)dϕ(gradM f1) + f1dϕ(gradM(f2 ◦ ϕ))

−e(ϕ)f1(gradN f2) ◦ ϕ.

Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M dé�nie dans un voisinage d'un point
x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. Au point x,

τf (ϕ) = f1(f2 ◦ ϕ)
m∑
i=1

∇N
dϕ(ei)

dϕ(ei) + (f2 ◦ ϕ)dϕ(gradM f1)

+f1(f2 ◦ ϕ)
m∑
i=1

( 1

(f2 ◦ ϕ)
dϕ(ei)(f2)dϕ(ei)

)
−f1(f2 ◦ ϕ)

m∑
i=1

( 1

2(f2 ◦ ϕ)
h(dϕ(ei), dϕ(ei))(gradN f2) ◦ ϕ

)
.

La connexion de Levi-Civita de (Nn, h̃) est :

∇̃N
XY = ∇N

XY +
1

2f2
X(f2)Y +

1

2f2
Y (f2)X −

1

2f2
h(X, Y ) gradN f2.

On obtient alors :

τf (ϕ) = f1(f2 ◦ ϕ)
m∑
i=1

∇̃N
dϕ(ei)

dϕ(ei) + (f2 ◦ ϕ)dϕ(gradM f1)

= f1(f2 ◦ ϕ)τ(ϕ̃) + (f2 ◦ ϕ)dϕ(gradM f1)

= (f2 ◦ ϕ)
(
f1τ(ϕ̃) + dϕ(gradM f1)

)
.
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4. Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction de classe C∞. Si f(x, y) = f1(x) pour tout (x, y)
dans M × N , alors τf (ϕ) = τf1(ϕ) = f1τ(ϕ) + dϕ(gradM f1) et ϕ est f -harmonique si
et seulement si ϕ est f1-harmonique.

5. Soit f2 : N −→ (0,∞) une fonction de classe C∞. Si f(x, y) = f2(y) pour tout (x, y)

dans M ×N , alors τf (ϕ) = (f2 ◦ ϕ) τ(ϕ̃) où ϕ̃ = ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h̃) et h̃ = f2 h.

6. Munissons les deux variétés M et N des coordonnées locales (xi) et (yα) respectivement.
Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est f -harmonique si et seulement si :

gij
( ∂f
∂xi

+
∂ϕα

∂xi
∂f

∂yα

)∂ϕδ
∂xj
− 1

2
gij
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
hαβh

γδ ∂f

∂yγ
= 0, δ = 1, ..., n.

En particulier, l'application identité (Rm, <,>Rm) −→ (Rm, <,>Rm) est f -harmonique
si et seulement si :

∂f

∂xi
+

2−m
2

∂f

∂yi
= 0, i = 1, ...,m,

où f ∈ C∞(Rm × Rm) une fonction positive
(
Ex. Soit F ∈ C∞(Rm) une fonction

positive, et soit f(x1, ..., xm, y1, ..., ym) = F (y1 − 2−m
2
x1, ..., ym − 2−m

2
xm)

)
.

Exemple 2.1. Soit ϕ : (R∗, <,>R) −→ (R, <,>R) une fonction C∞ et soit f(x, y) = ex y

(x, y) ∈ R2. ϕ est f -harmonique si et seulement si ϕ′′ + ϕϕ′ + 1
2
x(ϕ′)2 = 0,

(par exemple. ϕ(x) = 4
x
).

2.1.2 Deuxième variation de la fonctionnelle f-énergie

Théorème 2.3. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application f -harmonique entre deux
variétés riemanniennes et D un domaine compact de M . Si {ϕt,s} est une variation à deux
paramètres et à support dans D de l'application ϕ, alors :

∂2

∂t∂s
Ef (ϕt,s;D)

∣∣∣
t=s=0

=

∫
D

h
(
Jϕ,f (v), w

)
vg. (2.7)

où v =
∂ϕt,s
∂t

∣∣∣
t=s=0

et w =
∂ϕt,s
∂s

∣∣∣
t=s=0

désignent les champs de vecteurs de variation et

Jϕ,f (v) = −fϕ traceg R
N(v, dϕ)dϕ− traceg∇ϕfϕ∇ϕv

+e(ϕ)(∇N
v gradN f) ◦ ϕ− dϕ(gradM v(f))

−v(f)τ(ϕ)+ < ∇ϕv, dϕ > (gradN f) ◦ ϕ.

Démonstration. Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M dé�nie dans un voisinage d'un
point x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. Soit la fonction :

φ : M × (−ε, ε)× (−ε, ε) −→ N

dé�nie par φ(x, t, s) = ϕt,s(x), on note par : Ei = (ei, 0, 0) , ∂
∂t

= (0, d
dt
, 0) et ∂

∂s
= (0, 0, d

ds
).

Alors :
∂2

∂t∂s
Ef (ϕt,s) =

1

2

∫
M

m∑
i=1

∂2

∂t∂s

[
f(x, ϕt,s(x))h(dϕt,s(ei), dϕt,s(ei))

]
vg.

32



On a :

1

2

∂

∂t

[
f(x, ϕt,s(x))h

(
dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)

)]
=

1

2

∂

∂t

(
f(x, ϕt,s(x))

)
.h(dϕt,s(ei), dϕt,s(ei))

+ f(x, ϕt,s(x)).h(∇φ
∂
∂t

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)).
(2.8)

d'où

1

2

∂2

∂t∂s

[
f(x, ϕt,s(x))h

(
dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)

)]
=

1

2

∂2

∂t∂s
f(x, ϕt,s(x)) .h(dϕt,s(ei), dϕt,s(ei))

+
∂

∂t
f(x, ϕt,s(x)).h(∇φ

∂
∂s

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei))

+
∂

∂s
f(x, ϕt,s(x)) .h(∇φ

∂
∂t

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei))

+ f(x, ϕt,s(x)).h(∇φ
∂
∂s

∇φ
∂
∂t

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei))

+ f(x, ϕt,s(x)).h(∇φ
∂
∂t

dϕt,s(ei),∇φ
∂
∂s

dϕt,s(ei)).

(2.9)
d'autre part :

∂

∂t
f(x, ϕt,s(x)) = df

(
0,
∂ϕt,s(x)

∂t

)
= df

(
0, dφ(

∂

∂t
)
)

= h
(
(gradN f) ◦ φ, dφ(

∂

∂t
)
)
.

∂

∂s
f(x, ϕt,s(x)) = h

(
(gradN f) ◦ φ, dφ(

∂

∂s
)
)
.

∂2

∂t∂s
f(x, ϕt,s(x)) = h(∇φ

∂
∂s

(gradN f) ◦ φ, dφ(
∂

∂t
)
)

+h
(
(gradN f) ◦ φ,∇φ

∂
∂s

dφ(
∂

∂t
)
)
.

d'où :

1

2

m∑
i=1

∂2

∂t∂s
f(x, ϕt,s(x)).h

(
dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)

)∣∣∣
(t=s=0

= e(ϕ)h
(
(∇N

w gradN f) ◦ ϕ, v
)

+ e(ϕ)h
(
(gradN f) ◦ ϕ,∇φ

∂
∂s

dφ(
∂

∂t
)
)
|t=s=0.

(2.10)
On a :

∂

∂t
f(x, ϕt,s(x)).h

(
∇φ

∂
∂s

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)
)∣∣∣

t=s=0
= h((gradN f) ◦ ϕ, v)h(∇φ

∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei))|t=s=0

= v(f)h(∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei))|t=s=0

= v(f)
[
ei(h(w, dϕ(ei)))− h(w, τ(ϕ))

]
.

(2.11)
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Si ω1 désigne la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω1(Y ) = h(w, dϕ(Y )), Y ∈ Γ(TM).

alors :

∂

∂t
f(x, ϕt,s(x)).h

(
∇φ

∂
∂s

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)
)∣∣∣

t=s=0
= v(f) divM ω1 − h(w, v(f)τ(ϕ))

= divM(v(f)ω1)− h(w, dϕ(gradM v(f)))

− h(w, v(f)τ(ϕ)).
(2.12)

m∑
i=1

∂

∂s
f(x, ϕt,s(x)).h

(
∇φ

∂
∂t

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)
)∣∣∣

t=s=0
= h((gradN f) ◦ ϕ,w). < ∇ϕv, dϕ >

= h
(
< ∇ϕv, dϕ > (gradN f) ◦ ϕ,w

)
,

(2.13)
m∑
i=1

f(x, ϕt,s(x)).h
(
∇φ

∂
∂s

∇φ
∂
∂t

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)
)∣∣∣

t=s=0
=

m∑
i=1

fϕh(∇φ
∂
∂s

∇φ
Ei
dφ(

∂

∂t
), dϕ(ei))

∣∣∣
t=s=0

=
m∑
i=1

fϕh(RN(w, dϕ(ei))v, dϕ(ei))

+
m∑
i=1

fϕh(∇φ
Ei
∇φ

∂
∂s

dφ(
∂

∂t
), dϕ(ei))

∣∣∣
t=s=0

= −
m∑
i=1

fϕh(RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), w)

+
m∑
i=1

fϕei(h(∇φ
∂
∂s

dφ(
∂

∂t
), dϕ(ei)))

∣∣∣
t=s=0

− fϕh(∇φ
∂
∂s

dφ(
∂

∂t
), τ(ϕ))

∣∣∣
t=s=0

.

(2.14)
Si ω2 désigne la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω2(Y ) = h(∇φ
∂
∂s

dφ(
∂

∂t
), dϕ(Y ))

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, Y ∈ Γ(TM).
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alors :
m∑
i=1

f(x, ϕt,s(x)).h
(
∇φ

∂
∂s

∇φ
∂
∂t

dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)
)∣∣∣

t=s=0
= −fϕh(traceg R

N(v, dϕ)dϕ,w)

+ fϕ divM ω2 − fϕh(∇φ
∂
∂s

dφ(
∂

∂t
), τ(ϕ))

∣∣∣
t=s=0

= −fϕh(traceg R
N(v, dϕ)dϕ,w) + divM(fϕω2)

− h(∇φ
∂
∂s

dφ(
∂

∂t
), dϕ(gradM fϕ))

∣∣∣
t=s=0

− fϕh(∇φ
∂
∂s

dφ(
∂

∂t
), τ(ϕ))

∣∣∣
t=s=0

.

(2.15)
Finalement on obtient :

f(x, ϕt,s(x)).h(∇φ
∂
∂t

dϕt,s(ei),∇φ
∂
∂s

dϕt,s(ei)) = fϕh(∇φ
Ei
dφ( ∂

∂t
),∇φ

Ei
dφ( ∂

∂s
))
∣∣∣
t=s=0

= fϕ

[
ei(h(∇ϕ

ei
v, w))− h(∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
v, w)

]
,

m∑
i=1

f(x, ϕt,s(x)).h
(
∇φ

∂
∂t

dϕt,s(ei),∇φ
∂
∂s

dϕt,s(ei)
)∣∣∣

t=s=0
= fϕ

[
divM ω3 − h(traceg(∇ϕ)2v, w)

]
= divM(fϕω3)− h(∇ϕ

gradM fϕ
v, w)

− h(fϕ traceg(∇ϕ)2v, w)

= divM(fϕω3)− h(traceg∇ϕfϕ∇ϕv, w).
(2.16)

où ω3 désigne la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω3(Y ) = h(∇ϕ
Y v, w), Y ∈ Γ(TM)

D'après les formules (2.9), (2.11), (2.12), (2.13), (2.15) et (2.16), on obtient (2.7).

2.2 Les applications f-bi-harmoniques

Dé�nition 2.2. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes, D un domaine
compact de M et f : M ×N −→ (0,∞) une fonction de classe C∞.

La fonctionnelle f -bi-énergie d'une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est dé�nie par :

E2,f (ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τf (ϕ)|2 vg. (2.17)

Dé�nition 2.3. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) entre deux variétés Rieman-
niennes est dite f -bi-harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle f -bi-énergie
E2,f (ϕ;D) pour tout domaine compact D de M c'est-à-dire :

d

dt
E2,f (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (2.18)

{ϕt} étant une variation de classe C∞ de ϕ à support dans D.
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2.2.1 Première variation de la fonctionnelle f-bi-énergie

Théorème 2.4. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application C∞ entre deux variétés
riemanniennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans D. Alors :

d

dt
E2,f (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ2,f (ϕ)) vg,

où v =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

désigne le champ de vecteurs de variation de {ϕt} et τ2,f (ϕ) est le champ

f-bitension de ϕ dé�ni par :

τ2,f (ϕ) = −fϕ traceg R
N(τf (ϕ), dϕ)dϕ− traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ)

+e(ϕ)(∇N
τf (ϕ)

gradN f) ◦ ϕ− dϕ(gradM τf (ϕ)(f))

−τf (ϕ)(f)τ(ϕ)+ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > (gradN f) ◦ ϕ,

où :

traceg R
N(τf (ϕ), dϕ)dϕ =

m∑
i=1

RN(τf (ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)

traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ) =
m∑
i=1

(
∇ϕ
ei
fϕ∇ϕ

ei
τf (ϕ)− fϕ∇ϕ

∇Mei ei
τf (ϕ)

)
< ∇ϕτf (ϕ), dϕ > =

m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
τf (ϕ), dϕ(ei)

)
.

relativement à une base orthonormée {e1, ..., em} sur M .

Démonstration. Soient D un domaine compact de M , {ϕt} une variation de classe C∞ de
ϕ à support dans D et v ∈ Γ(ϕ−1TN) le champ de vecteurs de variation.
Soit φ : M × (−ε, ε) −→ N dé�nie par φ(x, t) = ϕt(x), alors :

d

dt
E2,f (ϕt;D) =

∫
D

h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
τf (ϕt), τf (ϕt))vg. (2.19)

Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M dé�nie dans un voisinage d'un point x ∈ M
telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. Au point x, on a :

∇φ

(0, ∂
∂t

)
τf (ϕt) =

m∑
i=1

∇φ

(0, ∂
∂t

)
∇φ

(ei,0)
fϕtdϕt(ei)−∇

φ

(0, ∂
∂t

)
e(ϕt)(gradN f) ◦ ϕt. (2.20)

Le premier terme du coté droit de l'égalité (2.20) est :

m∑
i=1

∇φ

(0, ∂
∂t

)
∇φ

(ei,0)
fϕtdϕt(ei) =

m∑
i=1

RN(dφ(
∂

∂t
), dφ(ei, 0))fϕtdϕt(ei)

+
m∑
i=1

∇φ
(ei,0)
∇φ

(0, ∂
∂t

)
fϕtdϕt(ei). (2.21)
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On a :
m∑
i=1

h(∇φ
(ei,0)
∇φ

(0, ∂
∂t

)
fϕtdϕt(ei), τf (ϕt)) =

m∑
i=1

ei(h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
fϕtdϕt(ei), τf (ϕt)))

−
m∑
i=1

h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
fϕtdϕt(ei),∇

φ
(ei,0)

τf (ϕt)))

=
m∑
i=1

ei(h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
fϕtdϕt(ei), τf (ϕt)))

−
m∑
i=1

∂fϕt
∂t

.h(dϕt(ei),∇φ
(ei,0)

τf (ϕt)))

−
m∑
i=1

fϕth(∇φ
(0,∂
∂t

)
dϕt(ei, 0),∇φ

(ei,0)
τf (ϕt)). (2.22)

Soit ω1 la 1-forme di�érentielle à support dans D dé�nie sur M par :

ω1(Y ) = h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
fϕtdϕt(Y ), τf (ϕt))

∣∣∣
t=0
, Y ∈ Γ(TM).

D'après (2.22), on a :

m∑
i=1

h(∇φ
(ei,0)
∇φ

(0, ∂
∂t

)
fϕtdϕt(ei, 0), τf (ϕt))

∣∣∣
t=0

= divM ω1 − h((gradN f) ◦ ϕ, v). < dϕ,∇ϕτf (ϕ) >

−
m∑
i=1

fϕh(∇φ

(0, ∂
∂t

)
dϕt(ei),∇φ

(ei,0)
τf (ϕt)))

∣∣∣
t=0
,(2.23)

m∑
i=1

fϕh(∇φ

(0, ∂
∂t

)
dϕt(ei, 0),∇φ

(ei,0)
τf (ϕt)))

∣∣∣
t=0

=
m∑
i=1

h(∇φ
(ei,0)

dφ(0,
∂

∂t
), fϕ∇φ

(ei,0)
τf (ϕt)))

∣∣∣
t=0

=
m∑
i=1

ei(h(v, fϕ∇ϕ
ei
τf (ϕ)))

−
m∑
i=1

h(v,∇ϕ
ei
fϕ∇ϕ

ei
τf (ϕ)). (2.24)

Soit ω2 la 1-forme di�érentielle à support dans D dé�nie sur M par :

ω2(Y ) = h(v, fϕ∇ϕ
Y τf (ϕ)), Y ∈ Γ(TM).

L'équation (2.24) s'écrit :

m∑
i=1

fϕh(∇φ

(0, ∂
∂t

)
dϕt(ei, 0),∇φ

(ei,0)
τf (ϕt)))

∣∣∣
t=0

= divM ω2 − h(v, traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ)). (2.25)

37



D'après les formules (2.21), (2.23) et (2.25), on a :
m∑
i=1

h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
∇φ

(ei,0)
fϕtdϕt(ei), τf (ϕt))

∣∣∣
t=0

= h(fϕ traceg R
N(τf (ϕ), dϕ)dϕ, v)

+ divM ω1 − h(< dϕ,∇ϕτf (ϕ) > (gradN f) ◦ ϕ, v)

− divM ω2 + h(traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ), v). (2.26)

Le deuxième terme du coté droit de l'égalité (2.20) est donné par :

∇φ

(0, ∂
∂t

)
e(ϕt)(gradN f) ◦ ϕt =

∂e(ϕt)

∂t
(gradN f) ◦ ϕt + e(ϕt)∇φ

(0, ∂
∂t

)
(gradN f) ◦ ϕt. (2.27)

On a :

∂e(ϕt)

∂t

∣∣∣
t=0

=
1

2

m∑
i=1

∂

∂t
h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))

∣∣∣
t=0

=
m∑
i=1

h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))

∣∣∣
t=0

=
m∑
i=1

h(∇φ
(ei,0)

dφ(0,
∂

∂t
), dφ(ei, 0))

∣∣∣
t=0

=
m∑
i=1

ei(h(v, dϕ(ei)))− h(v, τ(ϕ))

= divM ω3 − h(v, τ(ϕ)), (2.28)

où ω3 est une 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω3(Y ) = h(v, dϕ(Y )) Y ∈ Γ(TM)

D'après les formules (2.27) et (2.28), on a

h(∇φ

(0, ∂
∂t

)
e(ϕt)(gradN f) ◦ ϕt, τf (ϕt))

∣∣∣
t=0

= τf (ϕ)(f) divM ω3 − τf (ϕ)(f)h(v, τ(ϕ))

+e(ϕ)h(∇φ
∂
∂t

gradN f ◦ ϕt, τf (ϕt))
∣∣∣
t=0

(2.29)

= divM(τf (ϕ)(f)ω3)− h(v, dϕ(gradM τf (ϕ)(f)))

−τf (ϕ)(f)h(v, τ(ϕ)) + e(ϕ)h(∇N
τf (ϕ)

gradN f, v)

D'après les formules (2.19), (2.20), (2.26), (2.29) et Théorème de Stokes, on obtient :

d

dt
E2,f (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

{
h(fϕ traceg R

N(τf (ϕ), dϕ)dϕ, v)

−h(< dϕ,∇ϕτf (ϕ) > (gradN f) ◦ ϕ, v)

+h(traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ), v)

+h(v, dϕ(gradM τf (ϕ)(f)))

+τf (ϕ)(f)h(v, τ(ϕ))

−e(ϕ)h(∇N
τf (ϕ)

gradN f, v)
}
vg.
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Par conséquant nous avons le théorème suivant :

Théorème 2.5. Soit f : M × N −→ (0,∞) une fonction de classe C∞. Une application
lisse ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) entre deux variétés riemanniennes est f -bi-harmonique si et
seulement si :

τ2,f (ϕ) = −fϕ traceg R
N(τf (ϕ), dϕ)dϕ− traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ)

+e(ϕ)(∇N
τf (ϕ)

gradN f) ◦ ϕ− dϕ(gradM τf (ϕ)(f))

−τf (ϕ)(f)τ(ϕ)+ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > (gradN f) ◦ ϕ = 0. (2.30)

Remarques 2.2.

1. L'équation (2.30) est dite équation d'Euler-Lagrange associée à la fonctionnelle f -bi-
énergie.

2. toute application f-harmonique est f-bi-harmonique.

3. Si f = 1 sur M alors τ2,f (ϕ) = τ2(ϕ) (champ bi-tension de ϕ).

4. Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction de classe C∞. Si f(x, y) = f1(x) pour tout
(x, y) ∈ M × N , alors ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est f -bi-harmonique si et seulement
si elle est f1-bi-harmonique et on a :

τ2,f (ϕ) = τ2,f1(ϕ) = −f1 traceg R
N(τf1(ϕ), dϕ)dϕ− traceg∇ϕf1∇ϕτf1(ϕ).

2.3 Morphismes f-harmoniques

Soient (Mm, g) une variété riemannienne, f : (x, t) ∈ M × R −→ f(x, t) ∈ (0,∞) une
fonction de classe C∞ et U un ouvert de M .

Dé�nition 2.4. Une fonction u : U −→ R est dite f -harmonique si :

∆M
f u ≡ fu ∆Mu+ du(gradM fu)− e(u) (f ′)u = 0, (2.31)

où fu : M −→ (0,+∞) est une fonction de classe C∞, dé�nie par :

fu(x) = f(x, u(x)), x ∈ U, (2.32)

(f ′)u : M −→ (0,+∞) est une fonction de classe C∞, dé�nie par :

(f ′)u(x) =
∂f

∂t
(x, u(x)), x ∈ U. (2.33)

Dé�nition 2.5. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. L'application ϕ est un morphisme f -harmonique si, pour toute fonc-
tion harmonique v : V −→ R sur un ouvert V ⊂ N tel que ϕ−1(V ) soit non vide, alors la
composée v ◦ ϕ est f -harmonique sur ϕ−1(V ).

Théorème 2.6. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. ϕ est un morphisme f -harmonique ;

2. ϕ est semi-conforme véri�ant le système d'équations :

fϕα τ(ϕ)α + g(gradM fϕα , gradM ϕα)− 1

2
λ2(f ′)ϕα(hαα ◦ ϕ) = 0, α = 1, ..., n. (2.34)

relativement à toute carte locale (yα) de N .

3. Pour toute fonction v dé�nie sur un ouvert V de N tel que ϕ−1(V ) soit non vide,

∆M
f (v ◦ ϕ) = fv◦ϕ λ

2 (∆Nv) ◦ ϕ,

où λ est une fonction positive sur M .

Démonstration. Supposons que ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un morphisme f -harmonique.
Munissons les deux variétés di�érentiablesM et N des coordonnées locales (xi) et (yα) respec-
tivement, autour des point x0 ∈M et y0 = ϕ(x0) et supposons que (yα) sont des coordonnées
normales en y0. D'après le lemme 1.1 il existe une fonction harmonique v telle que :

∂v

∂yα
(y0) = 0,

∂2v

∂yα∂yβ
(y0) = cαβ , α, β = 1, ..., n (2.35)

avec cαβ = cβα,
∑n

α=1 cαα = 0. La fonction v ◦ ϕ est f -harmonique dans un voisinage de x0.
Au point x0, on a :

∂v

∂yα
(y0) = 0 ,

∂2v

∂yα∂yβ
(y0) = cαβ, (2.36)

pour tout α, β = 1, ..., n,

0 = ∆M
f (v ◦ ϕ) (2.37)

= fv◦ϕ ∆M(v ◦ ϕ) + dv(dϕ(gradM fv◦ϕ))− e(v ◦ ϕ) (f ′)v◦ϕ,

dv(dϕ(gradM fv◦ϕ)) = 0, (2.38)

e(v ◦ ϕ) = 0. (2.39)

D'après (2.37), (2.38) et (2.39) on a :

0 = ∆M(v ◦ ϕ)

= dv(τ(ϕ)) + traceg∇dv(dϕ, dϕ)

= traceg∇dv(dϕ, dϕ). (2.40)

Comme au point x0 :

∇dv =
∑
α,β

∂2v

∂yα∂yβ
dyα ⊗ dyβ =

∑
α,β

cαβdy
α ⊗ dyβ. (2.41)

Alors d'après (2.36), (2.40) et (2.41), on obtient :

0 =
∑
α,β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ

=
∑
α

g(gradM ϕα, gradM ϕα)cαα +
∑
α 6=β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ. (2.42)
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On a :
0 =

∑
α

g(gradM ϕ1, gradM ϕ1)cαα. (2.43)

D'après (2.42) et (2.43), on obtient :

0 =
∑
α

[
g(gradM ϕα, gradM ϕα)− g(gradM ϕ1, gradM ϕ1)

]
cαα

+
∑
α 6=β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ. (2.44)

Soit α0 6= 1 et soit :

cαβ =


1, si α = β = 1 ;
−1, si α = β = α0 ;
0, si α = β 6= 1, α0 ;
0, si α 6= β.

Alors d'après (2.44), on a :

g(gradM ϕα0 , gradM ϕα0) = g(gradM ϕ1, gradM ϕ1). (2.45)

On obtient alors :

g(gradM ϕα, gradM ϕα) = g(gradM ϕ1, gradM ϕ1), (2.46)

pour tout α = 1, ..., n. Soit α0 6= β0 et soit :

cαβ =


1, si α = α0 et β = β0 ;
0, si α 6= α0 ou β 6= β0 ;
0, si α = β.

Alors d'après (2.44), on a :
g(gradM ϕα0 , gradM ϕβ0) = 0. (2.47)

Ainsi,
g(gradM ϕα, gradM ϕβ) = 0, (2.48)

pour tout α 6= β = 1, ..., n.

Il suit de (2.47) et (2.48) que ϕ est semi conforme,

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) = λ2 δαβ, (2.49)

pour tout α, β = 1, ..., n.

Pour chaque fonction de classe C2, v : V −→ R dé�nie sur un sous-ensemble ouvert V de
N ,

∆M
f (v ◦ ϕ) = fv◦ϕ ∆M(v ◦ ϕ) + dv(dϕ(gradM fv◦ϕ)) (2.50)

−e(v ◦ ϕ)(f ′)v◦ϕ

= fv◦ϕdv(τ(ϕ)) + fv◦ϕ traceg∇dv(dϕ, dϕ)

+dv(dϕ(gradM fv◦ϕ))− e(v ◦ ϕ)(f ′)v◦ϕ.
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Comme, ϕ est semi-conforme, on obtient :

∆M
f (v ◦ ϕ) = fv◦ϕdv(τ(ϕ)) + fv◦ϕλ

2(∆Nv) ◦ ϕ (2.51)

+dv(dϕ(gradM fv◦ϕ))− e(v ◦ ϕ)(f ′)v◦ϕ.

Par un choix spécial de la fonction harmonique v on conclut que la condition morphisme
f -harmonique implique :

fv◦ϕdv(τ(ϕ)) + dv(dϕ(gradM fv◦ϕ))− e(v ◦ ϕ)(f ′)v◦ϕ = 0,

c'est-à-dire, relativement aux coordonnées locales (yα) sur N , on a :

fϕα τ(ϕ)α + g(gradM fϕα , gradM ϕα)− 1

2
λ2(f ′)ϕα(hαα ◦ ϕ) = 0,

pour tout α = 1, ..., n. Ainsi, on obtient l'implication (1) =⇒ (2). De la formule (2.51) on
déduit (2) =⇒ (3). En�n l'implication (3) =⇒ (1) est triviale.

Exemple 2.2. L'application identité Id : (Rm, <,>Rm) −→ (Rm, <,>Rm) est un morphisme
f -harmonique si et seulement si, on a :

∂f

∂xi
+

1

2

∂f

∂t
= 0, (2.52)

pour tout i = 1, ...,m, où f ∈ C∞(Rm × R) est une fonction positive. Soit F ∈ C∞(Rm) une
fonction positive, parmis les solutions du système d'équations (2.52), on trouve les fonctions
du type f(x1, ..., xm, t) = F (t− 1

2
x1, ..., t− 1

2
xm).

• Si f(x, t) = 1 pour tout (x, t) ∈ M × R, la condition (2.34) est équivalent à τ(ϕ) = 0,
c'est-à-dire ϕ est harmonique et on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. [3] Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un morphism harmonique
si et seulement si ϕ : M −→ N est harmonique et semi conforme.

• Si f(x, t) = f1(x) pour tout (x, t) ∈M × R, où f1 ∈ C∞(M) est une fonction positive,
la condition (2.34) équivalent à f1 τ(ϕ) + dϕ(gradM f1) = 0 c'est-à-dire ϕ est f1-harmonique,
on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.2. [38] Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un morphisme f1-
harmonique si et seulement si ϕ : M −→ N est f1-harmonique et semi conforme, avec
f1 ∈ C∞(M) est une fonction positive.

Corollaire 2.3. Soient f : M × R −→ (0,+∞) une fonction positive,
ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) un morphisme f -harmonique de dilatation λ1
et ψ : (Nn, h) −→ (P , k) un morphisme harmonique de dilatation λ2. Alors la composition
ψ ◦ ϕ : M −→ P est un morphisme f -harmonique de dilatation λ1(λ2 ◦ ϕ).

Démonstration. Soient V un ouvert de N et v : V −→ R de classe C∞ (resp U un ouvert
de P et u : U −→ R de classe C∞), on a

∆M
f (v ◦ ϕ) = fv◦ϕ λ

2
1 (∆Nv) ◦ ϕ,
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resp
∆N(u ◦ ψ) = λ22 (∆Pu) ◦ ψ,

d'où :

∆M
f (u ◦ ψ ◦ ϕ) = fu◦ψ◦ϕλ

2
1 (∆N(u ◦ ψ)) ◦ ϕ

= fu◦ψ◦ϕλ
2
1 (λ2 ◦ ϕ)2(∆Pu) ◦ ψ ◦ ϕ.

Corollaire 2.4. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞.
Si f(x, t) = f1(x) f2(t) pour tout (x, t) ∈ M × R, où f1 ∈ C∞(M) et f2 ∈ C∞(R) deux
fonctions positives. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est un morphisme f -harmonique

2. ϕ est semi conforme de dilatation λ veri�ant :

(f2 ◦ ϕα) τf1(ϕ)α +
1

2
λ2f1(f

′
2 ◦ ϕα)(hαα ◦ ϕ) = 0, α = 1, ..., n. (2.53)

relativement aux coordonnées locales (yα) sur N .

Démonstration. D'après le Théorème 2.6, l'application ϕ : (M, g) −→ (N, h) est un mor-
phisme f -harmonique si et seulement si ϕ : (M, g) −→ (N, h) est semi conforme de dilatation
λ satisfaisant la condition

fϕα τ(ϕ)α + g(gradM fϕα , gradM ϕα)− 1

2
λ2(f ′)ϕα(hαα ◦ ϕ) = 0,

pour tout α = 1, ..., n, relativement aux coordonnées locales (yα) sur N , c'est-à-dire.

f1(f2 ◦ ϕα) τ(ϕ)α + f1g(gradM(f2 ◦ ϕα), gradM ϕα) (2.54)

+(f2 ◦ ϕα)g(gradM f1, gradM ϕα)− 1

2
λ2f1(f

′
2 ◦ ϕα)(hαα ◦ ϕ) = 0,

parce que fϕα = f1(f2 ◦ ϕα).

Soit τf1(ϕ) = f1 τ(ϕ) + dϕ(gradM f1) le champ f1-tension de ϕ, on a :

τf1(ϕ)α = f1τ(ϕ)α + g(gradM f1, gradM ϕα). (2.55)

D'après (2.49) et (2.50), on obtient :

(f2 ◦ ϕα) τf1(ϕ)α + f1g(gradM(f2 ◦ ϕα), gradM ϕα) (2.56)

−1

2
λ2f1(f

′
2 ◦ ϕα)(hαα ◦ ϕ) = 0,

le deuxième terme du coté gauche de (2.56) est :

f1g(gradM(f2 ◦ ϕα), gradM ϕα) = f1(f
′
2 ◦ ϕα)g(gradM ϕα, gradM ϕα)

= λ2f1(f
′
2 ◦ ϕα)(hαα ◦ ϕ).
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Proposition 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne. Une application de classe C∞,

ϕ : (M, g) −→ (Rn, <,>Rn), x 7−→ (ϕ1(x), ..., ϕn(x))

est un morphisme f -harmonique si et seulement si ses composantes ϕα sont f -harmonique
dont les gradients sont orthogonaux et de même norme en chaque point.

Démonstration. La condition (2.34) du théorème 2.6 se réduit à :

fϕα ∆Mϕα + g(gradM fϕα , gradM ϕα)− e(ϕα)(f ′)ϕα = 0,

pour tout α = 1, ..., n, on déduit que les fonctions ϕα sont f -harmoniques.

Proposition 2.2. Soient ϕ = (ϕ1 + ... + ϕn) : (M, g) −→ (Rn, <,>Rn) un morphisme

harmonique et f1 = e−
1
2
(ϕ1+...+ϕn). Si f(x, t) = f1(x) et+c, pour tout (x, t) ∈M ×R et c ∈ R+,

alors ϕ est un morphisme f -harmonique.

Démonstration. L'application ϕ : (M, g) −→ (Rn, <,>Rn) est un morphisme harmonique si
et seulement si elle est harmonique et semi conforme de dilatation λ. Soit f1 = e−

1
2
(ϕ1+...+ϕn),

d'où :
τf1(ϕ)α = f1τ(ϕ)α + g(gradM f1, gradM ϕα) = g(gradM f1, gradM ϕα),

On a :

gradM f1 = −1

2
e−

1
2
(ϕ1+...+ϕn)(gradM ϕ1 + ...+ gradM ϕn)

= −1

2
f1(gradM ϕ1 + ...+ gradM ϕn).

Ainsi,

τf1(ϕ)α = −1

2
f1

(
g(gradM ϕ1, gradM ϕα) + ...+ g(gradM ϕn, gradM ϕα)

)
.

Comme ϕ est semi-conforme de dilatation λ, on obtient :

τf1(ϕ)α = −1

2
λ2 f1(<,>Rn)αα ◦ ϕ = −1

2
λ2 f1. (2.57)

Soit f(x, t) = f1(x) et+c pour tout (x, t) ∈ M × R, où c ∈ R+, la condition (2.53) est
équivalente à (2.57),

�nalement, d'après corollaire 2.4 l'application ϕ est un morphisme f -harmonique.

Exemple 2.3. Soient (M, g) une variété riemannienne, γ : M −→ (0,∞) une fonction de classe
C∞ et M ×γ2 Rn la variété produit munie de la métrique Gγ = g + γ2 <,>Rn . La projection
normale :

π2 : (M ×γ2 Rn, Gγ) −→ (Rn, <,>Rn),

est un morphisme harmonique ([3]). Selon la proposition 2.2 la projection normale π2 est un
morphisme f -harmonique avec :

f(x, y1, ..., yn, t) = e−
1
2
(y1+...+yn)+t+c, c ∈ R+

pour tout (x, y1, ..., yn, t) ∈M × Rn × R.
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Exemple 2.4. Soit Hm = (Rm−1 × R∗+, 1
x2m

<,>Rm). La projection :

π1 : Hm −→ (Rm−1, <,>Rm−1), (x1, ..., xm−1, xm) 7−→ a (x1, ..., xm−1),

où a ∈ R\{0} est un morphisme harmonique ([26]). Selon la proposition 2.2 la projection π1
est un morphisme f -harmonique avec :

f(x1, ..., xm−1, xm, t) = e−
a
2
(x1+...+xm−1)+t+c, c ∈ R+

pour tout (x1, ..., xm−1, xm, t) ∈ Hm × R.
Exemple 2.5.

1. Soit ϕ : (R2\{0}, <,>R2) −→ (R2\{0}, <,>R2) l'application dé�nie par :

ϕ(x, y) =
( x

x2 + y2
,

y

x2 + y2
)
.

Alors ϕ est un morphisme f -harmonique, semi-conforme de dilatation λ(x, y) =
1

x2 + y2
.

avec :
f(x, y, t) = F

(
2 t− x+ y

x2 + y2

)
,

où F : R −→ (0,∞) est une fonction de classe C∞. En e�et , on a :

ϕ1(x, y) =
x

x2 + y2
, ϕ2(x, y) =

y

x2 + y2
, fϕ1(x, y) = F

( x− y
x2 + y2

)
fϕ2(x, y) = F

( y − x
x2 + y2

)
, ∆R2

ϕ1 = ∆R2

ϕ2 = 0

gradR2

ϕ1 =
( y2 − x2

(x2 + y2)2
,− 2xy

(x2 + y2)2

)
, gradR2

ϕ2 =
(
− 2xy

(x2 + y2)2
,
x2 − y2

(x2 + y2)2

)
gradR2

fϕ1 = F ′
( x− y
x2 + y2

)(
− x2 − y2 − 2xy

(x2 + y2)2
,−x

2 − y2 + 2xy

(x2 + y2)2

)
gradR2

fϕ2 = F ′
( y − x
x2 + y2

)(x2 − y2 − 2xy

(x2 + y2)2
,
x2 − y2 + 2xy

(x2 + y2)2

)

< gradR2

ϕ1, gradR2

fϕ1 >R2=
F ′
(

x−y
x2+y2

)
(x2 + y2)2

, < gradR2

ϕ2, gradR2

fϕ2 >R2=
F ′
(

y−x
x2+y2

)
(x2 + y2)2

e(ϕ1) = e(ϕ2) =
1

2(x2 + y2)2
, (f ′)ϕ1 = 2F ′

( x− y
x2 + y2

)
, (f ′)ϕ2 = 2F ′

( y − x
x2 + y2

)
D'après (2.3) les fonctions ϕ1 et ϕ2 sont f -harmonique et d'après la proposition 2.1
l'application ϕ est un morphisme f -harmonique.
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2. De la même façon, on démontre que si ψ est une application dé�nie par :

ψ : (R3\{0}, <,>R3) −→ (R3\{0}, <,>R3)

(x, y, z) 7→
( x

x2 + y2 + z2
,

y

x2 + y2 + z2
,

z

x2 + y2 + z2
)

alors :
ψ est semi conforme de dilatation λ(x, y, z) =

1

x2 + y2 + z2
.

ψ est un morphisme f -harmonique , avec :

f(x, y, z, t) =
F
(

2 t− x+y+z
x2+y2+z2

)
x2 + y2 + z2

,

où, F : R −→ (0,∞) est une fonction de classe C∞.

Exemple 2.6. Soientt M = R∗+ × R2 et ϕ : (M,<,>R3) −→ (R2, <,>R2) dé�nie par :

ϕ(x, y, z) = (
√
x2 + y2, z).

Alors ϕ est une application semi-conforme de dilatation λ = 1 et un morphisme f -harmonique
avec :

f(x, y, z, t) =
F
(

2 t− z −
√
x2 + y2

)
x

,

où, F : R −→ (0,∞) est une fonction de classe C∞. En e�et, on a :

ϕ1(x, y, z) =
√
x2 + y2, ϕ2(x, y, z) = z

fϕ1(x, y, z) =
F
(√

x2 + y2 − z
)

x
, fϕ2(x, y, z) =

F
(
z −

√
x2 + y2

)
x

∆Mϕ1 =
1√

x2 + y2
, ∆Mϕ2 = 0

gradM ϕ1 =
( x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

, 0
)
, gradM ϕ2 = (0, 0, 1)

gradM fϕ1 =
(
−
√
x2 + y2F − x2F ′

x2
√
x2 + y2

,
yF ′

x
√
x2 + y2

,−F
′

x

)
.

Ici F = F
(√

x2 + y2 − z
)
et F ′ = F ′

(√
x2 + y2 − z

)
.

gradM fϕ2 =
(
−
√
x2 + y2F + x2F ′

x2
√
x2 + y2

,− yF ′

x
√
x2 + y2

,
F ′

x

)
.

Et ici F = F
(
z −

√
x2 + y2

)
et F ′ = F ′

(
z −

√
x2 + y2

)
.

< gradM ϕ1, gradM fϕ1 >R3=
(x2 + y2)F ′

(√
x2 + y2 − z

)
−
√
x2 + y2F

(√
x2 + y2 − z

)
x(x2 + y2)
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< gradM ϕ2, gradM fϕ2 >R3=
F ′
(
z −

√
x2 + y2

)
x

e(ϕ1) = e(ϕ2) =
1

2
, (f ′)ϕ1 =

2F ′
(√

x2 + y2 − z
)

x
, (f ′)ϕ2 =

2F ′
(
z −

√
x2 + y2

)
x

.

Remarque 2.1. La proposition 2.2 est vraie pour une application ϕ : (M, g) −→ (N, h), où
N est un sous-ensemble ouvert de Rn et h est une métrique conforme sur Rn c'est-à-dire.
h = e2γ <,>Rn , γ ∈ C∞(N).

2.4 Tenseur f-énergie impulsion

Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés riemanniennes, f : M ×N → (0,∞) une fonction C∞.

Théorème 2.7. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un domaine
compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< Sf (ϕ), δg > vg,

où 〈 , 〉 est la métrique riemannienne induite sur T ∗M ⊗ T ∗M ,

Sf (ϕ) = fϕ e(ϕ) g − fϕ ϕ∗h, (2.58)

e(ϕ) = 1
2
|dϕ|2 est la densité d'énergie de ϕ et ϕ∗h le pull-back de la métrique h.

Démonstration. on a :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

fϕδ(|dϕ|2)vg +
1

2

∫
D

fϕ|dϕ|2δ(vgt).

Comme :

δ(vgt) =
1

2
〈g, δg〉vg, δ

( |dϕ|2
2

)
= −1

2
〈ϕ∗h, δg〉, (2.59)

on obtient :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

fϕ
(
− 1

2
〈ϕ∗h, δg〉

)
vg +

1

2

∫
D

fϕ|dϕ|2
(1

2
〈g, δg〉vg

)
.

Remarque 2.2.

1. En particulier, si f = 1, on retrouve le tenseur énergie impulsion de ϕ dé�ni dans [3]

Sf (ϕ) = S(ϕ) = e(ϕ) g − ϕ∗h.

2. Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction de classe C∞,
si f(x, y) = f1(x) pour tout (x, y) ∈ M × N , on retrouve le tenseur énergie impulsion
de ϕ dé�ni dans [39]

Sf (ϕ) = Sf1(ϕ) = f1 e(ϕ) g − f1 ϕ∗h.
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Proposition 2.3. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. Alors :

divM Sf (ϕ) = −h(τf (ϕ), dϕ) + e(ϕ)
(
dfϕ − h((gradN f) ◦ ϕ, dϕ)

)
.

Démonstration. Relativement à une base orthonormée (e1, ..., em) au point x ∈M , on a :

Sf (ϕ)(ei, ej) =
1

2
fϕ

m∑
k=1

h(dϕ(ek), dϕ(ek))δij − fϕh(dϕ(ei), dϕ(ej)).

De sorte que :

(divM Sf (ϕ))(ej) =
m∑
i=1

ei(Sf (ϕ)(ei, ej))

=
m∑

i,k=1

1

2
ei(fϕ)h(dϕ(ek), dϕ(ek))δij

+
m∑

i,k=1

1

2
fϕei(h(dϕ(ek), dϕ(ek)))δij

−
m∑
i=1

ei(fϕ)h(dϕ(ei), dϕ(ej))

−
m∑
i=1

fϕei(h(dϕ(ei), dϕ(ej)))

= e(ϕ)dfϕ(ej) +
m∑
k=1

fϕh(∇ϕ
ej
dϕ(ek), dϕ(ek))

−h(dϕ(gradM fϕ), dϕ(ej))

−fϕh(τ(ϕ), dϕ(ej))

−
m∑
i=1

fϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ei
dϕ(ej)).

En vertu de la symétrie de la deuxième forme fondamental, on obtient :

(divM Sf (ϕ))(ej) = e(ϕ)dfϕ(ej)− h(dϕ(gradM fϕ), dϕ(ej))

−fϕh(τ(ϕ), dϕ(ej)).

Soit τf (ϕ) = fϕτ(ϕ) + dϕ(gradM fϕ) − e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ le champ de f -tension de ϕ, alors
on a :

(divM Sf (ϕ))(ej) = e(ϕ)dfϕ(ej)− h(τf (ϕ), dϕ(ej))

−e(ϕ)h((gradN f) ◦ ϕ, dϕ(ej)).
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Remarque 2.3.

1. En particulier , si f = 1. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞

entre deux variétés riemanniennes. Alors ([3]) :

divM Sf (ϕ) = divM S(ϕ) = −h(τ(ϕ), dϕ).

2. Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction de classe C∞ si f(x, y) = f1(x) pour tout
(x, y) ∈ M ×N . Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. Alors ([39]) :

divM Sf (ϕ) = divM Sf1(ϕ) = −h(τf1(ϕ), dϕ) + e(ϕ)df1.

2.5 Tenseur f-bi-énergie impulsion

Soient (M, g) , (N, h) deux variétés riemanniennes, f ∈ C∞(M × N) une fonction
positive.

Théorème 2.8. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un
domaine compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
E2,f (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S2(ϕ), δg > vg,

où S2(ϕ) ∈ Γ(T ∗M � T ∗M) est le tenseur f-bi-énergie impulsion donné par :

S2,f (ϕ)(X, Y ) = −1

2
|τf (ϕ)|2g(X, Y )− fϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g(X, Y )

+fϕh(dϕ(X),∇ϕ
Y τf (ϕ)) + fϕh(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτf (ϕ))

−τf (ϕ)(f)
(
e(ϕ)g(X, Y )− h(dϕ(X), dϕ(Y ))

)
.

< dϕ,∇ϕτ(ϕ) >=
m∑
i=1

h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
, {e1, ..., em} étant une base orthonormée sur M .

Pour la preuve du Théorème 2.8, on démontre d'abord les lemmes suivants :

Lemme 2.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si {gt} est une

variation C∞ de g. Alors le champ de vecteurs ξ =
(

divM(δg)
)] − 1

2
gradM

(
traceg(δg)

)
satisfait :

δ(|τf (ϕ)|2) = −2fϕ < h(∇dϕ, τf (ϕ)), δg > −2fϕh(dϕ(ξ), τf (ϕ))

−2 < dfϕ � h(dϕ, τf (ϕ)), δg > +τf (ϕ)(f) < ϕ∗h, δg > .

Démonstration. Relativement aux coordonnées locales (xi) sur M et (yα) sur N respecti-
vement, on a :

δ(|τf (ϕ)|2) = δ
(
τf (ϕ)ατf (ϕ)βhαβ

)
= 2 δ(τf (ϕ)α)τf (ϕ)βhαβ.
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δ(τf (ϕ)α) = δ
(
fϕτ(ϕ)α + θα − ηα

)
= fϕ δ(τ(ϕ)α) + δ(θα)− δ(ηα), (2.60)

où :
τ(ϕ)α = gij

(
ϕαi,j +N Γαµσϕ

µ
i ϕ

σ
j −M Γkijϕ

α
k

)
,

θα = gij(fϕ)iϕ
α
j , ηα = e(ϕ)hαµfµ.

D'après ([34]) on a :

δ(τ(ϕ)α) = −gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αij − ξkϕαk ,

Le premier terme du coté droit de (2.60) est donné par :

fϕ δ(τ(ϕ)α) = −fϕgaigbjδ(gab)(∇dϕ)αij − fϕξkϕαk .

Le deuxième terme du coté droit de (2.60) est donné par :

δ(θα) = δ(gij)(fϕ)iϕ
α
j .

D'après (2.59) le troisième terme du coté droit de la formule (2.60) se réduit à :

−δ(ηα) = −δ(e(ϕ))hαµfµ =
1

2
< ϕ∗h, δg > hαµfµ.

Finalement, on obtient :

δ(τf (ϕ)α) = −fϕgaigbjδ(gab)(∇dϕ)αij − fϕξkϕαk

+δ(gij)(fϕ)iϕ
α
i +

1

2
< ϕ∗h, δg > hαµfµ,

δ(|τf (ϕ)|2) = −2fϕg
aigbjδ(gab)(∇dϕ)αijτf (ϕ)βhαβ − 2fϕξ

kϕαk τf (ϕ)βhαβ

+2δ(gij)(fϕ)iϕ
α
j τf (ϕ)βhαβ+ < ϕ∗h, δg > hαµfµτf (ϕ)βhαβ

= −2fϕ < h(∇dϕ, τf (ϕ)), δg > −2fϕh(dϕ(ξ), τf (ϕ))

−2 < dfϕ � h(dϕ, τf (ϕ)), δg > +τf (ϕ)(f) < ϕ∗h, δg > .

Lemme 2.2. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si {gt} est une
variation de classe C∞ de g et ξ est le champ de vecteurs dé�ni par

ξ =
(

divM(δg)
)] − 1

2
gradM

(
traceg(δg)

)
, alors

∫
M

fϕh(dϕ(ξ), τf (ϕ))vg =

∫
M

〈− sym
(
∇fϕh(dϕ, τf (ϕ))

)
+

1

2
divM

(
fϕh(dϕ, τf (ϕ))]

)
g, δg〉 vg.
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Démonstration. Soit ω = fϕ h(dϕ, τf (ϕ)), d'après la dé�nition de ξ, on a :∫
M

ω(ξ)vg =

∫
M

ω
(
(divM(δg))]

)
vg −

1

2

∫
M

ω
(

grad(traceg(δg))
)
vg, (2.61)

le premier terme du coté droit de (2.61) est :∫
M

ω
(
(divM(δg))]

)
vg =

∫
M

g(ω], (divM(δg))])vg

=

∫
M

g∗(ω, divM(δg))vg.

(ici g∗ désigne la métrique induite sur T ∗M).

D'autre part , si σ ∈ Γ(⊗2T ∗M) et C(ω, σ) = ωiσijdx
j, on a :

g∗(ω, divM σ) = div(C(ω, σ)])− 〈sym(∇ω), σ〉. (2.62)

En prenant σ = δg, on obtient :∫
M

ω
(
(div(δg))]

)
vg = −

∫
M

〈sym(∇ω), δg〉.

Si λ ∈ C∞(M), on a :
ω(gradM λ) = g∗(ω, dλ). (2.63)

Pour λ = trace(δg), le deuxième terme du coté droit de (2.61) s'écrit :

−1

2

∫
M

ω
(

grad(trace(δg))
)
vg = −1

2

∫
M

g∗(ω, d(trace(δg)))vg

= −1

2

∫
M

g(ω], gradM(trace(δg)))vg

=
1

2

∫
M

trace(δg) div(ω])vg

=
1

2

∫
M

〈div(ω])g, δg〉vg.

Démonstration du Théorème 2.8.
D'après (2.59) et le lemme 2.1, on a :

d

dt
E2,f (ϕ)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
M

δ(|τf (ϕ)|2)vg +
1

2

∫
M

|τf (ϕ)|2δ(vgt)

=
1

2

∫
M

(
− 2fϕ < h(∇dϕ, τf (ϕ)), δg > −2fϕh(dϕ(ξ), τf (ϕ))

−2 < dfϕ � h(dϕ, τf (ϕ)), δg > +τf (ϕ)(f) < ϕ∗h, δg >
)
vg

+
1

2

∫
M

<
1

2
|τf (ϕ)|2g, δg > vg,
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et d'après le lemme 2.2, nous obtenons :

d

dt
E2,f (ϕ)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
M

(
− 2fϕ < h(∇dϕ, τf (ϕ)), δg > +〈2 sym

(
∇fϕh(dϕ, τf (ϕ))

)
− div

(
fϕh(dϕ, τf (ϕ))]

)
g, δg〉 − 2 < dfϕ � h(dϕ, τf (ϕ)), δg >

+τf (ϕ)(f) < ϕ∗h, δg >
)
vg +

1

2

∫
M

<
1

2
|τf (ϕ)|2g, δg > vg.

Ainsi,

S2,f (ϕ) = −2fϕh(∇dϕ, τf (ϕ)) + 2 sym
(
∇fϕh(dϕ, τf (ϕ))

)
− div

(
fϕh(dϕ, τf (ϕ))]

)
g − 2dfϕ � h(dϕ, τf (ϕ))

+τf (ϕ)(f)ϕ∗h+
1

2
|τf (ϕ)|2g.

Pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a :

2 sym
(
∇fϕh(dϕ, τf (ϕ))

)
(X, Y ) = 2fϕh(∇dϕ(X, Y ), τf (ϕ))

+fϕh(dϕ(X),∇ϕ
Y τf (ϕ))

+fϕh(dϕ(Y ),∇ϕ
Xτf (ϕ))

+X(fϕ)h(dϕ(Y ), τf (ϕ))

+Y (fϕ)h(dϕ(X), τf (ϕ)),

−2dfϕ � h(dϕ, τf (ϕ))(X, Y ) = −X(fϕ)h(dϕ(Y ), τf (ϕ))

−Y (fϕ)h(dϕ(X), τf (ϕ)).

Relativement à une base orthonormée (e1, ..., em) au point x ∈M , on a :

div
(
fϕh(dϕ, τf (ϕ))]

)
=

m∑
i=1

ei(g(fϕh(dϕ, τf (ϕ))], ei))

=
m∑
i=1

ei(fϕh(dϕ(ei), τf (ϕ)))

=
m∑
i=1

ei(fϕ)h(dϕ(ei), τf (ϕ)) +
m∑
i=1

fϕh(∇ϕ
ei
dϕ(ei), τf (ϕ))

+
m∑
i=1

fϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ei
τf (ϕ))

= h(dϕ(gradM fϕ), τf (ϕ)) + fϕh(τ(ϕ), τf (ϕ))

+fϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > .

Soit τf (ϕ) = fϕτ(ϕ) + dϕ(gradM fϕ)− e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ le champ de f -tension de ϕ, alors :

div
(
fϕh(dϕ, τf (ϕ))]

)
= |τf (ϕ)|2 + e(ϕ)τf (ϕ)(f) + fϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > .
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Remarque 2.4.

1. Si f = 1 . Alors le tenseur f -bi-énergie impulsion d'une application ϕ : (M, g) −→ (N, h)
entre deux variétés riemanniennes est donné par :

S2,f (ϕ)(X, Y ) = S2(ϕ)(X, Y )

= −1

2
|τ(ϕ)|2g(X, Y )− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > g(X, Y )

+h(dϕ(X),∇ϕ
Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτ(ϕ)).

(on retrouve le résultat obtenu dans le chapitre 1)

2. Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction positive si f(x, y) = f1(x) pour tout (x, y) ∈M×N .
Alors le tenseur f -bi-énergie impulsion d'une application ϕ : (M, g) −→ (N, h) est :

S2,f (ϕ)(X, Y ) = S2,f1(ϕ)(X, Y )

= −1

2
|τf1(ϕ)|2g(X, Y )− f1 < dϕ,∇ϕτf1(ϕ) > g(X, Y )

+f1h(dϕ(X),∇ϕ
Y τf1(ϕ)) + f1h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτf1(ϕ)).

(on retrouve le résultat obtenu dans [39])

Théorème 2.9. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞ entre deux variétés
riemanniennes, alors :

div S2,f (ϕ) = −h(τ2,f (ϕ), dϕ)− < ∇ϕτf (ϕ), dϕ >
(
dfϕ − h((gradN f) ◦ ϕ, dϕ)

)
.

Démonstration. Ecrivons S2,f (ϕ) = T1 + T2 + T3 où T1, T2, T3 ∈ Γ(�2T ∗M) sont dé�nis
par :

T1(X, Y ) = −1

2
|τf (ϕ)|2g(X, Y )− fϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g(X, Y ),

T2(X, Y ) = fϕh(dϕ(X),∇ϕ
Y τf (ϕ)) + fϕh(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτf (ϕ)),

T3(X, Y ) = −τf (ϕ)(f)
(
e(ϕ)g(X, Y )− h(dϕ(X), dϕ(Y ))

)
.

Relativement à une base orthonormale (e1, ..., em) au point x ∈M , on a :

(div T1)(ej) =
m∑
i=1

ei(T1(ei, ej))

=
m∑
i=1

ei
(
− 1

2
|τf (ϕ)|2δij − fϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > δij

)
= −h(∇ϕ

ej
τf (ϕ), τf (ϕ))− ej(fϕ) < dϕ,∇ϕτf (ϕ) >

−fϕej(< dϕ,∇ϕτf (ϕ) >)

= −h(∇ϕ
ej
τf (ϕ), τf (ϕ))− ej(fϕ) < dϕ,∇ϕτf (ϕ) >

−
m∑
i=1

fϕh(∇ϕ
ej
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τf (ϕ))−

m∑
i=1

fϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τf (ϕ)),
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(div T2)(ej) =
m∑
i=1

ei(T2(ei, ej))

=
m∑
i=1

ei
(
fϕh(dϕ(ei),∇ϕ

ej
τf (ϕ)) + fϕh(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ))

)
=

m∑
i=1

ei(fϕ)h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
τf (ϕ)) +

m∑
i=1

fϕh(∇ϕ
ei
dϕ(ei),∇ϕ

ej
τf (ϕ))

+
m∑
i=1

fϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + ei(fϕ)h(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ))

+
m∑
i=1

fϕh(∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ)) +

m∑
i=1

fϕh(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τf (ϕ))

= h(dϕ(gradM fϕ),∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + fϕh(τ(ϕ),∇ϕ

ej
τf (ϕ))

+
m∑
i=1

fϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + h(dϕ(ej), traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ))

+
m∑
i=1

fϕh(∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ))

= h(τf (ϕ),∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + h(e(ϕ)(gradN f) ◦ ϕ,∇ϕ

ej
τf (ϕ))

+
m∑
i=1

fϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + h(dϕ(ej), traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ))

+
m∑
i=1

fϕh(∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ))

= h(τf (ϕ),∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + e(ϕ)ej(τf (ϕ)(f))− e(ϕ)h(∇ϕ

τf (ϕ)
gradN f, dϕ(ej))

+
m∑
i=1

fϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + h(dϕ(ej), traceg∇ϕfϕ∇ϕτf (ϕ))

+
m∑
i=1

fϕh(∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ)),
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(div T3)(ej) =
m∑
i=1

ei(T3(ei, ej))

=
m∑
i=1

ei
(
− τf (ϕ)(f)e(ϕ)δij + τf (ϕ)(f)h(dϕ(ei), dϕ(ej))

)
= −ej(τf (ϕ)(f))e(ϕ)− τf (ϕ)(f)ej(e(ϕ))

+
m∑
i=1

ei(τf (ϕ)(f))h(dϕ(ei), dϕ(ej)) +
m∑
i=1

τf (ϕ)(f)h(∇ϕ
ei
dϕ(ei), dϕ(ej))

+
m∑
i=1

τf (ϕ)(f)h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
dϕ(ej))

= −ej(τf (ϕ)(f))e(ϕ)− τf (ϕ)(f)ej(e(ϕ))

+h(dϕ(gradM τf (ϕ)(f)), dϕ(ej)) + τf (ϕ)(f)h(τ(ϕ), dϕ(ej))

+
m∑
i=1

τf (ϕ)(f)h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
dϕ(ej)).

Remarque 2.5.

1. En particulier, si f = 1. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application C∞. Alors :

div S2,f (ϕ) = div S2(ϕ) = −h(τ2(ϕ), dϕ).

(on retrouve le résultat obtenu dans le chapitre 1 , [34])

2. Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction positive, si f(x, y) = f1(x) pour tout (x, y) ∈M×N
et soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞, alors :

div S2,f (ϕ) = div S2,f1(ϕ) = −h(τ2,f1(ϕ), dϕ)− < ∇ϕτf1(ϕ), dϕ > df1.

(on retrouve le résultat obtenu dans [39])
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Chapitre 3
Les sous variétés f-biharmoniques dans un

espace à courbure sectionnelle constante

Dans ce chapitre nous considérons en particulier les applications f-biharmonique telles que
f : (M, g)→ (0,∞) de classe C∞.(voir [39]) Nous démontrons d'abord que toute application
f-biharmonique de f-bi-énergie �ni, sur une variété Riemannienne complète de volume in�ni, a
valeurs dans une variété rimannienne de courbure sectionnelle négative satisfaisant certaines
conditions est f-harmoniques ( Théorème3.1). Puis nous présentons quelques propriétés des
sous variétés f-biharmoniques dans un espace à courbure sectionnelle constante, en particulier
dans la sphère Sn et nous donnons une caractérisation des courbes f-biharmoniques dans S3

3.1 Les applications f-harmoniques

Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes, D un domaine compact de M et
f : M −→ (0,∞) une fonction de classe C∞ strictement positive.

On appelle f -énergie d'une application ϕ : Mm → Nn de classe C∞ sur D, la fonctionnelle
Ef dé�nie par :

Ef (ϕ;D) =
1

2

∫
D

f(x) |dϕ|2 vg. (3.1)

Dé�nition 3.1. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ est dite f -harmonique
si elle est point critique de la fonctionnelle f -énergie Ef (ϕ;D) pour tout domaine compact
D ⊆M , c'est-à-dire :

d

dt
Ef (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (3.2)

où {ϕt} est une variation de ϕ à support dans D.

Dé�nition 3.2. [38] Soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes et f ∈ C∞(M) une fonction positive.Le champ f-tension de ϕ est
donné par :

τf (ϕ) = trace∇fdϕ = fτ(ϕ) + dϕ(gradM(f)) (3.3)

ϕ est dite f-harmonique si et seulement si τf (ϕ) = 0
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Remarques 3.1.

1. Si f = 1, on retrouve la dé�nition du champ de tension associé à ϕ, τf (ϕ) = τ(ϕ).

2. Une application harmonique ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est f -harmonique si et seulement
si gradM f ∈ Ker dϕ.

3. Localement on a :

τf (ϕ) = gij
(
f

∂2ϕγ

∂xi∂xj
+ f

∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ− f

∂ϕγ

∂xk
MΓkij +

∂f

∂xi
∂ϕγ

∂xj

) ∂

∂yγ
◦ ϕ.

Exemple 3.1. Soit ϕ : (R, <,>R) −→ (R, <,>R) une fonction de classe C∞. Si f(x) = ex

pour tout x ∈ R, alors ϕ est f -harmonique si et seulement si ϕ est solution de l'équation
di�erentielle :

f ϕ′′ + f ′ϕ′ = 0

i.e :
ϕ′′ + ϕ′ = 0.

D'où : ϕ(x) = a+ b e−x avec a, b ∈ R.
L'exemple 3.1, montre qu'une application f-harmonique n'est pas nécessairement harmo-

nique.

3.2 Les applications f-biharmonniques

Dé�nition 3.3. [39] pour tout domaine D compact de M, La fonctionnelle f-bi-energie de ϕ
est :

E2,f (ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τf (ϕ)|2vg (3.4)

ou vg est l'element de volume sur la variété M. L'application ϕ est dite f-bi-harmonique si est
seulement si elle est point critique de sa fonctionnelle f-bienergie, l'equation d'Euler Lagrange
associée est :

τ2,f (ϕ) = −ftraceRN(τf (ϕ), dϕ)dϕ− trace[∇ϕf∇ϕτf (ϕ)− f∇∇M τf (ϕ)] = 0, (3.5)

relativement à une base orthonormée {e1, ....., em}, nous avons :

traceRN(τf (ϕ), dϕ)dϕ =
m∑
i=1

RN(τf (ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei),

trace[∇ϕf∇ϕτf (ϕ)− f∇∇M τf (ϕ)] = ∇ϕ
ei
f∇ϕ

ei
τf (ϕ)− f∇ϕ

∇Mei ei
τf (ϕ),

τ2,f (ϕ) est appelé le champ f-bitension de ϕ

Exemple 3.2. Soit ϕ : R→ R application di�erentiable et f(x) = ex, alors :
1- ϕ est f-harmonique si et seulement si

ϕ
′′

+ ϕ
′
= 0,
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i.e ϕ est de la forme : a+ be−x, avec a, b ∈ R .
2- ϕ est f-biharmonique si et seulement si

ϕ
′′′′

+ 4ϕ
′′′

+ 5ϕ
′′

+ 2ϕ
′
= 0,

i.e la function ϕ est de la forme ϕ(x) = a+ be−2x + ce−x + d.xe−x, avec a, b, c,∈ R.

�

De l'equation (3.5) on déduit que toute application f-harmonique est f-biharmonique,
réciproquement nous démontrons le théorème suivant :

Théorème 3.1. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne complète de volume in�ni , (Nn, h)
une variété Riemannienne de coubure sectionnelle négative et f ∈ C∞(M) positive ,alors :
toute application f-biharmonique ϕ : (Mm, g)→ (Nn, h) de f-bi-énergie �ni qui satisfait :

traceg∇ϕf∇ϕ − ftraceg∇ϕ∇ϕ ≤ 0 (3.6)

est f-harmonique.
Relativement à une base orthonormale {e1, .., em} sur M et pour tout X ∈ Γ(ϕ−1(TN)) ,
l'inégalité (3.6) est équivalente a :

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
f∇ϕ

ei
X,X)− fh(∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
X,X) =

m∑
i=1

h(ei(f)∇ϕ
ei
X,X) ≤ 0

Démonstration. Suposons que ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) est f-biharmonique. on �xe un point
x ∈ M et soit {e1, .., em} une base orthonormale sur M telle que ∇M

ei
ej = 0, pour tous

i, j = 1, ..,m. De la formule (3.5), nous obtenons :

−f
m∑
i=1

RN(τf (ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1

∇ϕ
ei
f∇ϕ

ei
τf (ϕ) = 0,

donc :

h(f
m∑
i=1

RN(τf (ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei), τf (ϕ)) + h(∇ϕ
ei
f∇ϕ

ei
τf (ϕ), τf (ϕ)) = 0,

et

−h(f
m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τf (ϕ), τf (ϕ)) = −h(f

m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τf (ϕ), τf (ϕ))

+ h(f
m∑
i=1

RN(τf (ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei), τf (ϕ))

+ h(∇ϕ
ei
f∇ϕ

ei
τf (ϕ), τf (ϕ)).

(3.7)

Comme traceg∇ϕf∇ϕ − traceg∇ϕ∇ϕ ≤ 0 et la courbure sectionnelle de la variété N est
négative , d'après l'equation (3.7) on déduit :
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−h(
m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τf (ϕ), τf (ϕ)) ≤ 0. (3.8)

Soit ρ une fonction à support compact dans M, d'après (3.8) nous avons :

−h(
m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τf (ϕ), ρ2τf (ϕ)) ≤ 0,

qui est équivalente à :

−
m∑
i=1

eih(∇ϕ
ei
τf (ϕ), ρ2τf (ϕ)) +

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
τf (ϕ),∇ϕ

ei
ρ2τf (ϕ)) ≤ 0. (3.9)

D'après le théorème de Stokes, on a∫
M

m∑
i=1

eih(∇ϕ
ei
τf (ϕ), ρ2τf (ϕ))vg = 0. (3.10)

D'après les formules (3.9) et (3.10) on a :∫
M

m∑
i=1

ρ2|∇ϕ
ei
τf (ϕ)|2vg +

∫
M

m∑
i=1

2ρei(ρ) h(∇ϕ
ei
τf (ϕ), τf (ϕ))vg ≤ 0, (3.11)

en appliquant l'inégalité de Young, nous avons :

−2h(ρ∇ϕ
ei
τf (ϕ), ei(ρ)τf (ϕ)) ≤ ερ2|∇ϕ

ei
τf (ϕ)|2 +

1

ε
ei(ρ)2 |τf (ϕ)|2. (3.12)

de (3.11) et (3.12), nous déduisons l'inégalité :∫
M

m∑
i=1

ρ2|∇ϕ
ei
τf (ϕ)|2vg ≤ ε

∫
M

ρ2|∇ϕ
ei
τf (ϕ)|2vg +

1

ε

∫
M

m∑
i=1

ei(ρ)2|τf (ϕ)|2vg. (3.13)

pour ε = 1
2
on a :

1

2

∫
M

m∑
i=1

ρ2|∇ϕ
ei
τf (ϕ)|2vg ≤ 2

∫
M

m∑
i=1

ei(ρ)2|τf (ϕ)|2vg. (3.14)

Considérons la fonction ρ = ρR telle que ρ ≤ 1 sur M, ρ = 1 dans la boule B(x,R) ,
ρ = 0 dans M rB(x, 2R) et |gradMρ| ≤ 2

R
. Alors :

1

2

∫
M

m∑
i=1

ρ2|∇ϕ
ei
τf (ϕ)|2vg ≤

8

R2

∫
M

|τf (ϕ)|2vg. (3.15)

Comme E2,f (ϕ) = 1
2

∫
M
|τf (ϕ)|2vg <∞, quand R→∞

on obtient
1

2

∫
M

m∑
i=1

|∇ϕ
ei
τf (ϕ)|2vg = 0,
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donc
∇ϕ
ei
τf (ϕ) = 0

pour tout i = 1, ...,m, alors
h(∇ϕ

ei
τf (ϕ), τf (ϕ)) = 0,

comme ∇ϕ est compatible avec la métrique h :

∇ϕ
ei
h(τf (ϕ), τf (ϕ)) = 0,

∇ϕ
ei
|τf (ϕ)|2 = 0

donc |τf (ϕ)|2 = C = Cste

comme ϕ a une f-bi-energie �ni, nous avons
∫
M
|τf (ϕ)|2vg = C2

∫
M
vg est �ni, absurd car le

volume de M est in�ni, donc C = 0.

Pour f = 1 nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.1. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne complète non compacte de volume
in�ni, (Nn, h) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle négative alors toute appli-
cation biharmonique ϕ : (Mm, g)→ (Nn, h) de fonctionnelle bi-énergie �ni est harmonique.

3.2.1 Propriétés des applications f-harmoniques et f-bi-harmoniques

Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une immersion de classe C∞ entre deux variétés rieman-
niennes. Le �bré inverse ϕ−1(TN) se décompose en somme directe (TM)>⊕ (TM)⊥ du �bré
tangent (TM)> et �bré normal (TM)⊥. Si f ∈ C∞(M) est une fonction positive, alors :

(∇ϕ
Xfdϕ)(Y ) = ∇ϕ

X(fdϕ(Y ))− fdϕ(∇M
X Y ) = Bf (X, Y ) (3.16)

pour tous X, Y ∈ Γ(TM). Pour toute base orthonormale {e1, ..., em} dans M, nous avons :

τf (ϕ) =
m∑
i=1

Bf (ei, ei) (3.17)

Proposition 3.1. Pour tous champs de vecteurs ξ ∈ (TM)⊥ et X, Y ∈ Γ(TM) , nous
avons :

h(Bf (X, Y ), ξ) = −fh(Aξ(X), dϕ(Y )) (3.18)

où Aξ est l'opérateur de weingarten dé�ni par [3] :

∇N
Xξ = Aξ(X) +∇⊥X(ξ) (3.19)

Démonstration. Comme ξ ∈ (TM)⊥ et dϕ(Y ) ∈ (TM)> , alors :

h(ξ, fdϕ(Y )) = 0,

donc :
0 = ∇Xh(ξ, fdϕ(Y ))

=h(∇N
Xξ, fdϕ(Y )) + h(ξ,∇ϕ

Xfdϕ(Y ))

= h(∇N
Xξ, fdϕ(Y )) + h(ξ,∇ϕ

Xfdϕ(Y ) + fdϕ(∇M
X Y ))

= h(Aξ(X) +∇⊥Xξ, fdϕ(Y )) + h(ξ, Bf (X, Y )),

d'où le resultat.
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3.2.2 Les sous variétés f-biharmoniques dans la sphère Sn

Soit M une sous variété de Sn de dimension m , i : M → Sn l'inclusion cannonique
et f ∈ C∞(M) une fonction positive . on note par : B la seconde forme fondamentale de
la sous variété M, A l'opérateur de weingarten et par H la courbure moyenne de la sous
variété M ([31]).

Théorème 3.2. soit i : M → Sn l'inclusion cannonique d'une sous variété M de dimension
m dans Sn , alors i est f-biharmonnique si et seulement si les deux conditions suivantes
sont véri�ées :

1) (m− 1)fgradMf + 3mfAH(gradMf) +
1

2
gradM(|gradMf |2)

− m2

2
f 2gradM(|H|2) + 2mf 2A(∇Sn

ei
H)⊥(ei) + fRicciM(gradMf)

+ fgradM(∆Mf) + fAB(ei,gradMf)(ei) = 0

2) m2f 2H +m|gradMf |2H + 3mf(∇Sn
gradMfH)⊥ +B(gradMf, gradMf)

+mf(∆Mf)H +mf 2B(ei, AH(ei)) +mf 2(∆⊥H)

+ fB(ei,∇M
ei
gradMf) + f(∇Sn

ei
B(ei, grad

Mf))⊥ = 0

ou {e1, ..., em} est une base orthonormale sur M.

Pour la démonstration du Théorème (3.2), nous allons besoin du lemme suivant

Lemme 3.1. Soit ∆⊥ le Laplacien dans le �bré normal de M , alors :

trace(∇Sn)2H = −m
2
gradM(|H|2) + 2

m∑
i=1

A(∇Sn
ei
H)⊥(ei)

+
m∑
i=1

B(ei, AH(ei)) + ∆⊥H

Démonstration. Soit {e1, ...., en} une base orthonormale sur M telle que ∇M
ei
ej = 0 au point

x ∈M pour tout i, j = 1, ..,m. Alors au point x nous avons :

m∑
i=1

∇Sn
ei
∇Sn
ei
H =

m∑
i=1

∇Sn
ei

(
AH(ei) + (∇Sn

ei
H)⊥

)
=

m∑
i=1

∇M
ei
AH(ei) +

m∑
i=1

B(ei, AH(ei))

+
m∑
i=1

A(∇Sn
ei
H)⊥(ei) +

m∑
i=1

(∇Sn
ei

(∇Sn
ei
H)⊥)⊥,

(3.20)
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or : < AH(X), Y >= − < B(X, Y ), H > pour tout X, Y ∈ Γ(TM), donc

m∑
i=1

∇M
ei

(AH(ei) =
m∑

i,j=1

< ∇M
ei
AH(ei), ej > ej

=
m∑

i,j=1

ei(< AH(ei), ej >)ej

= −
m∑

i,j=1

ei(< B(ei, ej), H >)ej

= −
m∑

i,j=1

ei(< ∇Sn
ej
ei, H >)ej,

comme ∇Sn
X ∇Sn

Y Z = RSn(X, Y )Z +∇Sn
Y ∇Sn

X Z +∇Sn
[X,Y ]Z pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TSn), alors :

m∑
i=1

∇M
ei

(AH(ei)) = −
m∑
i=1

< ∇Sn
ei
∇Sn
ej
ei, H > ej −

m∑
i=1

< ∇Sn
ej
ei,∇Sn

ei
H > ej

= −
m∑
i=1

< RSn(ei, ej)ei, H > ej −
m∑
i=1

< ∇Sn
ej
∇Sn
ei
ei, H > ej

−
m∑
i=1

< B(ei, ej), (∇Sn
ei
H)⊥ > ej,

comme Sn est à courbure sectionnelle constante 1 , alors
RN(X, Y )Z =< Y,Z > X− < X,Z > Y , pout tous X, Y, Z ∈ Γ(TSn) , donc :

m∑
i,j=1

∇M
ei
AH(ei) = −

m∑
i,j=1

ej(< ∇Sn
ei
ei, H >)ej +

m∑
i=1

< ∇Sn
ei
ei,∇Sn

ej
H > ej

+
m∑

i,j=1

< A(∇Sn
ei
H)⊥(ei), ej > ej

= −m
m∑
j=1

ej(< H,H >)ej +m
m∑
j=1

< ∇Sn
ej
H,H > ej +

m∑
i=1

A(∇Sn
ei
H)⊥(ei)

= −m
2

m∑
j=1

ej(< H,H >)ej +
m∑
i=1

A(∇Sn
ei
H)⊥(ei)

(3.21)
les equations (3.20) et (3.21) achèvent la démenstration du lemme (3.1)

Démonstration. du théorème(3.2)
Le champ f-tension de i est donné par :

τf (i) = fτ(i) + di(gradMf)

= mfH + gradMf,
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soit {e1, ..., em} une base orthonormale telle que en x ∈M on a ∇M
ei
ej = 0, ∀(i, j = 1, ...,m),

donc au point x nous avons :

m∑
i=1

RSn(τf (i), di(ei))di(ei) = mf
m∑
i=1

RSn(H, ei)ei +
m∑
i=1

RSn(gradMf, ei)ei,

or : < H, ei >= 0 et RSn(X, Y )Z =< Y,Z > X− < X,Z > Y , nous obtenons :

m∑
i=1

RSn(τf (i), di(ei))di(ei) = m2fH + (m− 1)gradMf (3.22)

nous savons que :

m∑
i=1

∇i
ei
f∇i

ei
τf (i) = ∇i

gradMfτf (i) + f

m∑
i=1

∇i
ei
∇i
ei
τf (i), (3.23)

le premier terme du coté droit de l'equation (3.23) est :

∇i
gradMfτf (i) = m∇i

gradMffH +∇i
gradMfgrad

Mf

= m|gradMf |2H +mf∇Sn
gradMfH +∇Sn

gradMfgrad
Mf

= m|gradMf |2H +mfAH(gradMf) +mf(∇Sn
gradMfH)⊥

+∇M
gradMfgrad

Mf +B(gradMf, gradMf)

= m|gradMf |2H +mfAH(gradMf) +mf(∇Sn
gradMfH)⊥

+
1

2
gradM(|gradMf |2) +B(gradMf, gradMf),

(3.24)

pour le deuxième terme du coté droit de l'equation (3.23)on a :

f
m∑
i=1

∇i
ei
∇i
ei
τf (i) = mf

m∑
i=1

∇i
ei
∇i
ei
fH + f

m∑
i=1

∇i
ei
∇i
ei
gradMf

= mf
m∑
i=1

∇i
ei

(
ei(f)H + f∇i

ei
H
)

+
m∑
i=1

f∇i
ei

(
∇M
ei
gradMf +B(ei, grad

M)
)

= mf(∆Mf)H + 2mf∇Sn
gradMH +mf 2

m∑
i=1

∇i
ei
∇i
ei
H

+ f
m∑
i=1

∇M
ei
∇M
ei
gradMf + f

m∑
i=1

B(ei,∇M
ei
gradMf)

+ f

m∑
i=1

AB(ei,gradMf)(ei) + f
m∑
i=1

(∇Sn
ei
B(ei, grad

Mf))⊥.

(3.25)
D'après le lemme (3.1) nous avons :

m∑
i=1

∇i
ei
∇i
ei
H = −m

2
gradM(|H|2) + 2traceA(∇Sn

. H)⊥(.) + traceB(., AH(.)) + ∆⊥H, (3.26)
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l'équation :
trace(∇M)2gradMf = RicciM(gradMf) + gradM(∆Mf), (3.27)

et les equations : (3.22) , (3.23) , (3.24) , (3.25) et (3.26), nous obtenons le resultat du
Théorème (3.2).

Si f = 1 nous arrivons au corrolaire suivant :

Corollaire 3.2. Soit M une sous variété de la sphère Sn de dimension m, alors l'inclusion
cannonique i : M → Sn est biharmonnique si et seullement si :

1) − m

2
gradM(|H|2) + 2traceA(∇N. H)⊥(.) = 0,

2) mH + traceB(., AH(.)) + ∆⊥H = 0

Ce resultat est donné par : R.Caddeo, S.Montaldo, C.Oniciuc ([7])

Exemple 3.3. Considérons

M = Sm(
1√
2

)× { 1√
2
} =

{
(x1, ..., xm+1,

1√
2

) ∈ Rm+2 /
m+1∑
i=1

x2i =
1

2

}
une hypersurface parallèle de Sm+1 . La seconde forme fondamentale de M est :

B(X, Y ) = ∇di(X, Y ) =< X, Y > H,

ou H = −η et η = (x1, ..., xm+1,− 1√
2
) ([7],[35]).

Par un calcul direct nous avons :

AHX = −X , (∇Sm+1

X H) = 0 , pour tout X ∈ Γ(TM) et ∆⊥H = 0.

Soit f ∈ C∞(M) une fonction positive et {ei, ..., em} une base orthonormale sur M alors :

m∑
i=1

AB(ei,gradMf)(ei) = −gradMf ,
m∑
i=1

B(ei, AH(ei)) = −mH,

m∑
i=1

(∇Sm+1

ei
B(ei, grad

Mf))⊥ = (∆Mf)H.

D'après le thérème (3.2), l'inclusion i est f-biharmonique si et seulement si :

{
−2(m+ 1)fgradMf + 1

2
gradM(|gradMf |2) + fRicciM(gradMf) + fgradM(∆Mf) = 0

(m+ 1)|gradMf |2 + (m+ 2)f(∆Mf) = 0
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3.2.3 Les courbes f-biharmoniques dans S3

Théorème 3.3. Soit γ : I → S3 une courbe de classe C∞ paramétrisée par la longueur de
l'arc et f : I → (0,∞) une fonction C∞. Alors, la courbe γ est f-biharmonique si et seulement
si : 

ff ′′′ + f ′f ′′ − 4k2ff ′ − 3kk′f 2 = 0

3kff ′′ + 4k′ff ′ + 2k(f ′)2 + k′′f 2 − k3f 2 − kτ 2f 2 + kf 2 = 0

4kτf ′ + 2k′τf + kτ ′f = 0,

ou k est la courbure géodésique et τ la torsion géodésique de γ.

Démonstration. Soit {T,N,B} une base orthonormale des vecteurs tangents à S3 le long de
γ, ou T = dγ( d

dt
) est le vecteur unitaire tangent à γ, N est le vecteur unitaire normal dans

la direction de ∇S3
T T et B est choisi de façon que {T,N,B} est orientée positivement. Alors

nous avons les équations de Frenet :
∇S3
T T = kN

∇S3
T N = −kT + τB

∇S3
T B = −τN.

(3.28)

Le champ de tension de la courbe γ est donné par :

τ(γ) = ∇γ
d
dt

dγ(
d

dt
) = ∇S3

T T. (3.29)

D'après (3.28) et (3.29), le champ de tension de γ sera :

τf (γ) = f ′T + kfN. (3.30)

La courbe γ est f-biharmonique si et seulement si :

fRS3(τf (γ), dγ(
d

dt
))dγ(

d

dt
) +∇γ

d
dt

f∇γ
d
dt

τf (γ) = 0. (3.31)

D'après (3.30), le premier terme du coté gauche de (3.31) est :

fRS3(τf (γ), dγ(
d

dt
)dγ(

d

dt
) = kf 2N, (3.32)

ici RS3(X, Y )Z =< Y,Z > X− < X,Z > Y pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TS3).
D'après (3.28) et (3.30) le deuxième terme du coté gauche de (3.31) est donné par :

∇γ
d
dt

f∇γ
d
dt

τf (γ) = (ff ′′′ + f ′f ′′ − 4k2ff ′ − 3kk′f 2)T

+ (3kff ′′ + 4k′ff ′ + 2k(f ′)2 + k′′f 2 − k3f 2 − kτ 2f 2)N

+ (4kτff ′ + 2k′τf 2 + kτ ′f 2)B.

(3.33)

En remplaçant (3.33) et (3.32) dans (3.31), nous obtenons le resultat du Théorème (3.3).
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Chapitre 4
Les applications f-harmoniques et

f-biharmoniques généralisées

Dans ce chapitre on dé�nit une généralisation globale de l'opérateur d'Euler-Lagrange,
les applications f-harmoniques et les applications f-biharmoniques entre deux variétés Rie-
manniennes M et N, en considérant une fonction de torsion positive f ∈ C∞(M × N × R)
.

4.1 Les applications f-harmoniques généralisées

On considère ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux variétés
Riemanniennes et

f :M ×N × R→ (0,∞)

(x, y, r) 7→ f(x, y, r),

une fonction C∞ positive.
Pour chaque domaine compact D de M, la fonctionnelle f-energie de l'application ϕ est

donnée par :

Ef (ϕ;D) =

∫
D

f(x, ϕ(x), e(ϕ)(x))vg, (4.1)

où e(ϕ) est la densité d'energie de ϕ dé�nie par :

e(ϕ) =
1

2
h(dϕ(ei), dϕ(ei)),

vg est l'element de volume de M et {ei}i=1,..,m est une base orthonormale sur M.

Dé�nition 4.1. l'application ϕ est dite f-harmonique si est seulement si elle est point critique
de la fonctionnelle f-energie, c'est-à-dire :

d

dt
Ef (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (4.2)

où {ϕt} est une variation de ϕ à support dans D.
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4.1.1 Premiere variation de la fonctionnelle f-energie

Soit f : M ×N × R→ (0,∞), (x, y, r) 7→ f(x, y, r) une fonction de classe C∞ .
on note par : ∂r = ∂

∂r
, f

′
= ∂r(f) , f

′′
= ∂r(∂r(f))

et soient : f
′
ϕ , f

′′
ϕ ∈ C∞(M) dé�nies par : f

′
ϕ = f

′
(x, ϕ(x), e(ϕ)(x)) ,

f
′′
ϕ = f

′′
(x, ϕ(x), e(ϕ)(x))

Théorème 4.1. Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes et {ϕt}t∈(−ε,ε) une variation de ϕ à support dans D. Alors

d

dt
Ef (ϕt;D)|t=0 = −

∫
D

h(τf (ϕ), υ)vg, (4.3)

où υ = ∂ϕt
∂t |t=0

la variation du champ de vecteurs υ ,

τf (ϕ) = f
′

ϕτ(ϕ) + dϕ(gradMf
′

ϕ)− (gradNf) ◦ ϕ (4.4)

et τ(ϕ) = trace∇dϕ le champ de tension de ϕ.

Démonstration. On dé�nit
φ :M × (−ε, ε)→ N

(x, t) 7→ ϕt(x).
(4.5)

Soit ∇φ la connexion pull-back dans le �bré φ−1(TN). Notons que tout champ de vecteurs X
sur M est considéré comme champ de vecteurs sur M × (−ε, ε) , on a [X, ∂t] = 0.
Donc, en utilisant (4.1) nous avons :

d

dt
Ef (ϕt;D)|t=0 =

∫
D

∂t

(
f(x, ϕt(x), e(ϕt)(x))

)
|t=0

vg, (4.6)

calculons d'abord

∂t

(
f(x, ϕt(x), e(ϕt)(x))

)
|t=0 = df(dφ(∂t))|t=0 + df(∂te(ϕt))|t=0, (4.7)

le premier terme du coté droit de (4.7) :

df(dφ(∂t))|t=0 = h(gradNf ◦ ϕ, υ), (4.8)

par rapport à une base {ei}i=1,..,m orthonormée telle qu'au point x ∈ M , ∇eiej = 0, nous
avons :

∂t(e(ϕt)) = h(∇φ
∂t
dϕ(ei), dϕ(ei))

= h(∇φ
ei
dϕ(∂t), dϕ(ei)),

(4.9)

donc, le deuxième terme du coté droit de (4.7) :

df(∂te(ϕt))|t=0 = f
′

ϕh(∇ϕ
ei
υ, dϕ(ei))

= eih(υ, f
′

ϕdϕ(ei))− h(υ,∇ϕ
ei
f
′

ϕdϕ(ei)).
(4.10)

Soit α la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

α(X) = h(v, f
′

ϕdϕ(X)) , X ∈ Γ(TM) (4.11)
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D'après (4.10) et (4.11) nous obtenons :

df(∂te(ϕt))|t=0 = div(α)− h(dϕ(gradMf
′

ϕ), v)− h(v, f
′

ϕτ(ϕ)), (4.12)

en remplaçant (4.7) , (4.8) et (4.12) dans (4.6) et nous utilisons le théorème divergence, nous
obtenons le résultat du Théorème(4.1) précédent.

Théorème 4.2. Soient ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes et f : M ×N × R→ (0,∞) une fonction de classe C∞ .Alors ϕ est
dite application f-harmonique si est seulement si

τf (ϕ) = f
′

ϕτ(ϕ) + dϕ(gradMf
′

ϕ)− (gradNf) ◦ ϕ = 0 (4.13)

Remarque 4.1.

1. Si f(x, y, r) = r , ∀(x, y, r) ∈M ×N × R on a τf (ϕ) = τ(ϕ) champ de tension de ϕ.

2. Si f(x, y, r) = f1(x).r , (x, y, r) ∈M ×N × R , on a τf (ϕ) = τf1(ϕ), (voir [39])

3. Si f(x, y, r) = f̃(x, y)r , ∀(x, y, r) ∈ M × N × R, nous obtenons les résultats du
chapitre 2.

4.1.2 Deuxième variation de la fonctionnelle f-energie

Théorème 4.3. Soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application f-harmonique entre deux variétés
Riemanniennes. Si {ϕt,s}t,s∈(−ε,ε) une variation de ϕ à deux paramètres et a support dans D,
alors :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)|t=s=0 =

∫
D

h(Jf,ϕ(v), w)vg, (4.14)

où Jf,ϕ(v) ∈ Γ(ϕ−1TN) donné par

Jf,ϕ(v) = −f ′ϕtraceRN(v, dϕ)dϕ− trace∇ϕf
′

ϕ∇ϕv + (∇N
v grad

Nf) ◦ ϕ
+ < ∇ϕv, dϕ > (gradNf

′
) ◦ ϕ− trace∇ϕ < ∇ϕv, dϕ > f

′′

ϕdϕ
(4.15)

ici <,> désigne le produit scalaire dans T ?M ⊗ ϕ−1TN , RN le tenseur de courbure de la
variété (N, h) et v = ∂ϕt,s

∂t
|t=s=0 , w = ∂ϕt,s

∂s
|t=s=0,

Démonstration. Soit φ : M × (−ε, ε)× (−ε, ε)→ N dé�nie par :

φ(x, t, s) = ϕt,s(x), (x, t, s) ∈M × (−ε, ε)× (−ε, ε).

Notons que tout champ de vecteurs sur M est considéré comme champ de vecteurs sur
M × (−ε, ε)× (−ε, ε) , nous avons :

[X, ∂t] = 0 , [X, ∂s] = 0 , [∂s, ∂t] = 0.

Pour le calcul de l'expression :

∂2

∂t∂s
f(x, ϕt,s(x), e(ϕt,s)(x))|t=s=0 , (4.16)
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nous commençons par :

∂

∂t
f(x, ϕt,s(x), e(ϕt,s)(x)) = df(dφ(∂t)) + df(∂t(e(ϕt,s)(x)))

= h(dφ(∂t), (grad
Nf) ◦ ϕ) + h(∇ϕ

∂t
dφ(ei), dφ(ei))f

′

ϕt,s ,
(4.17)

en passant a la deuxième dérrivation, nous obtenons :

∂2

∂t∂s
f(x, ϕt,s(x), e(ϕt,s)(x))|t=s=0 = h(∇φ

∂s
dφ(∂t), (grad

Nf) ◦ ϕ)|t=s=0

+ h(dφ(∂t),∇φ
∂s

(gradNf) ◦ ϕ)|t=s=0

+ h(∇φ
∂s
∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei))f

′

ϕt,s |t=s=0

+ h(∇φ
∂t
dφ(ei),∇ϕ

∂s
dφ(ei))f

′

ϕt,s |t=s=0

+ h(∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei)) ∂s(f

′

ϕt,s)|t=s=0,

(4.18)

en utilisant la propriété de l'opérateur gradient, le deuxième terme du coté droit de (4.18)
devient :

h
(
dφ(∂t),∇φ

∂s
(gradNf) ◦ ϕ)

)
|t=s=0

= h(w,∇N
v (gradNf) ◦ ϕ) (4.19)

par dé�nition du tenseur de courbure de (N, h), le troisième terme du coté droit de (4.18)
est :

h(∇φ
∂s
∇φ
∂t
dϕ(ei), dϕ(ei))f

′

ϕt,s |t=s=0 = f
′

ϕh(RN(w, dϕ(ei))v, dϕ(ei))

+ f
′

ϕh(∇φ
ei
∇φ
∂s
dφ(∂t), dϕ(ei))|t=s=0

(4.20)

en utilisant les propriétés de tenseur de courbure de N et la compatibilité de ∇ϕ avec la
métrique h, nous avons :

h(∇φ
∂s
∇φ
∂t
dϕ(ei), dϕ(ei))f

′

ϕt,s |t=s=0 = −f ′ϕh(RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), w)

+ eih(∇φ
∂s
dφ(∂t), f

′

ϕdϕ(ei))|t=s=0

− h(∇φ
∂s
dφ(∂t),∇ϕ

ei
f
′

ϕdϕ(ei))|t=s=0

= f
′

ϕh(RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), w) + div(ω1)

− h(∇φ
∂s
dφ(∂t),∇ϕ

ei
f
′

ϕdϕ(ei))|t=s=0,

(4.21)

où : ω1 est la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω1(X) = h(∇φ
∂s
dφ(∂t), f

′

ϕdϕ(X)) , X ∈ Γ(TM).

Pour le quatrième terme du coté droit de (4.18), on a :

h(∇φ
∂t
dφ(ei),∇φ

∂s
dφ(ei))f

′

ϕt,s|t=s=0 = eih(f
′

ϕ∇ϕ
ei
v, w)− h(∇ϕ

ei
f
′

ϕ∇ϕ
ei
v, w). (4.22)

Soit ω2 la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω2(X) = h(f ′ϕ∇
ϕ
Xυ, w) , X ∈ Γ(TM),
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alors :

h(∇ϕ
∂t
dϕ(ei),∇ϕ

∂s
dϕ(ei))f

′

ϕt,s|t=s=0 = div(ω2)− h(∇ϕ
ei
f
′

ϕ∇ϕ
ei
v, w). (4.23)

en outre :
∂s(f

′

ϕt,s)|t=s=0 = ∂s(f
′
(x, ϕt,s(x), e(ϕt,s)(x)))|t=s=0

= df
′
(dφ(∂s))|t=s=0 + df

′
(∂s(e(ϕt,s)(x)))|t=s=0 ,

(4.24)

par un calcul simple nous obtenons :

df
′
(dφ(∂s))|t=s=0 = h(w, (gradNf

′
) ◦ ϕ), (4.25)

df
′
(∂s(e(ϕt,s)(x)))|t=s=0 = f

′′

ϕh(∇ϕ
ei
w, dϕ(ei)). (4.26)

Donc, le dernier terme du coté droit de (4.18) :

h(∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei))∂sf

′

ϕt,s|t=s=0 =< ∇ϕv, dϕ > h(w, (gradNf
′
) ◦ ϕ)

+ < ∇ϕv, dϕ > f
′′

ϕh(∇ϕ
ei
w, dϕ(ei))

= h(w,< ∇ϕv, dϕ > (gradNf
′
) ◦ ϕ)

+ eih(w,< ∇ϕv, dϕ > f
′′

ϕdϕ(ei))

− h(w,∇ϕ
ei
< ∇ϕv, dϕ > f

′′

ϕdϕ(ei)).

(4.27)

Soit ω3 la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

ω3(X) = h(w,< ∇ϕv, dϕ > f
′′

ϕdϕ(X)) , X ∈ Γ(TM),

donc :

h(∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei))∂sf

′

ϕt,s|t=s=0 = h(w,< ∇ϕv, dϕ > (gradNf
′
) ◦ ϕ)

+ div(ω3)− h(w,∇ϕ
ei
< ∇ϕv, dϕ > f

′′

ϕdϕ(ei)).
(4.28)

En remplaçant (4.19), (4.21), (4.23), (4.28) dans l'equation (4.18) , en utilisant le théo-
rème divergence et le faite que ϕ est f-harmonique , nous obtenons le résultat du Theorème
(4.3) .

4.2 Applications f-biharmoniques généralisées

Une généralisation naturelle des applications f-harmoniques est obtenue en considérant
les points critiques de la fonctionnelle obtenue en intégrant le carré de la norme du champ
f-tension. Plus précisément :

Dé�nition 4.2. Une application ϕ : (M, g)→ (N, h) de classe C∞ est dite f-biharmonique
si elle est point critique de la fonctionnelle f-bi-énergie dé�nie par :

E2,f (ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τf (ϕ)|2vg (4.29)

pour tout domaine compact de M.
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4.2.1 Première variation de la fonctionnelle f-bi-énergie

Théorème 4.4. Soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application de classe C∞ entre deux variétés
Riemanniennes , f : M × N × R → (0,∞) telle que (x, y, r) 7→ f(x, y, r) une fonction de
classe C∞ et {ϕt}t∈(−ε,ε) une variation de ϕ à support inclu dans D . Alors :

d

dt
E2,f (ϕt;D)|t=0 =

∫
D

h(τ2,f (ϕ), υ)υg (4.30)

où :

τ2,f (ϕ) = −f ′ϕtraceRN(τf (ϕ), dϕ)dϕ− trace∇ϕf
′

ϕ∇ϕτf (ϕ) + (∇N
τf (ϕ)

gradNf) ◦ ϕ

+ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > (gradNf
′
) ◦ ϕ− trace∇ϕ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > f

′′

ϕdϕ
(4.31)

Démonstration. On dé�nit φ : M × (−ε, ε)→ N par : φ(x, t) = ϕt(x), (x, t) ∈M × (−ε, ε),
nous avons

d

dt
E2,f (ϕt;D)|t=0 =

∫
D

h(∇φ
∂t
τf (ϕt), τf (ϕt))υg (4.32)

par rapport à une base orthonormale {e1, ..., em} , au point x ∈M , nous avons :

∇φ
∂t
τf (ϕt)|t=0 = ∇φ

∂t
∇φ
ei
f
′

ϕtdϕt(ei)|t=0 −∇φ
∂t

(gradNf) ◦ ϕt|t=0, (4.33)

par dé�nition du tenseur de courbure de la variété N, on a :

∇φ
∂t
∇φ
ei
f
′

ϕtdϕt(ei)|t=0 = f
′

ϕR
N(υ, dϕ(ei))dϕ(ei)

+∇φ
ei
∇φ
∂t
f
′

ϕtdϕt(ei)|t=0

(4.34)

la compatibilité de ∇φ avec la métrique h de N nous donne :

h(∇φ
ei
∇φ
∂t
f
′

ϕtdϕt(ei), τf (ϕt))|t=0 = eih(∇φ
∂t
f
′

ϕtdϕt(ei), τf (ϕt))|t=0−h(∇φ
∂t
f
′

ϕtdϕt(ei),∇
φ
ei
τf (ϕt))|t=0,
(4.35)

soit θ1 la 1-forme di�erentielle a support dans D, sur M dé�nie par :

θ1(X) = h(∇φ
∂t
f
′

ϕtdϕt(X), τf (ϕt)), X ∈ Γ(TM)

alors :

h(∇φ
ei
∇φ
∂t
f
′

ϕtdϕt(ei), τf (ϕt))|t=0 = div(θ1)− h(∇φ
∂t
f
′

ϕtdϕt(ei),∇
φ
ei
τf (ϕt))|t=0, (4.36)

le second terme du coté droit de (4.36), est :

−h(∇φ
∂t
f
′

ϕtdϕt(ei),∇
φ
ei
τf (ϕt))|t=0 = −∂t(f

′

ϕt)h(dϕt(ei),∇φ
ei
τf (ϕt)))|t=0

− f ′ϕth(∇φ
∂t
dϕt(ei),∇φ

ei
τf (ϕt))|t=0,

(4.37)

par un calcul simple, nous avons :

−∂t(f
′

ϕt) = −dφ(∂t)(f
′
)|t=0 − f

′′

ϕth(∇φ
ej
dφ(∂t), dϕt(ej))|t=0

= −h((gradNf
′
) ◦ ϕ, υ)− f ′′ϕh(∇ϕ

ej
υ, dϕ(ej)),

(4.38)
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on note par h(dϕt(ei),∇ϕ
ei
τf (ϕt))|t=0 = < ∇ϕτf (ϕ), dϕ >, donc pour le premier terme du

coté droit de l'equation (4.37) on a :

−∂t(f
′

ϕt)h(dϕt(ei),∇ϕ
ei
τf (ϕt))|t=0 = − < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > h((gradNf

′
) ◦ ϕ, υ)

− ejh
(
υ, f

′′

ϕ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > dϕ(ej)
)

+ h
(
υ,∇ϕ

ej
f
′′

ϕ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > dϕ(ej)
)
,

(4.39)

soit θ2 la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

θ2(X) = h
(
υ, f

′′

ϕ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > dϕ(X)
)
, X ∈ Γ(TM),

alors :

−∂t(f
′

ϕt)h(dϕt(ei),∇ϕ
ei
τf (ϕt))|t=0 = − < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > h((gradNf

′
) ◦ ϕ, υ)

− div(θ2) + h
(
υ,∇ϕ

ej
f
′′

ϕ < ∇ϕτf (ϕ), dϕ > dϕ(ej)
)
,
(4.40)

le deuxième terme du coté droit de l'egalité (4.37) est :

−f ′ϕth(∇φ
∂t
dϕt(ei),∇φ

ei
τf (ϕt))|t=0 = −ei(h(υ, f

′

ϕ∇ϕ
ei
τf (ϕ)))

+ h(υ,∇ϕ
ei
f
′

ϕ∇ϕ
ei
τf (ϕ))

= −div(η) + h(υ,∇ϕ
ei
f
′

ϕ∇ϕ
ei
τf (ϕ)),

(4.41)

où η est la 1-forme di�érentielle à support dans D, dé�nie sur M par :

η(X) = h(υ, f
′

ϕ∇
ϕ
Xτf (ϕ)), X ∈ Γ(TM)

comme
−h(∇ϕ

∂t
(gradNf

′
) ◦ ϕt, τf (ϕt)))|t=0 = −h(∇N

τf (ϕ)
grdNf ◦ ϕ, υ). (4.42)

Alors �nalement, d'après les égalités : (4.33), (4.34), (4.36), (4.37) (4.40), (4.41) , (4.42) et
le Théorème divergence, nous obtenons le résultat du Théorème (4.4).

Remarques 4.1.

1. Si f(x, y, r) = r pour tout (x, y, r) ∈M ×N × R, alors :
τ2,f (ϕ) = τ2(ϕ) , le champ bi-tension de ϕ (biharmonicité).

2. Si f(x, y, r) = f1(x).r pour tout (x, y, r) ∈M ×N × R, alors :

τ2,f (ϕ) = −f1 traceRN(τf1(ϕ), dϕ)dϕ− trace[∇ϕf1∇ϕτf1(ϕ)− f1∇∇M τf1(ϕ)]

= τ2,f1(ϕ),

on obtien le champ f-bi-tension de ϕ.

3. Si f(x, y, r) = f̃(x, y)r pour tous (x, y, r) ∈M ×N ×R , par un calcul simple le terme

∇N
τf (ϕ)

grdNf ◦ ϕ sera remplacé par : e(ϕ)∇N
τ
f̃
(ϕ)grd

N f̃ ◦ ϕ − trace∇ϕτf̃(ϕ)(f̃)dϕ, i.e

τ2,f (ϕ) = τ2,f̃ (ϕ) (un résultat de chapitre 2).
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4.3 Morphismes f-harmoniques généralisés

Dans ce paragraphe nous démontrons qu'une application entre deux variétés Rieman-
niennes est un morphisme f-harmonique généralisé si et seulement si elle est semi-conforme
en satisfaisant certaines conditions, puis nous présentons quelques propriétés et exemples des
morphismes f-harmoniques généralisés .

Soient (Mm, g) une variété riemannienne, f : (x, t, r) ∈ M × R× R 7→ f(x, t, r) ∈ (0,∞)
une fonction de classe C∞ et U un ouvert de M .

Dé�nition 4.3. Une fonction u : U −→ R est dite f -harmonique si :

∆M
f u ≡ (

∂f

∂r
)u ∆Mu+ du(gradM(

∂f

∂r
)u)− (

∂f

∂t
)u = 0, (4.43)

où (∂f
∂r

)u : M −→ (0,+∞) est une fonction de classe C∞, dé�nie par :

(
∂f

∂r
)u(x) = (

∂f

∂r
)(x, u(x), e(u)(x)), x ∈ U, (4.44)

(∂f
∂t

)u : M −→ (0,+∞) est une fonction de classe C∞, dé�nie par :

(
∂f

∂t
)u(x) =

∂f

∂t
(x, u(x), e(u)(x)), x ∈ U. (4.45)

Dé�nition 4.4. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. L'application ϕ est un morphisme f -harmonique généralisé si, pour
toute fonction harmonique v : V −→ R sur un ouvert V ⊂ N tel que ϕ−1(V ) non vide, alors
la composée v ◦ ϕ est f -harmonique sur ϕ−1(V ).

Théorème 4.5. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes, f : (x, t, r) ∈ M × R × R −→ f(x, t, r) ∈ (0,∞) une fonction de
classe C∞ telle que 

(
∂f

∂r
)(x, t, r) 6= 0, (x, t, r) ∈M × R× R

(
∂f

∂t
)(x, t, 0) = 0, (x, t) ∈M × R

(4.46)

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est un morphisme f -harmonique généralisé ,

2. ϕ est semi-conforme véri�ant le système d'équations :

(
∂f

∂r
)ϕα τ(ϕ)α + g(gradM(

∂f

∂r
)ϕα , gradM ϕα)− (

∂f

∂t
)ϕα τ(ϕ)α = 0 (4.47)

relativement à toute carte locale (yα) de N et pour tout α = 1, ..., n
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3. il existe une fonction positive λ sur M telle que :

∆M
f (v ◦ ϕ) = (

∂f

∂r
)v◦ϕ λ

2 (∆Nv) ◦ ϕ,

Pour toute fonction di�erentiable v dé�nie sur un ouvert V de N tel que ϕ−1(V ) soit
non vide,

Nous allons besoin du lemme suivant pour la démonstration de ce théorème.

Lemme 4.1. [3] Soit y0 un poit de Nn et {yγ} un système de coordonneés normales sur
N centrées en y0 et {Cγ, Cαβ}nα,β,γ=1 des constantes telles que Cαβ = Cβα et

∑
αCαα = 0,

alors il existe un voisinage V de y0 dans N et une fonction harmonique υ : N → R telle
que

∂υ

∂yα
(y0) = Cα,

∂2υ

∂yα∂yβ
(y0) = Cαβ (4.48)

pour tous α, β, γ = 1, .., n

Démonstration. du Théorème 4.5
Supposons que ϕ : M → N est morphisme f-harmonique, pour x0 ∈ M nous considérons
les systémes de coordonnées locales (xi), (yα) autour de x0 , y0 = ϕ(x0) respectivement,
en supposant que (yα) est normal centré en y0 . Pour véri�er la semi-conformalité de ϕ, on
utilise le lemme (4.1), donc pour tous (Cαβ)nα,β=1 avec Cαβ = Cβα et

∑
αCαα = 0, on peut

choisir une fonction harmonique υ telle que

∂υ

∂yα
(y0) = 0,

∂2υ

∂yα∂yβ
(y0) = Cαβ, (4.49)

pour tous α, β = 1, .., n, donc υ ◦ ϕ est f-harmonique au voisinage de x0 et d'après l'equation
(4.43) de la dé�nition (4.3) :

0 = ∆M
f (υ ◦ ϕ)

= (
∂f

∂r
)υ◦ϕ ∆M(υ ◦ ϕ) + d(υ ◦ ϕ)(gradM(

∂f

∂r
)υ◦ϕ)− (

∂f

∂t
)υ◦ϕ,

(4.50)

en particulier en x0

d(υ ◦ ϕ)(gradM(
∂f

∂r
)υ◦ϕ) = 0 (4.51)

et
(
∂f

∂t
)υ◦ϕ = 0, (4.52)

car : ∂υ
∂yα

(y0) = 0, e(υ ◦ ϕ) = 0 et (∂f
∂t

)(x, t, 0) = 0, (x, t) ∈M × R.
D'après :(4.50), (4.51), (4.52) et (∂f

∂r
)(x, t, r) 6= 0, (x, t, r) ∈M × R× R, nous obtenons :

0 = ∆M(υ ◦ ϕ)

= dυ(τ(ϕ)) + traceg∇dυ(dϕ, dϕ)

= traceg∇dυ(dϕ, dϕ),

(4.53)
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comme en x0 :

∇dυ =
∑
α,β

∂2υ

∂yα∂yβ
(y0)dy

α ⊗ dyβ

=
∑
α,β

Cαβdy
α ⊗ dyβ,

(4.54)

en utilisant (4.50), (4.53) et (4.54), nous obtenons :

0 =
∑
α,β

g(gradMϕα, gradMϕβ)Cαβ

=
∑
α

g(gradMϕα, gradMϕα)Cαα +
∑
α6=β

g(gradMϕα, gradMϕβ)Cαβ

=
∑
α

[
g(gradMϕα, gradMϕα)− g(gradMϕ1, gradMϕ1)

]
Cαα +

∑
α 6=β

g(gradMϕα, gradMϕβ)Cαβ,

(4.55)
soit α0 6= 1 et

cαβ =


1, si α = β = 1 ;
−1, si α = β = α0

0, si α = β 6= 1, α0

0, si α 6= β

alors d'après (4.55), nous avons :

g(gradMϕα0 , gradMϕα0) = g(gradMϕ1, gradMϕ1) (4.56)

g(gradMϕα, gradMϕα) = g(gradMϕ1, gradMϕ1), (4.57)

pour tout α = 1, .., n.
Soit α0 6= β0 et soit :

cαβ =


1, si α = α0 et β = β0 ;
0, si α 6= α0 ou β 6= β0 ;
0, si α = β

d'après (4.55), nous avons :
g(gradMϕα0 , gradMϕβ0) = 0 (4.58)

g(gradMϕα, gradMϕβ) = 0 (4.59)

pour tous α 6= β = 1, ..., n il en résulte de (4.57) et (4.59) que le morphisme f-harmonique ϕ
est semi conforme tel que :

g(gradMϕα, gradMϕβ) = λ2δαβ , pour tous α, β = 1, ..., n. (4.60)

75



Pour toute fonction υ : V → R de classe C2 dé�nie sur un ouvert V de N, on a :

∆M
f (υ ◦ ϕ) = (

∂f

∂r
)υ◦ϕ ∆M(υ ◦ ϕ) + dυ(dϕ(gradM(

∂f

∂r
)υ◦ϕ))− (

∂f

∂t
)υ◦ϕ

= (
∂f

∂r
)υ◦ϕdυ(τ(ϕ)) + (

∂f

∂r
)υ◦ϕtraceg∇dυ(dϕ, dϕ)

+ dυ(dϕ(gradM(
∂f

∂r
)υ◦ϕ))− (

∂f

∂t
)υ◦ϕ.

(4.61)

Comme ϕ est semi-conforme, nous obtenons :

∆M
f (υ ◦ ϕ) = (

∂f

∂r
)υ◦ϕdυ(τ(ϕ)) + (

∂f

∂r
)υ◦ϕλ

2(∆Nυ) ◦ ϕ

+ dυ(dϕ(gradM(
∂f

∂r
)υ◦ϕ))− (

∂f

∂t
)υ◦ϕ.

(4.62)

Par un bon choix de la fonction harmonique υ et comme ϕ est un morphisme harmonique,
on conclut que :

(
∂f

∂r
)υ◦ϕdυ(τ(ϕ)) + dυ(dϕ(gradM(

∂f

∂r
)υ◦ϕ))− (

∂f

∂t
)υ◦ϕ = 0,

i.e. pour tout système de coordonnées local (yα) dans N, nous avons :

(
∂f

∂r
)ϕατ(ϕ)α + g(gradM(

∂f

∂r
)αϕ, gradM ϕα)− (

∂f

∂t
)αϕ = 0,

pour tout α = 1, .., n. D'où, (1) ⇒ (2) et d'aprés (4.62) on a (2) ⇒ (3). Finalement,
(3)⇒ (1)

Remarques 4.2. 1. Si f(x, t, r) = r pour tous (x, t, r) ∈ M × R × R la condition (4.47)
est équivalente à τ(ϕ) = 0 i.e ϕ est harmonique.
Et, ϕ : M → N sera un morphisme harmonique si et seulement si elle est harmonique
et semi conforme ([3]).

2. Si f(x, t, r) = f1(x)r pour tous (x, t, r) ∈ M × R× R ou f1 ∈ C∞(M), positive alors la
condition (4.47) est équivalente à

f1τ(ϕ) + dϕ(gradMf1) = 0

i.e. ϕ est f1-harmonique.
Et l'application ϕ : M → N est un morphisme f1-harmonique si et seulement si elle est
f1-harmonique et semi-conforme [38].

3. Si f(x, t, r) = f1(x, t)r, pour tous (x, t, r) ∈M×R×R, ou f1 ∈ C∞(M×R) une fonction
positive alors, ϕ est morphisme f-harmonique si est seulement si elle est morphisme f1-
harmonique [19].

4. Si f(x, t, r) = F (r), pour tous (x, t, r) ∈ M × R × R, où F ∈ C∞(R) une fonction
positive telle que F

′
> 0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) ϕ est un morphisme f-harmonique
(b) ϕ est un morphisme F-harmonique
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(c) ϕ est semi conforme et satisfait

F
′
(e(ϕα))τ(ϕα) + g(gradMF

′
(e(ϕα)), gradMϕα) = 0,

pour tout α = 1, .., n et tout système local (yα) sur N.
(d) il existe une fonction positive, λ sur M telle que

∆M
f (υ ◦ ϕ) = F

′
(e(υ ◦ ϕ))λ2(∆Nυ) ◦ ϕ.

pour toute fonction υ dé�nie sur un ouvert V de N.

Proposition 4.1. Soient ϕ : M → N un morphisme f-harmonique entre deux variétés
Riemanniennes de dilatation λ1 , ψ : N → P morphisme harmonique de dilatation λ2 et
f ∈ C∞(M × R × R) positive, satisfait (4.46). Alors la composition ψ ◦ ϕ : M → P est
un morphisme f-harmonique de dilatation λ1(λ2 ◦ ϕ).

Démonstration. Comme ϕ est un morphisme f-harmonique, d'après le théorème (4.5) nous
avons :

∆M
f (v ◦ ϕ) = (

∂f

∂r
)v◦ϕ λ

2
1 (∆Nv) ◦ ϕ,

pour toute fonction υ dé�nie sur un ouvert V de N. De mème pour l'application ψ on a :

∆N(u ◦ ψ) = λ22 (∆Pu) ◦ ψ,

pour toute fonction u dé�nie sur un ouvert U de P, alors :

∆M
f (u ◦ ψ ◦ ϕ) = (

∂f

∂r
)u◦ψ◦ϕ λ

2
1 (∆N(u ◦ ψ)) ◦ ϕ

= (
∂f

∂r
)u◦ψ◦ϕ λ

2
1 (λ2 ◦ ϕ)2(∆Pu) ◦ ψ ◦ ϕ.

Proposition 4.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et f une fonction positive de
classe C∞ sur M × R× R satisfait la condition (4.46). Alors l'application :

ϕ : (M, g)→ (Rn, <,>Rn), x 7→ (ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕn(x))

est un morphisme f-harmonique si et seulement si ses composantes ϕα sont f-harmoniques,
dont les gradients sont orthogonaux et de même norme en chaque point.

Démonstration. la condition (4.47) du théorème (4.5) devient

(
∂f

∂r
)ϕα∆M(ϕα) + g(gradM(

∂f

∂r
)ϕα , gradM ϕα)− (

∂f

∂t
)ϕα = 0,

pour tout α = 1, .., n .i.e. les fonctions ϕα sont f-harmoniques.
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Exemple 4.1. Soit M = R∗+ × R× R, alors l'application :

ϕ :(M,<,>R3)→ (R2, <,>R2)

(x, y, z) 7→ (
√
x2 + y2, z)

est un morphisme f-harmonique avec :

f(x, y, z, t, r) =
F ( y

x
)e−

1
2
(x2+y2+z2)+(t2+1)r

x
√

(x2 + y2 + 1)(z2 + 1)
,

où F est une fonction positive sur R. En déduire :

ϕ1(x, y, z) =
√
x2 + y2 , ϕ2(x, y, z) = z

∆Mϕ1 =
1√

x2 + y2
, ∆Mϕ2 = 0

e(ϕ1) =
1

2
, e(ϕ2) =

1

2

gradMϕ1 = (
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

, 0) , gradMϕ2 = (0, 0, 1).

Soit f(x, y, z, t, r) = h(x, y, z)e(t
2+1)r pour tous (x, y, z, t, r) ∈ M × R× R , où h est une

fonction di�erentiable positive sur M , nous avons :{
∂f
∂r

(x, y, z, t, r) = h(x, y, z)(t2 + 1) e(t
2+1)r 6= 0,

∂f
∂t

(x, y, z, t, 0) = 2h(x, y, z) tr e(t
2+1)r|r=0 = 0,

pour tous (x, y, z, t, r) ∈M × R× R,

(
∂f

∂r
)ϕ1 = h(x, y, z)(x2 + y2 + 1) e

x2+y2+1
2 , (

∂f

∂r
)ϕ2 = h(x, y, z)(z2 + 1) e

z2+1
2

(
∂f

∂t
)ϕ1 = h(x, y, z)

√
x2 + y2 e

x2+y2+1
2 , (

∂f

∂r
)ϕ2 = h(x, y, z)z e

z2+1
2

gradM(
∂f

∂r
)ϕ1 = e

x2+y2+1
2 (

∂h

∂x
x2 +

∂h

∂x
y2 +

∂h

∂x
+ 3hx+ hx3 + hxy2)

∂

∂x

+ e
x2+y2+1

2 (
∂h

∂y
x2 +

∂h

∂y
y2 +

∂h

∂y
+ 3hy + hy3 + hyx2)

∂

∂y

+ e
x2+y2+1

2 (
∂h

∂z
x2 +

∂h

∂z
y2 +

∂h

∂z
)
∂

∂z
,

gradM(
∂f

∂r
)ϕ2 = e

z2+1
2 (

∂h

∂x
z2 +

∂h

∂x
)
∂

∂x

+ e
z2+1

2 (
∂h

∂y
z2 +

∂h

∂y
)
∂

∂y

+ e
z2+1

2 (
∂h

∂z
z2 +

∂h

∂z
+ 3hz + hz3)

∂

∂z
,
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en utilisant la proposition (4.2), on déduit que l'application ϕ est f-harmonique si et seule-
ment si :{

3hx2 + 3hy2 + h+ ∂h
∂x
x3 + ∂h

∂x
xy2 + ∂h

∂x
x+ hx4 + 2hx2y2 + ∂h

∂y
x2y + ∂h

∂y
y3 + ∂h

∂y
y + hy4 = 0,

∂h
∂z
z2 + ∂h

∂z
+ 2hz + hz3 = 0,

(4.63)
Soit F ∈ C∞(M) une fonction positive, alors la fonction de type :

h(x, y, z) =
F ( y

x
)e−

1
2
(x2+y2+z2)

x
√

(x2 + y2 + 1)(z2 + 1)

satisfait le système d'equations (4.63)

4.4 Tenseur f-énergie impulsion généralisé

Soient (Mm, g) , (Nn, h) deux variétés riemanniennes, f : M ×N × R→ (0,∞) une
fonction de classe C∞.

Théorème 4.6. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un domaine
compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< Sf (ϕ), δg > vg,

où 〈 , 〉 est la métrique riemannienne induite sur T ∗M ⊗ T ∗M ,

Sf (ϕ) = fϕ g − f ′ϕ ϕ∗h (4.64)

est le tenseur f-énergie impulsion généralisé associé à ϕ , e(ϕ) = 1
2
|dϕ|2 est la densité

d'énergie de ϕ et ϕ∗h le pull-back de la métrique h.

Démonstration. : Ef (ϕ) =
∫
D
f(x, ϕ(x), e(ϕ)(x))vg, donc :

d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

δ
{
f(x, ϕ(x), e(ϕ))vg

}
=

∫
D

δ
{
f(x, ϕ(x), e(ϕ))

}
vg +

∫
D

f(x, ϕ(x), e(ϕ))δ(vg),

or :
δ
{
f(x, ϕ(x), e(ϕ))

}
= δ(e(ϕ))f

′

ϕ

= −1

2
< ϕ?h, δg > f

′

ϕ

et :
δ(vg) =

1

2
< g, δg > vg,

alors :
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d

dt
Ef (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

= −1

2

∫
D

< ϕ?h, δg > f
′

ϕvg

+
1

2

∫
D

fϕ < g, δg > vg

=
1

2

∫
D

< fϕg − f ′ϕϕ?h, δg > vg,

d'où :
Sf (ϕ) = fϕg − f ′ϕϕ?h

Remarque 4.2.
1. si f(x, y, r) = r pour tout (x, y, r) ∈ M × N × R, on retrouve le tenseur -énergie

impulsion dé�ni dans le chapitre 1

Sf (ϕ) = S(ϕ) = e(ϕ) g − ϕ∗h.

2. Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction de classe C∞, si f(x, y, r) = f1(x)r pour tout
(x, y, r) ∈M ×N × R, on retrouve le tenseur -énergie impulsion dé�ni dans [39]

Sf (ϕ) = Sf1(ϕ) = f1 e(ϕ) g − f1 ϕ∗h.

3. En particulier, si f(x, y, r) = f̃(x, y)r pour tous (x, y, r) ∈M ×N ×R on retrouve le
tenseur f-énergie impulsion associé à ϕ dé�ni dans le chapitre 2

Sf (ϕ) = e(ϕ)f̃ϕ g − f̃ϕϕ∗h.

Proposition 4.3. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ ,
f ∈ C∞(M ×N × R) une fonction positive, alors :

divM Sf (ϕ) = −h(τf (ϕ), dϕ)− h((gradNf) ◦ ϕ, dϕ) + dfϕ − f ′ϕde(ϕ)

Démonstration. Relativement a une base orthonormée {e1, ..., em} sur M, telle que au point
x ∈M , ∇eiej = 0, nous avons :

Sf (ϕ)(ei, ej) = fϕδij − f ′ϕh(dϕ(ei), dϕ(ej)),

donc :

divM (Sf (ϕ))(ej) =
m∑
i=1

ei

(
Sf (ϕ)(ei, ej)

)
=

m∑
i=1

ei

(
fϕδij

)
−

m∑
i=1

ei

(
f ′ϕh(dϕ(ei), dϕ(ej))

)
=

m∑
i=1

ei(fϕ)δij −
m∑
i=1

ei(f
′
ϕ)h(dϕ(ei), dϕ(ej))− f ′ϕ

m∑
i=1

eih(dϕ(ei), dϕ(ej))

= dfϕ(ej)− h(dϕ(gradMf ′ϕ), dϕ(ej))− f ′ϕh(τ(ϕ), dϕ(ej))−
1

2
f ′ϕ

m∑
i=1

ejh(dϕ(ei), dϕ(ei))

= dfϕ(ej)− h
(
f ′ϕτ(ϕ) + dϕ(gradMf ′ϕ) , dϕ(ej)

)
− f ′ϕde(ϕ)(ej),
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comme τf (ϕ) = f ′ϕτ(ϕ) + dϕ(gradMf ′ϕ)− (gradNf) ◦ ϕ, alors :

divM (Sf (ϕ))(ej) = −h(τf (ϕ), dϕ(ej))− h((gradNf) ◦ ϕ, dϕ(ej)) + dfϕ(ej)− f ′ϕde(ϕ)(ej)

Remarques 4.3. 1)si f(x, y, r) = r pour tout (x, y, r) ∈M ×N × R. , alors :

divM Sf (ϕ) = divM S(ϕ) = −h(τ(ϕ), dϕ).

2) Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction de classe C∞ si f(x, y, r) = f1(x).r pour tout
(x, y, r) ∈M ×N × R. , alors ([39]) :

divM Sf (ϕ) = divM Sf1(ϕ) = −h(τf1(ϕ), dϕ) + e(ϕ)df1.

3) Si f(x, y, r) = f̃(x, y)r , pour tout (x, y, r) ∈ M × N × R, alors on retrouve le resultat
de la Proposition (2.3) du chapitre 2.
En e�et :

fϕ = f(x, ϕ(x), e(ϕ)(x)) = f̃(x, ϕ(x))e(ϕ)(x) = f̃ϕe(ϕ) ,

dfϕ = e(ϕ)df̃ϕ + f̃ϕde(ϕ) ,

f ′ϕ =
∂f

∂r
(x, ϕ(x), e(ϕ)(x)) = f̃ϕ ,

et
(gradNf) ◦ ϕ = e(ϕ)(gradN f̃) ◦ ϕ

4.5 Tenseur f-bi-énergie impulsion

Soient (M, g), (N, h) deux variétés riemanniennes, f ∈ C∞(M × N × R) une fonction
positive.

Théorème 4.7. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, D un domaine
compact de M et {gt} une variation de classe C∞ de g, alors :

d

dt
E2,f (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

< S2,f (ϕ), δg > vg,

où S2,f (ϕ) ∈ Γ(T ∗M � T ∗M) est le tenseur f-bi-énérgie impulsion généralisé associé à ϕ
donné par :

S2,f (ϕ)(X, Y ) = −1

2
|τf (ϕ)|2g(X, Y )− f ′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g(X, Y )

+f ′ϕh(dϕ(X),∇ϕ
Y τf (ϕ)) + f ′ϕh(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτf (ϕ))

−τf (ϕ)(f)g(X, Y ) + f ′′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h(dϕ(X), dϕ(Y ))

+τf (ϕ)(f ′)h(dϕ(X), dϕ(Y )).

< dϕ,∇ϕτ(ϕ) >=
m∑
i=1

h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
, {e1, ..., em} étant une base orthonormée sur M .
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pour la démonstration du Théorème (4.7), on démontre d'abord le lemmes suivant :

Lemme 4.2. Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) ùne application de classe C∞. Si {gt} est une
variation C∞ de g .Alors le champ de vecteurs ξ = (divM(δg))] − 1

2
gradM(traceg(δg))

satisfait :

δ(|τf (ϕ)|2) = − < f ′′ϕh(τ(ϕ), τf (ϕ))ϕ∗h, δg > −2f ′ϕ < h(∇dϕ, τf (ϕ)), δg >

− 2f ′ϕh(τf (ϕ), dϕ(ξ))− 2 < df ′ϕ � h(dϕ, τf (ϕ)), δg >

− f ′′ϕh
(
dϕ(grad < ϕ∗h, δg >), τf (ϕ)

)
− < h(dϕ(gradf ′′ϕ), τf (ϕ))ϕ∗h, δg >

+ < h(gradNf ′, τf (ϕ))ϕ∗h, δg >

(4.65)

Démonstration. Nous avons :

E2,f (ϕ) =
1

2

∫
D

|τf (ϕ)|2vg,

τf (ϕ) = f ′ϕτ(ϕ) + dϕ(gradMf ′ϕ)− (gradNf) ◦ ϕ.
relativement aux systèmes des coordonnées locales (xi) sur M et (yα) sur N respectivement,
on a :

δ(|τf (ϕ)|2) = δ
(
τf (ϕ)ατf (ϕ)βhαβ

)
= 2δ(τf (ϕ)α)τf (ϕ)βhαβ,

(4.66)

δ(τf (ϕ)α) = δ(f ′ϕτ(ϕ)α + θα − ηα)

= δ(f ′ϕ)τ(ϕ)α + f ′ϕδ(τ(ϕ)α) + δ(θα)− δ(ηα),
(4.67)

où :

θα = gij(f ′ϕ)i ϕ
α
j , , ηα = hαµfµ

calculons δ(f ′ϕ) du premier terme du coté droit de l'equation (4.67) :

δ(f ′ϕ) = δ
(
f ′(x, ϕ(x), e(ϕ))

)
= δ(e(ϕ))f ′′ϕ

= −1

2
< ϕ∗h, δg > f ′′ϕ,

(4.68)

pour le deuxièmr terme du coté droit de l'equation (4.67), d'après ([34]) nous avons :

δ(τ(ϕ)α) = −gaigbjδ(gab)(∇dϕ)αij − ξkϕαk (4.69)

où , ξ = (divδg)]− 1
2
gradM(traceδg). Calculons le troisième terme du coté droit de (4.67) :

δ(θα) = δ
(
gij (f ′ϕ)i ϕ

α
j

)
= δ(gij) (f ′ϕ)i ϕ

α
j + gijδ((f ′ϕ)i)ϕ

α
j

= δ(gij)(f ′ϕ)i ϕ
α
j −

1

2
gij(< ϕ∗h, δg > f ′′ϕ)i ϕ

α
j ,

(4.70)
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pour le terme (< ϕ∗h, δg > f ′′ϕ)i de l'equation (4.70) on a :

(< ϕ∗h, δg > f ′′ϕ)i =
∂

∂xi
(< ϕ∗h, δg >)f ′′ϕ+ < ϕ∗h, δg > (f ′′ϕ)i

=< ∇∂i ϕ
∗h, δg > f ′′ϕ+ < ϕ∗h,∇∂i δg > f ′′ϕ+ < ϕ∗h, δg > (f ′′ϕ)i.

(4.71)

Remplaçons (4.71) dans (4.70) :

δ(θα) = δ(gij)(f ′ϕ)i ϕ
α
j −

1

2
gij < ∇∂i ϕ

∗h, δg > f ′′ϕϕ
α
j

− 1

2
gij < ϕ∗h,∇∂i δg > f ′′ϕϕ

α
j −

1

2
gij < ϕ∗h, δg > (f ′′ϕ)i ϕ

α
j .

(4.72)

pour le dernier terme du coté droit de (4.67), on a :

δ(ηα) = δ(hαµfµ)

= hαµδ(fµ)

= hαµδ
(
fµ(x, ϕ(x), e(ϕ))

)
= hαµδ(e(ϕ))f ′µ

= −1

2
hαµ < ϕ∗h, δg > f ′µ,

(4.73)

en remplaçant (4.73), (4.72) , (4.69) et (4.68) dans (4.67), nous obtenons :

δ(τf (ϕ)α) = δ(f ′ϕ)τ(ϕ)α + f ′ϕδ(τ(ϕ)α) + δ(θα)− δ(ηα)

= −1

2
< ϕ∗h, δg > f ′′ϕτ(ϕ)α − f ′ϕgaigbjδ(gab)(∇dϕ)αij

− f ′ϕξkϕαk + δ(gij)(f ′ϕ)i ϕ
α
j −

1

2
gij < ∇∂i ϕ

∗h, δg > f ′′ϕϕ
α
j

− 1

2
gij < ϕ∗h,∇∂i δg > f ′′ϕϕ

α
j −

1

2
gij < ϕ∗h, δg > (f ′′ϕ)i ϕ

α
j

+
1

2
hαµ < ϕ∗h, δg > f ′µ

(4.74)

en remplaçant l'equation (4.74), dans (4.66) , nous obtenons :

δ(|τf (ϕ)|2) = − < ϕ∗h, δg > f ′′ϕτ(ϕ)ατf (ϕ)βhαβ − 2f ′ϕg
aigbjδ(gab)(∇dϕ)αij τf (ϕ)βhαβ

− 2f ′ϕξ
kϕαk τf (ϕ)βhαβ + 2δ(gij)(f ′ϕ)i ϕ

α
j τf (ϕ)βhαβ

− gij < ∇∂i ϕ
∗h, δg > f ′′ϕϕ

α
j τf (ϕ)βhαβ − gij < ϕ∗h,∇∂i δg > f ′′ϕϕ

α
j τf (ϕ)βhαβ

− gij < ϕ∗h, δg > (f ′′ϕ)i ϕ
α
j τf (ϕ)βhαβ + hαµ < ϕ∗h, δg > f ′µτf (ϕ)βhαβ.

(4.75)
En utilisant la simpli�cation des termes suivants, nous obtenons le resultat du Lemme

(4.2) :
− < ϕ∗h, δg > f ′′ϕτ(ϕ)ατf (ϕ)βhαβ = − < f ′′ϕh(τ(ϕ), τf (ϕ))ϕ∗h, δg >,
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−2f ′ϕg
aigbjδ(gab)(∇dϕ)αijτf (ϕ)βhαβ = −2f ′ϕg

aigbjδ(gab)h((∇dϕ)ij, τf (ϕ))

= −2f ′ϕ < h(∇dϕ, τf (ϕ)), δ(g) >,

−2f ′ϕξ
kϕαk τf (ϕ)βhαβ = −2f ′ϕh(τf (ϕ), dϕ(ξ)),

2δ(gij)(f ′ϕ)i ϕ
α
j τf (ϕ)βhαβ = −2 < df ′ϕ � h(dϕ, τf (ϕ)), δg >,

−gij∇∂i(< ϕ∗h, δg >)f ′′ϕϕ
α
j τf (ϕ)βhαβ = −f ′′ϕh(dϕ(grad < ϕ∗h, δg >), τf (ϕ)),

de mème :

−gij < ϕ∗h, δg > (f ′′ϕ)i ϕ
α
j τf (ϕ)βhαβ = − < h(dϕ(gradf ′′), τf (ϕ)ϕ∗h, δg) >

et
hαµ < ϕ∗h, δg > f ′µτf (ϕ)βhαβ =< h(gradNf ′, τf (ϕ))ϕ∗h, δg >

Démonstration. du theorème (4.7)

D'après le Lemme (4.2), nous avons :

d

dt
E2,f (ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

δ(|τf (ϕ)|2) vg +
1

2

∫
D

|τf (ϕ)|2)δ(vgt)

= −
∫
D

< f ′′ϕh(τ(ϕ), τf (ϕ))ϕ∗h, δg > vg − 2

∫
D

f ′ϕ < h(∇dϕ, τf (ϕ)), δ(g) > vg

− 2

∫
D

f ′ϕh(τf (ϕ), dϕ(ξ))vg − 2

∫
D

< df ′ϕ � h(dϕ, τf (ϕ)), δg > vg

−
∫
D

f ′′ϕh(dϕ(grad < ϕ∗h, δg >), τf (ϕ))vg −
∫
D

< h(dϕ(gradf ′′), τf (ϕ)ϕ∗h, δg) > vg

+

∫
D

< h(gradNf ′, τf (ϕ))ϕ∗h, δg > vg +
1

2

∫
D

<
1

2
|τf (ϕ)|2)g, δg > vg

(4.76)
En remplaçant fϕ par f ′ϕ dans le Lemme (2.2) du chapitre 2, nous obtenons :

−2

∫
D

f ′ϕh(τf (ϕ), dϕ(ξ))vg = −2

∫
D

< −sym∇f ′ϕh(d(ϕ), τf (ϕ))+
1

2
div(f ′ϕh(d(ϕ), τf (ϕ))])g, δg >

(4.77)
pour le cinquième terme du coté droit de (4.76) :
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−
∫
D

f ′′ϕh(dϕ(grad < ϕ∗h, δg >), τf (ϕ))vg = −
∫
D

f ′′ϕei

〈
ϕ∗h, δg

〉
h(dϕ(ei), τf (ϕ))vg

= −
∫
D

ei

[
< ϕ∗h, δg > h(dϕ(ei), f

′′
ϕτf (ϕ))

]
vg

+ < ϕ∗h, δg > eih(dϕ(ei), f
′′
ϕτf (ϕ))vg

=

∫
D

< ϕ∗h, δg > div h(dϕ, f ′′ϕτf (ϕ))vg

(4.78)
En remplaçant les equations (4.77) et (4.78), dans (4.76) nous obtenons :

S2,f (ϕ) = f ′′ϕh
(
τf (ϕ), τ(ϕ)

)
ϕ∗h− 2f ′ϕh

(
τf (ϕ),∇dϕ

)
+ 2sym∇f ′ϕh

(
dϕ, τf (ϕ)

)
− div

(
f ′ϕh
(
dϕ, τf (ϕ)

)])
g

− 2df ′ϕ � h
(
dϕ, τf (ϕ)

)
+ div

(
f ′′ϕh(dϕ, τf (ϕ))

)
ϕ∗h

− h
(
dϕ(gradMf ′′ϕ), τf (ϕ)

)
ϕ∗h+ h

(
gradNf ′, τf (ϕ)

)
ϕ∗h+

1

2

∣∣∣τf (ϕ)
∣∣∣2g,

(4.79)

calculons Le troisième terme du coté droit de (4.79) :

2 sym∇f ′ϕh
(
dϕ, τf (ϕ)

)
(X, Y ) = 2f ′ϕh

(
∇dϕ(X, Y ), τf (ϕ)

)
+ f ′ϕh

(
dϕ(X),∇ϕ

Y τf (ϕ)
)

+ f ′ϕh
(
dϕ(Y ),∇ϕ

Xτf (ϕ)
)

+X(f ′ϕ)h
(
dϕ(Y ), τf (ϕ)

)
+ Y (f ′ϕ)h

(
dϕ(X), τf (ϕ)

)
,

(4.80)
le quatrième terme du coté droit de (4.79) devient :

−div
(
f ′ϕh
(
dϕ, τf (ϕ)

)])
g = −h

(
dϕ(gradMf ′ϕ), τf (ϕ)

)
g

− f ′ϕh
(
τf (ϕ), τ(ϕ)

)
g

− f ′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g

= −
∣∣∣τf (ϕ)

∣∣∣2g − τf (ϕ)(f)g − f ′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g

(4.81)

car f ′ϕτ(ϕ) + dϕ(gradMf ′ϕ) = τf (ϕ) + (gradNf) ◦ ϕ

pour le cinquième terme du coté droit de (4.79) :

−2df ′ϕ � h
(
d(ϕ), τf (ϕ)

)
(X, Y ) = −X(f ′ϕ)h

(
dϕ(Y ), τf (ϕ)

)
− Y (f ′ϕ)h

(
dϕ(X), τf (ϕ)

)
,

(4.82)
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et pour le sixième terme du coté droit de (4.79), on a :

div
(
f ′′ϕh(dϕ, τf (ϕ))

)
= ei

(
f ′′ϕh(dϕ(ei), τf (ϕ))

)
= h

(
dϕ(gradMf ′′ϕ), τf (ϕ)

)
+ f ′′ϕh(τf (ϕ), τ(ϕ))

+ f ′′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > .

(4.83)

Finalement, en remplaçant les equations (4.80),(4.81),(4.82) et (4.83) dans (4.79), nous
obtenons le resultat du Théorème (4.7).

Remarque 4.3.

1. si f(x, y, r) = r pour tout (x, y, r) ∈ M × N × R, on retrouve le tenseur bi-énergie
impulsion dé�ni dans le chapitre 1

S2,f (ϕ) = S2(ϕ) = −1

2
|τ(ϕ)|2g− < dϕ,∇ϕτ(ϕ) > g + 2sym h(dϕ,∇ϕτ(ϕ)).

2. Soit f1 : M −→ (0,∞) une fonction de classe C∞, si f(x, y, r) = f1(x)r pour tout
(x, y, r) ∈M ×N × R, on retrouve le tenseur f-bi-énergie impulsion dé�ni dans [39]

S2,f (ϕ) = S2,f1(ϕ) = −1

2
|τf1(ϕ)|2g − f1 < dϕ,∇ϕτf1(ϕ) > g + 2f1sym h(dϕ,∇ϕτf1(ϕ)).

3. si f(x, y, r) = f̃(x, y).r pour tous (x, y, r) ∈ M × N × R on retrouve le tenseur
f-bi-énergie impulsion associé à ϕ dé�ni dans le chapitre 2

S2,f (ϕ) = −1

2
|τf̃ (ϕ)|2g − f̃ < dϕ,∇ϕτf̃ (ϕ) > g + 2f̃ sym h(dϕ,∇ϕτf̃ (ϕ))

− e(ϕ)τf̃ (ϕ)(f̃)g + τf̃ (ϕ)(f̃)ϕ?h.

Théorème 4.8. Soient ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ ,
f ∈ C∞(M ×N × R) une fonction positive, alors :

divM S2,f (ϕ) = −h(τ2,f (ϕ), dϕ)− < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > df ′ϕ

+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h((gradNf ′) ◦ ϕ, dϕ)

− h
(
dϕ(gradMτf (ϕ)(f ′)) + τf (ϕ)(f ′)τ(ϕ) , dϕ

)
− τf (ϕ)(f ′)de(ϕ)+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > f ′′ϕde(ϕ)

+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h
(
dϕ(gradMf ′′ϕ) + f ′′ϕτ(ϕ), dϕ

)
Démonstration. D'après le Théorème (4.5) et relativement a une base orthonormée {e1, ..., em}
sur M, telle que au point x ∈M , ∇eiej = 0, nous avons :
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S2,f (ϕ)(ei, ej) = −1

2
|τf (ϕ)|2g(ei, ej)− f ′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g(ei, ej)

+f ′ϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + f ′ϕh(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ))

−τf (ϕ)(f)g(ei, ej) + f ′′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h(dϕ(ei), dϕ(ej))

+τf (ϕ)(f ′)h(dϕ(ei), dϕ(ej)).

Ecrivons S2,f (ϕ) = T1 + T2 + T3 + T4 + T5 + T6,
où les termes : T1, T2, T3, T4, T5, T6 ∈ Γ(�2T ∗M) sont dé�nis par :

T1(ei, ej) = −1

2
|τf (ϕ)|2g(ei, ej) ,

T2(ei, ej) = −f ′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > g(ei, ej) ,

T3(ei, ej) = f ′ϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ej
τf (ϕ)) + f ′ϕh(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ)) ,

T4(ei, ej) = −τf (ϕ)(f)g(ei, ej) ,

T5(ei, ej) = τf (ϕ)(f ′)h(dϕ(ei), dϕ(ej)).

T6(ei, ej) = f ′′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h(dϕ(ei), dϕ(ej)) ,

Calculons maintenant la divergence de chaque terme. Pour le premier terme nous avons :

(div T1)(ej) = −1

2

m∑
i=1

ei

(
|τf (ϕ)|2g(ei, ej)

)
= −1

2

m∑
i=1

ei

(
|τf (ϕ)|2δij

)
= −1

2
ej(|τf (ϕ)|2)

= −1

2
ejh(τf (ϕ), τf (ϕ))

= −h(∇ϕ
ej
τf (ϕ), τf (ϕ)),

(4.84)

pour le deuxième terme :

(div T2)(ej) =
m∑
i=1

ei

(
− f ′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > δij

)
= −ej(f ′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) >)

= −ej(f ′ϕ) < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > −f ′ϕej(< dϕ,∇ϕτf (ϕ) >)

= − < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > df ′ϕ(ej)− f ′ϕh(∇ϕ
ej
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τf (ϕ))

− f ′ϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τf (ϕ)),

(4.85)
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le troisième terme :

(div T3)(ej) =
m∑
i=1

ei

(
f ′ϕh(dϕ(ei),∇ϕ

ej
τf (ϕ)) + f ′ϕh(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ))

)
= h

(
dϕ(gradMf ′ϕ),∇ϕ

ej
τf (ϕ)

)
+ f ′ϕh

(
τ(ϕ),∇ϕ

ej
τf (ϕ)

)
+ f ′ϕh

(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
∇ϕ
ej
τf (ϕ)

)
+ f ′ϕh

(
∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ)

)
+ h
(
dϕ(ej),∇ϕ

ei
f ′ϕ∇ϕ

ei
τf (ϕ)

)
= h

(
τf (ϕ),∇ϕ

ej
τf (ϕ)

)
+ h
(

(gradNf) ◦ ϕ,∇ϕ
ej
τf (ϕ)

)
+ f ′ϕh

(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
∇ϕ
ej
τf (ϕ)

)
+ f ′ϕh

(
∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τf (ϕ)

)
+ h
(
dϕ(ej),∇ϕ

ei
f ′ϕ∇ϕ

ei
τf (ϕ)

)
,

(4.86)

pour le quatrième terme, on a :

(div T4)(ej) =
m∑
i=1

ei

(
− τf (ϕ)(f)g(ei, ej)

)
= −ej(τf (ϕ)(f))

= −ejh
(
τf (ϕ), (gradNf) ◦ ϕ

)
= −h

(
∇ϕ
ej
τf (ϕ), (gradNf) ◦ ϕ

)
− h
(
τf (ϕ),∇ϕ

ej
(gradNf) ◦ ϕ

)
= −h

(
∇ϕ
ej
τf (ϕ), (gradNf) ◦ ϕ

)
− h
(
dϕ(ej),∇N

τf (ϕ)
(gradNf) ◦ ϕ

)
,

(4.87)

et le cinquième terme :

(div T5)(ej) =
m∑
i=1

ei

(
τf (ϕ)(f ′)h(dϕ(ei), dϕ(ej))

)
= −h

(
dϕ(gradMτf (ϕ)(f ′)) + τf (ϕ)(f ′)τ(ϕ), dϕ(ej)

)
− τf (ϕ)(f ′)h

(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
dϕ(ej)

)
.

(4.88)

pour le dernier terme :

(div T6)(ej) =
m∑
i=1

ei

(
f ′′ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h(dϕ(ei), dϕ(ej))

)
=< dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h

(
dϕ(gradMf ′′ϕ)) + f ′′ϕτ(ϕ), dϕ(ej)

)
+∇ϕ

ei
< dϕ,∇ϕτf (ϕ) > f ′′ϕ h(dϕ(ei), dϕ(ej))

+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > f ′′ϕ ej

(
e(ϕ)

)
.

(4.89)

En utilisant les équations (4.84) , (4.85) , (4.86) , (
	
4.87) , (4.88) et (4.89) nous obtenons :
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(div S2,f (ϕ))(ej) = − < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > df ′ϕ(ej)− f ′ϕh(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τf (ϕ))

+ f ′ϕh
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
∇ϕ
ej
τf (ϕ)

)
+ h
(
dϕ(ej),∇ϕ

ei
f ′ϕ∇ϕ

ei
τf (ϕ)

)
− h
(
dϕ(ej),∇N

τf (ϕ)
(gradNf) ◦ ϕ

)
− h
(
dϕ(gradMτf (ϕ)(f ′))

+ τf (ϕ)(f ′)τ(ϕ), dϕ(ej)
)
− τf (ϕ)(f ′)h

(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
dϕ(ej)

)
+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h

(
dϕ(gradMf ′′ϕ)) + f ′′ϕτ(ϕ), dϕ(ej)

)
+∇ϕ

ei
< dϕ,∇ϕτf (ϕ) > f ′′ϕh(dϕ(ei), dϕ(ej))+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > f ′′ϕ ej

(
e(ϕ)

)
.

(4.90)
Rappelons que le champ f-bi-tension de ϕ est donné par :

τ2,f (ϕ) = −f ′ϕtracegRN(τf (ϕ), dϕ)dϕ− traceg∇ϕf ′ϕ∇ϕτf (ϕ)

+ (∇N
τf (ϕ)

gradNf) ◦ ϕ+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > (gradNf ′) ◦ ϕ
− traceg∇ϕ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > f ′′ϕdϕ,

et d'après la dé�nition de tenseur de courbure riemannienne, nous déduisons :

f ′ϕh
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
∇ϕ
ej
τf (ϕ)

)
− f ′ϕh

(
dϕ(ei),∇ϕ

ej
∇ϕ
ei
τf (ϕ)

)
= f ′ϕh

(
RN
(
dϕ(ei), dϕ(ej)

)
τf (ϕ), dϕ(ei)

)
= f ′ϕh

(
RN
(
τf (ϕ), dϕ(ei)

)
dϕ(ei), dϕ(ej)

)
= f ′ϕh

(
tracegR

N
(
τf (ϕ), dϕ

)
dϕ.dϕ(ej)

)
Finalement , nous obtenons :

(div S2,f (ϕ))(ej) = −h(τ2,f (ϕ), dϕ(ej))− < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > df ′ϕ(ej)

+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h
(

(gradNf ′) ◦ ϕ , dϕ(ej)
)

− h
(
dϕ(gradMτf (ϕ)(f ′)) + τf (ϕ)(f ′)τ(ϕ), dϕ(ej)

)
− τf (ϕ)(f ′)de(ϕ)(ej)+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > h

(
dϕ(gradMf ′′ϕ))

+ f ′′ϕτ(ϕ), dϕ(ej)
)

+ < dϕ,∇ϕτf (ϕ) > f ′′ϕ de(ϕ)(ej).

(4.91)

Remarques 4.4.

1. Si f(x, y, r) = r , pour tout (x, y, r) ∈M×N×R, alors nous obtenons la divergence
du tenseur bi-énergie impulsion :

divS2,f (ϕ) = divS2(ϕ) = −h(τ2(ϕ), dϕ)
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2. Si f(x, y, r) = f1(x)r , pour tout (x, y, r) ∈M ×N ×R, alors nous obtenons le cas
des applications f1−harmoniques :

divM S2,f (ϕ) = −h(τ2,f1(ϕ), dϕ)− < dϕ,∇ϕτf1(ϕ) > df1

3. Si f(x, y, r) = f̃(x, y)r , pour tout (x, y, r) ∈ M × N × R, alors nous obtenons le
résultat de Théorème (2.9) du chapitre 2.

En e�et :

Si f(x, y, r) = f̃(x, y)r , pour tout(x, y, r) ∈M ×N × R, alors :
fϕ = e(ϕ)f̃ϕ , f ′ = f̃ , f ′ϕ = f̃ϕ et f ′′ = f ′′ϕ = 0, donc :

divM S2,f (ϕ) = −h(τ2,f (ϕ), dϕ)− < dϕ,∇ϕτf̃ (ϕ) > df̃ϕ

+ < dϕ,∇ϕτf̃ (ϕ) > h((gradN f̃) ◦ ϕ, dϕ)− h
(
dϕ(gradMτf̃ (ϕ)(f̃)), dϕ

)
− h
(
τf̃ (ϕ)(f̃)τ(ϕ) , dϕ

)
− τf̃ (ϕ)(f̃)de(ϕ),

(4.92)

or, pour le sixième terme de (4.92), nous avons pour tout X ∈ Γ(TM)

−τf̃ (ϕ)(f̃)de(ϕ)(X) = −τf̃ (ϕ)(f̃) X(e(ϕ))

= −1

2
τf̃ (ϕ)(f̃) Xh(dϕ(ei), dϕ(ei))

= −τf̃ (ϕ)(f̃) h(∇ϕ
X , dϕ(ei))

= −τf̃ (ϕ)(f̃) eih(dϕ(X), dϕ(ei)) + τf̃ (ϕ)(f̃) h(dϕ(X), τ(ϕ))

= −ei
(
τf̃ (ϕ)(f̃) h(dϕ(X), dϕ(ei))

)
+ h
(
dϕ(X), dϕ(gradMτf̃ (ϕ)(f̃))

)
+ τf̃ (ϕ)(f̃) h(dϕ(X), τ(ϕ)).
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