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Résumé



RESUME

Ce travail de recherche traite le comportement mécanique et thermique des plaques en
matériaux a gradient de propriété, il vise en particulier 1’étude de I’impact de la prise en compte
de la position exacte de la surface neutre sur les réponses.

Habituellement, il est supposé que les surfaces médiane et neutre ne font qu'un, autrement dit,
la résultante des contraintes est supposée appliquer au niveau de la surface médiane, or
réellement elle est appliquée au niveau de la surface neutre, cela revient a surestimer le moment
fléchissant, en lui additionnant un moment résultant du produit de la résultante des contraintes et
le bras de levier, ce bras de levier n’est autre que la distance entre les deux surfaces.

Afin d’évaluer I'impact de la prise en compte de la position exacte de la surface neutre et
dans le souci de tirer un maximum d’information, nous avons élargi le champ de recherche a
deux cas de figure, en premier lieu, nous avons modélisé une plaque simplement appuyée, en
matériaux a gradient de propriété dont le gradient est défini par la formule de Mori-Tanaka et
nous I’avons soumis a un cas de chargement dynamique, soit une charge verticale de distribution
sinusoidale, exprimée en double série de Fourier et en deuxieme lieu, nous avons modélisé une
plaque prenant appuis ou pas sur un sol élastique, définit par les parametres de Winkler et de
Pasternak, en matériaux a gradient de propriété dont le gradient est défini par la loi de puissance
et nous l’avons soumis a un cas de chargement thermique, ou la température variée
uniformément, linéairement et non linéairement, tout en utilisant une théorie raffinée d’ordre
élevé a quatre variables seulement, d’une forte similitude avec la théorie classique des plaques
dans de nombreux aspects et n'exigeant pas de facteur de correction de cisaillement, la fonction
de cisaillement transverse est prise de forme hyperbolique.

Pour I’analyse dynamique, nous nous sommes intéressés aux réponses a savoir les
déformations, les déplacements, les contraintes et les vibrations libres et pour 1’analyse
thermique, nous nous sommes intéressé€s particulierement a la température critique, au-dela de

laquelle la plaque atteint un état d’instabilité.

L’étude paramétrique, a permis de faire une comparaison entre les résultats avec et sans prise
en compte de la position exacte de la surface neutre en utilisant cinq fonctions de cisaillement.

Mots Clés: Plaque, matériaux a gradient de propriété, Surface neutre, théorie raffinée d’ordre
¢élevé, fonctions de cisaillement.
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Abstract

This research deals with the mechanical and thermal behavior of functionally graded

plates, in particular, the use of de the neutral surface concept.

Usually, it is assume that the median and neutral surfaces are one, in other words, the
resulting stress is assumed applied at the mid-surface, or actually it is applied at the neutral

surface. This leads to an overestimation of bending moment.

To assess the impact of the inclusion of the exact position of the neutral surface and in
order to gain maximum information, we have expanded the search field to tow cases. In the
first one, we have developed a simple higher-order shear deformation theory for free vibration
behavior of FG plates. The effective properties for the FG plat are computed using Mori-
Tanaka homogenization scheme. In The second case, a shear deformation plate theory based
on neutral surface position is developed for thermal instability of functionally graded plates
and supported by either Winkler or Pasternak elastic foundations. By dividing the transverse
displacement into bending and shear parts, The number of unknowns and governing equations

of the present theory is reduced, and hence, makes it simple to use.

The governing equations are derived by employing the Hamilton’s principle and the
physical neutral surface concept. There is no stretching-bending coupling effect in the neutral
surface-based formulation, and consequently, the governing equations and bounding
conditions of functionally graded plates based on neutral surface have the simple forms as

those of isotropic plates.

For dynamic analysis, was interested in determining the responses in terms of
displacements and stresses. In either case, the objective was to determine the critical

temperature of buckling.

The parametric study made it possible to compare the results with and without

consideration of the exact position of the neutral surface plane.

Keywords: Vibration, bending, FGM, plate theory, elastic foundation, neutral surface

position
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Température initiale
Température Finale

la variation de la température critique donnant flambement
la variable temps

Déplacement dans la direction x

La vitesse dans la direction x

Le déplacement du plan neutre, la composante du champ du déplacement en

flexion et en cisaillement, par rapport a x

les parametres arbitraires
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W les parametres arbitraires pour le chargement thermique
ug,vo, wyet w' composantes de déplacement dans I’état d’équilibre
Uys Vs Wy W composantes de déplacement au voisinage de d’état d’équilibre
U L’énergie totale de déformation
U, L’énergie de déformation de la fondation €élastique de Pasternak
SU la variation de I’énergie de déformation
v Déplacement dans la direction y
% La vitesse dans la direction y
vy Le déplacement du plan neutre, la composante du champ du déplacement en
077b2 s flexion et en cisaillement, par rapport a y
Ve Fraction de volume adimensionnelle de la céramique
| Fraction de volume adimensionnelle de 1’épaisseur inférieure pour la plaque
4 sandwich
V? Fraction de volume adimensionnelle du noyau pour la plaque sandwich
3 Fraction de volume adimensionnelle de 1’épaisseur supérieure pour la plaque
v sandwich
Fraction de volume adimensionnelle sur I’épaisseur inférieure d’une plaque
i de classe S-FGM
v Fraction de volume adimensionnelle sur I’épaisseur supérieure d’une plaque
2 de classe S-FGM
Vv L’énergie potentielle totale
oV les travaux des forces extérieurs
w Déplacement dans la direction z
W La vitesse dans la direction z
W, le déplacement du plan moyen par rapport a I’axe z
w, Déplacement dans la direction z di au moment de flexion
w, Déplacement dans la direction z da a I’effort tranchant
W, La vitesse dans la direction z di au moment de flexion
W, La vitesse dans la direction z di a 1’effort tranchant
w Tassement du sol
X Coordonnée selon la longueur de la plaque
y Coordonnée selon la largeur de la plaque
zZ Coordonnée selon I’épaisseur de la plaque
Zoms Coordonnée z prenant comme origine la surface médiane
Zys Coordonnée z prenant comme origine la surface neutre
o}
Q, Coefficient de dilatation thermique
B
Y I’exposant de température
Ve déformations de cisaillement dans le plan xy
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déformations de cisaillement dans le plan xz
déformations de cisaillement dans le plan yz
déformations de cisaillement dans le plan neutre xy
Déformation dans les directions x et y respectivement

Déformation de la surface neutre dans les directions x et y respectivement

Coefficient de poisson
Le coefficient de Poisson du sol

Coefficient de Poisson de la plaque ou de la poutre du Modele d'Hetenyi
Contrainte de cisaillement xz

Contrainte de cisaillement yz

la rotation de la section de la plaque par rapport a I’axe y

la rotation de la section de la plaque par rapport a I’axe x

la demi-longueur d'onde de flexion de la plaque vibrante
Masse volumique de la plaque

Masse volumique de la Céramique

Masse volumique du métal

la fréquence propre
le laplacien
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Introduction Générale :

L’industrie est I’ensemble des activités socio-économiques qui produisent des richesses, soit
par la transformation des matieres premicres tel que les minerais, les métaux, le pétrole et autres
ou par l'exploitation des sources d'énergie tel que les hydrocarbures, solaire, éolienne,...etc.
L’industrie synonyme de puissance économique et de progres est le fruit du savoir et de

I’innovation.

Depuis la nuit des temps, ’homme surexploite les réserves naturelles, devenues de plus en
plus rares et précieuses et pousse ses ambitions au-dela des limites naturelles, a I’heure actuelle
ou la demande ne cesse de croitre une exploitation rationnelle s’impose, d’apres différentes
projections, d’ici 2030 les besoins énergétiques doubleront par rapport a ceux de 1990.
Autrement dit, I’industrie est confrontée a deux enjeux environnementaux importants, le premier
concerne l’allegement des structures, notamment pour les secteurs d’aéronautique, naval,
d’automobile, de la mécanique, du biomédical,...etc. et le deuxieme est le recours aux énergies

renouvelables dites propres.

L’avenement du matériau composite comme substituant au matériau conventionnel est 1’une
des solutions les plus prodigieuses, en effet, un matériau composite est constitué de différents
matériaux fortement liées et conférant ainsi au produit fini des qualités mécaniques supérieures a
celles si les constituants étaient pris seuls. Avec plus de performance et de légereté le matériau
composite est devenu I’axe de recherche par excellence, c’est ainsi plusieurs laboratoires de

recherche a travers le monde se sont intéressés.

Depuis, les matériaux composites se sont diversifiés et ont conquis le secteur de 1’industrie
spatiale, militaire, aéronautique, mécanique, électronique, génie biomédical, ...etc. ainsi que le
secteur des travaux publiques et de la construction. De plus en plus mis a I’épreuve, le matériau
composite commence a montrer ses limites et ses capacités maximales, car une singularité propre
au matériau composite laminaire fait défaut, cette imperfection est au niveau des d’interfaces, en
effet, le passage brutal d’un matériau a I’autre, autrement dit le changement brutal des propriétés

physiques d’un milieu a un autre, engendre une forte concentration des contraintes au niveau des



interfaces, causant le décollement des matériaux entre eux, soit le déclanchement du mécanisme

d’instabilité et/ou de rupture.

Afin d’empécher I’apparition de tels faits, une idée encore plus révolutionnaire est celle des
matériaux a gradient de propriété, considérée comme une nouvelle génération de matériaux
composites, dans lesquels les propriétés varient graduellement et continuellement. Le premier
prototype de ce nouveau concept est apparu en 1984 dans le laboratoire aérospatial de Sandai au
Japon, ainsi un champ de recherche fructueux pour un matériau trés prometteur s’est ouvert aux
chercheurs, au point qu’en espace de quelques années, les pieces en matériaux a gradient de

propriété sortaient des usines.

Initialement prévu comme bouclier thermique pour les navettes spatiales, les chercheurs et les
concepteurs se sont intéressés a une combinaison de deux matériaux le métal et la céramique,

I’un pour sa grande résistance a 'usure et a I'oxydation, et ’autre pour sa résistance thermique.

Dans cette these, on s’est intéressé aux plaques en gradient de propriété, ces éléments
structuraux, largement utilisés qu’on trouve dans les réacteurs a fusion, les parois des navettes
spatiales, les panneaux solaires, les panneaux photovoltaiques...etc., de par leurs légeretés ils
garantissent un bon rendement mécanique et thermique. Les travaux de recherche menés jusqu’a
ce jour partent d’une pratique trés répandu dans le dimensionnement de n’importe quelle section,
qu’elle soit constituée de deux matériaux ou plus, il est coutumier de considérer la surface
médiane comme surface neutre, or réellement ce n’est pas le cas, autrement dit, la résultante des
contraintes est supposée axiale, ce qui engendre théoriquement un moment fléchissant
additionnel, ce moment est le produit de la résultante des contraintes avec le bras de levier qui

n’est autre que la distance entre les deux surfaces.

Dans le souci de modéliser aux mieux notre plaque, nous avons proposé une nouvelle théorie
d’ordre élevé a quatre variables seulement, avec une fonction de cisaillement transverse de forme
hyperbolique et cela en injectant la position exacte de la surface neutre, la plaque est soumise
indépendamment a deux types de chargement, le chargement dynamique et bien évidemment

statique et le chargement thermique et afin de tirer un maximum d’informations, nous avons



utilisé deux gradients, I’un défini par la fonction constitutive de Mori-Tanaka et ’autre par la
loi de puissance, comme nous avons utilisé cinq fonctions de cisaillement transverse. Afin
d’aboutir aux objectifs visés, nous avons structuré cette theése en cinq chapitres.

Le premier chapitre, nous 1’avant consacré a cette nouvelle génération de matériau composite,
dit a gradient de propriété, apres un bref passage sur les matériaux composites laminaires ol nous
avons mis I’accent sur leurs défaut majeur, nous avons exposé cette idée révolutionnaire qui a
permis tout d’abord de surpasser cet handicape, qui a ouvert un nouveau champ de recherche aux
chercheurs et qui a brisé les limites des matériaux conventionnelles, et afin de se situer, nous
avons exposé dans un ordre chronologique I’historique de 1’évolution de ce nouveau concept,
puis dans le souci d’enrichir cette recherche bibliographique on s’est intéressé aux procédés de
fabrication et d’usinage des picces en gradient de propriété, une présentation simple et explicite
appuyée par des schémas et des photos, apres cela , nous avons exposé les lois régissantes la

variation des propriétés matérielles, différents modeles ont été présentés.

Le deuxieme chapitre, nous I’avons consacré aux plaques d’ordre général et les plaques en
gradient de propriété en particulier, nous avons tout d’abord exposé dans un ordre chronologique
I’historique de 1’évolution de la théorie des plaques, puis on a passé en revue les trois principales
théories celle de Love-kirchhoff ou bien la théorie classique des plaques, celle de Mindlin
appelée la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre, et la plus représentative celle
d’ordre élevé ou l'effet de cisaillement transverse est repris plus fidelement. Une attention
particuliere a été accordée aux fonctions de cisaillement et celles dites raffinées, car I’étude
paramétrique fait référence a cinq d’entre elles. Pour les besoins des développements analytiques
des plaques prenant appuis sur le sol, il a été judicieux de s’étaler sur les fondations élastiques et

leurs interactions avec le sol.

Le troisieme chapitre nous 1’avons consacré au développement théorique du calcul statique et
dynamique de la réponse des plaques en gradient de propriété, un gradient défini par la formule
de Mori-Tanaka et en utilisant une théorie raffinée d’ordre élevé, avec une fonction de
cisaillement de forme hyperbolique. La plaque est soumise a une charge verticale de distribution
sinusoidale exprimée en double série de Fourier. En partant du principe d’Hamilton le principe de

conservation de 1’énergie nous avons déterminé toutes les réponses a savoir les déformations, les



déplacements, les contraintes et les vibrations libres. Ce développement s’est fait en injectant la

position exacte de la surface neutre.

Le quatrieme chapitre nous 1’avons consacré au développement théorique du calcul thermique
des plaques en gradient de propriété, un gradient défini par la formule de loi de puissance et en
utilisant une théorie raffinée d’ordre élevé, avec une fonction de cisaillement de forme
hyperbolique. La plaque est soumise a divers cas de charges thermiques uniforme, linéaire et non
linéaire, prenant ou pas appui sur fondation élastique. En partant du principe des travaux virtuels
nous avons déterminé la température critique, la température au-dela de laquelle la plaque atteint
un état d’instabilité dit le flambement. Ce développement s’est fait en injectant la position exacte

de la surface neutre.

Le Cinquieme chapitre nous 1’avons consacré bien évidemment a I’étude paramétrique, apres
validation de divers résultats obtenus avec les travaux d’autres auteurs, on s’est lancé dans une
étude comparative des réponses, avec et sans prise de la position exacte de la surface neutre,
d’une plaque en gradient de propriété défini par la formule de Mori-Tanaka pour le cas
dynamique et par la loi de puissance pour le cas thermique. Pour les deux cas nous avons utilisé
la théorie classique des plaques et la théorie d’ordre élevé proposée avec cinq fonctions de

cisaillement.

En fin, une conclusion générale sur les résultats et les commentaires tirés de ce travail est

présentée, suivie de perspectives pour des travaux futures.
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Chapitre I - Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés

I.1. Introduction:

L’aveénement du matériau composite comme substituant au matériau conventionnel est
I’une des solutions les plus prodigieuses, en effet, un matériau composite est un assemblage
d'au moins deux composants non miscibles et dont les propriétés se completent. Le nouveau
matériau ainsi obtenu, posseéde des qualités mécaniques supérieures a celles des composants
pris seuls. Offrant des perspectives d’utilisation forte prometteuses, 1’étude et la conception
des matériaux composites ont suscité depuis pres d’un siecle un grand intérét dans des
domaines multiples et variés [SYLVAIN HALLYNCK 2005].

Le matériau stratifié ou laminaire est 'un des composites les plus couramment utilisés,
soit comme des éléments structuraux dans diverses structures d'ingénierie spatiale, civile,
mécanique,...etc., ou comme renfort pour des structures existantes nécessitant une
modernisation, une réhabilitation ou juste une réparation. Dans ce type de composite 1'agent
de liaison est le principal composant, qu’il assure la liaison entre différentes couches de
matériaux ou bien entre la matrice et le renfort, ¢’est lui qui maintient 1’intégrité de la piece.
En raison d'une interface distincte entre les matériaux, les propriétés matérielles a travers les
interfaces subissent un changement soudain, engendrant un saut d'effort provoquant le
décollement ou la rupture de I’interface [AIT ATMANE H et al. 2011], parfois avant méme
d’atteindre les déformations ou les contraintes calculées 1’élément ou bien la structure tend
vers I’instabilité, c’est la raison pour laquelle une idée encore plus révolutionnaire a germé.

Le matériau a gradient de propriété (Functionally Graded Materials - FGM) est une
nouvelle génération de matériau composite, qui se caractérise par une variation graduelle et
continuelle des propriétés physiques, et cela afin d’atténuer la singularité majeur des
matériaux composites laminaires, soit le passage direct d’un matériau a 1’autre, ce
changement brutale des propriétés physique d’un milieu a un autre engendre une forte
concentration des contraintes au niveau des interfaces, causant ainsi le décollement des
matériaux entre eux, soit le déclanchement du mécanisme d’instabilité et/ou de rupture. Le
gradient est généralement créé en variant la composition chimique, I'ordre des atomes
[ASTRID ROTA 2006], la microstructure des composants [HOSSEIN ABDIZADEH 1997]
ou la porosité [CECILE BARON 2009].

Méme si 1’idée parait acces originale et relativement récente, les exemples ne manquent
pas dans la nature, les milieux vivants tels les os, les dents, les coquillages, les ailes de
certains insectes, le bambou et bien d’autres, possedent des microstructures a gradient de

propriétés [CECILE BARON 2009], c’est cette particularité qui rend les os a la fois 1égers,
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souples et solides et donne a chaque dent une anatomie unique (celle qui sectionne, qui
mache, qui broie et qui déchiquette les aliments) et qui permet d’utiliser le bambou comme

matériau de construction, pour la fabrication des meubles ou des cannes a péche.

Cancellous
bone
(porous and
ductile)

Cortical bone
(dense and hard)

Femur Smm

1 mm

Figure 1.02 : La microstructure d’un bambou [CECILE BARON 2009]

I.2. Concept des matériaux a gradient de propriété:
Le matériau a gradient de propriété peut étre fabriqué en faisant varier le pourcentage de
deux ou plusieurs matériaux, ou en variant la microstructure d’un composant, de telles sortes,

que le nouveau matériau possedera les propriétés voulues suivant la direction désirée. C’est
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donc un composite, un hétérogéne a caractéristiques inhomogenes a 1’échelle macroscopique

[HOSSEIN ABDIZADEH 1997] et homogenes a I’échelle microscopique.

A — Matériau composite B — Matériau composite laminaire ~ C — Matériau a gradient de propriété

Figure 1.03: La distribution composante des matériaux | [R.BACHIR BOUIADJRA 2015]

Figure 1.04: Matériau a gradient de propriété le MgO-ZrO, [ELISA CANTERGIANI 2012]

Initialement congus comme des boucliers thermiques pour les navettes spatiales et les
réacteurs a fusion, les chercheurs et les concepteurs se sont intéressés a une combinaison de
deux matériaux le métal et la céramique, I'un pour sa grande résistance a l'usure et a
I'oxydation du c6té basse température, et ’autre pour sa résistance thermique du c6té haute
températures.

L’association de ces deux matériaux permet d’améliorer les propriétés mécaniques et

thermiques des pieces, contre les agressions extérieures, en effet, la performance de la
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céramique a température élevée est plus attractive que celle des métaux, ainsi différentes
qualités sont requises simultanément [ BENOIT WATREMETZ 2006].

Le tableau 1.01 regroupe les propriétés de chaque composant [HOSSEIN ABDIZADEH 1997,
HASSEN AIT ATMANE et al. 2013, BESSAIM AICHA 2014]:

Position Propriétés

¢ Faible réactivité chimique, bonne tenue aux
corrosions

¢ Haute température de fusion ou de décomposition

¢ Haute dureté

¢ Hauts modules d’élasticité

¢ Charge a la rupture élevée

¢ Coefficient de frottement bas et bonne résistance a

I’usure et I’oxydation

® Fragiles, trés vulnérables aux défauts de petite
taille et de caractéristiques dispersées

Céramique Coté haute Température

Céramique / ® Réduit les contraintes résiduelles

Epaisseur intermédiaire

Métal ® Pas de probleme d’interface.
e Bonne résistance mécanique.
, s . e Conductivité thermique élevée
Métal Coté basse Température g

® Tres bonne ténacité
® Bonne résistance a I'usure et I'oxydation

Le Tableau 1.01: Les propriétés du métal et de la céramique

1.3. Historique de développement des matériaux a gradient de propriété

Voici dans un ordre chronologique les principaux événements marquants 1’évolution du
concept du matériau a gradient de propriété.

La notion du gradient est apparue tout d’abord dans les verres a gradient d'indice, des
verres exploitant la propriété de la propagation de la lumiere dans un milieu d'indice variable
(réfraction et réflexion). Imaginé tout d’abord par James Clerk Maxwell en 1854, la
technologie de fabrication de verre et de lentille est arrivée en 1970 a développer et a usiner
des verres a gradient d'indice. Ces derniers sont principalement utilisés dans le domaine de la
télécommunication avec 1’aveénement de la fibre optique et dans lI'imagerie avec les lentilles
usinées dans un matériau a gradient [ASTRID ROTA 2006].

Dans la littérature, la notion de matériau a gradient de propriété a été citée comme pour la
premiere fois, en 1972, par les chercheurs Bever et Duwez puis Shen et Bever [B. KIEBACK
et al. 2003] de Institute de Technologie de Massachusetts de Boston dans des revues
scientifiques de métallurgie, bien que, c’est travaux préliminaire avaient été financés par
I’agence Américaine de recherche avancée, il n'y avait pas eu un suivi immédiat. Et ce n’est

que dix ans apres, qu'un certain nombre de conférences a été donné a 1'Université Technique
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du Michigan a Houghton sur " les Alliages métallique a Gradient " [ASTRID ROTA 2006, B.
ILSCHNER 1993].

En méme temps, un programme national pour le développement des navettes spatiales
supersoniques a été lancé au Japon, la conception des parois des navettes comme bouclier
thermique est devenue l'un des objectifs le plus ambitieux pour un trés grand nombre de
chercheurs, et c’est au laboratoire national d’aérospatial de Sendai, en 1984, qu’un groupe de
chercheur dirigé par M. Niino, que ce nouveau concept de matériaux, dit a gradient de
propriété a vu le jour. Ainsi, en 1985 le premier brevet a été déposé [HOSSEIN

ABDIZADEH 1997, ASTRID ROTA 2006, B. ILSCHNER 1993].

Figure 1.05: Systeme de protection thermique dans la navette spatiale
A- La variation de température lors de la rentrée dans I’atmosphere terrestre
B - Emplacement des différents matériaux [MINE USLU UYSAL 2013]

N

Parallelement a cela, certains laboratoires se sont intéressés a ce nouveau concept, tel
qu’en Suisse 1985 en Allemagne 1986, ainsi que en France, en Belgique et en Finlande.
[ASTRID ROTA 2006, B. ILSCHNER 1993].

Le gouvernement Japonais a été le premier a présager I'intérét qu’il portera a long terme,
au point qu’un vaste projet a été lancé, en 1987, intitulé "la recherche sur la technologie de
base pour le développement de matériaux a Gradient de propriété et I'étude de la relaxation
des contraintes thermiques". Entre 1987 et 1989, les chercheurs japonais avaient réussi a
fabriquer des petites pieces expérimentales de 1 a 10 mm d'épaisseur et de 30 mm de
diametre, pouvant résister a des températures maximales de 1727 C° (température de surface)

et a un gradient de température de 727 C° [HOSSEIN ABDIZADEH 1997].



Chapitre I - Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés

Les premieres conférences ont été données au japon, puis c¢a a été suivi un peu partout dans
le monde, ce nouveau concept été ci intéressant, que les résultats des travaux de recherches
ont été présentés dans les 50 des 70 communications données au "Premier Symposium
international sur les MGF" organisé a Sendai, en 1990 [B. ILSCHNER 1993]. Entre 1990 et
1991, les chercheurs japonais tentés de réaliser des pieces de tailles plus grandes et de forme
plus complexes par rapport a celles réalisées auparavant [HOSSEIN ABDIZADEH 1997].

En Octobre 1992, "le deuxieéme Symposium International sur les MGF" a été organisé, a
San Francisco, il a été marqué par une meilleure compréhension et une meilleure maitrise de
ce nouveau concept. Les travaux présentés dans le Symposium ont été publié dans 1’été 1993
dans le journal société Américaine de la céramique [B. ILSCHNER 1993].

I convient de noter aussi que, méme dans le colloque "EUROMAT 93" sur les matériaux
avancés et leurs procédés, organisé a Paris en juin 1993, certaines contributions se sont
expressément portées sur les matériaux a gradient de propriété [B. ILSCHNER 1993]. Dans la
méme année, le Japon a lancé son deuxieme programme national de recherches [ASTRID
ROTA 2006]. Puis en 1994, "le troisieme Symposium International sur les MGF a été
organisé”, a Lausanne (Suisse). En 1995, I’association allemande de recherche DFG a lancé
un programme de recherche. En 1996, 67 projets de recherche physico- chimique sur les
FGM été en cours au Japon. Ainsi en 1997, une centaine de laboratoires partout dans le

monde travaillés sur les Matériaux a Gradient de propriété [ASTRID ROTA 2006].

I.4.Domaine d’application des matériaux a gradient de propriété :

Possédant un potentiel incontesté, son champ d'application a conquis plusieurs secteurs
d’industries [T.P.D. RAJAN AND B.C. PA 2009, BESSAIM AICHA 2014], a savoir :
L’aérospatial: Composants des réacteurs pour fusée et fuselage des avions spatiales
Ingénierie: Outils de coupe, composants de moteur thermique et revétements des réacteurs de
fusion.

L’énergie nucléaire: Composants des réacteurs nucléaires et pastilles de combustible.
Conversion d'énergie: Générateur thermoélectrique, convertisseur thermoionique, pile a
combustible, les turbines a gazes, les plaques solaires et les plaques photovoltaiques.
Optiques: Fibres optiques et lentilles.

Matieres biologiques: Implants, peau artificielle et les protheses.

Chimique: Les tubes d'échangeurs de chaleur et récipient de réaction.

Electronique: Semi-conducteur a bande graduée.

Produits: Matériaux de constructions, 1’habitacle des voitures et verres de fenétre
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L.5. Les procédés de fabrication des matériaux a gradient de propriété :

L’élaboration des matériaux a gradient de propriété est I’une des branches de la science
métallurgique, qui n’a cessé de se développer et de se varier, au point qu’actuellement, les
procédures sont maitrisées a 1’échelle industrielle. Il ressort de notre étude bibliographique les

procédures suivantes:

I.5.1.Coulage en Bande (Tape Casting ou Doctor-Blade)
L.5.1.1. Principe de la méthode :

Le coulage en bande est devenu une technique largement utilisée pour la fabrication des
feuilles métalliques ou céramiques, de forme plane [HUSSEIN HAMDAN 2007, THIBAULT
REYNIER 2012], elle consiste a couler une barbotine constituée de poudres fines en
suspension (aqueuse ou non-aqueuse) dans un milieu comprenant des solvants, des agents de
dispersion, des liants et des plastifiants, sur un support lisse et plan, en couches minces et
régulieres.

L’ épaisseur de ces couches est fonction de la hauteur de la lame du sabot, qui fait un
mouvement de translation par rapport au support (Doctor blade). Les fines couches obtenues
ont des épaisseurs de I’ordre de 25 a 1000 pm. Généralement dans ce procédé ont opere par

des couches de 200 um. [ASTRID ROTA 2006

Doctor Blade

Barbotine

. — T T ‘
@ Substrat polymere

Figure 1.06: Coulage par bande [HUSSEIN HAMDAN 2007]

Apres un procédé de séchage et d’évaporation du solvant, les fines couches sont soumises a
un cycle de frittage afin de brller le liant, une fois raffermies, les feuillets sont démoulés et
ensuite découpés [HOSSEIN ABDIZADEH 1997, HUSSEIN HAMDAN 2007].
1.5.1.2. Les constituants de la barbotine:
1.5.1.2.1 La poudre :

La poudre est définie comme un ensemble de particules habituellement plus petites qu’un

um. Dans ce processus de fabrication, la poudre est I’ingrédient le plus important, c’est elle
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qui définit les propriétés finales de la piece produite. Ainsi la taille, la distribution
granulométrique, la forme, I’empilement des particules, la surface spécifique et la densité de
la poudre sont des facteurs influencant le comportement rhéologique de la barbotine. Les
autres ingrédients, tels que le solvant, le dispersant, le liant et le plastifiant, sont la
simplement pour faciliter la mise en ceuvre [HUSSEIN HAMDAN 2007, THIBAULT
REYNIER 2012].

1.5.1.2.2 Le solvant :

Les roles du solvant sont multiples, il dissout le liant et les additifs pour obtenir un liquide
homogene, il assure la mouillabilité et ajuste la viscosité de la pate. Par contre, il doit étre ni
soluble ni réactif avec la poudre céramique.

Le choix du solvant sera déterminé par son cofit (en général élevé), ainsi que par sa
toxicité, son inflammabilité et son effet nocif sur I'hnomme et l'environnement [HOSSEIN
ABDIZADEH 1997, HUSSEIN HAMDAN 2007].
1.5.1.2.3 Le dispersant :

Le dispersant est un élément incontournable de la barbotine, en général c’est une molécule
avec une chaine carbonée assez longue (10 a 20 atomes C) et qui contient au moins un site
présentant une affinité avec le solvant et un site présentant une affinité avec la particule. En
améliorant la dispersion, il permet d’augmenter la proportion de poudre dans la barbotine tout
en préservant une viscosité compatible avec les impératifs du coulage. [SYLVAIN
HALLYNCK 2005].
1.5.1.2.4 Le Liant:

Le liant est incontestablement 1’ingrédient le plus important de la barbotine, il confere a la
bande crue sa résistance mécanique. Le liant forme, aprés évaporation du solvant, un réseau
polymere qui fixe les particules de céramique par adsorption. On peut considérer la bande
crue comme une matrice de polymere fortement chargée en particules de céramique
[THIBAULT REYNIER 2012].
1.5.1.2.5 Le plastifiant:

On ajoute généralement un plastifiant au liant, ce dernier permet de rendre la bande crue
plus flexible et plus facile a manipuler. En revanche, I’ajout de plastifiant fait chuter la
résistance mécanique de la bande. Il s’agit de polymeres également mais présentant des
masses molaires plus faibles [THIBAULT REYNIER 2012].
1.5.1.3 déliantage:

L’opération de déliantage permet d’éliminer toute présence de liant et de plastifiant

[HOSSEIN ABDIZADEH 1997], sans pour autant induire de contraintes supplémentaires a la
8
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piece, Le cycle de déliantage se fait dans des fours a chauffage direct au gaz ou électrique.
Les parametres du déliantage dépendent non seulement de la nature du liant mais aussi du
type de ou des matériaux utilisés (poudres céramiques ou métalliques). Cette étape est souvent
tres consommatrice d’énergie et de temps (la cinétique d’élimination des composés
organiques est longue). De plus elle est particuliecrement délicate car elle peut générer de
nombreux défauts : fissures, éclatements et boursouflure [HUSSEIN HAMDAN 2007].
1.5.1.4 Frittage:

Le frittage est défini comme un procédé thermique qui accroit la densité de la piece, soit sa
résistance, par soudage de particules adjacentes, autrement dit 1’élimination des interfaces
solide-vapeur sous température proche de celle de fusion, qui s’accompagne par la réduction

des pores et conduit a la formation d’interfaces solide-solide [HUSSEIN HAMDAN 2007].

1.5.2.Coulage Séquentiel en Barbotine (Slip Casting)
1.5.2.1. Principe de la méthode:

Le coulage séquentiel en barbotine est une procédure traditionnellement utilisée dans
I’industrie de la céramique, principalement pour des pieces de formes complexes, le produit
fini est obtenue par coulage d’une barbotine directement dans des moules en platre ou en
polymere de forme voulue, le raffermissement de la barbotine se fait par élimination de la
solution a travers les pores du moule, par 1’application d’une pression (coulage sous pression)
et/ou par les forces de capillarité (coulage classique), ces dernieres entraines la poudre vers
les parois du moule, laissant ainsi son empreinte sur la piece, la barbotine non durci (celle qui
n’est pas en contact avec les parois) et bien évidemment retirer. Apres démoulage, la piece
suivra un processus de séchage et de cuisant [ASTRID ROTA 2006, HOSSEIN
ABDIZADEH 1997].

Le gradient est obtenu par un changement de la composition ou par la variation continuelle
des dimensions des grains de la poudre dans la barbotine pondant le processus [ASTRID
ROTA 2006, B. KIEBACK et al. 2003].
1.5.2.2. Le choix des constituants:

Neubrand et al. ont décrit le processus de coulage de gradient céramique/céramique par
une variation continue de la composition dans la direction de I’épaisseur, ce procédé est
utilisé pour des FGM de type zirconia/alumina et alumina/aluminium.

Tomsia et al. ont examiné le systeéme céramique/métal soit le Mullite(3A1,03,2S510,)/Mo
(molybdene) en utilisant deux solutions 1’eau et 1’alcool. La premiere expérience avec une

barbotine a base d’eau, a conduit a des dépots répartis de maniere homogene, soit aucune
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formation de gradient. Dans la deuxiéme expérience avec une barbotine a base d'alcool, les
particules de Mullite et de Mo se déposées a des vitesses différentes en raison de leurs
densités différentes (10.2 g/cm’® pour Mo et 3.16 g/cm® pour le mullite), ce qui s’est traduit
par la formation d’un gradient continu en teneur de Mo de bas en haut.

Tomsia a aussi examiné le systeme SiO,/Mo, dans ce systeme la barbotine est a base
d’eau, par I’application d’une pression pondant le coulage, il a peut obtenir un gradient par
sédimentation.

Ces expériences ont démontré que le choix des matériaux de base et de la solution (le
milieu liquide) dans le processus de coulage séquentiel, est déterminant pour 1’obtention ou

pas d’un matériau en gradient de propriété [ASTRID ROTA 2006].

L.5.3.Compaction Seche des Poudres (Dry powder processing)
1.5.3.1. Principe du procéder de fabrication:

La compaction seche des poudres est une technique de base utilisée pour la confection des
pieces complexes et généralement denses, elle consiste a empiler successivement, dans un
moule en acier, des couches de poudres, dont la composition a été préalablement choisis pour
créer un gradient dans la picce, sur chaque couche versée une faible compression est exercée,
ces couches dont I’épaisseur est généralement supérieure a 0.2 mm [ASTRID ROTA 2006]
sont soumises a un procéder de densification par compaction et déliantage [HOSSEIN
ABDIZADEH 1997].

Les progres de la technologie d'automatisation au cours de ces dernieres décennies ont
rendu les processus de compaction des poudres technologiquement et économiquement viable
[B. KIEBACK et al. 2003]. Dillmeier et al. ont mis au point un procédé dans lequel un
distributeur dépose de fagon continue et synchronisée différents mélanges de poudres sur un
tapis roulant, ainsi la portion d’'un composant (matériau) peut varier de 0 a 100%.

Le gradient dans la piece est ainsi obtenu en changeant d’une couche a I’autre, les
propriétés physiques telle la dimension des grains de poudre, ou la composition chimique soit
I’emploi de deux ou plusieurs matériaux (métal-métal, métal-céramique et céramique-
céramique).

Outre la composition chimique et les propriétés physiques, le gradient peut €tre obtenu par
la formation graduelle de pores entre les grains, et cela, soit par une présélection des
dimensions et des formes des poudres, favorisant leur formation, soit par I’emploi d’une
portion de poudre qui disparait lors du procéder de frittage et laissant apparaitre des pores

[ASTRID ROTA 2006].
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1.5.3.2. Le procédé de fabrication :

L'élaboration de matériau a gradient de propriété par la technique de la compaction seche
des poudres se fait en trois étapes:
1.5.3.2.1 Le choix et le traitement des poudres:

Afin de produire des pieces de formes homogenes, denses et sans défauts, le recoure aux
grains fins est inévitable, de plus les propriétés mécaniques de la piece finale sont meilleures
(résistance, dureté...) que ceux d’une piece confectionnée avec des grains grossiers, toutefois
la manipulation des grains grossiers est moins contraignante. Dans ce qui suit nous allons cité
certains avantages et inconvénients de chaque type de granule [HOSSEIN ABDIZADEH
1997].

Une poudre fine a les particularités suivantes:

Avantage

- Piece finale dense, compacte et sans irrégularité.

- L’absence d'agrégats dans la poudre fine facilite largement le frittage.

Inconvénient

- Telle la poussiere elle est inhalée par respiration (de ce fait le port de masque est
inévitable) et elle s’introduit facilement entre les éléments mécaniques utilisés pour la
fabrication.

- Leurs fluidité est particulierement mauvaise a cause des forces d'adhésion entre les
particules, qui augmentent lorsque leur taille diminue, et peuvent ainsi devenir supérieures a
la force de pesanteur.

- Le remplissage d'un moule a une reproductibilité médiocre.

Une poudre grossiére a les particularités suivantes:
Avantage

- une bonne fluidité.

Inconvénient

- Des défauts de compaction qui sont dus soit a des irrégularités entre granules, soit par
une destruction incomplete des granules lors de la compaction et qui ne peuvent étre éliminés
lors du procédé du frittage.

- La présence des agrégats est responsable du ralentissement du frittage.

11
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Dans la technique de la compaction seche des poudres, le choix de la poudre qu’elle soit fine ou
grosse est indispensable, la seule possibilité permettant de profiter des avantages de I'un et de

surpasser les inconvénients de 1’autre est I’emploi de poudre agglomérée. Tel présenté sur la figure

L.07.

<lpm O / IPoudxe fine ® Bonne réactivité % Bon Mttage I
-

——
iy

Poudre grossiere ® Bonne coulabilite ® Bonne compaction

Poudre agzlomérée = Combinaison des avantages des poudres

_ - g ite + N o
>30um fine et grossiere W Reactivite + Coulabilite ® Bonne élaboration

Figure 1.07: L’intérét des poudres agglomérées [HOSSEIN ABDIZADEH 1997]

1.5.3.2.2 Mise en Forme :

La compaction est un procédé de mise en forme de poudre ou de matériau granulé enfermé
dans un moule rigide ou souple. Largement utilisé en raison de sa reproductibilité et de son
aptitude a produire des pieces de grande et de différentes formes, de plus sans retrait au
séchage.

Les granules contiennent des liants et des plastifiants qui sont généralement préparés par la
technique de "spray drying".

La compaction seéche se fait en trois étapes:
(1) Remplissage de la matrice;
(2) Compaction et mise en forme;
(3) Ejection de la picce.

La compaction se fait par un mouvement des poingons, la tolérance entre le poingon et la
matrice pour les poudres fines est de I’ordre de 10-25 um et pour des poudres granulés plus de
100 um. La pression maximale utilisée a la compaction seche est généralement entre 20 et

100 Mpa [HOSSEIN ABDIZADEH 1997].
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1.5.3.2.3 Densification :

Le déliantage de la piece se fait par un procéder de frittage, ou la température et la durée du
traitement ont un impact direct sur la formation de la microstructure [ASTRID ROTA 2006].
Les conditions de traitement doivent €tre choisies de sorte a préserver le gradient de toute
modification, notamment lorsque y a présence de pores [SYLVAIN HALLYNCK 2005].

Le procédé de déliantage consiste a éliminer les ajouts organiques par un traitement thermique
sous une température généralement avoisinant les 600 °C, la température du traitement est
principalement li€e a la forme, les dimensions de la piece et le liant utilisé, une élimination
rapide peut engendrer des fissures dans la piece et une élimination lente peut 1I’emprisonner

suite a la fermeture des pores [HOSSEIN ABDIZADEH 1997].

1.5.4.Dépot par centrifugation (Centrifugal casting) :

Il existe deux types de Dépdt par centrifugation, centrifugation horizontale et verticale
[T.P.D. RAJAN AND B.C. PA 2009].
1.5.4.1. Centrifugation par sédimentation (Centrifugal sedimentation)

Appelé aussi centrifugation horizontale est un procédé permettant la formation de fines
couches, d’épaisseur comprise entre 0,1 et I mm [B. KIEBACK et al. 2003], en soumettant
une suspension colloidale relativement diluée, dans des flacons cylindriques, a une force
centrifugeuse [T.P.D. RAJAN AND B.C. PA 2009, HOSSEIN ABDIZADEH 1997]. Les
forces de centrifugation engendrent un amincissement de la couche. L’avantage de cette
technique est le dépot d’une faible quantité de poudre sur de grands substrats et dans un
temps réduit [ANTHONY GRUNENWALD 2011].

Afin d’obtenir un gradient dans la piece finie le procédé est répété pour obtenir des
multicouches [HOSSEIN ABDIZADEH 1997] en variant la vitesse angulaire, la durée de la
centrifugation et la concentration de la poudre dans la suspension d’une couche a 1’autre

[FABIEN REMONDIERE 2006].

1.5.4.2. Centrifugation verticale (Centrifugal powder forming)

Un procédé de synthese de matériaux a gradient de propriété type métal-métal par la
soumission d’un mélange de poudres a une force de centrifugation, dans une chambre de
fusion [ASTRID ROTA 2006], la poudre est projetée vers la paroi extérieure, ainsi deux
zones distinctes de particules enrichis et appauvris sont formées, les particules plus denses

sont projetées plus loin que ceux moins denses, ce qui formera progressivement un anneau de
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concentration graduée [B. ILSCHNER 1993, B. KIEBACK et al. 2003, T.P.D. RAJAN AND
B.C. PA 2009]. L’épaisseur de la zone enrichie décroit lorsque la température de coulée et la

vitesse de rotation augmentent [T.P.D. RAJAN AND B.C. PA 2009].

Figure 1.08: Dépdt par processus de Centrifugation par sédimentation (Al-Graphite)
[T.P.D. RAJAN AND B.C. PA 2009]

1.5.5.Dépot par Electrophorése (Electrophoretic deposition) :

La technique de dépot par électrophorese s’appuie sur un phénomene observé par le
scientifique russe Ruess en 1809, celui-ci remarqua la migration des particules d’argile en
suspension sous I’effet d’un champ électrique. Cependant, il a fallu attendre 1933 pour qu’une
application concrete de 1’électrophorese soit réalisée, ainsi le premier brevet a été déposé dans
la méme année par Harsanyi pour le recouvrement d’une cathode en platine par du tungstene
et de la thorine (ThO,).

Quant a la premiere étude systématique du phénomene de dépodt électrophorétique date de
1940 et fut rapportée par Hamaker et Verwey.

Le principe de la technique de dépdt par électrophorese se base sur la migration de
particules chargées en suspension colloidale stable, généré par 1’application d’un champ
électrique entre deux électrodes, le dépot se fait par le mouvement des particules chargées au
sein de la solution vers la cathode ou l'anode selon le signe de la charge des particules
[HOSSEIN ABDIZADEH 1997].

La poudre en suspend est généralement composée de deux composants, céramique et
métal, le gradient peut étre obtenu soit en injectant dans la suspension, au fur et a mesure, un

mélange de poudre avec des concentrations différentes, soit en injectant dans la suspension un
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des composants a des portions différentes [B. KIEBACK et al. 2003]. La piece finale aura la
forme imposée par I'électrode.

Un des inconvénients majeur de cette technique concerne la vitesse de dépdt, tres lente
pour atteindre des épaisseurs intéressantes, ¢’est pourquoi les épaisseurs de couches obtenues
par cette méthode dépassent rarement 1 micron, de plus d’une part la large gamme de
parametres spécifiques a fixer tels la tension d’électricité, la surface des électrodes, la distance
entre les deux électrodes , la charge des particules et d’autre part le prix élevé du matériel

utilisé rendent le recours a cette technique limité [ASTRID ROTA 2006].

L.5.6. Projection Plasma (plasma spraying) :

Le Procédé de projection thermique par plasma permet de recouvrir la surface d’un objet
avec un revétement métallique, céramique ou polymérique, ce procédé est largement utilisé
pour la confection des picces en matériaux a gradient de propriété, le plasma est un état de
matiere obtenue on soumettant un gaz a un arc €lectrique formé entre deux électrodes, les gaz
plasmagenes les plus couramment utilisés pour la projection thermique par plasma sont
I'argon, I'hydrogene, I'hélium et 1'azote, I'argon et I'hélium sont recherchés pour leur viscosité
tandis que I'hydrogene, 1'hélium et 1'azote sont recherchés pour leur conductivité, le matériau a
projeté doit étre sous forme de poudre fine, essentiellement polycristallin [ASTRID ROTA
2006, B. ILSCHNER 1993, ELISA CANTERGIANI 2012].

A I’aide d’une torche -appelée aussi un pistolet & gaz ou pistolet a plasma d'arc- la poudre
est projetée vers le substrat a recouvrir a grande vitesse dépassant les 200 m/s [ASTRID
ROTA 2006], le plasma dont la température peut atteindre 12 000 C°, fait fondre en vole les
particules de poudres instantanément, totalement et /ou partiellement, au contact du substrat
elles se solidifiées et forment un dépot dense.

L'équipement relativement simple, le rendement élevé du dépdt des particules sur des
substrats a géométrie complexe, les performances des surfaces en fonctionnement et la
compatibilité des céramiques avec les métaux (fusion simultanée) sont les avantages
essentiels de cette technique.

D’autre part, parmi les inconvénients de ce procédé, 1’optimisation des parametres de
traitement (comme la distance entre le pistolet et le substrat, le taux d'alimentation, la
composition du gaz porteur) peuvent différer entre les deux composantes de la piece en
gradient de propriété [BENOIT WATREMETZ 2006].

Le dépdt est chimiquement homogene, cependant, le seul moyen d’obtenir un gradient est

de varier la composition de la poudre, en passant du métal, au mélange métal céramique, en
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variant graduellement leurs proportions, puis a la céramique, bien évidemment la

manipulation est automatique et gérée par un programme informatisé [ASTRID ROTA 2006].

-4 .

Figure 1.09: Principe de la Projection Plasma [BENOIT WATREMETZ 2006]

1.5.7. Implantation Ionique (Sputtering)

L'implantation ionique a vu ses premieres applications industrielles au début des années
70, dans le domaine des semi-conducteurs et elle n'a cessé de se développer depuis lors. Ses
premieres applications industrielles, en tant que traitement de surface datent d'il y a plus de
vingt ans [F. TORREGROSA 2004].

Le principe de l'implantation ionique consiste a accélérer des ions par des tensions de
quelques kilovolts a quelques centaines de kilovolts et a les faire percuter sur les surfaces des
substrats (plastiques, céramiques et métaux), produisant a la fois une modification chimique
de la cible et éventuellement un changement dans sa structure cristalline. Les couches
fabriquées présenteront un gradient de composition qui peut étre tres finement controlé [F.

TORREGROSA 2004, HOSSEIN ABDIZADEH 1997].

Parmi les avantages de l'implantation ionique en tant que traitement de surface: -
L'implantation ionique est un traitement a basse température d’ou elle ne provoque pas une

déformation thermique au substrat.
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- Il n'y a pas de variation dimensionnelle. On peut I'appliquer directement sur des picces
finies.

- L'implantation ionique permet d'implanter n'importe quelle espece dans n'importe quel
matériau. Elle permet de dépasser la solubilité limite et d'introduire des éléments non-
miscibles dans le substrat.

- Ce n'est pas un dépot, il n'y a donc pas de surépaisseur ni de risque de délamination.

- Enfin, I'implantation ionique est un procédé tres simple, il n'y a que quelques

parametres, tous facilement reproductibles et contrdlables par un courant ou une tension.

Parmi les inconvénients de l'implantation ionique en tant que traitement de surface :
- Les surfaces a traiter doivent €tre externes ou en vue directe du faisceau.
- Les épaisseurs traitées sont faibles (<lum). (Mais les améliorations apportées par

I'implantation sont souvent conservées sur des profondeurs supérieures a 1'épaisseur traitée.)

1.5.8. Dépot physique et Dépot Chimique en phase vapeur (Physical Vapor Deposition
and Chemical Vapor Deposition):

Les dépdts physiques ou chimiques en phase vapeur consistent a exposer la surface d’un
substrat a un matériau en phase vapeur. Ces techniques de dépot peuvent étre utilisées pour la
confection des pieces en gradient de propriété de formes compliquées en controlant les taux et
/ ou la température des flux de gaz. Toutefois ces procédés sont restreints a un nombre réduit

de matériaux [HOSSEIN ABDIZADEH 1997, B. ILSCHNER 1993].

1.5.8.1. Dépot physique en phase vapeur (P.V.D) :

Le dépot physique en phase vapeur est un procédé de revétement de surface par des atomes
ou des molécules d’un matériau a déposer, qui viennent s’adhérer sur le substrat a recouvrir,
en passant par un milieu passif (vide ou atmosphere inerte) ou actif (plasma, gaz réactif).
Le matériau a déposer tels les métaux, comme le titane, le chrome ou I’aluminium est
évaporé par chauffage (effet Joule ou induction) ou par bombardement ionique (tel I’argon, ou
néon), €électronique ou photonique, faisceau laser ou arc électrique [BENOIT WATREMETZ
2006].

La technique d’évaporation sous vide consiste a chauffer le matériau a déposer sous une
température (comprises entre 150 et 500 °C) a laquelle la pression de vapeur est suffisante
pour son évaporation ou sublimation. La matiere ainsi éjectée perpendiculairement a la cible

vient se condenser sur le substrat placé a son voisinage pour former un revétement.
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La technique d’évaporation avec un gaz réactif, consiste a introduire simultanément un gaz
réactif tel de I’azote ou un gaz contenant du carbone dans 1’enceinte, ou il forme avec la
vapeur de métal un composé qui se déposera sur le substrat, sous la forme d’une couche
mince treés adhérente et d’une grande pureté.

Parmi les avantages de cette famille de procédure est la bonne reproductibilit¢ du
processus, ainsi que la formation de couches ayant une bonne adhérence et de faibles
contraintes internes et cela a de basses températures. De ce fait, cette technologie est tres
appréciée pour réaliser des dépots multicouches ou des revétements a gradient de propriétés.

Par contre, elle est cotiteuse et lente [BENOIT WATREMETZ 2006].

1.5.8.2. Dépot Chimique en phase vapeur (C.V.D) :

Dépdt Chimique en phase vapeur est un processus de déposition de films minces. Le
substrat est exposé a un ou plusieurs précurseurs gazeux qui réagissent et/ou se décomposent
sur le substrat pour former un film mince. Ces réactions sont activées dans la chambre de
réaction soit par une énergie thermique (systeme classique) a pression atmosphérique ou
basse pression, soit par l'apport d'énergie sous forme électromagnétique (source
radiofréquence en général), micro-ondes ou de type Laser.

Parmi les avantages de cette technique est le colt de production bas, surtout lorsque
I’épaisseur est relativement importante. Par contre, du fait de I’'importance des températures
de traitement (900 a 1100 °C), cela pourra entrainer une modification des propriétés et de la

géométrie de la piece revétue [BENOIT WATREMETZ 2006].

L.5.9.Frittage et infiltration (Sintering and infiltration) :
Tel que son nom l'indique cette technique fait appel a deux procédés le frittage et
I’infiltration:

Le frittage est défini comme un procédé thermique qui permis le soudage des particules
adjacentes, autrement dit la formation d’interfaces solide-solide sous température proche de
celle de fusion, pour la création d’un squelette avec un gradient de pores [HUSSEIN
HAMDAN 2007]. Ce gradient de porosité est le résultat de formation des vides entre les
particules, dont la présence est proportionnelle a la taille de ces dernieres. La température de
frittage est choisie de sorte a ce que les particules ne subissent pas de distorsions et le réseau
formé par les pores ne soit obstrué [T.P.D. RAJAN AND B.C. PA 2009]. D’une part la piece
doit étre suffisamment poreuse et d’autre part elle doit résister a la pression appliquée lors de

I'infiltration [B. KIEBACK et al. 2003].
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L'infiltration est un procédé de remplissage des pores avec un matériau, généralement du
métal liquide, dont la température de fusion est plus basse que celle de matériau constituant la
piece, avec ou sans 1’application de pression [B. KIEBACK et al. 2003].

Cette technique est bien adaptée pour des combinaisons de matériaux chimiquement
inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par rapport aux autres, elle est
particulicrement attractive pour des gradients de propriété de type métal / céramique et verre /

céramique [T.P.D. RAJAN AND B.C. PA 2009].

1.5.10.Frittage Laser Différentiel (Laser Sintering process) :

Frittage laser ou ablation par laser est un processus qui exploite les possibilités
d’interactions entre la matiere et le rayonnement cohérents d’un laser, I’impact d’un faisceau
laser sur un matériau a déposer s’explique a I’échelle quantique par le transfere de 1’énergie
des photons au matériau, ce dernier subira localement de multiples changements d’état appelé
frittage différentiel tels la fusion, I’évaporation ou la création d’un plasma [FABIEN
REMONDIERE 2006, HOSSEIN ABDIZADEH 1997].

Le matériau désigné par la cible est vaporisé brutalement et éjecté sous une forme ionisée
ou non, dans la direction de la surface du substrat.

Méme si le principe parait assez simple, physiquement le phénomene est assez complexe
[ASTRID ROTA 2006], le choix du rayonnement laser (longueur d'onde, densité d'énergie,
l'intensité de l'irradiation) ainsi que la distance entre la cible (matériau a déposer) et le
substrat, la pression dans I’enceinte et la température du substrat au moment du dépot
détermineront les caractéristiques du film [T.P.D. RAJAN AND B.C. PA 2009, FABIEN
REMONDIERE 2006].

Yuki et al. ont utilisé cette technique pour élaborer d’un matériau a gradient de propriété

PSZ/Mo [HOSSEIN ABDIZADEH 1997].

L.5.11.Impression 3D :

La fabrication additive ou l'impression 3D -telle est communément appelée depuis 1996-
est en passe de s'imposer autant que nouveau moyen de création d'objets. Le progres de
I’informatique et de la robotique a fait apparaitre la fabrication assistée par ordinateur, ce
procédé consiste a fabriquer des pieces par une machine a commande numérique par

calculateur a partir d’un modele virtuel développé sur ordinateur [ADNENE SAKLY 2013].
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Il est coutumier de faconner des picces en utilisant des procédés de soustraction de la
matiere, tel le fraisage ou le découpage, le processus d'impression en 3D est a I'inverse
consiste a mettre en forme un objet par ajout de couches successives de matiere.

L'impression 3D est un procédé assez récent dans le milieu de I’industrie. En 1984, Carl
Deckard et Joe Beaman déposent le premier brevet pour une machine de stéréolithographie,
ainsi en 1986 la premiere machine a vu le jour, cette machine a été Mise au point par 3D
Systems [ADNENE SAKLY 2013, ROBERT LEROY et LEDA DIMITRIADI 2014].

Dans les années 90, 1'impression 3D été restreinte a la réalisation de moule, qui servaient
principalement a la réalisation de pieces de fonderie. Dans les années 2000, 1'impression 3D
commence a étre utilisée pour la réalisation des pieces pour la mécanique de précision dans le
domaine de 1’aéronautique, de 1I’automobile et de I’espace, ainsi que dans le domaine médical
tel les organes fonctionnels, les implants et les protheéses en titane [ROBERT LEROY et
LEDA DIMITRIADI 2014].

L.5.11.1.Différents procédés d’impression 3D :
Il existe deux procédés d’impression 3D :
L5.11.1.1.Impression par dépot sélectif

Ce type regroupe toutes les techniques d’extrusion, telle que la FDM (fused deposition
modeling), de jet et de spray. Il s‘agit alors de déposer la quantité de matiere dont on a besoin
au bon endroit. Etant donné que ce procédé ne consiste pas a fabriquer un objet dans un
volume de poudre ou de liquide uniforme, cette méthode permet de réaliser une impression

multi-matiere [ROBERT LEROY et LEDA DIMITRIADI 2014].

L.5.11.1.2.Impression par solidification sélective

Ce type regroupe toutes les techniques de solidification par chauffage ou ajout d’un
matériau liant, tel que le frittage laser (SLS) et la stéréolithographie (SLA), le laser est orienté
vers le liquide ou la poudre qui remplie 'intégralité du bac, les ultra-violets solidifiés les
minces couche les unes apres les autres, potentiellement plus précise elle permet détaler de
couches de poudres allant de 50 a 200 um. L'avantage de cette technologie est qu'il y a tres
peu de déchet et que la poudre non fusionnée (libre non liée) peut €tre réutilisée par la suite.
En revanche, cette méthode est peu adaptée aux objets de grandes dimensions [ROBERT

LEROY et LEDA DIMITRIADI 2014, ASTRID ROTA 2006].
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L’évolution de I'impression 3D a permis la réalisation de pieces de tailles plus importantes
et ’apparition d’impression multi-matiere a ouvert 1’horizon a la réalisation de pieces a base

de matériaux a gradient de propriété ou le gradient peut varier de 0 a 100%.

Lit de poudre

Objet en
fabrication

Figure 1.10: Principe d’impression 3D [ADNENE SAKLY 2013]

1.6.Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM :
Plusieurs modeles d'analyse et de calcul ont été proposés, toutefois, le plus important est
lequel de ces modeles est le plus approprié ou le plus représentatif du gradient des propriétés

de la matiere de la plaque choisie, voici ci-dessous quelques modeles:

1. La fonction de loi de puissance (P-FGM) :
La fraction volumique adimensionnelle de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de
puissance [KACI ABDELHAKIM 2012, BESSAIM AICHA 2014]:
vV, = (%+%jp 101
Ot p est le parametre matériel p > 0 et h est I’épaisseur de la plaque.

Ainsi la loi du mélange décrivant les propriétés matérielles de la plaque s’écrit comme suit:

E(z)=E,+(E,—FE, )V, 1-02
p()=p,tp.—p,)V, I-03

21



Chapitre I - Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés

Avec :

E et E_ les modules d’élasticité du métal et de la céramique respectivement.

p,, et p.les masses volumiques du métal et de la céramique respectivement.

Il est a noter que la variation des constituants céramique et métal est linéaire lorsque p = 1.
En outre, pour une valeur de p = 0 la plaque est enticrement en céramique [H. SEPIANI et al.
2009]. Et pour une valeur de p qui tend vers I'infini la plaque est entierement en métal [H.

Nguyen-Xuan et al. 2012].

a) Structure sandwiche avec faces externes en gradient de propriété et ceeur
homogene [RABIA BENFERHAT et al. 2014] :

Pour les Structures sandwiches dont les faces extérieures sont en matériaux a gradient de

propriété et dont le cceur est homogene. La fraction volumique est assurée par une loi de

puissance suivant I’épaisseur :

V1=(—Z_hl jp, ze[h—h]

hz_hl
V=1, ze[h,—h] 1-04
Y
vie| 22 hy—h
(h3—h4j 26[3 4]

Avec 1, 2 et 3 représentent la numérotation des épaisseurs composantes la plaque, h;, h; h; et
hy4 représentent les coordonnées des épaisseurs du bas vers le haut respectivement et p est le

parametre matériel p > 0.

b) Structure sandwiche avec ceeur en gradient de propriété et les faces externes
homogenes [RABIA BENFERHAT et al. 2014]:
L’épaisseur de la plaque en gradient de propriété sert souvent comme une connexion entre
deux matériaux homogenes [M. Seveik et al. 2009]. Pour les Structures sandwiches dont le
coeur est en matériaux a gradient de propriété et dont les faces extérieures sont homogenes. La

fraction volumique est assurée par une loi de puissance suivant I’épaisseur :

V=0, Ze[hl_hzl
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p
V2:(}Z_—}ZJ . zeln—h)] 1-05
L)

V3=1, Ze[hts_h4]

2. La fonction exponentielle (E-FGM) :

Tres apprécié pour sa facile manipulation numérique. La loi du mélange décrivant les

propriétés matérielles de la plaque sous fonction exponentielle s’écrit comme [HASSEN AIT
ATMANE et al. 2013, M. SEVEIK et al. 2009]:

Avec : B:lln[ ECJ
h \E,

Avec: B= lln(&J
no\p,

Oou:

_ B(z+1/2)
E(z)=E,e 1-06

p(Z) — pmeB(z+1/2) 1_07

h est I’épaisseur de la plaque. B est la constante de non-homogénéité

E et E_les modules d’élasticité du métal et de la céramique respectivement.

p,, et p. les masses volumiques du métal et de la céramique respectivement.

3. La fonction sigmoide (S-FGM) :
La fraction volumique de la classe S-FGM obéit a une fonction en loi de puissance qui

s’écrit comme suit [KACI ABDELHAKIM 2012, HASSEN AIT ATMANE et al. 2013]:

1(2z

p
V= —[—+1) Pour -h/2<z<0
20 h

1-08
p
v, :1—%[—%+1j Pour 0<z<h/2

Ou: p est le parametre matériels et h est I’épaisseur de la plaque.

Ainsi la loi du mélange décrivant les propriétés matérielles de la plaque s’écrit :

E(2)=V,(2)E. +[1-V,(2)E, Pour -h/2<z<0

E(2)=V,(2)E. +[1-V, (2)]E, Pour 0<z<h/2 1-09
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De méme
p(z) =V, (2)p. +[1-V,(z)]p, Pour -h/2<z <0
p(2)=V,(2)p, +[1-v,(2)]p, Pour 0<z<h/2
E, et E, les modules d’élasticité du métal et de la céramique respectivement.

p,, et p. les masses volumiques du métal et de la céramique respectivement.

4. La fonction type Mori-Tanaka :

La loi du mélange décrivant les propriétés matérielles de la plaque type Mori-Tanaka s’écrit

comme suit [HUU-TAI THAI et al. 2013]:

\%

E(z)=E +(E —FE ) <
" ¢ " E 1+v)
L=V ) (e -1 ©FY)
A=) (T

p(2) = p, + (P~ p,) 4

1+v)

vy Pe
1+(1 VC)(p 1)(3—31/)

m

z 1Y
Avec: V. =|—+—
h 2
Ou: v coefficient de Poisson

p le parametre matériels

E et E_les modules d’élasticité du métal et de la céramique respectivement.

p,, et p. les masses volumiques du métal et de la céramique respectivement.

1.7.Conclusion:

Dans ce premier chapitre, nous avons passé en revue 1’essentiel sur le matériau a gradient
de propriété, nous avons vu comment en seulement une trentaine d’année son utilisation a
conquis divers secteurs, un concept encore nouveau nécessitant une meilleur connaissance et
une meilleur maitrise, d’importantes recherches scientifiques ont été faites jusqu’a ce jour,
mais beaucoup reste a faire.

Avant d’exposer la thématique de cette recherche, nous avons trouvé judicieux de mettre
I’accent sur I’hétérogénéité de ce matériau, une qualité en soit qui n’est pas correctement

formulée dans la recherche des réponses des structures.
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I1.1.Introduction :

D’ordre général, pour modéliser le comportement d’un solide, soumis a un chargement
quelconque, il est impératif de connaitre le déplacement de chaque point de ce solide, dans les
3 directions de I’espace, par rapport a sa position au repos. Ces déplacements dépondent des
propriétés physique du ou des matériaux le constituant (Module d’élasticité, masse,
coefficient de poisson, coefficient de dilatation thermique,...etc.), de sa géométrie, de ces
conditions aux limites, de la nature et de I’intensité de la charge. La science qui prédit le
mouvement de chaque point d’un solide est la mécanique des milieux continus, cette
discipline purement théorique est évolutive, il n’est donc pas étrange de voir des corrections,
des améliorations, de nouvelles approches ou de nouvelles hypotheses.

Une plaque est un solide dont 1’épaisseur est plus petite par rapport aux deux autres
dimensions. A priori, il faudrait utiliser les équations dans un espace de trois dimensions pour
décrire ses déplacements, mais compte tenu de la géométrie particuliere d’un tel solide, il
n’est pas écarté de chercher a restreindre le probleme a une équation dans un espace de deux
dimensions, décrivant le comportement du plan moyen de la plaque, et permettant ainsi de

réduire la taille des calculs.

I1.2.Historique de développement de la théorie des plaques :

Voici dans un ordre chronologique les principaux événements marquants I’évolution de la
théorie des plaques.

En 1750, Leonhard Euler et Jacques Bernoulli ont été les premiers a donner une approche
mathématique au comportement des poutres, en introduisant respectivement deux notions,
I’indéformabilité axiale de la fibre neutre (elle se déforme en flexion sans se contracter ni se
comprimer) et la faculté des sections droites a rester droites apres déformation.

En 1764, par analogie aux poutres, Leonhard Euler est arrivé a définir une équation
différentielle du second ordre décrivant la vibration libre de la peau des tambours assimilée a
une membrane €lastique [CHAOUCHE Abdellah 2013].

En 1787, Ernst Chladni, physicien allemand, connu pour étre le fondateur de I'acoustique
moderne, publia ses études expérimentales sur les vibrations des plaques, ou il cherchait une
méthode de mesure de la vitesse du son dans les corps solides. L’expérience de Ernst Chladni
consistée a faire vibrer des plaques de taille, de forme et d'épaisseur différentes, saupoudrées
de sable fin, et déposées horizontalement sur un support fixe a leurs centres, a 1’aide d’un

archet. La vibration des plaques fait migrer les grains de sable des zones de forte vibration
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aux zones de faible vibration, faisant apparaitre des figures correspondants aux différents
modes de vibration des plaques.

En 1811, I’Académie Francaise des sciences a lancé un concours pour la détermination
d’une théorie mathématique expliquant les travaux du physicien Ernst Chladni, et c’est en
1816 que Sophie Germain mathématicienne et philosophe francaise obtient finalement
I’équation de la déformée en ajoutant un terme a 1'équation d'Euler tenant compte des rayons
de courbure dans les deux directions perpendiculaires.

En 1821, Henri Navier présente un mémoire sur les lois de 1'équilibre et du mouvement des
corps solides élastiques, ces derniers sont considérés comme le fondement de la théorie
d’élasticité.

Les travaux de Henri Navier ont été suivi par d’autres travaux tels ceux d’Augustin Louis
Cauchy, de Siméon Denis Poisson, de Gabriel Lamé et d’Emile Clapeyron.

Gustav Robert Kirchhoff 1’'un des plus grands physiciens du XIXe siecle, a réussi par ces
travaux, a cerner le champ de validité de la solution de Navier, en calculant toutes les
composantes du champ de déformation et de contrainte. Et il constata que la solution
classique ne satisfaisait pas les conditions aux limites en déplacement pour une plaque
d'étendue finie (appuyée ou encastrée), mais précisa que l'écart tend a s'annuler lorsque
I'épaisseur relative de la plaque tend vers O et c’est en 1850 qu’il arriva a établir de facon
correcte des conditions aux limites en partant du principe des déplacements virtuels et de
I’expression du travail des contraintes de la plaque.

En 1888, Augustus Edward Hough Love utilise les hypotheses de Gustav Kirchhoff, pour
fonder une théorie des plaques minces.

C’est ainsi que les trois principales théories feront leurs apparitions dans les années qui
suivent.

I1.3.La théorie Classique des plaques minces de Love-kirchhoff (CPT):

Le modele de Kirchhoff-Love dit de plaque mince ou théorie classique des plaques
(Classical Plate Theory - CPT) est le plus communément utilis¢ [KACI ABDELHAKIM
2012]. 1l s’appuie sur deux hypotheses qui permettent d’approcher ce qui se passe dans
I’épaisseur d’une plaque élastique, homogene et isotrope.

I. Une section droite et normale au plan moyen avant déformation, reste droite et
normale apres déformation.
I. Le plan moyen ne subit pas de déformation dans son plan, on ne considere que le

déplacement transversal.
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Sous ces deux hypotheses, les déformations a l'effort tranchant, le champ des contraintes
normales au plan moyen et I’effet de I’inertie de rotation sont négligés [GIRAULT
GREGORY 2006].

Le champ de déplacement s’écrit dans un tel modele comme suit :

ow,
u(-xayaz’t) :MO _Z_O
ox

I1-01
ow,
v(X,y,2,t) =vy— 72—

W(X,y,z,t): Wo(x’y’t)

Avec :

U, Vo, Wo les déplacements du plan moyen par rapport a I’axe x, y et z, respectivement.

Uo
: - . Qwe
v x \ ox !
s ‘/‘ . OWQ
l / \ ox

Figure I1.01 : Illustration de la théorie de la plaque de Kirchhoff
[KACI ABDELHAKIM 2012]

La validité de la théorie des plaques de Kirchhoff dépend du facteur de 1’élancement de la

plaque, plus il est important plus les résultats sont précises.
I1.4.La théorie des plaques épaisses :
I1.4.1.La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) :

Il est admis par analogie aux poutres que I’effet de cisaillement transversal et 1’effet de
I’inertie de rotation sont proportionnels a 1’épaisseur de la plaque, Lord Rayleigh en 1877
puis Stephen Timoshenko en 1921 montrent que la prise en compte des effets d’inertie de
rotation et de cisaillement affecte les fréquences propres de flexion des poutres. Ces deux

effets tendent a diminuer les fréquences propres des vibrations calculées, en raison d’une
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surestimation de D’inertie de la poutre, et de sa rigidité, du fait de la négligence des
déformations induites par I’effet de cisaillement [LUC JAOUEN 2002].

Wittrick a montré que, en négligeant les effets aux frontieres, l'erreur engendrée par les
approximations de Kirchhoff est de I'ordre de (h?/x%) ot h est I'épaisseur de la plaque et y est
la demi-longueur d'onde de flexion de la plaque vibrante [MICHEL BARRETTE 2000].

Une extension de la théorie des plaques quant au cisaillement est proposée par Hans Jacob
Reissner en 1945 dans le cas statique, dans cette derniere il a mis en avant 1’effet du
cisaillement en introduisant un complément dans 1’énergie principale. Une premiere théorie
pour le cas dynamique, incluant les effets du cisaillement et de I’inertie de rotation est
proposée par Uflyand en 1948. C’est cependant I’article de Mindlin publié 3 ans plus tard en
1951 qui fera date, cette derniere connue sous le nom de théorie améliorée (Improved Plate
Theory - IPT) [LUC JAOUEN 2002].

Le théoreme de Mindlin s’appuie sur deux hypotheses autres que ceux de la théorie classique
des plaques, qui permettent d’approcher ce qui se passe dans 1’épaisseur de la plaque épaisse.

I.  Une section droite et normale au plan moyen avant déformation, reste droite mais pas
forcément normale aprés déformation.

II. L’effet de I'inertie de rotation est pris en compte.

Toutefois, cette théorie ne manque pas d’imperfection, la prise en compte des contraintes
de cisaillement 6, et 6,, constantes sur toute 1’épaisseur de la plaque est en contradiction
avec le fait, que leurs valeurs sont nulles sur les surfaces libres, cela a imposé a Mindlin la
nécessité d’introduire un facteur de correction.

Pour évaluer ce facteur de correction nommé k , Mindlin s’est référé a la solution exacte
donnée pour la vibration d’une plaque infinie par la théorie d’élasticité tridimensionnelle. Ou
il a cherché a égalisé entre la valeur de fréquence fondamentale proposée, en variant les
valeurs de k , avec celle de la théorie d’élasticité tridimensionnelle [KADDOURI DJAMEL
EDDINE 2014]. Et il a constaté d’une part que sa valeur est relative au coefficient de Poisson
v, ainsi pour un matériau isotrope, lek varié linéairement de 0.76 pour v = 0 a 0.91 pour
v = 0.5 et il arriva d’autre part a I’exprimer comme la solution de 1’équation polynomiale de
3éme degré :

82-v)k 8 _ 0

k* —8k* + =
1-v 1-v

L’idée de Mindlin revenait a introduire une fonction de pondération F(z) continue sur

I'épaisseur, et ol son intégrale permettait d'obtenir une variation parabolique des contraintes
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de cisaillement dans I'épaisseur et au méme temps de respecter les conditions d'annulation sur

les surfaces libres, Et il imposa la fonction suivante [LUC JAOUEN 2002]:

5| (2 Y
F(Z)U{l (h/zﬂ

Cette fonction, dont l'intégrale sur 1'épaisseur vaut 5/6 h, et qui donc introduit un facteur de
correction de 5/6 dans le calcul des résultantes de cisaillement.

Wittrick (1987) a traité des problemes de flambement et de vibrations libres d'une plaque
rectangulaire simplement appuyée, dans les quels, il a proposé une approximation de k,
comme suit [ YOSHITAKA SUETAKE 2012]:

(o 5
6-v)

A ce jour, le facteur k lorsqu’il est utilisé, est toujours sujet a discussion. L’ensemble des
auteurs s’accordent cependant pour juger de son influence sur les résultats [LUC JAOUEN
2002].

Le champ de déplacement s’écrit dans un tel modele comme suit:

u(x, y,2,0) =ty = 20, (x,y)
v(x,y,2,0) =v, — 20, (x, y)
w(x,y,2,t) =wy(x,y,t)
Avec :

u,, v, w,les déplacements du plan moyen par rapport a I’axe X, y et z, respectivement.

@, et @ les rotations de la section de la plaque par rapport a I’axe y et x, respectivement.

d
¢x(x’y):%+¢x
X
d
¢y(x’y): avvo +¢y
Y
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Figure I1.02 : Illustration de la théorie de la plaque de Mindlin
[BESSAIM AICHA 2014]

11.4.2.La théorie de déformation en cisaillement d’ordres élevés (HSDT) :

Une meilleure modélisation du comportement réel des plaques épaisses, requiere une
reproduction fidele de champ de cisaillement transverse dans 1’épaisseur de la plaque,
plusieurs théories ont été proposées, ou la distribution de champs de cisaillement transverse

est d’une part non linéaire et d’autre part les contraintes de cisaillement 7 etz s’annulent

sur les faces supérieure et inférieure de la plaque.

En général, le champ de déplacement dans la théorie d’ordre élevée s’écrit, comme

suit :
ow, (x,
u(x, ¥, 2,0) = tty — z$+ F(D9,(x.y)
v(x, y,2,0) = v, — Z%;’y) + f(2)9,(x,y) 107
w(x, y,2,t) = wy(x, y,1)
Avec :
ow, ow,
_ M _ M 11-08
®, » 9. % 9,

u,, v, etw,les déplacements du plan moyen par rapport a I’axe x, y et z, respectivement.
¢, et ¢, les rotations de la section de la plaque par rapport a I’axe y et x, respectivement.

f(z) est la fonction de cisaillement caractérisant la théorie d’ordre élevé. On remarque que
cette équation est une généralisation de la théorie des plaques, pour une valeur de f{z) =0, cela
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nous ramene a la théorie classique des plaque minces, pour une valeur de f{z) =z, cela nous

ramene a la théorie du cisaillement du premier ordre.

R

Figure I1.03 : Illustration de la théorie des plaques d’ordre élevé

[BESSAIM AICHA 2014]

I1.4.2.1. Revue sur les différents modeles de la théorie d’ordre élevé :

En 1949, Hildebrand et al. furent les premiers a proposé une théorie d’ordre élevée, en
1973, Srinivas et Rao ont présenté les résultats d'analyse des plaques rectangulaires et
homogenes en trois dimensions sous différentes conditions aux limites, en 1974, Nelson et
Lorch ont formulé une théorie avec 09 inconnues pour I’analyse des plaques multicouches,
enl977, Lo et al. ont formulé une théorie avec 11 inconnues, Levinson en 1980 et Reddy en
1984 ont supposé€ une distribution cubique du champ de déplacement. Reissner en 1983 a
formulé également une théorie de la plaque d'ordre élevé. En utilisant la théorie
tridimensionnelle d'élasticité, Wittrick en 1987 a examiné les problemes de flambement et de
vibrations libres d'une plaque rectangulaire simplement appuyée. Kaprielian et al. en 1988
puis Mian et Spencer en 1998 abordaient une analyse tridimensionnelle de plaques stratifiés et
en gradient de propriété. Vel et Batra en 2004 ont présenté une solution exacte en trois
dimensions pour les vibrations libres et forcées des plaques rectangulaires en gradient de
propriété, simplement appuyées [YOSHITAKA SUETAKE 2012].

D’autres formes de fonction de cisaillement dites raffinées ont été proposées, en 2002 une
premiere théorie raffinée a deux variables (RPT) a d'abord été développée pour des plaques
isotropes par Shimpi, et a été ensuite appliquée au plaques orthotropes par Shimpi et Patel
puis Kim et al. cette théorie utilise seulement deux fonctions inconnues afin d'obtenir deux

équations gouvernantes pour les plaques orthotropes [HASSEN AIT ATMANE et al. 2013].
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développée pour des plaques composites stratifiées, puis elle a été utilisée par certains
chercheurs pour étudier la vibration libre des plaques a gradient de propriété rectangulaires
(Cheng 2000, Ferreira 2006, Baftani 2011) [P. MALEKZADEH et M. SHOJAEE 2012].

Matsunaga (2008) a effectué une analyse de la vibration et la stabilité des plaques a
gradient de propriété obliques a l'aide de la théorie de déformation d'ordre supérieur a deux
dimensions libre. Xiang et al. (2011) et Xiang et Kang (2013) ont proposé une théorie des
déformations de cisaillement a n-ordre dans laquelle la théorie de Reddy peut étre considéré
comme un cas particulier. Afin de réduire le nombre de variables inconnues, Benachour et al.
(2011) et MECHAB et al. (2013) ont étendu la théorie du troisieme ordre des déformations de
cisaillement a deux variables de Shimpi (2002) pour développer une théories de troisiecme
ordre a quatre variables pour la vibration libre des plaques FGM [P. MALEKZADEH et M.
SHOJAEE 2012]. Thai et Kim (2010, 2011) et Hadji et al. (2011) ont adapté la RPT, avec
succes, au flambement des plaques orthotropes, et a la vibration libre des plaques stratifiées et
sandwiches respectivement [R. BACHIR BOUIADJRA 2015]. Récemment, Tahar Hassaine
Daouadji et Abdeouahed Tounsi ont présenté une nouvelle fonction hyperbolique a quatre
inconnues [TAHAR HASSAINE DAOUADIJI et al. 2012, TAHAR HASSAINE DAOUADIJI
et al. 2013].

11.4.2.2. les différents modeles de fonction de cisaillement transverse :

Parmi les théories les plus communément utilisées par la communauté scientifique, celle
du Reddy ou le champ de cisaillement est cubique, sur un tel modele la distribution des
contraintes de cisaillement dans 1’épaisseur est parabolique, ainsi les conditions sur les
surfaces libres sont satisfaite, la fonction de cisaillement dite (Three Shear Déformation
Theory —TSDT) s’écrit dans un tel modele comme suit [ALIREZA DANESHMEHR et al.
2013, SLIMANE MERDACT et al. 2010, J. N. REDDY 2000]:

f(2)= z[l—%zzzj

Une autre théorie plus précise que la précédente a été proposée par Touratier, ou le champ

de cisaillement n’est pas polynomial mais sinusoidale, la fonction de cisaillement dite (Sinus

Shear Déformation Theory —SSDT) s’écrit dans un tel modele comme suit :

_hg(®
f(z)—ﬂsm[hj
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Karma et al. ont proposé une autre approche du champ de cisaillement, une approche
exponentielle, la fonction de cisaillement dite (Exponential Shear Déformation Plate Theory —

ESDPT) s’écrit dans un tel modele comme suit :

f(z)=ze " 1I-11

Soldatos et al. ont proposé une approche hyperbolique du champ de cisaillement, la
fonction de cisaillement dite (Hyperbolic Shear Déformation Plate Theory —HSDPT) s’écrit

dans un tel modele comme suit :
. Z 1 II-12
f(z) = hsinh Wl zcosh LY

Mantari et al. ont proposé une autre approche sinusoidale du champ de cisaillement, la
fonction de cisaillement dite (New Sinus Shear Déformation Plate Theory -NSSDPT) s’écrit

dans un tel modele comme suit :

Z
. ﬂZ mcos T ﬂZ
f)= sm[zje (’ ) +m(7j 1-13
On cite aussi les théories d’ordre €levé de:
- Ambartsumian (1958):
z(h*  Z? 1I-14
)=—|——
/) 2( 4 3 ]

- Parabolique de Levinson (1980):

f(z)= z{l—g(ﬂ ] 1-15

- Parabolique de Reissner (1975):

_saf,_4(zY 116
f(»)= 1 (1 3(}1) ]

- Exponentielle de Aydogdu (2009):

3]

f(Z) =z Ina

Avec: a>0 I-17

- J. L. Mantari:

f(z)=sin(%j 1118

33



Chapitre II - Les théories régissant le comportement des plaques en matériaux a gradient de propriétés

- N. Grover et al.:

f2)= sinh‘l(r—;j Avec r=3
- Ait Atmane H et Tounsi A [AIT ATMANE H et al. 2011]:

cosh(;[j (h/ﬁ)sinh(;:zj

[cosh(ﬁ/ 2)- 1] ° [cosh(Jz/ 2)- 1]

f()=

- El Meiche et al.:

(h/n)sinh(;’ zj—l
[cosh(f[/ 2)- 1]
- Tahar Hassaine Daouadji et Abdeouahed Tounsi [TAHAR HASSAINE DAOUADIJI
et al. 2012, TAHAR HASSAINE DAOUADIJI et al. 2013]:

=143 eer? L] 37 2
f(Z)—Z|:1+ 5 sech (ZH 5 htanh(hj

Avec le fonction sec=1/cos

- Hebali et al. (2014):

f()=

(h/;z)sinh(;:zj— z

[cosh(7z'/2)—1]

f()=

I1.5.Les fondations élastiques :
I1.5.1.Introduction :

Les fondations superficielles sont des éléments structuraux permettant la transmission des
charges de la superstructure au sol, de trés nombreux travaux leurs ont été consacrés depuis
pres d’un siecle pour établir, valider et améliorer leurs méthodes de calcul. La performance
d'une fondation superficielle au cours de sa durée de vie dépend a la fois de l'action de la
superstructure et de la réponse du sol. L'interdépendance du comportement mécanique des

deux est appelée interaction sol-structure [EMILE YOUSSEF 1994, EMAD JAHANGIR
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2011, MOHAMED EL-HEBIB GUELLIL 2010, AD. C. PRONK et MARION E. VAN DEN
BOL 1998].

La charge exercée par la superstructure engendre des déformations et une redistribution
des contraintes dans le sol sous et au voisinage de la fondation. Cette redistribution des
contraintes dépend de la rigidité de la fondation, des propriétés de I’interface et de la nature
du sol.

La connaissance de 1’état de contrainte au contact sol-fondation est nécessaire pour un
dimensionnement adéquat qui prend en compte le seuil de capacité portante du sol. Dans ce
qui suit, les différents cas de figures de redistribution des contraintes sous la fondation seront
exposés [EMAD JAHANGIR 2011].

I1.5.1.1.Fondation superficielle souple :

Quand une fondation souple est soumise a un chargement uniforme et prenant appuis sur
un sol, la réaction du ce dernier sur la fondation est par conséquence uniforme. La Figure
I1.04 montre une fondation souple sur les sols fins et granulaires. La différence du profil de
tassement est due au manque de cohésion pour le cas des sols sableux.

11 est a noter que la fondation souple se déplace et se déforme avec le terrain sans modifier

I’état de contrainte dans le sol.

q/unité de surface g/unité de surface

Midigar TR 312~ Sable . 7
& S A

élastique T ™~ —— - ) 1 L
= Profile du tassement ; # Profile du tassement

¥
Pressiondecontact=q

@ ®) Pressionde contact=g
Figure 11.04 : Fondation flexible a- Matériaux élastique fins b-Matériaux granulaires
[EMAD JAHANGIR 2011]

A- Cas d’une fondation superficielle rigide
Quand une fondation rigide est soumise a un chargement uniforme et prenant appuis
sur un sol, la réaction du ce dernier sur la fondation est par conséquence non-uniforme. En
général, la fondation rigide ramene la contrainte vers les extrémités et la réaction est donc
maximale aux extrémités.
Pour un matériau granulaire, la réaction est concentrée au milieu de la fondation a cause
du manque de cohésion et par conséquent le confinement aux extrémités.

On notera que la fondation rigide résiste aux déformations du terrain et modifie 1’état de

contrainte de contact.
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g/unité de surface g/unité de surface

Miliet : i ; At e o AR
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élastique T & T A L \ ? i A
\

Profile du tassement ' Profile du tassement

> ‘ ‘ M
‘ Pressiondecontact=gq ‘ \
| | Pressiondecontact=g

¢

(a) (®)
Figure I1.05: Fondation rigide a- Matériaux élastique fins b-Matériaux granulaires
[EMAD JAHANGIR 2011]

En réalité, le comportement d’une fondation est entre les deux cas théorique. La différence
de raideur entre le sol et la fondation fait intervenir des phénomenes d’interaction sol-
structure. La pression du contact sera donc proportionnelle a la rigidité relative de la
fondation et du terrain.

Depuis le 19°™ siécle, une importance particuliere a été accordée 2 la modélisation
physique du milieu sol, plusieurs modeles ont été proposés, afin de représenter 1’effet de

l'interaction sol-structure sous chargement statique. On citera ici les modeles proposés.

I1.5.2. Modele de Winkler :
La modélisation des propriétés physique du sol a été proposée pour la premicre fois par
Winkler en 1867, connue pour étre la plus simple, elle suppose le milieu sol comme une série
de ressorts de raideur constante K, infiniment rapprochés, indépendants les uns des autres,

linéaires et élastiques. Autrement dit, la réaction du sol ¢ a n’importe quelle coordonnées

(x, y) est proportionnelle au tassement w a la méme coordonnée (X, y) et indépendante de tous
autres tassements, par conséquence, tous tassements se trouvant en dehors de la surface de
chargement sont supposés nuls.
Donc, on peut écrire:

q(x,y) =K, w(x,y)

Ou : K, est le coefficient de la réaction de sol ou le module de sol
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Figure I1.06: Déplacement du sol d’apres le modele de Winkler
a- Charge quelconque b- Charge concentrée c- Fondation rigide d- Fondation flexible
[EMILE YOUSSEF 1994]
I1.5.3. Modéle du continuum élastique :

Contrairement au modele de Winkler, dans le présent modele le tassement s’étend aux
zones adjacentes a la surface de chargement, le sol est modélis€ comme un milieu continu,
semi-infini, isotrope et élastique, caractérisé par deux parametres, le module d’élasticité E et
le coefficient de Poisson vs.

Les premiers travaux sont attribués a Joseph Boussinesq, qui en 1885 a étudié le probleme
d'un milieu semi-infini, homogene, isotrope, linéaire et élastique, soumis a une charge
verticale concentrée P.

En général, 'application de la théorie du continuum élastique pour résoudre le probleme
de l'interaction sol-fondation est mathématique extrémement complexe, cela a limité son
adaptation dans la pratique de plus il a été constaté que les tassements réels du sol hors la
zone de chargement s’attenus avant ceux calculés. Cependant, Certaines solutions ont été
proposées telles celles de Gorbunov-Pasadov en 1941-1949, Galin en 1961, Lur'e en1964,
Harr en1966, Popov en 1971, .. .etc.
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Figure I1.07: Tassement du sol di a une charge concentrée pour le modele de continuum
élastique [EMILE YOUSSEF 1994]
I1.5.4. Modéeles bi-paramétriques:

Ce nouveau modele est la conséquence d’une modélisation simple mais grossiere du
milieu sol par Winkler et d’une complexité mathématique handicapante du modele du
continuum élastique, ce troisieme modele est défini par deux constantes élastiques
indépendantes. On distingue deux approches de modeles bi-paramétriques.

La premiere approche reprend le modele de Winkler en éliminant son comportement
discontinu par l'introduction d'une interaction mécanique entre les ressorts. Ces modeles
physiques de comportement du sol ont été proposés par Filonenko-Borodich en 1940- 1945,
Hetenyi en 1946 et Pasternak en 1954 ou l'interaction entre les ressorts est assurée
respectivement par des membranes élastiques, poutres élastiques ou couches élastiques
capables d'avoir des déformations tangentielles.

La seconde approche reprend le modele du continuum élastique en introduisant des
contraintes ou des hypotheses simplificatrices par rapport a la distribution des déplacements et
des contraintes, Ces modeles physiques de comportement du sol ont été proposés par Reissner

enl1958, Vlazov et Leontiev en 1949-1966.

I1.5.5.1. Modele du Filonenko-Borodich :
Le modele proposé par Filonenko-Borodich en 1940-1945 assure la connectivité entre les
ressorts du modele de Winkler en les reliant a une membrane élastique fine sous une tension

constante7,. Cette membrane est attachée aux extrémités supérieures des ressorts.
L'expression de la réaction du sol q reliée au tassement w est exprimée comme suit :

q(x,y) =Ky w(x,y)=T,.V*w(x,)
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Avec :
2 2
vie9d 9 11-26
ox* dy
Dans le cas d’un probleme en une dimension, on peut écrire [EMAD JAHANGIR 2011]:
2
q(x) =K, wx)-T,. d dng) 11-27
X

Les deux constantes élastiques du modele sont le coefficient de réaction K, et la tension7, .

La figure suivante montre des exemples de profils du tassement dans le cas d'une charge

concentrée et d'une charge uniformément répartie sur fondation rigide et fondation flexible.

¥4

Figure I1.08: Mode¢le de Filonenko-Borodich [EMILE YOUSSEF 1994]

I1.5.5.2. Modele d'Hetenyi :
Dans le modele proposé par Hetenyi en 1946, la connectivité entre les ressorts
indépendants du modele de Winkler se fait dans le cas tridimensionnel par l'intermédiaire
d'une plaque élastique et dans le cas bidimensionnel par une poutre élastique.

Les deux constantes élastiques du modele sont le coefficient de réaction K et la rigidité a

la flexion D de la plaque. L'expression de la réaction du solg reliée au tassementw est

exprimée comme suit:

q(x,y)=K, w(x,y)— DV*w(x,y) I1-28
Avec:
3 4 4
— Ephﬁ 4 :8_+8_ 11-29
12(1— VZ) ox* oy
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Dans le cas d’un probleme a deux dimensions, on peut écrire [EMAD JAHANGIR 2011]:

3
Ephp d4w(x, y)
12 . dx4 II'3O

q(x,y)=K, w(x,y)—

Avec :
E, Module d'¢lasticité de la plaque ou de la poutre.

h, Hauteur de la plaque ou de la poutre.

v, Coefficient de Poisson du matériau constituant la plaque ou la poutre.

G 1

ouplaque avec

Figure I1.09: Mode¢le de d'Hetenyi [MOHAMED EL-HEBIB GUELLIL 2010]

I1.5.5.3. Modéle de Pasternak :

Tous les modeles proposés ci-dessus stipulés 1’inexistence d’une résistance au cisaillement
du sol, comme ci le milieu sol est simulé a un liquide, or, il admit que le sol présente une
résistance au cisaillement.

Le modele proposé par Pasternak en 1954, suppose en plus d’une rigidité, 1'existence
d'une interaction de cisaillement entre les ressorts. Cela est possible en reliant les ressorts a
une couche d'éléments verticaux incompressibles qui peuvent subir uniquement des

déformations tangentielles.

i }Fh_ﬂ‘*“_ couche de
QUiy cissilloment X
SN (Y

fﬁwg%ﬁ ;% ’::‘w f;;m

o T o [ -

e

FrEL ISP LSS P

Ty

Figure I1.10: Mode¢le de Pasternak [EMILE YOUSSEF 1994]

En supposant que la couche de cisaillement est isotrope dans le plan (x, y) avec un module
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de cisaillement G, = Gy = K . [EMAD JAHANGIR 2011], on peut écrire:

ow _ ow

sz:Kg'yxz:Kg‘g V2 ¢

L’effort tranchant total par unité de longueur de la couche de cisaillement est :

1 aw 1 aW
TX—J'OTXZ.dZ—Kg.g Ty_LT)’Z'dZ_Kg'g
Pour I’équilibre des forces dans la direction de z :
or, dT,
~+—+g—-K w=0
ox dy 77

En intégrant on aura I’expression de la réaction du sol g reliée au tassement w comme suit:
q(x%y) =K, wmx,y) =K, V'wx,y)

Les deux constantes €élastiques du modele de Pasternak sont le coefficient de réaction K
et le module de cisaillement K, .

On remarque, qu’il suffit juste de substituer K, par T, dans I'équation, pour avoir
I'expression proposée par Filonenko-Borodich, physiquement cela veut dire que les
tassements ont un profil identique pour les deux modeles. D’autre part, lorsque les trois
constantes7,, D et K . s'annulent, les équations I1.25, I1.28 et 11.34 se réduisent a celle de
Winkler.

I1.5.5.4. Modele de Kerr :

Proposé en 1964, Kerr a introduit une couche de cisaillement au modele de Winkler et a
supposé que les constantes de ressort au-dessus et au-dessous de cette couche sont différentes.
La Fig. II.11 montre la représentation physique de ce modele mécanique. L'équation de ce

modele peut étre exprimée comme suit :

a +%)p = kg,Vz.P +k,w(x,y) — GV w(x, y)

1 1

Ou : k, laconstante de ressort de la premiere couche

k, la constante de ressort de la deuxieme couche

w la déflection de la premiere couche
G le module de cisaillement de la couche introduite.

P 1la charge appliquée
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Figure I1.11: Modele de kerr [MOHAMED EL-HEBIB GUELLIL 2010]

I1.5.5.5. Modéle de Reissner :

En partant du modele du continuum élastique, Reissner en 1958 a proposé un autre
modele bi-paramétrique, ou il a introduit des hypotheses supplémentaires sur les
déplacements et les contraintes, afin de simplifier la résolution des équations de base d'un
milieu continu isotrope élastique et linéaire.

Les contraintes normales et tangentielles appliquées sur les faces d'un élément du sol sont
supposées négligeables, la couche du sol d'épaisseur H, repose sur un substratum rigide, les

déplacements u, v et w, respectivement dans les directions X, y et z, sont définis de la facon

suivante:

_ s 11-36
c,=0,=7,=0
u=v=w=0 au substratum rigide (z=H) 11-37
u=v=0 a la surface du sol (z=0)

L'expression de la réaction du sol g reliée au tassement w est donnée comme suit:
2 C, w2
cw—c,Vw=g-——=-Vig 11-38
G
Ot c; et ¢y sont les deux constantes du modele définies par :
E _HG,

cl = HY CZ = 3 II'39

Avec :

E, module d"Young du sol
G, module de cisaillement du sol

H épaisseur de la couche de sol
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I1.6.Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons passé en revue 1I’évolution de la théorie des plaques, puis
nous avons exposé les trois principales théories, la théorie classique des plaques, la théorie de
déformation en cisaillement du premier ordre et celle d’ordre élevé, dont le degré de
précision, le domaine de validité et la complexité les distinguent. Faisant partie d’une des cas
de figures étudiées on s’est intéressé a I’interaction sol-fondation.

Cette recherche bibliographique est un apercu de I’état actuel des connaissances et un
fondement indispensable pour les cheminements mathématiques développés dans les

chapitres suivants.
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Chapitre III - Etude analytique de la flexion et de la vibration libre des plaques en matériaux a gradient
de propriétés en utilisant la théorie raffinée d’ordre élevé

II1.1. Introduction :

Les matériaux a gradient de propriété ont été principalement développés en tant que
matériaux résistant a la chaleur, utilisés en génie aérospatial [LIU D.Y.et al 2010].
Actuellement, ils sont développés pour une utilisation plus générale en tant que composants
structurels dans des environnements a haute température, et par conséquent, de nombreuses
études sur les vibrations des plaques ont été élaborées [PRAVEEN GN. et REDDY JN.1998,
YANG J. et SHEN H-S. 2002 et 2010 et VEL S.S. et BATRA R.C.2004].

Lin et Tseng (1998) analysés la vibration libre d’une plaque polaire, orthotrope, circulaire
et annulaire en utilisant la théorie en cisaillement du premier ordre avec des éléments a huit
nceuds. Liew et Yang (2000) et Hosseini Hashemi et al. (2008) employés la méthode de Ritz a
trois dimensions pour I’analyse des vibrations libres des plaques épaisses et annulaires avec
différentes conditions aux bords. Sundararajan et al. (2005) ont étudié les vibrations libres
non linéaires des plaques obliques et rectangulaires a gradient de propriété dans des
environnements thermiques. Lee et al. (1998) analysés la vibration libre et la réponse
dynamique transitoire d'une plaque rotative, annulaire et multicouche par la méthode des
éléments finis, les équations gouvernantes le mouvement sont dérivées en utilisant la théorie
du zigzag avec un champ de déformation en cisaillement d’ordre élevé et un déplacement
linéaire local. Li et al. (2009) ont analysé la vibration libre des plaques rectangulaires a
gradient de propriété dans un environnement thermique, en se basant sur la théorie d’élasticité
a trois dimensions, les deux conditions aux limites simplement appuyées et encastrées sont
considérées, les résultats sont obtenus pour les différentes distributions de température. Huang
et Shen (2004) ont étudié les vibrations non linéaires et la réponse dynamique des plaques a
gradient de propriété dans des environnements thermiques, les formulations sont basées sur la
théorie de la déformation en cisaillement d'ordre élevé (HSDT) et 1I’équation générale de type
Von Karman, ce qui prend en compte les effets thermiques.

Allahverdizadeh et al. (2008) ont développé une approche semi-analytique pour la
détermination des vibrations libres et forcées, non linéaires, des plaques minces a gradient de
propriété, de forme circulaires et axisymétriques, la formulation est basée sur la théorie
classique des plaques (CPT), la cinématique et la non-linéarité géométrique sont incorporées
dans le principe de Von-Karman. Woo et al. (2006) ont fournit une solution analytique pour la
vibration libre non-linéaire des plaques a gradient de propriété, les équations gouvernantes

pour des plaques minces a gradient de propriété sont obtenues en utilisant la théorie de Von-
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Karman pour une grande déflexion transversale, et I’analyse en séries de Fourier est utilisée
pour obtenir la solution.

Shufrin et Eisenberger (2005) ont utilisé la méthode Kantorovich pour 1’analyse de la
stabilité et la vibration des plaques, sur la base des théories du premier et d'ordre élevé de
cisaillement, ils ont obtenu les équations de vibrations et de stabilité pour une plaque isotrope
et ont proposé aussi une méthode pour obtenir les fréquences et la charge critique de
flambement, en comparant les résultats des théories, ils ont conclus que la théorie du premier
ordre fournis des résultats assez proche que ceux de la théorie d’ordre élevé. Sur la base de la
théorie des plaques du troisiecme ordre de Reddy, des solutions exactes et plus explicites ont
été représentées par Hosseini-Hashemi et al. (2011a) pour Il'analyse des vibrations
transversales des plaques épaisses, rectangulaires, ayant deux bords simplement appuyés.
Amini et al. (2009) ont étudié la vibration libre des plaques a gradient de propriété sur des
fondations élastiques en utilisant les trois théories de 1'élasticité linéaire. Ait Atmane Hassan
et al. (2010) ont également analysé la vibration libre des plaques a gradient de propriété, sur
appuis simples et reposant sur une fondation élastique de type Winkler-Pasternak, en utilisant
une nouvelle théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé. En utilisant une nouvelle
théorie raffinée des plaques a quatre variables, Hadji et al. (2011) ont étudié la vibration libre
des plaques sandwich a gradient de propriété et de forme rectangulaire, la théorie présentée
est variationelle et fortement similaire a la théorie classique des plaques dans de nombreux
aspects, elle ne nécessite pas un facteur de correction de cisaillement, et donne lieu a la
variation transversale de la contrainte de cisaillement, de telle sorte que les contraintes de
cisaillement transversales variées de maniere parabolique a travers 1'épaisseur et satisfaient les
conditions de la surface libre de la contrainte de cisaillement. Benachour et al. (2011) ont
développé un modele pour I'analyse des vibrations libres des plaques en matériaux a gradient
arbitraire de propriété, en utilisant la formule de Navier, les fréquences fondamentales sont
obtenues en résolvant le probleme des valeurs propres. El Metiche et al. (2011) ont développé
une théorie hyperbolique raffinée des plaques sandwich a gradient de propriété pour le calcul
du flambement et des vibrations. Zaidi et al. (2014) ont étudié la réponse en flexion des
plaques en gradient de propriété reposant sur fondation élastique et soumises a un chargement
hygro-thermomécanique. Tounsi et al. (2013) ont présenté une théorie trigonométrique
raffinée de plaque sandwich en gradient de propriété pour la flexion thermo-élastique. Les
mémes théories ont été utilisées pour étudier le comportement mécanique des plaques en

gradient de propriété [BOUDERBA B. et al. 2012, BACHIR BOUIADJRA M.et al. 2012,

45



Chapitre III - Etude analytique de la flexion et de la vibration libre des plaques en matériaux a gradient
de propriétés en utilisant la théorie raffinée d’ordre élevé

KETTAF F.Z.et al. 2013, KHALFI Y.et al. 2014, ATTIA A.et al. 2014, BOUDERBA B. et
al. 2013, AIT AMAR MEZIANE et al. 2014, DRAICHE K. et al. 2014, NEDRI K.et al. 2014,
SADOUNE M. et al.2014].

Du fait que, les propriétés des matériaux a gradient de propriété constituant la plaque
variées a travers la direction de 1'épaisseur, il est évidant que la surface neutre de cette plaque
ne peut coincider avec sa surface médiane. Par conséquent, les déformations en étirement et
en flexion de la plaque sont couplées. Dans Certaines publications [MORIMOTO T.et
al.2006, ABRATE S 2008, ZHANG D.G. et ZHOU Y.H. 2008, SAIDI A.R. et
JOMEHZADEH E.2009, YAHOOBI H. et FERAIDOON A. 2010, BACHIR BOUIADJRA
M.et al. 2012, ELTAHER M.A.et al. 2014] les chercheurs ont démontré qu'il n'y a pas de
couplage d'étirement-flexion dans les équations constitutives si la surface de référence est

choisie de maniere appropriée.

I11.2. formulation du probleme :

Considérant une plaque en FGM de forme rectangulaire avec une épaisseur h, une
longueur a et une largeur b, constituée d’un mélange de deux matériaux soit un métal et la
céramique. Les x et y sont les coordonnées planes et z est la coordonnée selon I’épaisseur. La
face supérieure est constituée uniquement de la céramique et la surface inférieure est
constituée uniquement du métal. Pour de telles plaques il est évident que la surface neutre ne
coincide pas avec la surface géométrique. Pour des fins pratiques, les forces de compression
sont supposées agir sur la surface médiane et non sur la surface neutre, alors que les
contraintes dans le plan agissent le long de la surface neutre. La non-coincidence entre la
ligne d’action des contraintes et celles des forces de compression engendre le couple

schématisé comme suit:

Surface en Céramique pure

Surface en Métal pure

Figure IIL.01 : les positions des surfaces médiane et neutre dans une plaque en FGM
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Ici, deux surfaces de référence différentes sont considérées pour la mesure de z,

notamment, z, etz, mesurées par rapport a la surface médiane et par rapport a la surface

ns

neutre, respectivement.

L’expression de la fraction du volume de la céramique V_est basée sur les coordonnées

2, €L 2, , soit:

z 1Y (z.+C 1Y
Ve=|"2+—| =| *—+— -
c (h 2) ( P 2) 1-01

Ou p est I’indice de loi de puissance qui prend une valeur supérieure ou égale a zéro et C
est la distance entre la surface médiane et la surface neutre.

Les propriétés du matériau non homogene de la plaque en FGM peuvent étre obtenues par
le biais de la regle de mélange de Voigt [SURESH, S. et MORTENSEN 1998]. En utilisant
I’équation III-01, toutes les propriétés de la plaque peuvent €tre écrites tel que proposé par
Mori-Tanaka [HUU T. T et al. 2013], comme :

Vv

PO b e = BT e 2, 1)1 - 3) 1102

Ou Py et Pc correspondent aux propriétés du métal et de la céramique, respectivement. Dans
ce travail, le module d’¢lasticité E et la densité du matériau p sont supposés définit par
I’équation II1-02, tandis que le coefficient de poisson v est supposé constant sur I’épaisseur de
la plaque.

La position de la surface neutre dans une plaque en matériau a gradient de propriété est
celle qui satisfait I’annulation du moment statique, pour un tel module d’élasticité, la formule
est donnée comme suit [ZHANG D.G. et ZHOU Y.H. 2008, BACHIR BOUIADJRA M.et al.
2012] :

hl2
[E(z,)(z,, ~C)dz,, =0 111-03

—h/2
Ainsi, la position de la surface neutre par rapport a la surface médiane peut €tre obtenue

comme suit :
hl2
fE (2305 ) 205 A2
_ —h/2
C= hi2

I E(z, )dz,,

—h/2

I11-04
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I11.3. Le modéle théorique :

Contrairement a la théorie de la déformation de cisaillement conventionnelle, la théorie
présentée est variationnelle. Elle n'a que quatre inconnues et quatre équations gouvernantes,
mais elle satisfait les conditions aux limites, soit 1’annulation des contraintes sur les surfaces

supérieure et inférieure de la plaque, et cela sans la nécessité d’un facteur de correction de

cisaillement.
z ns
h b
|y
g ] >V
a /{{,.-'“H:_________________________ _/_/_‘{_
// ,// ? g /
Plague FGM g 757, g _
s // Surface neutre ————-
e ] Surface médiane -
X

Figure II1.02: Systeme de coordonnées et géométrie d’une plaque en
gradient de propriété

IIL1.3.1. Les hypotheses de bases :
Les hypotheses de la présente théorie sont les suivantes :
(1) L’origine des coordonnées cartésiennes du systeme coincide avec la surface neutre
de la plaque FGM.
(ii) Les déplacements sont petits par rapport a I’épaisseur de la plaque et leurs
déformations sont infinitésimales.

(iii)) Le déplacement transversal w comprend deux composantes, celle du moment
fléchissant w, et celle de cisaillement w_, ces composantes sont indépendantes de z.
w(X, y,2,,) = w, (X, y) + w,(x, y)
(iv)  La contrainte normale au plan O est négligeable en-la comparanta o eto, .

(v) Le déplacement u dans la direction x etvdans la direction y sont dus a 1’extension,
le moment et la composante de cisaillement.

U=u,+tu,+u, V=y,tV, +V,
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Les composantes de flexionu, et v, sont supposées identiques a celles données par la

théorie classique des plaques. Les expressions de u, et v, sont données comme suit :

ow, ow, 111-07
Uy =—Z,—=—, V===
b ns ax b ay

Les composantes de cisaillement u et v, engendrées conjointement avec w,, la variation
parabolique des déformations de cisaillementy ety dues aux contraintes de cisaillement
7. etr _dans I'épaisseur de la plaque, ces dernieres sont nulles sur la face supérieure et

XZ

inférieure. Par conséquence, les expressions de u et v peuvent étre données par :

ow ow
u, =—f(z,,))—=—, v,=—f(z,)—=" I11-08
ox dy
Ou f(z,,)est une fonction parabolique qui s’écrit comme suit :
. (7
(h/ﬂ')smh( (e + c)j_ (c. +C)
£z = h 11109
" [cosh(z/2)-1]
I11.3.2. Cinématique
En se basant sur les hypotheses précédentes, le champ de déplacement peut étre obtenu en
utilisant les équations III-05 a I1I-09 comme :
d 0
U (6,3, 2,0 1) = g (2, 711) = 2,0 22— £z, ) B
ox ox
9 9 11-10
v(x’y’ZnS’t):v()('x’y’t)_Zm Wh _f(znv)&
dy dy
W(X,y,Zm,t)z Wh(x’y’t)'i- Wx(x’ y’t)
Les relations cinématique peuvent étre obtenues comme suit :
e & k; L1y :
K 'z 7/2 -
€y = 83 + 2, kf +f(Zm) ky R {}/} }:g(zm){}; } II-11
0 b s pod Xz
7,(}' 7/Xy kxy kxy
Ou
auo _ azwb _ a2ws
el | oo | [k 0| [k o’ w,
80 — % kb —J _ a Wh ks — _ a ws 7/;2 — ay
0 U o' '] |l |ow 1II-12a
Ve % +% xy 5 azwb xy s azws ox
dy  ox 0xdy 0xdy
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et

8(z,) =1 Y ) II-12b
ns dZ

ns

II1.3.3. Les relations constitutives

Les relations constitutives linéaires sont:

v 0 0 0
O 1 0 0 €
e I I |
T, |= v 1-v) Y III-13
7. 00 0 == 0 Yy
& 00 0 o U _2‘/) Ve

T

yz?

Ou (o, 0,7,

- Tyx) et (&, Es Vir Ve 7/”) sont les contraintes et les déformations

respectivement.
I11.3.4. Equations de mouvement
Le principe d’Hamilton ou le principe de la conservation de I’énergie est utilisé pour dériver

les équations de mouvement. Le principe peut étre formulé analytiquement comme suit :
T
0=[(8U + 8V - &K)dt MI-14
0

Ou O0U est la variation de I’énergie de déformation, J K est la variation de 1’énergie de

cinétique et OV représente les travaux extérieurs.

I11.3.4.1. Energie de déformation

La variation de I’énergie de déformation de la plaque est comme suit :

5U - J.AJ. (O-X 58" + O-y 58}’ + Tx}‘ 5%0‘ + sz 57/Xz + Tyz 57/}'1 )dA dzns III-15

Remplacant les équations III-11 et III-13 dans I’équation III-15 et intégrant sur toute

I’épaisseur de la plaque, I’équation III-15 peut étre réécrite comme suit:

2 2 2 2
N du, _Mfa 5v2vb _M;,B 5v2vs N, o, _Mfa 5v2vb _M;B 5v21{Y +ny(8&4o +85v0
ox Toox ox dy dy dy ady ox III-16
ou-| R 220w, . dw, . o “
H-2m? L_2M, L+ L+ :
" dxdy " Oxdy ©oox * ady
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Les résultantes des contraintes N, M et S sont définis par :

NX’ N.V’ ny hl2-C 1
Ml oMl M= [ (o070 2, (dz,. 11I-17a
M;, M;, M;| ¢ f(z,)
hl2-C
(s2.8:.)= I( 7,)8(2,)dz,,. II-17b
—h/2-C

Utilisant 1’équation III-13 dans 1’équation III-17, les contraintes résultantes dans la plaque en

gradient de propriété peuvent étre reliées aux déformations totales par:

N) [A o B]e
M’t=|0 D D' Rk’ S=A"Y, I1-18
M| |B D HK
Ou
N={N.N,N_}, Mb:{Mf,M;’,Mfy}t, M ={m: MM, 1I1-19a
e={el. el ). K=k} k=K II1-19b
All AlZ 0 Dll D12 0
A=|A, A, 0| D=|D, D, 0 III-19¢
0 0 A 0 0 D,
Blsl BISZ O D;l DISZ O Hlsl HISZ O
B'=/B, B, 0|, D'=D, D, 0| H=|H, H,, 0 1I-19d
0 0 B, 0 0 D 0 0 H,
1 13 s AS O
s={si.sof. =l A= I1I-19e
: 0 A
o

A.,D. BS DS et H sont les rigidités de la plaque définis comme suit:

i

A, D, B, D, H) Il‘c 1
A, D, B, D) H);= j 04 (L2%, F (200 20 ) £ (2,0) e dz,. 111-20a
A66 D66 Bgs DgG H gé 7_C T
Avec : 0, = L) T11-20b
2(1+v)
et (Azz’ Dy, By, Dy, ng): (Au’ D,. B, Dy, Hlsl) I11-20c
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LS

s _a - [ EG
Ay =Ass = J.

) )
! 20 [s(z,0)[ dz,,

ns
+v)

1I1.3.4.2. Travail des forces extérieures :

Le travail des forces extérieures est exprimé comme suit :

oV :J.qé'(wb +w, A
A

Avec : g charge transversale.

I11.3.4.3. Energie cinétique:

La variation de I’énergie cinétique est exprimée comme suit :

SK =[(aSi+v8i+wsw)plz,)dAd z,
|4

Sty +v, 20
dy

v, S W,

adw, JIw,
=z +
ox ox

Io[uoauo + 9,0V, + O, +10,)S (i, + 0, )} —I{uo

98w, S W

SK = 9,

+

+

o —y

Sty +v,—= +aw" é‘v’o}+12[aw” 9o, +

=J l’io ‘
ox ox dy dy ox dx

v, IS w,

dy dy

|

I,

dy

v, IS W,

1, S W,
+

ox Ox ox ox ox ox dy dy

K{aws 00w, }+J{awb 00 W, +aws 00 W,

+
dy dy

+
dy

dy

o,

|

Ou le point représente la dérivée par rapport a la variable temps ¢, p(z) est la masse

volumique, et(/,,1,,J,,1,,J,,K,) sont les inerties massiques.

L e
2

(IO’II’JI’IZ’JZ’KZ): J.(I’Zns’f’znsz’zm.f’fz)p(zns)dzns

.
2

Remplagant les expressions de SU , d K et dV des équations III-16, I1I-21 et I1I-22 dans

I’équation III-14 et intégrant par partie, puis collectant les coefficients selon u,, v, ow, et

ow, , les équations de mouvement s’écrivent:

Su,: N, Ny = 1,ii, — 1, ALS —J, AL
ox dy ox ox
Sy, —2 +—2 =i, —Ilm—Jl 9,
ox dy dy dy
’Mb _9’M! I*M’ dii, OV
ow, : x 2 Yyrg=1,00, +w )+ (—L+—2) -1V, —J Vi
b axz axay ayz q ()( b A) l( ax ay ) 2 b 2 K
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ZMs aZMS aZMs s aSs .. .
5wsza = +2—2 4+ 2y+aS”+ ”+q=10(wb+ws)+J1(%+%)—J2V2wb—K2V2ws
ox oxdy  dy ox  dy ox dy

En remplacant les équations III-18 dans les équations III-24, les équations de mouvement

peuvent étre exprimées en termes des déplacements (uo,vo, Wy, ws) comme :

L=y ’u, (1+v) %, 20w, L, 0w - oW oW
A + BV —2-B'V S=J u,—I—2—J a -
(8x2 2 9y’ 2 axay) ox ox R . 1% l-25a
2 2 o .
A( a f (1 V) o \/20 N d+v)d uo) B2 M ow, _pve o ow _7 Vo ! ow, J, oW, ———
y 2 dx 2 oxdy dy ay dy dy
BY? (2404 0y _ DV, — DV +q = 1, (b, +,) + 1, (a"o +aV°)—12V2wb—J2V2wS 11-25¢
ox dy dy
B ou, Ov Ve — BV ) du, v, 2 2.
V( 0 a—o)—DV H'V'w, —AVw +q= I(w,,+w)+J( 0+ 0) J, Vi, — K,V II-25d
y

I11.3.5. La solution de Navier pour une plaque simplement appuyée

Les plaques rectangulaires sont généralement classées en fonction du type de support
utilisé. Nous nous intéressons ici a la solution exacte des équations I1I-25, pour une plaque en
gradient de propriété simplement appuyée. Les fonctions de déplacement suivantes sont

choisies de sorte a satisfaire les conditions aux limites de la plaque et sont définis en série de

Fourier:
1, U, em” cosaxsinfy
Vo i i "sinaxcos By 11126
Wy | e W€ sinaxsin By
Wy W, e sinaxsin By

V.. W,

mn ° mn ? bmn *

. mn nw .
Avec: i=+—-1, a=—, B :7 , w est la fréquence propre, U et W, sont
a

les parametres arbitraires (les inconnus) a déterminer.

La charge q est exprimée en double série de Fourier par :

q(x,y)=>.>"0,,sinaxsin fy I11-27

m=1 n=1

4 pacb . .
Avec: Q, . :EL J;) q(x, y)sin axsin Bydxdy I11-28
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Le coefficient O  est donné pour certains chargements par:

mn

Q.. =49 pour une distribution sinusoidale 11-29-a
= quz pour une distribution uniforme I1-29-b
nmix

Remplacant I’équation III-26 dans I’équation III-25, les valeurs propres peuvent tre obtenues

ainsi comme suit :

Sy S S Sy my, 0 m; my U,. 0
Su Sy Sy Sy . 0 my my my Vo _ 0 IM1-30
Sy Sy Sy Sy my My, My omy || W, O,
Sy Sy Si Su my my  my omy | \W O,
Avec:
1-v 1+v

S, =Ad’ +7Aﬂ2, S, = TAaﬂ , Sy=-Ba(a’ +p%),S, =-B'a(a’ + ),

S =-1_2—V Aa’ + AR, S,y =—Bf(a’ + %), S, =—B B’ + ), Sy, = D(a’ + °)*, I11-31

Su=D(@*+f°), S, =H (@ +[°) +A (@ + /)
my =my, =1, my=-al,, m,=-0J,, my; ==pI,, m24:_:&Il’ M3 :IO+12(a2+ﬂ2)’

my, =1,+J, (> + %), my, =1, +K,(&’ + )

I11.4. Conclusion:

Dans ce chapitre nous avons illustré la procédure a entreprendre pour aboutir a des
résultats prenant en compte la thématique posée, en effet, du fait que le matériau est
hétérogene, la position de la surface neutre ne peut coincider avec la surface médiane, pour
des éléments structuraux cong¢us en matériaux nécessitant un traitement aussi laborieux une
telle simplification est inadmissible.

Pour un premier cas de figures, le développement théorique s’est fait sous chargement
statique et dynamique, avec un gradient défini par la formule de Mori-Tanaka et en utilisant
une théorie raffinée d’ordre €élevé, a quatre inconnues seulement de forme hyperbolique. La

charge est verticale de distribution sinusoidale exprimée en double série de Fourier. En
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partant du principe d’Hamilton le principe de conservation de 1’énergie nous avons déterminé

toutes les réponses de la plaque.
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Chapitre IV - Etude analytique de I’instabilité Thermique des plaques solaires et photovoltaique en

matériaux a gradient de propriétés sur Fondations élastiques

IV.1. Introduction :

Les plaques solaires sont utilisées pour concentrer le rayonnement solaire sur un
absorbeur, positionné au point focal d’une antenne parabolique pour fournir I'énergie solaire,
le collecteur du concentrant solaire est composé de réfracteur pour panneau solaire, un
absorbeur, le cadre et le boitier. La performance des plaques solaires se résume dans leurs
efficacités, leurs précisions et leurs durées de vie. L’alignement optique dépend des
conditions matérielles et d’exploitation. Normalement, les plaques solaires peuvent étre
fabriquées a partir de matériau pur poli ou bien des plaques revétues d’une couverture
spéciale [HOWELL A. et BERENY J.1997]. Cependant, pour certaines applications
spécifiques telles pour les antennes solaires, les tours et les moteurs thermiques d’énergie
solaire, les plaques doivent étre de faible poids et travaillant dans des environnements a haute
température. La grande résistance thermique fourni une rigidité nécessaire pour éviter des
déformations excessives ou imprévues et garantie un meilleur alignement optique. Ces
plaques doivent étre fabriquées en utilisant un matériau spécial, tel les matériaux a gradient de
propriété avec une combinaison d’acier et de la céramique [SHAHRJERDI A.et al.2010,
KHALFI Y.et al.2014, HADIJI L. et al.2014,TOUNSI A.et al.2013¢,BOUDERBA B.et al.
2013, ATTIA A.et al. 2014].

Les plaques reposant sur une fondation élastique trouvent un large champ d’application
dans I’ingénierie industrielle, I’ingénierie civile et les travaux publiques, tel les radiers pour
batiments, les réservoirs de stockage, les piscines, les socles pour générateur électrique, les
pistes d’atterrissage des avions (les plaques Marsden), les dalles de transition des ponts, ...etc.
Pour décrire I’interaction entre plaque et sol, plusieurs modeles ont été proposés, le plus
simple est celui de Winkler ou le sol est défini par un seul parametre [WINKLER E. 1867].
Cependant, ce modele est incapable de représenter la continuité de la déformation du sol or la
zone d’application des charges, en d’autre termes il nié la présence de la cohésion. Et afin de
remédier a cette représentation primitive, beaucoup de modeles a deux parametres ont été
proposés, tel celui de Pasternak [PASTERNAK P.L. 1954] ou la cohésion est introduite en
modélisant le sol par des ressorts interconnectés. Ce dernier est largement utilisé pour décrire
le comportement mécanique d’interaction sol-structure. Benyoucef et al. (2010) ont étudié la
réponse en flexion pour des plaques é€paisses en gradient de propriété reposant sur un sol
élastique de type Pasternak. Ait Atmane et al. (2010) ont présenté une analyse des vibrations
libres des plaques en gradient de propriété, reposant sur un sol décri par deux parametres, en

utilisant une nouvelle théorie d’ordre élevé. Kiani et Eslami (2012) étudiés le flambement
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thermique et la réponse en poste flambement des plaques sandwich a gradient de propriété sur
fondation élastique. Sobhy (2013) étudié le flambement et la vibration libre des plaques
sandwich, avec un gradient exponentiel, reposant sur une fondation élastique sous diverses
conditions aux limites. Zidi et al (2014) étudiés la réponse en flexion sous conditions
hygrothermique d’une plaque en gradient de propriété, reposant sur une fondation élastique.
Ait Amar Meziane et al (2014) étudiés le comportement en flexion et en vibration libre d’une
plaque sandwich, en gradient exponentielle de propriété, sous différentes conditions aux
limites et reposant sur fondation élastique. Zenkour et al (2014) étudiés I’influence de la
température et de I’humidité sur le comportement en flexion, d’'une plaque en gradient de
propriété, sur fondation élastique. Yaghoobi et al (2014) présentés une étude analytique en
post-flambement et en vibration libre non-linéaire, d’une poutre en gradient de propriété, sur
une fondation élastique non-linéaire, sous chargement thermomécanique en utilisant VIM.
Tebboune et al. (2015) ont discuté le comportement en flambement thermique, des plaques en
gradient de propriété, sur une fondation élastique basée sur une simple théorie
trigonométrique de déformation en cisaillement. Bounouara et al. (2016) examinés la
vibration libre des plaques en gradient de propriétés nanométriques, reposant sur une
fondation élastique, en utilisant une théorie de déformation en cisaillement d'ordre zéro.
Salima et al. (2016) étudiés les vibrations libres des plaques rectangulaires, en gradient de
propriété, sur fondation élastique de Winkler-Pasternak, en utilisant une simple théorie en
cisaillement d’ordre élevé.

Dans les structures composites stratifiées, la combinaison permet d’obtenir des propriétés
mécaniques et thermiques désirées [DRAICHE K.et al. 2014, CHATTIBI F.et al. 2015].
Cependant, le changement brusque des propriétés des matériaux au niveau de ou des
interfaces peut entrainer de fortes contraintes menant au délaminage, fissuration, et d'autres
mécanismes d’endommagement. Pour remédier a ce défaut majeur, les matériaux a gradient
de propriété ont été proposés [KOIZUMI M.1997].

Le comportement mécanique des structures en matériaux a gradient de propriété est tres
important dans les domaines de la recherche et de l'industrie. [TALHA M. et SINGH
B.N.2010, BELABED Z. et al. 2014, BENACHOUR A. et al. 2011, PRADHAN K.K. et
CHAKRAVERTY S.2015, AIT YAHIA S.et al. 2015, AREFI M. 2015, BENNAI R.et al.
2015, SALLAI B.et al.2015, TAGRARA S.H et al.2015, EBRAHIMI F. et DASHTI S.2015,
BELKORISSAT I et al. 2015, MAHI A.et al.2015, AIT ATMANE H.et al. 2015, KAR V.R.
et PANDA S.K.2015, LARBI CHAHT F.et al.2015, ZENKOUR A.M. et ABOUELREGAL
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A.E.2015, DARILMAZ K 2015, BENNOUN M.et al. 2016, AIT ATMANE H.et al. 2016].
Bourada et al (2012) ont présenté de nouvelles théories raffinées a quatre variables pour
I’analyse du flambement thermique, des plaques sandwichs en gradient de propriété. Hamidi
et al. (2015) proposés une théorie sinusoidale a cinq variables, avec prise de ’effet de
I’étirement transversal pour I’étude du comportement thermomécanique de plaques sandwichs
en gradient de propriété. Bouchafa et al. (2015) étudiés les contraintes thermiques et la
déflexion des plaques sandwichs en gradient de propriété, en utilisant une nouvelle théorie
raffinée hyperbolique. Akbas (2015) présenté une solution élastique pour une poutre courbée,
faite en gradient de propriété avec différentes sections. Nguyen et al (2015) examinés la
flexion, la vibration et la réponse en flambement des plaques sandwich en gradient de
propriété, en utilisant une théorie d’ordre élevé raffinée.

Les plaques solaires en gradient de propriété sont couramment utilisées dans des
environnements thermiques, ils peuvent flambées sous des charges thermiques et mécaniques.
Alors, 1'étude du flambement de ces plaques est essentielle pour assurer une conception
efficace et fiable. En utilisant une approche analytique, on obtient des expressions pour les
charges de flambement. Shahrjerdi et al. (2010) utilisés une théorie de déformation en
cisaillement du deuxieme ordre pour I’analyse de la distribution des contraintes, dans une
plaque solaire a gradient de propriété. En utilisant aussi la théorie du deuxieme ordre,
Shahrjerdi et al. (2011 ab) analysés la vibration des plaques solaires a gradient de propriété
dépendante de la température. Lanhe (2004) analysé la température critique et la différence de
la température critique pour une plaque rectangulaire a gradient de propriété, modérément
épaisse et simplement appuyée, en se basant sur la théorie du premier ordre dans le sens de
Von Karman. Pour des plaques a gradient de propriété et modérément épaisses, il a été
constaté que le cisaillement transversal a des effets considérables sur la différence de
température critique de flambement. Le flambement thermique des plaques obliques a
gradient de propriété, simplement appuyées a été étudié par la théorie des déformations en
cisaillement du premier ordre par Ganapathi et Prakash (20006), les effets du rapport des
épaisseurs, de la puissance du gradient et de l'angle d'inclinaison sur la différence de la
température critique ont été présentés. Na et Kim (2006) enquétés sur le post-flambement
thermique des plaques a gradient de propriété, en utilisant la méthode des éléments finis a
trois dimensions. Zhao et al. (2009) puis Zhao et Liew (2009) analysés le comportement des
plaques a gradient de propriété en flambement et en post-flambement en invoquant la

méthode sans élément kp-Ritz. Matsunaga (2009) présenté une théorie d’ordre élevé pour le
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N

flambement thermique des plaques a gradient de propriété, en utilisant la méthode de
I'expansion en série de puissances de composantes de déplacement, un ensemble d'équations
fondamentales de plaques rectangulaires a gradient de propriété a été dérivé. La théorie en
déformation de cisaillement trigonométrique a été utilisée par Zenkour et Sobhy (2011) pour
étudier le flambement thermique des plaques a gradient de propriété, reposant sur des
fondations élastique définit par deux parametres. Bouazza et al. (2010) ont étudié le
flambement thermo-élastique des plaques a gradient de propriété en utilisant la théorie du
premier ordre. Les effets de changements de caractéristiques de la plaque, de la composition
de matériau et de la fraction volumique des matériaux le constituant, sur la différence de
température critique des plaques a gradient de propriété, simplement appuyés, sont également
étudiés. Yaghoobi et Torabi (2013) présentés une solution exacte pour un flambement
thermique de plaques a gradient de propriété reposant sur fondation élastique avec
changement des conditions aux limites. Akil et al (2014) étudiés la réponse en post-
flambement pour une poutre sandwich en gradient de propriété a 1'aide d'une théorie cohérente
d'ordre élevée. Bakora et al. (2015) examinés le comportement thermomécanique en post-
flambement de plaques a gradient de propriété, reposant sur une fondation €lastique de type
Pasternak. Hadji et al (2015) présentés une théorie raffinée d’ordre n a quatre variables pour
I’analyse du flambement thermique des plaques a gradient de propriété.

Du fait que les propriétés des matériaux des plaques a gradient de propriété variées a
travers la direction de 1'épaisseur, il est évidant que la surface neutre de cette plaque ne peut
coincider avec la surface médiane. Par conséquent, les déformations en étirement et en flexion
de la plaque sont couplées. Dans Certaines publications [MORIMOTO T.et al.2006,
ABRATE S 2008, ZHANG D.G. et ZHOU Y.H. 2008, SAIDI A.R. et JOMEHZADEH
E.2009, OULD LARBI L.et al. 2013, BOUSAHLA A.et al. 2014, FEKRAR A.et al. 2014,
BOURADA Me.et al. 2015] les chercheurs ont démontré qu'il n'y a pas de couplage
d'étirement-flexion dans les équations constitutives si le plan de référence est choisi de fagcon
appropriée.

IV.2. Formulation du probleme :

IV.2.1. Formulation du probleme Plan neutre :

Dans cette étude, la plaque en gradient de propriété est composée d’un mélange du métal et
de la céramique et les propriétés sont supposées varier selon 1’épaisseur de la plaque. Du fait
de ’asymétrie des propriétés des matériaux par rapport a la surface médiane, les équations

de traction et ou de compression sont couplées au moment fléchissant. Mais, si on considere
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la surface neutre comme origine les propriétés des matériaux de la plaque deviennent
symétriques, pour définir la position exacte de la surface neutre, deux surfaces sont a
considérer pour mesurer z, on les nomes, zy, et z,s qui sont la mesure par rapport a la surface

médiane et par rapport a la surface neutre respectivement.

Surface en Céramique pure

Surface en Métal pure

Figure IV.01: les positions des surfaces médiane et neutre dans une plaque en FGM

La fraction de volume de la céramique V. est exprimée en se basant sur les coordonnées z,, et

Z,, comme :

p P

Ou p est I’indice de loi de puissance qui prend une valeur supérieure ou égale a 0, et C est la
distance entre la surface neutre et la surface médiane, les propriétés du matériau non
homogene de la plaque en FGM peuvent étre obtenues par le biais de la regle de mélange de
Voigt.

En utilisant I’équation IV-01, les propriétés du matériau non-homogene de la plaque

P-FGM est fonction des coordonnées de 1’épaisseur et prennent la forme :

P(z)=P, +(P. - P, )(ﬂ +ljp IV-02
h 2
Ou P, et P. sont les propriétés correspondantes au métal et a la céramique, respectivement.

Dans ce travail, nous supposons que le module d’élasticité E, le coefficient de dilatation
thermique @, , sont décris par 1’équation IV-02, le coefficient de Poisson v est considéré
constant sur toute I’épaisseur. La position de la surface neutre dans une plaque en matériau a
gradient de propriété est celle qui satisfait I’annulation du moment statique, pour un tel

module d’élasticité, la formule est donnée comme suit :

60



Chapitre IV - Etude analytique de I’instabilité Thermique des plaques solaires et photovoltaique en

matériaux a gradient de propriétés sur Fondations élastiques

hil?2
[EG)(,, - C)z,, =0 Iv-03

—hl2

Par conséquence, la position de la surface neutre peut étre obtenue comme :

hl2

j E(Zl‘ﬂS )ZlﬂSle‘ﬂS
C — —h/2 IV'04

hil2
[EG,0dz,

—h/2

Il est claire que le parametre °C’” prend la valeur de O pour une plaque homogene isotrope.

IV.3. Modéele théorique :

Considérant une plaque en FGM de forme rectangulaire de longueur a, de largeur b et
d’épaisseur h, reposant sur une fondation €lastique défini par deux parametres comme indiqué
sur la figure IV.02. Contrairement a d’autres théories d’ordre élevé, nous avons quatre

inconnus seulement pour la fonction de cisaillement hyperbolique.

Plaque FGM g s g 2
. st 2 Surface neutre ————-
Couche Cisaillement R 7
e Surface médiane--

ssesszssssss

v

Figure IV.02: Systeme de coordonnées et géométrie d’une plaque
reposant sur sol élastique

IV.3.1. Les hypotheses de base :

(1) L’origine des coordonnées cartésiennes du systeme coincide avec la surface neutre

de la plaque FGM.
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(i1) Les déplacements sont petits par rapport a I’épaisseur de la plaque et leurs
déformations sont infinitésimales.
(iii)) Le déplacement transversal wcomprend deux composantes, celle du moment
fléchissant w, et celle de cisaillement w,_, ces composantes sont indépendante de z.
W(X,y,2,,) =w, (X, y)+w (x,y) IV-05
(iv)  La contrainte normale au plan O est négligeable en-la comparant a o, eto .
V) Le déplacement u dans la direction x et vdans la direction y sont dus a
I’extension, le moment et la composante de cisaillement.
u=uytu, +u, v=v,+v,+v, IV-06

(vi)  Les composantes de flexion u,et v, sont supposées identiques a celles données par

la théorie classique des plaques. Donc, les expressions de u,et v,sont données

comme Suit:
_ awb w,
Uy ==2, s Vp =72y IvV-07
ox oy
Les composantes de cisaillement u et v engendrées conjointement avec w,, la variation
parabolique des déformations de cisaillement ¥ et sont dues au contraintes de cisaillement
7. et 7, dans I'épaisseur de la plaque, et qui sont nulles sur les faces supérieure et
inférieure. Par conséquence, I’expression de u et v, peut étre donnée par :
ow ow
u, ==f(z,) ==, v, ==f(z,) = IV-08
ox dy
Ou f(z,,) estune fonction parabolique qui s’écrit comme suit :
(h/x)sinh| Z(z, +C)|~(z,. +C)
l’l ns ns IV—09

f(z,)= [cosh(z/2)-1]

1V.3.2. Cinématique :

En se basant sur les précédentes hypotheses, le champ de déplacement peut étre obtenu en

utilisant les équations IV-05 a IV-09 comme :

62



Chapitre IV - Etude analytique de I’instabilité Thermique des plaques solaires et photovoltaique en

matériaux a gradient de propriétés sur Fondations élastiques

ow,
M(X,y,Zm)zuo(xa)’)_Zm&_f(zm) s
ox ox

5 o, _
V(X, yv an)zvo(x9 )’)—Zmﬁ—f(zm) W“) IV 10
dy dy

w(x, y,2,,) =w, (x, y) + w.(x,y)

Les équations déformation - déplacement non linéaire de Von Karman sont comme suit :

e | |& k; k; 5
E, 1 =1E) r 2,3k v 4 f(z,0)1k; {7)’Z}=g(zm){yf} IV-11
;/Xy 7/(\:)} k fy k ;y Xz }/xz
Ou:
2
ou, +l(aw,, N aw‘vj 9w, 2w,
£ ox 2\ dx  dx 2 K FY® . EYe
0 av, 1(odw, Jw, s | 9w, ] 9w,
€ (= P Py + ’ ky 1 3.2 [ ky 1 3.2
o x 2 dy dy Kb dy i dy
Yol lou, av, (dw, ow Yow, ow. w, | o 9w,
—L+—04 + +— -2 -2
dy  oOx ox ox \ dy Oy 0xay 0xdy
ow,
7)51 — ay
7; aWS
ox
Et
d
g(zm)=1—M IV-12
dz

ns

1V.3.3. Relation constitutive:

La plaque est soumise a une charge thermique T(x, Vs g ) La relation constitutive linéaire

est:

O, O, O, 0|l —-aT

T 0 <
O,r= 0, 0, O £, - oT et { yz} = |:Q(‘;4 0 }{7)’1} IV-13
Tx 0 O Q66 7xy » 72)(

y

x
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Ou (o, Oy, Ty Tys Ty ) €L(EL E, Vs Vyos V) sONL les contraintes et les

xy ?
déformations, respectivement. Utilisant les propriétés des matériaux définis dans I’équation

IV-02, les coefficients de rigidité¢ O, peuvent €tre exprimés comme suit :

E(z,,)
0,=0, 1,7 IV-14a
v E(z,)
0, =% IV-14b
E(z,)
Q.. =0 :Q66:2(1+V) IV-14c

1V.3.4. les équations de stabilité:

Les équations d’équilibre des plaques en gradient de propriétés, reposant sur une fondation
¢élastique de Pasternak, sous chargement thermique, peuvent résulter de 1’énergie potentielle
stationnaire. L’énergie potentielle totale V' de la plaque, s’écrit comme suit:
V=U+U, IV-15

Ou U est I’énergie totale de déformation, exprimée comme suit :
h

b 2

1482
U=> I j j lo.(e.—a, 1)+ o le,—a,T)rr y, +7.7,. +7.7. liz_dyax IV-16
00 _h
-
Et U, est’énergie de déformation de la fondation élastique de Pasternak, donné par :

U, =%Tife(wb+ws)dydx IV-17
00
Ou f est la densité de la force de réaction de la fondation. Pour le modele de fondation de
Pasternak :
fe=KW(Wb+ws)—KgV2(wb+ws) IV-18
Ou K, est la rigidité¢ de la fondation de Winkler et K, est une constante prenant en compte

I’effet de I’interaction de cisaillement des €léments verticaux.
Utilisant les équations VI-11, VI-12 et VI-13 et en appliquant le principe des travaux

virtuels pour minimiser 1’énergie potentielle totale, résultante des expressions des équations

d’équilibre de la plaque reposant sur une fondation élastique de Pasternak, nous aurons :
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ON, ON
+

ox dy

oN N oN, _

ox dy

=0

*M°  _O°M; O’M);

+2

ox? 0x0
o°M*

o’M;, 9°M; s’ dS, —
+ ~+ +—+

Y 4+ Ly N-f.=0
y 9y’ I

+2

ox* oxdy dy’ dx  dy

Avec
— 9% (w, +w.) 9*(w, +w,) 9*(w, +w.)
N=|n Tl oy T Ty v S
! ox’ Y oxdy Y dy’
Et
NX ’ N.\' ’ NX.\' h/2-C 1
M!, M! M= J' (O'X,O'y,Txy 2, (dz,
M, M, M| ¢ f(z,)
hi2-C
( ;z’S;z): J'(Z.xz’fyz)g(zns)dzns
—h/2-C

Utilisant les équations VI-13 et VI-21, les résultantes des contraintes de la plaque en

gradient de propriété peuvent étre asso

N A
M*:=| 0
MS BA‘

N={N.N,.N,}
N ={N",N" 0f

e=1{et.el. 7}

ciées aux déformations totales par :

0 B|fe N'
D D Rk"t—<M"}:, S=A"y
D‘Y HS k‘v MA‘T

mr =Mt mr Mt o ={m e mf
M :{MfT,MST,O}T M*T :{M;T,M;T,O}r
k=l ) e =feke k)

X

All AIZ 0 Dll D12 O
A=|A, A, 0 D=|D, D, O
0 0 A 0 0 D
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B, B, O D, D, 0 H; Hj 0
B = sz Bgz 0 D* = Dlsz Dgz 0 | H = Hivz ng 0
0 0 B 0 0 D 0 0 H

0 A

s=f.s:) r=brond A‘YZ[AL o}

Avec A;,D,, Bf , Df et H j sont les coefficients de rigidité, définis par :
A, D, B, Dy Hj %‘C 1
A, D, B, D, H, = J-Q“(l,zz,f(zm),zm f(Zns)afz(Zns) IV dz,,
s s s h -V
A66 D66 Bé6 D66 H 66 _E_C T
Et (AZZ’DZZ’BQZ’DQZ’HQZ):(All’Dll’Biyl’Diyl’Hiyl)
h
L
? E(z,,) 2
Ay =455 = 318 (z)] dz,
1 = Ass h_[c 2(1+V) [g( ‘ )] s

Les contraintes et les moments résultants de la charge thermique sont définis par :

Ny | i . 1

Z
MJI:T - _[ % at (an )T < dzns
M| f(z,)

Avec: Ny =N;, M =M"et M) =M

Les équations de stabilité des plaques a gradient de propriété peuvent €tre obtenues par le

biais du critere d'équilibre adjacent. Supposons que 1’état d’équilibre de la plaque sous
charges thermique est défini en termes de composantes de déplacement par ug,v,,w,et w. ,
les composantes de déplacement au voisinage de d’état d’équilibre differe sont définis par u,,
vy, w,,w! par rapport a de la position d’équilibre.
Alors, les déplacements totaux a 1’état adjacent sont donnés comme suit:
Uy =u8 +uy v, =v8 vy W, =w,? +w, w, =w§) +w

En conséquence, la résultante des contraintes est divisée en deux termes représentants 1’état

d’équilibre stable et 1’état voisin. Les résultantes des contraintes avec indice 1 sont des

fonctions linéaires de déplacement d’indice 1. Considérant ces mentions et utilisant les

équations IV-19 et IV-26, les équations de stabilité deviennent :
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ON' ON.
4 —==0

ox dy
ON, ON,
—+—=0

ox dy Iv-27
2 bl aZMb% aZMbl o
oM, +2 2+ ? +N1—fe1:0

ox’ 0xdy ay’
2 sl aZMsl azMn s1 aS‘Yl o

aasz +2 3 a"” + 5 = +ag"z + a” +N1—f;:0
X xdy 'y X y

Avec

<[ o &l 2N° 2wy +w), N? 0w, +w) IV-28a
! ox’ Y oxdy ’ dy’

fl =K, (w, +w§)—KgV2(w; +wh)

Les termes N f , N ;) et N fy sont les résultantes des forces de pré-flambement obtenues. IV-28b
h/2-C
Q E T
N} =N)=- I (2, )E(z2,,) dz, et N, =0 IV-29
~h/2-C I-v
IV.3.5.Solution Trigonométrique pour un flambement thermique:
Considérant une plaque rectangulaire, simplement appuyée, utilisant la solution exacte de
I’équation VI-27. Les conditions aux limites suivantes sont retenues pour la présente théorie
de déformation de cisaillement.
3 1 1 1 aW; 1 bl sl 30
A x=0,a nousavons Vy=w,=w, = 5 =N, =M =M =0 IV-30a
Y
A ve0.b Dl e = Nt - = 0 IV-30b
y=0, nous avons U, =w, =w, = o Ny =My =M=
La solution approximative suivante satisfait les deux équations différentielles et les conditions
aux limites :
uy U! cos(a x)sin(f y)
vy _ i = | V! sin(a x)cos(B y) IV-31
wy | A W) sin(a x)sin(f y)
w! W, sin(a x)sin(f y)
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ouvu ,vH W etW. sontdesparamétres arbitraires a déterminer, @ = mTﬂet B = % .
Substituant les équations IV-22 et IV-31 dans IV-27, on obtient :
[kKa}=0 Iv-32
Avec
={v, v w,.w.,,f Iv-33

Et [K] est la matrice symétrique donnée par :

[K]z A Ay Ay Ay Iv-34

Dans la quelle
a, = —(A“a'2 + A%,Bz)
a, =—a B(A,+A,)
a,=0
a,, =B’ + (B}, +2B}) 5]
ay, = (A + A, 5°)

a,; =0

IV-35

ay = BI(B), +2Bg) &’ + By, f°]
ay, =—(D,a* +2(D, +2D, )’ B> + D,, B* + N°a® + N’ +K, (@®+p2)+k,)
ay, =—(Dra* + 2Dy, +2D)a” B2+ D5, B+ N'a + NB*+K, (@®+pB%)+k,)
a,, = —(Hfla“ +2(H), +2H )’ B2 + Hy, B + A’ + AL B2 + NJo’ + N) B* +
K, (@ +p%)+k,)
En appliquant I’approche de condensation pour éliminer les coefficients associés avec des

déplacements dans le plan, I’équation IV-32 peut s’écrire comme :
[ K“] [ K12] Al B 0
[K12]T [Kzz Al o IV-36
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[KII]:|:all a12:| [Ku]:{o am} [Kzz]:{aﬁ 034}
ap, dy 0 a, Ay Ay

U, W,
1 _ mn 2 _ mn
R

L’équation IV-36 présente une paire de deux équations de matrice

[KII]A1+[K12]A2 —0
[KIZ]TAI +[K22]A2 -0

Résolvant I’équation IV-38a pour A'et substituant le résultat dans 1’équation IV-38b, les

équations suivantes sont obtenues :

lEmJAZ _0
Ou
kzz]: [KZZ]_ [KIZ]T[K“TI [Kn]: {a% 034}
a,, by,
Et
;33 =ds3 ;34 =dsyy ;43 =das b44 =a, —a, :_l_a24 Z_z
0 0

_ 2 — _ — —
by =ayay —ay;, by =ayay —ana, b, =aya, —apay,

Pour une solution non triviale, le déterminant de la matrice des coefficients de rigidité,
équation IV-39 doit étre nul. Cela donne I’expression suivante de la force de flambement
thermique.

2
1 ayby —ay,
a’+f ay +ay, -2a,

1V.3.6.1. Flambement des plaques FGM sous température uniforme

La température initiale de la plaque est supposéeT;, la température augmente uniformément
Jjusqu’a la température finale7', a la quelle la plaque flambe. Donc, la température variée de
AT =T, —T,. Utilisant cette distribution de température, la variation de la température

critique donnant flambement AT _est obtenue en utilisant les équations IV-29 et IV-41.

AT =— 1 ayby, —as,
ﬁl(az +182) Ay +ay, —2ay,
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Chapitre IV - Etude analytique de I’instabilité Thermique des plaques solaires et photovoltaique en

matériaux a gradient de propriétés sur Fondations élastiques

2 _ T a(z)E,)

151: 1—v

-h/2-C

dz

ns*

1V.3.6.2. Flambement des plaques FGM sous température a gradient a travers
I’épaisseur

On suppose que la température a la face supérieure (Céramique pure) soit7),, et que la
température varie par rapport a cette dernicre, posons la variation de la température suivant
une loi de puissance a travers 1’épaisseur, si sur la face inférieure la température atteint7), la
plaque flambe. Dans ce cas, la température a travers 1’épaisseur proposée par (Zenkour et

Sobhy, 2010 et 2011) est modifiée en considérant la position exacte de la surface neutre.

z. +C 1Y
T(z )=AT| 2—+—| +T,
( ns) ( h 2) M

Ou la différence de température de flambementAT =T, T, et y est ’exposant de

température (0< 7y <infini). Notons que lorsque la valeur de y est égale a 1’'unité, la
température change linéairement a travers 1’épaisseur, et lorsque la valeur de y est supérieure
a I’unité la température change non-linéairement a travers 1’épaisseur.

Similairement, la variation de la température critique donnant flambement A7, est obtenue

en utilisant les équations 1V-29 et IV-41.

_ ayby —azy +T, B, (/12 +u )(a33 +a,,-2a,,)

ATcr n 2 2
Br(a” + 7 )ay; +ay, —2ay,)
Ou
hi2—C 4
— a E +C 1
ﬂz — J- t(Zm) (an)(zns +_j dZm
—hi2-C % h 2

IV .4.Conclusion:

Dans ce chapitre nous avons illustré la procédure a entreprendre pour aboutir a des
résultats prenant en compte la thématique posée, dans ce deuxieme cas de figures, le
développement théorique s’est fait sous chargement thermique, la plaque a un gradient défini
par la formule de loi de puissance et nous avons utilisé une théorie raffinée d’ordre élevé, a
quatre inconnues seulement de forme hyperbolique. La plaque prend ou pas appui sur
fondation élastique. En partant du principe des travaux virtuels nous avons déterminé la

température critique.
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Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

V.1. Introduction :

Afin de confirmer I’exactitude des approches analytiques proposées, nous allons procéder
a une étude comparative, en utilisant des exemples numériques, la comparaison se fera sur
divers réponses avec ceux des travaux d’autres auteurs, apres authentification, on se lancera
dans une étude paramétrique ou nous comparerons les réponses de la plaque avec et sans prise
de la position exacte du plan neutre, en utilisant la théorie classique des plaques et la théorie

d’ordre élevé avec cinq fonctions de cisaillement.

V.2. Validation des résultats sous chargement dynamique :

Les tableaux V.01 a V.03 et les figures V.01 a V.03 présentent une étude comparative des
résultats obtenus en utilisant la théorie d’ordre élevé a quatre variable seulement et avec une
fonction de cisaillement transverse de forme hyperbolique, en prenant en compte la position
exacte de la surface neutre avec ceux des travaux d’autres auteurs, ou la surface médiane est
considérée comme surface neutre, on s’est intéressé aux réponses statique et dynamique, a
savoir les contraintes, les déformations et les fréquences des vibrations libres, ces tests de
validation témoignent de I’exactitude du développement.

Dans ce qui suit la plaque est constituée du métal 1’aluminium Al et la céramique
I’ Alumina Al,O3, soit Al/ Al,O3 ou de I’aluminium Al et la céramique Zirconia ZrO,, soit Al/
Zr0O,, la loi régissant la variation des propriétés matérielles est celle de loi de puissance, la
plaque est simplement appuyée, soumise a une charge verticale de distribution sinusoidale
exprimée par une double série de Fourier.

Les propriétés des matériaux constituant les plaques étudiées sont comme suit :

La céramique (Alumina, Al,O3), Ec =380 GPa, v=0.3 et p. = 3800 kg/m3 .
La céramique (Zirconia, ZrO,), Ec =200 GPa, v=0.3 et p.= 5700 kg/m3.
Le métal (Aluminium, Al), E,, = 70 GPa, v = 0.3 et pm = 2702 kg/ m°.
Dans les études comparative et paramétrique on s’est intéressé aux parametres

adimensionnels suivants:

- 100E 4’ b — 100E.4° b, — h b
u(z)=——=:—u(0,-,2) ° w=—C4W(£,—), Gx(z):—ax(ﬁ,—,z)
q,a 2 q,a 2°2 ga 22
h h b
T, (z)— Txy(OO 2), xz(z)——fxz(O % 2)

0) a)]/l pC pC Iom
N N VEm
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Tableau V.01 : Contrainte et flexion adimensionnelles - Plaque Carrée — Al/ Al,0O3

P=1 o, (h/3) W
Méthode a/h =4 a/h =10 | a/h =100 a/h =4 a/h =10 | a/h=100
uasi- . . . . . .
Quasi-3D @ 0.5925 | 1.4945 | 14.9690 | 0.6997 | 0.5845 | 0.5624

Quasi-3D 0.5910 | 1.4917 | 14.9440 | 0.7020 | 0.5868 | 0.5648

Quasi-3D © 0.5911 | 1.4917 | 14.9450 | 0.7020 | 0.5868 | 0.5647

Quasi-3D @ 0.6221 | 1.5064 | 14.9690 | 0.7171 | 0.5875 | 0.5625

Quasi-3D © 0.6221 | 1.5064 | 14.9690 | 0.7171 [ 0.5875 | 0.5625

FSDT @ 0.8060 | 2.0150 | 20.1500 | 0.7291 | 0.5889 | 0.5625
CcpT @ 0.8060 | 2.0150 | 20.1500 | 0.5623 | 0.5623 | 0.5623
Huu-Tai @ 0.5812 | 1.4808 | 14.9676 | 0.7284 | 0.5890 | 0.5625
Présente 0.5820 | 1.4901 | 14.9675 | 0.7283 | 0.5889 | 0.5625
P=4 o, (/3) "
Méthode a/h =4 a/h=10 | a/h =100 a/h =4 a/h =10 | a/h=100
uasi- . . . . . .
Quasi-3D @ 0.4404 | 1.1783 | 11.9320 | 1.1178 | 0.8750 | 0.8286

Quasi-3D 0.4340 | 1.1593 | 11.7380 | 1.1095 | 0.8698 | 0.8241

Quasi-3D © 0.4330 | 1.1588 | 11.7370 | 1.1108 | 0.8700 | 0.8240

Quasi-3D @ 0.4877 | 1.1971 | 11.9230 | 1.1585 | 0.8821 | 0.8286

Quasi-3D © 0.4877 | 1.1971 | 11.9230 | 1.1585 | 0.8821 | 0.8286

FSDT @ 0.6420 | 1.6049 | 16.0490 | 1.1125 | 0.8736 | 0.8286
CPT@ 0.6420 | 1.6049 | 16.0490 | 0.8281 | 0.8281 | 0.8281
Huu-Tai ¥ 0.4449 | 1.1794 | 11.9209 | 1.1599 | 0.8815 | 0.8287
Présente 0.4470 | 1.1802 | 11.9210 | 1.1573 | 0.8810 | 0.8286
P=10 o (h/3) w
Méthode a’/h =4 a/h=10 | a/h =100 a/h =4 a/h =10 | a/h=100
Quasi-3D @ 0.3227 | 1.1783 | 11.9320 | 1.3490 | 0.8750 | 0.8286

Quasi-3D @ 0.3108 | 0.8467 | 8.6013 | 1.3327 | 0.9886 | 0.9228
Quasi-3D © 0.3097 | 0.8462 | 8.6010 | 1.3334 | 0.9888 | 0.9227
Quasi-3D @ 0.3695 | 0.8965 | 8.6077 | 1.3745 | 1.0072 | 0.9361
Quasi-3D © 0.3695 | 0.8965 | 8.6077 | 1.3745 | 1.0072 | 0.9361
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FSDT @ 0.4796 | 1.1990 | 11.9900 | 1.3178 | 0.9966 | 0.9360
CcpT @ 0.4796 | 1.1990 | 11.9900 | 0.9354 | 0.9354 | 0.9354
Huu-Tai © 0.3259 | 0.8785 | 8.9060 | 1.3909 | 1.0087 | 0.9362
Présente 0.3279 | 0.8793 | 8.9060 | 1.3888 | 1.0083 | 0.9361

@' les résultats sont pris de NEVES AMA et al. 2012
®) Jes résultats sont pris de FERREIRA AJM 2012

©): les résultats sont pris de CARRERA E 2012

@' Jes résultats sont pris de BRISCHETTO S 2008

©) . Jes résultats sont pris de CINEFRA M 2011

®': les résultats sont pris de HUU-TAI THAI et al. 2013

Le tableau V.01 présente une étude comparative de la contrainte axiale adimensionnelle
G_X et de la flexion maximale adimensionnelle w au centre de la plaque, de forme carrée,

mince, relativement épaisse et épaisse avec trois valeurs d’indice de puissance p=1, 4 et 10.

Les résultats sont comparés avec ceux de quasi-3D donnés par Neves et al. pour une
fonction de cisaillement sinusoidale [NEVES AMA et al. 2012], hyperbolique [FERREIRA
AJM 2012] et cubique [CARRERA E 2012] et de quasi-3D donnés par Carrera et al. par
développement analytique [BRISCHETTO S 2008] et par éléments finis [CINEFRA M
2011], ceux de la théorie classique des plaques et ceux du premier ordre donnée par Carrera et
al. [BRISCHETTO S 2008], ainsi que ceux donnée par Huu-Tai et al. [HUU-TAI THAI et al.
2013].

Les résultats sont tous semblables, encore plus pour une valeur d’indice de puissance p=1

ou le C est relativement moins important les résultats sont identiques, d’autre part lorsque la

plaque est plus élancées les résultats converges vers la méme valeur.
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Tableau V.02 : Contraintes, déplacement et flexion adimensionnels - Plaque Carrée — Al/

ALOs - (a/h =10)

a/h=10

p Méthode — — — —
u (-h/4) w o, W3) |o,¢h3) (o, (h/6)

Quasi-3DY | 0.6436 0.5875 1.5062 0.6081 0.2510

Quasi-3D® | 0.6436 0.5876 1.5061 0.6112 0.2511

sspT® 0.6626 0.5889 1.4894 0.6110 0.2622
1 HSDT ¥ 0.6398 0.5880 1.4888 0.6109 0.2566
TSDT® 0.6414 0.5890 1.4898 0.6111 0.2599

Huu-Tai © 0.6414 0.5890 1.4898 0.6111 0.2608

Présente 0.6416 0.5889 1.4901 0.6111 0.2589

Quasi-3DY | 0.9012 0.7570 1.4147 0.5421 0.2496

Quasi-3D® | 0.9013 0.7571 1.4133 0.5436 0.2495

SSDT® 0.9281 0.7573 1.3954 0.5441 0.2763
2 HSDT ¥ 0.8957 0.7564 1.3940 0.5438 0.2741
TSDT® 0.8984 0.7573 1.3960 0.5442 0.2721

Huu-Tai ¥ 0.8984 0.7573 1.3960 0.5442 0.2737

Présente 0.8988 0.7571 1.3965 0.5443 0.2707

Quasi-3D 1.0541 0.8823 1.1985 0.5666 0.2362

Quasi-3D® 1.0541 0.8823 1.1841 0.5671 0.2362

SSDT® 1.0941 0.8819 1.1783 0.5666 0.2580
4 HSDT @ 1.0457 0.8814 1.1755 0.5666 0.2623
TSDT® 1.0502 0.8815 1.1794 0.5666 0.2519

Huu-Tai ¥ 1.0502 0.8815 1.1794 0.5666 0.2537

Présente 1.0509 0.8810 1.1802 0.5671 0.2494

Quasi-3D@ | 1.0830 0.9738 0.9687 0.5879 0.2262

Quasi-3D® 1.0830 0.9739 0.9622 0.5883 0.2261

sspT® 1.1340 0.9750 0.9466 0.5856 0.2121
8

HSDT @ 1.0709 0.9737 0.9431 0.5850 0.2140

TSDT® 1.0763 0.9747 0.9477 0.5858 0.2087

Huu-Tai ¥ 1.0763 0.9746 0.9477 0.5858 0.2088
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Présente 1.0772 0.9740 0.9486 0.5860 0.2054

@' les résultats sont pris de BRISCHETTO S 2008

®': les résultats sont pris de HUU-TAI THAI et al. 2013
® . les résultats sont pris de WU CP et al. 2011

™. Jes résultats sont pris de ZENKOUR AM 2006

@': es résultats sont pris de MANTARI JL 2012

Le tableau V.02 présente une étude comparative des contraintes adimensionnelles axiale
0, ,dans le plan 0, et transversale o _ ainsi que le déplacement u et la flexion maximalew ,
d’une plaque de forme carrée, relativement €paisse avec quatre valeurs d’indice de puissance

p=1, 2, 4 et 8, ces valeurs sont calculées a I’origine du repere de la plaque (x, y) = (0,0).

Les résultats sont comparés avec ceux de quasi-3D donnés par Carrera et al. par
développement analytique [BRISCHETTO S 2008] et ceux de Wu et al. [WU CP et al. 2011],
par ceux prédis par la théorie sinusoidale de déformation en cisaillement [ZENKOUR AM
2006], par ceux de la théorie d’ordre €levé [MANTARI JLL 2012], par ceux de la théorie du
troisieme ordre [WU CP et LI HY 2011], ainsi que ceux donnée par Huu-Tai et al. [HUU-TAI
THAI et al. 2013].

Les résultats sont tous semblables. Pour une valeur d’indice de puissance p=1 ou le C est

relativement moins important les résultats sont identiques. D’autre part, une exception est
faite pour les résultats donnés par la contrainte adimensionnelle transversale o pour le cas

de Quasi-3D ou I’effet de 1’étirement transversal est pris en considération &,# 0.
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A

Tableau V.03: Pulsation adimensionnelle @ - Plaque carrée — Al/ Al,Os

a/h Mode Méthode P
(m,n) 0 | 05 1 4 10
TSDT ¥ 0.2113[0.1807/0.1631| 0.1378 | 0.1301
FSDT ® 0.2112]0.1805[0.1631| 0.1397 | 0.1324
D Huu-Tai © 0.2113[0.1807]0.1631{ 0.1378 | 0.1301
Présente 0.2112{0.1807[0.1631| 0.1379 | 0.1301
TSDT ¥ 0.4623[0.3989]0.3607 | 0.2980 | 0.2771
FSDT ® 0.4618 {0.3978[0.3604| 0.3049 | 0.2856
5 12,2
Huu-Tai ©  [0.4623[0.3989]0.3607| 0.2980 | 0.2771
Présente 0.4622 [0.39880.3606| 0.2982 | 0.2772
TSDT © 0.6688 [0.5803 [0.5254| 0.4284 | 0.3948
FSDT ® 0.6676 [0.5779]0.5245 | 0.4405 | 0.4097
@2 Huu-Tai ©  [0.6688[0.5803]0.5254| 0.4284 | 0.3948
Présente 0.6687 [0.58010.5253] 0.4288 | 0.3950
TSDT ¥ 0.0577 [0.0490]0.0442{ 0.0381 | 0.0364
FSDT ® 0.0577 [0.04900.0442] 0.0382 | 0.0366
D Huu-Tai © 0.0577 [0.0490]0.0442{ 0.0381 | 0.0364
Présente 0.0576 {0.0490[0.0441] 0.0380 | 0.0363
TSDT ¥ 0.1377 [0.1174]0.1059{ 0.0903 | 0.0856
FSDT ® 0.1376 [0.1173]0.1059] 0.0911 | 0.0867
10 |2(1,2)
Huu-Tai ©  [0.1377[0.1174]0.1059] 0.0903 | 0.0856
Présente 0.1376 [0.11730.1059] 0.0902 | 0.0856
TSDT © 0.2113]0.1807]0.1631 0.1378 [ 0.1301
FSDT ® 0.2112[0.1805]0.1631{ 0.1397 | 0.1324
@2 Huu-Tai © 0.2113[0.1807/0.1631| 0.1378 | 0.1301
Présente 0.2112{0.1807[0.1631| 0.1379 | 0.1301
TSDT ¥ 0.0148 [0.0125]0.0113 | 0.0098 | 0.0094
FSDT ® 0.0148 {0.0125[0.0113] 0.0098 | 0.0094
20 | 1(1,1)
Huu-Tai ®  {0.0148[0.0125[0.0113] 0.0098 | 0.0094
Présente 0.0147{0.0125[0.0113] 0.0098 | 0.0094
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®': les résultats sont pris de HUU-TAI THAI et al. 2013
0. Jes résultats sont pris de HOSSEINI HASHEMI et al. 2011b
® . les résultats sont pris de HOSSEINI HASHEMI et al. 2011c

Le tableau V.03 présente une étude comparative des fréquences adimensionnelles des trois
premiers modes, d’une plaque de forme carrée, mince, relativement épaisse et épaisse avec
cinq valeurs d’indice de puissance p=0, 0.5, 1, 4 et 10.

Les résultats sont comparés avec la théorie d’ordre élevé TSDT et celle du premier ordre
FSDT, ainsi que ceux donnée par Huu-Tai et al. [HUU-TAI THAI et al. 2013]. Les résultats

obtenus sont identiques.

Figure V.01: Variation du déplacement et des contraintes adimensionnels a travers

I’épaisseur - Plaque Carrée - Al/ Al2 O3 (a=b=5h, p=4)
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—— Huu-Tai
0,6 —— Présente

0,4 1
0,2 1

0,0

Q

xy —0,2—.
_0’4_.
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z/h
les figures V.01 sont une représentation graphique de la variation a travers 1’épaisseur du
déplacement normal adimensionnel # des contraintes adimensionnelles o et 0, , d'une

plaque en Al/ Al,O3 de forme Carrée, épaisse avec une valeurs d’indice de puissance p=4.
Les résultats sont comparés avec ceux donnés par Huu-Tai et al. [HUU-TAI THAI et al.

2013]. Les deux représentations graphiques se superposent.

Figure V.02: Effet de I'exposant P sur la pulsation fondamentale W - Plaque Carrée -
Al/ Al O3 - a/h=5

5,5
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La figure V.02 est une représentation graphique de la fréquence adimensionnelle du
premier mode, d’une plaque de forme carrée, épaisse a/h=5, avec des valeurs d’indice de
puissance p allant de 0 a 10.

Les résultats sont comparés avec ceux donnée par Huu-Tai et al. [ HUU-TAI THAI et al.

2013]. Les deux représentations graphiques se superposent.

Figure V.03: Effet du rapport des épaisseurs sur la pulsation fondamentale W - Plaque Carrée

- Al/ Al,O3

—— Huu-Tai
6.0 4 - - --Présente
1 P=0 ——Huu-Tai
5.54 - - --Présente
1 —— Huu-Tai
5.0 - ---Présente
4.5+
i P=1
~ 4.0
a) |
357 P=10
3.01
2.5+
2.0 T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100

a/h

De méme, la figure V.03 est une représentation graphique de la fréquence adimensionnelle
du premier mode, d’une plaque de forme carrée, mince, relativement épaisse et épaisse, pour
des valeurs d’élancement allant de 4 a 100, avec des valeurs d’indice de puissance p= 0, 1 et
10.

Les résultats sont comparés avec ceux donnée par Huu-Tai et al. [HUU-TAI THAI et al.

2013]. Les deux représentations graphiques se superposent.

V.3. Conclusion:

Enfin, les études comparatives actuelles montrent que les résultats obtenus a partir de la
méthode proposée concordent bien avec les résultats analytiques existants dans la littérature,
ce qui valide la fiabilité et la précision de l'approche analytique actuelle. Il convient de noter
que la théorie raffinée de la plaque hyperbolique proposée sur la base de la position exacte de
la surface neutre, implique quatre inconnues seulement. De ce fait, on peut se lancer dans

I’étude paramétrique.
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V.4. Etude paramétrique sous chargement dynamique :
Les tableaux du V.04 a V.08 et les figures V.05 a V.07 présentent une étude paramétrique
avec divers fonction de déformation en cisaillement transverse avec et sans prise en compte

de la position exacte du plan neutre. Les fonctions de cisaillement utilisées sont :

4 5
TPT: f(z)=—z
f(@) e
EPT: f(2)=z— ze 2

HP.T: f(z)=h- hsinh[%j + zcosh(%j
SP.T: f(z)=h —ﬁsm(ﬂj
T h

(h/z)sinh(z zj —z

[cosh(ir/ 2)— 1]

Hebali: f(z)=

Dans ce qui suit la plaque est constituée du métal ’aluminium Al et la céramique
I’Alumina Al,Os, soit Al/ Al,Os, puis de I'oxyde Zirconium ZrO,, soit Al/ ZrO,, la loi
régissant la variation des propriétés matérielles est celle de Mori-Tanaka, la plaque est
simplement appuyée, soumise a une charge verticale de distribution sinusoidale exprimée en

double série de Fourier.

Figure V.04: Variation de la position de la surface neutre pour la formule de Mori-Tanaka en

fonction du Parametre matériel p.

0,18

0J6;
0J4;
OJZ;
OJO;

0,08

C/h

0,06
0,04 +
0,02 +

0,00 H

1
00 05 10 15 20 25 30 35 40




Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

On observe sur ce graphe que pour p compris entre 0 et 1.5 le ’C’’ est ascendant, au-dela

de p=1.5 le C’’ est descendant. Pour ce qui suit la valeur maximale de p sera de 4.

Tableau V.04: Contrainte et flexion adimensionnelles - Plaque Carrée — Al/ Al,Os

P=1 o, (h/3) 7
Méthode a/h =4 [a/h =10 Jash =100| a/h =4 [a/h =10 [a/h =100
CPT - C=0 0.5245 | 1.3112 [13.1129] 0.7225 [ 0.7225 [ 0.7225
TPT - C=0 0.5001 | 1.3015 [13.1119] 0.9724 | 0.7627 | 0.7229
CPT 0.5245 | 1.3112 [13.1129] 0.7225 | 0.7225 [ 0.7225
TPT 0.5079 | 1.3046 [13.1122] 0.9171 [ 0.7539 | 0.7229
Présente Hebali 0.5015 | 1.3020 [13.1120] 0.9717 | 0.7625 | 0.7229
SPT 0.5056 | 1.3036 [13.1121] 0.9193 | 0.7543 | 0.7229
HPT 0.5081 | 1.3047 [13.1122] 0.9168 | 0.7538 | 0.7229
EPT 0.5032 | 1.3027 [13.1120] 0.9205 | 0.7545 | 0.7229

P=2 o, (hW/3) w
Méthode a/h =4 [a/h =10 Jash =100| a/h =4 [a/h =10 [a/h =100
CPT - C=0 0.4573 | 1.1432 [11.4329] 0.8441 | 0.8441 [ 0.8441
TPT - C=0 0.4287 | 1.1318 [11.4317] 1.1802 | 0.8981 [ 0.8446
CPT 0.4573 | 1.1432 [11.4329] 0.8441 | 0.8441 [ 0.8441
TPT 0.4414 | 1.1369 [11.4322] 1.0948 | 0.8845 [ 0.8445
Présente Hebali 0.4305 | 1.1325 [11.4318] 1.1788 [ 0.8978 | 0.8446
SPT 0.4390 | 1.1359 [11.4321] 1.0992 | 0.8852 [ 0.8445
HPT 0.4417 | 1.1369 [11.4322] 1.0943 | 0.8844 [ 0.8445
EPT 0.4364 | 1.1348 [11.4320] 1.1020 [ 0.8857 [ 0.8445

P=4 o, (h/3) W
Méthode a/h =4 |a/h =10 Ja/h =100| a/h =4 [a/h =10 [a/h =100
CPT - C=0 0.3967 | 0.9919 [ 9.9192 [ 0.9411 [ 0.9411 [ 0.9411
TPT - C=0 0.3680 | 0.9804 [ 9.9181 [ 1.3652 | 1.0093 | 0.9418
CPT 0.3967 [ 0.9919 [ 9.9192 [ 0.9411 [ 0.9411 [ 0.9411
TPT 0.3795 [ 0.9850 [ 9.9185 | 1.2850 | 0.9966 | 0.9417
Présente Hebali 0.3699 [ 0.9811 [ 9.9182 [ 1.3636 | 1.0090 | 0.9418
SPT 0.3768 [ 0.9839 [ 9.9184 [ 1.2912 [ 0.9976 | 0.9417
HPT 0.3798 [ 0.9851 [ 9.9186 | 1.2844 | 0.9965 | 0.9417
EPT 0.3740 [ 0.9827 [ 9.9183 | 1.2955 [ 0.9984 | 0.9417

Le tableau V.04 présente une étude comparative de la contrainte axiale OTX et de la flexion

maximale w adimensionnelles au centre de la plaque, de forme carrée, mince, relativement

épaisse et épaisse avec trois valeurs d’indice de puissance p=1, 2 et 4.
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Les résultats montrent :
. Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a

pas d’influence sur la contrainte axiale ou la flexion

- Les valeurs données par CPT sont grossieres excepté pour des élancements
importants.

- Pour les théories d’ordre élevé la prise en compte de la position exacte de la surface
neutre amplifiée la contrainte axialeO'_X, qui devient plus importante lorsque le rapport
a/h diminue et devient insignifiante lorsque le rapport a/h devient important.

Inversement, pour la flexion maximale w elle se réduit lorsque le rapport a/h diminue

et elle devient insignifiante lorsque le rapport a/h est important.

- Dr’autre part lorsque I’indice de puissance p croit, la contrainte axialea_x s’amplifier et

la flexion maximale w se réduit.

Tableau V.05: Contraintes, déplacement et flexion adimensionnels - Plaque Carrée — Al/
ALO3 (a/h =10)

/ a/h= 10
P bHReee s | w o w3 [o, cs)o. e
CPT - C=0 08752 | 07225 | 13112 | 0.5803 | 0
TPT - C=0 0.8700 | 0.7627 | 13015 | 0.5784 | 0.2563
CPT | 0.8752 | 0.7225 | 13112 | 05803 | 0
| TPT | 0.8718 | 0.7539 | 1.3046 | 0.5813 | 0.2282
prssone |_Hebali | 0.8705 [ 0.7625 | 13020 | 05785 | 0.2535
SPT | 0.8720 | 0.7543 | 1.3036 | 0.5817 | 0.2374
HPT | 0.8718 | 0.7538 | 1.3047 | 0.5813 | 02273
EPT | 0.8722 | 0.7545 | 13027 | 0.5820 | 0.2463
CPT - C=0 1.0296 | 0.8441 | 1.1432 | 05754 | 0
TPT - C=0 10223 | 0.8981 | 1.1318 | 05730 | 02437
CPT | 1.0296 | 0.8441 | 1.1432 | 05754 | 0
, TPT | 1.0240 | 0.8845 | 1.1369 | 0.5760 | 0.2096
prscone |_Hlebali | 10230 [ 0.8978 | 11325 | 05732 | 0.2405
SPT | 1.0242 | 0.8852 | 1.1359 | 0.5764 | 0.2195
HPT | 1.0240 | 0.8844 | 1.1369 | 0.5760 | 0.2087
EPT | 1,0244 | 0.8857 | 1.1348 | 0.5767 | 0.2289
CPT - C=0 10729 | 0.9016 | 1.0487 | 05859 | 0
\ TPT - C=0 1.0645 | 0.9643 | 1.0369 | 0.5832 | 02307
orecone | CPT__| 1.0729 [ 09016 | 10487 [ 05859 | 0
TPT | 1.0656 | 0.9502 | 1.0421 | 0.5861 | 0.2041
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Hebali 1.0653 [ 0.9640 | 1.0377 | 0.5834 | 0.2276
SPT 1.0656 [ 0.9511 | 1.0410 | 0.5865 [ 0.2142
HPT 1.0656 [ 0.9501 | 1.0422 | 0.5861 [ 0.2032
EPT 1.0657 [ 0.9518 | 1.0399 | 0.5868 [ 0.2238
CPT - C=0 1.0875 [ 0.9411 | 0.9919 | 0.5943 0
TPT - C=0 1.0785 [ 1.0093 | 0.9804 | 0.5915 | 0.2209
CPT 1.0875 [ 0.9411 | 0.9919 | 0.5943 0
4 TPT 1.0790 [ 0.9966 | 0.9850 | 0.5942 [ 0.2032
Présente Hebali 1.0794 [ 1.0090 | 0.9811 | 0.5917 | 0.2181
SPT 1.0789 [ 0.9976 | 0.9839 | 0.5946 | 0.2142
HPT 1.0790 [ 0.9965 | 0.9851 | 0.5942 [ 0.2023
EPT 1.0788 [ 0.9984 | 0.9827 | 0.5949 [ 0.2227

Le tableau V.05 présente une étude comparative des contraintes adimensionnelles axialeo | ,

dans le plan O, et transversale o ainsi que le déplacement u et de la flexion maximalew ,

d’une plaque de forme carrée, relativement épaisse avec quatre valeurs d’indice de puissance

p=1, 2, 3 et 4, ces valeurs sont calculées a I’origine du repére de la plaque (x, y)=(0,0).

Les résultats montrent :

Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a
pas d’influence sur les contraintes et les déplacements.

Les valeurs données par CPT sont grossieres.

Pour les théories d’ordre élevé la prise en compte de la position exacte de la surface
neutre amplifiée les déplacements normaux pour une valeur de p=I, cette
amplification s’atténue pour des valeurs de p > 1 et elle devient insignifiante pour des
valeurs de p > 4.

la prise en compte de la position exacte de la surface neutre réduit la flexion maximale

w cette réduction devient insignifiante pour des valeurs de p > 4.

la prise en compte de la position exacte de la surface neutre amplifiée la contrainte

axiale o etla contrainte dans le plano,

,» qui s’atténuent pour des valeurs de p > 4.

la prise en compte de la position exacte de la surface neutre réduit la contrainte

transversalea_xz, qui devient insignifiante lorsque le p est important.
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Tableau V.06: Pulsation fondamentale adimensionnelle ,b - Plaque Carrée — Al/ZrO,

p=0 p=1 a’/h=5
z a/h =

Méthode J10 a’/h=10| a/h=5 |a/h=10|a/h=20| p=2 | p=3 | p=4
CPT - C=0 0.6442 [ 0.0689 | 0.2450 | 0.0627 | 0.0157 | 0.2468 | 0.2487 | 0.2495
TPT - C=0 0.5379 [ 0.0671 | 0.2238 | 0.0610 | 0.0156 | 0.2237 | 0.2243 | 0.2245
CPT 0.6442 [ 0.0689 | 0.2450 | 0.0627 | 0.0157 | 0.2468 | 0.2487 | 0.2495

TPT 0.5379 [ 0.0671 | 0.2256 | 0.0612 | 0.0156 | 0.2260 [ 0.2263 | 0.2261
Présente | Hebali [ 0.5379 | 0.0671 | 0.2238 [ 0.0610 [ 0.0156 | 0.2238 | 0.2244 | 0.2246
SPT 0.5381 [ 0.0671 | 0.2255 ] 0.0612 | 0.0156 | 0.2258 | 0.2262 | 0.2260

HPT 0.5379 [ 0.0671 | 0.2256 | 0.0612 | 0.0156 | 0.2260 [ 0.2263 | 0.2261

EPT 0.5387 [ 0.0671 | 0.2255 ] 0.0612 | 0.0156 | 0.2258 [ 0.2261 | 0.2259

Le tableau V.06 présente une étude comparative de la fréquence adimensionnelle du

premier mode, d’une plaque de forme carrée, mince, relativement épaisse et épaisse avec

différentes valeurs d’indice de puissance p.

Les résultats montrent :

- Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a

pas d’influence sur la fréquence adimensionnelle.

- Les valeurs données par CPT sont grossieres.

- Bien évidemment pour une valeur de p =0, soit une plaque entierement en céramique,

la surface neutre coincide avec la surface médiane, les résultats ne sont pas affectés.

- Pour une valeur de p=1, la fréquence adimensionnelle prend de 1’ampleur pour une

plaque épaisse et s’atténue pour une plaque mince.

- Pour un rapport d’élancement a/h = 5, la fréquence adimensionnelle prend de

I’ampleur.

A

Tableau V.07: Pulsation adimensionnelle @ - Plaque carrée — Al/ Al,Os

Mode p
0| ) WO 0 05 1 1
CPT - C=0 02314 | 0.1691 | 0.1561 | 0.1438
TPT - C=0 02112 | 0.1566 | 0.1429 | 0.1285
5 | a.n CPT | 02314 | 0.1691 | 0.1561 | 0.1438
Présente TPT | 02112 | 0.1573 | 0.1454 | 0.1310
Hebali | 02112 | 0.1556 | 0.1429 | 0.1286
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SPT 0.2112 1 0.1572 | 0.1453 | 0.1308

HPT 0.2112 | 0.1573 | 0.1455 | 0.1310

EPT 0.2113 | 0.1572 | 0.1453 | 0.1306

CPT - C=0 0.5535 ] 0.4029 | 0.3710 | 0.3418

TPT - C=0 0.4622 | 0.3593 | 0.3125 | 0.2756

CPT 0.5535 | 0.4029 | 0.3710 | 0.3418

(1.2) TPT ‘ 0.4622 | 0.3491 | 0.3229 | 0.2853
Présente Hebali 0.4622 | 0.3422 | 0.3126 | 0.2758

SPT 0.4624 | 0.3488 | 0.3224 | 0.2845

HPT 0.4622 | 0.3491 | 0.3229 | 0.2854

EPT 0.4628 | 0.3488 | 0.3222 | 0.2840

CPT - C=0 0.8503 | 0.6164 | 0.5665 | 0.5217

TPT - C=0 0.6688 | 0.5532 [ 0.4523 | 0.3943

CPT 0.8503 | 0.6164 | 0.5665 | 0.5217

2.2) TPT. 0.6688 | 0.5096 | 0.4715 | 0.4119
Présente Hebali 0.6687 | 0.4969 [ 0.4525 | 0.3945

SPT 0.6693 | 0.5091 [ 0.4707 | 0.4105

HPT 0.6688 | 0.5097 | 0.4716 | 0.4120

EPT 0.6702 | 0.5090 | 0.4702 | 0.4096

CPT - C=0 0.0592 | 0.0433 | 0.0401 | 0.0369

TPT - C=0 0.0576 | 0.0423 | 0.0390 | 0.0357

CPT 0.0592 | 0.0433 | 0.0401 | 0.0369

(1.1) TPT . 0.0576 | 0.0424 | 0.0392 | 0.0359
Présente Hebali 0.0576 | 0.0423 | 0.0390 | 0.0357

SPT 0.0576 | 0.0424 | 0.0392 | 0.0359

HPT 0.0576 | 0.0424 | 0.0392 | 0.0359

EPT 0.0577 | 0.0424 | 0.0392 | 0.0359

CPT - C=0 0.1463 | 0.1070 | 0.0989 | 0.0911

TPT - C=0 0.1376 | 0.1014 | 0.0931 | 0.0844

CPT 0.1463 | 0.1070 | 0.0989 | 0.0911

10| (12 TPT. 0.1376 | 0.1020 [ 0.0943 | 0.0855
Présente Hebali 0.1376 | 0.1012 | 0.0931 | 0.0844

SPT 0.1376 | 0.1019 | 0.0942 | 0.0854

HPT 0.1376 | 0.1020 [ 0.0943 | 0.0855

EPT 0.1377 | 0.1019 | 0.0942 | 0.0853

CPT - C=0 0.2314 | 0.1691 | 0.1561 | 0.1438

TPT - C=0 0.2112 | 0.1566 | 0.1429 | 0.1285

CPT 0.2314 | 0.1691 | 0.1561 | 0.1438

2.2) TPT. 0.2112 1 0.1573 | 0.1454 | 0.1310
Présente Hebali 0.2112 | 0.1556 | 0.1429 | 0.1286

SPT 0.2112 | 0.1572 | 0.1453 | 0.1308

HPT 0.2112 ] 0.1573 |1 0.1455 | 0.1310

EPT 0.2113 | 0.1572 | 0.1453 | 0.1306

CPT - C=0 0.0149 | 0.0109 | 0.0100 | 0.0093

20 | (1,1) TPT - C=0 0.0149 | 0.0108 | 0.0100 | 0.0092
Présente | CPT 0.0149 | 0.0109 | 0.0100 | 0.0093
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TPT 0.0147 | 0.0108 | 0.0100 | 0.0092
Hebali 0.0147 | 0.0108 | 0.0100 | 0.0092
SPT 0.0147 | 0.0108 | 0.0100 | 0.0092
HPT 0.0147 | 0.0108 | 0.0100 | 0.0092
EPT 0.0148 | 0.0108 | 0.0100 | 0.0092

Le tableau V.07 présente une étude comparative des fréquences adimensionnelles des trois

premiers modes, d’une plaque de forme carrée, mince, relativement épaisse et épaisse avec

quatre valeurs d’indice de puissance p=0, 0.5, 1 et 4.

Les résultats montrent :

Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a
pas d’influence sur la fréquence adimensionnelle.

Les valeurs données par CPT sont grossieres, excepté pour un élancement important.
Pour une valeur de p =0, soit une plaque entierement en céramique, la surface neutre
coincide avec la surface médiane, les résultats ne sont pas affectés.

Pour une valeur de p =0.5, la fréquence adimensionnelle prend de 1I’ampleur juste pour
le premier mode et elle se réduit pour les modes supérieurs.

Pour une valeur de p >1, la fréquence adimensionnelle prend de 1’ampleur pour une
plaque épaisse et s’atténue pour une plaque mince, quelque soit le mode. Ainsi elle est
plus importante lorsque le p est plus important.

Pour un rapport d’élancement a/h = 20, soit une plaque mince, la fréquence

adimensionnelle n’est pas affectée.

A

Tableau V.08: Les deux premieres pulsations adimensionnelles @ - Plaque carrée — Al/

AL O3

Mode| a/h Méthode

0 0.5 1 4
CPT - C=0 1.2570 | 0.9058 | 0.8302 | 0.7642
TPT - C=0 0.9297 | 0.8352 | 0.6294 | 0.5424
CPT 1.2570 | 0.9058 | 0.8302 | 0.7642
) TPT 0.9297 | 0.7147 | 0.6618 | 0.5717
, Hebali 0.9293 | 0.6932 | 0.6294 | 0.5425

1 Présente

SPT 0.9307 | 0.7140 | 0.6604 | 0.5695
HPT 0.9296 | 0.7148 | 0.6619 | 0.5720
EPT 0.9326 | 0.7139 | 0.6597 | 0.5682
5 CPT - C=0 0.2314 | 0.1691 | 0.1561 | 0.1438
TPT - C=0 0.2112 | 0.1566 | 0.1429 | 0.1285
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CPT 0.2314 | 0.1691 | 0.1561 | 0.1438

TPT 0.2112 | 0.1573 | 0.1454 | 0.1310

Présente Hebali 0.2112 | 0.1556 | 0.1429 | 0.1286

SPT 0.2112 1 0.1572 | 0.1453 | 0.1308

HPT 0.2112 | 0.1573 | 0.1455 | 0.1310

EPT 0.2113 | 0.1572 | 0.1453 | 0.1306

CPT - C=0 0.0592 | 0.0433 | 0.0401 | 0.0369

TPT - C=0 0.0576 | 0.0423 | 0.0390 | 0.0357

CPT 0.0592 | 0.0433 | 0.0401 | 0.0369

10 TPT . 0.0576 | 0.0424 | 0.0392 | 0.0359

Présente Hebali 0.0576 | 0.0423 | 0.0390 | 0.0357

SPT 0.0576 | 0.0424 | 0.0392 | 0.0359

HPT 0.0576 | 0.0424 | 0.0392 | 0.0359

EPT 0.0577 | 0.0424 | 0.0392 | 0.0359

CPT - C=0 2.1783 | 1.6896 [ 1.5405 | 1.2904

TPT - C=0 1.7232 | 1.6896 | 1.1721 | 0.9892

CPT 2.1783 | 1.6896 | 1.5405 | 1.2904

’ TPT 1.7232 | 1.3482 | 1.2516 | 1.0615

‘ Hebali 1.7206 | 1.2951 | 1.1707 | 0.9879
Présente

SPT 1.7283 | 1.3473 | 1.2487 | 1.0573

HPT 1.7229 | 1.3484 | 1.2520 | 1.0620

EPT 1.7356 | 1.3481 | 1.2479 | 1.0553

CPT - C=0 0.5535 | 0.4029 | 0.3710 | 0.3418

TPT - C=0 0.4622 | 0.3593 | 0.3125 | 0.2756

CPT 0.5535 1 0.4029 | 0.3710 | 0.3418

’ 5 TPT . 0.4622 | 0.3491 | 0.3229 | 0.2853

Présente Hebali 0.4622 | 0.3422 | 0.3126 | 0.2758

SPT 0.4624 | 0.3488 | 0.3224 | 0.2845

HPT 0.4622 | 0.3491 | 0.3229 | 0.2854

EPT 0.4628 | 0.3488 | 0.3222 | 0.2840

CPT - C=0 0.1463 | 0.1070 | 0.0989 | 0.0911

TPT - C=0 0.1376 | 0.1014 | 0.0931 | 0.0844

CPT 0.1463 | 0.1070 | 0.0989 | 0.0911

10 TPT. 0.1376 | 0.1020 | 0.0943 | 0.0855

Présente Hebali 0.1376 | 0.1012 | 0.0931 | 0.0844

SPT 0.1376 | 0.1019 | 0.0942 | 0.0854

HPT 0.1376 | 0.1020 | 0.0943 | 0.0855

EPT 0.1377 | 0.1019 | 0.0942 | 0.0853

Le tableau V.08 présente une étude comparative des fréquences adimensionnelles des deux
premiers modes, d’une plaque de forme carrée, avec des rapports d’élancement a/h=2, 5 et 10
avec quatre valeurs d’indice de puissance p=0, 0.5, 1 et 4.

Les résultats montrent :
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Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a
pas d’influence sur la fréquence adimensionnelle.

Les valeurs données par CPT sont grossieres.

Pour une valeur de p =0, soit une plaque entierement en céramique, la surface neutre
coincide avec la surface médiane, les résultats ne sont pas affectés.

Pour une valeur de p =0.5, la fréquence adimensionnelle prend de I’ampleur juste pour
le premier mode et elle se réduit pour le deuxieme mode.

Pour une valeur de p >1, la fréquence adimensionnelle prend de 1’ampleur quelque soit

le mode. Ainsi elle est plus importante lorsque le p est plus important.

Figure V.05: Flexion adimensionnelle - Plaque Carrée — Al/ Al,Os

Les figures V.05 présentent une étude comparative de la flexion maximale w au centre de

la plaque, de forme carrée, mince, relativement épaisse et épaisse avec quatre valeurs d’indice

de puissance p=0.5, 1, 2 et 4.

Les résultats montrent :

p=0.5

Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a
pas d’influence sur la flexion.
Les valeurs données par CPT se joignent aux valeurs données par les théories d’ordre

élevé que pour des élancements importants.

La flexion maximale w se réduit lorsque le rapport a/h diminue, cette réduction

devient insignifiante lorsque le rapport a/h est important.

D’autre part lorsque I’indice de puissance p croit la flexion maximale w se réduit
d’avantage.
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Figure V.06: Contrainte adimensionnelle - Plaque Carrée — Al/ Al,O3 — a=5h

Les figures V.06 sont une représentation graphique de la variation de la contraintea_x a
travers 1’épaisseur, d’une plaque en Al/ Al,O; de forme Carrée, épaisse avec trois valeurs
d’indice de puissance p=1, 2 et 4.

Les résultats montrent :
- Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a
pas d’influence sur la fréquence adimensionnelle.

- Pour les théories d’ordre élevé la prise en compte de la position exacte de la surface

neutre amplifiée la contrainte axiale o _ .

- Lorsque l'indice de puissance p croit, la contrainte axialea_x s’amplifier et elle

s’atténue pour des valeurs de p > 4.

Pour P=1: —— CPT-C=0
3,0 —— TPT-C=0

] — CPT

2,5 — TPT

-0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4

/h
Pour P=2: z
—— CPT-C=0
3,0 —— TPT-C=0
] ——CPT
2,5 ——TPT
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Pour P=4:

—— CPT-C=0
3,0- ——TPT-C=0
: ——CPT

-0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4
z/h

Figure V.07: Pulsation adimensionnelle o - Plaque carrée — Al/ Al,O3

Les figures 07 présentent une étude comparative des fréquences adimensionnelles des sept
premiers modes, d’une plaque de forme carrée, pour des rapports d’élancement a/h=>5, 10 et
100 avec quatre valeurs d’indice de puissance p=0, 0.5, 1 et 4.

Les résultats montrent :

- Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a
pas d’influence sur la fréquence adimensionnelle.

- Les valeurs données par CPT se joignent aux valeurs données par les théories d’ordre
élevé que pour des élancements importants.

- Pour une valeur de p =0, soit une plaque entierement en céramique, la surface neutre
coincide avec la surface médiane, les résultats ne sont pas affectés.

- Pour une valeur de p =0.5, la fréquence adimensionnelle prend de 1’ampleur juste pour
le premier mode et elle se réduit pour les autres, cette réduction est encore plus
ressentie pour les modes supérieurs.

- Pour une valeur de p >1, la fréquence adimensionnelle prend de I’ampleur quelque soit
le mode, cette amplification est encore plus ressentie pour les modes supérieurs. ainsi
elle est plus importante lorsque le p est plus important.

- Pour des rapports d’élancement important, soit une plaque mince, la fréquence

adimensionnelle n’est pas affectée quelque soit le mode.
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Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,0O3 —a/h =5, mode 1(1,1)
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Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,0O3 —a/h =5, mode 5(3,1)

26 -
241

22

10 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4

Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée —Al/ Al,03 —a/h =5, mode 7(3,2)
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Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,O3 —a/h = 10, mode 1(1,1)
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Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,O3; —a/h = 10, mode 2(1,2)

-
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10 4

Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,O3 —a/h = 10, mode 4(2,2)

24 1
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Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,O3 —a/h = 10, mode 5(1,3)
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Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,O3; —a/h = 10, mode 7(2,3)
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Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,O3 —a/h = 100, mode 1(1,1)

6,0 -
5,5
_ 50+
45

4,04

3,5

2
~ p
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Pulsation adimensionnelle &) - Plaque carrée — Al/ Al,O3 — a/h = 100, mode 4(2,2)
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V.5. Conclusion :

D’apres cette étude paramétrique relative a I’impact de la prise en compte de la position
exacte de la surface neutre sur I’ensemble des réponses de la plaque, en utilisant la théorie
classique des plaques et celle d’ordre €levé en ayant recours a cinq fonction de cisaillement,
les résultats ont révélés ce qui suit:

- Pour une valeur de p =0, soit une plaque entierement en céramique, la surface neutre
coincide avec la surface médiane, les résultats ne sont pas affectés.

. Pour la CPT la prise en compte de la position exacte du plan neutre ou pas n’a pas
d’influence sur les résultats.

- Les valeurs données par CPT sont grossieres excepté pour des élancements
importants.

- La prise en compte de la position exacte de la surface neutre amplifiée la contrainte
axialea_x, qui devient plus importante lorsque le rapport a/h diminue et devient
insignifiante lorsque le rapport a/h devient important. D’autre part, lorsque I’indice de
puissance p croit la contrainte axialed_x s’amplifier cette amplification s’atténue pour
des valeurs de p > 4.

- Inversement, la prise en compte de la position exacte de la surface neutre réduit la

flexion maximale w lorsque le rapport a’/h diminue et elle devient insignifiante
lorsque le rapport a/h est important. D’autre part, lorsque ’indice de puissance p croit
la flexion maximale w se réduit cette réduction devient insignifiante pour des valeurs
de p > 4.

- La prise en compte de la position exacte de la surface neutre amplifiée les
déplacements normaux pour une valeur de p=1, cette amplification s’atténue pour des
valeurs de p > 1 et elle devient insignifiante pour des valeurs de p > 4.

- la prise en compte de la position exacte de la surface neutre amplifié€ la contrainte dans

le planO'_xy, qui s’atténue pour des valeurs de p > 4.

- la prise en compte de la position exacte de la surface neutre réduit la contrainte
transversale o, , qui devient insignifiante lorsque le p est important.

- Pour une valeur de p =0.5, la fréquence adimensionnelle prend de 1’ampleur juste pour

le premier mode et elle se réduit pour les modes supérieurs.

97



Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

- Pour une valeur de p >1, la fréquence adimensionnelle prend de 1’ampleur pour une
plaque épaisse et s’atténue pour une plaque mince, quelque soit le mode. Ainsi elle est
plus importante lorsque le p est plus important.

- Pour des rapports d’élancement important, soit une plaque mince, la fréquence

adimensionnelle n’est pas affectée quelque soit le mode.

V.6. Validation des résultats sous chargement thermique :

Les tableaux V.09 et V.10 présentent une étude comparative des résultats obtenus en
utilisant la théorie d’ordre élevé a quatre variables seulement, avec une fonction de
cisaillement transverse de forme hyperbolique, en prenant en compte la position exacte de la
surface neutre, avec ceux des travaux d’autres auteurs, ou la surface médiane est considérée
comme surface neutre, on s’est intéressé a la température critique, ces tests de validation
témoignent de 1’exactitude du développement.

Dans ce qui suit la plaque est constituée du métal 1’aluminium Al et la céramique
I’ Alumina Al,Os, soit Al/ Al,Os, la loi régissant la variation des propriétés matérielles est
celle de loi de puissance, la plaque prend ou pas appui sur fondation élastiques a un ou deux
parametres. La plaque est soumise a trois cas de chargement thermique uniforme, linéaire et
non-linéaire

Les propriétés des matériaux constituant les plaques étudiées sont comme suit :

La céramique (Alumina, Al,O3), Ec = 380 GPa, v = 0.3, ac=7.4 10°%/°C et ke= 10.4m/Mk.
Le métal (Aluminium, Al), E,, =70 GPa, v=0.3, a,= 23.10°%/°C et k=204 W/mK.

Tableau V.09: Température critique de flambement d’une plaque en gradient de propriété

sans fondation, sous une température uniforme avec différents rapports a/b et différents

élancements
alb Théorie alh=10 alh=20 alh =40 alh =060 alh=80 | a/h=100
Présente 0.758423 0.196267 0.049501 0.022037 0.0124029 | 0.0079400
TPT® 0.758451 0.196269 0.049502 0.022037 0.012403 0.007940
1 HPT® 0.758396 0.196265 0.049502 0.022037 0.012403 0.007940
CPT® 0.794377 0.198594 0.049649 0.022066 0.012412 0.007944
Présente 1.77567 0.482196 0.123208 0.054983 0.0309729 | 0.0198359
TPT® 1.775899 0.482206 0.123209 0.054984 0.030973 0.019836
HPT® 1.775555 0.482184 0.123208 0.054984 0.030973 0.019836
> HPT® 1.7756 0.48218 0.12321 0.05498 0.03097 0.01984
FPT® 1.8072 0.48451 0.12336 0.05501 0.03098 0.01984
CPT® 1.985943 0.496486 0.124121 0.055165 0.031030 0.019859
Présente 3.212203 0.937430 0.244617 0.109608 0.0618316 | 0.0396248
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TPT® 3.213338 0.937475 0.244620 0.109609 0.061838 0.039625
HPT® 3.211975 0.937389 0.244614 0.109608 0.061831 0.039625
CPTW 3.971886 0.992972 0.248243 0.110330 0.062061 0.039719
Présente 4.81864 1.53365 0.411643 0.185484 [ 0.1048428 | 0.0672509
TPT® 4.822477 1.533805 0.411650 0.185485 0.104843 0.067251
HPT® 4.818675 1.533556 0.411634 0.185482 0.104842 0.067251
HPT®™ 4.8187 1.5336 0.41163 0.18548 0.10484 0.06725
FPTY 5.0530 1.5571 0.41333 0.18583 0.10495 0.06730
CPT® 6.752207 1.688052 0.422013 0.187561 0.105503 0.067522

@ Résultats prises de ZENKOUR et SOBHY 2011

) Résultats prises de SAMSAM SHARIAT et ESLAMI 2007
©  Résultats prises de LANHE W. 2004

Le tableau V.09 présente les résultats d’une plaque en gradient de propriété, ne prenant pas

appui sur une fondation et soumise a une température uniforme, en utilisant la présente

théorie qui n’a besoin que de quatre inconnues, contrairement a celles présentées dans

[SAMSAM SHARIAT B.A. et ESLAMI M.R.2007, LANHE W. 2004, ZENKOUR A.M. et

SOBHY M.2011] pour les quelles cinq inconnues sont nécessaires. On observe que les

résultats sont identiques. Cette haute précision valide la procédure.

Tableau V.10.a: Température critique de flambement d’une plaque carrée en gradient de

propriété, avec et sans fondation, sous une température uniforme avec différentes valeurs de

p-
T, k,=0 k,=0 k, =10 ,=0 k,=10 k, =10

P Théorie ah=5 10 20 a’h=5 10 20 ah=5 10 20
TPT® 5.58556 | 1.61882 | 0.42154 | 5.76109 | 1.66270 | 0.43252 | 9.22610 | 2.52896 | 0.64908
HPT® 5.58344 1.61868 | 0.42154 | 5.75899 | 1.66257 | 0.43251 9.22398 | 2.52882 | 0.64907
0 FPT® 5.58069 1.61862 | 0.42153 | 5.75622 | 1.66251 | 0.43251 9.22123 | 2.52876 | 0.64907
CPT® 6.83964 | 1.70991 | 0.42748 | 7.01519 | 1.75380 | 0.43845 | 10.48019 | 2.62005 | 0.65501
Présente | 5.58393 | 1.61875 | 0.42154 | 5.75947 | 1.66263 | 0.43251 | 9.22448 | 2.52888 | 0.64907
TPT® 2.67241 | 0.75845 | 0.19627 | 2.83603 | 0.79935 | 0.20649 | 6.06558 | 1.60674 | 0.40834
HPT® 2.67153 | 0.75840 | 0.19627 | 2.83515 | 0.79930 | 0.20649 | 6.06470 | 1.60669 | 0.40835
| FPT® 2.67039 | 0.75837 | 0.19626 | 2.83400 | 0.79930 | 0.20649 | 6.06356 | 1.60667 | 0.40834
CPT® 3.17751 0.79438 | 0.19859 | 3.34112 | 0.83528 | 0.20882 | 6.57068 1.64267 | 0.41067
Présente | 2.67173 | 0.758423 | 0.19626 | 2.83534 | 0.79932 | 0.20649 | 6.06491 1.60671 | 0.40834
TPT® 2.27131 | 0.67895 | 0.17851 | 2.49808 | 0.73564 | 0.19268 | 6.97440 | 1.85472 | 0.47245
HPT® 2.27501 | 0.67931 | 0.17854 | 2.50179 | 0.73600 | 0.19271 | 6.97810 | 1.85508 | 0.47248
5 FPT® 2.35948 | 0.68678 | 0.17905 | 2.58625 | 0.74348 | 0.19322 | 7.06257 | 1.86255 | 0.47229
CPT® 2.90629 | 0.72657 | 0.18164 | 3.13305 | 0.78326 | 0.19582 | 7.60938 | 1.90234 | 0.47559
Présente | 2.27935 | 0.679719 | 0.17856 | 2.50612 | 0.73641 | 0.19273 | 6.98244 | 1.85549 | 0.47250
TPT® 2.27551 | 0.69254 | 0.18313 | 2.53146 | 0.75653 | 0.19913 | 7.58356 | 2.01955 | 0.51489
HPT® 2.27678 | 0.69269 | 0.18314 | 2.53273 | 0.75668 | 0.19914 | 7.58483 | 2.01970 | 0.51490
10 FPT('““) 2.36822 | 0.70108 | 0.18373 | 2.62417 | 0.76507 | 0.19972 | 7.67626 | 2.02809 | 0.51548
CPT® 2.98770 | 0.74693 | 0.18673 | 3.24365 | 0.81091 | 0.20273 | 8.29575 | 2.07394 | 0.51848
Présente | 2.27936 | 0.69295 | 0.18316 | 2.53530 | 0.75694 | 0.19915 | 7.58740 | 2.01996 | 0.51491

@ Résultats prises de ZENKOUR et SOBHY 2011
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Tableau V.10.b: Température critique de flambement d’une plaque carrée en gradient de

propriété, avec et sans fondation, sous une température linéaire avec différentes valeurs de p.

T, k,=0 kg=0 k, =10 kg=0 k,=10 k, =10

p Théorie ah=5 10 20 ah=>5 10 20 a/h=5 10 20
TPT® 11.16112 | 322764 | 083309 | 11.51220 | 331541 | 0.85503 | 18.44220 | 5.04791 | 1.28816
HPT® 11.15688 | 3.22736 | 0.83307 | 11.50796 | 331513 | 0.85501 | 18.43797 | 5.04764 | 128814
0 FPT® 11.15138 | 3.22725 | 0.833306 | 11.50246 [ 3.31502 | 0.85501 | 18.43246 | 504752 | 1.28814
CPT®W 13.66929 | 3.40982 | 0.84496 | 14.02036 | 3.49759 | 0.86690 | 20.95037 | 5.23009 | 1.30002
Présente | 11.15787 | 3.22750 | 0.83308 11.5089 | 3.31527 | 0.85502 | 18.43896 | 5.04777 | 1.28814
TPT® 5.00264 | 1.41307 | 0.35872 530948 | 1.48978 | 037789 | 11.36642 | 3.00402 | 0.75645
HPT® 5.00099 | 1.41297 | 0.35871 530784 | 1.48968 | 037789 | 11.36477 | 3.00391 | 0.75645
| FPT® 499885 | 141292 | 035871 530570 | 1.48964 | 037789 | 11.36263 | 3.00387 | 0.75645
CPT® 594993 | 1.48045 | 0.36308 6.25678 | 155716 | 038226 | 1231372 | 3.07140 | 0.76082
Présente | 5.00137 | 141302 | 0358715 | 530822 | 1.48973 | 037789 | 11.36515 | 3.00396 | 0.756451
TPT® 3.90098 1.6006 | 028966 | 429132 | 1.25765 | 032306 | 11.99637 | 3.18391 | 0.80462
HPT® 3.90735 | 1.16069 | 0.29871 429770 | 125827 | 032310 | 12.00275 | 3.18453 | 0.80467
5 FPT® 405274 | 117354 | 029959 | 4.44308 | 127113 | 032399 | 12.14816 | 3.19739 | 0.80555
CPT® 499396 | 1.24204 | 0.30405 538430 | 133962 | 0.32845 | 13.08936 | 3.26588 | 0.81002
Présente | 3.91482 | 1.16138 | 0.29875 430516 | 1.25897 | 032315 | 12.01022 | 3.18523 | 0.80471
TPT® 402350 | 1.21837 | 0.31566 447705 | 133176 | 0.34401 13.42969 | 3.56992 | 0.90355
HPT® 4.02576 | 121864 | 0.31568 447930 | 133203 | 034403 | 13.43194 | 3.57019 | 0.90357
0 FPT® 418778 | 123350 | 031672 | 4.64132 | 1.34688 | 034506 | 13.59396 | 3.58504 | 0.90460
CPT® 528555 | 131474 | 0.32204 573910 | 1.42813 | 035039 | 14.691174 | 3.66629 | 0.90993
Présente | 4.03031 | 121910 | 031571 448386 | 1.33249 | 034406 | 13.43650 | 3.57065 | 0.90360

@ Résultats prises de ZENKOUR et SOBHY 2011

Tableau V.10.c: Température critique de flambement d’une plaque carrée en gradient de

propriété, avec et sans fondation, sous une température non- linéaire avec différentes valeurs

de p.
Te k,=0 k,=0 k,=10 k,=0 k,=10 k,=10

p Théorie | ah=5 10 20 ah=5 10 20 ah=5 10 20
TPT® 22.32223 | 6.45528 | 1.66618 | 23.02439 | 6.63082 | 1.71006 | 36.88440 | 10.09582 | 2.57631
HPT® 22.31376 | 6.45473 | 1.66614 | 23.01592 | 6.63027 | 1.71003 | 36.87594 | 10.09527 | 2.57628
0 FPT® 22.30276 | 6.45450 | 1.66614 | 23.00491 | 6.63003 | 1.71002 | 36.86493 | 10.09527 | 2.57627
CPT® 27.33857 | 6.81964 | 1.68991 | 28.04073 | 6.99518 | 1.73380 | 41.90074 | 10.46019 | 2.60005
Présente | 22.31575 | 6.45501 | 1.66616 | 23.01791 | 6.63055 | 1.71004 | 36.87792 | 10.09555 | 2.57629
TPT® [ 10.00817 [ 2.82696 | 0.71764 | 10.62205 | 2.98043 | 0.75601 | 22.73943 | 6.00978 | 1.51334
HPT® 10.00488 | 2.82676 | 0.71763 | 10.61875 | 2.98022 | 0.75600 | 22.73614 | 6.00957 | 1.51333
1 FPT®W 10.00060 | 2.82667 | 0.71763 | 10.61447 | 2.98014 | 0.75600 | 22.73185 | 6.00948 | 1.51333
CPT® [ 11.90332 | 2.96176 | 0.72637 | 12.51719 | 3.11523 | 0.76474 | 24.63458 | 6.14457 | 1.52207
Présente | 10.00565 | 2.82686 | 0.71763 | 10.61952 | 2.98033 | 0.75600 | 22.73691 | 6.00967 | 1.51334
TPT® | 6.77655 | 2.01520 [ 0.51882 | 7.45464 | 2.18472 | 0.56120 | 20.83942 | 5.53091 | 1.39775
HPT® 6.78763 | 2.01628 | 0.51889 | 7.46571 | 2.18580 | 0.56127 | 20.85050 | 5.53199 | 1.39782
5 FPT®W 7.04019 | 2.03861 | 0.52043 | 7.71827 | 2.20813 | 0.56281 | 21.10305 | 5.55433 | 1.39936
CPT® 8.67523 | 2.15759 | 0.52819 | 9.35331 | 2.32711 | 0.57057 | 22.73809 | 5.67331 | 1.40711
Présente | 6.80061 | 2.01749 | 0.51897 | 7.47869 | 2.18701 | 0.56135 | 20.86347 | 5.53321 | 1.39790
TPT® | 6.92562 [ 2.09717 | 0.54335 | 7.70631 | 2.29235 | 0.59214 | 23.11642 | 6.14487 | 1.55531
HPT® | 6.92950 | 2.09763 | 0.54338 | 7.71019 | 2.29281 [ 0.59218 | 23.12029 | 6.14533 | 1.55531
10 FPT® 7.20839 | 2.12321 | 0.54516 | 7.98908 | 2.31838 | 0.59396 | 23.39918 | 6.17091 | 1.55709
CPT® 9.09798 | 2.26306 | 0.55433 | 9.87867 | 2.45823 | 0.60312 | 25.28877 | 6.31075 | 1.56625
Présente | 6.93735 | 2.09843 | 0.54344 | 7.71804 | 2.29360 | 0.59223 | 23.12814 | 6.14613 | 1.55536
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@ Résultats prises de ZENKOUR et SOBHY 2011

Une autre étude comparative pour 1'évaluation de la température critique de flambage entre
la théorie présentée, sur la base de la position exacte de la surface neutre et une solution
analytique développée par Zenkour et Sobhy (2011) sur la base d’une fonction de cisaillement
TPT, FPT et du CPT, est présentée dans les tableaux V.10.a a V.10.c.

En effet, les tableaux V.10.a a V.10.c présentent la différence de température critique de
flambement de la plaque en gradient de propriété, de forme carrée, prenant ou pas appui sur
fondation élastiques a un ou deux parametres. La plaque est soumise a trois cas de chargement
thermique uniforme, linéaire et non-linéaire, les valeurs d'indice de puissance p=0, 1, 5 et 10.

D'apres les résultats présentés dans les tableaux V.10.a a V.10.c, on constate que les
résultats ont une bonne concordance. Notez également que les résultats de flambement
critique en utilisant la théorie actuelle sont tres proches de ceux de HPT [ZENKOUR A.M. et
SOBHY M.2011]. 11 est clair que les résultats présentent des différences significatives entre
les théories d’ordre élevé et ceux de la plaque classique, ce qui certifie 1'effet de déformation

de cisaillement.

V.7. Conclusion :

Enfin, les études comparatives actuelles montrent que les résultats obtenus a partir de la
méthode proposée concordent bien avec les résultats analytiques existants dans la littérature,
ce qui valide la fiabilité et la précision de I'approche analytique actuelle. I convient de noter
que la théorie raffinée proposée sur la base de la position exacte de la surface neutre implique
quatre inconnues au lieu de cinq tel il est le cas dans les autres théories de déformations en

cisaillement TPT, HPT et FPT.

V.8. Etude paramétrique sous chargement thermique :
Les tableaux V.11 et V.12 les figures V.09 a V.12 présentent une étude paramétrique avec
divers fonctions de déformation en cisaillement transverse avec et sans prise en compte de la

position exacte de la surface neutre. Les fonctions de cisaillement utilisées sont :

4
TPT: f(z)= Wﬁ

EPT: f(z)=z—z¢ "

HP.T: f(z)=h- hsinh[%j + zcosh[%j
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SP.T: f(z)=h —ﬁsm(ﬂj
T h

(h/ﬁ)sinh(z zj ~z

Hebali: f(z) = [cosh(z/2)—1]

Dans ce qui suit la plaque est constituée du métal 1’aluminium Al et la céramique
I’ Alumina Al,O3, soit Al/ Al,Os, la loi régissante la variation des propriétés matérielles est
celle de loi de puissance, la plaque prend ou pas appui sur fondation élastiques a un ou deux
parametres, soumise a trois cas de température uniforme, linéaire et non-linéaire.
Figure V.08: Variation de la position de la surface neutre en fonction de 1’indice de loi de

puissance 018

0,16—-
0,14—-
0,12—-
0,10—-

0,08 H

C/h

0,06
0,04 H
0,02

0,00

0 5 10 15 20 25 30 35 40

On observe sur ce premier graphe que pour p compris entre 0 et 4 le °C’’ est ascendant, au-

dela de p=4 le “C’’ est descendant. Pour ce qui suit la valeur maximale de p sera de 10.

Tableau V.11: Température critique du flambement sous une température uniforme

alb Théories a/h=10 alh=20 a/h=40 a/h =60 a/h =280 a/h =100
C=0 TPT 0.758451 | 0.196269 | 0.049502 | 0.022037 | 0.012403 0.007940

CPT 0.794377 | 0.198594 | 0.049649 | 0.022066 | 0.012412 0.007944

CPT 0.794377 | 0.198594 | 0.049648 | 0.022066 | 0.012412 0.007943

| Présentes TPT . 0.762913 | 0.196566 | 0.049520 | 0.022040 | 0.012404 0.007940
C£0 Hebali 0.758423 | 0.196267 | 0.049501 0.022037 | 0.012402 0.007940

SPT 0.762765 | 0.196556 | 0.049520 | 0.022040 | 0.012404 0.007940

HPT 0.762931 | 0.196567 | 0.049520 | 0.022040 | 0.012404 0.007940

EPT 0.762727 | 0.196553 | 0.049520 | 0.022040 | 0.012404 0.007940

C=0 TPT 1.775899 | 0.482206 | 0.123209 | 0.054984 | 0.030973 0.019836

CPT 1.985943 | 0.496486 | 0.124121 0.055165 | 0.031030 0.019859

2 Présentes CPT 1.985943 | 0.496485 | 0.124121 0.055165 | 0.031030 0.019859
C#0 TPT 1.800560 | 0.484005 | 0.123326 | 0.055007 | 0.030980 0.019838
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Hebali | 1.775670 | 0.482196 | 0.123208 | 0.054983 | 0.030972 | 0.019835
SPT 1.799766 | 0.483945 | 0.123322 | 0.055006 | 0.030980 | 0.019838

HPT 1.800661 | 1.800662 | 0.123326 | 0.055007 | 0.030980 | 0.019838

EPT 1.799588 | 0.483929 | 0.123321 | 0.055006 | 0.030980 | 0.019838

o0 TPT 3213338 | 0.937475 | 0.244620 | 0.109609 | 0.061838 | 0.039625
CPT 3.971886 | 0.992972 | 0.248243 | 0.110330 | 0.062061 | 0.039719

CPT 3.971886 | 0.992971 | 0.248242 | 0.110330 | 0.062060 | 0.039718

) TPT 3294997 | 0.944301 | 0.245082 | 0.109701 | 0.061861 | 0.039637

3 Présen(;es Hebali | 3.212203 | 0.937430 | 0.244617 | 0.109608 | 0.061831 | 0.039624
7 SPT 3292505 | 0.944076 | 0.245066 | 0.109698 | 0.061860 | 0.039636

HPT 3295321 | 0.944330 | 0.245084 | 0.109701 | 0.061861 | 0.039637

EPT 3292092 | 0.944020 | 0.245062 | 0.109697 | 0.061859 | 0.039636

o0 TPT 4.822477 | 1.533805 | 0.411650 | 0.185485 | 0.104843 | 0.067251
CPT 6.752207 | 1.688052 | 0.422013 | 0.187561 | 0.105503 | 0.067522

CPT 6.752206 | 1.688051 | 0.422012 | 0.187561 | 0.105503 | 0.067522

) TPT 5.008772 | 1.552166 | 0.412960 | 0.185751 | 0.104928 | 0.067285

4 Présen(;es Hebali | 4.818640 | 1.533650 | 0.411643 | 0.185484 | 0.1048428 | 0.067250
7 SPT 5.003540 | 1.551570 | 0.412917 | 0.185742 | 0.104925 | 0.067284

HPT 5.009476 | 1.552241 | 0.412966 | 0.185752 | 0.104928 | 0.067286

EPT 5.003175 | 1.551432 | 0.412905 | 0.185739 | 0.104924 | 0.067284

Le tableau V.11 présente la Température critique du flambement d’une plaque en gradient de

propriété, ne prenant pas appui sur fondation et soumise a une température uniforme, avec

différents rapports a/b et différents élancements a/h et pour p=1, les résultats montrent :

Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a

pas d’influence sur la température critique de flambement.

Les valeurs données par CPT sont grossicres, excepté pour des élancements

importants.

Pour les théories d’ordre élevé la prise en compte de la position exacte de la surface

neutre amplifiée la température critique du flambement, cette amplification est

d’autant plus importante lorsque le rapport d’élancement a/h est petit et elle devient

insignifiante lorsque le rapport a/h devient important

D’autre part lorsque le rapport a/b devient important la température critique devient

importante.

Tableau V.12.a : Température critique du flambement sous une température uniforme

T, k,=0 k,=0 k,=10 k,=0 k,=10 k, =10

p Théories ah=5 10 20 a/h=5 10 20 a/h=5 10 20
C=0 TPT | 5.58556 | 1.61882 | 0.42154 | 5.76109 | 1.66270 | 0.43252 | 9.22610 | 2.52896 | 0.64908
CPT | 6.83964 | 1.70991 | 0.42748 | 7.01519 | 1.75380 | 0.43845 | 10.48019 | 2.62005 | 0.65501
CPT |6.839642 | 1.709910 | 0.42748 | 7.01519 | 1.75380 | 0.43845 | 10.48019 | 2.62005 | 0.65501
Présentes| TPT |[5.583442| 1.618681 |0.421535|5.758981 | 1.662566 | 0.432506 | 9.223984 |2.528817 | 0.649069
0 C#0 | Hebali | 558393 | 1.61875 | 0.42154 | 5.75947 | 1.66263 | 0.43251 | 9.22448 | 2.52888 | 0.64907
SPT |5.585558 | 1.618820 |0.421543|5.761097 | 1.662704 | 0.432515 | 9.226101 | 2.528955 | 0.649077
HPT | 5.58340 | 1.61868 | 0.42153 |5.758939 | 1.662566 | 0.432506 | 9.223943 |2.528817 | 0.649069
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EPT [5.590910 | 1.619225 | 0.421570 | 5.766449 | 1.663110 | 0.432541 | 9.231453 | 2.529360 | 0.649104
Coo |_TPT | 267241 | 075845 | 0.19627 | 2.83603 | 0.79935 | 0.20649 | 6.06558 | 1.60674 | 0.40834
CPT | 3.17751 | 0.79438 | 0.19859 | 3.34112 | 0.83528 | 0.20882 | 6.57068 | 1.64267 | 0.41067
CPT | 3.17751 | 0.79438 | 0.19859 | 3.34112 | 0.83528 | 0.20882 | 6.57068 | 1.64267 | 0.41067
) TPT |2.728648 | 0.762913 | 0.762913 | 2.892260 | 0.803816 | 0.206791 | 6.121822 | 1.611206 | 0.408639
1 Présenées Hebali | 2.67173 | 0.758423 | 0.19626 | 2.83534 | 0.79932 | 0.20649 | 6.06491 | 1.60671 | 0.40834
* SPT | 2.726894 | 0.762765 | 0.196556 | 2.890506 | 0.803668 | 0.803668 | 6.120068 | 1.611058 | 0.408629
HPT | 2.72887 | 0.76293 |0.196567 | 2.892486 | 0.803834 | 0.206793 | 6.122048 | 1.611225 | 0.408640
EPT |2.726561 | 0.762727 | 0.196553 | 2.890172 | 0.803630 | 0.206779 | 6.119735 | 1.611020 | 0.408626
C—o |_TPT | 227131 | 067895 | 0.17851 | 2.49808 | 0.73564 | 0.19268 | 6.97440 | 1.85472 | 047245
CPT | 2.90629 | 0.72657 | 0.18164 | 3.13305 | 0.78326 | 0.19582 | 7.60938 | 1.90234 | 0.47559
CPT | 2.90629 | 0.72657 | 0.18164 | 3.13305 | 0.78326 | 0.19582 | 7.60938 | 1.90234 | 0.47586
) TPT |2.447197 | 0.693858 | 0.179524 | 2.673970 | 0.750551 | 0.193697 | 7.150289 | 1.869631 | 0.473467
5|P résinotes Hebali | 2.27935 | 0.679719 | 0.17856 | 2.50612 | 0.73641 | 0.19273 | 6.98244 | 1.85549 | 0.47250
SPT | 2437864 | 0.693092 | 0.179472 | 2.664637 | 0.749785 | 0.193645 | 7.140956 | 1.868865 | 0.473415
HPT | 2.448200 | 0.693940 | 0.179529 | 2.674973 | 0.750633 | 0.193702 | 7.151291 | 1.869712 | 0.473472
EPT | 2431718 | 0.692579 | 0.179437 | 2.658491 | 0.749272 | 0.193611 | 7.134810 | 1.868352 | 0.473381
Coo | _TPT | 227551 | 0.69254 | 0.18313 | 2.53146 | 0.75653 | 0.19913 | 7.58356 | 2.01955 | 0.51489
CPT | 2.98770 | 0.74693 | 0.18673 | 3.24365 | 0.81091 | 0.20273 | 8.29575 | 2.07394 | 0.51848
CPT | 2.98770 | 0.74693 | 0.18673 | 3.24365 | 0.81091 | 0.20273 | 8.29575 | 2.07394 | 0.518484
) TPT |2.385466 | 0.702379 | 0.183813 | 2.641408 | 0.766364 | 0.199810 | 7.693504 | 2.029388 | 0.515566
10|P résinées Hebali | 2.27936 | 0.69295 | 0.18316 | 2.53530 | 0.75694 | 0.19915 | 7.58740 | 2.01996 | 0.51491
SPT |2.373992 | 0.701354 | 0.183742 | 2.629934 | 0.765340 | 0.199739 | 7.682029 | 2.028364 | 0.515495
HPT | 2.382146 | 0.702053 | 0.183787 | 2.625135 | 0.765613 | 0.199787 | 7.678095 |2.028845 | 0.515539
EPT |2.365339 | 0.700568 | 0.183688 | 2.621282 | 0.764553 | 0.199684 | 7.673377 | 2.027577 | 0.515440
Tableau V.12.b : Température critique du flambement sous une température linéaire

T, k,=0 Kk, =0 k, =10 k,=0 k, =10 k, =10

p Théories ah=5 10 20 a/h=5 10 20 a/h=5 10 20
=0 TPT | 1116112 | 3.22764 | 0.83309 | 11.51220 | 331541 | 0.85503 | 18.44220 | 5.04791 | 1.28816
CPT 13.66929 3.40982 0.84496 14.02036 3.49759 0.86690 20.95037 5.23009 1.30002
CPT 13.66929 3.40982 0.84496 14.02036 3.49759 0.86690 20.95037 5.23009 1.30002
. TPT 11.156884 | 3.227363 0.833070 | 11.507962 | 3.315133 | 0.855012 | 18.437969 | 5.047635 | 1.288138
0 Présentes Hebali | 11.15787 3.22750 0.83308 11.5089 3.31527 0.85502 18.43896 5.04777 1.28814
C#0 SPT [11161117] 3227640 | 0.833087 | 11512195 | 3315409 | 0.855030 | 18.442202 | 5.047911 | 1288155
HPT |11.156800 | 3.227363 | 0.833070 | 11.507879 | 3.315133 | 0.855013 | 18.437886 | 5.047634 | 1.288138
EPT | 11171820 | 3228450 | 0.833141 | 11.522899 | 3.316220 | 0.855083 | 18.452906 | 5.048721 | 1.288209
Co | TPT | 500264 | 41307 | 035872 | 530948 | 148978 | 037789 | 1136642 | 3.00402 | 075645
CPT | 594993 | 148045 | 036308 | 625678 | 155716 | 038226 | 12.31372 | 3.07140 | 0.76082
CPT 5.94993 1.48045 0.36308 6.25678 1.55716 0.38226 12.31372 3.07140 0.76082
. TPT 5.108111 1.421440 | 0.359275 | 5.414959 | 1.498152 | 0.378453 | 11.471894 | 3.012386 | 0.757012
1 Presentes Hebali 5.00137 1.41302 0.358715 5.30822 1.48973 0.37789 11.36515 3.00396 | 0.756451
c # 0 SPT 5.104821 1.421163 0.359257 | 5.411669 | 1.497875 | 0.378435 | 11.468604 | 3.012109 | 0.756993
HPT 5.108535 1.421475 0.359278 | 5.415383 | 1.498187 | 0.378456 | 11.472318 | 3.012421 | 0.757014
EPT 5.104195 1.421091 0.359252 | 5.411043 | 1.497803 | 0.378430 | 11.467979 | 3.012037 | 0.756988
Co |_TPT | 390098 | 16006 | 02896 | 429132 | 125765 | 032306 | 1199637 | 3.18391 | 080462
CPT 4.99396 1.24204 0.30405 5.38430 1.33962 0.32845 13.08936 3.26588 0.81002
CPT | 499396 | 124204 | 030405 | 538430 | 133962 | 0.32845 | 13.08936 | 3.6588 | 0.81002
) TPT | 4203735 | 1.185726 | 0.300406 | 4.594078 | 1.283312 | 0.324803 | 12.299131 | 3.209575 | 0.806369
5 Présinotes Hebali | 391482 | 116138 | 0.29875 | 430516 | 125897 | 032315 | 12.01022 | 3.18523 | 0.80471
SPT 4.187670 1.184408 0.300318 | 4.578012 | 1.281993 | 0.324714 | 12.283065 | 3.208256 | 0.806280
HPT | 4205460 | 1.185867 | 0.300416 | 4.595803 | 1.283452 | 0.324812 | 12300856 | 3.209716 | 0.806378
EPT 4.177092 1.183525 0.300258 | 4.567434 | 4.567434 | 0.324654 | 12.272487 | 3.207373 | 0.806220
C=0 TPT 4.02350 1.21837 0.31566 4.47705 1.33176 0.34401 13.42969 3.56992 0.90355
10 CPT | 528555 | 131474 | 032204 | 573910 | 142813 | 035039 | 14691174 | 3.66629 | 0.90993
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Présentes
C#0

CPT 5.28555 1.31474 0.32204 | 5.73910 1.42813 | 0.35039 | 14.691174 | 3.66629 | 0.90993
TPT | 4218339 | 1.235800 | 0.316869 | 4.671884 | 1.349187 | 0.345215 | 13.624522 | 3.587346 | 0.904755
Hebali | 4.03031 1.21910 031571 | 4.48386 1.33249 | 0.34406 13.43650 | 3.57065 | 0.90360
SPT | 4.198005 | 1.233985 | 0.316744 | 4.651551 | 1.347371 | 0.345090 | 13.604189 | 3.585531 | 0.904630
HPT | 4216763 | 1.234469 | 0.316822 | 4.666001 | 1.348390 | 0.345175 | 13.622910 | 3.586569 | 0.904687
EPT | 4.182673 | 1.232591 | 0.316647 | 4.636219 | 1.345977 | 0.344994 | 13.588857 | 3.584137 | 0.904533

Tableau V.12.c : Température critique du flambement sous une température non- linéaire

T, k,=0 k,=0 k=10 k,=0 k=10 k,=10

p Théories a/h=5 10 20 a/h=5 10 20 a/h=5 10 20
Oo | _IPT_[2230203 | 645528 | 166618 | 23.02439 | 663082 | 171006 | 3688440 | 1009582 | 257631
CPT | 27.33857 | 681964 | 1.68991 | 28.04073 | 699518 | 1.73380 | 41.90074 | 1046019 | 2.60005

CPT | 2733857 | 681964 | 1.68991 | 28.04073 | 6.99518 | 1.73380 | 41.90074 | 10.46019 | 2.60005
) TPT | 22313769 | 6454727 | 1.666141 | 23.015925 | 6.630266 | 1.710025 | 36.875939 | 10.095270 | 2.576276

0 Présemes Hebali | 2231575 | 645501 | 1.66616 | 23.01791 | 6.63055 | 1.71004 | 36.87792 | 10.09555 | 2.57629
70 TOPT (22322234 | 6455280 | 1666175 | 23.024390 | 6630819 | 1710060 | 36.854404 | 10.095822 | 2576311
HPT | 22313601 | 6454727 | 1.666141 | 23.015758 | 6.630266 | 1.710026 | 36.875772 | 10.095269 | 2.576276
EPT | 22343641 | 6456901 | 1.666282 | 23.045798 | 6.632440 | 1710167 | 36.905812 | 10.097443 | 2.576418

Co | TPT | 1000817 | 28269 | 0.71764 | 10.62205 | 298043 | 0.75601 | 2273943 | 6.00978 | 151334
CPT | 1190332 | 296176 | 0.72637 | 1251719 | 3.11523 | 0.76474 | 2463458 | 6.14457 | 1.52207

CPT | 1190332 | 296176 | 0.72637 | 12.51719 | 3.11523 | 0.76474 | 24.63458 | 6.14457 | 152207
) TPT | 10219187 | 2.843705 | 0718760 | 10.833061 | 2997174 | 0.757127 | 22.950446 | 6.026520 | 1.514463

1 (P résenotes Hebali | 10.00565 | 2.82686 | 0.71763 | 10.61952 | 2.98033 | 0.75600 | 22.73691 | 6.00967 | 1.51334
* SPT | 10212604 | 2.843151 | 0.718722 | 10.826478 | 2.996619 | 0.757089 | 22.943864 | 6.025966 | 1514426
HPT | 10.220035 | 2.843775 | 0.718764 | 10.833900 | 2.997244 | 0.757132 | 22.951294 | 6.026590 | 1.514468
EPT | 10211354 | 2.843008 | 0.718712 | 10.825228 | 2.996477 | 0.757079 | 22.942613 | 6.025823 | 1.514416

Co |_IPT | 677655 | 201520 | 051882 | 745464 | 2.18472 | 056120 | 2083942 | 553091 | 139775
CPT | 867523 | 215759 | 052819 | 935331 | 232711 | 057057 | 22.73809 | 5.67331 | 140711

CPT | 867523 | 2.15759 | 052819 | 935331 | 232711 | 0.57057 | 22.73809 | 5.67331 | 140711
) TPT | 7302491 | 2.059776 | 0.521849 | 7.980572 | 2.229297 | 0.564229 | 21.365353 | 5.575492 | 1.400778
5|P résentes Hebali | 680061 | 201749 | 0.51897 | 747869 | 2.18701 | 056135 | 20.86347 | 553321 | 1.39790
70 TTSPT [ 7274583 | 2057486 | 0521695 | 7.952664 | 2227006 | 0564075 | 21.337445 | 5.573200 | 1400624
HPT | 7305489 | 2.060021 | 0.521866 | 7.983570 | 2.229541 | 0.564246 | 21368352 | 5.575736 | 1400795
EPT | 7256207 | 2.055952 | 0.521592 | 7.934288 | 2.225473 | 0.563972 | 21.319070 | 5.571668 | 1.400521

Co |TPT | 692562 | 200717 | 054335 | 770631 | 229235 | 059214 | 2311642 | 614487 | 155531
CPT® | 9.09798 | 226306 | 055433 | 9.87867 | 245823 | 060312 | 2528877 | 631075 | 1.56625

CPT | 9.09798 | 226306 | 055433 | 9.87867 | 245823 | 0.60312 | 2528877 | 631075 | 1.56625
) TPT | 7260994 | 2.127174 | 0.545424 | 8.041679 | 2322345 | 0.594217 | 23451785 | 6.174871 | 1.557349

10 Présemes Hebali | 693735 | 2.09843 | 0.54344 | 7.71804 | 229360 | 059223 | 23.12814 | 6.14613 | 1.55536
#0 ITSPT 7225095 | 2.124049 | 0545200 | 8.006680 | 2319220 | 0594001 | 23416785 | 6171746 | 1557133
HPT | 7259597 | 2.125966 | 0.545358 | 7.997731 | 2.321818 | 0.594144 | 23421274 | 6.172417 | 1.557282
EPT | 7.199603 | 2.121649 | 0545042 | 7.980288 | 2.316821 | 0.593835 | 23.390394 | 6.169347 | 1.556967

Les tableaux V.12.a, b et ¢ présentent les résultats d’une plaque en gradient de propriété, de

forme carrée, prenant ou pas appui sur fondation €lastiques a un ou deux parametres. La

plaque est soumise a trois cas de chargement thermique uniforme, linéaire et non-linéaire, les

valeurs d'indice de puissance sont p=0, 1, 5 et 10, et les valeurs des élancements sont a/h= 5,

10 et 20, les résultats montrent :

- Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a

pas d’influence sur la température critique de flambement.
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- Les valeurs données par CPT sont grossieres excepté pour des élancements
importants.

- Pour les théories d’ordre élevé la prise en compte de la position exacte de la surface
neutre amplifiée la température critique du flambement, cette amplification est
d’autant plus importante lorsque 1’indice de puissance p est plus important.

- D’autre part la présence de la fondation avec un puis deux parametres amplifiée

d’avantage la température critique de flambement.

Figure V.09.a: La variation de la température critique du flambement pour p=2, Température
Uniforme, a/h=10, Ky=variable, K,=10
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Figure V.09.b: La variation de la température critique du flambement pour p=2, Température
linéaire, a/h=10, K=variable, K,=10
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Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

Figure V.09.c: La variation de la température critique du flambement pour p=2, Température
non-linéaire, a/h=10, K=variable, K,=10
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Les figures V.09 présentent la variation de la température critique du flambement d’une
plaque en gradient de propriété, prenant appui sur fondation de type Pasternak ou le
coefficient de Winkler est variable soit entre 0 et 100 et le coefficient de Pasternak est
constant soit 10, la plaque est soumise a une température uniforme, linéaire et non-linéaire

pour différents rapports a/b et pour un indice de puissance p=2, les résultats montrent :

- Les valeurs données par CPT sont grossieres, excepté pour des rapports a/b compris

entre 1 et 2.

- Quel que soit le type de chargement, plus le rapport a/b est important plus la

température critique du flambement est importante.

- Quel que soit le type de chargement, lorsque le parametre de Winkler augmente il
affecte juste les plaques de rapport a/b compris entre 1 et 3, au-dela sont influence est

insignifiante sur la température critique du flambement.

107



Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

Figure V.10.a: La variation de la température critique du flambement pour p=2, Température
Uniforme, a/h=10, K,=10, K,= variable

Ter

o

Kg

Figure V.10.b: La variation de la température critique du flambement pour p=2, Température
linéaire, a/h=10, K,=10, K = variable
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Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

Figure V.10.c: La variation de la température critique du flambement pour p=2, Température

non-linéaire, a/h=10, K, =10, K,= variable
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Les figures V.10 présentent la variation de la température critique du flambement d’une
plaque en gradient de propriété, prenant appui sur fondation de type Pasternak ou le
coefficient de Winkler est pris constant soit 10 et le coefficient de Pasternak varie entre O et
10, la plaque est soumise a une température uniforme, linéaire et non-linéaire pour différents

rapports a/b et pour un indice de puissance p=2, les résultats montrent :

- Les valeurs données par CPT sont grossieres, excepté pour des rapports a/b compris

entre 1 et 2.

- Quel que soit le type de chargement, plus le rapport a/b est important plus la

température critique du flambement est importante.

- Quel que soit le type de chargement, lorsque le parametre de Pasternak augmente la

température critique du flambement augmente.
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Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

Figure V.11.a: La variation de la température critique du flambement pour p=variable,
Température Uniforme, a/h=10, K=10, K= variable, a=b.
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Figure V.11.b: La variation de la température critique du flambement pour p= variable,
Température linéaire, a/h=10, K=10, K,= variable, a=b.
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Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

Figure V.11.c: La variation de la température critique du flambement pour p= variable,
Température non-linéaire, a/h=10, Ky=10, K,= variable, a=b.
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Les figures V.11 présentent la variation de la température critique du flambement d’une
plaque en gradient de propriété, de forme carrée, prenant appui sur fondation de type
Pasternak ou le coefficient de Winkler est pris constant soit 10 et le coefficient de Pasternak
varie entre 0 et 10, la plaque est soumise a une température uniforme, linéaire et non-linéaire

pour différentes valeurs d’indice de puissance p, les résultats montrent :

- Pour p=0, soit une plaque entierement en céramique, soit C=0, le coefficient de
Pasternak a moins d’influence sur la température critique du flambement que pour p >

0.

- Plus la valeur d’indice de puissance p est importante plus la température critique du

flambement est importante.

- Plus la valeur d’indice de puissance p est importante plus I'influence du coefficient de

Pasternak sur la température critique du flambement est important.
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Chapitre V - Etude paramétrique des plaques en matériaux a gradient de propriétés sous chargement

dynamique et thermique

Figure V.12: La variation de la température critique du flambement pour température non-
linéaire, a/h=10, K,=10, K= 10, a=b, a/h = variable.
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La figure V.12 présente la variation de la température critique du flambement d’une plaque
en gradient de propriété, de forme carrée, prenant appui sur fondation de type Pasternak ou le
coefficient de Winkler est pris égale a 10 et le coefficient de Pasternak est pris égale a 10, la
plaque est soumise a une température non-linéaire pour différents rapports d’élancement a/h

et pour différentes valeurs d’indice de puissance p, les résultats montrent :

- Pour un indice de puissance p=0, soit une plaque entierement en céramique, la
température critique du flambement est plus importante lorsque le rapport

d’élancement a/h est moins important.

- Plus le rapport d’élancement a/h est important moins I’indice de puissance p affecte la

température critique du flambement.

V.9.Conclusion :

D’apres cette étude paramétrique relative a I’impact de la prise en compte de la position
exacte de la surface neutre sur la température critique du flambement, en utilisant la théorie
classique des plaques et celle d’ordre €levé en ayant recours a cinq fonctions de cisaillement,
les résultats ont révélés ce qui suit:

- Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a

pas d’influence sur la température critique de flambement.
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- Les valeurs données par CPT sont grossicres, excepté pour des élancements
importants.

- Pour les théories d’ordre élevé la prise en compte de la position exacte de la surface
neutre amplifiée la température critique du flambement, cette amplification est
d’autant plus importante lorsque le rapport d’élancement a/h est petit et elle devient
insignifiante lorsque le rapport a/h devient important

- Dr’autre part lorsque le rapport a/b devient important la température critique devient
importante.

- Pour les théories d’ordre élevé la prise en compte de la position exacte de la surface
neutre amplifiée la température critique du flambement, cette amplification est
d’autant plus importante lorsque 1’indice de puissance p est plus important.

- Dr’autre part la présence de la fondation avec un puis deux parametres amplifiée

d’avantage la température critique de flambement.

- Les valeurs données par CPT sont grossieres, excepté pour des rapports a/b compris

entre 1 et 2.

- Quel que soit le cas de chargement, plus le rapport a/b est important plus la

température critique du flambement est importante.

- Quel que soit le cas de chargement, lorsque le parametre de Winkler augmente il
affecte juste les plaques de rapport a/b compris entre 1 et 3, au-dela sont influence est

insignifiante.

- Quel que soit le cas de chargement, lorsque le parametre de Pasternak augmente la

température critique du flambement augmente.

- Pour p=0, soit une plaque entierement en céramique, soit C=0, le coefficient de

Pasternak a moins d’influence sur la température critique du flambement que pour p >

0.

- Plus la valeur d’indice de puissance p est importante plus I'influence du coefficient de
Pasternak sur la température critique du flambement est important.
Plus le rapport d’élancement a/h est important moins I’indice de puissance p affecte la

température critique du flambement.
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Conclusion générale:

Les plaques en matériaux a gradient de propriété suscitent depuis une trentaine d’années
beaucoup d’intérét, largement utilisées dans divers secteurs industriels, ils font constamment de
I’actualité scientifique. Compte tenu de leurs géométries particulieres, leurs légeretés et la
fonction structurelle qu’elles accomplissent, la précision dans leurs modélisations est la

principale qualité recherchée.

Dans cette these, on s’est intéressé a 1’effet de la prise en compte de la position exacte de la
surface neutre dans 1’évaluation des réponses de la plaque en matériaux a gradient de propriété,
en effet, le fait qu’elle est hétérogene et dissymétrique dans la direction de 1’épaisseur, il est
évident d’avoir deux surfaces distinctes, la distance entre les deux surfaces est un bras de levier,
associé a la résultante des contraintes engendre un moment de flexion additionnel, surestimant le

moment de flexion réel.

Donc, pour se rendre a I’évidence, nous avons repris 1’enchainement mathématique pour le
calcul des réponses, en introduisant une nouvelle théorie d’ordre élevé a quatre inconnues
seulement, avec une fonction de cisaillement transverse de forme hyperbolique, tout en injectant
la position exacte de la surface neutre, la plaque est soumise indépendamment a deux types de
chargement, le chargement dynamique et bien évidemment statique et le chargement thermique
et afin de tirer un maximum d’informations, nous avons utilisé deux gradients, I’un défini par la
fonction constitutive de Mori-Tanaka et I’autre par la loi de puissance et pour élargir 1’étude

paramétrique nous avons utilisé cinq fonctions de cisaillement transverse.

D’une part, I’étude comparative a montré que les résultats obtenus a partir de la méthode
proposée concordent bien avec les résultats analytiques existants dans la littérature, que ce soit
pour le cas dynamique ou thermique, ce qui valide la fiabilité et la précision de 1'approche
analytique suivie. Il convient aussi de noter que les théories proposées par d’autres auteurs
impliquent cinq inconnues ou plus. Et d’autre part, 1I’étude paramétrique a révélé 1’influence de la
prise en compte de la position exacte de la surface neutre sur I’ensemble des réponses de la

plaque, Pour le cas vibratoire :



Pour une valeur de p =0, soit une plaque entierement en céramique, la surface neutre
coincide avec la surface médiane, les résultats ne sont pas affectés.

Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a pas
d’influence sur les résultats.

Les valeurs données par CPT sont grossicres excepté pour des élancements importants.

La prise en compte de la position exacte de la surface neutre affecte les contraintes, les
déplacements et les fréquences propres cette influence est d’autant plus importante
lorsque elle est moins élancée (épaisse).

La prise en compte de la position exacte de la surface neutre affecte les contraintes et les
déplacements cette influence est d’autant plus importante lorsque la valeur de p croit,
cette influence s’atténue pour des valeurs de p > 4.

Pour une valeur de p =0.5, la fréquence adimensionnelle prend de 1I’ampleur juste pour le
premier mode et elle se réduit pour les modes supérieurs.

Pour une valeur de p =1, la fréquence adimensionnelle prend de 1’ampleur pour une
plaque épaisse et s’atténue pour une plaque mince, quel que soit le mode. Ainsi elle est

plus importante lorsque le p est plus important.

Pour le cas thermique:

Pour la CPT la prise en compte de la position exacte de la surface neutre ou pas n’a pas
d’influence sur la température critique de flambement.

Les valeurs données par CPT sont grossieres, excepté pour des élancements importants.

Pour un indice de puissance p=0, soit une plaque entierement en céramique, la
température critique du flambement est plus importante lorsque le rapport d’élancement
a/h est moins important.

la prise en compte de la position exacte de la surface neutre amplifiée la température
critique du flambement, cette amplification est d’autant plus importante lorsque le rapport
d’élancement a/h est petit et elle devient insignifiante lorsque le rapport a/h devient
important.

la prise en compte de la position exacte de la surface neutre amplifiée la température
critique du flambement, cette amplification est d’autant plus importante lorsque 1’indice

de puissance p est plus important.



- Laprésence de la fondation avec un puis deux parametres amplifiée d’avantage la

température critique de flambement.

- Quel que soit le type de chargement, plus le rapport a/b est important plus la température

critique du flambement est importante.

- Quel que soit le type de chargement, lorsque le parametre de Winkler augmente il affecte
juste les plaques de rapport a/b compris entre 1 et 3, au-dela son influence est

insignifiante sur la température critique du flambement.

- Quel que soit le type de chargement, lorsque le parametre de Pasternak augmente la

température critique du flambement augmente.

- Plus la valeur d’indice de puissance p est importante plus I’influence du coefficient de

Pasternak sur la température critique du flambement est importante.

- Plus le rapport d’élancement a/h est important moins 1’indice de puissance p affecte la

température critique du flambement.

En perspective, nous suggérant de reprendre la méme démarche en changeant les conditions
aux limites et en passant a d’autres formes géométriques, nous proposons aussi d’étendre le
modele d’ordre élevé pour le cas des plaques présentant des défauts de fabrication telle la

porosité.

En fin, ce modeste travail s’inscrit dans le cadre de la contribution de notre laboratoire dans
I’élaboration des modeles analytiques pour 1’étude de comportement des plaques en matériaux a

gradient de propriétés sous chargements dynamiques et thermiques.
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