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Résumé 

 
 

 

 

La commande vectorielle de la machine synchrone à aimants permanent permet 

d'obtenir de hautes performances dynamiques. Toutefois la variation des 

paramètres mécaniques de la machine durant le fonctionnement affecte 

sévèrement  la stabilité du système et peut entrainer un arrêt total du système. La 

commande vectorielle utilise des boucles imbriquées, la boucle externe étant celle 

de la vitesse et donc elle est vulnérable très sensibles aux variations des 

paramètres mécaniques. 

L'objectif du présent travail est d'améliorer les performances de la commande 

vectorielle en introduisant une structure basée sur la conception d'un régulateur H∞ 

pour la boucle de vitesse. Une analyse fine et précise de la robustesse de la 

stabilité et de la robustesse de performances est effectuée à l'aide de la méthode 

de la valeur singulière structurée. Les régulateurs des boucles internes sont 

calculés à l'aide de méthodes traditionnelles. 
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INTRODUCTION 
 

 

Les signaux et les lois de commande agissent sur le processus par l'intermédiaire 

des actionneurs. Des dispositifs assurent la liaison entre les actionneurs et les 

organes de puissance. De plus les actionneurs réalisent souvent la transformation 

du signal électrique représentatif de la loi de commande en une grandeur physique 

mécanique telle qu'une rotation. La plupart des actionneurs synchrones sont des 

moteurs à aimants permanents. On peut faire varier leur vitesse grâce à un 

asservissement particulier utilisant la notion d'autopilotage. On les qualifient 

parfois de moteur à courant continu sans balais "brushless motor". Généralement 

tout système de contrôle automatique inclut au moins un moteur électrique. Les 

entraînements électriques à vitesse variable sont aujourd’hui utilisés dans toutes 

les installations industrielles. L’émergence de tels types d’entraînements est à 

mettre en relation avec la croissance du coût de l’énergie. Le moteur synchrone à 

aimants permanents est utilisé aujourd'hui en concurrence avec le moteur à 

courant continu. 

Le moteur synchrone à aimants permanents a une bonne réputation quand à ses 

performances de couple. C'est donc dans des secteurs où l'exigence de surcouple  

au démarrage que l'on rencontre le moteur synchrone à aimants permanents, 

citons: 

 la traction 

 les machines outils, 

 les systèmes de levage-descente, 

 la robotique, 

 le positionnement de grande précision. 

Le travail présenté ici se place dans le cadre de l’utilisation d’un servo-

entraînement à vitesse variable en tant que système électromécanique utilisé dans 

un contexte  exigeant un contrôle précis des mouvements. 

Dans plusieurs cas d’applications industrielles, notamment dans le domaine des 
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machines outils, des laminoirs, des ascenseurs, de la robotique, etc, les servo-

entraînements incluent inévitablement des éléments mécaniques qui introduisent 

des imperfections dans le système. La précision du contrôle de tels systèmes est 

toutefois liée à la bonne connaissance des paramètres électriques et des 

paramètres mécaniques  de l’actionneur (moteur synchrone à aimants 

permanents). Ces derniers sont toutefois difficilement prévisibles a priori car ils 

dépendent  normalement des conditions de fonctionnement qui peuvent varier dans 

de grandes proportions. 

Ce travail de thèse est consacré à la synthèse d'une loi de commande robuste du 

moteur synchrone à aimants permanents avec des incertitudes paramétriques. 

Le système asservi doit respecter les spécifications imposées par le cahier des 

charges telles que les spécifications fréquentielles et temporelles (marges de gain 

et de phase, réponse transitoire, erreur en régime permanent) mais surtout des 

spécifications de robustesse de stabilité et de robustesse de performance aux 

incertitudes paramétriques et aux perturbations externes au système. 

La méthodologies de conception est basée sur la synthèse H∞ pour le contrôle de la 

boucle externe.  

Notre travail s’articule en plusieurs chapitres: 

Le premier chapitre décrit les problèmes et les objectifs de régulation, le deuxième 

chapitre introduit la transformation de Park et le théorème de Ferraris. Le troisième 

chapitre basé sur le deuxième chapitre introduit la commande vectorielle de la machine 

synchrone à aimants permanents. Les trois chapitres précédents sont indispensables pour 

aborder le quatrième chapitre qui introduit l'état de l'art de la commande de la machine 

synchrone à aimants permanents. Les outils d'analyse et de synthèse des systèmes 

multivariables sont abordés dans le cinquième chapitre. Le sixième chapitre présente la 

synthèse H∞, la µ-analyse et la µ-synthèse et s'achève par la synthèse de la commande 

robuste du moteur synchrone à aimants permanents, une analyse précise est obtenu grâce 

à l'utilisation de la µ-analyse. 
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Les problèmes et les objectifs de régulation 

 

1.1. INTRODUCTION 

On s'intéresse dans cette partie au problèmes de régulation ou d'asservissement 

[54, 55, 57]. On définit la régulation et l'asservissement comme suit: 

 Régulation: on désire que la sortie du système reste égale au signal de 

référence donné en dépit des perturbations qui peuvent survenir. 

 Asservissement: la sortie du système suit une référence susceptible de 

varier, la sortie suit alors une trajectoire. 

1.2. OBJECTIFS 

Considérons la structure d'une boucle de régulation donnée par la figure 1.1.  

 

 
Fig. 1.1 Structure d'une boucle de régulation 

 

 Le signal r(t) est la référence ou consigne. 

 Les signaux d1(t) et d(t) sont les perturbations. 

 Le signal n(t) est le bruit de mesure. 

 Le signal y(t) est la grandeur de sortie. 

 Le bloc K(s) représente la fonction de transfert du régulateur ou 

contrôleur. 

 Le bloc G(s) représente la fonction de transfert du système à contrôler ou 

processus. 

L'objectif à atteindre est que la sortie y du système en boucle fermée suive la 

référence r le mieux possible, sans s'en éloigner trop et assez rapidement, ceci 
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en dépit de la présence des perturbations d1, d, et du bruit de mesure n et avec 

des modèles dont les paramètres peuvent varier sur un intervalle donné. 

Ceci nous conduit à considérer quatre grandes classes de performances: 

1. La stabilité: condition nécessaire de fonctionnement du système. Si la 

stabilité n'est pas assurée, le système évolue en s'écartant du point 

d'équilibre jusqu'à atteindre la saturation. 

2. Le rejet perturbation: concevoir une loi de commande capable d'atténuer 

toutes les perturbations et permet à la sortie de suivre la référence avec 

une grande précision. 

3. Les performances dynamiques: elles caractérisent l'évolution de la sortie y 

lorsqu'on passe d'une consigne r1 à une consigne r2 et montrent comment 

la sortie y revient à sa position d'équilibre en présence des perturbations. 

Les performances dynamiques représentent un critère important de 

qualité. 

4. La robustesse: nous devons concevoir une loi de commande qui permet à 

la sortie y de suivre la référence r et de rejeter les perturbations en dépit 

des variation de paramètres du système ou d'erreurs sur son modèle. On 

distingue la robustesse en stabilité et la robustesse en performances. 

1.2.1.  Les fonctions de transfert 

On appelle fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) le produit: 

)()()( sGsKsL   1.1 

On désigne par fonction de transfert en boucle fermée (FTBF) la fonction de 

transfert entre la référence r et la sortie y: 

)()(1
)()(

)(
)(

sGsK
sGsK

sR
sY


  

1.2 

Y(s) et R(s) sont les transformées de Laplace de y(t) et de r(t) respectivement. 

Les fonctions de transfert entre les entrées d1, d et la sortie y sont données par 

les expressions suivantes: 

)()(1
1

)(
)(

)()(1
)(

)(
)(

1 sGsKsD
sY

sGsK
sG

sD
sY





  1.3 

D1 et D(s) sont les transformées de Laplace des signaux d1(t) et d(t) 

respectivement.  

La fonction de transfert entre l'entrée n et la sortie y est donnée par: 
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sGsK
sGsK

sN
sY


  1.4 

N(s) est la transformée de Laplace de n(t). 

Quand les signaux d'entrée agissent simultanément, la sortie y est obtenue en 

appliquant le théorème de superposition. 

)(
)()(1

)()(
)(

)()(1
1)(

)()(1
)()(

)()(1
)()(

)( 1 sN
sGsK

sGsK
sD

sGsK
sD

sGsK
sGsR

sGsK
sGsK

sY











  1.5 

1.2.2. Les spécifications de conception 

Dans cette partie, on discute les spécification qui assurent au système en boucle 

fermée un certain nombre de propriétés. 

a) Le projet de la réjection de perturbation est le suivant: il s'agit d'assurer pour 

les fonctions de transfert entre les perturbations d1, d, le bruit de mesure n et la 

sortie y, soit: 

 une faible amplitude, on minimise l'influence des perturbations; 

 un gain nul; on rejette asymptotiquement les perturbations; 

 une amplitude nulle, on rejette totalement les perturbations. 

 En général, on privilège une fonction de transfert en boucle fermée 

égale à l'unité en basses fréquence pour assurer une bonne précision 

statique et égale à zéro en hautes fréquences pour atténuer le bruit 

de mesure n. 

b) La robustesse du système en boucle fermée sera mesurée par différents 

critères tels que la marge de phase et la marge de module. 

c) Marges de stabilité: pour se prémunir d'une erreur de modèle qui fait passer le  

lieu de Nyquist réel à gauche du point (-1,j0), on définit la marge de phase qui 

est une mesure de la stabilité relative. La marge de phase PM constitue donc 

une représentation à une seule dimension de la stabilité relative du système en 

boucle fermée. Elle est donnée par la relation suivante: 

PM = π  + arg(L(jωc)) 1.6 
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où la fréquence critique ωc est définie par: 

1)( cjL  

La marge de module GM exprimé en dB est le second critère utilisé pour mesurer 

la stabilité relative du système en boucle fermée. Il est définit par: 

)(20
)(

120 1010 p
p

dB jLLog
jL

LogGM 


  

Considérons  le diagramme de Nyquist de L(jω). = G(jω)K(jω) montré par la 

figure 1.2. 

 

 
Fig. 1.2.  Diagramme de Nyquist de la boucle ouverte L(jω) 

 

Plus la distance entre le lieu de Nyquist de G(jω)K(jω) et le point −1 est grande 

plus le système en boucle fermée est robuste. 

La figure montre que la marge de phase est l'angle de rotation que doit décrire le 

lieu de Nyquist afin qu'il intercepte le point (-1,j0). 

La marge de gain est la valeur en dB qu'il faut ajouter au gain de G(jω)K(jω) pour 

que le lieu de Nyquist intercepte le point critique (-1,j0). 

La marge de module est le rayon maximal du cercle de centre (-1,j0) qui ne 

coupe pas le lieu de Nyquist de G(jω)K(jω). 

1.2.3. Sensibilité à une erreur de modèle en hautes fréquences 
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Soit Ln = K(jω)Gn(jω) la fonction de transfert en boucle ouverte nominale ou 

prévue, Gn est la fonction de transfert nominale du système à commander. L = 

K(jω)G(jω) est la fonction de transfert en boucle ouverte réelle ou effectivement 

réalisée. L'erreur est donnée par: 

ΔG = G - Gn 

Le diagramme de Nyquist de Ln(jω) nous montre l'interprétation graphique de la 

sensibilité à une erreur de modèle. 

 
Fig. 1.3. Sensibilité à une erreur de modèle 

Pour assurer la stabilité du système il faut éviter que le lieu de Nyquist réel 

n'entoure le point -1, il suffit que le cercle centré sur K(jω)Gn(jω) et de rayon 

| K(jω)ΔG(jω)| ne contienne le point -1 quelle que soit la valeur de ω. 

Soit  

Im(Ln(jω)

Re(Ln(jω)

KΔG

-1

KGn(jω)

1 + KGn(jω)
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En résumé on trouve: 

)(
)(
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jH
jG

jG
n

n  
1.7 

 
 

avec    
)()(1

)()(
)(





jGjK

jGjK
jH

n

n
n  la fonction de transfert en boucle fermée du 

système nominale. 

ce résultat est très intéressant car il relie l'erreur acceptable sur le modèle du 

système à commander ΔG(jω) = G(jω)  - Gn(jω) aux performances désirées 

(Hn(jω)) par rapport aux performances du système non régulé Gn(jω). 

1.2.4. Sensibilité de la FTBF par rapport aux paramètres de la boucle ouverte 

La fonction de transfert en boucle fermée est donnée par: 

)(1
)(

)()(1
)()()(

sL
sL

sGsK
sGsKjH





  

Le but est de savoir comment une erreur sur un paramètre m de la fonction de 

transfert en boucle ouverte se traduit sur la fonction de transfert en boucle 

fermée H(s,m). 
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d'où on obtient: 
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La fonction S(s) est la fonction de sensibilité de H(s) par rapport à L(s). Il est 

préférable d'avoir |S(jω)| faible quelle que soit ω, mais L(jω) doit être petit en 

hautes fréquences pour éliminer les bruits de mesure, on privilège en fait en 

général que S(jω) soit faible en basses fréquence, c'est la garantie du gain 

statique en boucle fermée. 

1.2.5. Synthèse d'une loi de commande 

L'analyse des performances qui précède nous montre que les performances 

demandées par le cahier de charge peuvent se traduire par un gabarit 

fréquentiel dans lequel doit se situer la fonction de transfert en boucle ouverte 

L(jω). 

Afin de satisfaire les performances désirées (stabilité, rejet de perturbations, 

précision, bonnes performances dynamiques) d'une régulation, on doit avoir: 

 |L(jω)| grand en basses fréquences (rejet de perturbations, précision); 

 |L(jω)| faible en hautes fréquences (rejet des bruits de mesures; 

 ωco grand pour obtenir une vitesse de réponse rapide (temps 

d'établissement faible (|L(jωco)| = 1); 

 La marge de phase PM assez grande pour garantir une bonne stabilité et 

un dépassement faible. 

Ces spécifications sont illustrées par le gabarit fréquentiel de la figure 1.4. 

 

 
Fig. 1.4. Gabarit fréquentiel type pour une régulation 

Log(L(jω)

Log(ω)

ωcoωco_minimum

Gain élevé en basses fréquences

Gain faible en hautes fréquences
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Il faut synthétiser le correcteur K(s) qui mis en cascade avec la fonction de 

transfert du système à commander permettra à la fonction de transfert en 

boucle ouverte d'être à l'intérieur du gabarit fréquentiel. 
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Transformation de Park 

 

2.1. Introduction 
Ce chapitre introduit la notion de système triphasé équilibré, le champ tournant, 

le théorème de Ferraris et la transformation de Park [1, 58]. Ces notions 

permettent de modéliser la machine synchrone à aimants permanents. 

2.2 Système triphasé équilibré 

Considérons une charge triphasée alimentée par un système de tensions triphasé 

comme indiqué par la figure 2.1. 

 

 
Fig. 2.1 Alimentation d'une charge triphasée 

Pour la figure 2.1 on définit les grandeurs suivantes. 

 Pour les tensions: 







 









 





3
2cos2)(

3
2cos2)(

)cos(2)(

tVtv

tVtv

tVtv

c

b

a

 

 

 
2.1 

 Pour les courants, φ est le retard de phase. 







 










 






3
2cos2)(

3
2cos2)(

)cos(2)(

tIti

tIti

tIti

c

b

a

 

 

 
 
2.2 

La relation suivante est vérifiée pour un système triphasé équilibré: 

 

vc(t)

va(t)
vb(t)

ia(t)
ib(t)

Charge triphaséeic(t)
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0)()()(  tititi cba  2.3 

 
Fig.2.2 Système triphasé de tensions 

2.3 Le champ tournant 

Un moteur triphasé est constitué de la partie fixe; le stator alimenté par un 

système de tensions triphasées et la partie tournante: le rotor. Pour obtenir un 

couple moteur agissant sur un rotor, il faut créer un champ tournant dans un 

entrefer, généralement très réduit pour obtenir un effet très important sur le 

rotor. En pratique, on procède de la manière suivante: le stator alimenté par 

trois tensions triphasées déphasées de 2π/3, crée un champ tournant dans 

l'entrefer. 

On introduit sous forme de matrice colonne le vecteur vabc et le vecteur iabc 

définis par les expressions (2.1) et (2.2) respectivement: 
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2.4 
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2.5 

On introduit le flux par phase ϕa, ϕb, ϕc, et donc le vecteur ϕabc est donné par: 

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400
systèmes triphasé de tensions sinusoidales

temps t (sec)

va vb vc
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2.6 

Pour la machine synchrone, on a la relation suivante: 

abcabcabc dt
diRv   

2.7 

ou R est une matrice 3x3 
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2.8 

Rs est la résistance du bobinage d'une phase du stator. En général les relations 

suivantes sont vérifiées: 

0)()()(
0)()()(

0)()()(
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2.9 

Considérons la figure 2.3 qui montre une représentation de trois bobinages 

placés à 120° et parcourus par un système triphasé de courants. 

 
Fig. 2.3 Bobinages  

 

La force magnétomotrice (f.m.m) Fa(θ,t) créée par le bobinage parcouru par le 

courant ia(t) au point M(θ)  est donnée par l'expression: 

)cos()(),(  tiktF aa  2.10 

De même la f.m.m Fb(θ,t) créée par le bobinage parcouru par le courant ib(t) au 

point M(θ) est donnée par l'expression: 
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3

2cos)(),( tiktF bb  
2.11 

Enfin la f.m.m Fc(θ,t) créée par le bobinage parcouru par le courant ic(t) au 

point M(θ) est donnée par l'expression: 







 


3

2cos)(),( tiktF cc  
2.12 

Considérons un système triphasé équilibré direct de courants sinusoidaux: 
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Calculons la force magnétomotrice totale F(θ,t) obtenue au point M. En 

remplaçant les courants, on obtient: 















 







 







 







 





3
2cos

3
2cos

3
2cos

3
2cos)cos()cos(2

),(),(),(),(

tttkI

tFtFtFtF cba

Ce qui donne: 

  tIktF cos2
2
3),(  

L'expression de F(θ,t) correspond à une onde progressive en rotation ou champ 

tournant. Pour une machine de p paires de pôles, on introduit l'angle mécanique 

θm= θ/p, qui caractérise la rotation physique du champ magnétique, on obtient 

alors: 

 mptIktF  cos2
2
3),(  

La vitesse angulaire du champ tournant est alors donnée par: 

pm


  
2.13 

Le résultat donné par l'équation (2.13) constitue le théorème de Ferraris. 

2.4. Les transformations matricielles 

Une transformation consiste à faire correspondre à un vecteur iabc un autre 

vecteur i selon une matrice de transformation: 
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iTiouiTi abcabc
1  

2.4.1 Transformation de Park 

La transformation de Park [1, 5]] est une transformation matricielle qui fait 

correspondre au vecteur iabc = [ia ib ic]T le vecteur iodq =[io id iq]T. La matrice de 

transformation de Park est définie par: 































 







 









 







 



3
2sin

3
2sin)sin(

3
2cos

3
2cos)cos(

2
1

2
1

2
1

P  

 

 
 
2.14 

Soit                           

abcodq iPi   

La transformée inverse de Park est: 
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2.15 

soit 

odqabc iPi 1  

La matrice P est orthogonale, on a: 

IPPPP TT 1

 
Si le système triphasé des tensions est équilibré direct, on a:  

0)()()(,0)()()(  tvtvtvtititi cbacba  
Ce qui donne io =  0 et vo = 0. Le vecteur courant est 
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La transformée de Park permet de simplifier l'expression de calcul des 

puissances et du couple moteur. La transformée de Park conserve la puissance 

instantanée. 

Considérons l'équation d'une machine alimentée par un système triphasé de 

tensions équilibré: 

 

On a: vabc= P-1vodq,  iabc= P-1vodq, ϕabc= P-1ϕodq, on remplace ces expressions dans 

l'équation précédente, on obtient: 

 odqodqodq P
dt
diPRvP 111  

 

On multiplie à gauche par P, on obtient: 

 odqodqodq P
dt
dPiRv 1
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dt
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En remplaçant l'expression de (PdP-1/dt) dans l'équation de vodq, on obtient: 
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abcabcabc dt
diRv 
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La matrice R est donnée par l'expression: 
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Rs est la résistance du bobinage d'une phase du stator. Enfin, on obtient les 

équations suivantes: 

q
d

dsd dt
d

dt
d

iRv 





  
2.17 

d
q

qsq dt
d

dt
d

iRv 





  
2.18 

2.4.2 Couple d'une machine à champ tournant 

La puissance instantanée est donnée par 

qqdd ivivp int  

Remplaçons dans l'équation de la puissance instantanée pint, vd et vq par leur 

expressions données par les équations (2.17) et (2.18) respectivement. Ce qui 

donne: 

qdq
q

qsdqd
d

ds i
dt
di

dt
d

iRi
dt
di

dt
diRp 











 22

int  

Retirons de cette expressions les chutes de tensions dues aux résistances, on 

obtient la puissance électromagnétique pe: 

qdq
q

dqd
d

e i
dt
di

dt
d

i
dt
di

dt
dp 











  

L'expression: 

q
q

d
d i

dt
d

i
dt

dq





  correspond à la puissance réactive. d'autre part, on a: 

mp
dt
d


  

2.19 

où p est le nombre de paires de pôles de la machine et ωm est la vitesse 

angulaire du rotor. Notons par Te le couple électromagnétique. De la puissance 

électromagnétique il reste donc: 
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  meqddqm

meqdmdqm

meqddqe

Tiip
Tipip

Ti
dt
di

dt
dp













 

Ce qui donne la formule du couple électromagnétique: 

 qddqe iipT    2.20 

où p est le nombre de paires de pôles 
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Commande vectorielle de la machine synchrone à aimants 

permanents 

3.1 Introduction 

La machine synchrone à aimants permanents (MSAP) autopilotée [1,2, 58] est 

beaucoup utilisée dans le domaine des servo-entrainements à vitesse variable de 

hautes précisions dynamiques. Cette machine remplace le moteur à courant 

continu dans le secteur industriel. Elle possède un flux rotorique constant, ce 

qui facilite la manipulation du couple électromagnétique. Les puissances sont 

comprises entre quelques centaines de watts à quelques dizaines de kilowatts. 

On distingue différents types de machines synchrones à aimants permanents: 

machines à pôles saillants (aimants enterrés ou à concentration de flux) et 

machines à pôles lisses. La figure 3.1 montre la structure d'un machine 

synchrone à aimants permanents à 2 paires de pôles. 

 
 

Fig. 3.1 MSAP aimants collés [56] 

3.2 Modèle de la machine synchrone à aimants permanents dans le repère dq 

Dans ce cas le référentiel utilisé est le champ tournant, donc les équations 

différentielles de la machine synchrone à aimants permanents sont exprimées 

dans le repère diphasé d-q lié au rotor comme indiqué dans la figure  3.2. 
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Fig. 3.2 La MSAP dans le repère d-q lié au rotor 

La projection des grandeurs triphasées dans le repère d-q qui est lié au rotor, 

permet de définir une machine diphasée équivalente à la machine triphasée. Les 

enroulements sont disposés sur deux axes orthogonaux, l'axe d orienté dans le 

sens de l'induction magnétique, et l'axe quadrature q. 

On distingue dans ce repère les éléments suivants: 

 Ld: inductance du stator sur l'axe d, exprimé en Henry (H). 

 Lq: inductance du stator sur l'axe q, exprimé en Henry (H). 

 Rs: résistance d'enroulements statorique exprimée en Ω. 

 p: nombre de paires de pôles. 

 F: coefficient de frottement visqueux. 

 J: inertie du rotor. 

Le flux selon l'axe d ϕd et le flux selon l'axe q ϕq sont exprimés par les équations 

suivantes: 

fddd iL   3.1 

qqq iL  3.2 

ϕf est le flux créé par les aimants permanents de la MSAP. 

En supposant une répartition sinusoidale de l'induction magnétique et en 

négligeant les saturations dans le fer, on peut écrire les équations régissant le 

fonctionnement de la machine synchrone à aimants permanents dans le repère 

d-q. Remplaçons les expressions (3.1) et (3.2) de ϕd et ϕq dans les équations 

(2.17) et (2.18 respectivement, nous obtenons: 
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qq
d

ddsd iL
dt
di

LiRv 
 

fdd
q

qqsq iL
dt
di

LiRv 
 

Remplaçons dans l'équation (2.20) du couple les flux ϕd et ϕq par leur expressions 

données par (3.1) et (3.2), nous obtenons le couple électromagnétique en 

fonction des courants id et iq: 

  qfqdqde iiiLLpT 
 

L'équation mécanique est obtenue en appliquant la loi de la dynamique au 

mouvement de rotation du moteur: 

mme
m TFT

dt
d

J 


 

vd, id sont la tension et le courant statoriques dans l'axe d.  

vq, iq sont la tension et le courant statoriques dans l'axe en quadrature q. 

Te: coulpe électromagnétique en N.m. 

ωm: vitesse angulaire du rotor en rad/sec. 

Tm: coulpe mécanique de charge en N.m. 

F: coefficient de frottement visqueux. 

En résumé, le modèle de la machine synchrone à aimants permanents est décrit 

par le système d'équations (3.3). Il est représenté par une partie électrique: 

équations des tensions vd et vq et une partie mécanique: l'équation mécanique. 

  

m

m
m

mme
m

qfqdqde

fddq

qqq

fdd
q

qqsq

qq
d

ddsd

p
dt

d

TFT
dt

dJ

iiiLLpT
iLe

iLe

iL
dt
di

LiRv

iL
dt
diLiRv



















 

 

 
 
 
 
 
 
3.3 

3.3 Découplage des courants id et iq 
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Le système d'équations (3.3) nous montre que les expressions de vd et vq 

dépendent des courants id et iq et de la fréquence ω. Ceci constitut un système 

multivariable (MIMO) deux entrées vd et vq et deux sorties id et iq, fortement 

couplé. 

Pour découpler l'évolution des courants id et iq par rapport aux commandes et 

transformer le système MIMO en deux systèmes monovariables (SISO), on utilise 

les termes de compensation ed et eq définis par le système d'équations (3.3).  

A partir des équations de vd et vq données par (3.3), on peut écrire: 

dt
di

LiRevv d
ddsddd 0  

3.4 

dt
di

LiRevv q
qqsqqq 0  

3.5 

En considérant les nouvelles entrées vd0 et vq0, on peut définir à partir des 

équations (3.4) et (3.5) deux systèmes monovariables indépendants: 

dsd

d

sLRsv
si




1
)(

)(

0

 
3.6 

qsq

q

sLRsv
si




1
)(
)(

0

 
3.7 

La commande vectorielle consiste à manipuler le flux par une composante du 

courant et le couple par la seconde composante. La stratégie à mettre en place 

consiste à maintenir le courant selon l'axe d, id à zéro. Ceci produit un flux ϕd 

(eq. 3.1) égal au flux produit par les aimants permanents: ϕd= ϕf. Dans ce cas le 

flux de réaction d'induit est en quadrature avec le flux ϕd. L'expression du couple 

électromagnétique devient: 

qfe ipT   3.8 

Puisque le flux ϕf est constant, le couple électromagnétique sera directement 

contrôlé par le courant iq. Pour contrôler les courants id et iq, on doit faire la 

synthèse de deux régulateurs Kd et Kq. 
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Fig. 3.3 Régulation du courant id 

   
Fig. 3.4 Régulation du courant iq 

Il faut noter que les sorties des régulateurs Kd et Kq fournissent seulement les 

tensions vd0 et vq0. Pour obtenir les tensions réelles vd et vq, il faut ajouter le 

terme de compensation ed à la sortie du régulateur Kd et eq à la sortie du 

régulateur Kq comme indiqué par les figures 3.3 et 3.4. 

Enfin, on doit faire la synthèse du régulateur de la vitesse de rotation ωm du 

moteur. A partir de l'équation mécanique: 

mme
m TFT

dt
d

J 


 
on obtient le système suivant dans le domaine de Laplace 

mem T
FJs

T
FJs 





11  

3.9 

Le couple de charge est considéré comme une perturbation. Le modèle du 

système mécanique est donné par la fonction de transfert: 

FJsTe

m




 1
 

3.10 

La régulation de la vitesse de rotation est indiquée par la figure 3.5.  

+
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Fig. 3.5 Régulation de la vitesse de rotation 

Le régulateur de vitesse Ks fournit à sa sortie le couple électromagnétique Te ou 

la référence iqref à la boucle de courant iq. 

L'avantage de la stratégie de commande qui fixe le courant direct id à zéro est 

que le modèle de la machine synchrone à aimants permanents est transformé en 

deux modèles SISO indépendants. Le principe de la commande vectorielle de la 

machine synchrone à aimants permanents est illustré dans la figure 3.6. 

 
Fig. 3.6 Commande vectorielle de la MSAP 

3.4 L'onduleur de tension 

Un onduleur est un convertisseur continu-alternatif [1, 56]. il permet de générer 

une tension alternative à partir d'une tension continu, en vue d'alimenter une 

charge alternative (moteur alternatif). Un onduleur triphasé est formé par trois 

bras ou demi-ponts monophasés comme indiqué par la figure 3.7. L'onduleur 

triphasé fonctionnant en modulation de largeurs d'impulsions MLI est utilisé pour 

alimenter à tension et à fréquence variables des machines triphasées telles que 

les moteurs synchrones et asynchrones. Dans un onduleur à MLI chaque 

alternance de la tension de sortie est constituée par plusieurs crénaux de largeur 

convenable. 

+

- +

-

Tm

ωmref FJs 
1

Ks ωm

Te
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Fig. 3.7 Onduleur de tension triphasé 

Les interrupteurs K1 et K'
1 sont complémentaires, quand K1 est fermé, K'

1 est 

ouvert et vis-vers-ça. De même les interrupteurs K2 et K'
2, K3 et K'

3 sont 

complémentaires. Les instants de fermeture et d'ouverture des interrupteurs 

complémentaires sont déterminés par l'intersection d'une onde de référence ou 

modulatrice vm représentant la tension de sortie désirée de fréquence fm avec 

une onde de modulation ou porteuse vp de fréquence fp. La fréquence de la 

porteuse est plus grande que la fréquence de l'onde de référence.  Pour 

déterminer les instants de fermeture et d'ouverture des interrupteurs 

complémentaires deux à deux K1 et K'
1, K2 et K'

2, K3 et K'
3, on procède comme 

suit: 

On trace trois signaux sinusoïdaux de même fréquence et d'amplitude, décalés 

entre eux d'un angle de 2π/3, représentant un système triphasé, et formant les 

trois tensions de référence ou les trois tensions désirées entre les trois bornes de 

sortie A, B, C et le point milieu fictif o de la source de tension U comme indiqué 

sur la figure 3.7. 

 Le principe de la stratégie de la MLI est résumé par l'exemple suivant: 

considérons la figure 3.8 [1, 56], quand la tension de référence (vA - vo)w est 

supérieur ou égale au signal de la porteuse triangulaire, l'interrupteur K1 est 

fermé, la tension entre la borne A et le point milieu fictif O est égale à U/2:      



Chapitre 3 
 

24 
 

vA - vO = U/2 (voir Fig. 3.7). Quand (vA - vo)w est inférieure au signal la porteuse, 

l'interrupteur K'1 est fermé, la tension entre le point A et le point O est égale     

à -U/2: vA - vO = -U/2. 

Les intersections des trois tensions de référence (vA - vO)w, (vB - vO)w, (vC - vO)w 

avec la porteuse triangulaire donnent les instants de fermeture des différents 

interrupteurs. Les tensions produites par les demi-ponts sont: 

 vA - vO = U/2, quand K1 est fermé 

 vA - vO = -U/2, quand K'
1 est fermé 

 vB - vO = U/2, quand K2 est fermé 

 vB - vO = -U/2, quand K'
2 est fermé 

 vC - vO = U/2, quand K3 est fermé 

 vC - vO = -U/2, quand K'
3 est fermé 

La composante homopolaire dans les tensions v '
A, v'

B, v'
C correspond à la 

différence de potentiel entre les points N et O. 
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3.11 

pour un système triphasé équilibré, on a: 

0 CBA vvv  

Ce qui donne pour la tension homopolaire et les tensions de phase v '
A, v'

B et v'
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3.13 
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Fig. 3.8. Principe de la modulation MLI: Onduleur triphasé [56]. 
 
3.5 Modélisation de l'onduleur 

Dans le cas où la fréquence de la porteuse est grande par rapport à la fréquence 

du signal modulant (référence), on peut approximer le fonctionnement de 

l'onduleur à deux niveaux par un cas idéal. L'onduleur est modélisé [56] par des 

interrupteurs à commutation instantanée. On définit une fonction binaire qui 

indique l'état de l'interrupteur: fermé ou ouvert. 
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3.14 

Les fonctions x1, x2, et x3 sont des fonctions binaires. Pour x1=1, vA-vO = U/2, 

pour x1= 0 la tension vA-vO = -U/2.  

Les expressions des tension statoriques de la machine synchrone à aimants 

permanents sont données par 
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3.15 

L'application de la transformation de Park aux équations (3.15) donne les 

tensions dans l'axe direct vd et dans l'axe quadrature vq. 
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Etat de l'art de la commande de la machine synchrone à aimants 
permanents 

4.1 Introduction 

La robustesse d'un système de contrôle en boucle fermée représente une 

propriété fondamentale. On peut contrôler les performances d’un système quel 

qu’il soit, grâce à l’utilisation des boucles de contre-réaction. A cette fin, ont 

été développées les méthodes fréquentielles appelées aussi méthodes classiques 

(Bode, Nyquist, Black) qui permettent, grâce notamment aux notions de marges 

de gain et de phase, de quantifier la robustesse d’un système monovariable 

(SISO). L’efficacité de ces méthodes explique leur utilisation jusqu'à 

aujourd’hui. Dans le milieu industriel, la solution la plus utilisée pour la 

commande du moteur synchrone à aimants permanents s’appuie sur des 

régulateurs de type PI.  

4.2 Contrôle de la machine MASAP par la méthode classique 

Dans cette étape, on introduit une loi de commande de vitesse du moteur 

synchrone à aimants permanents. Pour cela, on utilise un régulateur PI [54, 55 ] 

pour la boucle de contrôle de vitesse. Puisque les boucles des courants id et iq 

sont des boucles internes à la boucle de vitesse, il est judicieux de concevoir en 

premier lieu les régulateurs des courants id et iq. Ces régulateurs doivent assurer 

un temps d'établissement rapide et une erreur statique très faible. Les 

régulateurs choisis à cette fin sont des régulateurs PI. 

4.2.1 Conception des régulateurs de courants 

Le schéma de la boucle de régulation du courant id est donné par la figure 3.3 

chapitre 3. La fonction de transfert du régulateur Gd est: 
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sKKG
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4.1 

Kid: coefficient proportionnel du régulateur. 

Kpd: coefficient intégral du régulateur. 

La fonction de transfert du processus ou système à commander est donnée  

par l'équation (3.6) et la figure (3.3): 
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ds R

L
RA  1 : la constante de temps électrique dans l'axe d. 

La fonction de transfert de la boucle ouverte L(s) est donnée par: 
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Le pôle dominant du processus est le pôle: 5714.428
104.1
6.0

3  
d

s

L
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En posant 0023.0
s

d
did R

LK , le terme ( 1sK id ) compense le terme ( sd1 ) 

du processus. la relation L(s) devient: 

sK
AKsL
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La fonction de transfert en boucle fermée est donnée par: 
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1
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ds

sH  

où la fréquence ωd représente la bande passante en rad/sec de la boucle de 

courant id: 

id

pd
d K

AK


 
La fréquence la plus élevée dans le système d'autopilotage de la machine 

synchrone à aimants permanents (fig. 3.6) est la fréquence de la porteuse 

triangulaire. Cette fréquence peut aller jusqu'à 20 KHZ pour des transistors 

MOSFET. Le choix de la bande passante est fixé selon cette fréquence. Pour que 

le fonctionnement du système soit considéré comme idéal, il faut sélectionner 

une bande passante pour les courants statoriques beaucoup plus faible que la 

fréquence de découpage de l'onduleur. Choisissons une bande passante de      
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500 rad/sec pour les courants statoriques id et iq, ωd = 500 rad/sec (80 Hz).  Ce 

qui donne la valeur de Kpd:
               

7.0


 sidd
idd

pd RK
A
K

K
 

La même méthode est appliquée pour calculer les paramètres du régulateur PI 

de la boucle de courant iq figure 3.4. 

Le coefficient intégral: 0047.0
6.0

108.2 3
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Le coefficient proportionnel: 4.1 siqq
iqq

pq RK
A
K
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4.2.2 Conception du régulateur de vitesse 

Considérons le système de contrôle de la vitesse du rotor donné par la figure 

3.5. la fonction de transfert du processus est: 

FJs
sG




1)(
 

Le régulateur de vitesse est un régulateur PI, sa fonction de transfert est donnée 

par [55]: 
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Le diagramme de Bode de la fonction de trasfert G(s) est montré sur la figure 

4.1, les valeurs des paramètres mécaniques J et F sont : J = 0.0011, F = 0.0014. 

 Fig. 4.1 Diagramme de Bode de G(s) 
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La marge de phase de G(s) est de 90° à la fréquence critique de 901 rad/sec. 

L'objectif est d'obtenir une marge de phase supérieure ou égale à 60° avec une 

fréquence critique inférieure à 200 rad/sec pour la fonction de transfert en 

boucle ouverte L(s) = Ks(s)G(s). Pour cela, on suit la procédure [55] suivante: 

 A partir du diagramme de Bode de G(s), on relève un gain de 23.5 dB à la 

fréquence de 60 rad/sec.  

 Le régulateur PI doit fournir une atténuation de 23.5 dB pour ramener la 

courbe d'amplitude à 0 dB: dBKLogjL pg 5.23)(20)( 10   

 La valeur de Kp est 0668.010 205.23  
pK . 

 Le régulateur produit une phase négative, ceci peut affecter la marge de 

phase. Pour remédier à ce problème, la fréquence Ki/Kp du régulateur 

doit être inférieure à la fréquence ωg = 60 rad/sec: 
30

g

p

i

K
K 

 . 

 1337.0
30




 g
pi KK . 

 Réalisons la simulation numérique du système de la figure 3.6 en utilisant 

les régulateurs PI de courant id et iq conçus dans la sous-section 4.2.1 et 

le régulateur PI de vitesse avec les paramètres Ki = 0.1337 et Kp = 0.0668. 

La consigne de vitesse correspond à un échelon de vitesse de 50 rad/sec. 

A l'instant t = 0.1 seconde, on applique un couple de charge Tm de 3 N.m. 

La réponse générée par la simulation est donnée à la figure 4.2. 

 
Fig. 4.2 Réponse indicielle de la vitesse du rotor 
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 Le couple de charge Tm appliqué à l'instant t = 0.1 second est considéré 

comme une perturbation. La réponse indicielle est affectée par cette 

perturbation. Le régulateur de vitesse produit un mauvais rejet de la 

perturbation. Pour obtenir un bon rejet de perturbation et un bon suivi de 

la consigne, on augmente la valeur du paramètre Kp. 

 La valeur de Kp est: 4.4367 pK  

 L'exécution de la simulation avec la nouvelle valeur de Kp, produit le 

résultat illustré par la figure 4.3. 

 
Fig. 4.3 Réponse indicielle de la vitesse du rotor 

 On obtient un bon rejet de la perturbation et un bon suivi de la consigne. 

Le diagramme de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte  

L(jω) = Ks(jω)G(jω est donné par la figure 4.4. La marge de phase est 

75.7°, la fréquence critique est 125 rad/sec. La marge de gain est infini. 

 
Fig. 4.4 Marges de phase et de gain de L(jω) 
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4.2.3 Simulation numérique 

La simulation de la commande vectorielle de la machine synchrone à aimants 

permanents est réalisée en utilisant les correcteurs PI de courants id et iq et le 

correcteur PI de vitesse conçus dans les étapes précédentes. Le système de la 

figure 3.6 est testé par simulation numérique. La consigne de vitesse du rotor 

est un échelon d'amplitude 50 rad/sec. Le couple mécanique appliqué 

initialement est 0 N.m. La figure 4.4 montre que le couple électromagnétique 

augmente brusquement à 8 N.m puis se stabilise quand la vitesse atteint la 

valeur de référence. Le couple mécanique passe à 3 N.m à l'instant t = 0.1 

seconde. A ce moment le couple électromagnétique augmente pour maintenir la 

vitesse à la valeur de référence. Les signaux produits par la simulation sont 

indiqués comme suit. 

 
Fig. 4.5 La vitesse du rotor en rad/sec 

 
Fig. 4.5 Le électromagnétique Te 
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Fig. 4.6  Courant statorique iq 

 
Fig 4.7  Courant statorique id 

 
Fig. 4.8 Tension de phase statorique 
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Fig. 4.9 Tensions de référence statoriques décalées de 120° 

 
Fig. 4.10 Courant de phase statorique 
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Outils d'analyse et de synthèse des systèmes asservis 
multivariables 

 

5.1 Les systèmes linéaires 

5.1.1 Introduction 

Un système est une entité dont les entrées et les sorties sont reliées par 

causalité. Le terme causalité indique tout simplement qu'une action en entrée 

engendre une réaction en sortie. 

Un système peut être représenté par un diagramme fonctionnel comme indiqué 

sur la figure 5.1, traduisant une relation de cause à effet entre l'entrée et la 

sortie. 

 
Fig. 5.1 Diagramme fonctionnel d'un système 

Dans ce diagramme on distingue: 

 Les entrées u(t) qui représentent les actions volontaires. 

 les perturbations d(t) qui représentent les actions involontaires. 

 Les sorties y(t) qui représentent les réponses aux entrées u(t) et d(t). 

5.1.2 Représentation d'état ou représentation interne 

5.1.2.1 Analyse des modèles d'état 

Cette partie décrit l'analyse des systèmes dynamiques linéaires de dimension 

finie, invariant au moyen d'une représentation d'état appelée aussi 

représentation interne [54, 55, 57, 59]. 

5.1.2.2 La représentation d'état d'un système 

Un processus ou système physique peut être décrit par un certain nombre fini de 

grandeurs appelées variables d'état. Ces variables permettent de calculer 

l'évolution future du système à partir des valeurs initiales de ces variables et les 

Système
Commandes

u(t)
sorties
y(t)

Perturbations
d(t)
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grandeurs externes représentant les variables d'entrée (signaux de commande en 

entrée). 

Le comportement d'un système dynamique de degré n décrit par une équation 

différentielle d'ordre n ou une fonction de transfert d'ordre n peut être décrit à 

l'aide de n variables d'état notées x1(t), x2(t), ...,  xn(t) appelées variables d'état, 

avec t défini dans l'ensemble des nombres réels R. 

L'évolution des variables d'état à partir de l'instant initial t0 est déterminée par 

les valeurs initiales x1(t0), x2(t0), ...,  xn(t0) et des grandeurs d'entrée appliquées 

sur l'intervalle t0 à t. 

Un modèle d'état ou représentation d'un système de degré n est constitué de n 

équations différentielles du premier ordre reliant les variables d'état et les 

grandeurs d'entrée (signaux d'entrée) et de sorties (signaux de sortie). 

 On définit le vecteur d'état x(t) de dimension n: x(t) Rn 
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 On définit le vecteur des signaux d'entrée ou commandes de dimension m: 

u(t)  Rm. le système possède m commandes (signaux d'entrée). 
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 On définit le vecteur des signaux de sortie de dimension p: y(t)  Rp. le 

système possède p sorties (signaux de sortie). 
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Un système linéaire est décrit par la représentation d'état suivante: 

     
   tDutCxy

tButAxtx



 
 

5.1 



Chapitre 5 
 

37 
 

nxnRA  est la matrice d'état ou d'évolution, nxmRB  est la matrice d'entrée, 

pxnRC  est la matrice de sortie ou d'observation, pxmRD  est la matrice de 

transmission directe des entrées sur les sorties. Dans le cas général, la matrice D 

est nulle, car pour un système réelle, les sorties ne peuvent réagir 

instantanément aux variations des entrées. 

Le modèle décrit par l'expression 5.1 représente un modèle linéaire invariant 

dans le temps (LTI). Il est valable pour les systèmes propres et les systèmes 

strictement propres. 

La fonction de transfert du système est donnée par l'expression suivante: 

  DBAsIC
sU
sYsG  1

)(
)()(  

 

La représentation graphique de l'équation d'état est illustrée par la figure 

suivante: 

 
Fig. 5.0 Représentation d'état d'un système linéaire 

La solution de l'équation d'état      tButAxtx   pour une commande égale à 

0: u(t) = 0 est donnée par:  

   0xetx At
l   

cette solution représente l'évolution du système libre ou système autonome. 

 

La solution complète de l'équation      tButAxtx  , c'est-à-dire pour une 

commande u(t) différente de zéro (   0tu ) est donnée par: 

           dBuexexxtx
t tAAt

fl 0
0  5.2 
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Le deuxième terme de la solution x(t) représente l'évolution du système forcé 

c'est-à-dire   0tu : 

     tuBedBuex Att tA
f   

0
 

Si l'entrée u(t) est une impulsion de Dirac δ(t), la matrice BeAt  représente pour 

des conditions initiales nulles (x(0) = 0) la réponse impulsionnelle entrée-état du 

système. 

Il y a stabilité asymptotique interne ou entrée-état pour le système linéaire (5.1) 

si et seulement si les valeurs propres de la matrice d'état A possèdent des 

parties réelles strictement négatives. 

5.1.2.3 Commandabilité et observabilité 

Commandabilité 

La commandabilité permet de déterminer une loi de commande u(t) qui consiste 

à faire évoluer le système depuis un état initial x(0) à un état final x(t1) en un 

temps fini. 

Définition 

Le système (5.1) est commandable [54, 55, 57, 59] si pour tout couple de 

vecteurs [x0, x1] de Rn, il existe un temps tf fini et une commande u(t) définie 

sur [0, tf] tels que la solution x(t) du système (5.1) s'écrive x(tf) = x1 pour la 

condition initiale x(0) = x0. Le système est non commandable dans le cas 

contraire. 

Théorème [54, 55, 57, 59] 

Le système (5.1) est commandable si et seulement si la matrice de 

commandabilité: 

 BABAABBC n 12    

est de rang n. On dit alors que la paire (A, B) est commandable. 

Définition 

Les valeurs propres λ de la matrice d'état A vérifiant rang[(λI - A)  B] < n sont 

appelés les modes non commandables ou non gouvernables. Le système linéaire 

(5.1) est stabilisable si ces modes non commandables sont stables. 

Observabilité 
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L'observabilité représente la base de la reconstruction d'état à partir de la sortie 

du système. En observant la sortie y(t) sur un intervalle de temps, il est possible 

de reconstruire l'état initial du système. 

Définition 

Le système (5.1) est observable [54, 55, 57, 59] si pour tout vecteur x0  Rn, il 

existe un temps fini tf et une commande u(t) définie sur l'intervalle [0, tf] tels 

que l'état initial du système x(0) = x0, alors la connaissance de la sortie y(t) sur 

l'intervalle [0, tf] permet de déterminer x0. 

Théorème [54, 55, 57, 59] 

Le système linéaire (5.1) est observable si et seulement si la matrice 

d'observabilité: 























1

2

nCA
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CA
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est de rang égal à n. on dit que la paire (A,C) est observable. 

Définition 

Les valeurs propres λ de la matrice d'état A vérifiant n
C

AI
rang 







 
 sont 

appelés les modes non observables du système. Si les modes non observables du 

système sont stables alors le système est détectable. 

Pour mettre en évidence la notion de commandabilité et d'observabilité, 

considérons le système décrit par la représentation d'état suivante: 
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La relation (5.2) permet de calculer l'évolution de variables d'état x1(t), x2(t), 

x3(t) à partir de l'état initial x(0) = [x1(0)  x2(0)  x3(0)]T et les commandes 

d'entrée u1(t) et u2(t). Ce qui donne: 

   011
1 xetx t  

              duebduebxetx
t tt tt   
0 2220 12122

222 0  

               duebduebxetx
t tt tt
0 2320 13133

333 0  

On remarque que les commandes d'entrée u1(t) et u2(t) n'ont aucune influence 

sur la variable x1(t). On dit que le mode correspondant λ1 n'est pas 

commandable. Dans ces conditions, il est impossible de déterminer une 

commande permettant de faire évoluer le système vers un état quelconque 

puisque la variable d'état x1(t) n'est couplée à aucune commande. On remarque 

que ce mode non commandable provient de la présence d'une ligne de zéros 

dans la matrice d'entrée B de la représentation d'état. 

L'évolution des sorties y1(t) et y2(t) est donnée par: 

           txctxctxtxctxcty 21211132121111 0   

           txctxctxtxctxcty 22212132221212 0   

On remarque que la variable d'état x3(t) n'intervient pas dans l'évolution des 

sorties y1(t) et y2(t). On dit donc que le mode correspond λ3 n'est pas observable. 

Ce mode non observable provient de la présence d'une colonne de zéros dans la 

matrice de sortie C de la représentation d'état. Dans ce cas, il est impossible de 

remonter à partir des sorties à la connaissance de la variable d'état x3(t) puisque 

cette variable d'état n'influence aucune sortie. 

Considérons le comportement entrées-sorties à partir des conditions nulles c'est-

à-dire: 

x1(0) = 0,  x2(0) = 0,   x3(0) = 0 

Dans ce cas on a: 

  01 tx  

             duebduebtx
t tt t
0 2210 1212

22  

             duebduebtx
t tt t
0 2320 1313

33
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Les sorties deviennent: 

             duebduebcty
t tt t
0 2220 121121

22

 

             duebduebcty
t tt t
0 2220 121222

22

 
On remarque que le comportement entrée/sortie, pour des conditions nulles, ne 

fait apparaître que le mode à la fois commandable et observable. 

5.2 Les normes 

5.2.1 Introduction 

Une norme [54, 55, 57, 59], en général, permet d'évaluer à l'aide d'un nombre 

unique la mesure de la taille d'un vecteur, d'une matrice, d'un signal ou d'un 

système. 

5.2.2 Définition 

Soit V un espace vectoriel, une norme est une fonction notée   et définit dans 

V par: 
 RVv :  

et vérifiant les conditions suivantes pour tout Vyx ,  et R : 

1. 0:  xVx  

2. 00  xx  

3. xxVxR .,   

4. yxyx   

L'espace vectoriel V peut être l'espace de vecteurs, de matrices, de signaux 

temporels ou systèmes linéaires. 

5.2.3 Normes d'un vecteurs 

L'espace vectoriel considéré est l'espace des nombres complexes: V = Cn. La 

norme d'un vecteur  Tnvvvv 21 est définie par l'expression suivante: 
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5.3 

5.2.4 Normes induites de matrice 
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L'espace considéré est l'espace V = Cmxn, l'espace vectoriel de matrice complexes 

de dimensions mxn.  

Soit A une matrice définie dans Cmxn, A est une norme matricielle, si en plus 

des propriétés élémentaires d'une norme, la condition suivante est vérifiée: 

 

BAAB .  5.4 

La norme  somme d'une matrice A de dimension mxn est définie par l'expression 

suivante: 

ji
ijsum aA

,
  

où aij sont les éléments de la matrice A, i est l'indice de ligne et j l'indice de 

colonne. 

Puisque les colonnes d'une matrices peuvent être considérées comme des 

vecteurs et les lignes de la matrice comme les transposés de vecteurs, on peut 

définir des normes induites de matrices: 

La norme suivante est induite par la norme Euclidienne ou norme 2: 

AAA  (max2
 

A* est la matrice transposée conjuguée de la matrice A. Cette norme est appelée 

norme spectrale. 





n

j
ijmi

aA
11

max  

Cette norme est une norme induite par la norme H∞. 

considérons les matrices de dimensions mxn, alors l'expression suivante permet 

de définir le produit scalaire dans l'espace vectoriel des matrices mxn, Cmxn. 

 BAtraceBA  ,  
où A* est la matrice transposée conjuguée de la matrice A. La norme suivante 

définie par ce produit scalaire est appelée la norme de Frobenius: 

 BAtraceA
F

  
5.3 Les valeurs propres d'une matrice 

Soit A une matrice carrée définie dans Cnxn: nxnCA , la valeur C est une 

valeur propre de la matrice A s'il existe un vecteur nRx  tel que  
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xAx   

ou  est une valeur propre de la matrice A si et seulement si 

  0det  AI  

5.3.1 Matrice Positive 

Soit la matrice nxnCA telle que A=AH (matrice hermitienne). La matrice A est 

positive (A>0) si toutes les valeurs propres de A sont strictement positives, alors 

la matrice A est définie positive. 

La notation A ≥ 0 signifie que toutes les valeurs propres de la matrice A sont 

positives ou nulles, alors la matrice A est définie semi positive. La matrice 

Hermitienne AH est définie par: 

 TH AA   

(A*)T est la matrice transposée conjuguée de la matrice A. 

5.4 Les valeurs singulières d'une matrice 

5.4.1 Définition 

Les valeurs singulières [3, 60, 61] d'une matrice complexe A sont les racines 

carrées des valeurs propres de la matrice AHA où AH est la matrice hermitienne 

de A (transposée conjuguée  de A). Les valeurs singulières sont notées par σi(A). 

Théorème [3] Soit une matrice A de dimensions mxn définie dans Cmxn ou Rmxn, 

alors il existe une matrice unitaire U de dimensions mxm et une matrice unitaire 

V de dimensions nxn telle que 
 VUA  

n
nxn

m
mxm

IVVVVCV
IUUUUCU
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5.5 

La matrice Σ est formée par la matrice diagonale des valeurs singulières σi dans 

l'ordre décroissant: 

 m ≥ n, la matrice Σ est donnée par l'expression suivante: 

 

 












 


 nxnm

pdiag

0

,,,
_______________________

21 
 

 

5.6 

 m ≤ n, la matrice Σ est donnée par l'expression suivante: 

    mnxmpdiag  0,,, 21    
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5.7 
          avec  __21  p   et p = min(m,n). 

5.4.2 Propriétés des valeurs singulières 

1.    A
A


  11  

2.    AA i _  

3.      BAAB   

4.      BAAB ______   

5. Le rayon spectrale est défini par 

       AAA
i

i  max  

5.5 Normes des signaux  

5.5.1 Introduction 

Un grand nombre d'objectifs de commande peuvent être traduits sous forme de 

grandeur d'un signal. Par exemple, on désire que la grandeur du signal de 

commande du processus ne soit pas trop importante afin de ne pas trop exciter 

les actionneurs, que la grandeur de l'erreur de poursuite d'un asservissement soit 

faible. cette grandeur de signal peut être définie au moyen de normes qui 

généralisent la distance euclidienne. 

La norme est définie sur un espace vectoriel, la notion de norme peut être 

appliquée aux cas des signaux à condition de construire des ensembles de 

signaux qui peuvent être considérés comme des espaces vectoriels. 

5.5.2 Espace L1 

L'espace L1 est l'ensemble des signaux u(t) intégrables: 

   








 


dttutuL
0

1 :  
 

5.8 

On définit la norme d'un signal   1Ltu  , notée  
1

tu  par: 

 dttuu 



0

1
 

 

5.9 

Cette norme peut être utilisée pour mesurer une consommation. 

Considérons maintenant un signal multidimensionnel: 
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           1121 Ltututututu i
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5.10 

5.5.3 L'espace L2 

L'espace vectoriel L2 est l'ensemble des signaux u(t) de carré intégrable: 
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5.11 

On définit la norme d'un signal   2Ltu  , notée  
2

tu  par l'expression suivante: 
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5.12 

Cette norme représente l'énergie totale contenue dans le signal. la norme L2 

peut être définie dans le domaine fréquentiel à l'aide du théorème de Parseval: 
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5.13 

U(jω) représente la transformée de Fourier du signal u(t). 

pour un signal multidimensionnel, u(t) est un vecteur: 

           2121 Ltututututu i
T

n    
La norme du signal u(t) est définie par l'expression suivante: 
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5.5.4 L'espace L∞ 

L'espace vectoriel L∞ est l'ensemble des signaux u(t) bornés en amplitude. 
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La norme d'un signal u(t) appartenant à l'ensemble L∞ (    Ltu ), notée par 


u est définie par l'expression suivante: 

 

 
0

sup





t
tuu  5.17 

Cette norme est appelée la norme H∞ et représente la valeur maximale que peut 

prendre un signal. 

Pour un signal multidimensionnel on a: 

            Ltututututu i
T

n21  
La norme est donnée par l'expression suivante: 

  


 init
ini

utuu
101
maxsupmax  5.18 

5.5  Normes de systèmes 

5.5.1 Introduction 

En général , le gain d'un système est l'amplification des signaux d'entrée. Pour un 

système monovariable (SISO), le gain est le rapport entre le signal de sortie et le 

signal d'entrée. Cette notion de gain peut être généralisée aux cas des systèmes 

multivariables. 

5.5.2 La norme H2 d'un système 

Considérons un système monovariable linéaire  et stable dont  l'entrée est 

nommée u(t) et la sortie y(t). La fonction de transfert du système est G(s) et g(t) 

sa réponse impulsionnelle (G(s)  est la transformée de laplace de g(t)). 

La norme L2 de la réponse impulsionnelle g(t) définit la norme H2 [3, 60, 61] du 

système G(s): 
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5.19 

L'utilisation du théorème de Parseval permet de définir cette norme dans le 

domaine fréquenciel: 

  2

21
2

0
2 2

1 gdjGG 










 



 
 

 5.20 

5.5.3 calcul de la norme H2 
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La norme H2 d'un système stable est finie si et seulement s'il est strictement 

propre et n'a pas de pôles sur l'axe imaginaire. Considérons une représentation 

d'état du système G(s). 











DC
BA

sG )(  

Le grammien de commandabilité est  définie par la relation suivante: 

dteBBeW AtTAt
c 




0

 

Le grammien d'observabilité est  définie par la relation suivante: 

dteCCeW AtTAt
o 




0

 

La norme H2 du système est définie par: déf 

   BWBtraceCCWtraceG o
TT

c 2
2   

5.21 

5.5.4 calcul de la norme H∞ d'un système 

Considérons un système de fonction de transfert G(s) stable, propre et causale. 

Le gain du système, pour une entrée particulière, est défini comme étant le 

rapport de la norme L2 du signal de sortie y(t) à la norme L2 du signal d'entrée 

u(t). 

02
2

2  u
u

Gu
G gain  

Au lieu de considérer uniquement le gain pour une entrée particulière, on 

s'intéresse au plus grand gain possible évalué sur un ensemble de signaux, ce qui 

définit la norme H∞ [3, 4, 57, 60, 61] d'un système. 

Pour un système monovaiable, la norme H∞ d'un système est définie par la 

relation suivante: 
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5.22 

Cette norme représente la valeur maximale de l'amplitude dans le diagramme de 

Bode de G(s) ou la distance de l'origine au point le plus éloigné du lieu de 

Nyquist. 
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Pour un système multivariable MIMO, la norme H∞ du système est donnée par 

l'expression suivante: 
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Cette norme est la norme induite L2. 

5.5.5 Norme H∞ d'une matrice de transfert et valeurs singulières 

Le gain en fonction de la fréquence ω d'un système monovariable dont la 

fonction de transfert est G(s) es donné par:  

   
 



jU
jYjG  

 

5.23 

 
où Y(s) et U(s) sont les transformées de Laplace des signaux de sortie y(t) et 

d'entrée u(t). 

Le gain  d'un système multivariable est calculé à l'aide les valeurs singulières de 

la matrice de transfert G(jω). 

             jGjGjGjGjG T
i

T
ii   

Les matrices     jGjG T   et     jGjGT   sont semi-définie positives, 

leurs valeurs propres sont par conséquent réelles positives ou nulles. on a donc 

l'expression suivante: 

               jGjGjGjGjG p __21 
 

On peut écrire: 

      
    



 jG

jU
jUjG

jG__  
 

5.24 

 
La relation 5.24 indique que le gain en fréquence d'un système multivariable est 

compris entre la valeur singulière inférieure et la valeur singulière supérieure de 

la matrice de transfert G(jω). Puisque les valeurs singulières d'une matrice de 

transfert sont des fonctions positives de la pulsation ω et peuvent donc être 

représentées dans les diagrammes de Bode, on peut les utiliser pour constituer 

la notion de gain des systèmes multivariables. 
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Pour un système monovariable, la fonction G(s) est scalaire, il n'existe qu'une 

seule variable singulière: 

     jGjG  5.25 

 

 

 
Fig. 5.2 Valeurs singulières d'une matrice de transfert 

5.5.6 Calcul de la norme H∞ d'un système 

Considérons un système défini par sa représentation d'état: 
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Posons   IDDR T 2
 

Lemme [3, 57, 60, 61]: La norme H∞ d'un système stable est finie si et seulement 

s'il n'a pas de pôles sur l'axe imaginaire. 

La matrice Hamiltonienne est définie par l'expression suivante: 
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Théorème [3, 57] Pour  D , 


G  si et seulement si Hγ n'a pas de 

valeur propre sur l'axe imaginaire. 

L'algorithme suivant permet de calculer la norme H∞ d'un système: 
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1. On choisit l'intervalle [γmin, γmax] tel que  Dmin  

2. Pour γ = (γmin + γmax)/2, on forme la matrice Hγ et on calcule ses valeurs 

propres, si les valeurs propres ne sont pas sur l'axe imaginaire, on diminue 

γ en choisissant un nouvel intervalle [γmin, γ]. 

Si les valeurs propres sont sur l'axe imaginaire, on augmente la valeur de 

γ en choisissant un nouvel intervalle [γ, γmax]. 

3. γsmall est la valeur la plus petite γ de pour laquelle la matrice 

Hamiltonienne Hγ n'a pas de valeurs propres sur l'axe imaginaire. Ce qui 

permet d'obtenir la norme H∞ du système G(s): 

4.  

smallG 


 5.27 

 

5.2 Problèmes de commande H∞ 

On s'intéresse à la commande [3, 4, 60] d'un processus selon le schéma générale 

d'un système en boucle fermée, indiqué par la figure 5.3. 

 

 
Fig. 5.3 Schéma général d'un système bouclé 

On désire commander un processus dont la matrice de transfert est notée P(s) et 

comportant deux vecteurs d'entrée: 

a) u(t): vecteur des signaux de commande avec lequel on peut contrôler le 

comportement du système. Ce vecteur est élaboré par le contrôleur K(s). 

b) w(t): vecteur des signaux d'entrée exogènes. Il est formé par les signaux 

de référence et des signaux de perturbation dont on désire minimiser 

l'effet. 

et deux vecteurs de signaux de sortie: 
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a) y(t): vecteur des signaux mesurés permettant au contrôleur K(s) 

d'élaborer la commande u(t) du processus. 

b) z(t): vecteur des signaux de sortie à contrôler et caractérisant le bon 

fonctionnement du système. 

Le comportement du système peut être décrit dans le domaine fréquentiel par 

le système d'équations suivant: 
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où la matrice de transfert est définie par l'expression suivante: 
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avec    
     

     
     

 su
sysP

sw
sysP

su
szsP

sw
szsP  22211211  

Les vecteurs z(s), y(s), w(s) et u(s) sont les transformées de Laplace des vecteurs 

de signaux z(t), y(t), w(t) et u(t) respectivement. 

Une représentation d'état peut être associée à la matrice de transfert P(s) 

comme suit: 

    DBAsICsP  1  5.30 

avec la partition suivante: 

Ceci nous permet de décrire le comportement du processus par la représentation 

d'état suivante: 

     
       
       tuDtwDtxCty

tuDtwDtxCtz
tuBtwBtAxx

22212
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5.32 

où           nynznunwn RtyRtzRtuRtwRtx  ,,,,  
Le système P(s) peut être décrit par une forme compacte comme suit: 
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 5.31 
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  5.33 

Le contrôleur K(s) est donné sous la forme d'une représentation d'état comme 

suit: 

yDxCu
yBxAx

kkk

kkkk




 
 

5.1 

 

 

5.34 

On commence l'analyse du système bouclé de la figure 5.3 par calculer la 

fonction de transfert Fzw(s) entre l'entrée w(t) et la sortie z(t). Les équations 

(5.32) et (5.34) donnent la représentation d'état du système bouclé de la figure 

5.3. 
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5.35 

A partir de l'expression de u(t) fournit par le système d'équations (5.34) et 

l'expression de y(t) dans le système d'équations (5.32), on peut écrire: 

wDxCuDy
xCyDu kkk

21222 



 
Ceci donne sous forme matricielle: 
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5.36 

Posons kDDIR 22 , si la matrice R est inversible, l'expression suivante est 

correcte: 
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5.37 

On obtient à partir des expressions (5.36) et (5.37) le vecteur [u y]T comme suit: 

w
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5.38 

En remplaçant l'expression du vecteur [u y]T à partir de l'équation 5.38 dans 

l'équation 5.35 et l'expression de u à partir de l'équation 5.38 dans la deuxième 
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équation du système 5.32, on peut éliminer u et y de 5.35 et u de l'expression de 

z dans 5.32. Ce qui permet de calculer la fonction de transfert entre la sortie 

z(t) et l'entrée w(t) du système bouclé de la figure 5.3. 
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Lemme [3, 57, 60, 61] 

Le système bouclé de la figure 5.3 est bien posé si et seulement si la matrice 

kDDIR 22  est inversible. 

Définition [3, 57, 60, 61] 

Il y a stabilité interne pour le système bouclé de la figure 5.3 dont la 

représentation d'état est donnée par les équations 5.32 et 5.34 si et seulement si 

la matrice d'état du système en boucle fermée Ac est stable. 

Définition [3, 57, 60, 61] 

Le système P(s) est stabilisable s'il existe un contrôleur propre tel que le 

système en boucle fermée et bien posé et vérifie la stabilité interne. Le 

contrôleur est appelé contrôleur admissible. 

Théorème [3, 57, 60, 61] 

a) il existe un contrôleur admissible K(s) si et seulement si la paire de 

matrice (A, B2) est stabilisable et (A, C2) est détectable. 

b) On suppose (A, B2) stabilisable, (A, C2)  détectable et L et F deux matrices 

données telle que A + B2F et A + LC2 sont stables. Alors le contrôleur 

admissible est défini par la représentation d'état suivante: 
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5.40 
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Le contrôleur K(s) donné par la représentation d'état 5.40 vérifie la stabilité 

interne du système bouclé de la figure 5.3 si et seulement si la fonction de 

transfert   RHsFzw . 

RH  est l'ensemble des fonctions rationnelles, propres et stables. 

5.3 Stabilité Interne 

Dans cette partie, on analyse la stabilité interne du système bouclé de la figure 

5.3. On note que la stabilité interne [3, 61] peut être caractérisée par la partie 

P22 du processus P(s) et le contrôleur K(s). Pour cela, on considère le schéma de 

la figure 5.4. 

 
Fig. 5.4 Système de stabilité interne  

Les signaux d'entrées d1 et d2 sont des perturbations, les signaux v1 et v2 sont des 

sorties. La sortie du bloc P22 représente le signal y(t) et la sortie du contrôleur 

K(s) est u(t). On peut écrire: 
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A partir du système de la figure 5.4, on peut définir les équations suivantes sous 

forme matricielle: 
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5.43 

Les équations (5.42) et (5.43) donnent l'expression suivante: 
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On définit la fonction de transfert F(s) par l' expression suivante: 
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Posons kDDIR 22 , si la matrice inverse R-1 existe, alors la fonction de 

transfert F(s) possède la représentation d'état suivante: 
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Lemme [3, 60, 61] 

Le système bouclé de la figure 5.3 est bien posé et vérifie la stabilité interne si 

et seulement si le système de la figure 5.4 possède la représentation d'état 

indiquée par les expressions 5.46 - 5.49. 

la matrice de transfert F(s) peut être exprimée en fonction de P22 et K 

directement à partir de la figure 5.4. 
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Le système d'équations ci-dessus peut être écrit sous forme matricielle: 
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La matrice (5.50) existe si les matrices de transfert ( KPI 22 ) et ( 22KPI  ) 

sont inversibles. 

    22
1

22
1

2222 PKPIKPIP    5.51 
 

    22
1

22
1

22 PKPIKIKPI    5.52 
 

 Définissons les matrices de transfert suivantes: 

 

    11   iioo LISLIS  5.53 

La matrice de transfert So est appelée la fonction de sensibilité en sortie. La 

matrice de transfert Si est la fonction de sensibilité en entrée. Pour un système 

monovariable Si = So. 

En remplaçant les expressions de Si et So données par les équations (5.53) dans 

l'expression (5.50), on trouve l'expression de la matrice de transfert F(s) comme 

suit: 
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On trouve l'expression finale de F(s): 
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Théorème [3, 60, 61] 

a) Soit kDDIR 22  une matrice inversible, alors la matrice de transfert 

F(s) définie par (5.46) existe et possède la représentation d'état (5.47-

5.49). De plus la matrice de transfert F(s) peut être définie par 

l'expression (5.54). 

b) On suppose que (A, B2) et (Ak, Bk)  sont stabilisables, (A, C2) et (Ak, Ck) 

sont détectables. Alors le système de la figure 5.4 vérifie la stabilité 

2222 KPLKPL io 
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interne si et seulement si les matrices de transfert Si, So, KSo et P22Si sont 

stables. 

5.4 Modélisation des systèmes incertains 

Le modèle nominal d'un système est entaché d'erreurs appelées incertitudes de 

modèles. En général, ces incertitudes représentent des dynamiques définies en 

hautes fréquences qui non pas étés modélisées. Habituellement, on suppose 

qu'en basses fréquences, le modèle nominal est suffisant pour fournir une 

description fine d'un système. Pour prendre en compte les incertitudes 

(dynamiques négligées), on utilise un ensemble de modèles à la place du modèle 

nominale afin de couvrir toutes les dynamiques qui ne sont pas explicitement 

représentées dans le modèle nominal. 

5.4.1 Incertitude additive de modèle 

Soit G0(s) la fonction de transfert du modèle nominal et G(s) la fonction de 

transfert du modèle incluant une incertitude additive de modèle nommée Δa. 

L'incertitude Δa est une fonction de transfert inconnue, on suppose qu'elle est 

stable et bornée: 1
a  

On peut écrire: 

     
     ssGsG

sGsGs

a


0

0  

 
Fig. 5.5 Incertitude additive de modèle 

5.4.2 Incertitude additive inverse de modèle 

Soit G0(s) la fonction de transfert du modèle nominal et G(s) la fonction de 

transfert du modèle incluant une incertitude additive inverse de modèle 

nommée Δai: 1
ai . 

L'incertitude Δai est une fonction de transfert inconnue, on suppose qu'elle est 

stable et bornée. 
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Fig. 5.6 Incertitude additive inverse de modèle 

On peut écrire: 

                  
         

        
            susGsusGssGIsy

susGsyssGI
susGsyssGsy

syssGsusGsyssusGsy

ai

ai

ai

aiai









0

1
0

00

00

000

)(

)(
)(
)(

 

Ce qui donne la matrice de transfert du modèle G(s): 

        
        
     
     sGsGs

ssGsG

ssGIsGsG

sGssGIsG

ai

ai

ai

ai

1
0

1

1
0

1

0
1

0
1

0
1

0

















 

5.4.3 Incertitude multiplicative d'entrée de modèle 

Soit G0(s) la fonction de transfert du modèle nominal et G(s) la fonction de 

transfert du modèle incluant une incertitude multiplicative de modèle nommée 

Δm. 

L'incertitude Δm est une fonction de transfert inconnue, on suppose qu'elle est 

stable et bornée: 1
m . 

 

 
Fig. 5.7 Incertitude multiplicative d'entrée de modèle 

On peut écrire: 
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        sGsGsGs

sIsGsG
ssGsGsG

sussGsGsy
sussGsusGsy

m

m

m

m

m

0
1

0

0

00

00

00












 

L'incertitude multiplicative d'entrée peut être utilisée pour représenter l'erreur 

dans le modèles des actionneurs ou une dynamique négligée en hautes 

fréquences. 

5.4.4 Incertitude multiplicative en sortie de modèle 

Soit G0(s) la fonction de transfert du modèle nominal et G(s) la fonction de 

transfert du modèle incluant une incertitude multiplicative de sortie de modèle 

nommée Δms. 

L'incertitude Δms est une fonction de transfert inconnue, on suppose qu'elle est 

stable et bornée: 1
ms . 

 
Fig. 5.8 Incertitude multiplicative de sortie 

On peut écrire: 

         
            
          

      sGsGsG

sGIsGsGsG
susGsusGsGsy

susGsusGsy

ms

msms

ms

ms

1
00

000

00

00








 

L'incertitude multiplicative de sortie est utilisée pour représenter l'erreur de 

modèle des capteurs et les dynamiques négligées en hautes fréquences. 

5.4.5 Incertitude multiplicative inverse d'entrée 

Soit G0(s) la fonction de transfert du modèle nominal et G(s) la fonction de 

transfert du modèle incluant une incertitude multiplicative inverse d'entrée de 

modèle nommée Δmie. 

L'incertitude Δmie est une fonction de transfert inconnue, on suppose qu'elle est 

stable et bornée: 1
mie . 
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Fig. 5.9 Incertitude multiplicative inverse d'entrée 

On peut écrire: 

     
     
     
     
          susGsuIsGsy

suIsv

susvI
svsusv

svsGsy

mie

mie

mie

mie














1
0

1

0 (

 

Ce qui donne l'expression du système perturbé G(s): 

    
     sGIsG

IsGsG

mie

mie
1

0
1

1
0








 

5.4.6 Incertitude multiplicative inverse de sortie 

Soit G0(s) la fonction de transfert du modèle nominal et G(s) la fonction de 

transfert du modèle incluant une incertitude multiplicative inverse de sortie de 

modèle nommée Δmis. 

L'incertitude Δmis est une fonction de transfert inconnue, on suppose qu'elle est 

stable et bornée: 1
mis . 

 
Fig. 5.10 Incertitude multiplicative inverse de sortie 

 

 

 

         
         

        
        susGsIsy

susGsysI
susGsyssy
syssusGsy

mis

mis

mis

mis

0
1

0

0

0
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La matrice de transfert du système perturbé est donnée par: 

      
      
        sGsGsGs

sIsGsG

sGsIsG

mis

mis

mis

1
0

1
0

1
0

1

0
1













 

L'incertitude multiplicative inverse d'entrée et l'incertitude multiplicative 

inverse de sortie sont utilisées pour modéliser les erreurs paramétriques d'un 

système en basses fréquences. 

5.4.6 Incertitudes basées sur la factorisation première d'une matrice 

Considérons la décomposition en facteurs premiers de la matrice de transfert 

G0(s). Deux matrices de transfert réelles, rationnelles et ne possédant aucun 

pôle dans le demi-plan droit,   mxmRHsM  et   mxpRHsN  constituent une 

factorisation à droite d'une matrice rationnelle G0(s) de dimension pxm si et 

seulement les conditions suivantes sont satisfaites: 

 M(s) est une matrice carrée, inversible pour tout s C. 

      sNsMsGCs 1
0

  

     mxmpxm RHsVRHsU   ~,~
 telles que Cs  

        mIsMsVsNsU  ~~
 

A partir de la représentation par factorisation première d'une matrice de 

transfert G0(s), on peut représenter la famille des modèles à l'aide du schéma 

suivant: 

 
Fig 5.11 Factorisation première à droite d'une matrice de transfert 

 
 

 
   
   uMNMy

uMuMMI

uMMI

MuMuM

NMy

M

MM

M

MM

1

1111

11

111
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Le système incertain est donné par: 

     1 MMNMsG  5.56 

ΔM et ΔN représentent les incertitudes sur les facteurs M(s) et N(s) 

respectivement. Le bloc [ΔM, ΔN] est inconnu mais il est borné: 

  
NM ,  

où ε est un nombre réel supérieur à 0. 

La matrice de transfert G0(s) peut être représentée par une factorisation à 

gauche. La famille de modèles est donnée par le schéma suivant: 

 
Fig 5.12 Factorisation première à gauche d'une matrice de transfert 

   

   
   uNMMIy

uNMyMI

uMuNMyMy

yMuMuNMyuuNMuNMy

yu

NM

NM

NM

MNMN

MN

~
11

~
1

~
1

~
1

~
11

~
1

~
1

~
11

~~
11

~~

~~~

~~~

~~~~

~~~~~~~~



















 

Posons MMI ~~ 1 , l'expression de y devient: 

   
    

   
   uNMy

uNMMMy

uNMMMy

uNMMMMy

NM

NM

NM

NM

~
1

~

~
11

~

~
11

~
1

~
11

~
11

~~

~~~~

~~~~

~~~~~

















 

Le système incertain basé sur une factorisation première à gauche est donné par 

l'expression suivante: 

     NM NMsG ~
1

~
~~ 


 5.56 
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5.5 Représentation des incertitudes de modèle par LFT 

Un système comportant des incertitudes de modèle peut être représenté par une 

transformation linéaire fractionnaire (Linear fractional transformation), LFT. 

Cette représentation des incertitudes par LFT permet de séparer le système en 

deux systèmes sous forme d'un bouclage entre un système augmenté invariant 

dont les paramètres sont parfaitement connus et définis et un bloc d'incertitudes 

nommé Δ qui regroupe les différentes incertitudes de modèle. De cette manière, 

on sépare la partie bien définie du système de la partie incertaine. 

La représentation générale par LFT d'un système incluant des incertitudes est 

illustrée par la figure suivante: 

 

 
Fig 5.13 Représentation des incertitudes par LFT 

P(s) est la matrice de transfert du système augmenté appelée la matrice 

d'interconnexion 

  
















w
v

sP
z
q

 

La matrice d'interconnexion P(s) peut être partitionnée comme suit: 

     
   








sPsP
sPsP

sP
2221

1211  
5.57 

La matrice de transfert Tzw(s) reliant l'entrée w et la sortie z est calculée comme 

suit: 
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wPqPz
wPPIq

wPqPI
wPqPq
wPqPq

wPqPq
wPvPq

qvwPvPz

2221

12
1

11

1211

1211

1211

1211

1211

2221














 

En remplaçant l'expression de q dans celle de z, on obtient: 

 
  wPPPIPz

wPwPPIPz

2212
1

1121

2212
1

1121








 

La matrice de transfert Tzw(s) est donnée par: 

    2212
1

1121 PPPIPsTzw    5.58 

Puisque le système P(s) est bouclé par le haut par la matrice d'incertitude Δ, la 

matrice de transfert Tzw(s) est appelée transformation linéaire fractionnaire 

supérieure notée Fu(P, Δ) 

     
 wPFz

PPPIPsTPF

u

zwu


 

,
, 2212

1
1121  

La condition suivante est toujours vérifiée: 

   1sup 


j  

où 


  représente la norme H∞ de la matrice Δ(s). 

Avec l'introduction de la transformation linéaire fractionnaire supérieure, les 

représentations des incertitudes de modèle définies précédemment peuvent être 

décrites par des systèmes augmentés appropriés ou matrice d'interconnexion 

P(s). 

5.5.1 Représentation par LFT de l'incertitude additive de modèle 

Considérons les figures 5.5 et 5.13. L'identification des signaux entre les deux 

figures permet d'écrire: 

 Le signal u dans la figure 5.5 correspond au signal w dans  la figure 5.13: 

w = u. 
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 Le signal d'entrée de l'incertitude dans la figure 5.5 est le signal w qui 

correspond au signal q dans la figure 5.13: q = w. 

 Le signal de la sortie de l'incertitude additive dans la figure 5.5 

correspond au signal v dans la figure 5.13. 

 Le signal de sortie y de la figure 5.5 correspond au signal z de la figure 

5.13 : z = y. 

wGvz
wvwq

0

0



 

La matrice d'interconnexion du système de la figure 5.5 correspondant à 

l'incertitude additive de modèle est donnée par l'expression suivante: 

 











































w
v

PP
PP

w
v

GI
I

z
q

2221

1211

0

0
 

5.59 

5.5.2 Représentation par LFT de l'incertitude additive inverse de modèle 

L'identification des signaux de la figure 5.6 et 513 donne: 

 Le signal y de la figure 5.6 correspond au signal z de la figure 5.13: z = y. 

 Le signal d'entrée de l'incertitude Δai dans la figure 5.6 est le signal y qui 

correspond au signal q dans la figure 5.13: q = y. 

 Le signal de sortie de l'incertitude Δai dans la figure 5.6 correspond au 

signal v de la figure 5.13 

 Le signal u dans  la figure 5.6 correspond au signal w dans la figure 5.13: 

w = u. 

La figure suivante montre les signaux du système augmenté. 

 

wGvGzq
wGvGz

00

00




 
Le système augmenté sous forme matricielle de la figure 5.6 est: 
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w
v

PP
PP

w
v

GG
GG

z
q

2221

1211

00

00  
5.60 

5.5.3 Représentation par LFT de l'incertitude multiplicative d'entrée 

L'identification des signaux de la figure 5.7 et de la figure 5.13 donne: 

 Le signal u de la figure 5.7 correspond au signal w de la figure 5.13: w = u 

 Le signal à l'entrée du bloc d'incertitude Δm de la figure 5.7 est le signal u, 

celui-ci correspond au signal q dans la figure 5.13: q = u. 

 Le signal v dans la figure 5.13 correspond au signal de sortie du bloc 

d'incertitude Δm de la figure 5.7. 

 Le signal y de la figure 5.7 correspond au signal z de la figure 5.13. 

La figure suivante décrit les signaux du système augmenté. 

 

wGvGz
wvwq

00

0



 

La forme matricielle de ces équations donne le système augmenté P(s) 

correspondant à la figure 5.7: 











































w
v

PP
PP

w
v

GG
I

z
q

2221

1211

00

0
 

5.61 

5.5.4 Représentation par LFT de l'incertitude multiplicative de sortie 

L'identification des signaux de la figure 5.8 avec ceux de la figure 5.13 donne: 

 Le signal de la figure 5.8 correspond au signal w de la figure 5.13: w = u. 

 le signal de sortie du bloc G0 (G0u) est l'entrée du bloc d'incertitude Δms de 

la figure 5.8, il correspond au signal q de la figure 5.13: q = G0u. 

 Le signal v de la figure 5.13 est le signal de sortie du bloc d'incertitude 

Δms de la figure 5.8. 

 Le signal y de la figure 5.8 correspond au signal z de la figure 5.13: z = y. 

La figure suivante montre les signaux du système augmenté. 
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wGvz
wGvwGq

0

00 0




 
La forme matricielle des ces deux équations défini le système augmenté P(s) de 

la figure 5.8.  




































2221

1211
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5.5.5 Représentation par LFT de l'incertitude multiplicative inverse d'entrée 

Identifions les signaux de la figure 5.9 avec ceux de la figure 5.13: 

 Le signal u dans  la figure 5.9 correspond au signal w dans la figure 5.13: 

w = u. 

 Le signal de sortie du bloc d'incertitude Δmi est le sigal v dans la figure 

5.13. 

 Le signal d'entrée du bloc d'incertitude Δmi est le signal q dans la figure 

5.13. 

 Le signal y de la figure 5.9 correspond au signal z de la figure 5.13: z = y. 

 

  wGvGvwGz
wvq

000 


 
La forme matricielle de ces équations donne le système augmenté P(s) du 

système incluant une incertitude multiplicative inverse d'entrée: 






































2221

1211

00 PP
PP
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v
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q
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5.5.6 Représentation par LFT de l'incertitude multiplicative inverse de sortie 

L'identification des signaux de la figure 5.10 avec ceux de la figure 5.13: 
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 Le signal u de la figure 5.10 correspond au signal w de la figure 5.13: w= z 

 Le signal de sortie du bloc de l'incertitude Δmis dans la figure 5.10 

correspond au signal v de la figure 5.13. 

 Le signal d'entrée du bloc d'incertitude Δmis dans la figure 5.10 est le 

signal y, il correspond au signal q dans la figure 5.13: q = y. 

 Le signal y de la figure 5.10 correspond au signal z de la figure 5.13: z = y. 

 

wGvzq
wGvz

0

0




 

La mise de ces équations sous forme matricielle défini le système augmenté P(s) 

du système incluant une incertitude multiplicative inverse de sortie. 
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5.6 Spécifications pour les systèmes bouclés multivariables 

Considérons un système ou processus linéaire multivariable de m entrées et p 

sorties, asservi par un correcteur K(s) comme indiqué par la figure 5.14. 

 
Fig 5.14 Système bouclé multivariable 

En tenant compte de la consigne r et des perturbations en entrée et sortie d1 et 

d, nous pouvons écrire les équations suivantes: 

Le signal de commande est donné par: 

                      snsKsysKsrsKsnsysrsKsu   

Le signal de commande perturbé est: 
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                         1111 dsnsKsysKsrsKdsnsysrsKdsusu 
La sortie y est donnée par: 

                    
                     
                     

                  ddsGsnsKsGsrsKsGsyGKI
ddsGsnsKsGsrsKsGsysKsGsy

ddsGsnsKsGsysKsGsrsKsGsy
ddsnsKsysKsrsKsGdsusGsy







1

1

1

11

 

En multipliant les deux membre de la dernière expression par (I + G(s)K(s))-1, on 

obtient l'expression de la sortie y: 

                 
      dGKIdsGGKI

snsKsGGKIsrsKsGGKIsy
1

1
1

11








 

La fonction de sensibilité en sortie est définie par l'expression suivante: 

  1
0

 GKIS  

La fonction de sensibilité en entrée est donnée par l'expression suivante: 

  1 KGISi  

La fonction de sensibilité complémentaire est définie en sortie par: 

        sKsGsKsGIT 1
0

  

La fonction de sensibilité complémentaire est définie en entrée par: 

        sGsKsGsKITi
1  

Les relations suivantes sont utilisées dans les calculs: 

                     sSsGsGsKIsGsGsKsGIsGsS i  11
0  

                     sSsKsKsGIsKsKsGsKIsKsSi 0
11    

L'expression de la sortie y(s) en fonction de la fonction de sensibilité So(s) et de 

la fonction de sensibilité complémentaire To(s) est donnée par: 

                   snsTsdsSsdsGsSsrsTsy o 0100  

L'erreur e(s) est donnée par: 

                         snsTsdsSsdsGsSsrsTsrsysrse o 0100  

La relation suivante est vérifiée: 

              srsSsrsTIsrsTsr 000   

L'expression de l'erreur devient: 

                   snsTsdsSsdsGsSsrsSse o 0100  
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La sortie u(s) du contrôleur K(s) est: 

        
                               snsKsnsTsKsdsSsKsdsGsSsKsrsSsKsu

snsesKsu

o 


0100

On a: 

                    snsSsKsnITsKsnsKsnsTsK o 00   

                         sTsGsKsGsKIsGsKsGIsKsGsSsK i  11
0  

En remplaçant les deux expressions précédentes dans celle de u(s), on obtient 

l'équation finale de u(s): 

                       snsSsKsdsTsdsSsKsrsSsKsu i 0100   

La commande perturbée u1(s) est: 

     
                         sdsnsSsKsdsTsdsSsKsrsSsKsu

sdsusu

i 101001

11




 

On a la relation suivante: 

            sdsSdsTIsdsTsd iiii 111   

Remplaçons l'expression ci-dessus dans celle de u1(s), on obtient l'expression 

finale de u1(s): 

                       snsSsKsdsSsdsSsKsrsSsKsu i 01001   

Finalement, on trouve les équations suivantes qui décrivent le comportement du 

système en boucle fermée de la figure 5.14. 

La sortie y(s) est 

                   snsTsdsSsdsGsSsrsTsy o 0100  5.65 

L'erreur de régulation e(s) est 

                   snsTsdsSsdsGsSsrsSse o 0100  5.66 

La sortie du contrôleur u(s) est 

                       snsSsKsdsTsdsSsKsrsSsKsu i 0100   5.67 

La commande perturbée u1(s) est 

                       snsSsKsdsSsdsSsKsrsSsKsu i 01001   5.68 

Les équations (5.65) à (5.68) nous permettent de sélectionner les performances 

du système en boucle fermée de la figure 5.14. 

Les objectifs du système en boucle fermée sont les suivants: 

 La stabilité, 
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 robustesse, 

 un bon suivi de la référence ou de la trajectoire, 

 un bon rejet des perturbations. 

Les outils classiques d'analyse appliqués aux systèmes monovariables tels que 

l'analyse par la méthode de Bode et de Nyquist ne sont pas directement 

applicables aux systèmes multivariables. 

L'outil d'analyse des systèmes multivariables s'appuie sur le tracé des valeurs 

singulières des matrices de transfert qui représente la notion de gain pour ces 

systèmes. 

Rappelons que les valeurs singulières d'une matrice de transfert M(jω) sont les 

racines carrées des valeurs propres de MH(jω)M(jω) notées σi(M) où MH(jω) est le 

hermétien (transposé conjugué) de M(jω). 

La valeur singulière maximale  M   est la norme induite sur les matrices par la 

norme euclidienne des vecteurs. 

 
2

2

02
r

rM
M

r



 

où r est le vecteur d'entrée, M est la matrice de transfert du système.  M  est 

l'amplification maximale ou le gain maximum du système dont la matrice de  

transfert est M. 

En conclusion, on peut dire que la norme H∞ de la matrice de transfert M(jω) 

notée 


M  est la borne supérieure de la valeur singulière maximale de M(jω) 

quand ω varie sur l'intervalle  ,0 . 

  
 




,0
sup jMM  

Les critères de stabilité, de robustesse, de la qualité du suivi de trajectoire et  

de la qualité du rejet de perturbations peuvent s'évaluer à partir des 

représentions fréquentielles des matrices de transfert du système bouclé, 

définies par les équations (5.65) à (5.68). 

5.6.1 La stabilité 

La stabilité du système en boucle fermée de la figure 5.14 est évaluée à partir 

des lieux des pôles (la partie réelle de tous les pôles de la boucle doit être 



Chapitre 5 
 

72 
 

strictement négative). Toutefois, cette stabilité ne suffit pas, il faut définir des 

marges de stabilité. 

La marge de module Mm est définie, pour un système monovariable, comme la 

plus petite distance au point (-1,0) du lieu de Nyquist de la fonction de transfert 

en boucle ouverte L(jω). Ce qui peut s'écrire: 

    


jKjGM m 1min
 

En remarquant que: 

     
jS

jKjG 11
 

d'autre par on a:  

     


jKjG
jS

1
1

 

Ce qui donne le résultat suivant: 

           



 





jSjKjG

jKjG
max

1
11max

11min  

Or la valeur maximale de S(jω) en monovariable représente la norme H∞ de 

S(jω). 

La marge de module pour un système monovariables est définie par: 

 





jS
M m

1
 

5.69 

La marge de module pour un système multivariable est définie de la même 

manière qu'en monovariable. On définit en multivariable la marge de module en 

sortie par: 

 





jS
M m

0

1
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La marge de module en entrée pour un système multivariable est définie par: 

 





jS
M

i
m

1
 

5.71 

5.6.2 Performances du système bouclé 

Spécification 1 
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L'équation (5.66) montre que pour obtenir une erreur de contrôle faible par 

rapport à la référence r et aux perturbations d1 et d, les valeurs singulières 

maximales    jS0  et      jGjS0  doivent être faibles.  

Spécification 2 

L'équation (5.66) montre que pour avoir une bonne atténuation du bruit de 

mesure n, la valeur singulière maximale    jT0  doit être faible. 

Spécification 3 

L'équation (5.68) montre que pour obtenir une bonne rejection des perturbations 

d1 et d par rapport à l'entrée u1 du processus et une influence faible du signal de 

référence r et du bruit de mesure n sur u1, les valeurs singulières maximales 

   jS i  et      jSjK 0  doivent être faibles. 

On remarque que pour les spécifications 1 et 3,    jS0  et    jS i  doivent 

être faibles, ce qui implique que    jT0  et    jTi  sont grandes. Ceci est 

en contradiction avec la spécification 2 qui stipule que    jT0  doit être 

faible. En réalité ces spécifications doivent être formulées dans le domaine 

fréquenciel. Pour les spécifications 1 et 3,    jS0  et    jS i  doivent être 

faibles en basses fréquences (dans la bande passante du système en boucle 

fermée), alors que pour la spécification 2,    jT0  doit être faible en hautes 

fréquence (en dehors de la bande passante du système en boucle fermée. 

5.6.3 Etude de la Robustesse 

Les systèmes dynamiques physiques sont de type passe-bande. Ils ont un gain qui 

diminue en hautes fréquences. Il en résulte qu'au delà d'une certaine bande de 

fréquences, certaines dynamiques sont mal connues, ainsi des sources de 

manque de robustesse de stabilité des systèmes asservis correspondent à une 

amplification des modes hautes fréquences mal connus. Afin de remédier à ce 

problème, il faut que le gain du contrôleur décroit au delà de la bande passante 

du système bouclé. Une manière de s'en assurer consiste à considérer la réponse 

en fréquence du transfert entre la sortie u du contrôleur et la consigne r: 

K(s)So(s) (eq. 5.67). L'équation (5.65) indique que le transfert entre la consigne r 

et la sortie y est la fonction de sensibilité complémentaire To. Pour assurer la 
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robustesse en stabilité, il faut que la valeur singulière maximale    jT0  soit 

faible en hautes fréquences. 

Considérons le système augmenté associé à la matrice d'incertitude Δ(s) de 

modèle. On a la forme LFT générale donnée par la figure  

 

 
Fig 5.15 Représentation LFT de l'incertitude de modèle 

 

Soit K(s) la matrice de transfert du régulateur calculé à partir du modèle  

nominal du processus. Le système en boucle fermée est indiqué par la figure 

5.16. 

 
Fig 5.16 Représentation LFT du système bouclé 

On peut mettre le système de la figure 5.16 sous une nouvelle forme LFT dont le 

système augmenté H(s) dépend du régulateur K(s), comme indiqué par la figure 

5.17. 

 
Fig 5.17 Représentation LFT du système bouclé 
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L'étude de la robustesse consiste à déterminer la plus grande incertitude Δ(s) 

permettant de maintenir la stabilité du système de la figure 5.17. 

Le régulateur K(s) stabilise le système nominale de sorte que le système 

augmenté H(s) est un système stable. Si l'incertitude Δ(s) est une fonction de 

transfert stable, la seule source d'instabilité provient du bouclage avec la 

matrice d'incertitude c'est-à-dire le transfert entre  l'entrée v et la sortie q : 

M(s) = H11(s). Ceci indique que l'étude de la stabilité de la figure 5.15 est 

équivalente à l'étude de la stabilité du système bouclé de la figure 5.18.  

 
Fig 5.18 Schéma d'analyse de la robustesse de la stabilité 

Le théorème du petit gain consiste à déterminer une valeur maximale pour la 

norme H∞ de l'incertitude Δ(s). 

Théorème du petit gain [3, 4] 

Si M(s) et Δ(s) sont des matrices de transfert stables, le système de la figure 5.15 

est stable pour tout Δ(s) tel que   


s  si et seulement si   


1sM  où 

M(s) = H11(s). 
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Synthèse H∞ des régulateurs dynamiques et µ-synthèse 

 

6.1 Conception H∞ 

Soit le schéma-bloc de la figure 6.1 qui représente le système en boucle fermée 
et qui peut être considéré comme l'un des bases de la synthèse H∞ où G(s) est le 
modèle du système à contrôler et K(s) est le régulateur à déterminer. 

   

Fig 6.1 Système bouclé 

Le régulateur K(s) doit satisfaire deux objectifs: 

1. Obtenir un bon suivi de la consigne r, 

2. limiter le signal de contrôle pour ne pas trop saturer les actionneurs. 

Pour satisfaire le premier objectif, il faut minimiser le signal z1 qui correspond 

au signal d'erreur e. 

Pour satisfaire le deuxième objectif, il faut minimiser le signal z2 qui correspond 

au signal de contrôle délivré par le régulateur. 

La matrice de transfert entre le signal de sortie z1=e et la consigne r est donnée 

par l'équation 5.66: 

              srjKjGIsrsSsesz 1
01

  

La matrice de transfert est: 

     1 jKjGI  6.1 

La matrice de transfert entre le signal de contrôle z2 = u et la consigne r est 

fournie par l'équation 5.67: 
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       srsSsKsu 0  

La matrice de transfert est: 

       1 jKjGIjK  6.2 

L'objectif final consiste à résoudre le problème suivant: chercher un régulateur 

K(s) stabilisant le système de la figure 6.1 et qui minimise la norme H∞ du 

transfert entre la sortie z = [z1 z2]T et l'entrée de consigne r, ce qui se traduit 

par l'expression suivante: 

    
       








1

1

min
jKjGIjK

jKjGI
tstabilisanK

 
6.3 

La synthèse H∞ [3, 4, 6, 7, 61] utilise la notion de problème standard qui est 

représenté sur la figure 6.2. 

 
Fig 6.2. Configuration standard du système bouclé 

La figure 6.2 représente la configuration du système en boucle fermée pour la 

synthèse H∞ où P(s) est la matrice d'interconnexion ou le système augmenté et 

K(s) est le régulateur à calculer. 

 Le vecteur w représente les signaux d'entrée tels que les signaux de 

référence, de perturbations et de bruit. 

 Le vecteur u représente les signaux de commande délivrés par le 

régulateur K(s), 

 Le vecteur z représente les signaux de sortie à minimiser et qui reflètent 

la mesure de la robustesse en stabilité et la robustesse en performances 

du système en boucle fermée. 

 Le vecteur y représente les mesures délivrées par les capteurs pour 

élaborer la commande u. 
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En tenant compte des dimensions des vecteurs w, u, z et y, la matrice 

d'interconnexion P(s) peut être partitionnée comme suit: 

 

     
   








sPsP
sPsP

sP
2221

1211  
6.4 

où P11 désigne le transfert entre la sortie z et l'entrée w, P12(s) désigne le 

transfert entre la sortie z et l'entrée u, P21(s) désigne le transfert entre la sortie 

y et l'entrée w, P22(s) désigne le transfert entre la sortie y et l'entrée u. 

Calculons la matrice de transfert entre la sortie z et l'entrée w du système en 

boucle fermée de la figure 6.2: 

         susPswsPsz 1211   

         susPswsPsy 2221   

     sysKsu   

Portons l'expression de u(s) dans celle de y(s), on obtient: 

           sysKsPswsPsy 2221   

           swsPsysKsPsy 2122   

          swsPsysKsPI 2122   

          swsPsKsPIsy 21
1

22
  

                swsPsKsPIsKsysKsu 21
1

22
  

Remplaçons l'expression de u(s) dans celle de z(s), on obtient: 

                  swsPsKsPIsKsPswsPsz 21
1

221211
  

                        swsKsPFswsPsKsPIsKsPsPsz l ,21
1

221211    6.5 

où Fl(P(s), K(s)) est appelée la transformation fractionnaire linéaire basse (lower 

linear fractional transformation LFT). 

L'objectif fixé par l'équation 6.3 devient: 

Chercher un régulateur K(s) stabilisant le système en boucle fermée de la figure 

6.2 et qui minimise la norme H∞ de la fonction de transfert en boucle fermée 

Fl(P(s),K(s)): 
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sKsPFltStabilisanK
min  6.6 

                        swsKsPFswsPsKsPIsKsPsPsz l ,21
1

221211    

6.2 Résolution du problème H∞ par équations de Riccati 

La solution du problème d'optimisation (6.6) n'est pas unique. En pratique pour 

résoudre le problème (6.6), il suffit de trouver un régulateur K(s) stabilisant le 

système de la figure 6.2 telle que la norme H∞ de la fonction de transfert en 

boucle fermée Fl(P(s),K(s)) est  inférieure à un nombre positive donné γ: c'est-à-

dire: 

     


sKsPFl  6.7 

où     


 sKsPFltStabilisanK
min0 . 

6.2.1 Solution H∞ pour un système normalisé 

Cette approche est connue sous le nom d'Algorithme de Glover-Doyle [4, 6, 7, 

61] ]. C'est la méthode de synthèse la plus utilisée. 

La synthèse H∞ utilise la représentation d'état de la matrice d'interconnexion P(s) 

que nous écrivons sous la forme: 

       
       
       tuDtwDtxCty

tuDtwDtxCtz
tuBtwBtAxtx

22212

12111

21






 

 

6.8 

où  

   nRtx   est le vecteur d'état, 

   mwRtw   est le vecteur d'entrée (signaux de référence, de perturbations 

et de bruit), 

   muRtu   est le vecteur des signaux de contrôle délivrés par le 

régulateur. 

   pzRtz   est le vecteur des signaux de sortie à minimiser, 

   pyRty   est le vecteur des mesures généralement délivrés par les 

capteurs. 

 avec mupz   et mwpy  . 
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La matrice d'interconnexion P(s) peut être écrite sous la forme compacte 

  


























DC
BA

DDC
DDC
BBA

sP

22212

12111

21

 

 

6.9 

Où  21 BBB  , 









2

1

C
C

C , 









2221

1211

DD
DD

D  

La plupart des systèmes industriels sont strictement propres, donc la matrice 

d'interconnexion P(s) possèdera D22 = 0. 

Pour résoudre le problème H∞, Glover et Doyle [4, 6, 7, 61] supposent les 

hypothèses suivantes satisfaites: 

A1.  2, BA  est stabilisable et  2,CA  est détectable, 

A2. 






 

121

2

DC
BjA

 est de rang plein  , 

A3. 






 

212

1

DC
BjA

 est de rang plein  , 

A4.  pu
mw

IDand
I

D 0
0

2112 









 

L'hypothèse A4 est une hypothèse simplificatrice pour avoir des équations 

simples dites de normalisation. 

La synthèse H∞ utilise les solutions de deux équations de Riccati. L'équation de  

Riccati est définie par: 

0 QXWXXEXET  6.10 

où W = WT et Q = QT des matrices de même dimensions que la matrice d'état A. A 

toute équation de Riccati correspond une matrice Hamiltonienne définie par: 












TEQ
WE

 
 

6.11 

La solution symétrique X, si elle existe, de l'équation de Riccati (6.10) est notée: 












 TEQ
WE

RicX  
 

6.12 

telle que la matrice (E - WX) est stable. 
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Les deux équations de Riccati utilisées dans la synthèse H∞ sont définie comme 

suit: 

Posons  12111 DDD d   et 









21

11
1 D

D
Dd  

On définit les matrices suivantes: 











00
01

2

111
nm

d
T
d

IDDR  











00
01

2

112
npT

dd
IDDR  

En supposant que les matrices R1 et R2 sont inversibles, deux matrices  

Hamiltoniennes sont définies comme suit: 

 

 TT
dT

d
TTT BCDR

DC
B

ACC
A

H 11
1

1
1111

0 




















  
 

6.13 

 

 CBDR
DB

C
ABB

A
J T

dT
d

T

T

T

11
1

2
1111

0 





















  

 

 6.14 

Posons  

)(HRicX   6.15 

qui est la solution de l'équation de Riccati correspondant à la matrice 

Hamiltonienne H et 

)(JRicY   6.16 

qui est la solution de l'équation de Riccati correspondant à la matrice 

Hamiltonienne J. 

Les deux solutions X et Y permettent de construire deux matrices: la matrice 

dite de retour d'état F et la matrice de gain d'observateur L.  

























 

2
)( 12

11

2

1
11

1
1

F
F
F

F
F

XBCDRF TT
d  
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   2121121
1

211 )( LLLLLRYCDBL TT
d    

F1 est de dimension mw x n, F2: mu x n, L1: pz x n, L2: py x n. 

Théorème 6.1 [4, 6, 7, 60, 61] ] 

le régulateurs K(s) rationnels, stabilisant le système P(s) et vérifiant l'inégalité 

     


sKsPFl  

existent si et seulement si les deux équations de Riccati qui correspondent aux 

matrices Hamiltoniennes H et J admettent respectivement deux solutions X et Y 

positives dont le rayon spectral ρ(XY) est inférieure à γ2 avec:  

    TT DDDD 1121111211121111 ,,,max   

Le régulateur K(s) est décrit par la transformation fractionnaire linéaire: 

      ssMFsK l  ,  6.17 

où    RHs  est une matrice de transfert quelconque de dimensions mu x py 

vérifiant    s . 

M(s) est décrit par la représentation d'état suivante: 

  









DC
BAsM 



 
 

6.18 

où  

CZYCXBBXBBAA TTT
22211

2  
 

 22
ˆ ZBZYCB T  














2

2

C
XB

C
T

 











0
0ˆ
py

mu

I
I

D  

  12  YXIZ n   

En particulier, le régulateur K0(s) correspondant à   0 s , appelé régulateur 

central très utilisé en pratique, admet la représentation d'état suivante: 

 



Chapitre 6 
 

83 
 

  











02

2
0 XB

ZYCAsK
T

 
 

6.19 

Les résultats (6.18) et (619) sont obtenues sous l'hypothèse A4 qui indique que 

les matrices D12 et D21 sont sous la forme normalisée et donc P(s) est appelé 

système normalisé. 

6.2.2 Solution pour le système particulier 

La configuration indiquée par la figure 6.1 est très utilisée en pratique. 

Identifions les signaux de la figure 6.1 et de la figure 6.2: 

 Le signal w (Fig 6.2) correspond au signal r (Fig 6.1): w = r, 

 Le signal u (Fig 6.2) correspond au signal u (Fig 6.1): u = u, 

 Le signal z1 (Fig 6.1) correspond au signal y (Fig 6.2): z1 = y, 

 Le signal z2 (Fig 6.1) correspond au signal u (Fig 6.2): z2 = u, 

 Le signal y (Fig 6.2) correspond au signal e (Fig 6.1): y = e. 

  









)(
)(

)()()()()()()()(1 su
sw

sGIsusGswsysrsesz  

  









)(
)(

0)()(0)(2 su
sw

Isuswsz  

  









)(
)(

)()()()( 1 su
sw

sGIszsesy  

La matrice d'interconnexion P(s) du système de la figure 6.1 est donnée par: 






















)(
0

)(
)(

sGI
I

sGI
sP  

avec z = [z1 z2]T d'où 









0
)(11

I
sP  et 










I
sG

sP
)(

)(12 , IsP )(12 , )()(22 sGsP  . 

la représentation d'état du système G(s) de la figure 6.1 est donné par: 

  









0C
BA

sG  

G(s) possède m entrées et p sorties. 
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La figure 6.1 montre qu'au signal de sortie z1 correspond l'entrée w (r) et l'entrée 

-u à travers le transfert G(s). Donc la représentation d'état est: 

)()()( tButAxtx   

)()()(1 twtCxtz   

)()(0)(0)(2 tutwtxtz   

)()()( twtCxty   

La représentation d'état de la matrice d'interconnexion du système de la figure 

6.1 est: 




































 



22212

12111

21

0
00

0
0

)(
DDC
DDC
BBA

IC
I

IC
BA

sP

p

m

p  

01 B , BB 2 , 









01
C

C , CC 2 , 









011
pI

D , 









mI
D

0
12 , pID 21 , 

022 D . 

Le système P(s) étant normalisé, on applique le théorème 6.1 pour calculer le 

régulateur central K0(s) pour le système de la figure 6.1. 

  









kk

kk

DC
BA

sK0  
 

6.20 

avec  

  CZYCXBBAA TT
k

121
  

T
k ZYCB   

XBC T
k  , 0kD  

6.2.3 Normalisation du système 

Les résultats trouvés dans les étapes précédentes pour le calcul d'un régulateur 

H∞, sont valables seulement pour un système augmenté normalisé. Autrement dit 

le système P(s) doit satisfaire l'hypothèse A4 imposée aux matrices D12 et D21. 

En pratique dans la majorité des systèmes, la matrice d'interconnexion n'est pas 

normalisée. Afin d'utiliser le théorème 6.1, dans ce cas, on doit appliquer 
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certaines transformations aux matrices D12 et  D21 pour normaliser le système 

augmenté P(s). 

La décomposition en valeurs singulières (section 5.4) permet de trouver des 

matrices unitaires orthonormées U12, V12, U21 et V21 pour satisfaire les relations 

suivantes: 

12
12

1212
0

V
R

UD T








  

  21212121 0 VRUD T  

où 











I
RVDU T 01

12121212  

 IVDUR T 0212121
1

21   

les deux équations ci-dessus sont normalisées comme indiqué par l'hypothèse A4. 

R12 est une matrice mu x mu, R21 est une matrice py x py. 

Si pz > mu et py < mw, les matrices U12 et V21 peuvent être partitionnées comme 

suit: 











122

121
12 U

U
U  

 

6.21 











122

121
12 U

U
U  

 

6.22 

où 

 U121 est une matrice de dimensions (pz - mu) x pz, 

 U122 est une matrice de dimensions mu x pz, 

 V211 est une matrice de dimensions (mw - pu) x mw, 

 U212 est une matrice de dimensions py x mw, 

La décomposition en valeurs singulières des matrices D12 et D21 permet de définir 

de nouvelles variables z , y , w  et u , ainsi qu'une nouvelle matrice 

d'interconnexion )(sP  pour le système et un nouveau régulateur )(sK . 

l'expression de la matrice D12 est: 
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12121212
0

VR
I

UD T








  

D12 est la relation entre la sortie z et l'entrée u:  

uVR
I

UzouuDz T
12121212

0








  

uVR
I

zU 121212
0








  

u
I

z 









0
 

Ce qui donne pour la nouvelle variable: zUz 12  et zUz T
12 , uVRu 1212  et 

uRVu T 1
1212
 . 

La matrice D21 exprime la relation entre la sortie y et l'entrée w: 

  21212121 0 VIRUD T  et wDy 21  

  wVIRUy T
212121 0  

  wVIyUR 2121
1

21 0  

 wIy 0  

Ce qui donne pour les nouvelles variables y  et w : 

yURy 21
1

21
 et yRUy T

2121 , wVw 21  et wVw T
21 . 

En résumé on a les relation suivantes: 

zUz 12  et yURy 21
1

21
 , l'expression matricielles de ces relations donne: 


























 y

z
UR

U
y
z

21
1

21

12

0
0

 
 

6.23 

d'autre part l'expression du vecteur [z  y]T est donnée par: 


















u
w

sP
y
z

)(  
 

6.24 

Les expressions wVw T
21  et uRVu T 1

1212
  définissent le vecteur [w u]T en 

fonction du nouveau vecteur  Tuw : 
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 u

w
RV

V
u
w

T

T

1
1212

21

0
0

 
 

6.25 

Remplaçons l'expression (6.24) dans (6.23), on obtient: 


























 u

w
sP

UR
U

y
z

)(
0

0

21
1

21

12  
 

6.26 

Remplaçons l'expression (6.25) dans (6.26), on obtient: 


































 u

w
RV

VsP
UR

U
y
z

T

T

1
1212

21

21
1

21

12

0
0)(

0
0
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L'expression (6.27) définit donc la matrice d'interconnexion normalisée )(sP : 

  















  1

1212

21

21
1

21

12

0
0)(

0
0

RV
VsP

UR
U

sP T

T

 
 

6.28 

L'expression (6.28) utilise la représentation d'état de la matrice P(s). 











DC
BA

sP )(  

où  21 BBB  , 









2

1

C
C

C , 









2221

1211

DD
DD

D . 

Pour calculer l'expression (6.28) de  sP , on applique la règle suivante [3] de 

l'algèbre linéaire:  

   



















21211

2

21

2

211

21
0

DDCDC

B
DB

A
CBA

sGsG  

 

6.29 

où 









11

11
1 )(

DC
BA

sG  et 









22

22
2 )(

DC
BA

sG  

La règle (6.29) appliquée à l'expression (6.28) nous permet de calculer la 

représentation d'état du système augmenté  normalisé  sP  en fonction des 

matrices du système réel P(s): 
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22212

12111

21

DDC
DDC
BBA

sP  

 

6.30 

TVBB 2111   

1
121222
 RVBB T  

1121 CUC   

TVDUD 21111211   

1
1212121212
 RVDUD T  

221
1

212 CURC   

TVDURD 212121
1

2121
  

022 D  

Les matrices F et L définies pour P(s) sont: 

)( 11
1

1 XBCDRF TT
d    et 1

211 )(  RYCDBL TT
d  

Les matrices correspondantes pour le système  sP  sont : 




































2

12

11

2

1

1212

21

0
0

F
F
F

F
F

F
VR

V
F  

121111 FVF  , 121212 FVF  ,  212122 FVRF   

 21211
2121

12

0
0

LLL
RU

U
LL T

T











 
TULL 121111  ,  TULL 122112  ,  212122 RULL T  

Le système  sP  étant maintenant un système normalisé, le régulateur 

correspondant est  sK .  Le  système réel non normalisé P(s) doit être 

commandé par le régulateur  K(s). 

Le régulateur K(s) est calculé à partir de  sK  comme suit: 

     sysKsu   
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Remplaçons u et y par leurs expressions respectives dans celle de u(s), on 

obtient: 

   syRUsKsuRV TT
2121

1
1212 )(   

      )()( 21211212 sysKsyRUsKVRsu T   

Le contrôleur  sK  est donné par: 

    21211212 RUsKVRsK T  

A partir de l'expression ci-dessus, on calcule l'expression du régulateur K(s): 

    21
1

21
1

1212 URsKRVsK T   6.31 

Le schéma de normalisation du système P(s) en un un système  sP , basé sur la 

transformation (6.28) est illustré par la figure 6.3. 

 
Fig. 6.3 Configuration de Normalisation 

Les résultats de normalisation trouvés ci-dessus et le théorème 6.1 permettent 

de définir le corollaire suivant pour calculer le régulateur central. 

Corollaire 6.1 [4, 6, 7, 60, 61] 

Supposons que le système P(s) satisfait les hypothèses A1-A4, alors 

a) Il existe un régulateur K(s) stabilisant tel que      


sKsPFl  si et 

seulement si 

1.     TVDDU 2111111121 ,max   où U121 et V211 sont définies par 

(6.21 et 6.22), 

2. Les deux équations de Riccati correspondant aux matrices 

hamiltoniennes  H (6.13) et J (6.14) admettent respectivement 
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deux solutions positives X et y telle que   2 XY  où ρ(.) désigne 

le rayon spectral. 

b) Si les conditions de la partie (a) sont satisfaites, alors le régulateur H∞ 

central est donné par la représentation d'état suivante: 











kk

kk

DC
BA

sK )(  

1
2122121211

1
1211211121121111

2
122

1
12122

2 )()()(   TTTTT
k VDVDUUDVVDIUDUD 

 kk DDLBLZB )( 12122   

)( 12122 FDCDFC kk   

)( 1212 FDCBBFAA kk   

12 )(  YXIZ  

6.3 Fonctions de pondération 

Afin d'améliorer les performances du système en boucle fermée, des fonctions 

de pondérations sous forme de filtres sont introduites sur les signaux formant le 

canal de performances. Pour cela, considérons le système de la figure 6.4. 

 
Fig. 6.4 Introduction des fonctions de pondération 

Les signaux z1 et z2 sont donnés par les expressions suivantes: 

                 1
1111

 sKsGIsWsSsWsesWsz o  

                     1
2222

 sKsGIsKsWsSsKsWsusWsz o  

K(s) est le régulateur H∞ stabilisant le système de la figure 6.4 tout en 

minimisant la norme H∞ du transfert entre la sortie z = [z1 z2] et la consigne r, 

c'est-à-dire: 
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6.32 

La relation (6.32) implique que:  

       
jW

jSjSjWR oo
1

1
11  

6.33 

           
jW

jSjKjSjKjWR oo
2

2
11  

6.34 

Les deux relations ci-dessus montrent que la réponse en fréquence du transfert 

So(jω) est limitée par un gabarit qui dépend du filtre W1(jω), et celle du 

transfert K(jω)So(jω) est limitée par le gabarit dépendant du filtre W2(jω). 

Le transfert le plus crucial est la fonction de sensibilité  So(s) entre l'erreur e et 

la consigne. Le transfert So(s) permet de gérer à la fois la rapidité du système 

(bande passante du système bouclé), la précision (l'erreur statique) et la marge 

de stabilité (marge de module) ce qui se traduit mathématiquement par: 

   sSte ost 0
lim


 : erreur statique quand l'entrée r est un échelon unité. 

 





jS
M

o
m

1
: la marge de module ou marge de stabilité. 

  21co jS : la fréquence ωc pour laquelle le module de So(jω) est égal à 

21   ou la fréquence pour laquelle le module en dB de So(jω) est égal -3 dB, 

représente la bande passante du système en boucle fermée. 

En résumé, le module de la fonction de sensibilité So(jω) doit être faible en 

basses fréquences et présente une valeur maximale K en hautes fréquences, 

égale ou inférieure à 2:  21  K . 

Selon l'analyse ci-dessus, l'allure typique de La réponse en fréquences de la 

fonction de sensibilité est donnée par la figure 6.5. 
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Fig. 6.5 Réponse en fréquence de So(jω) 

La relation (6.33) montre que l'inverse de la fonction de pondération (1/W1(jω)) 

est un majorant de la fonction de sensibilité So(jω), à partir des caractéristiques 

de  So(jω), on déduit la réponse en fréquence du filtre 1/W1(jω) comme illustré 

par la figure 6.5 

Notons  jW11  est un majorant de  jSo  dans le cas d'un système 

monovariable. Dans le cas d'un système multivariable, on définit le filtre W11(s): 

    ypIsWsW 111   où Ipy est la matrice identité de dimensions py x py. Dans le cas 

du système multivariable  sW 1
11
  est un majorant de    jSo . 

A partir de l'analyse ci-dessus, la fonction de transfert du filtre W1(s) est donnée 

par l'expression suivante: 

   
 bs

as
K

sW




1

1  
 

6.35 

où ba   et 1K , ce filtre a un gain statique de ( Kba ) > 1, un gain minimale de 

K1 , la fréquence ωcm pour laquelle le gain est égale à  3 dB est donnée par: 

  21
2

2

1 




b
a

K
jW

cw

cw
cm  

12
2
2

222





K

bKa
cm  

Puisque le filtre 1/W1(jω) est un majorant de So(jω), on déduit que: 
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 l'erreur statique est inférieure à l'inverse du gain statique de W1(jω): 

Kb/a, 

 La marge de module Mm est supérieure à 1/K, 

 la bande passante du système bouclé est supérieure à ωcm 

Les valeurs des paramètres du filtre W1(s) sont déterminés à partir du cahier de 

charge: Le paramètre K est déterminé à partir de la marge de module,  

1. le rapport b/a est déduit à partir de l'erreur statique, 

2. le paramètre a est déterminé à partir de la valeur de la bande 

passante: 

       2
2

2

21

12












a
bK

Ka c  

3. on déduit le paramètre a à partir de la valeur du rapport b/a 

trouvé dans l'étape 2. 

Le transfert entre le signal de commande u et r doit avoir un gain supérieur à 1 

dans la bande passante et faible en hautes fréquences qui engendre un effet de 

roll-off important c'est-à-dire une décroissante rapide du gain du correcteur en 

hautes fréquences. L'allure typique du transfert K(jω)So(jω) est donnée par la 

figure 6.6. 

 

Fig. 6.6 Réponse en fréquences de K(jω)So(jω) 
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Puisque 1/W2(jω) est un majorant du transfert K(jω)So(jω), le transfert W2(s) est 

un filtre passe haut, la fonction de transfert est donnée par: 

   
 as

bs
bK

asW




1

2  
 

6.35 

Le paramètre b représente la bande passante de l'actionneur, le paramètre K1 

reflète le gain limite de l'actionneur. La fréquence a est beaucoup plus 

supérieure à la fréquence b pour obliger le gain du régulateur à décroitre en 

hautes fréquences afin d'éliminer le bruit de mesure et pour avoir une bonne 

immunité face aux dynamiques hautes fréquences non modélisées ce qui assure 

la robustesse du système en boucle fermée. 

6.4 µ-analyse 

6.4.1 Définition de la valeur singulière structurée 

Considérons la boucle de la figure 6.7 où M(s) est une matrice complexe et Δ est 

une matrice appartenant à l'ensemble des matrices complexes et possédant la 

structure suivante: 

 frsr s
IIdiag  ,,,,, 11 1

  6.36 

mjxm
ji

jCR   

 

Fig. 6.7 Configuration standard M-Δ 

On définit la valeur singulière µ [3, 4, 57, 60, 61] de la matrice M(jω) comme 

étant la taille ou la norme H∞ de la plus petite incertitude déstabilisant le 

système: 

       0det:min
1


 MI

jM  
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Quand M(s) est la matrice d'interconnexion du système augmenté, la valeur 

structurée de M(s) est 

       jMsM sup  

mesure la robustesse en stabilité du système en boucle fermée. Considérons le 

système de la figure 6.8 où M(s) est la matrice d'interconnexion. 

 

Fig. 6.7 Système incertain 

    12
1

112122, MMIMMMFl
   

Pour satisfaire les performances du système en boucle fermée, il faut minimiser 

la matrice de transfert Fl(Δ,M) c'est-à-dire: 

  1, 


MFl  

 La robustesse en performances du système est satisfaite si et seulement si 

      1sup 



 MjMsM

R
 6.37 

 La robustesse en stabilité du système est satisfaite si et seulement si 

      1sup 111111 



 MjMsM

R
 6.38 

 Les performances du système nominal sont satisfaites si et seulement si  

122 


M  6.39 

 La stabilité du système nominal est vérifiée si et seulement si M(s) vérifie 

la stabilité interne. 

6.5 µ-synthèse 

Considérons le schéma de la figure 6.9 qui combine le schéma de la synthèse H∞  

(Fig 6.2) et celui de la µ-analyse [3, 4, 60, 61] (Fig 6.7) où l'incertitude Δ 

possède la structure (6.35). 
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Fig. 6.9 Problème de synthèse robuste 

Le problème consiste à déterminer un régulateur K(s) telle que la norme H∞ du 

transfert de w vers z soit inférieur à 1 pour tout Δ(s) du type (6.36) telle que  

  1


s . 

L'analyse de la robustesse en performance est transformé en analyse de stabilité 

en ajoutant une incertitude fictive non structurée Δf entre z et w de la figure 

6.9. Dans ce cas, le problème consiste à déterminer un régulateur K(s) vérifiant 

la relation: 

     1,(  jKjMFl  

Ce problème est appelé µ-synthèse. 
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6.6 Commande robuste de la machine synchrone à aimants permanents 

6.6.1 Introduction 

Traditionnellement, les moteurs à courant continu ont été réservés pour les 

applications de hautes performances en raison de la facilité et la simplicité de 

leur commande par rapport aux machines à courant alternatif. Cependant, avec 

les progrès réalisés dans  l'électronique de puissance et la capacité de calcul des 

processeurs numériques et avec l'apparition de nouvelles méthodes de contrôle, 

les machines à courant alternatif continuent à remplacer les moteurs à courant 

continu dans les applications de hautes performances. 

Le développement des systèmes de contrôle basés sur des modèles 

mathématiques a commencé avec le travail de Nyquist, Bode, Nichols et Evans. 

La marge de gain et le marge de phase ont été largement utilisées comme 

mesures de la qualité de la conception et donnent une indication de la 

robustesse de stabilité. Ces méthodes ne prennent pas en compte la robustesse 

des performances des systèmes bouclés. 

Les régulateurs conçus par les méthodes citées ci-dessus ne parviennent pas à 

maintenir la stabilité d'un système de contrôle linéaire invariant contenant 

plusieurs paramètres incertains, dont les valeurs peuvent varier dans un 

intervalle donné. 

 Le présent travail s'article autour de la synthèse  H∞ [3, 4, 6, 7, 60, 61] d'un 

système de commande robuste pour le moteur synchrone à aimants permanents 

[1, 2] qui prend en compte la variation des paramètres de la partie mécanique 

de la machine. A cet effet, nous introduisons la configuration standard du 

système bouclé sur la figure 1. 

 

 

 

                           

 

Fig.1 – Configuration standard du système bouclé 

La représentation d'état du système augmenté P(s) est décrite par l'expression 

(6.8). 
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La méthode de Glover et Doyle [4, 6] est utilisée pour la synthèse du régulateur 

H∞ central pour le système P(s). 

6.6.2 Procédure de conception 

6.6.2.1 La Commande vectorielle 

Le modèle de la machine synchrone à aimants permanent dans le repère d-q est 

décrit par les équations suivantes: 

qq
d

ddsd iL
dt
id

LiRu   
2 

fdd
q

qqsq iL
dt
id

LiRu    
3 

mp   4 

mme
m T

JJ
FT

Jdt
d 11




 
5 

dt
d m

m


   

6 

qqd iLe   7 

fddq iLe    8 

qqd iLe   9 

où id, ud représentent le courant et la tension dans l'axe d, iq, uq représentent le 

courant et la tension dans l'axe q, ωm est la vitesse de rotation du rotor, J est 

l'inertie du rotor, F est le coefficient de frottement visqueux, Ld et Lq sont les 

inductances du stator dans l'axe d et l'axe q respectivement, Rs est la résistance 

statorique, θm est la positon angulaire du rotor, Te est le couple 

électromagnétique, Tm est  le couple de charge, ϕf est le flux créé par les 

aimants permanents et p est le nombre de paires de pôles. 

Le principe de la commande vectorielle de la machine synchrone à aimants 

permanents est illustré dans la figure 2. 
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Fig.- 2  la commande vectorielle de la MSAP 

6.6.2.2 Synthèse H∞ du régulateur central de commande de vitesse 

Considérons l'équation mécanique (6). Ce modèle fait intervenir deux 

paramètres: l'inertie du rotor J et le coefficient de frottement visqueux F. Les 

valeurs de ces deux paramètres ne sont pas toujours connues avec précision et 

sont aussi susceptibles de varier en fonction des conditions de fonctionnement. 

Donc, on peut considérer que les coefficients J et F sont susceptibles de varier 

dans certains intervalles connus ce qui peut s'écrire comme suit: 

nffnnjjn FpFFJpJJ    

où Jn et Fn sont les valeurs nominales des paramètres J et F respectivement 

(Jn=0.0011, Fn=0.0014). Les quantités δj et  δf sont les incertitudes sur les 

paramètres J et F, pj et pf représentent le degré des incertitudes. 

1,1  jj  

Posons pj = 0.50 et pf = 0.50 pour fixer l'erreur maximale sur les coefficients J et 

F à  50% de leurs valeurs nominales. Les quantités J et F peuvent être exprimées 

sous forme de transformations fractionnaires linéaires LFT en fonction de δj et δf 

respectivement. Les entrées et les sorties de δj et δf sont yj, yf, et uj, uf 

respectivement. 
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fffjjj yuyu   13 

A l'aide des équations (5), (11), (12) et (13), nous pouvons construire le bloc 

diagramme du système mécanique avec les paramètres incertains comme illustré 

par la figure 3. 

 
Fig.3- Système mécanique avec paramètres incertains 

La variable d'état du système de la figure 3 est sélectionnée comme suit: 

mx 1  

La sortie y est  

1xy   14 
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En manipulant les équations (14), (15), (16), nous obtenons le système 

d'équations (17) et (18) décrivant le comportement dynamique du système de la 

figure 3. 
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Nous devons maintenant séparer le système incertain de la figure 3 en deux 

sous-systèmes: un système augmenté Gs invariant dont les paramètres sont 

parfaitement définis et un bloc d'incertitude noté Δ. 
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La représentation d'état du système augmenté Gs est dérivé à partir de 

l'expression matricielle (17): 


















22212
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où 

   1.2613- nn JFA ,     450.4505-0.50-1  nfj JppB  

900.900912  nJB ,  


















0.0014
1.2613-

1
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nfj Jpp

D ,  


















0
9009.900

0
1

12
nJ

D  

 12 C ,  0021 D ,  ].0[22 D  

Le bloc d'incertitude Δ est dérivé à partir de la relation matricielle (18): 
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Pour introduire l'incertitude diagonale Δ avec le système Gs, on utilise la 
transformation fractionnaire linéaire comme indiqué par la figure 4. 

 

Fig. 4- Représentation LFT du système mécanique incertain 

Pour atteindre les objectifs fixés par la conception, nous devons introduire des 

pondérations au système original Gs qui prendront la forme de filtres comme 

expliqué dans la section 6.3. Le système augmenté est constitué du système Gs 

et des filtres de pondération. Le système en boucle fermée est donné par la 

figure 5. 
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Fig. 5- Structure du système en boucle fermée 

Le filtres de pondérations sont sélectionnés par les fonctions de transfert: 

0055.0
52

2.1
1

1 



s

sW
    150000

12505.52 



s
sW  

W3 = 0.05       W4 = 0.01      W4 = 1/Jn.
 

21 

La pondération W1(s), introduit sur l'erreur de contrôle est le filtre de 

performances. La commande u qui est la sortie du régulateur est pondérée par 

le filtre W2(s),  La perturbation Tm est l'entrée de la pondération W3(s), le filtre 

W5(s) introduit sur la sortie représente un gain et si on utilise l'algorithme de 

Glover-Doyle, il faut introduire une perturbation "n" à l'entrée de la pondération 

W4(s), sans cette perturbation la matrice D21 du problème standard H∞  sera 

nulle. Physiquement, cette perturbation peut être interprétée comme un biais 

ou un bruit sur la mesure. Afin de limiter son effet, on lui affecte une 

pondération W4(s) constante choisie faible. 

La représentation d'état du système augmenté P(s) est déterminée à partir du 

système en boucle ouverte donné par la figure 6. 
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Fig.-6 Système en boucle ouverte 

 

Le système en boucle ouverte SYS_BO est décrit par trois variables d'état x1, x2 

et x3 (x1 appartient au système Gs, x2 et x3 appartiennent aux filtres W1 et W2 

respectivement), il possède six sorties yj, yf, z1, z2, z3, y0 et cinq entrées uj, uf, 

Tm, n et Te. 
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L'objectif  consiste à déterminer le régulateur K(s)  qui minimise la norme H∞ de 

la matrice de transfert Fl(P(s),K(s)) entre la sortie z et l'entrée w = [Tm n]T du 
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système en boucle fermée où z = [z1 z2 z3]T. Le système augmenté correspondant 

P(s) est obtenu à partir de la variable SYS_BO en sélectionnant les entrées Tm, n, 

Te et les sorties z1, z2, z3, y0. (n = 3, nm1 = 2, np1 = 3, np2 = 1, nm2 = 1). 
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P  

Les différentes matrices de la représentation d'état du système P sont: 


















4999.9999-00
00.0055-6.5824-
001.2612

A

                     



















00
06582.00
00450.45

1B

 


















6347.7397
0
9009.900

2B

        

















0005.0
6347.739700

05824.68333.0

1C

 















 


00
00
00833.00

11D

        

















0
1100
0

12D

 

 0012 C        01.0021 D          022 D

 

 

 

 

 

Le système P n'est pas normalisé puisque les matrices D12 et D21 ne vérifient pas 

l'hypothèse A4. La décomposition en valeurs singulières de D12 et D21 (section 

6.2.3) permet de trouver des matrices unitaires orthonormées U12, V12, U21 et 

V21: 
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12U    112 V    110012 R   121 U    
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01
21V   01.021 R  

 

Les matrices U12 and V21 peuvent être partitionnées comme suit: 











122

121
12 U

U
U    










212

211
21 V

V
V  with U121 est (np1 – nm2) x np1, U122 est nm2 x np1, 

V211 est (nm1 – np2) x nm1, V212 est np2 x nm1. 











100
001

121U  
24 

 010122 U  25 

 01211 V  26 

 10212 V  27 

Appliquons la relation (6.28) pour normaliser le système P. Les matrices du 

système augmenté normalisé P sont déterminées en Appliquant la relation 

(6.28):  
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1
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 00100221
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212   CURC ,    10212121
1

2121   TVDURD , 022 D  

Puisque les matrices U12 et V12 sont orthonormées la relation suivante est 
vérifiée: 


 ),(),( KPFKPF ll  

Calculons les solutions X et Y des équations de Riccati correspondant aux deux 
matrices hamiltoniennes H (6.13) et J (6.14) respectivement. Pour cela posons: 
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La solution X de l'équation de Riccati correspondant à la matrice hamiltonienne 
H définie par (6.13) est donné par: 


















98.633424.6089-5.0272
24.6089-6.33521.2700-
5.02721.2700-0.2578

)(HRicX

 

Les valeurs propres de la matrice X sont 

105.04131     0.00032    0.18473   

La matrice X est définie positive. 

La solution Y de l'équation de Riccati correspondant à la matrice hamiltonienne J 

définie par (6.14) est: 


















000
000
000.4503

)(JRicY
 

Les valeurs propres de la matrice Y sont 

1 = 0.4503, 2 = 0, 3 = 0 
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La matrice Y est définie semi positive. 

Les solutions X et Y permettent de calculer les matrices F et L 
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F     F1: nm1xn, F2: nm2xn. 

 21 LLL    32) with L1: nxnp1, L2: nxnp2. 

Les matrices du système normalisé P  sont 
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L'utilisation des données calculées ci-dessus pour le système normalisé avec le 
théorème 6.1, nous permet d'appliquer le corollaire 6.1 pour calculer le 
régulateur de vitesse central K(s): 
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6.6.2.3 Analyse de la robustesse de stabilité et de performances 
La fonction de transfert en boucle fermée FTBF notée M dans la figure 7 est 
calculée en appliquant le produit de Redheffer entre la fonction de transfert en 
boucle ouverte SYS_BO et le régulateur K(s): 

 

Fig.-7 Matrice de transfert en boucle fermée FTBF=M 
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La matrice MTBF peut être partitionnée comme suit: 
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La relation (6.38) indique que la robustesse de stabilité du système en boucle 
fermée est satisfaite si et seulement si: 

      1sup 111111 
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La matrice M11 est extraite à partir de la matrice FTBF, elle est formée des six 

variables d'état, des entrées uj, uf et de sorties yj et yf: 
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La réponse en fréquence de µΔ(M11(jω) est donnée sur la figure 8: 

  

Fig.-8 Bornes supérieure et inférieure  
 de la valeur singulière structurée de M11  

La borne supérieure de µΔ(M11(jω) présente un maximum de l'ordre de 0.5329, on 

en déduit que la stabilité du système en boucle fermée es garantie pour toute 

incertitude: 

5329.01
 , 

donc pour le domaine d'incertitudes suivant: 

 0017.0,000555.0J
       

 0021.0,0007.0F
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ou encore pour  5.55x10-4 ≤ J ≤ 1.7x10-3 et 7x10-4 ≤ F ≤ 2.1x10-3 

La relation (6.37) indique que la robustesse de performance est vérifiée  si µΔ(M) 

est inférieure à 1 et la relation (6.39) indique que les performances du système 

nominal en boucle fermée sont satisfaites si  

122 


M  

La matrice M22 est constituée des six variables d'état, des entrées Tm, n et les 

sorties z1, z2 et z3. 

 

 

Les réponses en fréquence de  la borne supérieure et de la borne inférieure de 

µΔ(M) et la réponse en fréquence de M22(jω) sont données par la figure 9. 

 
Fig.- 9 Performance robuste et performance nominal 

La réponse en fréquence de la borne supérieure de µΔ(M) présente un gain de 

0.93 

La simulation des système en boucle fermée avec le régulateurr K(s) ainsi 

calculé, est basé sur la structure illustrée sur la figure 10. 
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Fig.-10 Structure du système en boucle fermée 

La matrice de transfert BF du système en boucle fermée de la figure 10 est 

donnée par: 
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La matrice BF contient quatre variables d'état, cinq entrées (uj, uf, ωmref, Tm, n) 

et trois sorties (yj, yf, ωm). 

La matrice de transfert Tes entre la sortie ωm et l'entrée de consigne ωmref est 

extraite à partir de la variable BF en sélectionnant la troisième entrée ωmref et la 

troisième sortie ωm: 
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05512136.394727.8623-1.2613-
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La réponse indicielle du système en boucle fermée est illustrée par la figure 11. 

Le temps de réponse est de 0.0565 second et le dépassement est de 7% pour le 

système nominal. 



Chapitre 6 
 

113 
 

 
Fig.-11 Réponse indicielle pour système nominal 

La matrice de transfert TyT entre la sortie ωm et l'entrée de perturbation Tm est 

extraite de la variable BF en sélectionnant la troisième sortie et la quatrième 

entrée, elle est formée de quatre variables d'état, une entrée (Tm) et une sortie 

(ωm). La réponse à un échelon de perturbation est illustrée sur la figure 12. 

 
Fig.-12 Réponse transitoire à la perturbation 

Le filtre W1(s) à été choisi pour fixer une marge de module minimale de 0.83, 

une erreur statique minimale de 1.27x10-4 et une bande passante supérieure à 38 

rad/sec. Le filtre 1/W1(s) constitue un majorant de la fonction de sensibilité 

pour le système nominale est les systèmes perturbés comme indiqué par la 

figure 13.  
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Fig.-13 Fonctions de sensibilité des systèmes perturbés 

Toutes les fonctions de sensibilité sont situées en dessous de la réponse en 

fréquence de 1/W1(s), alors on en déduit que le régulateur K(s) vérifie la 

robustesse de stabilité et la robustesse des performances. 

 
Fig.-14 Réponses indicielles des sytèmes perturbés 

Le temps de réponse est compris entre 0.041 second et 0.07 second. Le 

dépassement est compris entre 4.1% et 10%. 
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6.6.2.4 Simulation 

Les régulateurs des courants statoriques id et iq  sont des régulateurs PI. Pour le 

calcule des coefficients des régulateurs Kd et Kq, on utilise la méthode de 

compensation décrite dans la section (4.2.1). On trouve pour le régulateur de 

courant id: Kpd = 2.1 (coefficient proportionnel), Kid = 0.0023 (coefficient 

intégral) et pour le régulateur de courant iq: Kpq = 4.2 (coefficient 

proportionnel), Kiq = 0.0047 (coefficient intégral).  

Le système de la figure 3.6 est testé par simulation numérique. La consigne de 

vitesse du rotor est un échelon d'amplitude 50 rad/sec. Un échelon de 

perturbation Tm =3  Nm, est appliquée à l'instant t = 0.08 second. Les résultats 

de simulation sont montrés sur la figure 15 pour les valeurs nominales des 

paramètres mécaniques  J et F (J = 0.00111, F = 0.0014), sur la figure 17 pour 

des valeurs maximales de J et F (J = 0.0017, F = 0.0021) et sur la figure 18 pour 

des valeurs minimales de J et F (J = 5.55x10-4, F = 7x10-4). 

 
Fig.-15 Réponses de vitesse et de couple pour le système nominal 
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Fig.-16 Réponses de vitesse et de couple pour le système perturbé 

 
Fig.-17 Réponses de vitesse et de couple pour le système perturbé 
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Conclusion 

L'approche de synthèse  H∞ est basée sur des concepts mathématiques rigoureux 

et complexes bien développés et fournit des procédures de conception 

systématiques de régulateurs robustes pour les systèmes linéaires, bien que 

l'extension dans le cas non linéaire est dans une phase de recherche très active. 

Le choix des filtres de pondération est d'une grande importance en vue de 

répondre aux objectifs de conception et atteindre les performances souhaitées 

du  système en boucle fermée. L'ordre du régulateur est élevé car il correspond 

à celui du système augmenté (la somme de l'ordre du système nominal et des 

ordres des filtres de pondération). Des solutions sont envisagées pour minimiser  

le bruit de mesure des courants  statoriques id et iq.  La première solution est 

basée sur l'utilisation de filtres numériques de type FIR (filtres à réponse 

impulsionnelle finie) ou de type IIR (filtres à réponse impulsionnelle infinie). 

Les trois méthodes d’analyse : la µ-analyse, la majoration des fonctions de 

sensibilités des systèmes perturbés par l’inverse du filtre de performances 

(1/W1(s)) et la simulation de la commande vectorielle de la MSAP montrent que 

le régulateur H∞ de contrôle de vitesse satisfait la robustesse de stabilité et la 

robustesse de performances. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre 6 
 

118 
 

 

Conclusion Générale 

 

 

Ce travail de thèse a abordée la synthèse de méthodes de contrôle en vitesse 

d’un système servo-moteur constitué d’une machine synchrone à aimants 

permanents, d’un onduleur de tension triphasé et d’une charge. L’objectif était 

de développer des lois de commandes capables de prendre en compte les 

incertitudes paramétriques de la partie mécanique du moteur synchrone à 

aimant permanent tout en respectant la dynamique imposée par le cahier des 

charges. Une loi de commande basée sur des régulateurs classiques de type PI, a 

été abordée dans le quatrième chapitre car ce type de régulateur est encore le 

plus répandu dans le domaine des servo-entraînements. Cette loi de commande 

répond aux spécifications  du cahier de charge et donnent de bonnes 

performances pour les valeurs nominales des paramètres mécaniques J et F. 

Toutefois la variation des paramètres mécaniques affectent cette loi de 

commande qui produit des résultats imprévisibles et non désirées. Dans le 

sixième chapitre la théorie de la synthèse H∞ est présentée en  détails. Le 

présent travail s'article autour de la synthèse  H∞ d'un système de commande 

robuste pour le moteur synchrone à aimants permanents qui prend en compte la 

variation des paramètres de la partie mécanique de la machine. La première 

étape consiste à mettre le système mécanique sous forme LFT. La deuxième 

étape, la plus importante, permet d'introduire au système mécanique des filtres 

appelés fonctions de pondérions. Le filtre le plus crucial est celui appelé filtre 

de performances, il est introduit sur la sortie d'erreur de régulation. Il permet 

d'imposer à la fois la bande passante minimale du système bouclé, l'erreur 

statique maximale et la marge de stabilité minimale (marge de module). 

L'introduction du filtre de pondération W2(s) sur la sortie de contrôle permet au 

régulateur d'atténuer le bruit de mesure et avoir un roll-off. Puis le système 

augmenté est formé qui doit vérifier les hypothèses imposées par l'algorithme de 

Glover-Doyle. L'étape suivante consiste à normaliser le système. L'étape final 

consiste à concevoir le régulateur H∞  pour le contrôle de la boucle de vitesse en 
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utilisant la méthode de Glover-Doyle. Le régulateur de vitesse K(s) ainsi trouvé 

est d'ordre 3, il correspond à la somme de l'ordre du système nominal et ceux 

des filtres de pondérations W1( s) et W2(s). L'analyse de la robustesse du 

régulateur de vitesse est effectuée par trois méthodes différentes, la première 

est la mu-analyse qui montre que le régulateur satisfait la robustesse de stabilité 

et la robustesse de performances, la deuxième est basé sur la majoration de la 

fonction de sensibilité des systèmes perturbés par la réponse en fréquence de 

l'inverse de 1/W1(s) et enfin la troisième méthode est basée sur la réponse 

indicielle des systèmes perturbés. Les trois méthodes montrent que le régulateur 

K(s) maintient la stabilité du système en boucle fermée en dépit des variations 

des paramètres mécaniques et garantie une bonne réjection de la perturbation 

Tm, une erreur statique très faible, inférieure à 1.26x10-4 et une bonne marge de 

stabilité, supérieure à 0.83. Donc, le système en boucle fermée est stables et les 

performances sont satisfaites pour  5.55x10-4  ≤ J ≤ 1.7x10-3 et 7x10-4 ≤ F ≤ 

2.1x10-3. Le prolongement de la synthèse H∞ est la mu-synthèse qui tente de 

réaliser l'association de la synthèse H∞ et la mu-analyse. Il existe une autre 

méthode  de synthèse basée sur l'approche H∞ par loop-shaping basée sur la 

factorisation première de la matrice de transfert. L'objectif futur est de 

concevoir des lois de commande robustes par les deux méthodes citées ci-dessus 

et faire une comparaison avec la synthèse H∞. 

Paramètre du moteur synchrone à aimants permanents 

The parameters of the PM synchronous motor: Ld = 1.4 mH, Lq = 2.8 mH, 
Rs = 0.6 Ω , Iqmax = 20 A, p = 4, φf = 0.12 Wb, ωmn = 230 rad/s, Tm = 8.5 Nm, 
J = 1.11 × 10–3 kgm2 , F = 1.4 × 10–3 Nm/rad s–1. 
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Annexe 
Modèles simulink 
Afin de réaliser la simulation de la commande vectorielle de la machine 
synchrone à aimants permanents, figure 3.6 page 22, on définit  les modèles 
simulink suivant : 

 Le modèle simulink de la transformation inverse de Park fig 1. 
 Le modèle simulink de l’onduleur de tension fig 2. 
 Le modèle du moteur synchrone à aimants permanents fig 3, fourni par la 

bibliothèque de modèles de Simulink. Ce système reçoit les trois tensions 
triphasées va’, vb’ et vc

’ et Tm, il délivre en sortie les courants statoriques 
iq, id en A, la vitesse du rotor ωm (rad/sec), la position angulaire θm (rad) 
et le couple électromagnétique Te (Nm). 

 
 
 
 
 
 

 

 
Fig 1. Modèle : Transformation de Park inverse 

 
Fcn = u(1)*cos(u(4))  -  u(2)*sin(u(4))  +  u(3) = varef 

Fcn1 = u(1)*cos(u(4)-2*pi/3)  -  u(2)*sin(u(4)-2*pi/3)  +  u(3) = vbref 

Fcn2 = u(1)*cos(u(4)2*pi/3)  -  u(2)*sin(u(4)+2*pi/3) + u(3) = vcref 
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Fig 2. Modèle : onduleur de tension triphasé 

Fcn  (2*u(1) - u(2) - u(3))/3 = Av  

Fcn1 =(-u(1) +2*u(2) - u(3))/3 = Bv  

Fcn2 = (-u(1) - u(2) + 2*u(3))/3 = Cv  

 
 

 
Fig 3. Modèle : MASAP 
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