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Abstract

In this research work, an exact analytical solution is developed, Firstly, to analyze the
thermal buckling of functionally graded sandwich plates (FGM) subjected to uniform, linear
and non linear temperature variation rises across the thickness direction, and secondly, to
propose a new shear function to study the buckling of FGM sandwich plates with various
boundary conditions. Theoretical formulations are based on a refined theory of shear strain.
Unlike any other theory, the number of unknown functions involved is only four, while the

other shear deformation theories requires five unknowns.

This theory considers a parabolic distribution of the transverse shear stress through
the thickness of the plate, and satisfied the nullity of this stress to the upper and lower
surfaces of the plate without using shear correction factor. We suppose that the material
properties of FGM sandwich plate are assumed to be graded in the thickness direction
according to a simple power-law distribution (P-FGM) in terms of the volume fractions of the
constituents. The validity of the present theory is investigated by comparing some of the
present results with those of the classical, the first-order and the other higher-order theories.
The influences played by the transverse shear deformation, thermal load, plate aspect ratio
(a/b), and side-to- thickness ratio (a/h) and volume fraction distribution are studied.

The numerical results of the critical buckling load of functionally graded sandwich
plates were presented and discussed. It can be conclude that the present theory is accurate
and simple to study the thermal buckling functionally graded plates under thermal loading
and buckling with several boundary conditions.

Keywords Functionally Graded Materials, sandwich Plate, buckling, thermal load, Analytical
modeling.
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Résumé

Dans ce travail de recherche, une solution analytique exacte est développée, d’une
part, pour analyser le flambement thermique des plaques sandwich en matériau a gradient
évaluée (FGM) soumises a une variation uniforme, linéaire et non-linéaire de température a
travers l'épaisseur, et d’autre part, a proposer une nouvelle fonction de cisaillement pour
étudier le flambement des plaques sandwich en FGM avec diverses conditions aux limites.
Les formulations théoriques sont basées sur une théorie raffinée de déformation en
cisaillement. Contrairement aux autres théories, le nombre d’inconnus impliqués dans cette
théorie est seulement quatre, alors que les autres théories de déformation de cisaillement

nécessite cing inconnus.

Cette théorie prend en considération une distribution parabolique de la contrainte de
cisaillement a travers I’épaisseur de la plaque, et satisfaite la nullité de cette contrainte aux
surfaces supérieure et inférieure de la plague sans ['utilisation des facteurs de correction de
cisaillement. On suppose que les propriétés matérielles de la plaque FGM varient sans
interruption dans la direction de /’épaisseur selon une simple distribution de loi de puissance
(P-FGM) en fonction de la fraction volumique des constituants. La validité de la présente
théorie est vérifiée en comparant les résultats déterminés par cette théorie a ceux obtenus par
la théorie de premier ordre et les autres théories d’ordre élevé. Les effets de la déformation
de cisaillement transversale, la charge thermique, le rapport des dimensions de la plaque
(a/b), le rapport longueur-épaisseur (a/h), et l'indice de puissance de la fraction volumique
(k) sont étudiés.

Les résultats numériques de la charge critique de flambement des plaques sandwich
fonctionnellement graduées ont été présentés et discutés. On peut conclure que la présente
théorie est précise et simple pour étudier le flambement thermique des plaques

fonctionnellement graduées soumises a un chargement thermique et le flambement avec

diverse condition aux limites.

Mots clé : Matériaux a gradient de propriétés, Plaques sandwichs, flambement, charge

thermique, modélisation analytique.
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Avant-propos

Cette thése est réalisée au Laboratoire des matériaux et hydrologie (LMH) de I’Université
Djilali Liabes de Sidi Bel-Abbés, sous la direction de Mr HASSAINE DAOUADJI Tahar,
Maitre de Conférences A a I’université Ibn Khaldoun de Tiaret, et Mr ADDA BEDIA El abbbes,
Professeur a L’UDL. Le LMH s’inscrit dans le contexte de la chaire de recherche scientifique sur
la réparation, réhabilitation et le renforcement des structures en génie civil (poutres, plaques,
coques...), et s’inscrit sur I’analyse des matériaux a gradient évalué sous différentes sollicitations
(Mécaniques, thermiques et hygrothermiques, vibrations et autres) dirigée par le Professeur
ADDA BEDIA El abbes.

Ce travail s’articule autour d’un manuscrit rédigé sous forme d’article scientifique, soumis
pour publication dans un journal international. Une introduction vient apporter la cohésion
nécessaire a cette these de doctorat et souligner la contribution du présent travail au domaine.
Ensuite, le premier chapitre consacré a une recherche bibliographique sur les matériaux
fonctionnellement gradués FGM, leurs propriétés, I’histoire de leur développement, ainsi que leurs
domaines d’application .Le second chapitre sera dédié a un rappel sur les théories des structures
FGM. Dans le troisieme chapitre, on présente quelques travaux réalisés sur les structures en FGM
pour souligner I’ampleur qu’a pris ces matériaux durant ces ceux derniéres décennies. Le chapitre
quatre quant a lui sera consacré a la formulation d’un modé¢le analytique basé sur la théorie raffinée
d’ordre élevé a quatre variables pour 1’analyse de flambement thermique des plaques sandwich en
FGM dont I’objectif est d’examiner les conditions pour lesquelles les équations d’équilibre sont
vérifiées. La charge critique de flambement est déterminée pour les trois cas de chargement
thermique retenus. Le cinquieme chapitre présente une formulation théorique du flambement
mécanique des plaques sandwichs avec diverse condition aux bords. Le sixiéme chapitre est
consacré a la validation du modele utilisé a travers quelques exemples connus dans la littérature et
de présenter les résultats numériques et graphiques de I’analyse du flambement thermique et
mécanique des plaques sandwich en FGM avec diverse conditions aux bords. Ce travail de these se

termine par des conclusions relatives a ce travail de recherche.



Introduction Générale

L’industrie moderne dans la mécanique de construction, I’aéronautique, le génie civil et
plus généralement le domaine des transports sont a la recherche de matériaux possédant des
avantages fonctionnels comme la légereté, la bonne résistance mécanique et chimique, une
durée de vie elevée. Un matériau simple ne permet de combiner ces caractéristiques
mécaniques, et pour atteindre cet objectif, il faut nécessairement utiliser des matériaux

composites.

Le développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés
spécifiques a différents matériaux au sein d’une méme piéce. L’optimisation locale de ces
propriétés par association d’un matériau de haute dureté a la surface d’'un méme matériau
tenace pose le probléme de I’interface. La transition brusque dans les propriétés des matériaux
a travers ’interface entre les matériaux discrets, peut entrainer une grande contrainte inter-
laminaire ou une forte concentration de contraintes conduisant a la déformation plastique ou a
une fissuration. La solution d’une transition continue des propriétés recherchées, par un
gradient de composition, permet d’atténuer cette singularité par ’utilisation des matériaux a

gradient de propriétés (en anglais : Functionally Graded Material " F.G.M ").

Les matériaux a gradient de propriétés (FGM) sont des composites de pointe, dont la
microstructure est hétérogene. Généralement ces matériaux sont fabriqués de composants
isotropes tels que les métaux et la céramique. Les FGM trouvent leur application dans divers
domaines tels que les avions, les secteurs biomédicaux et les constructions civiles et
industrielles.

Les matériaux a gradient de propriétés (FGM), sont des matériaux composites
sophistiqués ayant une variation graduelle et continue des fractions volumiques de chaque
constituant, générant des changements en conséquence des propriétés des matériaux,
éliminant les discontinuités au niveau des interfaces alors que les caractéristiques des

matériaux constituants sont préservées. en changeant sans interruption les fractions de volume

dans la direction de 1’épaisseur pour obtenir un profil bien déterminé ; ces types de matériaux



ont suscité beaucoup d’attention récemment en raison des leurs avantages, puisqu’ils

réduisent la disparité dans les propriétés matérielles et les contraintes thermiques.

Actuellement, la recherche en FGM est activement conduite dans le monde entier.
Plusieurs programmes de recherche ont été lancés en 1995 en Allemagne et en 1996 au Japon.
Dans le programme allemand 41 matériaux sont étudié aux universités et aux instituts
nationaux concernant le traitement et la modélisation pour developper des applications en
FGM pendant le 21°™ siécle.

Le programme Japonais a été pris en charge par les universités et qui traite 67 topiques

qui ont une relation avec la chimie et la physique des FGM.

Il est donc essentiel de disposer de moyens de calcul, les plus efficaces et précis
possible, qui respectent les lois de la physique, afin d’étudier I'influence du chargement
thermique sur le comportement mécanique des structures sandwiches en matériaux a gradient
de propriétés et en déduire 1’évolution des déplacements, des déformations et les contraintes
normales et tangentielles thermomécanique liées a un chargement thermique donné en chaque

point de la structure.

La détermination des contraintes thermiques (normales et de cisaillement transverse)
dans les plaques est habituellement effectuée a partir d’hypothéses sur la forme du champ de
déplacement dans 1’épaisseur du modele choisie. Ces théories étant congues comme une
approximation d’une réalité a trois dimensions, on comprend qu’il puisse exister plusieurs,

qui different entre elles par la précision des approximations sur lesquelles elles sont fondées .

Une analyse précise et détaillée des déplacements et des contraintes dans une plaque
FGM soumise a des charges thermiques et mécaniques a attiré I'attention de nombreux

chercheurs a ce jour.

La théorie classique des plaques, basée sur les hypothéses de Kirchhoff, est inexacte
pour l'analyse de la distribution des déplacements et des contraintes dans les plaques FGM.
L'inexactitude est due a la négligence des effets de cisaillement transverse dans les plaques
FGM. Afin de prendre en compte cet effet, un certain nombre de théories de déformation en
cisaillement de premier ordre ont été développées. Cependant, ces théories supposent une
distribution uniforme des déformations de cisaillement transverse a travers I'épaisseur. A cet
effet, des facteurs de correction de cisaillement sont introduites pour contourner ce probléme.
La précision des solutions de la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre sera

fortement liée a la meilleure estimation des facteurs de correction de cisaillement. Il a été



montré que la théorie classique et la théorie du premier ordre sont inadéquates pour prédire les
solutions exactes des plaques FGM.

Les théories d’ordre supérieur proposent un gauchissement de la section par
I’introduction d’une forme cubique du déplacement. Elles sont plus réalistes puisqu’elles
verifient la nullité des contraintes de cisaillement sur les limites supérieures et inférieures de
la structure contrairement a celles du premier ordre dans les poutres de Timoshenko et de
Midlin-Reissner dans les plaques. Elles donnent donc lieu a des déformations et des
contraintes de cisaillement non homogeénes dans 1’épaisseur. Plus récemment, Touratier a

montré que cette forme cubique du déplacement pouvait étre genéralisée par un « sinus ».

Récemment, une théorie raffinée des plaques a deux variables (RPT) a été développé
pour les plagues isotropes par Shimpi [Shimpi, 2006, (a)]. Ensuite cette théorie a été étendue
aux plaques orthotropes par Shimpi et Patel [Shimpi, 2006, (b)]. La caractéristique la plus
intéressante de cette théorie est qu'elle ne nécessite pas de facteur de correction de
cisaillement et posséde de fortes similitudes avec la théorie classique des plaques (CLPT)
dans certains aspects tels que les équations d’équilibre, les conditions aux limites et les
expressions du moment. La précision de cette théorie a été démontrée pour le comportement
statique et thermo-élastique des plagues FGM par Mechab et al [Mechab, 2010] et Houari et al
[Houari, 2011, (b)]. Par conséquent, il semble important d'étendre cette théorie a I'analyse de

déformation thermomécanique des plaques sandwiches en FGM.

Reddy [Reddy, 2000] a présenté la théorie de la déformation de cisaillement de
troisieme ordre (TSDT) dans laquelle les contraintes de cisaillement transverses varient d’une
facon quadratique a travers l'épaisseur, et par conséquent elle n’exige aucun facteur de
correction de cisaillement. Un modéle d’éléments finis basé sur cette théorie a été aussi
développé.

Cheng et Batra [Cheng, 2000, (a)] ont trouvés des relations liant les fleches d'une
plague polygonale FGM simplement appuie, obtenues par les théories de déformation de
cisaillement du premier ordre et du troisieme ordre, a celles d'une plague homogene
équivalente de Kirchhoff. Cheng et Batra [Cheng, 2000, (b)] ont aussi présentés des résultats
pour les vibrations et le flambement d'une plaque polygonale simplement appuie en FGM, en
se basant sur la theorie des plaques de Reddy. Les solutions analytiques en 3D pour les
plaques sont utilisées puisqu’elles fournissent des résultats de référence afin d'évaluer
I'exactitude des diverses théories des plaques en 2D et les formulations des éléments finis.

Cheng et Batra [Cheng, 2000, (c)] ont également utilis¢é la méthode d’expansion
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asymptotique pour étudier les déformations thermo-élastique 3D d'une plague FGM
elliptique.

Vel et Batra [Vel, 2002] ont présentés une solution exacte en 3D pour les déformations
thermo-élastique des plaques FGM simplement appuyé de dimensions finies. Récemment,
Ying et al [Ying, 2009] ont utilisés une méthode semi-analytique pour étudier les
déformations thermiques des plaques FGM épaisses ou I'analyse est directement basee sur la

théorie de I'élasticité en 3D.

Dans ce travail, une nouvelle théorie raffinée des plagues a quatre variables est
développée pour la modélisation du flambement thermique et mécanique des plaques
sandwichs en FGM sous divers conditions aux limites sur les bords. Les structures étudiées
(plague sandwich en FGM) sont supposées isotropes a n'importe quel point dans leurs
volumes, avec un module de Young variant a travers 1’épaisseur selon une loi de puissance en
fonction de la fraction volumique des constituants de la plaque sandwich. Tandis que, le
coefficient de Poisson est supposé constant. Les présentes théories satisfaites les conditions
d'équilibre dans les faces supérieure et inférieure de la plaque sans I'utilisation des facteurs de
correction de cisaillement. Pour obtenir les solutions analytiques, nous avons utilisé la
méthode des variables séparées propose par Sobhy [Sobhy, 2013] pour les plaques sandwiches.
Les effets de la variation de la fraction volumique et le rapport d’épaisseur des couches et les
différentes conditions aux bords sur la charge critique de flambement sont traités pour

montrer I’efficacité des présentes théories de cisaillement.



Chapitre 01

Matériaux a Gradient de Propriétés

1.1 Introduction

Les matériaux a gradient fonctionnel (Functionnally Graded Materials : FGM) ou les
matériaux fonctionnellement gradués sont une nouvelle classe de matériaux composites dont la
microstructure et la composition varient graduellement et continlment avec la position de
maniére a optimiser les performances mécaniques et thermiques de la structure qu’ils constituent.
Ils sont considérés comme des matériaux intelligents dont les fonctions désirées sont intégrées,
deés la conception, au ceeur méme de la matiére. A chaque interface, le matériau est choisi selon
les applications spécifiques et les charges environnementales. Ces matériaux possedent de
multiples avantages qui peuvent les rendre attractifs du point de vue de leur potentiel
d’application. Il peut s’agir de I’amélioration de la rigidité, de la tenue a la fatigue, de la
résistance a la corrosion ou de la conductivité thermique en plus d’avoir une gradation des
propriétés permettant ainsi d’augmenter ou de moduler des performances telles que la réduction
des contraintes locales [Miyamoto, 1999 ; Suresh, 1998] ou encore I’amélioration du transfert de
chaleur [Ochsner, 2008]. Ce nouveau concept marque le commencement d’une révolution dans
les domaines de la science et de la mécanique des matériaux. L’intérét particulier et grandissant
envers les matériaux a gradient fonctionnel, pensés et congus pour la premiere fois au Japon, est
mis en évidence par les innombrables conférences et publications de qualité dédiées a 1’analyse,

la conception et la fabrication de ces matériaux.

Une question s’impose : Comment ce concept a-t-il germé, et comment 1’étude des FGM a-t-
elle été lancée ? Au environ de 1984-1985, dans une université Japonaise, deux chercheurs I’un
dans le domaine de 1’aéronautique et I’autre dans le domaine des sciences des matériaux révent
de concevoir un engin spatial dont le revétement pourrait résister a un environnement thermique
trés séveére. Il n’existe alors pas de matériau métallique ni de matériau composite capable de
répondre a la fois aux exigences environnementales telles que décrites tout en gardant

d’excellentes propriétés mécaniques. Ils échangent alors 1’idée du concept FGM, autrement dit
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d’un matériau avec une gradation continue dans la direction de I’épaisseur, passant d’une face
totalement métallique vers une face totalement céramique. En1987, le programme national de
recherche et de développement sur les FGM a vu le jour au Japon. Beaucoup de chercheurs des
institutions publiques et de I’industrie ont uni leurs efforts pour créer un nouveau type de
matériau, principalement pour permettre de construire I’enveloppe extérieure d’une navette
intercontinentale commerciale. Le probleme principal a résoudre étant le flux de chaleur énorme
frappant la majorité des surfaces qui sont exposées a la friction par I’air lors de la période de
rentrée de la navette dans 1I’atmosphere terrestre et en méme temps, de protéger I’intérieur contre
un surchauffement. Certes, un revétement céramique aurait pu protéger le fuselage contre les
températures qui se développent a la surface, mais on a di craindre ’action des trés grandes
contraintes thermoeélastiques aux interfaces entre fuselage métallique et sa protection céramique,
se rendant compte des différences entre les modules de Young et les conductivités thermiques
des deux matériaux. L’idée ft alors de produire une transition douce, donc graduelle entre métal
pur et céramique pure appelée matériau a gradient fonctionnel (functionnally graded material :
FGM). En 1990 a eu lieu la premiére conférence internationale sur les FGM a Sendai-city au
Japon. En 1992, les matériaux a gradient fonctionnel ont été sélectionnés parmi les dix premieres
technologies de pointe au Japon et actuellement dans le monde entier.

La réussite dans le domaine des matériaux intelligents ne sera possible que par une forte
synergie entre les différents secteurs industriels et scientifiques. Certes, le concept FGM a été
proposé¢ a I’origine pour répondre aux exigences du domaine de 1’aéronautique et de 1’aérospatial
mais ces matériaux sont utilisés dans la fabrication des outils industriels qui exigent une grande
rigidité, une grande dureté et une résistance thermique importante. Ils ont également des
applications en optoélectronique, particulierement dans la fabrication des fibres optiques
capables de transmettre 1’information a de trés grandes vitesses. Leur application dans les
systémes de conversion de 1’énergie solaire en énergie électrique sera probablement effective
dans un futur proche dans notre pays qui a un potentiel énorme dans ce domaine. Les FGM sont
également les biomatériaux idéaux pour réparer ou combler les déficiences osseuses éventuelles
de notre squelette. Cette technologie est aussi applicable dans les centrales nucléaires ou la
température peut atteindre des valeurs considérables. Actuellement, des lanceurs en FGM sont
testés et les résultats sont prometteurs. Outre les applications citées précedemment, les FGM

trouvent aussi leurs applications dans les semiconducteurs et en génie civil [Baron, 2008].

Les plaques et les poutres constituent des éléments de base dans les structures aérospatiales,

marines et terrestres, ¢’est pourquoi un intérét particulier leur est porté, et bien comprendre leur
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comportement sous diverse sollicitations est une étape cruciale dans I’analyse structurale. Etant
donné que les matériaux a gradient fonctionnel ont été pensés et congus pour résister a des
conditions thermiques séveéres, le travail de recherche proposé est justement consacré a 1’étude

de I’instabilité thermique des plaques FGM.
1.2 Concept des matériaux fonctionnellement gradués

Les matériaux & gradient fonctionnel sont une nouvelle classe de matériaux composites
dont les propriétés thermomécaniques varient selon une loi de fonction continue (figure 1.1) ou
discréte (figure 1.2) a travers 1’épaisseur [Hirai, 1996]. Grace a la structure spéciale de ces
matériaux, il est possible d’éviter les concentrations de contraintes au niveau des interfaces
(provoquant le délaminage) et d’améliorer les propriétés mécaniques et thermiques des pieces
par association de matériaux. Ces matériaux sont de plus en plus utilisés dans les industries
aéronautiques, aérospatiale, biomécanique, automobile et dans bien d’autres applications

technologiques.

Figure (1.1) Variation continue des Figure (1.2) Variation discréte des propriétés
propriétés
La variation continue des propriétés (figure 1.3) trouve son application lorsque, par
exemple, la face supérieure est exposée a une haute température alors que la face inférieure est
exposée a une basse température. Dans ce cas, la face supérieure est a 100% céramique et la face
inférieure est a 100% metal, avec une transition graduelle entre les deux.
L’utilisation de la céramique n’est pas fortuite. Ce matériau est choisi grace a ses caractéristiques
exceptionnelles qui sont énumérées comme suit:
- Faible reéactivite chimique, bonne tenue a la corrosion ;
- Haute température de fusion ou de décomposition ;
- Haut module d’élasticité et haute dureté ;

- Charge a la rupture élevée ;
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- Bas coefficient de frottement, bonne résistance a 1’usure ;

- Conservation des propriétes a haute température ;

- Faible coefficient de dilatation thermique (donc bonne résistance aux chocs
thermiques) ;

- Faible conductivité thermique (donc bonne résistance a la température).

Cependant, les céramiques sont réputées étre fragiles et tres vulnérables aux defauts de

petites tailles.

Les caractéristiques du métal sont données comme suit :
- Bonne résistance mécanique ;
- Conductivité thermique élevée,

- Treés bonne ténacité.

Phase B particules
avec
phase A matrice

Zone de transition

Phase A particules
avec
phase B matrice

Figure (1.3) Variation continue de la microstructure (schématisée)

En ajustant la microstructure de transition d’une fagon appropriée, il est possible d’obtenir
une distribution optimale de la température, de la déformation et des contraintes. Cette possibilité
d’ajustement est demandée lors de la conception des structures thermiques aéronautiques et
spatiales (moteurs, tuyéres, revétements thermiques, etc.). Ce concept a aussi été utilisé pour
améliorer la résistance a la fatigue thermique et la durée de vie des revétements pare-feu [Jian,
1995 ; Kawasaki, 1997].

La plupart des « FGM » sont constitués de céramique et de métal dont les propriétés

mécaniques sont comparees dans le tableau 1.1.
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Tableau (1.1) comparaison entre les propriétes de la céramique et du metal.

La face a haute température

Céramique

- Bonne résistance thermique
- Bonne résistance a 'oxydation
- Faible conductivité thermique

Continuité du matériau d'un point a
l’autre « couches intermédiaires »

Céramique-métal

-Elimination des problemes de
l'interface.
-Relaxer les contraintes thermiques

La face a basse température

Métal

- Bonne résistance mécanique
- Conductivité thermique élevée
- Trés bonne ténacité

Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un matériau

FGM est illustré dans la figure 1.4. 1l en résulte un gradient qui déterminera les propriétés des

FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de

microstructure différente [Boch, 1986].

Ceéramiane

Tove, -
e, -
'.‘. ’
”
Conductivité *., # Résistance
thermique o, 7 mécanique
"o, 7
4“‘ ,
’0
.,
’
s
7’ e,
/ -
/’
7’ oy
”
-
- A ‘e,

Contraintes

Figure (1.4) Concept des matériaux a gradient de propriétés.
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La figure 1.5 montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de protection
thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition). Il
montre également comment un FGM peut alléger Ces concentrations de contraintes en changeant
graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection thermique trouvée dans

les barriéres thermiques conventionnelles.

Décollement
Rupture - 0
A e \V == G
C‘ompressim/ Traction
Barriére thermique conventionnelle Contraintes thermiques induites

Compresgion / Traction

Matériaux a gradient de propriétés Contraintes thermiques induites

Figure (1.5) Concept des matériaux a gradient de propriétés (Protection Thermique).

1.3 Domaines d’applications des matériaux fonctionnellement gradués
PP g

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués est applicable dans des nombreux
domaines, comme il est illustré dans la figure 1.6. Il a été initialement congu pour 1’industrie de
I'aéronautique, ou les FGM ont fournis deux propriétés contradictoires telles que la conductivité
et I’isolation thermique et dans un matériau. Actuellement, ils permettent la production des
matériaux légers, forts et durables, et ils sont applicables dans un large intervalle des domaines
tels que les matériaux de construction, matériaux de conversion d'énergie, nucléaire et semi-

conducteurs.
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Aérospatial
Composants de moteur-
Ingénierie fusge Corps des avions
spatiaux B
Chimique
Outils de coupe
Eléments de ( L'échangeur de chaleur,
moteur v Tube de chaleur, Récipient
. ‘ de réaction
L'énergie
nucléaire
Composants des, Electronique
réacteurs nucléaires,

Pastilles de combustible Semi-conducteur s bands

graduée
Optiques . N N

Poq Conversion d'énergie
Fibres optiques, 5 5 g
Lentillesp q Générateur thermoélectrique,

Convertisseur thermoionique

Matiéres Pile a combustible
biologiques

Implants, Peau artificielle Rl

Matériaux de
constructions, Corps de
voiture, Verres de fenétre

Figure (1.6) Principaux domaines d’application des FGM.

1.4 Comparaison des matériaux types FGM et les matériaux composites

traditionnels

Généralement, les F.G.M sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. lls sont donc des composites
présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogenes. Le changement continu dans
la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les F.G.M des matériaux
composites conventionnels comme illustré sur la (figure 1.7) [Koizumi, 1996]. Il en résulte un
gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas, on peut avoir un

FGM constitué d'un méme matériau mais de microstructure différente [Boch, 1986].

Le concept FGM peut étre appliqué dans divers domaines pour des usages structuraux et
fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes ont été conduits au cours des années 80 et 90 afin
de développer I'architecture des FGM, et d’étudier également ces matériaux pour les applications
de hautes températures (par exemple, éléments pour navettes spatial hypersonique) ainsi que

pour des applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs thermoélectriques et thermo-
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ioniques). Ces programmes ont conduit au développement de la conception architecturale du

FGM et de ces perspectives.

Propriétés

o Resistance meécaniaue

e Conductivité thermique

l’

Eléments constituants:

: : O ® | 0o
Structure céramique O OOQ; OO.. 4 2od Jed
, OOO o® L _Jeod Jeod Je
métal ® O QOQ ®e cOocOcO®
microporosité O 8@0 .= gg gggg
Se30ese | e eses
fibre o QO ‘0.. oy ol ¥ |

Matériaux exemple FGM NON-FGM

Figure (1.7) Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les

matériaux composites conventionnels [Koizumi, 1996]

Yoshihisa [Yoshihisa, 2004] a établir un modeéle simple illustrant les différences entre les

matériaux a gradient de propriétés (FGM) et les matériaux plus conventionnels (voir figure 1.8).

Le matériau plan composé a une caractéristique plane, et le matériau relié a une frontiere sur
I'interface de deux matériaux. Les FGM ont d’excellentes caractéristiques qui différent de ceux
des matériaux plans composés et reliés. Par conséquent, les FGM attirent I'attention en termes de
leur application dans les domaines industriels puisqu’ ils ont une double propriété des deux
matieres premiéres qui sont mélangées ensemble, et la distribution composante est graduée sans
interruption. Par exemple, 'un des FGM qui se composent du métal et de la céramique a la

caractéristique de la conductivité thermique et de la force métallique dans le coté en métal et la

résistivité aux hautes températures dans le coté en céramique.
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Matériau plan composé (a), Matériau relié (b), Matériau fonctionnellement gradué (c)

Figure (1.8) La distribution composante des matériaux [Yoshihisa, 2004].

1.5 Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel « FGM » consistent en 1’association de deux ou
plusieurs matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition
idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces
matériaux de maniére a optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non
uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1’espace.

Un des parametres clé a déterminer lors de la fabrication de ces matériaux est la
composition multiphase a travers 1’épaisseur.

La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la loi des
mélanges correspondant au modele de Voigt [Shen 2009].

P =X RV, (1.1)

Pi et Vi sont respectivement la propriété mécanique et la fraction volumique du constituant

i, avec :

SV =1 (1.2)

Un FGM peut étre définie par la variation des fractions de volume. La plupart des
chercheurs emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide
pour décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a
I’intérieur pour résister a la rupture, et également assez dures a I’extérieur pour empécher

I’usure.
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Figure (1.9) Géométrie d’une plaque FGM

Les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, tandis que 1’axe z est
perpendiculaire a la surface moyenne de la plaque et dans la direction de 1’épaisseur. Les
propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les faces
supérieures et inférieures sont différentes. Ils varient de fagon continue, suivant 1’épaisseur (I’axe

z)soit: E=E(z)etv=1(2).

Jin et Batra [Jin, 1996] indiquent que I’effet du coefficient de poisson sur les déformations
est négligeable comparativement a celui du module de Young. Par conséquent, le coefficient de
Poisson peut étre supposé comme constant. Cependant, Le module de Young dans la direction de
I’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM), la fonction
exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

1.5.1 Propriétés matérielles de la plaque P-FGM :

La fraction volumique de la classe P-FGM obeit a une fonction en loi de puissance comme

suit :

z+h/2)k (1.3)

V() = (5

Ou k est un parametre matériels et h est [’épaisseur de la plaque.

Une fois la fraction volumique locale V(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une

plaque P-FGM peuvent étre déterminées par la loi des mélanges [Bao, 1995]:
E(Z) = Em + (EC - Em)V(Z) (14)

Ou E, et E. sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z = - h/ 2) et de la surface

supérieure (z =+ h/ 2) de la plaque FGM.
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La variation du moule de Young dans la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est
représentée sur la figure 1.10. Il apparait clairement que la fraction volumique change

rapidement pres de surface inférieure pour k <1, et augmenté rapidement pres de la surface
superieure pour k >1.

(z'h)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fraction volumique V

Figure (1.10) Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM

1.5.2 Propriétés matérielles de la plaque S-FGM :

Chung et chi [Chi, 2003] ont défini la fraction de volume de la plague FGM en utilisant

deux fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi
toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par :

n k
Vi(z) = %(%) Pour —% <z<0 (1.5a)
2
h k
1( 5%z h
VZ (Z) =1- E<T> Pour0< z < +E (15b)
F

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plague S-FGM peut étre calculé par :

E(z) = Vi(2)E; + [1 - Vi(@)E;, pour —2<2z<0 (1.63)

E(z) = V3(2)E; + [1 - V,(D)]E, pour —2<z<0 (1.6b)

La figure 1.10 montre que la variation de la fraction volumique définie par les équations (1.6a) et

(1.6b) représente les distributions sigmoides, et cette plaque FGM est appelée (Plague S-FGM).
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Matériaux a gradient de propriétés

(z/h)

Fraction volumique V

Figure (1.11) Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM

1.5.3 Les propriétés matérielles de la plaque E-FGM :

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme [Delale, 1983].

E(Z) — EzeB(Z+h/2)

B =%ln(g—:)

(1.7a)

(1.7b)

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée

sur la figure 1.12.

(z/h)

0.1 - -

0.3 4 o
044 o

0.5 “f—— . . T . r . T . ; . T

: T =

0.3 4 -l

01 = -

0.0 P

70 120 170 220 270 320 370
Module de Young E(z) (G Pa )

Figure (1.12) Variation de Module de Young de la plaque E-FGM
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Chapitre 1 Matériaux a gradient de propriétés

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux a gradient fonctionnel « FGM »,
I'histoire de leur développement, leurs propriétés et leurs domaines d’application. La
variation spatiale et progressive des propriétés de ces matériaux permet de créer des

structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de nombreux domaines d’application

dans les structures spéciales en génie civil.
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Chapitre 2. Théories des Structures en FGM

2.1 Introduction

Une structure composite multicouche peut étre considérée comme un corps hétérogene
constitue d'un nombre fini de couches homogenes anisotropes collées. La caractéristique
géométrique d'une plaque est une épaisseur faible par rapport aux autres dimensions. La
modélisation des structures multicouches modernes avec une forte anisotropie (par exemple :
faible rapport du module de cisaillement transverse de I'ame par rapport au module d'élasticité
longitudinal des peaux dans le cas des structures sandwich) exige des théories raffinées qui
prennent en compte une bonne description des cisaillements transverses. On trouve dans Noor et
Burton [Noor, 1989], Kapania et Raciti [Kapania, 1989], Carrera. [Carrera, 2000] et Kant [Kant,
2002] des revues complétes sur les différents modeéles existants de type élasticité

tridimensionnelle ou de type plaque.

L'intérét d'une approche tridimensionnelle réside dans Il'obtention de résultats exacts
tridimensionnels, utiles notamment comme référence. L'adoption d'une approche
tridimensionnelle ne présente toutefois d'utilitét que dans la mesure ou les équations
différentielles finalement obtenues peuvent étre résolues. L'approche tridimensionnelle (3D) est

donc limitée a certains cas de géométrie, empilement et chargement simple.

Durant ces dernieres années, plusieurs modeles bidimensionnels ont été développés pour la
modélisation des structures multicouches tenant compte les cisaillements transverses. Ils peuvent
étre regroupes en fonction du type d'approche adopté :

- Approche monocouche équivalente ;
- Approche par couche ;

- Approche développement asymptotique.
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2.2 Les Différents Modéles des structures composites dans Délasticité

bidimensionnelles

2.2.1 Modéle couche équivalente

Dans l'approche monocouche équivalente, la variation des caractéristiques
physicomécaniques selon L’épaisseur n’est pas un facteur déterminant du nombre d'équations, la

plague FGM est homogénéisée et considérée donc comme une seule couche.

Depuis le premier travail de Sophie Germain en 1815 sur les plagues minces en passant par
les modeles du premier ordre de Love-Kirchhoff et de Reissner-Mindlin, de nombreux auteurs
ont développe des théories de plaques a partir de cinématiques ou champs de contraintes plus
raffines.

Nous passons en revue, dans ce qui suit, les principaux modeles.

a. Les modéles classiques Love-Kirchhoff (théorie classique des plaque

stratifiées CLPT)

On parle d’une plaque mince, lorsque la fleche générée par les déformations de
cisaillement reste négligeable devant la fleche générée par la courbure de la plaque.
Dans le cas d’une plaque homogene isotrope, la part de cisaillement dans la fléche est

directement reliée a I’élancement (L/h).

La théorie classique des plaques minces (CPT) se base sur les hypothéses de Love-
Kirchhoff, selon les quelles une droite normale au plan moyen de la plaque reste perpendiculaire
apres déformation (figure 2.1), ce qui revient a négliger les effets de déformation en cisaillement
transverse. Ce modele de plaque peut étre reféré a Timoshenko et Woinowsky-Krieger, (1959) et
Reddy [Reddy, 1997 ; Reddy, 1999].

En se basant sur les hypothéses ci-dessus, le champ de déplacement est donné par :

ow
u(x,v,z) = ug(x,y) — za—x0 (2.1)
ow
v(x,v,z) = vy — Za_yo (2.2)
w(x,y,z) = wy(x,y) (2.3)

Avec (ug, Vo, W) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la plaque (z = 0).
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Chapitre 2 Théories des Structures en FGM

Figure (2.1) Illustration de la Plaque de Love Kirchhoff [Reddy 2007].

Puisque ce modéle ne tient pas en compte 1’effet de cisaillement transverse, il donne des

résultats non précis pour les plagues épaisses.

b. Les modéles Reissner-Mindlin (théorie de déformation en cisaillement

du premier ordre FSDT)

La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre a prolongée la théorie classique
des plaques en tenant compte de 1’effet de cisaillement transverse. Dans ce cas les contraintes et
les déformations sont constantes a travers 1’épaisseur de la plaque, ce qui nécessite I’introduction
d’un du facteur de correction de cisaillement. Les études sur la théorie de déformation en

cisaillement du premier ordre (FSDT) peuvent étre trouve dans les références [Reissner 1945;

Mindlin 1951].

La théorie du premier ordre est basée sur le champ de déplacement suivant :

U(X, Y Z) = uo(x, y) - Z@x(x, y) (24)
U(X»J’:Z) = VO(X»J’) - ZQ)y(X,y) (25)
W(x»Y: Z) = WO(xﬂy) (26)

Avec : (Uo, Vo, Wo) et (@, @) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des axes y et x,

respectivement.

Le champ de déplacement définis dans I’expression ci-dessus permet de reprendre la

théorie classique des plaques décrite dans la derniere section par le remplacement de :

_ 6W0 _ 6W0
Q)x - _E-i')/xz ) Q)y - _g
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|

|

1 u -l
0 [

Figure (2.2) lllustration de la Plaque de Reissner-Mindlin [Reissner 1945; Mindlin
1951].

Pour éviter I’introduction d’un facteur de correction, des théories de déformation en

cisaillement d’ordre élevée ont été développées.

c. Les modéles d'ordre élevé (La théorie de déformation en cisaillement

d’ordre élevé (HSDT)

A la différence de la théorie classique des plaques (CPT) et la théorie du premier ordre
(FSDT) avec les hypotheéses de la distribution linéaire du déplacement a travers I'épaisseur, la
théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution non linéaire des champs a travers 1’épaisseur.
Par conséquent, on tient compte des effets de la déformation transversale de cisaillement et/ou de

la déformation normale transversale.

Ces modeles n'exigent pas des facteurs de correction. Les références sur de tels modéles
peuvent étre trouvées dans [Hildebrand, 1949]; [Naghdi 1957]; [Reissner, 1975]; [Reddy 1984];
[Kant, 2002].

Nous avons introduit ici quatre modeéles de plaque utilisés pour analyser le comportement

des plaques matériaux a gradient de propriétés.

22
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Figure (2.3) Schématisation des déformations dans le cas de /a théorie d’ordre supérieur
des plaques [Reddy 2007]

Le champ de déplacement est généralement écrit comme suit:

Iwo(x,y)

u(x,y,z) = uo(x,y) - ZT + f(Z)(px(xry) (27)
v(x,3,2) = vy(x,y) = 2752+ f(Dpy (x,7) (28)
W(x,y,Z) = Wo(x,y) (29)

Avec : (ug, vy, wy) et (@, @,) sont les déplacements en membrane et les rotations autour des axes y et x,
_ 0wy
Ty
caractérisant les théories correspondantes.

respectivement (¢, = %+ Dy @y + @, ), f(z) est une fonction de cisaillement transverse

En effet, les déplacements de la théorie classique des plaques (CPT) est obtenue en prenant
f(z)=0, alors que la théorie de premier ordre (FSDT) peut étre obtenue par f (z) =1z . Le
champ de déplacement de la théorie de déformation de cisaillement du troisiéme ordre (TSDT)

de Reddy [Reddy, 1997 ; Reddy, 1999] est obtenu par la prise de la fonction suivante:

f(z)=2z (1 - %22) (2.10)

Dans le modele de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modele
donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la

solution d’élasticité tridimensionnelle.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique a travers

1’épaisseur .Les conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

23



Chapitre 2 Théories des Structures en FGM

Touratier [Touratier, 1991] propose le modéle sinus (SSDT) qui est différent des autres
modeéles d’ordre supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction
trigonométrique sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de

cisaillement a travers 1’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’€crit comme Suite:
ho.
fl2) = —sin (%) (2.11)

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modele (sinus) prennent une
forme cosinusoidale a travers 1’épaisseur de la plaque. La précision de ce modéle par rapport a la

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

La version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
exponential shear deformation plate theory ESDPT) développée par Karama et al [Karama, 2003]

est obtenue en prenant :

f(2) = ze 2@’ (2.12)

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par Ait Atmane et al [Ait
Atmane, 2010] est obtenue en prenant :

_ coshih) _(h/n)sinh(%z)
f(Z) - [cosh (g)—l] z [cosh(m/2)—1]

(2.13)

- Revue sur les différents modéles de la théorie d’ordre élevé

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs ont proposé
quelques contributions importantes pour le développement de modeles d’ordre élevé qui se sont
distingués dans la littérature par 1’expression de la fonction de cisaillement f (z) . Les modéles
sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement a travers 1’épaisseur, et
qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale dans la configuration
déformée (Figure 2.3) [Whitney, 1973 ; Nelson, 1974 ; Lo, 1977 ; Touratier, 1991]. Nous citons en

particulier :

- L’approche d’Ambartsumyan [Ambartsumyan, 1969] avec ;

=55 an
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- L’approche de Reissner Reissner [Reissner, 1945] avec ;

f@) =22(1- 1) (2.15)

- L’approche de Levinson, Murthy Murthy [Murthy, 1981] et Reddy Avec ;

fz2)=z (1 - ﬂ) (2.16)

3h2

Dans le modele de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal w, est constant [Reddy, 1984]. Ce modele donne une bonne approximation
pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution élastique

tridimensionnelle dans le cas homogeéne.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique a travers
1I’épaisseur (elle doit étre parabolique par couche pour un multicouche). Les conditions aux
limites sur les surfaces libres sont satisfaites. Les résultats du modele de Reddy sont également

trés proches des deux modéles d’ordre élevé proposés par Kant [Kant, 2002].

Touratier propose le modeéle (sinus) qui est différent des autres modé¢les d’ordre élevés
puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est
donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement a travers 1’épaisseur

[Touratier, 1991] .La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suite:

)2n+1 (2.17)

f2) = osin(B2) = Ly, (2

n=0on+1)1\ k

2 2 4 4 6 6

4 z Tt z n° 7
=z(l-——5+—-.7——. <+

3! "hZ 5! " h* 7! " ho

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modele (sinus) prennent une
forme cosinusoidale a travers 1’épaisseur de la plaque. La précision de ce modéle par rapport a la
solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy [Reddy, 1984]. En se basant sur les travaux
de Touratier, un élément fini triangulaire a six noeuds, est construit pour les structures

multicouches non linéaires géométriques par Polit [Polit, 1997] et Dau [Dau, 2006].

Récemment, Afaq et al [Afag, 2003] proposent un modéle exponentiel avec une
cinématique plus riche. La fonction de distribution de cisaillement transverse est de la forme

Suivante:
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f(z) =z e_z(%)z (2.18)

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et impair
de la variable z, alors que la fonction (sinus) de Touratier [Touratier, 1991] ne permet qu’un

développement en puissance impair.

- L’approche de Aydogdu avec ;

f(@)=zam@® a>0 (2.19)
h : étant I'épaisseur de la plaque FGM.
—0— Touratier o
—O0— Reddy) 2 g o
—o— Afig) z // / /
—— Kaczkowski
—O=— Ambartsumyan

—<3— Aydogdu % /

—r T T T T 1
-30 -25 -20 -15 -1.% S IO 15 20 25 30
/2/ ' fx,)
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-

Figure (2.4) Variation de la fonction de forme f(z) des différents modeles en fonction de
I’épaisseur
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Figure (2.5) Variation de la dérivée de la fonction de forme f’(z) des différents modéles
suivant [’épaisseur

En fonction des Figures (2.4) et (2.5) on remarque que les deux approches

d’Ambartsumyan et de Kaczkowski sont un sensiblement loin des autres fonctions de forme ;
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Elles sont servies comme bases pour développer les autres fonctions qui sont plus proches de

I’analyse 3D.

Il faut remarquer que les modeéles issus d'une approche monocouche équivalente
pressentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les couches
ont des proprietés différentes, méme si la continuité du champ de déformation est assurée. Ceci
présente un inconvenient sérieux lors de I'analyse locale a l'interface des structures multicouches
(effets de bord sur les contraintes, délaminage . . .).mais pour le cas des matériaux FGM cette
approche parait tres appropriée, du fait que la variation des propriétés se fait continuellement

selon 1’épaisseur.

d. Nouvelle théorie raffinée de déformation des plaques :

Shimpi [Shimpi, 2002] a développé un modele raffiné pour les plaques isotropes (RPT :
Refined Plate Theory). Les caractéristiques les plus intéressantes de cette méthode et qu’elle ne
contient que deux variables qui donne seulement quatre inconnus a trouvés au lieu des cing dans
le cas classique. En plus, cette théorie n’exige pas de facteur de correction de cisaillement et
donne une distribution parabolique de cisaillement a travers 1’épaisseur de la plaque. Aussi, elle
présente beaucoup de similitudes avec la théorie classique des plaques quant aux équations du
mouvement, les conditions aux limites et les expressions des moments. Ait Atmane et al. [Ait
Atmane, 2010] ont adaptée cette théorie pour la flexion des plaques FGM. Récemment Thai et
Kim [Thai, 2010],[Thai, 2011] et Hadji et al. [Hadji, 2011] ont adapté la RPT, avec succes, au
flambement des plaques orthotropes, et a la vibration libre des plaques stratifiées et sandwiches

respectivement.

Dans la présente theése, nous proposons 1’utilisation de cette théorie raffinée pour 1’étude de

flambement thermique et mécanique des plaques FGM.

Le champ de déplacement de telle théorie s’écrit de la fagon suivante :

w(x,y,2) = o, y) — 222 — f(2) 2
v(x,y,2) = vy(x,y) — z% - f(z)aa—‘”;s (2.19)

W(nylZ) = Wb(xry) +Ws(XIJ/)

2.2.2 Approche par couche

Ces approches sont destinées justement a mieux décrire les effets d'interface pour les

matériaux composites conventionnels. La Figure 1.2 et les Equations (1.1) et (1.2) montrent aussi
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que cette approche est applicable pour les matériaux FGM. Ainsi différents modeles issus de
I'approche par couche ont été proposés [A. Chabot, 1997 ; E. Carrera, 2000 ; Afak, 2003 (b) ;
Reddy, 1984 ; M. Di Sciuva, 1987]. Le multicouche est subdivise en sous structures
(correspondant en fait a chaque couche ou chaque ensemble de couches). On applique a chaque
sous structure une théorie du premier ordre ou un modele d'ordre supérieur, imposant un champ
de déplacement vérifiant la continuité aux interfaces entre les différentes couches. Les modeéles
de ce type sont relativement coliteux (I’ordre des équations de comportement dépend du nombre
de couche), mais ils permettent I'obtention de résultats plus précis, notamment en ce qui

concerne le calcul des contraintes hors plan.

D'une maniere génerale, les modeéles issus de I'approche par couche peuvent étre classes en

deux groupes :

- Les modéles couches discrétes ou chaque couche est considérée comme une plaque en
imposant les conditions de continuité en déplacements ou en contraintes aux interfaces ;
- Les modeéles zig-zag ou la cinématique satisfait a priori les conditions de contact est

indépendante du nombre de couches (Figures 2.6 et 2.7).

& B3

Frerier crdra JCre sLpepeur

O Irterfaces

Figure (2.6) Champs de déplacements des modéles couches discrétes, approche
cinématique. [Vient, 2004]
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Figure (2.7) Champs de déplacements des modéles zig-zag, approche cinématique.
[Vient, 2004]

L'avantage principal du champ de déplacement des modeles zig-zag réside dans la bonne
modélisation de la distorsion de la normale de la surface déformée, ainsi que dans la vérification
des conditions de continuité, et ce sans augmenter pour autant le nombre et I'ordre des équations
fondamentales de la théorie du premier ordre. Le recours a des coefficients de correction pour le

cisaillement transverse est évité.

En se basant sur le concept de Di Sciuva [M. Di Sciuva, 1984], plusieurs auteurs ont réalisé
des améliorations significatives pour le modéle zig-zag [Vient, 2004]. L'amélioration principale
est l'introduction d'une distribution non linéaire des déplacements. On superpose le champ zig-
zag (linéaire par morceau) a un champ de déplacement d'ordre supérieur (souvent cubique)
(Figure 2.8).

Les conditions de compatibilité sont satisfaites sur les surfaces supérieure et inférieure des

plaques pour réduire le nombre de parameétres.
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Non Linézire Zig-Zag Non Lineaire + Z:g-Zag

Figure (2.8) Champs de déplacements des modeles zig-zag d'ordre supérieur [Vient,
2004].

Dans les travaux de Karama et Ossadzow [M.Karama, 1998 ; C. Ossadzow], la fonction
sinus de Touratier [Touratier, 1991] est combinée avec la fonction zig-zag pour raffiner les effets

de cisaillement.

Récemment, Afaq et al. [Afaq, 2003] combine le modele exponentiel avec I'effet zig-zag

pour une cinématique plus riche.

Les résultats numeériques de tous ces travaux montrent que le modéle zig-zag assure un bon
compromis entre la précision des solutions et le cout de calcul. Néanmoins, les modeles zigzag
ont des limites de validation dans I'analyse du délaminage. En effet rien de physique ne pousse a
penser que ces modeles quelque peut artificiels peuvent prévoir les délaminages, par exemple. Le
calcul des contraintes de cisaillement transverse par les équations constitutives des modéles zig-
zag devient moins précis quand le rapport d'élancement diminue [U.lcradi, 2001]. Un autre
inconvénient des modéles zig-zag, tout comme pour les modeles d'ordre supérieur est la

continuité de type C1 demandée qui complique leur implémentation numérique.

2.2.3 Les modéles couches discrétes

Les modéles couches discrétes adoptent une approximation plus fine des champs suivant
I'épaisseur du multicouche que les modéles de plaque d'ordre superieur ou zig-zag puisqu'ils
proposent une cinématique par couche plutdt qu'une cinématique globale (voir Figure 2.8).

En fait, avec les modéles couches discretes, le multicouche est représenté par un ensemble
de plaques (objets 2D) couplés par des efforts d'interface. Les conditions de continuité aux
interfaces sont assurées. Le nombre de parametres inconnus dépend du nombre de couche de la

plaque composite.
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Dans les travaux de Srinivas, Reddy et Tahani [Srinivas, 1973 ; Reddy, 1987 ; Tahani,2003],
on postule une cinématique du premier ordre ou d'ordre supérieur par couche. Les équations
fondamentales par couche sont obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels. Les

conditions aux limites sont également données couche par couche.

D'une maniére alternative, les travaux de Ren , Kassapoglou et Yin [Ren, 1986 ;
Kassapoglou, 1987 ; Yin, 1994] utilisent une approximation des champs de contraintes par couche

Ou une mixte contrainte cinématique.

Ainsi Ren [Ren, 1986 ] utilise un champ de contrainte dont la composante de cisaillement
transversal est quadratique par couche et les déplacements sont considéres cubiques par couche
et continus aux interfaces. Dans Kassapoglou [Kassapoglou, 1987 ], le champ de contrainte est
construit sous la forme d'un produit de fonctions a variables séparées, par couche, a partir de
I'équilibre des forces et moments. Les contraintes planes sont supposées constantes suivant
I'épaisseur. Dans

Yin [Yin, 1994], les fonctions de contraintes sont utilisées par couche pour déterminer les
contraintes inter laminaires. Elles sont approximeées de farcons polynomiale dans I'épaisseur.
Nous passons a présent a une famille de modéles couches discretes particuliéres, les modéles
multi particulaires. Le premier travail semble étre celui de Pagano qui propose le modéle local
dans Pagano [Pagano, 1978]. Le modéle local a été construit a partir de la formulation
variationnelle d'Hellinger-Reissner et d'une approximation polynomiale des champs de

contraintes par couche.

Les polyndmes sont du premier degré pour les contraintes membranaires, quadratique pour

les contraintes de cisaillement et donc cubique pour les contraintes normales.

La formulation variationelle d'Hellinger-Reissner restreinte aux approximations de ces
champs de contraintes conduit a une cinématique du multicouches a 7n champs en (x; y), n étant
le nombre de couches de la plague. Ces champs cinématiques contiennent des composantes

correspondantes a des moments du second ordre qui n'ont pas un sens physique trés clair.

La formulation mixte d'Hellinger-Reissner permet de déduire le comportement élastique
linéaire généralisé du modeéle. Ce modele pose quelques difficultés au niveau des conditions aux
limites et reste assez lourd compte tenu du nombre élevée de champs cinématiques intervenants.
Ce modele a été le point de départ pour un ensemble de travaux menés a 'ENPC dont I'objectif
est de proposer une série de simplifications permettant d’alléger tout en conservant un bon

niveau de prédictibilité [Viet. Tung, 2004].
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2.3 Conclusion

Dans cette partie on a décrit les différentes théories des plaques a savoir I'approche
monocouche équivalente, I'approche par couche et I'approche développement asymptotique.

Nous concluons aussi que I'approche monocouche équivalente est mieux adaptée pour
les matériaux FGM car il n’ya par de changement brusque dans les caractéristiques
mécaniques contrairement aux composites conventionnels ot le délaminage est un probléme
a ne pas écarté.

Donc en a eu recoure au modele monocouche équivalent pour les plaques épaisses et les
poutres courtes pour différentes théories d’ordre élevé ou la prise en compte du cisaillement

transversal est nécessaire pour une étude plus exacte.
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Chapitre 3. Investigation sur les travaux de
recherche reéalisés sur les structures
FGM

3.1 Introduction

Durant les dernieres décennies, beaucoup de travaux ont été consacrés aux matériaux a
gradient de propriétés, et il est prudent de réduire la recherche bibliographique dans ce
chapitre en se concentrant sur les travaux dédiés aux problemes liés aux plaques en FGM.
Néanmoins, une partie minime de cette recherche nous donnera une idée sur ce qui a été
réalisé dans 1’étude des contraintes résiduelles, de I’homogénéisation des matériaux a gradient
de propriétés, I1’étude des problémes de vibration des structures en FGM ou encore de
I’analyse thermomécanique du flambage. Le but ici étant de montrer I’étendue du domaine de
recherche dans le contexte des FGM et qu’il y a encore beaucoup a faire dans cet axe de

recherche.
3.2 Homogénéisation des matériaux a gradient de propriétés

Généralement, il existe deux approches d’homogénéisation des matériaux a gradient
de propriétés. Le choix de l'approche devrait étre basé sur le gradient de la variation par
rapport a la taille typique du volume élémentaire représentative « VER » (élément qui
représente le volume). Dans le cas ou les variations des propriétés matérielles liées a la
gradation sont représentées par des fonctions qui changent lentement selon les coordonnées de
I’espace, les méthodes standard d'homogénéisation peuvent étre appliquees. En conséquence,
le matériau est supposé localement homogene a I'échelle du (VER), mais il est globalement
hétérogene sur I'échelle macroscopique de la structure. Toutefois, si les propriétés du matériau
varient rapidement dans 1’espace, il est impossible de négliger son hétérogénéité. Dans ce cas,

la gradation est reflétée a la fois a 1’échelle microscopique ainsi qu’a I’échelle macroscopique
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de la structure. L'approche fondée sur I'hypothése que le matériau reste homogene a 1’échelle
microscopique et l'utilisation de méthodes d’homogenéisation existantes repose sur leur
exactitude. La principale différence dans les resultats fournis par de diverses méthodes
d’homogénéisation est liée au degré de ces méthodes qui tiennent compte des interactions
entre les inclusions adjacentes. L'approche la plus simple, la loi de mélange, néglige
totalement cet effet, tandis que des techniques les plus avancées, comme le modele de Mori-

Tanaka et le modele cohérent, comprennent I'interaction par le biais de divers mécanismes.

Parmi les comparaisons des techniques standards de la micromecanique, Zuiker
[Zuiker, 1995] a utilisé le modele de Mori-Tanaka, le modéle cohérent et les modele de
Tamura, et une technique de logique floue, il a recommandé le modéle cohérent comme fiable

pour les évaluations de premier ordre sur toute la gamme des variations fraction volumique.

Une comparaison entre le modele de Mori-Tanaka et le modele cohérent et la
simulation par la méthode des éléments finie des FGM a été également présentée dans les
références [T.Reuter, 1997]. Le modele de Mori-Tanaka a donné une prévision précise des
propriétés avec une matrice continue « bien définie » et des inclusions discontinues, tandis
que le modéle cohérent était meilleur dans des microstructures squelettiques caractérisées par
une zone large de transition entre les régions avec la prédominance d'une des phases
constitutives. Basé sur leur analyse, les auteurs ont conclu que les méthodes développées pour
les matériaux a particules homogénes peuvent donner des résultats satisfaisants dans une

structure en FGM soumise aux charges globales (uniforme et non-uniforme).

Récemment, Cho et ha [Cho, 2001] ont comparée la moyenne des trois techniques
utilisées pour 1’évaluation des propriétés matérielles des FGM, a savoir ; la loi des mélanges,
la loi des mélanges modifiée (I'approche de Tamura), et la méthode de Wakashima-
Tsukamoto aux résultats de la méthode des éléments finis. Bien que I’article de Pal [Pal, 2005]
ne se rapporte pas aux matériaux a gradient de propriétés, il représente un intérét pour
I'analyse des composites localement homogene mais globalement hétérogénes. Quatre
modeéles ont été développés dans cette étude en utilisant une approche différentielle a la
solution pour une dispersion infinie de particules sphériques incorporées dans une matrice
incompressible.

Une analyse micromécanique d'un FGM élastique en tenant en compte l'interaction
locale entre les particules et I'effet local de gradation a été récemment publié [Yin, 2004]. Les
déformations moyennes ont été calculées dans tout le matériau a l'aide des contributions

intégré entre chaque paire de particules. Par la suite, la distribution élastique effective des
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propriétés dans la direction de gradation a été évaluée a partir de lI'analyse de champ des

contraintes et des déformations.

Comme il est montré dans figure 2.2, pour un matériau localement homogéne, I'écart
entre le modéle proposé par Yin et al [Yin, 2004] et le modéle de Mori-Tanaka devient

perceptible pour des fractions volumiques supérieures a 20%.

En général, les modéles applicables a I'nomogénéisation et I'analyse des structures en
FGM sont avérées exactes. Les modeles les plus souvent utilises dans les récentes recherches
sont le modele de Mori-Tanaka et le modele cohérent, c'est a dire, la nature hétérogéne locale
des FGM est souvent négligée. La caractérisation analytique et numérique de la distribution
des propriétés matérielles dans les structures en FGM doit étre vérifiée expérimentalement par

des évaluations expérimentales des propriétés matérielles.

E,=76.0GPa, v,=0.23, E,=3.0GPa, v =04
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Figure (3.1) Comparaison de module de Young effectif d'un FGM en (verre/époxyde)
obtenu par le modéle développée par Yin et al [Yin, 2004] et le modéle de Mori-
Tanaka

3.3 Etudes sur les contraintes résiduelles

Une structure en FGM est affectée par la temperature a la fois pendant la fabrication et
au cours de sa vie. En conséquence, il est nécessaire d'étudier I’évolution des contraintes
résiduelles d’origine thermique qui surviennent lorsque deux matériaux avec des coefficients
de dilatation thermique différents sont collés. Ces contraintes micromécaniques peuvent

causer des dommages initiaux, affectent la distribution des contraintes a vie, I'apparition et la
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propagation des fissures. Pour les structures en FGM soumises a des environnements a
température élevée, la distribution de température dans le matériau et les contraintes
thermiques associées a deux niveaux micromécanique et macromecaniques pendant sa vie
devrait également étre étudiée. Aussi, les contraintes résiduelles ne seront pas étudiées dans ce
travail. Elles doivent étre prises en considération avant I’ intégration du FGM dans un systeme

de protection thermique assujetti a un environnement haute-température.

Tres tot, des investigations dans ce domaine ont été menées par Drake et al [Drake et
al, 1993] et Williamson et al [Williamson, 1993]. lIs ont alors considéré un spécimen en FGM
(AlI203-Ni) dans trois configurations différentes, le but de I’é¢tude étant de connaitre 1’effet
des contraintes résiduelles sur les FGM lorsqu’ils sont refroidis. Giannakopoulos, Suresh et al.
[Giannakopoulos, 1995] ont examiné le comportement des poutres et des plaques FGM sous
I’effet de charges thermiques cycliques. Le FGM étudié est le méme que celui considéré par
Williamson et al. [Williamson, 1993] Les auteurs ont analysé des membres structuraux a trois
couches dont la couche supérieure est en nickel, la couche inférieure en céramique et la zone
médiane est une zone gradée constituée d’un mélange AI203-Ni. Des cycles de température
ont été imposés induisant une déformation plastique dans les membres structuraux. Des
¢quations analytiques ont ¢té¢ établies afin d’obtenir la distribution des contraintes. Des
modeles d’éléments finis ont été développés pour prédire les déformations plastiques
cumulées sous I’effet des températures cycliques. Finot et al. [Finot, 1996] complétérent ce
travail en conduisant des expérimentations sur différents spécimens FGM. En 1995,
Ravichandran. [Ravichandran, 1995] a étudié les contraintes résiduelles survenant lors de la
fabrication d’un Systeme FGM sous haute température. Le but de 1’étude étant de déterminer
I’effet des contraintes résiduelles et de proposer un guide pour des conditions de fabrication
optimales. Il a été constaté qu’un matériau avec une fraction volumique linéaire produit moins
de contraintes résiduelles. Ainsi, dans un FGM discret, il est préférable d’avoir beaucoup de
couches avec des fractions volumiques constantes plutét que peu de couches avec des
changements importants de la fraction volumique. D’autres travaux ont suivi comme ceux de
Hill et Lin. [Hill, 2002] qui ont mené une étude expérimentale et numérique pour étudier les

contraintes résiduelles dans une plague FGM borure titane-titane.

3.4 Etudes sur les problémes de flambement thermomécanique

Le flambage des poutres, des plaques et des coques est un probleme tres important
étudié par beaucoup de chercheurs. Ces éléments structuraux sont en général gradés de facon

non symeétrique par rapport au plan moyen. Il existe alors un couplage flexion-traction. D0 a
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ce fait, les charges critiques de flambage risquent d’étre plus importantes que celles obtenues
pour les mémes membres structuraux en matériau homogéne et symétrique. Le flambement
des plaques FGM devient trés dangereux lorsque celles-ci sont utilisées dans des systemes de
protection thermique. L’une des premiéres études sur le flambement des structures FGM a été
réalisée par Shen [Shen, 2002]. 1l s’est intéressé au post-flambage des coques cylindriques
dans un environnement thermique. La méme année, Javaheri et Eslami [Javaheri, 2002a]
proposent des solutions exactes au flambement thermique des plagues FGM rectangulaires
gradées dans la direction de ’épaisseur suivant une loi de distribution en puissance d’un
mélange métal-céramique. lls se sont basés sur la théorie classique des plaques. Les charges
critiques de flambement sont influencées par les changements de température a travers
I’épaisseur. Deux observations importantes ressortent de leur étude :

- La variation de la température critique de flambement d’une plaque FGM est inférieure a
celle d’une plaque homogene.

- En augmentant I’indice k de la loi de distribution en puissance, la température critique de

flambement est réduite.

Na et Kim [Na, 2005] analysérent le flambement des plaques FGM sous des charges
thermiques et mécaniques combinées en utilisant la méthode des éléments finis. Le
flambement thermique sous des changements de températures uniformes et non uniformes a
travers I’épaisseur a été traité. Il ressort de cette étude que les caractéristiques du flambement
thermique des plaques FGM sont tres influencées par le champ de température, la distribution
de la fraction volumique et les paramétres géométriques du systeme structural. En 2004, Wu
[Wu, 2004] a analysé¢ le flambement thermique d’une plaque FGM d’épaisseur moyenne avec
des bords en appuis simples. Il appliqua la théorie de déformation du premier ordre. Les
équations d’équilibre et de flambement ont été résolues analytiquement. Des conclusions

identiques a celles de Na et Kim ont été tirées.

L’analyse du post-flambement des plaques avec des propriétés dépendant de la
température a été abordée par Shen [Shen, 2007]. Les équations sont basées sur une théorie des
plaques d’ordre supérieur incluant les effets thermiques. Les imperfections géométriques
initiales sont prises en considération. Les résultats publiés concernent le post-flambage
thermique du plan moyen des plaques FGM symétriques. Bodaghi et Saidi [Bodaghi, 2010] ont
analysé le flambement d’une plaque FGM rectangulaire €épaisse en se servant de la théorie
d’ordre supérieur de Reddy et d’une méthode analytique. Les auteurs ont développé une

procédure pour découpler les cing équations différentielles et obtenir deux équations a
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résoudre. Pour les conditions imposées, deux cotes de la plaque sont en appuis simples et la
plaque est soumise a différents types de chargements en plan. Les auteurs ont ensuite
aisément résolu le probleme en se servant de la méthode de [Levy, 1899]. D’autres études
intensives sur le flambement des plaques FGM ont été entreprises par ([Tlidji, 2016],
[Javaheri, 2002b ,2002c], [Shariat, 2005], [Adim, 2016]). Bouderba et al [Bouderba, 2013] ont
étudiés la réponse en flexion thermomécanique des plaques FG sandwiches reposants sur
fondation élastique en utilisant une théorie raffinée de cisaillement trigonométrique. En
utilisant la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre, Yaghoobi, H et
Yaghoobi, P [Yaghoobi, 2013] ont présentés une étude analytique pour I’analyse du
flambement des plaques FG sandwiches symétriques sur fondation élastique et soumises a un

chargement mécanique.

Tounsi et son groupe de travail ([Houari, 2011], [Merdaci, 2011],[Bourada, 2012],
[Tounsi, 2013]) ont mis au point de nouvelles théories de plaque raffinés pour la réponse de
flexion et flambement des plaques FG sandwiches avec seulement quatre fonctions inconnues.
Saidi, Houari et al [Saidi, 2013] ont développé une solution analytique pour la flexion
thermomeécanique des plaques sandwiches fonctionnellement graduées en utilisant une théorie
de déformation de cisaillement hyperbolique. 1ls ont utilisés un nouveau champ de
déplacement en incluant I’effet « stretching ». Kettaf et al [Kettaf, 2013] ont étudié¢ le
flambement thermique des plaque sandwich fonctionnellement graduées on utilisant un modeéle de
cisaillement hyperbolique de déplacement. . Khalfi et al. [Khalfi, 2014] ont utilisé une théorie de
déformation en cisaillement simple et raffinée pour le flambement thermique des plagques
fonctionnellement graduées reposant sur une fondation élastique. Zidi et al [Zidi, 2014] ont
étudié le comportement hygro-thermomécanique des plaques FG supportées par des
fondations élastiques en proposant une théorie des plaques simple et raffinée a quatre
variables. Ait Amar Meziane et al. [Ait Amar, 2014] ont développé une théorie de
déformation en cisaillement raffinée simple et efficace pour I’analyses de flambement et de la
vibration des plaques FGM sandwiches sur fondations élastiques en considérant divers types

de conditions aux limites.
3.5 Etudes sur les problémes de vibration des plaques en FGM
Bien que les FGM soient des matériaux relativement nouveaux, beaucoup d’études ont

été consacrées a leurs comportements statiques et thermomécaniques. En revanche, peu
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d’études ont été dédiées aux vibrations libres de ces matériaux. C’est a partir de I’an 2000 que
des chercheurs ont commencé a sérieusement s’intéresser a leurs comportements dynamiques.
Nous rappelons que le probléme de vibration des plaques FGM n’a pas été traité dans le cadre
de cette thése. Nous le présentons juste dans le but de monter I'importance que la
communauté scientifique donne a ces nouveaux matériaux ce qui justifie le nombre important

de recherches traitant les structures faites a partir de ces matériaux sous diverses sollicitations.

Praveen et Reddy [Praveen, 1998] ont analysé, par éléments finis, les réponses statique
et dynamique non linéaires d’une plaque céramique-métal dans un champ thermique et
soumise a des charges dynamiques transversales. Reddy [Reddy, 2000] a développé des
formulations théoriques et leurs modéles en éléments finis pour des plaques FGM épaisses en
se basant sur une théorie de cisaillement des plaques d’ordre supérieur (HSDPT) pour étudier

la réponse dynamique non linéaire sous ’effet d’une pression uniforme.

Hassaine Daouadji et al [Hassaine Daocauadji, 2012] et Yang et Shen [Yang, 2001] et
ont présenté¢ 1’étude de la réponse dynamique d’une plaque mince en matériau a gradient
fonctionnel soumise a des contraintes initiales. L’étude paramétrique a montré 1’effet de
I’indice de la fraction volumique, de la rigidité du support €lastique, du rapport d’élancement
(h/a et/ou h/b), de la durée et de la forme de la charge d’impulsion et des contraintes initiales
en membrane, sur la réponse dynamique des plaques FGM.

Reddy et Chen [Reddy, 2003] ont étudié les vibrations harmoniques d’une plaque FGM
par la théorie asymptotique tridimensionnelle reposant sur le transfert matricielle. L’étude n’a

pas tenu compte de I’effet thermique.

En 2004, Huang et Shen [Huang, 2004] ont présenté une étude des vibrations non
linéaires d’une plaque FGM en appuis simples. La conduction thermique et la dépendance des
propriétés a la température ont été incluses. La formulation est basée sur une théorie des
plaques en cisaillement d’ordre supérieur couplée aux équations de Von-Karman. Les
solutions ont été obtenues analytiqguement grace a une méthode améliorée de la technique des

perturbations.

Une solution exacte basée sur la théorie de 1’élasticité tridimensionnelle (théorie 3-D)
a été publiée par Vel et Batra [Vel, 2004]] pour I’étude des vibrations libres et forcées d’une
plague FGM en appuis simples. La méthode des séries en puissances a eté employée pour
résoudre les équations du mouvement des plaques minces et épaisses. Les résultats ont montré

I’effet de la variation de la fraction volumique de la céramique et de I’épaisseur (h/a et/ou h/b)
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sur les fréquences naturelles. La vibration forcée a été étudiée en supposant une variation
spatiale sinusoidale de la pression sur la face supérieure. Qian et al [Qian, 2004] ont ensuite
exploité cette étude pour valider leurs travaux relatifs a la vibration libre et forcée d’une
plaque épaisse incluant la théorie de déformation d’ordre supérieur.

En 2006, les travaux de Ferreira et al [Ferreira, 2006] ont eu pour objet la
détermination des fréquences naturelles d’une plaque FGM pour différentes conditions aux

limites.

C’est a partir de 2007 que la modélisation par 1’¢lasticité¢ tridimensionnelle pour
I’étude des vibrations libres des plaques en matériau a gradient fonctionnel a réellement
commencé a émerger. Uymaz et Aydogdu. [Uymaz, 2007] ont examiné I’influence de la
géomeétrie (a/h et a/b) et de I’indice de la fraction volumique sur les fréquences naturelles des
plaques FGM minces et épaisses sous différentes conditions aux limites. L’analyse
mathématique est basée sur la théorie linéaire des petites déformations. Etant donné
qu’aucune hypothése n’a été faite sur le champ des déplacements et sur la distribution des
déformations a travers 1’épaisseur, cette méthode a permis de fournir des paramétres de
fréquence de grande précision pour les plaques moyennement épaisses. La résolution des

équations du mouvement a été obtenue gréace a la méthode de Ritz.

Les FGM sandwiches ont aussi fait 1’objet d’une étude vibratoire par Li et al [Li,
2008]. La formulation a été faite sur la base de la théorie de 1’élasticité tridimensionnelle.
Deux cas de plaque ont été étudiés. L’une présentant des revétements supérieur et inférieur en
FGM avec une ame homogene et 1’autre avec des revétements homogenes et une ame en
FGM.

L’¢étude de la convergence a montré que le nombre de termes de la sommation de Ritz
dans I’épaisseur dépend principalement de 1’épaisseur de la plaque, tandis que le nombre de
termes de la sommation de Ritz dans les autres directions dépend des conditions aux limites.
L’¢étude paramétrique basée sur les épaisseurs relatives des couches, sur I’indice des fractions
volumiques et sur la géométrie (h/a et a/b) a montré que la plaque mince est plus sensible aux

propriétés des matériaux utilisés que la plaque épaisse.

Matsunaga [Matsunaga, 2008] a étudié les vibrations libres et le flambement d’une
plagque FGM en se servant d’une théorie des déformations bidimensionnelles. Les
déplacements ont été développés sous forme de séries de puissances. L’auteur a montré que la

théorie de déformation 2-D permet de prédire avec une bonne précision, non seulement les
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fréquences propres et les charges critiques de flambage, mais également la distribution des
déplacements et des contraintes dans la plaque FGM.

Ait Atmane et al [Ait Atmane, 2010] ont étudié, par le biais d’une nouvelle théorie
d’ordre élevé, la vibration libre d’une plaque FGM reposant sur un support ¢élastique. Les
solutions ont été obtenues en utilisant la méthode de Navier. Hasani et al [Hasani, 2011] ont
présenté les solutions des vibrations libres d’une plaque FGM épaisse reposant sur un support
élastique. Deux c6tés de la plaque sont en appuis simples, les autres sont pris en tant que
parametres (libre, encastré ont été pris en compte. Les résultats ont montré que le support
élastique type Pasternak a un réle significatif dans I’augmentation de la fréquence naturelle. Il
a aussi été observé qu’en augmentant 1’indice de la fraction volumique, 1’effet du support
élastique sur les fréquences augmente. Ce phénomene a été expliqué par le fait qu’une
augmentation du parametre de cisaillement du support élastique conduit a une augmentation
des déplacements en membrane et qui a pour conséquence d’accroitre 1’effet de la rigidité en
membrane sur les fréquences propres de vibration. Hadji et al [Hadji, 2011] ont présenté une
théorie raffinée a quatre variables pour I’é¢tude de la vibration des plaques FG sandwiches.
Benachour et al [Benachour, 2011] ont utilisé la méme théorie développée par Hadji pour
I’étude de la vibration des plaques FGM présentant un gradient arbitraire. Autrement dit, ils
ont pris deux indice de puissance différents entre la fraction volumique utilisée pour calculer
le module de Young et celle pour la densité. Houari et al [Houari, 2013] ont développé une
nouvelle théorie de déformation normale et de cisaillement d'ordre supérieur pour l'analyse de
la flexion thermoélastique des plaques FGM sandwiches qui a été utilisée par Bessaim et al
[Bessaim, 2013] pour l'analyse des vibrations statiques et libres des plaques FGM sandwiches.
Sobhy [Sobhy, 2013] a étudié la vibration et le comportement en flambement des plaques
sandwiches en matériau a gradient exponentiel (EGM) reposant sur fondations élastiques sous

diverses conditions aux limites.

Draiche et al [Draiche, 2014] ont examiné la vibration libre des plagques composites
rectangulaires avec une masse de piéce en utilisant un modele de plaque a quatre variables
trigonométriques. Klouche et al [Klouche, 2014] ont présenté une théorie raffinée a quatre
variables d’ordre « n » pour le comportement en flexion et en vibration libre des plaques FG.
Hebali et al [Hebali, 2014] ont étudié les réponses en flexion et en vibration libre des plaques
FG a I’aide d’une nouvelle théorie de déformation de cisaillement hyperbolique quasi-3D.
Nedri et al [Nedri, 2014] ont proposé une théorie de déformation en cisaillement

hyperbolique raffinée pour le comportement en vibration libre des plaques composites
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stratifiées reposant sur des fondations élastiques. Ait Amar Meziane et al [Ait Amar, 2014]
ont développé une théorie de déformation en cisaillement raffinée simple et efficace pour
I’analyses de flambement et de la vibration des plaques EGM sandwiches sur fondations

élastiques en considérant divers types de conditions aux limites.

3.6 Conclusion

Suite a cette recherche bibliographique, nous remarquons que les matériaux a
gradient fonctionnel représentent un axe de recherche relativement nouveau, que depuis
[’apparition du concept FGM, beaucoup de chercheurs s’y sont intéressés et d’'innombrables

travaux ont été publiés mais qu’il reste encore beaucoup a faire.
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Chapitre 4. Flambement Thermique des Plaques

Sandwich en FGM

4.1 Introduction

L'objet de toute théorie est le calcul approché des grandeurs généralisées sur la base du
systeme d'equations d'équilibre, de compatibilité, de conditions aux limites sur les bords,
complété par une loi de comportement reliant les contraintes et les déformations généralisées.
Cette partie est consacrée a la modélisation du comportement thermique du flambement des
plaques sandwich en matériaux a gradient évaluée FGM sous divers conditions aux limites sur

les bords utilisant une théorie de cisaillement raffinée & quatre variables.

La présente théorie est variablement constante, ne nécessite pas un facteur de correction
de cisaillement, et donne lieu a une contrainte de cisaillement transversale parabolique a
travers I'épaisseur et satisfaisant les conditions de nullités sur les surfaces libres.
Contrairement a toutes autres théories de déformation en cisaillement, le nombre de fonctions
inconnues impliqués est seulement quatre au lieu de cing. Les propriétés matérielles de la
plaque sandwich en FGM sont supposees variables a travers I'épaisseur selon une distribution

simple en loi de puissance et aux termes des fractions volumiques des constituants.

4.2 Formulation du probléme

4.2.1 Configuration géométrique

Considérons une plaque sandwich en FGM de forme rectangulaire avec une épaisseur
uniforme liée a un systéme de coordonnées rectangulaires (X, y, z) comme le montre la figure
4.1.
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Chapitre 4 Flambement Thermique des Plaques sandwich en FGM

Les faces supérieure et inférieure de la plaque sont az==+h/ 2, et les bords de la plaque

sont Paralleles aux axes x et y.

La plaque sandwich est composée de trois couches élastiques : " couche 1", " couche 2"
et " couche 3" du bas vers le haut de la plaque (Figure 1.4.b). Les ordonnées verticales de la
face inférieure, les deux interfaces, et de la face supérieure de la plaque sont notées par :

h,=—h/2,h h, ,h =h/2, respectivement. Le volume et la surface supérieure sont notés par
Vet 2 respectivement. Le rapport de I'épaisseur de chaque couche de bas vers le haut de la

plaque est noté par la combinaison de trois chiffres, par exemple "1-2-2", "1-1-3" et ainsi de

suite.

Metal b =+h/2

Ceramic core

Metal

Figure (4.1) La géometrie de la plague sandwich en FGM avec une épaisseur
uniforme suivant des coordonnées cartésiennes.

La fraction volumique des plaques sandwich en FGM obéit & une loi de puissance a

travers I'épaisseur:

v :(;‘_T]OJ , 7 e[y, ] (4.1.3)
VAR zelh,h,] (4.1.b)
Ve =(hz‘r;]3 jk, z e[h,,h,] (4.1.0)
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Ou:
V™ (n=1I,2,3) désigne la fonction de la fraction volumique de la couche n ; k est l'indice de la
fraction volumique(0 < k < 4o0), qui indique le profil de la variation matérielle a travers I'épaisseur.
Les propriétés matérielles, comme le module de Young E, le coefficient de Poisson v, le coefficient de

dilatation thermique «a , peuvent étre exprimées par la loi de mélange [P.Marur, 1999] :

PO (2)= Py + (P =P, V (4.2)

P™) est la propriété matérielle effective de la couche n, P. et P, correspondent & la propriété des
faces supérieure et inférieure respectivement de la couche 1 (hy < z < h;), et vice versa pour la
couche 3 (h, < z < hy), selon la fraction de volume V™  (n =1, 2 ,3). On note que P. et B,, sont,
respectivement, les propriétés correspondantes a la céramique et au métal de la plague sandwich
FGM. Dans cette étude le coefficient de poisson de la plaque est supposé constant. Cela est di au fait
que linfluence de ce coefficient sur la déformation est trés petite par rapport a celle du module de
Young [F.Delale, 1983].

4.2.2 Théorie des plaques raffinée pour les FGM

Contrairement aux autres théories, le nombre des inconnues dans la théorie raffinée est
seulement quatre, alors que les autres théories de déformation de cisaillement ([Reddy, 1984],
[Tourati, 1991], [Karama, 2003] [Zenkour, 2010], [Hassaine Daouadji, 2012]) le nombre
d’inconnus est cing. La théorie utilisée est variationnellement consistante, n'exige pas le
facteur de correction de cisaillement, et méne a une variation parabolique de la contrainte de

cisaillement transverse a travers I'épaisseur en satisfaisant les conditions des surfaces libres.
a. Hypotheses de la théorie raffinée des plaques

Les hypothéses de la présente théorie sont les suivantes :

Les déplacements sont petits en comparaison avec I'épaisseur de la plaque, et par
conséquent, ces déplacements impliqués sont infinitésimales.

Le déplacement transversal w comprend deux composantes : w, due a la flexion et w,
due au cisaillement transverse. Ces composantes sont des fonctions des coordonnées x et y

seulement.

w(x,¥,2)=w, (x, )+ w, (x,y) (43)
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La contrainte normale transverse o, est négligeable par rapport aux contraintes o, eto, .

Le déplacement u suivant la direction X et v suivant la direction y sont constitués de trois

composantes : d'extension, de flexion, et de cisaillement.
U=u,+U, +U,, V=V,+V, +Vq, (4.4)

Les composants de flexion u,et v, sont considérées semblables aux déplacements
donnés par la théorie classique des plaques. Par consequent, I'expression de u,et v, peut étre
donnée comme suit :

oW, oW,
U, =-2—=>, v, =—2—2> (4.5)

OX oy

Les composantes de cisaillement u, et v, donnent lieu, en relation avec w,, aux
variations paraboliques des deformations de cisaillement y,,, y,, et des contraintes de
cisaillement 7, , 7,, a travers I'épaisseur de la plague de telle facon que les contraintes de

cisaillement 7, , 7,, seront nulles sur les faces supérieure et inférieure de la plaque. Par

vz

conséquent, I'expression de u, et v, peut étre donnée comme suit :

oW, _ oW,
us :—f(Z) X ’ Vs - f(Z) ay (46)
Avec
1 (1, 1,
f(z)_z—zz(zh % ] (4.7)

b. Cinématique et équations constitutives

En se basant sur les hypotheses formulées dans la section précédente, le champ de
déplacement peut étre obtenu a l'aide des équations (4.3) — (4.6).

awb_ oW,
Uy 2) = Uy (o y) = 2— == f(2)—
8Wb_ oW,
VX, 2) = Vo (X ) =27 f(z)(3y (4.8)

W(X, Y, 2) = W, (X, y) + W, (X, y)
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Les équations non linéaires de Von Karman des deformations associées aux

déplacements sont données comme suit :

X g)? k: k; 0
et brdke b fyl ke L, 470l g@d e 4.9
yr=3&y) ik p+ F(2) kS =9(2)" 7 (4.9)
0 b S Xz Xz
7/xy 7><y kXy kXy
Avec
ouy 1w, _ow, 2
0 ox 2\ ox  0oX
€y 2
0 N 1[8Wb aWsJ
ey 1= += +
/0 a 2oy oy
VI |oug | v +(8wb +awsj(awb . awsJ
oy  0OX OX oX oy oy
_o*w, _d%w,
kP a62x2 kS aﬁzxz
W S WS
ky t=14 - ayzb ks =4 - 5 [ (4.10)
b s
iy 0w, s 0wy
oxoy oxoy
oW,
Ve | ] oy
7/32 aW’S
OX
Et g(z) :1—¥ (4.10.b)
z

Pour les matériaux en FGM, élastiques et isotropes, les relations constitutives peuvent

étre écrites comme suit :
(n) (n) (n)
oy Q, Q, O & —al (m 0 1 ()
z-yz Q44 7/yz
o, =1Q, Q, O &, —al ¢ et = (4.11)
O O sz 0 Q55 X
Txy QGG 7/xy
OU: (04,0, Tay, TyzsTax ) € (4,6, ¥ys Vyzr Vax ) SONt les composantes de la

contrainte et de la déformation respectivement. En utilisant les propriétés du matériau définies

dans I'equation (4.2), les coefficients de rigidité Q;; sont exprimés comme suit
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EM(z
QL =Qy, = V(z), (4.12.a)
m
o _vET@) 4.12.b
M o (4.12.b)
™ _ Ao _ o _ E" ()
44 = 55" = e 22(1+V_)' (4.12.c)

c. Equations d’équilibre

L’¢énergie potentielle d’une plaque sandwich en FGM peut étre écrite comme suit

=—_[”[cs —aT +Gy( —(lT)+ Ty Yxy + TyVyz + Txa¥xz hxdydz (4.13)

Les équations d'équilibre peuvent étre obtenues en utilisant le principe des travaux

virtuels :
0 0 0 by b by b b < b
| Ndex ENyOey & Ny Ml + Myky Moy + Mo gy 0 (4.14)
+ Mysky + MxySkxy +5y0yz + S8 2
Avec
N, N, N . h 1
MP MP M zja Gyt dz (4.15.)
VRV B 0
3 M
53.55)=3 [, (4.15.b)
n_lh

Soit h, et h_, sont les coordonnées supérieure et inférieure de la n*™ couche.

En substituant I'équation (4.11) dans 1’équation (4.15), les résultantes des efforts de la

plaque sandwich seront :

N A B B°|[g NT
MPL=| B D D°KKkP{—IMPTL S=ASy (4.16)
MS BS DS HS kS MsT
Avec
N={N Ny, Ny b MP = {2, M2, mE, Mo = (M2 e, me | (4.17.a)
L A X1y TYEXy ) X1 y? Xy L.
T T T bT bT g pbT ST T ppsT Al
NT =T NT0f, MET = {MET MET of , MT = {M ST M*T 0] (4.17.b)
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e={0,60 70, [ kP =B KD kS, [ ke = ke ke kg | (4.17.0)
All A12 0 Bll B12 0 Dll D12 0
A = Alz A22 O , B = Blz BZZ 0 ) D = D12 D22 O (4.17.d)
0 0 Ag 0 0 Bg 0 0 Dg
B, Bp 0 Dy D O Hii Hi 0
BS = Biz ;2 0 ) DS = Diz 322 O , HS = Hiz 522 0 (4.17.9)
0 0 B 0 0 DY 0 0 H
t t A, O
S={Siz,83yz},v={vsxz,vsyz} JAS =T T (4.17.1)

OuA,;, B, etc, sont les éléments de la matrice de rigidités définies comme suit :
All Bll Dll Blsl Dlsl Hlsl h

3 h

A12 BlZ D12 BlSZ DlSZ HlSZ Z 1 Z Z )’ Zf (Z)’ f 2(2))<
s s s n=1

A66 BGG D66 BGG D66 H66 s

™ tdz, (4.18.a)

, < P

-V
2
Et:
S S S S S S (n) E(Z)
(Azz,Bzz’Dzz:Bzz’Dzz:sz)z(AllaBnaDn,Bn’DnaHn) 11 :1_ 2 (4-18-b)
3 hy
S S E(Z) 2
A, = = — dz, .18.
o= A ;h!lz(lw)[g(z)] : (4.18.)

Les efforts et les moments résultants : Ny =Ny, M%" =MJT and M§ =M; due a la

charge thermique sont définies comme suit :

NI 3 = 1
YHEESY j E (Z a™(z)T{z  ‘tdz, (4.19)
MST| e f(2)

Les équations de stabilité de la plaque peuvent étre dérivées par critere d'équilibre
adjacent. Supposons que I'état d'équilibre de la plague sandwich en FGM sous des charges
thermiques est defini en termes des composantes de déplacement (u8,v8,wg,w§’). Les
composantes de déplacement d'un Etat stable voisin différencié par (u(l),v(},wz},wsl) par

rapport a la position d'équilibre. Ainsi, les déplacements totaux d'un Etat voisin sont :
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_ 0l _y0 Lyl w0 ol w0l
Up=Ug+Up, Vp=Vgp+Vg, W,=Wp+Wp, Wg=Wg+W,, (4.20)

Ou le chiffre 1 se référe a I'état de stabilité et le chiffre 0 se référe a I'état des
conditions d'équilibre. Substituant les équations. (4.9) et (4.20) dans I'équation (4.14) et en

intégrant par partie et ensuite en fait égale les coefficients de ug,dve, oW, ,dw: a zéro,

séparément, les équations de stabilité gouvernantes sont obtenus pour les théories des plaques

de déformation en cisaillement comme :

=0

OX oy

1 1
Ny +6N_y=0

OX

4.21)

2 bl aZMbl aZMbl o (
0" My +2 s Y ¥N=0

ox? xoy  oy?
aZMS]_ +282M81 N aZMSI . asilz 8851

ox? OXoy oy? ox

_ 2 2
Avec e dvu) . dvu) @22

Ou les termes Net Ny0 sont les forces de pré-flambement résultantes obtenue comme :

Ny =NJ=N{ = —Zdez (4.23)

cr
n=1 h

Les équations de stabilité en termes de composants de déplacement peuvent étre
obtenues par la substitution de 1’équation (4.16) dans 1’équation (4.21). Les équations
résultantes sont quatre équations de stabilité basées sur la présente théorie raffinée de

déformation en cisaillement.

Alldlluo + A66d 22Up + (A12 + A66)d12V0 - B11d111Wb - (Bl2 + 2866)d122wb

. . . (24.a)
- (Blz + ZBGG)leZWs - Blldlllws =0,

Azzdzzvo + A66d11V0 + (A12 + Aes)dlzuo - Bzzd 229Wp — (Blz + 2866 )d112Wb

. . . (24.b)
- (Blz + 2866 112Ws — Bzzd 22oWs = 0,

Blldllluo + (Blz + ZBse)dlzzuo + (BlZ + 2866 )d112VO
+ Bzzdzzzvo - D11d1111Wb - 2(D12 + 2D66)d1122wb - D22d2222Wb (24-0)

- D151d1111Ws - 2(D132 + ZDée)dnzst - D252d2222Ws + Ncr =0
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S S S S S
Blldllluo + (BlZ + 2866 122Uo T (Blz + 2866 112Y0
S S S S
+ Bzzdzzzvo - D11d1111Wb - 2(D12 + 2D66h1122Wb

s s s s (24d)
- D22d2222Wb - H11d1111Ws - 2(H12 + 2H66)d1122Ws
- H252d2222Ws + A555d11Ws + Aj4d22Ws + Ncr =0
Ou d;, dy et d;;, sont les opérateurs différentiels suivants
0? 0° o' 0

dij = ; dijl - dijlm = < < < di = ’ (Iijylam:]-!z) (425)
OX; OX; OX;OX ;OX, OX; OX ; OX, OX OX;
d. Solution trigonométrique de flambement thermique

La solution exacte des équations (4.24) pour la plaque sandwich en sous diverses
conditions aux bords peuvent étre construites. Les conditions aux limites pour un bord

arbitraire avec coté simplement appuyée et encastré sont :
- Encastré (C) :

Up =Vo =W, =W, /X =ow, /oy =W, =ow, /ox=0ow, /oy =04 x=0,a et y=0,b (4.26)

Tableau (4.1) Fonctions admissibles X (x) et Y, (y)

Conditions aux bords Fonctions X, etY,

x=0,a y=0,b X (%) Yo (Y)

X, (0)=X,(0)=0 | Y,(0)=Y, (0)=0

> @ =X.@=0 ] Y,(®)=Y, () =0 ) Sn(y)

Xn(@)=X,(@)=0 | Y,(0)=Y,(b)=0

X, (0)= X, (0)=0 | Y,(0)=Y, (0)=0

S X, @ =X, @=0 | Y,(6)=Y,(b)=0 sin®(2x) sin”(u y)

X (@)=Xn(@)=0| Y,(0)=Y,(b)=0

()’ Représente la dérivée des coordonnées correspondants.
- Sumplement appuyé (S) :
Vo =W, =0W, /oy =w, =0w,/oy=02a x=0,a (4.27.2)

Ug =W, =0OW, /X =W, =ow, /ox=04a y=0,b (4.27.b)
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La représentation suivante pour les quantités de déplacement, qui remplissent les

conditions aux limites ci-dessus, est appropriée dans le cas de notre probléme:

X, (X)
uO Umn 8X Yn(y)
Yo | _ v, x, () 2t (4.29)
W, oy
w| [ Ve Xa V()
W X (X)Y, (Y)

ou U, Vo W,,et W, sont des parametres a déterminer.

mn !

Les fonctions X (X)met Y (y)n sont proposees par Sobhy [M.Sobhy, 2013] pour remplir
au moins les conditions aux limites géométriques données dans les équations (4.26) et (4.27),
et représentent des formes approximatives de la surface déformée de la plaque. Ces fonctions,
pour les différents cas de conditions aux limites, sont calculées dans le tableau 4.1 notant que

A=mzxla et u=nx/b

En substituant les expressions (4.28) dans 1’équation (4.24), on obtient, aprés quelques

opérations mathématiques, les équations suivantes:

Sll SlZ Sl3 Sf|.4 U mn
SZl SZZ 823 SZ4 an — O (429)
S31 S32 S33 _IB Ncr S34 - ﬂ Ncr Wbmn
S S42 S43 - ﬂ Ncr S44 - ﬂ Ncr Wsmn
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Dans laquelle:

Avec

Si = Aua, + A g

Si2 =(A12 + Aes)as
S;;=-Ba, - ( B,, + 2B )a8
Si. =—(B, +2B ), —Bliary,
Sy = (A12 + As )alO

22 = Aoy + Agg g

S, =By, —(By, + 2By ) oy
S,, =—(B}, +2Bg )a,, — B,
3 =By, + (B, +2Bg )y,
Sg =(By, +2Bgg )y, + Bag

w

w

nw umw um
I

s s s
n = Bhay, +(B), +2Bg )ay,

Si = (B +2Bg )y, + Bl

wn
I

s = —Dpay; —2(Dy, +2Dg oy, —
—Hpas +(A:4)a9 +(A§5)a3

Sy = _Hlslals —2(Hg, +2H636 o,

a3 = —Dpoy; —2( Dy, +2Dgg )y, —
s = —Dpiay; —2(Dg, +2Dg, )y, —

(4.30.b)

(4.30.a)
D,, a5
D,
D;,as

N, = N

E= NS/N‘X)

B =ba;+a,

(al’ a37 as): ijl.(x mYn’ XmYn ’ XmYn )X mYndXdy
00

(a27 a4’ alO): TT(X mYn.’ XmYn ! XmYn )X mYndXdy
00

(0‘6’ Uy, alZ): j).j.(XrInYn’ Xr‘nYn ) Xrll‘;Yn)Xr‘nYndXdy
00

(a77 ag’ all’ a13) = j)‘jl(x mYn ’ Xr‘;an' XmYn ’ XmYn )X mYndXdy

00

La solution non triviale est obtenue quand le déterminant de I'équation (4.29) est égal a zéro.
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e. Le flambement de la plaque sandwich en FGM sous une

augmentation de température

- Flambement sous une augmentation uniforme de température

La température initiale de la plague est supposée étreT;, ensuite elle augmente
uniformément & une valeur finale T,dans laquelle la plaque se déforme. La variation de

température est AT =T, —T,. La charge critique de flambement est donnée par :

s oz )(T T)

n-1

h

= 23: (4.31)

n=l h

- Flambement sous une augmentation linéaire de température

Pour les plaques sandwich fonctionnellement graduées, la variation de température n'est
pas uniforme. La température est supposee étre varie linéairement a travers I'épaisseur de la

facon suivante :

T(z)= AT(§+%Y 4T, (4.32)

Ou la différence de température de flambement AT =T, —T, et y est I'exposant de la
température (0 <y <0). A noter que la valeur égale a l'unité représente un changement linéaire
de température a travers l'épaisseur. Alors qu’une valeur différente a l'unité représente un
changement non linéaire de température.

Similaire au cas de chargement précédent, I'expression de la charge critique de

flambement est obtenue en substituant I'équation (4.32) dans I'équation (4.31).

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une solution générale de la réponse au
flambement thermique des plaques sandwich en matériaux a gradient de propriétés « FGM»,
encastrées et simplement appuies, sujettes aux variations de tempeérature uniforme, linéaire et
non linéaire a travers [’épaisseur a été étudiée sur la base de la théorie parabolique de
déformation de cisaillement. Cette théorie satisfaite les conditions des contraintes de
cisaillement nulles dans les faces supérieurs et inférieurs de la plaque. Dans cette étude la
plaque sandwich est composée de deux peaux en FGM et coeur en céramique. On assume que

les propriétés matérielles varient selon I'épaisseur de la plaque sandwich seulement selon une
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distribution de loi de puissance (P-FGM). Les équations d’équilibres pour la plaque
sandwich en FGM ont été obtenues par ['utilisation du principe d’énergie des travaux virtuel.
Les solutions sont obtenues en utilisant la méthode des variables séparées, et les charges

critiques de flambement ont été trouvees en résolvant le probléme de valeurs propres.

55



Chapitre 5. Flambement Mécanique des Plaques

Sandwich en FGM

5.1 Introduction

La présente analyse étudiée le flambement mécanique d'une plaque sandwich
rectangulaire en FGM avec une épaisseur constante. L'objet est d'obtenir les solutions
analytiques décrivant le comportement de flambement de la plaque avec diverse condition aux
limites et de déterminer, par la suite, les effets de la variation de la configuration géométrique

et de la variation du matériau suivant 1’épaisseur sur la charge critique de flambement.

5.2 Formulation du probléme

5.2.1 Configuration géométrique

Il sera considéré dans cette parie une plaque sandwich en FGM, avec les faces externes

(peaux) en FGM et coeur homogeéne en céramique (Fig 5.1).

hs —
hy —

hy—
ho—

Figure (5.1) La géométrie de la plaque sandwich en FGM
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Les proprietés matérielles effectives, sont exprimees par la loi de mélange suivante :

P"(z)=P,+(P,—P, V" (5.1)
La fraction volumique des plaques FGM obéit & une loi de puissance a travers
'épaisseur suivant I’équation (4.1).

5.2.2 Equations gouvernantes
En se basant, sur les hypotheses de la section précédente, le champ de déplacement de

la présente théorie raffinée d’une plaque sandwich en FGM est donné par :

a\Nb _ aWs
Uk y,z)=ulxy)-z—=> - f(z)—
V(x,y,2)=v(x, y)—z%— (z)aav;:S (5.2.9)
W(x, y,2)=w, (x,y)+w, (x,y)
Avec f(z)=2z- 272G’ (5.2.b)

Le champ de déformations se déduit des déplacements de I’Eq. (5.2) soit

g, =&+ K> +f(2)k
g, =& + 2K} +(z)k}

7/xy = 7>(<)y + Zk)?y +f(z)k§<y

(5.3)
Ve =97,
Ve = 97w
g, =0
Ou
o_0u kb__azwb kb__azwS
“oax ox? ox?
o N o 0w O,
oyt oy " oy’
0 —a_u @ b :_zazwb ks - _ 82Ws (54)
Yooy ox Y oxoy Oxdy
s OW, o 0w
yyz__’yxz_
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Pour les matériaux en FGM, élastiques et isotropes, les relations constitutives peuvent

étre écrites comme suit :

O-x Qll Q12 0 gx r Q 0 7/

o,|=|Qun Qp 0 [e, et {ﬂ}{ N H ﬂ} (5.5)
sz 0 Q55 7/xz

Ty 0 0 Qs Yy

Les coefficients de rigidité sont donnes par les équations (4.12).
Les équations gouvernantes d’équilibre peuvent étre obtenues, en utilisant le principe

des travaux virtuels :

h/2

[ Jlode, + 0,80, +1,0,, +1,0, +7,0, jOdz— [NowdQ =0 (5.6)
Q

-h/i2Q

Avec

o 2 2 2
N {Ngﬁ ("ébjws)+ ne (Vg’ijS)JrZny—a (‘g’ba;ws)} (5.7)
X X

En remplacant les équations (5.4) et (5.5) dans I'équation (5.6) et en intégrant par
partie suivant I'épaisseur de la plaque, I'énergie de déformation de la plaque peut étre écrite

comme :

J

Q

0 0 0 bgb bgb b b sq,S
{NX&?X + NGy + N0 + MK + MK + M2 kS, +MEkK;
+MykS + M3 KL +S5,075, + S50y

}dQ ~ [NowdQ =0 (5.8)

Ou les forces et moments résultants sont donnés comme:

(GX VO i Ty )12

(Nx’ Ny, ny):i

n=.

= — T

>

n=1
i
=1

3
(55.55)=2 [ (7,0 Joci

n=1 "

(M2, M2, M) (0,,0,.7, Jadz

(5.9)

T — T S — T

(M3 M5M5)=3 [ (00,7, )iz

>

h, et h_, sont les coordonnées supérieure et inférieure de la n*™ couche.
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Substituant I'équation (5.5) dans I'équation (5.9) et en intégrant suivant I'épaisseur de la

plaque, les forces et moments résultants sont donnés comme :

N A B B°|l¢ s 1 Tas 01y
M b =| B D DS kb , { );Z} :|: 44 i :|{7ZZ} (510)
MS BS DS HS kS SXZ 0 A55 7/)(2
Ou
N={N,.N,.NJ M= MM E M Me = (ME M2 M L (5.11.2)
e={e) &) 7o K ={K ko K} ke ={k; ks ks, | (5.11.b)
All A12 0 Bll BlZ O Dll D12 0
A=|A, A, 0 |B=|B, B, 0 |D=D, D, 0 (5.11.c)
0 0 A, 0 0 B, 0 0 D,
B, B, 0 Dy Dp O Hi H; O
B°=|B, B, 0 |D'=D, D;, 0 [H'=|H; Hj 0 (5.11.d)
0 0 B 0 0 D 0 0 H

B. , etc , sont définis comme :

Ou les composantes de rigiditeé A;, B;;,

Au Bu D11~B151 Dlsl Hlsl s st (N 1
A, B, D, B, D, H;;=Y[Q (Lz.22f(z).f(2).f¥z)); v dz (5.12.a)
Ase Bea Dee Bese Dese Hase T 1-vt
2
S S s S S S (n) E(Z)
(AZZ’BZZ’DZZ’BZZYDZZY ) (A1118111D1118111D111H ) 11 :1_V2 (5.12.b)
. . 3 hn+l E 7
PO N P GO (5.12.0)
n=1l hn 2(1

En remplacant I'équation (5.9) dans I'équation (5.6) et en intégrant par parties, en
rassemblant les coefficients du, &v, dw etdw,, les équations d’équilibres pour la plaque

sandwich FGM résultantes sont :
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oN

é‘u=%+—xy=0

OX oy

oN, oN
N=—24+—2=0

OX oy

5.13)
oMb O°MY  geMb (

&szﬁMX+2 L L+N=0

ox2 oxdy  oy?

2MsO°My o 32MS ast 8SS
&staMX+2 L y+aSXZ+ o+
OxX? OXoy oy? OX

Equations (5.13) peuvent étre exprimées en termes des déplacements (us, S,Wb,ws)en
remplagant les forces résultantes de 1’équation (5.11). Les équations d'équilibre (5.13)

prennent la forme :

8 u o'w, ow,
All ASG ay (Al A\ae)a 8y 11 ox 3b _(Blz+2855)ax_a;z
63w S (5.14.a)
Bn P (Blz ZBGG)WZO
62 a o*w o*w,
(A12+A36) AEG Azz ( 12 ZBﬁG)W_ 22 aygb
83 83 (5-14.b)
B, —= (BS ZBS) =0
ay 66 a 26}/
o’u o%u o%v o%v
Bller(B12 JFZB%)GX—JF(B12 +2866)8x28y +B,, Y
o'w o'w, o'w . 0'w,
_D11_4b_2(D12 2D66)axza;2 - Dzz ay4b - Dn o (514C)
4 4 o
2(pg+205) 2% _py IM LN o
ox*0y? oy
3 3 3 3
B0 (Bl + 2B ) (B 4B ) 4B O
4 4 4 4
DL S} 4205 T -y T (5.14.0)
. .\ O'w, s o'w, ofw, 0w, —
_2(H12+2H66) ey’ -H,, pv + A, e + A, Y +N=0

5.2.3 Solution analytique de flambement mécanique

Pour une solution analytique des équations (5.14), la méthode des variables séparées est

utilisée pour une plaque sandwich rectangulaire en FGM sous diverses conditions aux bords.
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- Encastré (C) :

u:V:Wb:%:%:WS:f?Ws:aNs:O Pourx=0et y=0,b (5.15.9)
X oy x oy
- Simplement appuyé (S) :
vew =My M o pour x=0a (5.15.b)
oy oy
u=wb=%=w5=aw5=0 Pour y=0,b (5.15.c)
OX OX

Les fonctions des déplacements qui satisfont les équations des conditions aux limites

(5.15) sont développées comme suit :

u U, X (X)Y, ()
V] && ) Ve Xa (XY, (Y)
Wb _mz:lnzzi Wbmnxm(X)Yn(y) (516)
W, Wi X ()Y, (Y )

OuU,. , V.. W
Yn(y) données dans le tableau (5.1) sont proposés par Sobhy [Sobhy, 2013] pour satisfaire les

et W, sont des paramétres & déterminer. Les fonctions X, (x) et

mn ! bmn

diverses conditions aux limites dans les équations (5.15) et (5.16) et A=mx/a, u=nz/b.

Tableau (5.1) Fonctions admissibles X, (x) et Y, (y)

Conditions aux bords Fonctions X, etY,
Notation | x=0| y=0 | x=a | y=b X (%) Y,(y)
SSSS S S S S sn(Ax) sn(uy)
Cscs C S C S sin? (Ax) sin(uy)
ccce C C C C sin? (Ax) sin’ (uy)
FCFC F C F C | cos®(Ax)[sin®(Ax)+1] sin? (uy)

Substituant les équations (5.16) dans les équations d’équilibres (5.14) et en multipliant
chaque équation par la fonction propre correspondante puis en intégrant sur le domaine de la
solution, Nous pouvons obtenir, aprés quelques manipulations mathématiques, les équations

suivantes :
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S11 S12 S13 Sua 0 0 0O Unn 0
S21 S22 S23 524‘ _ lO 0 0 O Vom ( _ )0 (5.17)
S31 S3z S33 Sz 0 0 k k|{)Wimn 0 '
Sa1 Saz Sa3 Sas 0 0 k k Wemn 0
Dans lequel :
1= | (ALY, + XY, KoY,y
00
ab
Sy, = II(All + Aee)x rlnYn"Xr'nYndXdy
00
- ﬁ[B XY, + (B, + 2By )XY, XY, dxdy
00
- ﬁ[B XY, + (B, + 2B )XY, XY, dxdy
00
ab
Sy = II(AM + Ase)x nYmeYndXdy
00
Sy = j.j.(Azzmer: + A66Xti'nYnl )X mYn‘dXdy
00
S, = ﬁ[B XY, + (B, + 2B )XY, X, Y, dxdy
00
S, = ﬁ[B X, Y.+ (BS, +2Bg )XY, X, Y. dxdy
ab()O
Szlzjj[Bllmen + (B, +2Bge)X,,Y, ]X Y, dxdy
00
:ﬁ[BZZX Y+ (By, + 2B, )XY, X .Y, dxdy
o (5.18)
Sis= [ [~ [BouX Yy +2(Dy, + 2D )XY, + D, X oY, X Y, dxdy
00
= ji [D3X7Y, +2(Dy, +2D5 XY, + D5L,X, Y. X, Y, dxdy
00
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S, = ﬁ [B:.XY, +(By, + 285 )XY, X .Y, dxdy
00
S,, = jj [B3,X .Y, + (B, + 2Bg, )XY X .Y, dxdy
00
S, = ﬁ— [D3XY, +2(Dy, + 2D )XY, + D5, X, Y. XY, dxdy
00
S4s= j‘j}'_ ([Hlslx oY+ Z(Hlsz +2H ge)x Yo FHXY, ]+ AsX Yy + ALX Y, )X mYnd
00

(7/1X mYn + 7/2 X mYn )X mYndXdy

=~
I
=z
Q
O ey
O e T

En supposant qu'il existe un rapport entre les forces de compression de telle fagon que

0
Nx :lecr’ N)(/) :7/2Ncr’ Ngy :O'

Equation (5.17) présente un systéme aux valeurs propres pour le probléme de

flambement des plaques sandwichs en FGM :
([K]-[N]){4}={o} (5.19)
Ou {A} représente le vecteur de colonne des inconnus :

(A7 ={U, Vo W, W, } (5.20)

5.2.4 Types de plaques sandwich

On note que I’ame de la plaque non symétrique est entierement en métal tandis que les

peaux supérieure et inférieure de la plaque sont riches en céramique.
Plusieurs types de plaques sandwich sont considérées dans cette étude :
La plaque sandwich en FGM (1-0-1) :

C’est une plaque symétrique composée de deux couches de méme épaisseur sans coeur.

Nous avons Ainsi :
hl == 0, hz == O
La plaque sandwich en FGM (2-1-2) :

C’est une plaque symétrique dont 1'épaisseur du cceur est la moitié de I'épaisseur des

peaux.
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h h
hlz—ﬁ,hz :+E

La plaque sandwich en FGM (1-1-1) :

C’est une plaque symétrique de trois couches dont I’épaisseur du cceur est le méme que

I'épaisseur des peaux.

h h
hlz—g,hz :+B

La plaque sandwichs en FGM (2-2-1) :

C’est une plaque non symétrique dont 1’épaisseur du cceur égale 1’épaisseur de la peau

inférieur et le double du celle de la peau supérieur.

h

hy = T

3h
h, = +E

La plaque sandwichs en FGM (1-2-1) :

Dans cette configuration, la plaque est symétrique dont 1'épaisseur du cceur est le

double de I'épaisseur des peaux.

h 3h
h'l = —Z, hz = +T

5.3 Conclusion

Dans le présent chapitre, la stabilité au flambement mécanique des plaques sandwich
fonctionnellement graduées a été étudiée sur la base de la théorie raffinée de déformation de
cisaillement. Par la division du déplacement transversal en deux composantes une de flexion
et l'autre de cisaillement, le nombre d’inconnus et des équations d’équilibre a été réduit a
quatre. Les propriétés matérielles de la plaque ont été considérées comme variant selon
[’épaisseur Suivant une simple loi de puissance. Les équations gouvernantes d’équilibre ont
été obtenues, en utilisant le principe des travaux virtuels. La méthode des variables séparées

est utilisée pour trouver résoudre les équations d’équilibres.
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6.1 Introduction

L’intérét de ce chapitre est de présenter les résultats numériques pour valider le
modéle proposé et vérifier I’exactitude de la présente théorie (théorie raffinée a quatre
variables) dans 1’étude, et 1’analyse du flambement thermique et mécanique avec diverse

conditions aux limites d’une plaque sandwich en FGM.

La théorie raffinée de déformation de cisaillement proposée [Abdelhak, 2016], est
basée sur I’hypothése que les déplacements axiale et transversale sont constitués d’une partie
de flexion et une autre de cisaillement de telle sorte que la composante de flexion ne contribue
pas dans les efforts de cisaillement et de méme, la composante de cisaillement ne contribue

pas dans la flexion.

On suppose que les propriétés matérielles (le module de Young et le coefficient de
dilatation thermique) de la plaque sandwich varient sans interruption a travers 1’épaisseur
selon une simple distribution de loi de puissance en fonction de la fraction volumique des
constituants. Plusieurs configurations de plaques sandwichs symétriques et non symétriques

sont utilisés.

Les résultats numériques et graphiques obtenus sont comparés avec ceux de la
littérature. On essayera dans ce chapitre de décrire la relation entre la présente théorie raffinée
et les différentes théories du premier ordre FSDPT, d’ordre élevé HSDPT et la théorie
classique des plaques CPT. La description des différents modeles est présentée dans le tableau
(6.1).
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Tableau (6.1) Différentes theories et le nombre des inconnus pour chaque
théorie
Nombre de
Modéles Théories fonctions
inconnus
CPT Théorie classique des plaques (Classical plate theory) 3
FSPT Théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (First order 5
shear deformation theory) (Zenkour et Sobhy 2011)
TSDPT Théorie de déformations de cisaillement du troisieme ordre 5
(third-order shear deformation plate theory) (Zenkour et Sobhy 2011)
HSPT Théorie de déformations de cisaillement d’ordre élevé (Higher 5
order shear deformation theory) (Zenkour et Sobhy 2011, Reddy
2000)
SSDPT Théorie de déformation en cisaillement sinusoidal des plaques (sinusoidal 5

shear deformation plate theory)

6.2 Flambement thermique des plaques sandwich en FGM avec diverses

conditions aux bords

Dans cette partie, nous présentons et nous discutons plusieurs exemples numériques

pour vérifier I'exactitude de la présente théorie de cisaillement [Abdelhak, 2016(b)] et nous

étudions les effets de l'indice puissance, le rapport d’épaisseur des couches, types d’appuis,

rapport entre largeur et 1’épaisseur de la plaque, et ’effet de type de chargement thermique

sur les valeurs de la charge critique de flambement des plaques sandwichs en FGM.

La plaque sandwich en FGM est soumise au méme cas de chargement décrit au chapitre

4 et qui varient suivant 1’épaisseur. Ils sont donnés respectivement par les équations 4.31 et

4.32 pour le chargement uniforme et linéaire (ou non linéaire).

Pour la plaque sandwich étudiée, Les propriétés matérielles utilisées dans cette partie

sont donnés dans le tableau suivant :

Tableau (6.2) Propriétes matérielles de la plaque sandwich en FGM

Propriétés Métal: Ti-6A1-4V Céramique : Zr02
E(G Pa) 66.2 244.27
14 0.3 0.3
a(lO’G / K) 103 12.766
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Le facteur de correction de cisaillement pour la théorie FSDPT est pris égal a 5/6. Pour
la température linéaire et non linéaire qui augmente a travers I'épaisseur, nous avons pris

comme valeur de température de la face supérieure T; = 25°C.

La température initiale est T; La température augmente d’une maniére uniforme pour
atteindre une valeur finale de température T pour la quelle la plaque flambe. La variation de

tempeérature est AT =T, —T,. La charge critique de flambement est donnée par 1’équation

(4.31).
Pour les plaques sandwich fonctionnellement graduées soumise a un chargement non
uniforme, La température est supposée étre varie linéairement a travers I'épaisseur selon

I’équation (4.32).

La corrélation entre la présente théorie [Abdelhak, 2016(b)] et les différentes théories
des plaques a savoir la théorie de déformation de cisaillement d'ordre élevé (TSDPT, SSDPT),
la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDPT) et la théorie classique des
plaques (CPT) est illustrée dans les tableaux (6.3-6.7). Ces tableaux donnent I’effet de ’indice
de puissance « k », I’effet du rapport (a/b) et (a/h), et le nombre des couches sur la charge
critique de flambement Tcr d’une plaque sandwich en FGM sous une élévation de
température uniforme travers 1'épaisseur avec des conditions aux limites d’une plaque
encastrée et simplement appuie sur les quatre bords (SSSS et CCCC). Il est clair que les
résultats du présent modéle sont identiques aux autres, ce qui confirme la grande précision de

la présente formulation.

Les tableaux (6.3-6.5) présentent les valeurs de la charge critique de flambement T,
de la plaque sandwich simplement appuyée en FGM soumise a une température uniforme,
linéaire et non linaire a travers 1’épaisseur. Les valeurs de T¢ considérées sont pour des
indices de puissance k = 0.2, 0.5, 1, 2, 5 et 10, et pour différent types de plaques sandwich
symétrique en FGM. Il est montré a travers ces résultats que la température critique de
flambement T, augmente avec 1’augmentation de 1'épaisseur des couches et particuliérement

pour les valeurs de k>1.

Pour les différentes valeurs du paramétre d’homogénéité k, les valeurs de température
critique de flambement sont entre ceux des plaques en céramique (ZrO,) et en métal (Ti-6A1-
4V). 1l est intéressant de noter que les températures de flambement critiques obtenues par la
théorie CPT sont sensiblement plus grandes que les valeurs obtenues par les théories de

déformation de cisaillement a ordre élevé.
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Tableau (6.3) Temperature critique de flambement T, d ‘une plaque sandwich
carrée simplement appuyée sous une variation uniforme de température pour
différentes valeurs de ['indice de puissance k, avec (a/h=5).

k Théorie Tcr
1-0-1 1-1-1 2-1-2 3-1-3
CPT [ Bourada, 2012] 3.96470 3.96470 3.96470 3.96470
FSDPT [ Bourada, 2012] 3.23493 3.23493 3.23493 3.23493
0 SSDPT| Bourada, 2012] 3.23775 3.23775 3.23775 3.23775
TSDPT|[ Bourada, 2012] 3.23652 3.23652 3.23652 3.23652
Présente 3.23654 3.23654 3.23654 3.23654
CPT 3.66606 3.65640 3.64978 3.65144
FSDPT 3.04858 3.03637 3.03394 3.03603
0.2 SSDPT 3.07198 3.05591 3.05598 3.05875
TSDPT 3.07042 3.05484 3.05461 3.05729
Présente 3.07039 3.05484 3.05458 3.05725
CPT 3.34559 3.31343 3.30066 3.30593
FSDPT 2.83507 2.80230 2.79675 2.80218
0.5 SSDPT 2.87277 2.83331 2.83194 2.83855
TSDPT 2.87074 2.83224 2.83030 2.83673
Présente 2.87074 2.83223 2.83029 2.83673
CPT 3.06734 2.96299 2.95538 2.97216
FSDPT 2.64222 2.55161 2.55053 2.56519
1 SSDPT 2.69065 2.59015 2.59458 2.61100
TSDPT 2.68781 2.58882 2.59241 2.60856
Présente 2.68781 2.58883 2.59241 2.60855
CPT 2.96200 2.64806 2.68016 2.72994
FSDPT 2.57355 2.31737 2.34734 2.38823
2 SSDPT 2.63460 2.36196 2.39953 2.44337
TSDPT 2.63018 2.36000 2.39637 2.43977
Présente 2.63019 2.35999 2.39637 2.43977
CPT 3.32950 2.44274 2.59922 2.73600
FSDPT 2.86226 2.16069 2.28926 2.39882
5 SSDPT 2.94205 2.21327 2.35401 2.46905
TSDPT 2.93446 2.21009 2.34898 246321
Présente 2.93443 2.21008 2.34899 246321
CPT 3.82441 2.41650 2.68184 2.89384
FSDPT 3.23289 2.14099 2.35529 2.52271
10 SSDPT 3.31230 2.20150 2.42733 2.60199
TSDPT 3.30340 2.19469 2.42186 2.59474
Présente 3.30340 2.19469 2.42186 2.59476
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Tableau (6.4) Température critique de flambement T, d ‘une plaque sandwich carrée

valeurs de l’indice de puissance, avec (a/h=5).

simplement appuyée sous une variation linéaire de température pour différentes

k Théorie Tcr
1-0-1 1-1-1 2-1-2 3-1-3
CPT [ Bourada, 2012] 7.87940 7.87940 7.87940 7.87940
FSDPT [ Bourada, 2012] 6.41986 6.41986 6.41986 6.41986
0 SSDPT| Bourada, 2012] 6.42550 6.42550 6.42550 6.42550
TSDPT[ Bourada, 2012] 6.42305 6.42305 6.42305 6.42305
Présente 6.42307 6.42307 6.42307 6.42307
CPT 7.28211 7.26279 7.24955 7.25287
FSDPT 6.04716 6.02273 6.01789 6.02207
0.2 SSDPT 6.09396 6.06183 6.06197 6.06751
TSDPT 6.09084 6.05968 6.05922 6.06459
Présente 6.09084 6.05969 6.05922 6.06457
CPT 6.64118 6.57686 6.55131 6.56187
FSDPT 5.62014 5.55460 5.54350 5.55435
0.5 SSDPT 5.69554 5.61663 5.61389 5.62710
TSDPT 5.69148 5.61449 5.61059 5.62346
Présente 5.69144 5.61447 5.61061 5.62347
CPT 6.08468 5.87599 5.86076 5.89431
FSDPT 5.23443 5.05323 5.05105 5.08038
1 SSDPT 5.33130 5.13030 5.13918 5.17201
TSDPT 5.32562 5.12765 5.13482 5.16711
Présente 5.32566 5.12762 5.13484 5.16709
CPT 5.87400 5.24612 5.31032 5.40989
FSDPT 5.09711 4.58475 4.64468 4.72645
2 SSDPT 5.21920 4.67392 4.74908 4.83673
TSDPT 5.21036 4.66999 4.74275 4.82954
Présente 5.21039 4.66998 4.74277 4.82954
CPT 6.60901 4.83549 5.14843 5.42200
FSDPT 5.67452 4.27139 4.52851 4.74763
5 SSDPT 5.83411 4.37654 4.65805 4.88811
TSDPT 5.81891 437017 4.64797 4.87641
Présente 5.81891 437019 4.64795 4.87641
CPT 7.59882 4.78299 5.31369 5.73769
FSDPT 6.41578 4.23198 4.66058 4.99542
10 SSDPT 6.57459 435224 4.80638 5.15396
TSDPT 6.55680 4.33937 4.79372 5.13948
Présente 6.55682 4.33937 4.79372 5.13948
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Tableau (6.5) Température critique de flambement T, d ‘une plaque sandwich carrée

simplement appuyée sous une variation non linéaire de température avec ( y=5,

a/h=5)
k Théorie Tcr

1-0-1 1-1-1 2-1-2 3-1-3

CPT [ Bourada, 2012] 23.63820 23.63820 23.63820 23.63820

FSDPT [ Bourada, 2012] 19.25957 19.25957 19.25957 19.25957

0 SSDPT| Bourada, 2012] 19.27651 19.27651 19.27651 19.27651

TSDPT[ Bourada, 2012] 19.26915 19.26915 19.26915 19.26915

Présente 19.26904 19.26904 19.26904 19.26904

CPT 24.58692 24.34093 24.43703 24.47887

FSDPT 20.41729 20.18492 20.28528 20.32483

0.2 SSDPT 20.57531 20.31595 20.43388 20.47819

TSDPT 20.56479 20.30876 20.42463 20.46833

Présente 20.56459 20.30887 20.42463 20.46807

CPT 25.21986 24.74530 2491598 24.99617

FSDPT 21.34246 20.89907 21.08307 21.15824

0.5 SSDPT 21.62878 21.13244 21.35073 21.43534

TSDPT 21.61337 21.12438 21.33822 21.42148

Présente 21.61331 21.12453 21.33821 21.42153

CPT 25.60494 2485771 25.09061 25.21549

FSDPT 22.02700 21.37713 21.62417 21.73355

1 SSDPT 2243462 21.70318 22.00140 22.12553

TSDPT 2241074 21.69196 21.98279 22.10459

Présente 22.41079 21.69199 21.98269 22.10458

CPT 25.96247 24.69501 25.02775 25.23797

FSDPT 22.52869 21.58175 21.89055 22.04964

2 SSDPT 23.06831 22.00152 22.38252 22.56412

TSDPT 23.02926 21.98304 22.35275 22.53055

Présente 23.02926 21.98310 22.35272 22.53058

CPT 26.92893 24.41235 25.04991 25.47341

FSDPT 23.12129 21.56445 22.03367 22.30513

5 SSDPT 23.77153 22.09533 22.66384 22.96510

TSDPT 23.70963 22.06317 22.61489 2291015

Présente 23.70956 22.06303 22.61498 22.91029

CPT 27.82720 24.36712 25.28770 25.87769

FSDPT 23.49484 21.55996 22.17958 22.52996

10 SSDPT 24.07633 22.17208 22.86373 23.24502

TSDPT 24.01127 22.10708 22.81317 23.17972

Présente 24,01122 22.10699 22.81307 23.17970

Les tableaux (6.6) et (6.7) présentent les valeurs de La charge critique de flambement

\

Ter pour une plaques sandwich encastrée de type (1-1-1) soumise a un chargement non

linéaire a travers 1’épaisseur, en fonction du rapport « a/b » et pour différentes valeur de

I’indice de puissance « K » et «y ».

Ces tableaux indiquent que nos résultats sont tres satisfaisants.
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Tableau (6.6) Température critique de flambement T, d 'une plaque sandwich
encastrée de type (1-1-1) sous une variation non linéaire de température pour
différentes valeurs de k et y et le rapport (a/b) avec (a/lh=10)

alb=1 alb=2 alb=3
y=21| y=5 | y=10| y=2 | y=5| y=10 | y=2 | y=5| y=10
k=0 6.8196 | 13.6392 | 25.0079 | 16.1553 |32.3196| 59.2291 | 263366 | 52.6613 | 96.6074
k=005 | 62284 | 147407 | 32.3644 | 15.4609 |36.5878 | 80.3265 | 26.5299 | 62.8141 | 137.8929
k=1 58065 | 15.0311 | 359797 | 14.7528 |38.1915| 91.4186 | 26.0190 | 67.3533 | 161.2391
k=15 | 55465 | 151145 | 37.5954 | 14.2867 | 38.9263 | 96.8358 | 25.6283 | 69.8179 | 173.6483
k=2 | 53839 | 151332 | 382026 | 13.9879 |39.3158 | 99.2407 | 25.3514 | 71.2838 | 179.9581
k=25 52799 | 15.1335 | 38.3353 | 13.7952 |39.5356 | 100.1528 | 25.1872 | 72.1845 | 182.8339
k=3 52118 | 15.1281 | 38.2581 | 13.6705 |39.6814 | 100.3539 | 25.0816 | 72.7937 | 184.0739
k =35 | 51659 | 15.1218 | 38.0957 | 13.5884 |39.7844 | 100.2058 | 25.0196 | 73.2352 | 184.5526
k=5 5.0980 | 15.1124 | 36.4154 | 13.4757 | 39.9522 | 99.2061 | 24.9784 | 74.0240 | 183.7963

Tableau (6.7) Température critique de flambement T, d ‘une plaque sandwich
encastrée de type (1-1-1) sous une variation non linéaire de température pour
différentes valeurs de k et y et le rapport (a/b) avec (a/lh=20)

alb=1 alb=2 alb=3
y=21| y=5 | y=10| y=2 | y=5]| y=10 | y=2 | y=5| y=10
k=0 1.8354 | 3.6708 | 6.7296 | 5.1898 |[10.3796| 19.0323 | 10.4051 | 20.8102 | 38.0932
k=005 1.6278 | 3.8528 | 84596 | 4.6995 |11.1292| 24.4312 | 9.6656 | 22.8458 | 50.3484
k=1 14935 | 3.8682 | 9.2605 | 4.3659 |[11.3101| 27.0502 | 9.1152 | 23.5889 | 56.4331
k=15] 14143 | 38546 | 95870 | 4.1587 |11.3284| 281749 | 87582 | 23.8403 | 59.3164
k=2 1.3651 | 3.8358 | 9.6858 | 4.0294 |11.3232| 285933 | 85180 | 23.9319 | 60.4205
k=251 13334 | 38214 | 9.6812 | 39482 |11.3178| 28.6707 | 83867 | 23.9810 | 60.8417
k=3 1.3126 | 3.8110 | 9.6367 | 3.8954 |11.3039| 285818 | 8.2878 | 24.0388 | 60.6596
k=35 | 12988 | 3.8017 | 9.5778 | 3.8607 |11.2951| 28.4453 | 8.2085 | 24.0229 | 60.6473
k=5 1.2777 | 3.7880 | 9.4059 | 3.8061 |11.2766| 27.9945 | 81192 | 24.0628 | 59.6594

A partir des résultats obtenus, On peut remarquer que, comme l'indice de puissance
augmente, la température critique de flambement diminue pour atteindre des valeurs plus
faibles dans le cas ou y = 2. Pour y = 5 ou 10, lorsque l'indice de puissance augmente, la
température critique de flambement augmente pour atteindre des valeurs plus grandes, puis

diminue. On constate que T_ augmente lorsque que I'indice de la non-linéarité augmente.

La figure (6.1) montre I'effet de I’indice de puissance sur la température critique de
flambement T, pour les différents types de plaques sandwich carrées encastrées sous une
variation uniforme, linéaire et non lineaire de température a travers I'épaisseur en utilisant la
présente théorie raffinée a quatre variables. Il est clair que la température critique de

flambement pour les plaques sous une variation de température non linéaire est supérieure a
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celui des plagues soumise a une température uniforme. Alors que pour les plaques sous une
température linéaire, T, est intermédiaire entre les deux cas précedents. Il est en outre observé
que, pour la plaque sans cceur, la température critique de flambement décroit rapidement pour
atteindre des valeurs minimales, puis augmente graduellement au fur et a mesure que le

paramétre d’inhomogénéité k augmente comme montrée le cas (a).

(b) 1-1-1
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Figure (6.1) .Température critique de flambement T, d’une plaque sandwich encastrée en
FGM sous les trois types de chargement pour (a/h = 10) en fonction de k et les différents
types de plaques: (a) (1-0-1), (b) (1-1-1), (c) (2-1-2), (d) (3-1-3).

L’effet du rapport (a/h) sur la variation des températures critiques T, des plaques

sandwich carrées encastrées soumises a differents types de chargement thermiques sont
présentés dans la figure (6.2). On remarque que la température critique diminue de fagon
monotone lorsque le rapport (a/h) augmente. On notera que les températures critiques de la

plague sous un chargement uniforme est inférieure a celle de la plaque sous le chargement
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linéaire et celle-ci est inférieure a celle de la plaque sous le chargement non linéaire. En outre,

on constate que T, augmente lorsque le paramétre de la non-linearité y augmente.

a -0-
® 75 (1-0-1) (b) (1-1-1)
70 70 4
65 65
60 4 60 - )
55 4 -+ Uniform 55 4 ~ Uniform
50 - - - Lineair 50.] - h‘”e?" )
Non lineair on fineair
3]
'_
T T T T T T T T T T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16 18 20 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ah a/h
(c) (2-1-2) (d) (3-1-3)
70 70
65 65
60 60
55 ]
-+++- Uniform 5 i
50 L 50 ] -+~ Uniform
_ - -~ Lineair - - - Lineair
45 v=5 Non lineair 451 _ N
=5 Non lineair

Ter

Ter

Figure (6.2) : Température critique de flambement T, en fonction de (a/h ) d’une plaque
sandwich carrée encastrée en FGM sous les trois types de chargement pour k=1 et les
différents types de plaques: (a) (1-0-1), (b) (1-1-1), (c) (2-1-2), (d) (3-1-3).
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La figure 6.3 montre I’effet du rapport b/a sur la charge critique de flambement T

pour des plaques sandwich encastrées sous les différents types de chargement. Il est claire, et
quelque soit le type de chargement sollicité la plaque, que la charge critique diminue avec

I’augmentation du rapport b/a. On remarque aussi que la charge T, augmente lorsque le

paramétre de non-linéarité y augmente.
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Figure (6.3) .Température critique de flambement T, en fonction de (b/a) d’une plaque
sandwich encastrée en FGM sous les trois types de chargement pour (k=1, a/h=10) et les
différents types de plaques: (a) (1-0-1), (b) (1-1-1), (c) (2-1-2), (d) (3-1-3).
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6.3 Flambement mécanique des plaques sandwich en FGM avec diverses

conditions aux bords

Dans cette étude paramétrique et pour démontrer la fiabilite de la théorie proposée
[Abdelhak.z, 2016(a)], I'approche générale décrite dans les sections précédentes pour le
flambement mécanique de la plaque sandwich en FGM avec diverses conditions aux limites
(FCFC, CCCC, CSCS et SSSS) a été illustrée par des exemples numériques.

Pour la plaque sandwich étudiée, Les propriétés matérielles utilisées dans cette partie

sont donnés dans le tableau suivant :

Tableau (6.8) Propriétés matérielles de la plague sandwich en FGM

Propriétés Métal: Al Céramique : Al;03
E(G Pa) 70 380
14 0.3 0.3

Les résultats numériques sont présentés en termes des charges de flambement

) ) L — N a?
adimensionnelles défini comme : N=————
100 h’ E,

6.3.1 Validation des résultats

Afin de démontrer la validité de présente théorie raffinée des plaques a quatre
variables, des comparaisons sont faites entre les résultats obtenus a partir de la présente
théorie [Abdelhak.Z, 2016(a)] et ceux obtenus par ElI Meiche et al [El Meiche, 2011] et Thai
[Thai, 2014]. Comme indiqué dans les tableaux (6.9) et (6.10), on peut voir que les résultats de
cette théorie sont en bon accord avec les résultats publiés pour des plaques carrées en FGM

simplement appuyées soumise a une charge de compression uniaxiale et biaxiale.

A partir des résultats obtenus, On constate que la charge critique de flambement est
inversement proportionnelle & I’indice d’homogénéité du matériau, qui est due a la diminution
de la quantité de céramique et ’augmentation de métal ce qui influe sur la rigidité de la
plaque sandwich. En général, les plaques entierement en céramique donnent les plus grandes
valeurs des charges de flambement. La configuration 1-2-1 a donnée la grande valeur de la

charge critique de flambement et la petite charge est obtenue par la configuration 1-0-1.
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Tableau (6.9) Charge dimensionnelle de flambement N des plaques sandwichs
carrées simplement appuyée soumise a une compression uniaxiale (y, =-1

7,=0a/h=10)
f o Configuration des plaques

k Théorie 1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 | 1-2-1
HSDT|[Thai, 2014] 13.0055 13.0055 13.0055 13.0055 | 13.0055
0 | NFSDT[E]l Meiche, 2011] 13.0045 13.0045 13.0045 13.0045 | 13.0045
Présente 13.0093 13.0093 13.0093 13.0093 | 13.0093

HSDT 7.3638 7.9405 8.4365 8.8103 9.2176

0.5 NFSDT 7.3634 7.9403 8.4361 8.8095 9.2162
Présente 7.3677 7.9438 8.4386 8.8253 9.2175

HSDT 5.1663 5.8394 6.4645 6.9495 7.5072

1 NFSDT 5.1648 5.8387 6.4641 6.9485 7.5056
Présente 5.1602 5.8427 6.4665 6.9809 7.5066

HSDT 2.6568 3.0414 3.5787 41116 4.7346

5 NFSDT 2.6415 3.0282 3.5710 4.1024 4.7305
Présente 2.6621 3.0456 3.5818 4.1856 4.7352

HSDT 2.4857 2.7450 3.1937 3.7069 4.2796

10 NFSDT 2.4666 2.7223 3.1795 3.6901 4.2728
Présente 24916 2.7498 3.1973 3.78793 | 4.2808

Tableau (6.10) Charge critique de flambement N des plaques sandwichs carrées
simplement appuyée en FGM soumise a une compression Biaxiale (y, =-1

17,=-1, a/h=10)

L Configuration des plaques
k| Théorie 1-0-1 | 2-1-2 | 1-1-1 | 2-2-1 | 1-2-1
HSDT[Thai, 2014] 6.5028 | 6.5028 | 6.5028 | 6.5028 | 6.5028
0 | NFSDT[EI Meiche, 2011] 6.5022 | 6.5022 | 6.5022 | 6.5022 | 6.5022
Présente 6.5046 | 6.5046 | 6.5046 | 6.5046 | 6.5046
HSDT 3.6819 | 3.9702 | 42182 | 4.4051 | 4.6088
0.5 NFSDT 3.6817 | 3.9702 | 42181 | 4.4047 | 4.6081
Présente 3.6839 | 3.9719 | 4.2193 | 4.4126 | 4.6088
HSDT 2.5832 | 2.9197 | 3.2323 | 3.4748 | 3.7536
1 NFSDT 2.5824 | 2.9193 | 3.2320 | 3.4742 | 3.7528
Présente 2.5851 | 2.9214 | 3.2332 | 3.4904 | 3.7533
HSDT 1.3284 | 1.5207 | 1.7894 | 2.0558 | 2.3673
5 NFSDT 1.3208 | 1.5141 | 1.7855 | 2.0512 | 2.3652
Présente 13310 | 1.5228 | 1.7909 | 2.0928 | 2.3676
HSDT 1.2429 | 1.3725 | 1.5969 | 1.8534 | 2.1398
10 NFSDT 1.2333 | 1.3612 | 1.5897 | 1.8450 | 2.1364
Présente 1.2458 | 1.3749 | 1.5986 | 1.8939 | 2.1404

L’influence de type d’appuis sur la charge critique de flambement des plaques
soumises a une compression biaxiale est montrée dans le tableau 6.11. On remarque que, les
plaques sandwichs simplement appuyées donne la plus faible valeur par rapports aux autres
conditions aux bords ce qui signifié que le changement de type d’appuis influe sur la réponse

mécanique en flambement de la plague sandwich en FGM.
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Tableau (6.11) Charge critique de flambement des plaques sandwichs carrées en
FGM avec diverses conditions aux bords, a/ h=10.

Condition Ny Configuration des Plaques
aux limites 1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1

0 6.5046 6.5046 6.5046 6.5046 6.5046

0.5 3.6839 3.9719 4.2193 44126 4.6088

5SSS 1 2.5851 2.9214 3.2332 3.4904 3.7533
2 1.7797 2.0833 2.4052 2.6995 2.9935

5 1.3310 1.5228 1.7909 2.0928 2.3676

10 1.2458 1.3749 1.5986 1.8939 2.1404

0 11.9569 11.9569 11.9569 11.9569 11.9569

0.5 6.8664 7.4006 7.8535 8.2187 8.5600

SCS 1 48486 5.4784 6.0548 6.5607 7.0068
2 3.3539 3.9294 45298 5.1349 5.6160

5 2.5085 2.8840 3.3889 4.0383 44621

10 2.3367 2.6054 3.0297 3.6764 4.0412

0 15.9404 15.9404 15.9404 15.9404 15.9404

0.5 9.2481 9.9649 10.5667 11.0326 11.4988

cecc 1 6.5612 7.4124 8.1837 8.8220 9.4482
2 45549 5.3400 6.1489 6.9016 7.6011

5 3.4068 3.9315 4.6170 5.4105 6.0602

10 3.1619 3.5533 4.1323 49161 5.4961

0 18.6306 18.6306 18.6306 18.6306 18.6306

0.5 10.8843 11.7258 12.4273 12.9730 13.5088

FCEC 1 7.7469 8.7513 9.6548 10.4128 11.1287
2 5.3917 6.3238 7.2760 8.1828 8.9761

5 4.0326 4.6659 5.4771 6.4469 7.1736

10 3.7335 4.2184 49061 5.8695 6.5120

La figure (6.4) représente la variation de la charge critique de flambement
adimensionnelle des différentes configurations des plaques sandwichs sous une charge de
compression biaxiale en fonction de I’indice de fraction volumique k. Le rapport d'épaisseur
de la plaque a/h est pris égal a 10. On peut voir que I'augmentation de 1’indice de la loi de
puissance k conduit a une réduction de la charge de flambement. Cela est d0 au fait que les
grandes valeurs de I’indice de puissance k correspond a un faible pourcentage de la quantité
de céramique dans la plaque sandwich. Autrement dit, I'augmentation de I'indice de puissance
k réduit la rigidité de la plaque en raison de la grande quantité du métal par rapport a la
quantité de la céramique, et, par consequent, une réduction de la charge de critique de

flambement.
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Figure (6.4) Effet de l'indice de puissance K sur la charge critique de flambement
N des plaques carrées sous chargement de compression biaxial
(7/1 =y,=—la= 10h) :

Afin de voir l'effet de la déformation de cisaillement sur la charge critique de
flambement, la figure 6.5 représente la variation de la charge critique de flambement des
plaques sandwich en FGM soumise a une compression biaxiale en fonction du rapport a/h
pour un indice de puissance k=1. La charge critique adimensionnelle de flambement est
obtenue pour la théorie raffinée et la théorie CPT. Comme la théorie classique de plaque CPT
néglige les déformations de cisaillement, elle surestime la charge critique de flambement. La
différence entre la présente théorie et la CPT est significative pour les plaques épaisses et
modérément épaisses, mais négligeable pour les plagues minces a/h > 20. Ceci signifié que la
prise en considération des déformations de cisaillement réduit la charge de flambement, et
I’effet de déformations de cisaillement est considérable pour les plaques épaisses et

négligeables pour les plaques minces.
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Figure (6.5) Effet des deformations de cisaillement sur la charge critique de
flambement N des plaque carrées soumise a une compression biaxiale k = 1

L'effet des conditions d’appuis sur la charge critique de flambement est représenté sur
la figure 6.6. On observe que les plaques les plus rigides et les plus souples correspondent a
ceux de FCFC et SSSS, respectivement. Pour les conditions aux limites CSCS et CCCC, les

résultats prennent des valeurs intermédiaires.

14 FCFC
12 4 CcccC
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CSscs
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2
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Figure (6.6) Effet des conditions d’appuis sur la charge critique de flambement N
de la plaque (1-3-1) sous chargement de compression biaxiale k = 1
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6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, la stabilité au flambement thermique et mécanique des plaques
sandwich fonctionnellement graduées sujettes aux divers chargements a été étudiée sur la
base de la théorie raffinée de déformation de cisaillement. Par la division du déplacement
transversal en deux composantes une de flexion et l'autre de cisaillement, le nombre

d’inconnus et des équations d’équilibre a été réduit a quatre.

Une tres bonne corrélation a été trouvée entre les résultats de la présente méthode
et ceux de la littérature. Plusieurs études paramétriques ont été menées pour monter les

effets des différents parametres sur la charge critique de flambement.

Finalement, il est a noter que la solution proposée est non seulement fiable mais
aussi une approche facile pour simuler le comportement au flambement des plaques FGM

avec diverses conditions aux bords.
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Conclusion Géneérale

Les travaux présentés dans cette thése s’inscrivent dans une suite logique des travaux

précédents menés au Laboratoire des Matériaux et Hydrologie de ’UDL de S.B.A

Dans le cadre de cette étude, une théorie raffinée de déformation de cisaillement des
plaques sandwich est utilisée pour étudier le flambement thermique et mécanique des plaques
sandwich fonctionnellement graduées avec diverses conditions aux limites. La théorie ne
contient que quatre déplacements inconnus et satisfaite les conditions de nullité des

contraintes sur les bords.

L’objectif de ce travail a été d’apporter une contribution a 1’analyse de comportement

des plaques sandwich en FGM au flambement sous divers condition d’appuis.

Pour ce faire, nous avons développé notre travail suivant deux axes :

Premiérement, nous avons utilisé un modéle analytique basé sur la théorie raffinée a
quatre variables avec une fonction de cisaillement parabolique, pour 1’analyse de flambement
thermique des plaques sandwichs en FGM sous divers chargement thermique uniforme,
linéaire et non linaire a travers 1’épaisseur avec diverses conditions aux limites. L’étude
paramétrique menée a démontré que la géométrie de la plaque représentée par les rapports
d’épaisseur, le type de la charge thermique, le paramétre du non linéarité¢ thermique ont une
trés grande influence sur la charge critiqgue de flambement. Pour valider ce modele, nous
avons comparé les résultats obtenus aux résultats des autres modeles proposés dans la

littérature.

Deuxiemement, nous avons étudié le comportement du flambement des plaques
sandwichs en FGM avec diverses conditions aux bords, on utilisant une fonction de
cisaillement exponentielle. Dans cette étude, les propriétés matérielles varient a travers
I'épaisseur de la plaque seulement selon une distribution de loi de puissance (P-FGM). Les
équations d’équilibres ont été trouvées en utilisant le principe d’énergie des travaux
virtuels. La méthode des variables séparés est utilisée pour la résolution des équations
d’équilibres. Les charges critiques de flambement ont été trouvées en résolvant un

systéeme de valeur propre. Pour valider ce modéle, nous I’avons comparé avec autres issus
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de la littérature. Toutes les études comparatives ont démontrées que les charges critiques
de flambement obtenues en utilisant la présente théorie (avec quatre inconnus) et les
autres théories de déformation de cisaillement d'ordre éleve (cing inconnus) sont presque

identiques. Par conséquent, on peut déduire les points suivants :

- les plaques entierement en céramique donnent les plus grandes charges critiques de
flambement ;

- les charges critiques de flambement diminuées avec la diminution de la rigidité du
matériau qui est due a la diminution du pourcentage de céramique et 1’augmentation

de la quantité de métal, et aussi de I'épaisseur du ceeur ;

- la charge critique de flambement adimensionnelle N augmente progressivement avec

le rapport a/h de la plaque ;

- Lacharge critique de flambement uniaxiale est le double de celui de la charge biaxiale
dans le cas des plagues simplement appuyeées et encastré sur les quatre bords quelle

que soit la valeur de I’indice de puissance k de la fraction volumique ;

- les plaques les plus rigides et les plus souples correspondent a ceux de FCFC et SSSS,
respectivement. Pour la plaque sandwich FGM avec des conditions aux limites

intermédiaires, les résultats prennent des valeurs intermédiaires ;

- la prise en considération des déformations de cisaillement réduit la charge de
flambement, et D’effet de déformations de cisaillement est considérable pour les

plaques épaisses et négligeables pour les plaques minces.

En perspective, il est prévu d’appliquer le modéle d’ordre élevé a quatre variables pour
le calcul de différentes formes de structures FGM sous la combinaison des différents types de
chargement (vibratoire, hygrothermique) et en tenant compte des changements dans les

propriétés matérielles des matériaux constitutives di a la température.

En plus, il serait tres intéressant d’étudier I’influence des défauts de fabrication a
savoir la porosité sur la réponse globale des plagues sandwich en FGM sous différentes

sollicitations et différentes conditions d’appuis.

En fin, On espére que ce modeste travail reflete la modeste contribution de notre
laboratoire dans le domaine de recherches des matériaux composites en matériaux a gradient
de propriétés FGM et précisément leurs comportement vis-a-vis le flambement thermique et

mécanique.
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