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Chapitre 1

Introduction général

Le principal souci en statistique est la modélisation pour expliquer le comporte-
ment de phénomènes aléatoires, et comprendre le hasard et réduire les incertitudes.
Les processus aléatoires ont ainsi fourni des modèles pour analyser de nombreuses
données issues de l’économie (time-series analysis of imports, exports and other
economic variables , 1971), la biologie (the autocorrelation curves of schizophrenic
brain waves and the power spectrum, 1960), la sociologie, la météorologie (time-
series regression of sea level on weather, 1968). . . En particulier, de nombreuses
méthodes d’estimation ont été développées pour les séries chronologiques. Plusieurs
méthodes ont plus récemment permis d’étudier des processus indexés par des espaces
fonctionnel autres que l’espace de dimension fini.

Sont ces questions de statistiques en dimension infinie au centre d’une dynamique
autour des statistiques fonctionnelles (voir notamment, Bosq D.(2000),. . . ). leur mo-
tivation principal sont en particulier, l’estimation et la prévision à temps continu. Le
fait de considérer des observations dans des espaces fonctionnels plusieurs auteurs
se sont intéressé : Bosq (1981), Pumo (1993), Merlevéd F.(1995), Mourier (1953),
Rozanov (1971) Allam-Mourid (2001) ,. . . . De nombreuses applications ont été me-
nées dans différents domaines : Consommation d’électricité – Prévision du nombre
annuel de voyageurs – Prévision d’un trafic routier a un carrefour – Etude des élec-
trocardiogrammes de malades . . . Ce qui amène à considérer la classe des processus
autorégressifs-moyenne mobiles ARMA(p, q) à valeurs dans un espace Banach ou
Hilbert , qui généralise en dimension infinie les modèles classiques.

Les problèmes de la statistique impliqués dans la modélisation par des variables
aléatoires à valeurs dans un espace de dimension infinie connaît un intérêt croissant
dans les statistiques paramétriques et non paramétriques. L’étude des modèles non
paramétrique et beaucoup plus récents que ceux des cas paramétrique. Pour le cas
des modèles linéaires lorsque les observations sont à valeurs dans les espaces de
dimension finie (habituellement Rd, d = 1, 2..) il ya un grand nombre de travail sur
le problème de l’estimation fonctionnelle non paramétrique par exemple : Ramsay
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRAL

et Silvrman (2002 ) , Bosq (2000) ou Mourid (1999, 2002). En statistique, toute
quantité calculable à partir des observations est appelée estimateur. L’estimation
d’une telle quantité relève donc des statistiques non paramétriques, qui ont pour but
d’estimer une fonction, plutôt qu’un paramètre deRd, il s’agit ensuite de mesurer la
qualité de cet estimateur.

Cette thèse a pour objet l’étude de certaines problème lié à la statistique des pro-
cessus linéaires possédant une représentation autorégressive-moyenne mobile dans
le cas indépendant et le cas dépendant. Ce qui amène à étudier le comportement
asymptotique d’une moyenne mobile Xk dans le cas mélangeant, en effet nous nous
proposons d’étendre certains résultats existants pour ce processus de cas indépen-
dant au cas ψ − mélangeant . Sous les hypothèses d’indépendance, de nombreux
résultats ont été obtenus pour le processus moyenne mobile Xk par exemple, Ibragi-
mov (1962) a établi le théorème central limite, Burton et Dehling (1990) ont obtenu
un principe de grandes déviations pour Xk et Liet al. (1992) ont obtenu le résultat
suivant sur la convergence complète. Sous l’hypothèse de la dépendance, peu de ré-
sultats pour Xk sont connus, Zhang (1996) a étendu un résultats importants de cas
i.i.d au ces φ−mélangent et Baek, Kim, et Liang (2003) ont examiné la convergence
complète des processus moyenne mobile Xk sous l’hypothèse Négativement Associé
.

Dans cette thèse nous présentons des résultats sur un modèle linaire fonction-
nel (ARH(1)) obtenus par D.bosq (2000) ,dont nous nous consacrons aux résultats
d’estimation des operateurs linéaires lié a ce modèle, et leurs comportement asymp-
totique.

1.1 Variables fonctionnelles
La statistique fonctionnelle occupe désormais une place importante dans la re-

cherche en statistique. Il s’agit de la modélisation statistique des données qui sont
des courbes supposées observées sur toutes leurs trajectoires. Ceci est pratiquement
possible en raison de la précision des appareils de mesures modernes et de l’impor-
tante capacité de stockage qu’offrent les systèmes informatiques actuels. Il est facile
d’obtenir une discrétisation très fine d’objets mathématiques tels que des courbes,
surfaces,..... Ce type de variables se retrouve dans de nombreux domaines, comme la
météorologie, la chimie quantitative, la biométrie, l’économétrie ou l’imagerie médi-
cale. Parmi les ouvrages de référence en la matière, on peut citer les monographies
de Ramsay et Silverman (1997) pour les aspects appliqués, Bosq (2000) pour les as-
pects théoriques, Ferraty et Vieu (2006) pour une étude non paramétrique et Ferraty
et Romain (2011) pour des développements récents.

7



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRAL

1.2 Cadre général de la thèse
Notre thèse se présenté en quatre parties :

La première partie (chapitre 2), nous présentons des définitions et nous rappelons les
modèles et quelques propriétés des processus MA(q), AR(p) et ARMA(p, q). Ainsi,
nous considérons deux classes d’estimateurs(estimateurs des moindres carrées et
Maximum de vraisemblance ) pour des modèles statistiques généraux .

La seconde partie (chapitre 3) nous présentons des résultats sur les processus au-
torégressifs d’ordre supérieur à valeurs dans un espace de Banach réel séparable
ARB(p) obtenus par T.Mourid dans sa thèse. sous une condition sur le polynôme
d’auto-régression , équivalente à une condition sur le rayon spectral d’un opérateur
matriciel, on a l’existence d’un processus autorégressifs Banachiques strictement
stationnaire. Nous donnons les propriétés principales des opérateurs de covariance
et de covariances croisée d’un processus ARB(p).

La troisième partie ( chapitre 4) nous nous intéressons à l’estimation et la prévision
d’un processus autorégressifs d’ordre un dans un espace de Hilbert H directement
issu des travaux de (D. Bosq ). En rappelant les principaux résultat sur les processus
linéaires hilbertiens, avec ses propriétés asymptotique. Et nous traitons l’estimation
des opérateurs d’auto-covariance et d’Auto-corrélation et nous établissons leurs pro-
priétés asymptotiques ( théorèmes limites : loi des grands nombres, convergence...).

La dernière partie (qui contient les chapitres 5 et 6 ), nous démontrons la convergence
complète et la Convergence complète du moment d’une moyenne mobile i.e. :

{
n∑
k=1

∞∑
i=−∞

ai+kYi/n
1/t;n ≥ 1}

dans certaines conditions convenables. c.à.d : dans le cas mélangenat (le cas de
depedance de {Yi,−∞ < i <∞} ), dont le corps est constitué par les articles publiés
“ Complete Convergence of Moving Average Processes Withψ-Mixing Sequences.
”[2].
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRAL

1.3 Résumé
Nous nous intéressons dans cette thèse aux méthodes d’estimation paramétriques

de certains caractéristiques pour un processus Autorégressifs ainsi qu’à leurs ap-
plications ce qui amène à étudier le comportement asymptotique d’une Moyenne
mobile de ce processus dans le cas mélangeant. Nous introduisons dans un premier
chapitre une famille d’estimateurs et quelques propriétés des processus ARMA. En-
suite nous représentons des résultats sur les processus Autorégressifs Banachique
ARB(p). Puis nous intéressons à l’estimation et la prévision d’un processus Au-
torégressifs dans un espace de Hilbert. Enfin nous démontrons quelque mode de
convergence d’une Moyenne mobile dans le cas ψ −mélangeant.

1.4 Summary
We interested in this thesis to parametric estimation methods for a certain cha-

racteristic autoregressive processes and their applications which brings to study the
asymptotic behavior of a moving average of this process in the mixing case. We
introduce in the first chapter a family of estimators and some properties of ARMA.
Then we represent the result on Banach autoregressive process ARB(p). Then we
are interested in estimating and predicting a autoregressive process in a Hilbert
space. Finally we show how some convergence of moving average, in ψ −mixing it
appropriat.

1.5 Liste des travaux

Publications
1. AZZOUZI B., RABHI A., BENAISSA S.(2015) : Complete Convergence of

Moving Average Processes With ψ-Mixing Sequences. International Journal of
Statistics and Economics. Vol. 16, Issue 2, 1-6.

2. Complete Moment Convergence of Moving Average Processes Under ψ−Mixing
Assumptions, (soumis.)

Communications
1. « 8th World Congress in Probability and Statistics», July 9-14 2012, Istanbul,

Turkey :“ Parametric estimation of moving average the ML method”
2. «Physics and Mathematics of Nonlinear Phenomena», 2013 22 - 29 June 2013,

Gallipoli (Italy).
3. Roman Summer School and Workshop “KAM theory and dispersive PDE’s” ,

September 1-11 2014 ,University of Roma “La Sapienza” (Italy).
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Chapitre 2

Généralités sur les processus
linéaires et estimateurs
paramétriques

Dans ce chapitre nous présentons des définitions et nous rappelons les modèles et
quelques propriétés des processus MA(q), AR(p) et ARMA(p,q). Ainsi, nous consi-
dérons deux classes d’estimateurs (estimateurs des moindres carrées et Maximum
de vraisemblance ) pour des modèles statistiques généraux .
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CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LES PROCESSUS LINÉAIRES ET
ESTIMATEURS PARAMÉTRIQUES

Introduction
La théorie des séries temporelles (ou chronologiques) est appliquée de nos jours

dans des domaines aussi divers que l’économétrie, la médecine ou la démographie,
pour n’en cité qu’une petite partie. Une série chronologique est une suite de données
formée d’observations au cours du temps : l’évolution du nombre de voyageurs uti-
lisant le train, à l’accroissement relatif mensuel de l’indice des prix ou encore à des
phénomènes naturels (comme le nombre de taches solaires). La définition mathéma-
tique d’une série chronologique est la donnée d’une famille de variables aléatoires
(X(t), t ∈ T ) définie sur un espace de probabilité, où T est un intervalle de temps
qui est discret (dans ce cas T= {1,2,3,. . . ,n } ).

Deux articles en 1927 ont ouvert une étude sur les processus auto-égressifs et
les moyennes mobiles : l’article de Yule[69] et celui de Slutsky[62] . Yule a introduit
dans la littérature les modèles autorégressifs, Les processus introduits par Yule de-
viendront les processus AR(p) et ceux introduits par Slutsky les processus MA(q).
L’analogie entre les deux processus sera même poussée plus loin lorsqu’il sera mon-
tré que les processus AR(p) et MA(q) sont respectivement des processus MA(∞)
et AR(∞), sous certains conditions. Plus généralement on peut montrer que tout
AR(p) peut avoir une représentation MA(1) et de manière duale, en peut exprimer
aussi toute MA(q) comme un AR(∞).

2.1 Processus stationnaires
Définition 2.1.1. le processus (X(t), t ∈ T ) est dit strictement ou fortement
stationnaire si pour toute partie définie (t2, t2, ..., tn) ∈ T et pour tout s > 0on a :

L (Xt1+s, Xt2+s, ..., Xtn+s) = L (Xt1 , Xt2 , ..., Xtn)

oùL (Y ) désigne loi de probabilité de Y.

Un processus (X(t), t ∈ T ) est dit faiblement stationnaire (ou stationnaire) si
i) E(Xt) = m <∞ ∀t (indépendant de t)
ii) E(Xt

2) <∞ ∀t
iii ) cov(Xs+h, Xt+h) = cov(Xs, Xt) ∀t, s, h

Lemme 2.1.2. Si (Xt) est fortement stationnaire et E(Xt
2) < ∞, alors Xt est

faiblement stationnaire. La réciproque est fausse en général.

Démonstration. Si (Xt) est fortement stationnaire alors
L (Xt) = L (Xt′) et donc E(Xt) = E(Xt′)
d’autre part, on a aussi ∀t, s, h ∈ T
L (Xt, Xs) = L (Xt+h, Xs+h) .Donc cov(Xt, Xs) = cov(Xt+h, Xs+h)
Donc Xtest faiblement stationnaire .

11



CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LES PROCESSUS LINÉAIRES ET
ESTIMATEURS PARAMÉTRIQUES

2.1.1 Fonction d’auto-covariance et fonction d’auto-corrélation
Pour un processus (Xt) faiblement stationnaire on definit :
i) la fonction

γX(h) = cov(Xt, Xt+h) h ∈ Z

dite fonction d’autocovariance de processus (ACVF).
ii) la fonction

ρX(h) = γX(h)/γX(0)

est dite fonction d’autocorrelation (ACF)
Propriétés :

1. γX(0) = σX
2 et |γX(h)| ≤ γX(0)

2. γX(h) = γX(−h)

3. ∀a1, a2, ....., an ∈ R, t1, t2, ..., tn∈ R ,
∑n
i=1

∑n
j=1aiajγX(ti − tj)≥0

Démonstration. Supposons que E(Xt) = 0. On a :
1. γX(0) = var(Xt) = σX

2 ≥ 0 et par l’inegalité de Cauchy-Shwartz :

|γX(h)| = |E(XtXt+h)|≤(E(Xt²))1/2(E(Xt+h²))1/2 = E(Xt²) = γX(0)

2. γX(h) = cov(Xt, Xt+h) , on pose t = t0 − h

γX(h) = cov(Xt0−h, Xt0) = cov(Xt0 , Xt0−h) = γX(−h)

3. 0≤var(
∑n
j=1ajXtj) = E(

∑n
i=1

∑n
j=1aiajXtiXtj) =

∑n
i=1

∑n
j=1aiajγX(ti −

tj).

Dans la classe des processus stationnaires il existe des processus particuliers qui
sont les processus bruit blanc (White noise).

Définition 2.1.3. Une suite de variable aléatoires (εt) constitue un bruit blanc
faible (resp fort) si :

E(εt) = 0 ∀t ∈ Z
E(εt²) = σ² est constante strictement positive
cov(εt, εs) = 0 si t6=s (resp εt sont iid)

Notation. :
Si (εt) un bruit blanc faible gaussien on notera (εt) ↪→WN(0, σ2)
Si (εt)est bruit blanc fort gaussien (εt) ↪→ IID(0, σ2)

12



CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LES PROCESSUS LINÉAIRES ET
ESTIMATEURS PARAMÉTRIQUES

2.2 Processus linéaires
Deux exemples importants dans la classe de processus linéaires sont les processus

autorégressifs (AR) et les processus moyennes mobiles (moving average MA). Les
processus ARMA sont des généralisations de MA et AR et sont très importants dans
la modélisation des séries chronologique

Définition 2.2.1. Une série temporelle (Xt)t∈Zest un processus linéaire si elle ad-
met une représentation

Xt =
∑∞

j=0
Ψjεt−j pour toutt, (εt) ↪→WN(0, σ²) et

∑∞

j=0
|Ψj | <∞

on definit B l’opérateur du retard sur une suite (Yt) par :

BYt = Yt−1 et BjYt = Yt−j

le processus linéaire (Xt)t∈Z peut s’écrire

Xt = Ψ(B)εt avec Ψ(B) =
∑∞

j=0
ΨjB

j

Proposition 2.2.2. Soit (Xt) un processus stationnaire centré et de fonction d’au-
tocovariance γX(.) et tel que

∑∞
j=0|Ψj | <∞

alors
Ψ(B)Xt =

∑∞

j=0
ΨjB

jXt =
∑∞

j=0
ΨjXt−j

où la série converge absolument (en prob) et en moyenne quadratique . Si Yt =
Ψ(B)Xt alors le processus (Yt) est stationnaire de centré et de fonction d’auto-
covariane

γY (h) =
∑∞

k=0

∑∞

j=0
ΨjΨkγx(h− j + k)

Démonstration. : Des conditions sur le processus (Xt) on a :

E(Xt) = 0, var(Xt) = γx(0) = σ² = E(Xt²).

d’autre part,

E(

∞∑
j=0

|Ψj ||Xt−j |) = E( lim
n→∞

n∑
j=0

|Ψj ||Xt−j |)...(1)

d’après le théorème de convergence monotone

(1) = lim
n→∞

n∑
j=0

|Ψj |E(|Xt−j |) <∞

en appliquant le critère de Cauchy
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E|
∑p

j=0
ΨjXt−j−

∑q

j=0
ΨjXt−j |² = E|

∑q

j=p
ΨjXt−j |² =

∑q

j=p

∑q

k=p
ΨjΨkE(Xt−jXt−k)..(2)

car
(
∑n

i=0
aj)² =

∑n

j=0

∑n

i=0
ajai

(2)≤E(Xt²)(
∑q
j=p|Ψj |)²→ 0qdp, q →∞

car
∑q
j=p |Ψj | <∞.

Ψ(B)Yt converge en moyenne quadratique. Si S désigne la limite de moyenne qua-
dratique donc d’après le Lemme de FATTOU

E|S−Ψ(B)Xt|² = Eliminf
n→∞

|S−
∑n

j=0
ΨjXt−j |²≤liminf

n→∞
E|S−

∑n

j=0
ΨjXt−j |² = 0

on conclut que la limite S et Ψ(B)Xt sont égales en probabilité d’où la 1ere condition
de la stationnarité (E(Yt

2) <∞) est vérifiée

ii) E(Yt) = E(
∑∞
j=0ΨjXt−j) =

∑∞
j=0ΨjE(Xt−j) = 0

iii) E(Yt+hYt) = E[(
∑∞
j=0ΨjXt+h−j)(

∑∞
k=0ΨkXt−k)]

=
∑∞
j=0

∑∞
k=0ΨjΨkE(Xt+h−jXt−k)

=
∑∞
j=0

∑∞
k=0ΨjΨkγx(h− j − k) = γY (h)

2.3 Processus ARMA (p,q)
Définition 2.3.1. Un processus linéaire stationnaire (Xt)centré est appelée ARMA(p,q)
p ≥ 0 ,q ≥ 0 s’il existe des constantes α1, ..., αp(αp 6= 0) et θ1, ..., θq(θq 6= 0) et un
processus (εt) un bruit blanc (faible) tels que :

Xt −
∑p

k=1
αkXt−k = εt +

∑q

j=1
θjεt−j .

Pour p = q = 0 on a
Xt = εt

un processus ARMA(0,0) est un bruit blanc faible. Deux classes de processus ARMA
que nous étudierons dans un premier temps sont ceux pour les quels un des deux
paramètres p ou q est nul.

Si p = 0 et q > 0, un processus ARMA(0,q) noté MA(q) est de la forme

14
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Xt = εt +
∑q

j=1
θjεt−j

où
εt ↪→ N(0, σ2)

ce processus est appelé processus moyenne mobile d’ordre q .
Si p>0 et q=0, un processus ARMA(p,0), noté AR(p), est de la forme

Xt = εt +
∑p

k=1
αkXt−k

où
εt ↪→ N(0, σ2)

ce processus est appelé processus autorégressif d’ordre p.

2.4 Processus AR(p)
Les processus AR(p) forment une classe de modèles pour de nombreux phéno-

mènes observés, ils sont définis implicitement par la relation :

Xt = εt +
∑p

k=1
αkXt−k.

Cette définition pose quelques problèmes : Le processus est-t-il stationnaire ? Quelle
est sa forme explicite ?

Soit B l’opérateur du retard

BXt = Xt−1,∀t ∈ Z B0Xt = Xt BjXt = Xt−j

nous avons

Xt −
∑p

k=1
αkXt−k = εt ⇔ (1− α1B − ...− αpBp)Xt = εt ⇔ α(B)Xt = εt

où
α(B) = (1− α1B − ...− αpBp)

2.4.1 Stationnarité et invisibilité
Un processus (Xt) satisfaisant une représentation AR est toujours inversible par

définition, ce résultat indique que tout processus AR peut être inversé .
On va étudier la stationnarité et donné des conditions sur les paramètres αk.

CAS :AR(1)
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Proposition 2.4.1. soit (Xt) un processus autorégressif d’ordre 1

Xt = αXt−1 + εt (2.4.1)

avec (εt) un bruit blanc fort gaussien , E(Xsεt) = 0.
Si |α| < 1
alors il existe une solution unique stationnaire de l’équation (2.4.1) donnée par :

Xt =
∑∞

j=0
αjεt−j

Démonstration. :
Existence :
Soit B l’opérateur du retard, on a d’aprés l’equation (2.4.1) on obtient
Xt − αXt−1 = εt ⇔ (1− αB)Xt = εt.
Si |α| < 1 l’opérateur (I − αB) est inversible d’inverse

∑
j α

jBj :

(1−αB)lim
∞

(1+αB+....+αjBj) = lim
∞

(1+αB+...+αjBj−αB−αjBj−αj+1Bj+1)

= lim
j→∞

(1− αj+1Bj+1)

= I car lim
j→∞

αj = 0 quand |α| < 1

donc
Xt = (1− αB)−1εt (2.4.2)

(1− αB)−1εt = lim
j→∞

(1 + αB + .......+ αjBj)εt

d’aprés l’equation (2.4.2) on a Xt =
∑∞
j=0α

jBjεt =
∑∞
j=0α

jεt−j
et d’après la proposition 1.5 on a (εt) un processus stationnaire et

∑∞
j=0 |αj | <∞

c’est
une série geometrique (|α| < 1).
Finalement

Xt =
∑∞

j=0
αjεt−j

est stationnaire et de fonction d’autocovariance

γX(h) =
∑∞

j=0
αjαj+hσ² = ((σ²αh)/(1− α2))

Unicité : Supposons qu’il existe un autre processus (Yt) tq :

Yt = αYt−1 + εt = εt + αεt−1 + α²Yt−2

= εt + αεt−1 + ...+ αkεt−k + αk+1Yt−k−1
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or (Yt) est stationnaire, alors E(Yt
2) est finie et indépendant de t

E(Yt −
∑k

j=0
αjεt−j)² = α2(k+1)E(Yt−k−1)→0 quand k →∞

donc Yt =
∑∞
j=0 α

jεt−j
et alors Yt = Xt p.s

Proposition 2.4.2. (Xt) est un processus autorégressif d’ordre p stationnaire si et
seulement si les racines du

A(z) = 1−
∑p

k=1
αkz

k

sont en module supérieur strictement à 1.

Démonstration. Cas AR(1) :

Xt = αXt−1 + εt ⇔ (1− αB)Xt = εt

montrer que (Xt) est stationnaire ? si et seulement si la racine de (1−αz) supérieur
stricte à 1. La racine de

A(z) = 1− αz est z = (1/α)

c.a.d (Xt) est stationnaire si et seulement si

|α| < 1.

D’aprés la proposition1.2.2 on a la 1ére implication, il nous reste la 2éme implication
c.a.d : si (Xt) est stationnaire alors |α| < 1

on a : Xt = αXt−1 + εt ⇔ Xt² = α²X2
t−1 + ε2

t + 2αXt−1εt
donc E(Xt²) = α2E(Xt−1²) + E(εt²)⇔ (1− α2)γX(0) = σ²

⇒ (1− α2) > 0⇒ α2 < 1⇒ |α| < 1.

Cas AR(p) :

soit Xt = α1Xt−1 + ...+ αpXt−p + εt ⇔ α(B)Xt = εt
où α(B) = 1− α1B − ....− αpBp
on ecrit Xt = α−1(B)εt si α(B) est inversible

considérons α(z) tel que :

α(z) = (1− λ1z)(1− λ2z)....(1− λpz) =
∏p
i=1(1− λiz)

α−1(z) = 1/α(z) =
∑p
i=1Ki/(1− λiz)

donc Xt = α−1(B)εt =
∑p
i=1Ki(1− λiB)−1εt
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comme dans le cas de AR(1) il faut et il suffit que |λi| < 1 pour la stationnarité. Et
1/λi sont des racines de

A(z) = (1− λ1z)(1− λ2z)....(1− λpz) = 1−
∑p

k=1
αkz

k

ainsi
|1/λi| > 1.

2.4.2 Fonction d’auto-corrélation : les équations de Yule-Walker
De

Xt = α1Xt−1 + ....................................+ αpXt−p + εt

on a, pour h > 0 :

Xt−hXt = α1Xt−hXt−1 + .........+ αpXt−hXt−p +Xt−hεt

donc
EXt−hXt = α1EXt−hXt−1 + ..+ αpEXt−hXt−p + EXt−hεt
⇔ γh = α1γh−1 + α2γh−2 + ........................+ αpγh−p

avec
E(Xt−hεt) = 0 et ρh = γh/γ0

où ρh est la fonction d’autocorrection et γh est la fonction d’autocovariance
ainsi

ρh = α1ρh−1 + α2ρh−2 + ...+ αpρh−p et γ0 = E(XtXt).

De meme

XtXt = α1XtXt−1 + ...........................+ αpXtXt−p +Xtεt

donc
E(XtXt) = γ0 = α1γ2 + α2γ2 + .........................+ αpγp.

Les equations de Yule-Walker :
Si

h = 1, 2, .................................p
ρ1 = α1 + α2ρ1 + .....+ αpρp−1

ρ2 = α1ρ1 + α2 + .....+ αpρp−2

.

.

.

.
ρh = α1ρp−1 + α2ρp−2 + ..+ αp.

18



CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LES PROCESSUS LINÉAIRES ET
ESTIMATEURS PARAMÉTRIQUES

Ce système peut s’écrire sous forme matricielle

α =


α1

α2

αp

 %p =


ρ1

ρ2

ρp



Pp =


1 ρ1 ρ2 . . ρp−1

ρ1 1 ρ1 . . ρp−2

. .

. .
ρp−2 ρp−2 . . . .


α = P−1

p %p . Elles relient les paramètres αp du processus autoregressif a la
fonction d’autocorrection théorique,qui définit %p et Pρ

2.5 Processus MA(q)
Les processus MA(q) apparaissent naturellement comme un cas particulier d’un

processus linéaire

Définition 2.5.1. Un processus à moyenne mobile d’ordre q est définit par :

Xt = εt −
∑q

j=1
θjεt−j

où (εt) est Bruit Blanc Fort suit N(0, σ2) et t ∈ Z avec θ0 = 1 et E(Xt) = 0 .
On peut ecrire :

Xt = (1− θ1B − ...− θqBp)εt
= θ(B)εt................(2)

où B est l’opérateur du retard BYt = Yt−1

2.5.1 Stationnarité et inversibilté
Un processus (Xt) MA(q) est toujours stationnaire car il n’est autre qu’une

somme pondérée de bruits blanc (i.i.d).

Définition 2.5.2. Si (Xt) est un processus MA(q), on dit que Xt est inversible
lorsqu’il existe une suite Ψj avec

∑
j |Ψj | <∞ tel que

εt =
∑∞

j=0
ΨjXt−j .
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Proposition 2.5.3. Un processus (Xt) MA(q) est inversible lorsque toutes les ra-
cines du polynome θ(B) notées αj ∈ C ∀j ≤ q sont en module strictement supérieur
à 1.

θ(B) =

q∏
j=1

(1− 1

αj
B) et |αj | > 1 ∀j

Démonstration. La démonstration est faite de la même façon que dans la section
précédente (stationnaire de AR) en échangeant uniquement les εt par Xt alorsla
relation (2) implique sous des conditions sur θ discutées

Cas MA(1) : Soit
Xt = θ(B)εt = (1− θB)εt

par inversion du polynôme θ(B) , on peut exprimer Xt sous la forme d’un AR(∞) :

εt = θ−1(B)Xt.

De la même façon que précédente on montre que si |θ| < 1, θ(B) inversible et son
inverse

(1− θB)−1 =
∑∞

j=0
θjBj

donc θj = Ψj avec
∑∞
j=0|Ψj | < ∞ ⇔

∑∞
j=0|θj | < ∞ C’est une série géométrique

convergente ssi |θ| < 1 .Donc

εt = θ−1(B)Xt =
∑∞

j=0
θjXt−j

α1 = 1/θ est la racine du polynôme θ(z) = (1− θz).

Cas MA(q) :

θ(B) =

q∏
j=1

(1− 1

αj
B),

posons
1

αj
= λj ⇒ θ(B) =

q∏
j=1

(1− λjB),

donc si |λj | < 1 , θ(B) inversible et son inverse :

θ−1(B) =
∑q

j=1
Mj(1− λjB)−1,
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αj = 1
λj

les racines de θ(z) sont strictement supérieur à 1 en module alors :

εt =
∑q

j=1
Mj(1− λjB)−1Xt

Remarque. Ce résultat indique qu’un processus (Xt) de MA(q) peut être exprimé
sous la forme AR(∞) si le polynôme θ(B) est inversible c’est-à-dire si les racines de
θ(z) sont toutes supérieur à 1 en module.

2.5.2 Fonction d’auto-corrélation
La fonction d’autocovariance de MA(q) est :

γh = E[(εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q)(εt−h − θ1εt−h−1 − ...− θqεt−h−q)]

avec E(εtεt´) = 0 , t 6= t´

γ0 = (1 + θ2
1 + .........................+ θ2

q)σ
2
e

γ1 = (−θ1 + θ1θ2...........+ θq−1θq)σ
2
e

.

.

.

.
γh = (−θh + θ1θh..........+ θq−hθq)σ

2
e

ρh =

{
−θh+θ1θh.......................+θq−hθq

1+θ21+...............................+θ2q

0 si h > q

2.6 Estimateurs des moindres carrés
Soit (z1, y1), ..., (zn, yn) un nuage de points dans R2. IL s’agit de trouver la

meilleure droite
y = θ0 + θ1z

pour approximer les observations y1, ...., yn d’une variable dépendante y prise aux
valeurs fixes z1, ...., zn de la variable indépendante z .Les estimateurs des moindres
carrés ordinaires (OLS) θ̂0, θ̂1de θ0, θ1 sont definis par la minimisation de la somme :

S(θ0, θ1) :=
∑n

t=1
(yt − θ0 − θ1zt)²

la quantité S(θ0, θ1) est identique à la distance carré euclidienne entre y et θ0I+θ1zt
i.e :

S(θ0, θ1) = ‖y − θ0I + θ1zt‖2
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où

z = t(z1, ...., zn)
I = t(1, ......., 1)
y = t(y1, ...., yn).

Posons les dérivées partielles de S par rapport à θ0 et θ1 égales à zéro, nous trouvons
le vecteur θ̂ = (θ̂0, θ̂1) qui satisfait « les équations normales » :

tZZθ̂ = tZy

où Z est la matrice de dimension (nx2) : Z=(I,z).
On a :

S(θ)≥0 et S(θ)→∞ qd ‖θ‖ → ∞
donc les équations normales ont aux moins une solutions.

En effet : Si θ̂(1), θ̂(2) sont deux solutions de les équations normales alors un
calcul simple

montre cela :

(θ̂(1) − θ̂(2)) tZZ(θ̂(1), θ̂(2)) = 0 ie Zθ̂(1) = Zθ̂(2)

la solution des équations normales est unique si et seulement si la matrice tZZ est non
singulière. Mais les calculs précédents montrent cela même si tZZ est singuliere le
vecteur y = Zθ des valeurs adaptées est le même pour n’importe quel θ solution des
équations normales. L’argument juste donné s’applique également bien à l’estimation
des moindres carrées pour le modèle linéaire générale.

Donné un ensemble de point

(zt1, ...., ztm, yt) t = 1, ....., n tq m≤n

les estimateurs des moindres carrées

θ̂ = (θ̂1, ....., θ̂m) de θ = (θ1, ....., θm)

rendent maximum

S(θ) =
∑n
t=1(yt − θ1zt1 − .....− θmztm)2

=
∥∥y − θ1z

(1) − .....− θmz(m)
∥∥2

où
y = t(y1, ...., yn)
z(j) = t(z1j ., znj)

j = 1, ...,m

comme dans le cas spécial précédent le θ̂satisfait les équations :

tZZθ̂ = tZy
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où Z la matrice (n×m) ,Z = (z(1), .., z(m)). La solution de cette équation est unique
si et seulement si le tXX est non singulière. Dans ce cas :

θ̂OLS = (tZZ)−1 tZy

si tZZ est singulier, il ya infinité de solutions θ̂ mais le vecteur des valeurs adaptée
Zθ̂ est le même pour tous.

Exemple. Pour illustrer le cas général, adaptons la fonction quadratique

y = θ0 + θ1x+ θ2x²

aux données {
x = 0 1 2 3 4
y = 1 0 3 5 8

on pose zt1 = xt et zt2 = xt²
donc

yt = θ0 + θ1zt1 + θzt2, t = 1, ......., 5

avec

z = t(z(1), z(2)) tq

 z(1) = (0, 1, 2, 3, 4, 5)

z(2) = (0, 1, 4, 9, 16)

la matrice Z pour ce problème est

Z =


1 0 0
1 1 1
1 2 4
1 3 9
1 4 16

 = (I, z)

(tZZ)−1 =
1

140

 124 −108 20
−108 174 −40

20 −40 10


l’estimation des moindres carrées θ̂ = (θ̂0, θ̂1, θ̂2)′est donc unique et donné par

θ̂ = (tZZ)−1 tZy =

 0.6
−0.1
0.5


le vecteur des valeurs est donnée par :

ŷ = Zθ̂ = (0.6, 1, 2.4, 4.8, 8.2)

par rapport aux valeurs observées y=t(1,0,3,5,8).

23



CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LES PROCESSUS LINÉAIRES ET
ESTIMATEURS PARAMÉTRIQUES

2.6.1 Théorème de Gauss-Markov
Supposons que les observations y1, ...., yn sont des réalisations des variables aléa-

toires Y1, ...., Yn :
Yt = θ1xt1 + ..+ θmxtm + Vt

tq Vt ↪→WN(0, σ2) un b.b.fort,

posons :
Y = t(Y1, .............., Yn)

V = t(V1, ............., Vn)

nous pouvons écrire ces équations comme :

Y = Zθ + V

Supposons pour la simplicité que la matrice tZZest non singuliere (pour le cas
général voir ; ex : SILVEY 1975) alors l’estimation des moindres carrés de θest :

θ̂OLS = (tZZ)−1 tZY.

L’estimateur des moindres carrés de paramètre σ2est l’ estimateur sans biais :

σ̂2 =
1

n−m

∥∥∥Y − Zθ̂∥∥∥2

.

Il est facile de voir que le θ est également sans biais ie : E(θ̂) = θ il suit que si tCθ est
une combinaison linéaire des paramètres θi , i=1,...,m, alors tCθ̂ est un estimateur
sans biais de tCθ . Le Théorème de Gauss Markov indique que tous les estimateurs
sans biais de tCθ de la forme

∑n
t=1 atYt de la forme tCθ̂ ont la plus petite variance.

Dans le cas particulier où V1, ...., Vn sont IIDN(0, σ2) , l’estimateur des moindres

carrés θ̂ suit une loi N(θ, σ2(tZZ)−1)et (n−m)σ̂2

σ2 Suit une loi χ2 de degré de liberté
(n-m).

2.6.2 Les moindres carrés généralisé [GLS]
Le Théorème de Gauss Markov utilise l’hypothèse que le vecteur V = t(V1, ...., Vn)

est centré et de matrice de covariance non singulière σ2Σ ;Σ 6= I, et les Vi sont non
correlées. Considérons le vecteur transformé d’observation :

U = R−1Y

où R est une matrice non singulière tel que

RR−1 = Σ,
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alors
U = R−1Zθ +R−1V = Mθ +W,

où M = R−1Z ,W = R−1V,

et W centré de matrice de covarience σ2Icar :

cov(W ) = E(W tW ) = E(R−1V t(R−1V ))

= R−1E(V tV ) tR−1 = R−1σ²R tR (tR)−1

= σ²I on utilise ( (tA)−1 = tA−1).

,

Théorème de Gauss Markov implique maintenant que la meilleure estimation li-
néaire de n’importe quelle combinaison linéaire tCθest tCθ̂ .Où θ̂ est l’estimateur
des moindres carrés généralisé (GLS) qui réduit au minimumla quantité :

‖U −Mθ‖2 .

Dans le cas où V1, .., Vn sont non-corrélées et Vicentré , var(Vi) = σ2ri
2 , l’estima-

teurs des moindres carrés généralisé (GLS) minimisent la somme suivante :∑n

t=1

1

r2
(Yt − θ1zt1 − ...− θmztm)2.

Dans le cas général, si tZZet Σ sont tous les deux non singuliere. L’estimateur des
moindres carré généralisé (GLS) est donné par :

θ̂GLS = (tMM)−1 tMU,

encore :

θ̂GLS = (tMM)−1 tMU = (t(R−1Z)R−1Z)−1 t(R−1Z)R−1Y

= (tZ(R tR)−1Z)−1 tZ(R tR)−1Y car( (tA)−1 = tA−1)

θ̂GLS = ( tZΣ−1Z)−1 tZΣ−1Y.

2.7 Méthode du maximum de vraisemblance
Les techniques d’estimations comme les moindres carrés, sont applicable aux

modèles de régression. Dans quelques cas les moindres carrés et autres estimateurs
sont tout simplement pas appropriés. Nous introduisons une méthode d’estimation
qui est beaucoup plus largement applicable que les moindres carrés mais qui néces-
site également d’assez fortes hypothèses. Il s’agit de l’estimation par la méthode du
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maximum de vraisemblance (ML). L’idée fondamentale de l’estimation par maxi-
mum de vraisemblance est de trouver un ensemble d’estimation de paramètres θ̂,
telle que la vraisemblance de l’échantillon que nous utilisons soit maximale. La den-
sité de probabilité jointe ou vraisemblance pour le modèle que l’on estime est évaluée
aux valeurs observées de la (des) variable(s) dépendante(s) et traitée comme une
fonction de paramètres du modèle. Le vecteur θ̂ des estimateurs ML donne alors le
maximum de cette fonction. Ce principe d’estimation est très largement applicable :
si nous pouvons écrire la densité jointe de l’échantillon, nous pouvons en principe
utilisé l’estimateur ML, sous certaines conditions de régularité. Soit y un échantillon
de taille n , la densité jointe sera désigné sous le nom de fonction de vraisemblance
est noté L(y, θ) tel que :

L : A×Θ −→ R , avec y ∈ A , et θ ∈ Θ, y = (y1, .., yn).
A : un sous ensemble de Rn
Θ : Espace paramétrique et est un sous ensemble de Rk.

Si les observations yt sont indépendantes et de densité de probabilité Lt(yt, θ) , la
fonction de vraisemblance est :

L(y, θ) =

n∏
t=1

Lt(yt, θ) (2.7.1)

il est usage de maximiser logL(y, θ) := l(y, θ), car le log est une fonctioncroissante.
l(y, θ) est appelé fonction de log-vraisemblance, si θ maximise l(y, θ), il maximise
L(y, θ). Si on ne peut pas écrire L(y, θ) sous la forme (2.7.1), il est parfois possible
de la factoriser sous :

L(y, θ) =
∏n
t=1 Lt(yt \ yt−1, .................., y1, θ)

= L1(y1, θ)L2(y2 \ y1, θ)..Ln(yn \ yn−1, ., y1, θ),

donc
l(y, θ) =

∑n

t=1
lt(yt \ yt−1, .................., y1, θ),

où
lt(yt \ yt−1, .., y1, θ) = logLt(yt \ yt−1, .., y1, θ).

Nous donnons la définition de l’estimation par maximum de vraisemblance
nous disons que θ̂ ∈ Θ est une estimation par maximum de vraisemblance (ML)

pour les observations y si
l(y, θ̂) = max

θ∈Θ
l(y, θ)

c’est a dire
l(y, θ̂) ≥ l(y, θ) ∀θ ∈ Θ.

26



CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LES PROCESSUS LINÉAIRES ET
ESTIMATEURS PARAMÉTRIQUES

Si l(y, θ̂) > l(y, θ) ∀θ ∈ Θ alors θ̂ est unique , Dans ce cas θ est dit estimateur ML
de type1.

Il est souvent commode d’utiliser une autre définition de ML ; lorsque la fonction
de vraisemblance L est deux fois continûment différentiable parrapport à θ et la
matrice Hessienne H(y, θ) d’element :

Hij(y; θ) =
∂2l(y, θ)

∂θi∂θj
,

est une matrice definie négative.
Dans ce cas ,∀θ ∈ Θ , θ̂ est l’esimateur de maximum de vraisemblance est solution
du système suivant :

g(y, θ̂) = 0, (2.7.2)

et θ̂ est de type2 , où g est le vecteur gradient , g ∈ Rk , défini par :

gT (y, θ)≡Dθl(y, θ) =
∑n

t=1
Dθlt(y, θ)

puisque Dθl est un vecteur ligne, g est le vecteur colonne des dérivées partielles de la
fonction de log-vraisemblance l par rapport aux paramètres θ. Nous pouvons définir
une matrice G(y, θ) de dimension n×k , d’éléments :

Gti(y, θ) :=
∂l(y, θ)

∂θi

Gti(y, θ) : Matrice des contributions au gradient (CG) tel que gT est un vecteur de
G .

T :désigne le transposé.
La matrice Hessienne H(y, θ) associée à la fonction de vraisemblance `(y, θ)
est la matrice de dimension k × k d’element :

Hij(y, θ) :=
∂2l(y, θ)

∂θi∂θj
.

L’espérance de la Hessienne pour un échantillon de taille n est définie par :

Hn(θ) := Eθ(n
−1H(y, θ)),

la limite de la Hessienne ou Hessienne asymptotique si elle existe est définie par :

H(θ) = lim
n→∞

Hn(θ),

cette matrice symétrique, et en générale semi définie négative.
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Nous définissons la matrice It(θ) d’information contenue dans yt la matrice k × k
d’element

(It(θ))ij := Eθ(Gti(θ)Gtj(θ)).

La matrice d’information moyenne pour un échantillon y de taille n est définie par

Γn(θ) :=
1

n

∑n

t=1
It(θ) = n−1In.

La matrice d’information asymptotique si elle existe est définie par

Γ(θ) := lim
n→∞

Γn(θ).

La matrice It(θ) mesure la quantité d’information contenue dans l’ observation
yt.In = nΓn : mesure la quantité d’information contenue dans l’échantillon y.

Nous commençons notre analyse par le lemme suivant ,en démontrant un résultat
simple mais fondamental concernant le gradient g et la matrice G.

Lemme 2.7.1. Supposons que yt à une densité Lt(yt, θ), et lt(yt, θ) = logLt(yt, θ)

et Gti(θ) := ∂lt(θ)
∂θi

Alors :

Eθ [Gti(θ)] := Eθ

[
∂lt(θ)

∂θi

]
= 0,

ainsi
Eθ(g(θ)) = 0etEθ(G(θ)) = 0.

Démonstration. On a

Eθ(Gti(yt, θ)) =
´ ∂logLt(yt,θ)

∂θi
Lt(yt, θ)dyt =

´
1

Lt(yt,θ)
∂Lt(yt,θ)

∂θi
Lt(yt, θ)dyt

=
´ ∂Lt(yt,θ)

∂θi
dyt = ∂

∂θi

´
Lt(yt, θ)dyt = 1

∂θi
= 0.

Remarque 2.7.2. Ce Lemme permet d’ appliquer le Théorème central limite à la
quantité

n−(1/2)g(θ).

Le résultat suivant donne des propriétés asymptotiques des estimateurs de maxi-
mum de vraisemblance (ML).
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2.7.1 Théorème
Sous les conditions suivantes :

i) lt(y, θ) sont au moins deux fois continûment différentiables en θ ∈ Θ et les
dérivés

sont integrable

ii) E
[
∂2lt(y,θ)
∂θi∂θj

]
< 0

Nous avons

1) θ̂n → θ p.s

2) n1/2(θ̂n − θ) −→ N(0,Γ−1(θ))

Preuve :
On admet 1). Pour 2) nous commençons par le développement de Taylor des équa-
tions de vraisemblance (3.1.7) autour de θ pour obtenir (avec g(y, θ) = g(θ)) :

0 = g(θ̂) = g(θ) +H(θ̃)(θ − θ) où θ̃ ∈ (θ̂n, θ)

ce qui implique

n
1/2(θ̂n − θ) = −(n−1H(θ̃))−1︸ ︷︷ ︸

matrice(k×k)

(n
1/2g(θ))

vecteur(k)

.

Asymptotiquement la matrice est non aléatoire et le vecteur suit une loi normale. Ce
qui implique que n1/2(θ̂n − θ) asymptotiquement normal . Montrons que n−1H(θ̃)
tend vers une matrice déterministe quand n tend vers l’infini. Rappellons que le
(i,j)éme élément de n−1H(θ̃) est :

(n−1H(θ̃))ij =
1

n

n∑
t=1

∂2lt(y, θ)

∂θi∂θj
evalué en θ = θ̃,

posons

Zt =
∂2lt(y, θ)

∂θi∂θj
,

donc

(n−1H(θ̃))ij =
1

n

n∑
t=1

Zt = Zn et E(Zt) <∞.

On applique la loi forte des grands nombre pour avoir : Zn −→ µ = E(Z) .
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Par suite
1

n
H(θ̃) −→

n→∞
H(θ̃),

et on a pour 1)
θ̂ −→ θ et θ̂ ≤ θ̃ ≤ θ,

donc
1

n
H(θ̃) −→

n→∞
H(θ),

alors
n

1/2(θ̂n − θ) ≈ −H−1(θ)n
1/2g(θ). (2.7.3)

L’ élément stochastique dans le membre droite est n1/2g(θ) donné par

n
−1/2

n∑
t=1

∂logLt(yt, θ)

∂θi
= n−1/2

∑n

t=1
Gti(θ).

Nous avons d’après le Lemme 2.7.1 : E(Gti(θ)) = 0 . On applique le T.C.L (EGti
2(θ) <

∞) n1/2g(θ) converge en loi vers une loi normale. Par suiten1/2(θ̂− θ) est asympto-
tique normale. La matrice de covariance asymptotique de n1/2(θ̂−θ) est l’espérance
asymptotique de n(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T :

V (n1/2(θ̂ − θ)) = Eθ(n(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T ),

en utilisant (2.7.3), nous avons

V (n1/2(θ̂ − θ)) =
[
−H−1(θ)

] [
1
nEθ(g(θ)gT (θ))

] [
−H−1(θ)

]T
,

on a
[
H−1

]T
= H−1 car H symetrique .

Un élément de l’espérance dans le facteur central est

(1/n)Eθ(
∑n

t=1
Gti(θ))(

∑n

s=1
Gsj(θ)),

et
Gti(θ)Gsj(θ) = ∂logLt

∂θi

∂logLs
∂θj

,

Eθ(Gti(θ)Gsj(θ)) =

{
= 0 si t 6= s
6= 0 si t = s

donc
1
nEθ((

∑n
t=1Gti(θ))(

∑n
s=1Gsj(θ))

= 1
nEθ(

∑n
t=1Gti(θ)Gtj(θ)).

(2.7.4)
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On a  It(θ)ij = Eθ(Gti(θ)Gtj(θ))

Γn(θ) := 1
n

∑n
t=1It(θ) = n−1In.

Nous voyons que le membre droite de (2.7.4) correspond à Γn(θ) et Γn(θ) −→ Γ(θ)

V∞(n1/2(θ̂ − θ)) = H−1(θ)Γ(θ)H−1(θ) (2.7.5)

on va simplifier l’expression (2.7.5) et on a :

H(θ) = −Γ(θ).

En effet
Eθ

(
∂2lt
∂θi∂θj

)
= −Eθ

(
∂lt∂lt
∂θi∂θj

)
Hij(y, θ) = ∂2l(y,θ)

∂θi∂θj

H(θ) = lim
n→∞

(
1
n

∑n
t=1Eθ

(
∂2lt(θ)
∂θi∂θj

))
= − lim

n→∞

(
1
n

∑n
t=1Eθ

(
∂lt∂lt
∂θi∂θj

))
= − lim

n→∞
Γn(θ) = −Γ(θ)

on aboutit à
V∞(n1/2(θ̂ − θ)) = Γ−1(θ) = −H−1(θ)

2.7.2 Fonction de Log-vraisemblance concentrée
Souvent les paramètres dans une fonction de log-vraisemblance sont partitionnés

en deux ensemble de façon à rendre l’écriture de l’estimation ML d’un groupe de
paramètres comme une fonction des valeurs de l’autre groupe. Nous rencontrons un
exemple en connexion avec l’estimation ML dans des modèles de régression. Dans la
suite il peut être très pratique d’exprimer la fonction de log-vraisemblance comme
une fonction d’un seul des deux groupe de paramètre.

Soit l(y, θ) = l(y, θ1, θ2) donc θ̂1, θ̂2 sont solution de :

D1l(y, θ1, θ2) = ∂l(y,θ1,θ2)
∂θ1

= 0

D2l(y, θ1, θ2) = ∂l(y,θ1,θ2)
∂θ2

= 0.

Supposons qu’il soit possible de résoudre la seconde équation afin de pouvoir écrire
θ2 = τ(y, θ1) ceci implique que identiquement en θ1

D2l(y, θ1, τ(y, θ1)) = 0,
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donc la fonction logvraisemblance concentrée

lc(y, θ1) := l(y, θ1, τ(y, θ1)).

Si θ̂1 maximise celle ci alors on a :

θ̂2 = τ(y, θ̂1)

et de plus
lc(y, θ̂1) ≡ l(y, θ̂).

2.8 Généralités sur les propriétés de mélange des
processus stochastiques

Dans cette section nous présentons les propriétés de mélanges des processus sto-
chastique, et quelques inégalités fondamentale pour la covariance. Pour plus d’in-
formations a ce qui concerne les propriétés de mélanges, vous pouvez consulter Paul
Doukhan [23]

Considérons (Ω, A, P ) un espace de probabilité et U , V , deux sous σ-algébre de
A, avec u , v deux v.a.r non independant (resp). Divérses mesures de dependance
entre U , V , ont été definis :

1) α(U, V ) = sup {|P (u)P (v)− P (u ∩ v)| ; u ∈ U, v ∈ V }

2)β(U, V ) = Esup {|P (v \ U)− P (v)| ; v ∈ V }

3)φ(U, V ) = sup
{∣∣∣P (v)− P (u∩v)

P (u)

∣∣∣ ; u ∈ U, v ∈ V P (u) 6= 0
}

4)ψ(U, V ) = sup
{∣∣∣P (1− P (u∩v)

P (u)P (v)

∣∣∣ ; u ∈ U, v ∈ V, P (u) 6= 0, P (v) 6= 0
}

5)ρ(U, V ) = sup
{
|Corr(X,Y )| ; X ∈ L2(U), v ∈ L2(V )

}

Le coefficient (1) est le coefficient fortement mélangeant introduit par Rosem-
blatt(1956)
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Le coefficient (2) est absolument régulier mélangeant introduit par
Kolmogorov & Rosonov(1960)
Le coefficient (3) est le coefficient uniforme mélangeant introduit par Ibragi-

mov(1962)
Le coefficient (4) est le coefficient ψ-mélangeant introduit par Blum et Hanson

et
Koopmans(1963)
Le coefficient (5) est la corrélation maximale mélangeant introduit par Hirsch-

fled(1935)
et Gebelein(1941).

Définition 2.8.1. Nous supposons {Yi,−∞ < i <∞} est une suite identiquement
distribués et de v.a ψ-melangenat. i.e,

ψ (n) = sup
k≥1

ψ(Fk1 ,F∞k+n) −→ 0, n→∞

où

Fmn = σ(Yk, n ≤ k ≤ m) and ψ(A ,B) = sup
A∈A ,B∈B
P (A).P (B)>0

∣∣∣∣P (A ∩B)− P (A)P (B)

P (A)P (B)

∣∣∣∣
Proposition 2.8.2. (Voir Paul Doukhan[23])

Soit (Ω, A, P ) un espace de probabilité et U et V deux sous tribus σ-algébre de
A , et α ,β , φ, ψ , ρ des coefficients de mélanges définis ci-dessus , alors

2α(U, V ) ≤ β(U, V ) ≤ φ(U, V ) ≤ 1

2
ψ(U, V )

4α(U, V ) ≤ ρ(U, V ) ≤ 2φ1/2(U, V )
Et

ρ(U, V ) ≤ ψ(U, V )

Inégalités de covariance :
Nous présentons des inégalités fondamentale pour la covariance de v.a. mélan-

geant. Un théorème essentielle des coefficients de mélanges est donné par le théorème
ci-dessous.

Théorème 2.8.3. (Paul Doukhan)
Soit (Ω, A, P ) un espace de probabilité et U , V , deux sous σ-algébre de A , avec

X, Y deux v.a mesurable resp de U, V avec α , φ, ψ , ρ des coefficients de mélanges.
On note ‖X‖p = (E |X|p)

1
P pour p <∞, et ‖X‖∞ = ess− sup |X| alors

1) |cov(X,Y )| ≤ 8α1/r(U, V ) ‖X‖p ‖Y ‖q pour tout p, q, r ≥ 1 et 1
p + 1

q + 1
r = 1
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2) |cov(X,Y )| ≤ 2φ1/q(U, V ) ‖X‖p ‖Y ‖q pour tout p, q ≥ 1 et 1
p + 1

q = 1

3)|cov(X,Y )| ≤ ψ(U, V ) ‖X‖1 ‖Y ‖1
4)|cov(X,Y )| ≤ ρ(U, V ) ‖X‖1 ‖Y ‖1 .

Voici Le chema suivant pour les propriétés de processus mélangeant :

ψ −mixing ⇒ φ−mixing ⇒


β −mixing ⇒ α−mixing

ρ−mixing ⇒ α−mixing

2.9 Préliminaires-Définitions
Nous rappelons maintenant les définitions des principaux mode de convergence

stochastique, pour plus de détail voir Bosq et Lecoutre [8]

2.9.1 Mode de convergence
Définition 2.9.1. Soit (Ω, A, P ) un espace de probabilité , H un espace Métrique
séparable muni de sa distance d et de sa Tribu borélienne B, (Xn, n ∈ N) une suite
de v.a A-B mesurables. La séparabilité assure que d(Xn, X0) est une v.a.r

Xn
L−→ X0 ⇔ ∀B ∈ β : P (X0 ∈ ∂B) = 0, P (Xn ∈ B) −→ P (X0 ∈ B)

Xn
P−→ X0 ⇔ ∀ε > 0 : P (d(Xn, X0) ≥ ε) −→ 0

Xn
p.s−→ X0 ⇔: P (d(Xn, X0) −→ 0) = 1

Xn
p.co−→ X0 ⇔ ∀ε > 0 :

∑
n≥1

P (d(Xn, X0) ≥ ε) <∞

Xn
m.q−→ X0 ⇔: P (d(Xn, X0)q) −→ 0

Voici le tableau De Convergence

cv p.co⇒ cv p.s⇒ cv en Prob
⇑

cv m.q

⇒ cv en Loi

Dans la suite nous donnons une propriétés utile et importante.
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2.9.2 Inégalités de Markov
Soit X une v.a.r definie sur un espace probabilisé (Ω, A, P ) et supposée p.s po-

sitive ou nule Alors :
∀a > 0, P (X ≥ a) ≤ E(X)

a

Corollaire 2.9.2. Soit une fonction croissante f ≥ 0 sur l’intervalle I et soit X une
v.a.r definie sur un espace (Ω, A, P ) et tq P (X ∈ I) = 1, Alors ∀b ∈ I tq f(b) > 0

P (X ≥ b) ≤ E(f(X))

f(b)
.
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Chapitre 3

Processus autorégressifs
banachiques d’ordre
supérieur ARB(p)

Dans ce chapitre nous présentons des résultats sur les processus autorégres-
sifs d’ordre supérieur à valeurs dans un espace de Banach réel séparable (ARB(p))
obtenus par T.Mourid dans sa thèse. En particulier sous une condition sur le po-
lynôme d’autorégression , équivalente à une condition sur le rayon spectral d’un
opérateur matriciel, l’auteur montre l’existence d’un processus autorégressifs Bana-
chiques d’ordre p strictement stationnaire . cette condition coïncide avec la condition
classique connue dans le cas de processus AR à valeurs dans Rm, m ≥ 1. Citons par
exemple ([3], [4], [17]). Nous reprenons les propriétés des opérateurs de covariance
et de covariances croisée d’un processus ARB(p) et des exemples de représentations
ARB(p) .
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3.1 Processus ARB(p)
Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé complet et (B, ‖.‖)un espace de Banach réel

séparable muni de sa Tribu borélienne β. On note L(B) l’algébre de Banach des
opérateur lineaire bornés définis sur B et à valeurs dans B, muni de la norme usuelle
‖.‖L(cf. [32]) Un bruit blanc banachique (εn, n ∈ Z)est une suite de v.a définies sur
(Ω, A, P ) et à valeurs dans (B, β) i.i.d et telle que pour tout n ∈ Z

Eεn = 0 0 < E ‖εn‖2 = σ2
ε <∞ (3.1.1)

Nous posons la définition suivante

Définition 3.1.1. une suite (Xn, n ∈ Z) définie sur Ωet à valeurs dans B est proces-
sus autorégréssif Banachique d’ordre p : ARB(p), p ∈N∗ , s’il existe des opérateurs
ρ1, ρ2, ....ρp dans L(B), un bruit blanc banachique (εn, n ∈ Z) et un element a ∈ B
tels que

Xn−a = ρ1(Xn−1−a)+ρ2(Xn−2−a)+...+ρp(Xn−p−a)+εn p.s, n ∈ Z) (3.1.2)

où ρp 6= 0 et 0 l’opérateur nul.

Remarque 3.1.2. Si (Xn, n ∈ Z) est solution de (3.1.2) et si les opérateur adjoints
ρ∗1, ρ

∗
2, ....ρ

∗
p ont un vecteur propre commun v∗ ∈ B∗, alors (v∗(Xn − a), n ∈ Z) est

un processus autorégressif réel d’ordre p et de bruit blanc v∗(εn) , éventuellement
dégénéré . Ceci découle directement du fait que par définition v∗ρ∗i = αiv

∗pour
i=1,...,p.

3.1.1 Représentation markovienne du processus (Xn, n ∈ Z)
On note Bp le produit cartésien de p copies de B. C’est un espace de Banach

séparable , si on le muni de la norme

‖x‖1 =

p∑
1

‖xi‖ , si x = (x1, ..., xp) ∈ Bp

(cf. ex [25] p.225).
D’autres normes sont utilisées dans la litérature

‖x‖α =

(
p∑
1

‖xi‖α
)1/α

, α > 1

‖x‖∞ = max {‖xi‖ , i = 1, 2, .., p}
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On note A l’opérateur matriciel (p× p) de Bp , p ≥ 2 défini par

A =


ρ1 ρ2 ...... ρp−1 ρp
I 0 0 0
0 I 0 .
. .
.
0 .... ... I 0

 (3.1.3)

I désigne l’opérateur identité de B. L’opérateur A est lineaire et borné de Bp de
norme

‖A‖ = sup
x∈Bp,x 6=0

‖Ax‖1
‖x‖1

= sup
‖x‖1≤1

‖Ax‖1 .

Posons
Yn = t(Xn − a,Xn−1 − a, .........., Xn−p+1 − a)

et
en = t(εn, 0, 0........., 0, 0)

les vecteurs aléatoires Yn, en sont alors des v.a à valeurs dans l’espace de Banach
Bp muni de la Tribu produit β ⊗ β....⊗ β qu’on notera βp.

L’equation (3.1.2) se tronsforme pour tout n ∈ Z, en

Yn = AYn + en. (3.1.4)

Ainsi le processus Y = (Yn, n ∈ Z) est un ARBp(1). De plus

E ‖en‖21 = E ‖εn‖2 = σ2
ε > 0 (3.1.5)

et la suite (en, n ∈ Z) est un bruit blanc banachique dans Bp
Dans toute la suite , les propriétés du processus X = (Xn, n ∈ Z) se déduisent

de celles du processus Y = (Yn, n ∈ Z) comme proprietés martingales.

3.1.2 Existence
La proposition suivante établit l’existence d’une solution strictement stationnaire

de l’equation (3.1.4).

Proposition 3.1.3. Si les v.a (εn, n ∈ Z) sont centrés i.i.d et de norme de carré
intégrable et si la condition

R :=

∞∑
i=0

∥∥Ai∥∥ <∞,
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est réalisée alors l’equation (3.1.4) admet une solution strictement stationnaire,
presque surement unique. De plus , pour tout n ∈ Z

Yn =

∞∑
i=0

Aien−i, (3.1.6)

où la serie converge presque surement et dans L2
Bp , et la suite (en, n ∈ Z) constitue

l’innovation du processus Y = (Yn, n ∈ Z).
La suite (Yn, n ∈ Z) est une chaine de Markov ergodique de mesure invariante

la loi commune des Yn et de Probabilité de transition définie par

p(y,B) = P (Yn ∈ B/Y0 = y) = P (Ay + e0 ∈ B),

où B ∈ βp , y ∈ Bp, et n ∈ N.

Démonstration. Pour tout n la v.a (Aien−i, i ∈ N) sont independantes. La serie
(3.1.6) converge presque surement dés qu’elle converge dans L2

Bp ([32],[38]).
Posons pour m, q ∈ Z et m ≤ q

∆m,q = E

∥∥∥∥∥
q∑

i=m

Aien−i

∥∥∥∥∥
2

1

.

De la stationnarité des (en, n ∈ N), E ‖e0‖ = σ2
ε et de cauchy-Schwarz, on a de

(3.1.5)

∆m,q ≤ E

(
q∑

i=m

∥∥Aien−i∥∥1

)2

≤ E

 q∑
i=m

q∑
j=m

∥∥Ai∥∥L(Bp)
‖en−i‖1

∥∥Aj∥∥L(Bp)
‖en−j‖1


≤

q∑
i=m

q∑
j=m

∥∥Ai∥∥L(Bp)

∥∥Aj∥∥L(Bp)
E
(
‖en−i‖1 ‖en−j‖1

)

≤ σ2
ε

q∑
i=m

q∑
j=m

∥∥Ai∥∥L(Bp)

∥∥Aj∥∥L(Bp)

≤ σ2
ε

(
q∑

i=m

∥∥Ai∥∥L(Bp)

)2

.

Comme R =
∑∞
i=0

∥∥Ai∥∥ <∞ donc lim
m,q→∞

∆m,q = 0, D’où la convergence de la série

(3.1.6) dans L2
Bp .
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Si (Yn) est donnée par (3.1.6), alors

AYn−1 + en = A

( ∞∑
i=0

Aien−1−i

)
+ en

=

∞∑
i=0

Ai+1en−1−i + en

=

∞∑
i=1

Aien−i + en

= Yn,

d’ où la relation (3.1.4) . La stricte stationnarité de (Yn, n ∈ Z) découle de celle
(en, n ∈ Z) et de la représentation (3.1.6) .

Pour l’unicité p.s , on suppose qu’il existe deux solutions (Y 1
n ), (Y 2

n ) distinctes
vérifiant (3.1.4). On a alors

Y 1
n = en +Aen−1 + ....+Aken−k +Ak+1Y 1

n−k−1,

Y 2
n = en +Aen−1 + ....+Aken−k +Ak+1Y 2

n−k−1.

Donc, de la stationnarité de (Y in) et de E
∥∥Y in∥∥2

1
<∞ , i=1,2 on a pour tout ε > 0

P
(∥∥Y 1

n − Y 2
n

∥∥
1
> ε
)
≤ 1

ε2
E
∥∥Y 1

n − Y 2
n

∥∥2

1

≤ 1

ε2
E
∥∥Ak+1

(
Y 1
n−k−1 − Y 2

n−k−1

)∥∥2

1

≤ 2

ε2

∥∥Ak+1
∥∥2
(
E
∥∥Y 1

n−k−1

∥∥2

1
+ E

∥∥Y 2
n−k−1

∥∥2

1

)
≤ K

ε2

∥∥Ak+1
∥∥2

K > 0.

Comme R est fini,
∥∥Ak+1

∥∥ −→ 0 qd k →∞, par suite

∀n ∈ Z Y 1
n = Y 2

n p.s,

d’ où l’unicité.
Dans le modéle (3.1.4) on associe une chaine de markov strictement stationnaire

dans Bp, puisque Yn est independant de ei, i>n , .Pour n ∈ N et pour y ∈ Bp ,
représentant l’état initial de la chaine :Y0 = y , l’état de la chaine à l’instant n est
Yn et la probabilité de transition est donnée, pour tout B appartenant à la tribu
borélienne βpsur Bp , par

p(y,B) = P (Yn ∈ B/Y0 = y) = P (AYn−1 + en ∈ B/Y0 = y)
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= P (AY0 + e1 ∈ B/Y0 = y)

= P (Ay + e0 ∈ B) .

La chaine de Markov (Yn, n ∈ N) admet une mesure P-invariante sur βpqui est la
loi commune des Yn . En effet , soit ν la loi de Y0 . Alors pour tout B ∈ βp, on a

ν(B) = P (Y1 ∈ B) = P (AY0 + e1 ∈ B)

=

ˆ
P (AY0 + e1 ∈ B/Y0 = y) ν(dy)

=

ˆ
p(y,B)ν(dy),

d’ où l’invariance de ν. L’ergodidité de la chaine de Markov Y découle de celle
(en, n ∈ N) de la représentation (3.1.6) et de la proposition 6.31 dans [13]

Corollaire 3.1.4. Si la suite (εn, n ∈ N) vérifie les hypothéses de la proposition
3.1.3 et

R :=

∞∑
i=0

∥∥Ai∥∥ <∞,
alors il existe une solution strictement stationnaire (Xn, n ∈ N), presque surement
unique vérifiant (3.1.2). Dans ce cas

Xn = a+

∞∑
i=0

Ai11εn−i,

où Ai11 est l’élément 1×1 de la matrice Ai et Xn est independante des v.a (εp, p > n)
.

Démonstration. On note P = [I, 0, 0, ....0] l’opérateur défini par :

P : Bp −→ B

(x1, .., xp)
′ −→ x1

donc

Xn − a = PYn =

∞∑
i=0

PAien−i,

puisque en = t(εn, 0, ......, 0) on en déduit alors

Xn − a =

∞∑
i=0

Ai11εn−i,

où Ai11 est l’élément 1× 1 de la matrice Ai . Lasuite (Yn, n ∈ Z) étant strictement
stationnaire et p.s unique , on en déduit que la suite (Xn, n ∈ Z) , (Xn−a = PYn1ere
coordonnée de Yn) est strictement stationnaire et p.s unique.
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La proposition suivante donne une condition suffisante sur les opérateur ρi i =
1, .., p, pour que (3.1.2) admette une solution strictement stationnaire .

Soit λ ∈ R , le corps des réels , on pose

P (λ) = λpI − λp−1ρ1 − ....− λρp−1 − ρp,

pour tout λ ∈ R, P (λ) est un opérateur lineaire borné . On note IBp l’operateur
identité de Bp.

Proposition 3.1.5. Si la suite (εn, n ∈ Z) vérifie les conditions de la proposition
3.1.3 et si la condition

{λ ∈ R/P (λ) n′est pas inversible dans L(B)} ⊂ {λ ∈ R/ |λ| < 1} (3.1.7)

est réalisée , alors l’équation (3.1.2) admet une solution strictement stationnaire
presque surement unique donnée dans le corollaire 3.1.4

Démonstration. On montre l’identité suivante valable pour tout p ∈ N∗(pour le cas
matriciel voir par ex. [3],[17] ) :pour tout λ ∈ R

M(λ)(λIBp −A)N(λ) =


IB 0 0 .... 0 0

IB 0 0 0
. 0 IB 0
.
0 IB
0 . . . . P (λ)

 (3.1.8)

où

M(λ) :=


0 −IB 0 .... . 0
0 0 −IB . . 0
. .
. .
0 −IB

P0(λ) P1(λ) . . . Pp−1(λ)



N(λ) :=


IB λIB λ2IB .............. λp−1

0 IB λIB ........... λp−2IB
. IB
.
0 ............ IB λIB
0 . . . 0 IB


où les opérateurs Pj sont définis par les relations suivantes :

P0(λ) := IB , Pj+1(λ) = λPj(λ)− ρj+1,
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donc
Pj(λ) := λjIB − λj−1ρ1 − ...− λρj−1 − ρj , j = 1...p.

L’opérateur matriciel N(λ) est triangulaire supérieur avec IBsur la diagonale. Donc
il est inversible pour tout λ ∈ R . Pour la meme raison et en faisant une pérmutation
des colonnes de l’opérateur matriciel M(λ) , on déduit que M(λ) est un opérateur
inversible de Bp. Par conséquent , de l’équation (3.1.7) , on en déduit que :

{λ ∈ R/P (λ) n′est pas inversible} = {λ ∈ R/λI −A n′est pas inversible}

=: sp(A),

où sp(A) désigne le spectre de A.
Par l’hypothese (3.1.7) , on déduit que

sp(A) ⊂ {λ ∈ R/ |λ| < 1} ,

où sp(A) est compact dans R ( [25]).
Notons rAle rayon spectral de l’opérateur A . De la propriété rA = limsup

n→∞
‖An‖1/n([25])

on conclut qu’ils existent n0 ∈ N , α ∈ ]0, 1[et K > 0 , tq

∀n ≥ n0 ⇒ ‖An‖ ≤ Kαn,

d’où la convergence de la série R =
∑∞
n=0 ‖An‖ . Par conséquent , la proposition

découle du corollaire 3.1.4

Remarque 3.1.6. .
1) Si B est de dimention finie, donc isomorphe à Rm, la condition (3.1.7) est

exactement
la condition classique sur le polynome matriciel P (λ) :

{λ ∈ R/P (λ) n′est pas inversible} = {λ ∈ R/detP (λ) = 0}

⊂ {λ ∈ R/ |λ| < 1}

c’est à dire les racines du détérminant de P (λ) noté detP (λ), sont dans
l’intervalle ]−1, 1[ .cette condition est nécessaire et suffisante à l’existance
de solution strictement stationnaire ([17]).
2) De la preuve de la proposition 3.1.5 on a l’équivalence :

(3.1.7)⇔ rA < 1⇒ R <∞

où rA désigne le rayon spectral de A.

Le lemme suivant donne une condition simple pour vérifier (3.1.7)
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Lemme 3.1.7. Si
∑p
i=1 ‖ρi‖ < 1, alors

a) la condition (3.1.7) est vérifiée.
b)

{λ ∈ R/P (λ) = 0} ⊂ {λ ∈ R/ |λ| < 1} ,
où 0 est l’opérateur nul.

Démonstration. a)Supposons que |λ| ≥ 1 on a

P (λ) = λpI − λp−1ρ1 − .....− ρp

= λp
(
I − ρ1

λ −
ρ2
λ2 − ..− ρp

λp

)
.

Or pour |λ| ≥ 1 : ∥∥ρ1
λ + ..+

ρp
λp

∥∥ ≤ ∥∥ρ1λ ∥∥+ ...+
∥∥ ρp
λp

∥∥
≤ ‖ρ1‖+ ...+ ‖ρp‖ ,

comme
∑p
i=1 ‖ρi‖ < 1 , l’opérateur I − ρ1

λ −
ρ2
λ2 − ..− ρp

λp est donc inversible , et par
quenséquent , P (λ) est inversible. D’où l’inclusion (3.1.7) est vérifiée.

b) Supposons qu’il existe un λ0 ∈ R tel que P (λ) = 0 , et |λ0| ≥ 1 . Donc

ρp = λp0I − λ
p−1
0 ρ1 − .....− λ0ρp−1

= λp0

(
I − ρ1

λ0
− ρ2

λ2
0
− ..− ρp−1

λp−1
0

)
,

ou encore
1

λp0
ρp =

(
I − ρ1

λ0
− ρ2

λ2
0

− ..− ρp−1

λp−1
0

)
.

Commme |λp0| ≥ 1, donc

‖ρp‖ ≥
1

|λp0|
‖ρp‖ =

∥∥∥∥∥I − ρ1

λ0
− ...− ρp−1

λp−1
0

∥∥∥∥∥ ,
d’où

‖ρp‖ ≥ 1− 1
|λ0| ‖ρ1‖ − ...− 1

|λp−1
0 |
‖ρp−1‖

≥ 1− ‖ρ1‖ − ...− ‖ρp−1‖ ,
donc

p∑
i=1

‖ρi‖ ≥ 1.

Ce qui est contraire à l’hypothése.
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3.2 Opérateur de covariance et de covariance croi-
sée d’un ARB(p)

Rappelons que X est une v.a centrée à valeurs dans un espace de Banach B
séparable et telle que E ‖X‖2 <∞ , alors il existe un opérateur lineaire CX de B∗
, dual topologique de B, dans B∗∗ bidual de B, tel que pour x∗ ∈ B∗ :

Cx(x∗) = E < X, x∗ > X,

où < ., . >est le crochet de dualité entre B et B∗ . C’est un opérateur positif,
symétrique nucléaire et continu de B∗∗([]) :

‖CX‖L ≤ E ‖X‖
2
, et trace(CX) = E ‖X‖2 .

Si de plus Y désigne une v.a centrés à valeurs dans B, telle que E ‖Y ‖2 < ∞ , il
existe alors un opérateur linéaire RXY de B∗dans B∗∗ tel que pour tout x∗ ∈ B∗ :

RY X(x∗) = E < Y, x∗ > X,

RXY est l’opérateur de covariance croisé de X et Y ([ ? ?]). Notons que R∗Y X = RXY
et

‖R∗Y X‖L ≤ E(‖X‖ ‖Y ‖).

Dans la suite (Xn, n ∈ Z) vérifie l’equation (3.1.4)

3.2.1 Equation de Yule-Walker
Proposition 3.2.1. Si la condition (3.1.7) de la proposition 3.1.5 est vérifiée et si
les v.a. (εn) sont i.i.d et E ‖ε0‖2 <∞, alors

EXn = a, ∀n ∈ Z
RXn−kXn =

∑p
j=1 ρjRXn−kXn−j , ∀k = 1, 2....∀n ∈ Z

CXn =
∑p
j=1 ρjRXnXn−j + Cεn , ∀n ∈ Z.

Remarque 3.2.2. On peut supprimer l’indice n dans les formules précédentes par la
stricte stationnarité des processus (Xn) et (εn) .

Démonstration. Si (Xn, n ∈ Z) vérifie (3.1.2) alors la suite

(Yn = (Xn−a, ..., Xn−p+1 − a)′, n ∈ Z)

vérifie (3.1.4) . Posons : m = EXn − a et M = (m,m, ....m)′ ∈ BP . De l’equation
(3.1.4), On a M = AM . D’autre part , la condition (3.1.7) implique que 1 n’est
pas dans le spectre de l’opérateur A. (cf. remarque 3.1.6 ). Par conséquent , A-I est

45



CHAPITRE 3. PROCESSUS AUTORÉGRESSIFS BANACHIQUES D’ORDRE
SUPÉRIEUR ARB(P)

inversible . Donc A-I est injectif, et de l’équation M=AM : (A-I)M=0 , on a donc
M=0. par suite EXn = a . D’où la premiére relation. Soit x∗ ∈ B∗. On suppose
que a=0 . De la définition de l’opérateur croisé et comme l’opérateur espérance E
commute avec les ρi, on a pour tout k=1,2,... :

RXn−kXn(x∗) := E(x∗(Xn−k)Xn)
= E(x∗(Xn−k)(ρ1Xn−1 + ..+ ρpXn−p + εn))
= ρ1E(x∗(Xn−k)Xn−1) + ..+ ρpE(x∗(Xn−k)Xn−p)
= ρ1RXn−kXn−1(x∗) + ..+ ρpRXn−kXn−p(x∗).

D’où la deuxiéme relation.
Pour la troisiéme relation , on écrit pour x∗ ∈ B∗ :

CXn(x∗) = E < Xn, x
∗ > Xn

= E < ρ1Xn−1, ..., ρpXn−p + εn, x
∗ > Xn

= E < Xn−1, ρ
∗
1x
∗ > Xn + .+ E < Xn−p, ρ

∗
px
∗ > Xn + E < εn, x

∗ > Xn

= RXn−1Xn(ρ∗1x
∗) + ...+RXn−pXn(ρ∗px

∗) + E < εn, x
∗ > Xn

Comme la v.a εnest indépendante des v.a (Xn−i, i ≥ 1) , et Eεn = 0, alors

E < εn, x
∗ > Xn = E < εn, x

∗ > (
∑p
i=1 ρiXn−i + εn)

=
∑p
i=1 ρiE < εn, x

∗ > Xn−i + E < εn, x
∗ > εn

=
∑p
i=1 ρix

∗(Eεn)EXn−i
= E < εn, x

∗ > εn
= Cεn(x∗)

donc
RXn(x∗) = RXn−1Xn(ρ∗1x

∗) + ...+RXn−pXn(ρ∗px
∗) +Rεn(x∗).

Par conséquent

CXn = RXn−1Xnρ
∗
1 + ...+RXn−pXnρ

∗
p + Cεn .

En passant aux opérateurs conjugués, et du fait que C∗Xn = CXn et R∗Xn−iXn =
RXnXn−i , i=1,...p, on obtient :

CXn = ρ1RXnXn−1
+ ...+ ρpRXnXn−p + Cεn .

3.3 Exemples de processus AR(p) à temps continu

Exemple1
Soit Y = (Y (t), t ∈ R) un processus réel du second ordre centré et à accroisse-

ments indépendants et strictement stationnaires et a trajectoires localement inté-
grables. On définit un bruit blanc dans L2

[0,1], en posant :

εn(t) = Y (t+ n)− Y (n) 0 ≤ t ≤ 1 n ∈ Z.
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Soit k1, ....., kp des noyaux définis et continus sur [0, 1]
2. On pose :

ρif(t) =

ˆ 1

0

ki(s, t)f(s)ds 0 ≤ t ≤ 1 f ∈ L2
[0,1],

avec
p∑
i=1

ˆ ˆ
k2
i (s, t)dsdt < 1.

Donc
∑p
i=1 ‖ρi‖ < 1 puisque ‖ρi‖L ≤ ‖ki‖L2 . Ainsi la condition du lemme 3.1.7 est

vérifiée. On obtient alors un ARH(p), en posant (cf. corollaire 3.1.4) :

Xn(t) =

∞∑
i=0

Ai11εn−i(t) 0 ≤ t ≤ 1 n ∈ Z

où A est la matrice p × p définie par (3.1.3) et Ai11est l’element 1 × 1 de Ai et
H = L2

[0,1]

Exemple 2 :
On considére une équation différentielle stochastique dans un Hilbert H par :

dXt = b(t,X.)dt+ dWt t ≥ 0, X0 = 0,

où (Wt, t ≥ 0), est un processus de Wiener à valeurs dans H, et b(.,.) une application
de R+ ×CH(R+) (CH(R+)est l’espace des fonctions définies et continues sur R+ et
à valeurs dans H ), dans H mesurable et non anticipative . Soit (tk, k ∈ N) une suite
de réeles positifs strictement croissante telle que t0 = 0 et ρ1....., ρp des opérateurs
linéaire bornés sur H vérifiant la condition (3.1.7) (voir la proposition 3.1.5) ou∑p
i=1 ‖ρi‖ < 1 (lemme 3.1.7) . On utilise le drift de Tsirel’s ([] []) pour poser :

b(t,X.) =

∞∑
k=0

[
ρ1

(
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

)
+ ..+ ρp

(
Xtk−P+1

−Xtk−p

tk−p+1 − tk−p

)]
I]tk,tk+1[(t).

En intégrant l’equation de diffusion entre tn et tn+1 on a :

Xtn+1
−Xtn =

[
ρ1

(
Xtn −Xtn−1

tn − tn−1

)
+ ..+ ρp

(
Xtn−p+1

−Xtn−p

tn−p+1 − tn−p

)]
(tn+1−tn)+(Wtn+1

−Wtn),

posons

Yn =
Xtn −Xtn−1

tn − tn−1
et εn =

Wtn −Wtn−1

tn − tn−1
,

alors
Yn+1 = ρ1Yn + ..+ ρpYn−p+1 + εn+1, k ∈ N,

on obtient donc un ARH(p).
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3.4 Théorèmes limites pour les ARB(p)
La géométrie d’un espace de Banach joue un rôle important dans les calculs des

probabilités des somme de v.a indépendantes à valeurs dans cet espace. La notion
de type ou cotype d’un espace de Banach est primordial dans certains résultats
de convergences et des vitesse . Dans cette partie nous présentons des théorèmes
limites obtenus dans la thèse de T.Mourid (cf.[65]) :la loi forte des grands nombres
et la convergences en moyenne d’ordre α > 0 pour la moyenne empirique d’un
processus ARB(p), des vitesse de convergence , un théorème central limite et une
loi du logarithme itéré compacte .

Soit un processus (Xn, n ∈ Z) vérifiant (3.1.2). On pose pour tout n ∈ N

Sn =

n∑
i=1

Xi Xn =
Sn
n

εn =
ε1 + ..+ εn

n
.

Théorème 3.4.1. Si les v.a (εn, n ∈ Z) sont centrés i.i.d , E ‖ε0‖2 < ∞ et si
la condition (3.1.7) est vérifiée , alors la suite (Xn, n ∈ Z) vérifie la loi forte des
grands nombres dans B.

Xn −→ a
n→∞

p.s

Le Théorème suivant fournit une vitesse de convergence dans la LFGN

Théorème 3.4.2. On suppose que les v.a (εn, n ∈ Z) sont centrés indépendantes
et vérifient pour tout m ≥ 2 :

a)

E ‖εj‖m ≤
m p

�

2
b2jH

m−2 ∀j,

où H > 0, (bj) est une suite bornée de réels strictement positives et Bn :=
(∑n

j=1 b
2
j

) 1
2

b)
E (‖ε1 + .....εn‖) ≤ βn,

où (βn)est une suite de reéls positifs.
Alors , sous la condition (3.1.7) et pour tout r > 0 et pour tout n ≥ n0 on a :

P
(∥∥X̄n − a

∥∥ > r
)
≤ 2exp

(
− r̄

2
n

8

1

1 + r̄nHK
Bn

)
+ C1exp(−C2nr),

où K,C1, C2sont des constantes strictemnt positives et

r̄n =
r

3
∥∥∥(I −A)

−1
∥∥∥n1/2 − βn

Bn
.
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Le Théorème suivant donne une LGN en moyenne d’ordre α > 0 et une vitesse
de convergence.

Théorème 3.4.3. On suppose que la condition (3.1.7) est vérifiée et que les v.a
(εn, n ∈ Z) sont centrées i.i.d et du second ordre , alors

a) Si B est un espace de Banach de type α , 1 < α ≤ 2 , on a

E
∥∥X̄n − a

∥∥α ≤ C1
1

p

(
R

n

)α
(nE ‖ε0‖α + pE ‖Xn − a‖α) ,

où C1 > 0 et R =
∑
i≥0 ‖Ai‖.

b) Si B est un espace de Banach de type β , β ≥ 2 , E ‖ε0‖α < ∞ et si les
opérateurs(∑n

j=0A
j , n ≥ 0

)
sont uniformement coersifs de constante r > 0 , alors

E
∥∥X̄n − a

∥∥β ≥ C2
1

p

( r
n

)β (
nE ‖ε0‖β + pE ‖Xn − a‖β

)
,

où C2 > 0.
c) Si B est un espace de Hilbert et si les opérateurs

(∑n
j=0A

j , n ≥ 0
)
vérifiant

la condition de b) , alors

1

pn
C
′

2r
2σ2
ε ≤ E

∥∥X̄n − a
∥∥2 ≤ C

′

1

1

pn2

(
nσ2

ε + pE ‖X0 − a‖2
)
,

où C
′

1 > 0, et C
′

2 > 0 .
La condition de coercivité signifie qu’il existe r > 0 tel que :

∀x ∈ B, ∀n ∈ N,

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=0

Ajx

∥∥∥∥∥∥ ≥ r ‖x‖ .
Le théorème suivant donne une convergence en moyenne d’ordre r > 0 dans un

espace de Banach quelconque.

Théorème 3.4.4. On suppose que la suite (εn, n ∈ Z) verifie les conditions du
théoreme 3.4.2 et que la condition (3.1.7) est réalisée. Alors pour tout r > 0 :

lim
n→∞

E
∥∥X̄n − a

∥∥r = 0.

Le théorème suivant donne un théorème central limite (TCL).
La suite (Xn, n ∈ Z) vérifie le Théoréme central limite dans B (TCL) si la suite(

Sn−na√
n

, n ∈ N
)
converge en loi dans B.

49



CHAPITRE 3. PROCESSUS AUTORÉGRESSIFS BANACHIQUES D’ORDRE
SUPÉRIEUR ARB(P)

Théorème 3.4.5. On suppose que les v.a. (εn, n ∈ Z) est centrées i.i.d , E ‖ε0‖2 <
∞ , et que la condition (3.1.7) est réalisé . Alors le processus (Xn, n ∈ Z) vérifie le
TCL dans B si et seulement si le processus (εn, n ∈ Z) le vérifie. Dans ce cas :

√
n(X̄n − a) ⇒

n→∞
N,

où la v.a N est gaussienne centrée dans B, d’opérateur de covariance

(I − ρ1 − ρ2 − ..− ρp)−1
Rε0

t (I − ρ1 − ρ2 − ..− ρp)−1
.

Le corollaire suivant donne des conditions suffisantes pour le TCL .

Corollaire 3.4.6. Si les v.a (εn) sont centrées i.i.d du second ordre , alors chacune
des conditions suivantes est suffisante pour que ARB(p) (Xn, n ∈ Z) vérifie le TCL
dans B :

a) B est un espace de Banache de type 2.
b) B est un espace de Banache de type 2 et ε0 est prégaussienne.
c) B est l’espace C[0,1] et ε0 est sous gaussienne.
d) B = C[0,1] et il existe une v.a. positive M de carrée intégrable telle que

|ε0(w, s)− ε0(w, t)| ≤M(w) |s− t| ,

pour w∈ Ω , et s et t dans [0, 1].
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Chapitre 4

Estimation et prévision d’un
processus autorégressifs
Hilbertien d’ordre 1 ARH(1)

Dans ce chapitre , nous présentons des résultats sur un modèle (ARH(1)) li-
néaire fonctionnel obtenus par D. Bosq [10], dont nous nous consacrons aux résultats
asymptotiques obtenus dans le cadre du modèle processus autorégressif hilbertien.
Notons que les problèmes théoriques posés par ARH(1) se traduisent en termes
d’estimation d’un opérateur linéaire. C’est pour quoi, la première section rappelle
quelques éléments de théorie des opérateurs linéaires. Dans la deuxième section on
donne des rappels et/ou compléments concernant des notions élémentaires autour
des variables aléatoires hilbertien (v.a.h), et la Troisième section nous présentons le
processus Autorégressifs Hilbertien d’ordre 1 ARH(1) avec ses propriétés asympto-
tique, et les dernières section nous intéressons à étudier les estimateurs des opéra-
teurs et leurs théorèmes limites.
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4.1 Eléments de la théorie des opérateurs linéaires
Cette section est consacré à des rappels sur des notions élémentaires de théo-

rie des opérateurs linéaires. Nous nous en tiendrons à des notions basiques mais
néanmoins nécessaires pour pouvoir appréhendes les problèmes statistiques posés
par le processus autorégressif hilbertien. Toutefois, pour plus d’information sur la
théorie des operateurs linéaires, voir Dunford et Schwartz [24], Gohberg et Krejn
[33], Chatelin [19], Kato [39] et Nagy et Riesz [52].

4.1.1 Espaces de Hilbert
Définition 4.1.1. On appelle espace de Banach B tout espace vectoriel normé
complet.

Définition 4.1.2. On appelle espace de Hilbert tout espace de Banach muni d’un
produit scalaire.

Soit H un espace de Hilbert (ou hilbertien) ; on note < ., . >H , le produit scalaire
(p.s.) dans H et ‖.‖H la norme associée à ce produit scalaire.

Définition 4.1.3. Une suite (vk)k∈N∗ d’éléments de H est une base hilbertienne
(ou dénombrable) orthonormale de H si :

i) ∀(k, k′) ∈ N∗ × N∗, < vk, vk′ >H= δkk′

ii) ∀x ∈ H,∃(ζk)k∈N∗ ∈ RN∗ x =
∑∞
k=1 ζkvk

Définition 4.1.4. H est dit séparable s’il existe une base dénombrable de H.

4.1.2 Opérateurs linéaires
H, H1 et H2 désignent des espaces de Hilbert réels.

Définition 4.1.5. On appelle opérateur linéaire toute application linéaire deH1dans
H2.

Définition 4.1.6. Soit (x, y) ∈ H∗1 ×H∗2 , prouduit tensoriel de x par y ; noté x⊗ y
est défini par :

x⊗ y =

{
H1 −→ H2

u→ x⊗ y(u) =< u, x > y

il est clair que x⊗ y est un opérateur linéaire.
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Définition 4.1.7. A est un opérateur borné de H1 dans H2 si et seulement si
il existe une constante M > 0 telle que, pour tout x appartenant à H1, on a
‖A(x)‖H2

≤M ‖x‖H1
.

Proposition 4.1.8. Tout opérateur linéaire est borné si et seulement si il est
continu.

Valeurs propres

Soit H un C -espace hilbertien et L(H) le R-e :v : des opérateurs linéaires
continus de H dans H et muni de la norme ‖.‖∞, appelée norme de la convergence
uniforme et dénie par :

∀A ∈ L(H) ‖A‖∞ = sup
‖x‖H=1

‖A(x)‖H = sup
x∈H∗

‖A(x)‖H
‖x‖H

.

Définition 4.1.9. Soit A ∈ L(H). On note sp(A) l’ensemble déni par :

sp(A) = {λ ∈ C/∃x ∈ H − {0} , A(x) = λx} ,

i) Tout élément desp(A) est appelé valeur propre de A alors que sp(A) est dit spectre
de A.

ii) Soit un élément de sp(A) ; Eλ = ker(A− I) est appelé sous-espace propre associé
à la valeur propre λ ; tout élément non nul de Eλ est appelé vecteur propre de A.

Définition 4.1.10. On appelle valeur singulière de A, toute valeur de l’opérateur
(A∗ ◦A)

1
2 ; si S(A) est ensemble des valeurs singulières de A, on a par dénition :

S(A) = sp
(

(A∗ ◦A)
1
2

)
.

4.1.3 Opérateurs compacts
Définition 4.1.11. A ∈ L(H1, H2) est dit compact (ou complètement continu) si
l’image par A de toute partie bornée de H1 est relativement compacte (i.e. d’adhé-
rence compacte) dans H2.

Définition 4.1.12. (équivalente pour des espaces hilbertiens) A est compact si et
seulement si il transforme toute suite faiblement convergente dans H1 en une suite
fortement convergente dans H2.
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propriétés pour des opérateurs compacts, auto-adjoints, positifs (ocap) :

Soit A (resp. S) un ocap de H :
1. sp(A) est fini ou dénombrable et sp(A) ⊂ R+,
2. le seule point d’accumulation de sp(A) est 0,
3. toute valeur propre λ non nulle est de multiplicité finie (dimEλ <∞),
4. S(A) = sp(A)
5. Eλ est orthogonal à Eµ dès que λ 6= µ ,
6. Soit (λ1, λ2, ...) la suite strictement décroissante des valeurs propres de A
(i.e. chaque valeurs propre apparaît une seule fois) ; alors

λ1 = sup
‖u‖H=1

< Au, u >H ,

et
λk(A) = sup{

u∈H/‖u‖H=1,u∈(⊗k−1
j=1Eλj )

⊥
} < Au, u >H .

7. A ocap ⇒ ‖A‖∞ = λ1(A)
8. Si S et A sont deux ocap alors |λk(S)− λK(A)| ≤ ‖S −A‖∞ (= λ1(S −A))
9. Soit S et A deux ocap et soit vk(s) (resp :λk(A)) le vecteur propre S (resp. A)
associé à la valeur propre λk(S) (resp. λk(A)). Alors on a :

‖vk(S)− vk(A)‖H ≤
2
√

2

λ1(S)− λ1(A)
‖S −A‖∞ .

On appelle suite pleine décroissante des valeurs propres (non nulles) de l’ocap A
toute énumération (λi(A))i∈I ; où I ⊂ N∗ ; chaque valeur propre gurant autant

de fois
que son ordre de multiplicité, la suite étant donnée par ordre décroissant.

Définition 4.1.13. Décomposition de Schmidt.
Soit (λi)i∈I la suite pleine décroissante de valeurs propres ( 6=) de l’ocap A,
(ei)i∈I un système orthonormal de vecteurs propres (ei est un vecteur propre
unitaire associé à λi). Alors, on a :

A =
∑
i∈I

λiei ⊗ ei dans L(H).

Conséquences :

i) A1/2 =
∑
i∈I
√
λiei ⊗ ei

ii) si A−1existe alors A−1 =
∑
i∈I

(
1
λi

)
ei ⊗ ei
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Proposition 4.1.14. Caractérisation d′un opérateur compact. A ∈ L(H)
est un opérateur auto adjoint positif ; A est compact si et seulement si il existe une
suite pleine décroissante de valeurs propres (λi)i∈I tendant vers 0 avec i et une base
ei orthonormale telle que

A =
∑
i∈I

λiei ⊗ ei.

Proposition 4.1.15. (Dunford et schwartz) Soit (An)n∈N∗ une suite uniformé-
ment convergente vers A d’opérateurs compacts sur H et (λi(A))i∈I la suite pleine
décroissante des valeurs propres non nulles de A. Alors, il existe des énumérations
(λi(An))i∈I des valeurs propres non nulles des Tn (chaque valeur propre étant répé-
tée suivant sont ordre de multiplicité) telles que l’on ait, uniformément en i :

lim
n→∞

sup
i∈I
|(λi(An)− λi(A)| = 0.

Soit Φp(A) l’application définie par :

Φp(A) =


(∑

i∈I |λi|
p) 1

p si p ∈ [1,∞[

sup
i∈I
|λi| si p =∞

et on note σp(H) = {A ∈ L(H); Φp(A) <∞} et pour tout A appartenant à σp(H),
on pose

‖A‖p = Φp(A)

Propriété 4.1

Pour tout (p, q) ∈ N2 tels que 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ on a :

σ1(H) ⊂ σp(H) ⊂ σq(H) ⊂ σ∞(H),

ce qui revient à écrire de manière équivalente que

‖A‖1 ≥ ‖A‖p ≥ ‖A‖q ≥ ‖A‖∞ .

Définition 4.1.16. Opérateur nucléaire. Tout élément deσ1(H) est appelé opé-
rateur nucl éaire sur H et la norme ‖.‖1 est dite norme trace

(
‖A‖1 =

∑
i∈I |λi| = tr(A)

)
.

Proposition 4.1.17. Caractérisation d′unopérateur nucléaire . A est un ocap
nucléaire si et seulement si il existe une suite pleine de valeurs propres (λi)i∈I avec∑
i∈I |λi| <∞ et une base orthonormée (ei)i∈I telles que

A =
∑
i∈I

λiei ⊗ ei.
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Proposition 4.1.18. Soit A un opérateur autoadjoint positif. A est un opérateur
nucléaire si et seulement si il existe une base orthonormale (ei)i∈I de H telle que∑
i∈I < A(ei), ei ><∞ ; cette somme ne dépendant pas de la base choisie.

Définition 4.1.19. Opérateur de Hilbert− Schmidt . Tout élément de σ2(H)
est appelé opérateur de Hilbert-Schmidt et la norme ‖.‖2 est dite norme de Hilbert-

Schmidt
(
‖A‖2 =

√∑
i∈I |λi|

2

)
.

Définition. On appelle produit scalaire de Hilbert-Schmidt, noté <,>2, le p.s.
défini par

<,>2:

 σ2(H)× σ2(H) −→ R

(S,A)→< S,A >2=
∑
i∈I < S(ei), A(ei) >H= tr(S∗ ◦A)

où (ei)i∈I est une base orthonormée de H.

Remarque. Pour tout A appartenant à σ2(H), on a ‖A‖2 = (< A,A >2)
1
2 .

Proposition. (σ2(H), < ., . >2) est un espace de Hilbert séparable.

Proposition. Caractérisation desopérateurs de Hilbert− Schmidt. A est un
opérateur de Hilbert-Schmidt si et seulement si pour toute base orthonormée (ei)i∈I
de H on a

∑
i∈I ‖A‖

2
H <∞.

4.2 Variables aléatoires hilbertiennes
L’objectif de ce paragraphe est donner un certain nombre d’outils nécessaires à

la manipulation des variables aléatoires hilbertiennes (v.a.h.).

4.2.1 Notations et définition
Soit H un espace de Hilbert réel séparable (i.e. il existe une base dénombrable)

muni du produit scalaire < ., . > On note ‖., ‖ la norme associée à ce produit scalaire.
βH désigne la tribu borélienne de H ; H’ désigne le dual topologique (ensemble des
formes linéaires continues) de H. Enfin, (Ω, A, P ) est un espace probabilisé.

Définition 4.2.1. Variable aléatoire hilbertienne. Toute application mesurable
de (Ω, A) dans (H,βH) est dite variable aléatoire hilbertienne (v.a.h).
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Intégration de v.a.h. :

Soit : Z : (Ω, A, P ) −→ (R, βR) On pose

L1
R =

{
Z :

ˆ
Ω

|Z(w)| dP (w) <∞
}
,

et on rappelle que Z est P−intégrable si, par définition, Z appartient à L1
R(Ω, A, P ).

Soit X une v.a.h. et y un élément de H ; si ‖X‖ est P−intégrable, l’application
qui à tout élément w de Ω associe le réel < X(w), y > est P−intégrable puisque
< X(w), y >≤ ‖X(w)‖ ‖y‖ : Par ailleurs, l’application

φ

 H −→ R

y 7−→ φ(y) =
´

Ω
< X(w), y > dP (w)

est une forme linéaire continue sur H ; d’après le théorème de Riesz, il existe un
unique élément de H, noté EX, tel que

φ(y) =< EX, y >

(
=

ˆ
Ω

< X(w), y > dP (w)

)
.

Définition 4.2.2. Espérance d′une v.a.h.. EX est appelée intégrale de X sur Ω
ou encore espérance de X ; EX est aussi notée

´
Ω
X(w)dP (w).

Proposition 4.2.3. Si X est une v.a.h. telle que ‖X‖ est P−intégrable, alors

‖EX‖ ≤ E ‖X‖ .

Définition 4.2.4. V.a.h.intégrable. X est une v.a.h. P−intégrable si et seulement
si ‖X‖ ∈ L1

R(Ω, A, P ) .

4.2.2 Outils asymptotiques pour v.a.h.
1. Loi des Grands nombres pour des v.a.h.

Soit {Xn}n∈N∗ une suite de v.a.h. dénies sur (Ω, A, P ) et à valeurs dans (H,βH),
indépendantes et identiquement distribuées et posons X(w) = 1

n

∑n
i=1Xi(w).

i) Convergence forte : Si E ‖X1‖ < +∞, Alors

P
({
w ∈ Ω/

∥∥X(w)−X1(w)
∥∥ n→∞−→ 0

})
= 1

ii) Convergence enmoyenne quadratique. Si E ‖X1‖2 < +∞, alors

E
(∥∥X(w)−X1(w)

∥∥2
)
−→
n→∞

0.
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2. Théorème de la limite central pour v.a.h :

Soit (H,βH , Q) un espace probabilisé, H étant un espace de Hilbert réel sépa-
rable.

Définition 4.2.5. fonction caractéristique . On appelle fonction caractéristique
de Q, notée Q̂, la fonction de H dans C dénie par :

∀x, x ∈ H, Q̂(x) =

ˆ
H

exp {i < x, y >} dQ(x).

Proposition 4.2.6. .
i) Q̂, est uniformément continue
ii) Si pour tout x élément de H, Q̂1(x) = Q̂2(x) , alors

Q̂1 = Q̂2(ie Q̂ caractérise Q).

iii) Si, pour tout f continue bornée,
´
H
f(x)dQn(x) converge vers

´
H
f(x)dQ(x)

quand
n tend vers +∞ ; alors

pour tout x ∈ H Q̂n converge vers Q(x) quand n tends vers +∞.

Définition 4.2.7. Produit de convolution. On appelle produit de convolution
de Q1 et Q2, noté Q1 ? Q2 ; l’unique mesure de probabilité qui vérie pour toute
fonction f continue bornée :ˆ

H

f(x)dQ1(x) ? dQ2(x) =

ˆ
H

f(x+ y)dQ1(x)dQ2(y).

Propriété Q̂1 ? Q2(x) = Q̂1(x)Q̂2(x).

On dispose maintenant des notions nécessaires à la dénition d’une variable
aléatoire hilbertienne gaussienne :

Définition 4.2.8. La v.a.h. X est une v.a.h. gaussienne dénie sur (H,βH) si et
seulement si, sa loi de probabilité Q est telle que

∀h ∈ H, Q̂(x) = exp

{
i < h,EX > −1

2
< ΓXh, h >

}
,

où ΓX = E ((X − EX)⊗X) est appelé opérateur de covariance de la v.a.h. X.
Notation et terminologie : on dit alors que X suit la loi NH(EX,ΓX) ; c-à-d la

loi
gaussienne d’espérance EX et d’opérateur de covariance ΓX .

Remarque. X centrée (i.e. EX = 0 ∈ H) implique que ΓX = E (X ⊗X).
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3. Théorème de la limite centrale :

Soit {Xn}n∈N∗ une suite de v.a.h. définies sur (Ω, A, P ) et à valeurs dans (H,βH),

indépendantes et identiquement distribuées et posons Alors, la suite
{

1√
N

∑n
k=1(Xk − EX)

}
n∈N∗

converge en loi quand n tends vers l’inni vers la loi gaussienne NH(0,ΓX) (definie
sur (H,βH))

Inégalité de type Bernstein pour des v.a.h.

Soit X1, X2, .......Xh n v.a.h. indépendantes telles que :
_ ∀i = 1, ..., n EXi = 0,

_ ∀i = 1, ..., n ∃(ai, b) ∈ R+ × R+/E (‖Xi‖m) ≤
m|
•

2 a
2
i b
m−2, ∀m ≥ 2

Alors , en posant An =
√∑n

i=1a
2
i on a

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

∥∥∥∥∥ ≥ εAn
)
≤ 2exp

{
− ε2

2(1 + c εbAn )

}
.

4.3 Processus autorégressifs hilbertiens d’ordre 1
Dans cette section nous rappelons certains résultats de la théorie des processus

auto égressifs fonctionnels introduits par Bosq (1991). Nous présentons le processus
Autorégressifs Hilbertien d’ordre 1 ARH(1) avec ses propriétés asymptotique .

Soit H un espace de Hilbert réel séparable muni du produit scalaire < ., . >
associé à la norme ‖., ‖, et sa tribu borélienne β. Et ρ un opérateur linéaire borné
sur H .

4.3.1 Préliminaires - définitions
Définition 4.3.1. une suite ε = (εn, n ∈ Z)de v.a.H est dite un H-bruit blanc
(WN) si :

1)

0 < E ‖εn‖2 = σ2 <∞, Eεn = 0

et
2) εn est orthogonal à εm ; n,m ∈ Z ; n 6= m ie :

E(< εn, x >< εm, y >) = 0 x, y ∈ H (4.3.1)

ε est dite un H bruit blanc fort (SWN) si elle satisfait 1)
2’) εn est une suite i.i.d H-v.a .
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Définition 4.3.2. Une suite X = (Xn, n ∈ Z) est H-v.a est appelé un processus
Autorégressifs Hilbertien d′ordre1 ARH(1) associé à (µ, ε, ρ) si elle est sta-
tionnaire et de sorte que

Xn − µ = ρ(Xn−1 − µ) + εn (4.3.2)

tel que ε = (εn, n ∈ Z) est un H bruit blanc, µ ∈ H , ρ ∈ L.

Afin d’etudier l’existence de X, nous introduisons les condtions suivantes :
C0) : ∃un entier j0 ≥ 1 tq : ∥∥ρj0∥∥L < 1.

C1) : ∃a > 0 et 0 < b < 1 tq :∥∥ρj0∥∥L ≤ a.bj j ≥ 0.

Lemme 4.3.3. C0 et C1 sont equivalentes.

Théorème 4.3.4. Si C0 vérifiée Alors (4.3.2) à une solution unique Stationnaire
donnée par

Xn = µ+

∞∑
j=0

ρj(εn−j), (4.3.3)

où la série converge dans L2(Ω, A, P ) p.s ,De plus εest le processus d’innovation

Propriété basique de ARH(1) :

Dans la suite nous dirons que ARH(1) est STANDARDsi µ = 0 et C0 vérifie
nous présentons un theoreme de base. C désigne l’opérateur de covariance de X0

Théorème 4.3.5. Si X est un standart ARH(1) les relations suivantes sont satis-
faites :

C = ρCρ∗ + Cε................1,

C =
∑∞
j=0 ρ

jCερ ∗j .........2,

où la série converge dans sens‖.‖N .

CXn,Xm = Cρ ∗(n−m) n > m...3,

CXm,Xn = Cρ(n−m) n > m.....4.
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4.3.2 Theorémes limites pour les ARH(1)
Dans ce paragraphe , nous allons étudier le comportement asymptotique de Sn =

X1 + ..+Xn où (Xn) est ARH(1).

Lemme 4.3.6. Si X ARH(1) de moyenne nulle avec l’innovation ε alors

|E < X0, Xh >| ≤
∥∥ρh∥∥LE ‖X0‖2 h > 0. (4.3.4)

Théorème 4.3.7. LFGN.. Soit X est ARH(1) standard, alors lors n −→∞

E

∥∥∥∥Snn
∥∥∥∥2

= O

(
1

n

)
(4.3.5)

et pour tous B > 1
2

n1/4

(logn)
B

Sn
n
−→ 0 p.s. (4.3.6)

Dans la suite on donne le taux exacte de convergence .

Théorème 4.3.8. Soit X est ARH(1) standard, alors nous avons∥∥∥nCSn/n −∑+∞
h=−∞ CX0,Xh

∥∥∥
N
−→ 0,

et

nE
∥∥Sn
n

∥∥ −→
n→∞

∑+∞
h=−∞E < X0, Xh > .

.

Théorème 4.3.9. Soit X est ARH(1) associé avec (µ, ε, ρ) tel que εest un bruit
blanc fort et ρ satisfaisant (C0) alors si ε0 ∈ ζ ie : ∃γ > 0 tq E

(
eγ‖X0‖

)
< ∞il

existe α0 > 0 et β
0
> 0 , qui depend seulement en ρ et ε0 :

P

(∥∥∥∥Snn − µ
∥∥∥∥ ≥ η) ≤ 4exp

(
− nη2

α0 + β
0

)
; η > 0. (4.3.7)

Corollaire.
∥∥Sn
n

∥∥ = O

((
logn
n

) 1
2

)
p.s

Théorème 4.3.10. TCL . Soit X est ARH(1) associé avec (µ, ε, ρ) tel que εest un
bruit blanc fort et ρ satisfaisant (C0) alors :

√
n

(
Sn
n
− µ

)
D−→ N (0,Γ) (4.3.8)

tel que Γ = (I − ρ)
−1
Cε (I − ρ∗)−1.
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4.4 Estimation de l’opérateur d’Auto-covariance pour
ARH(1)

4.4.1 Estimation des opérateurs de covariance et de cova-
riance croisée

Estimateur de l’operateur de covariance

Soit X = (Xn, n ∈ Z) est ARH(1) standard associé avec (ε, ρ) tel que εest un
bruit blanc fort et :

E ‖X0‖4 <∞. (4.4.1)

dans cette partie est consacrée à l’estimation de l’opérateur de covariance C défini
par :

C(x) = E (< X0, x > X0) . x ∈ H (4.4.2)

Si X1, ....., Xn sont des obsevations , l’estimation naturel de C est Operateur
de Covariance Emperique definie comme :

Cn(x) =
1

n

n∑
i=1

< Xi, x > Xi, x ∈ H, (4.4.3)

ou de façon plus compacte :

Cn(x) =
1

n

n∑
i=1

Xi ⊗Xi, x ∈ H, (4.4.4)

Cnest de dimension finie , il se ensuite que qu’il est nucleaire et donc est de Hilbetr-
Schmid.

Estimateur de l’operateur de covariance croisée

Soit X est ARH(1) de moyenne nulle son opérateur de covarinace croisée de
l’ordre h est définie cmme :

Ch(x) = CX0,Xh(x) = E (< X0, x > Xh) , (4.4.5)

ou encore
Ch = E (X0 ⊗Xh) ; h ≥ 1. (4.4.6)

Un estimateur naturel de Chest Operateur de Covariance Croisée Emperique
d’ordre h , est définie comme

Ch,n(x) =
1

n− h

n−h∑
i=1

Xi ⊗Xi+h, x ∈ H (4.4.7)
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avec 1 ≤ h ≤ n − 1 . Si h > n − 1 nous avons fixé Ch,n = 0 , il est claire que Ch,n
est un operateur nucleaire donc il est de Hilbert-Shmid.

De plus
ECh,n = Ch, 1 ≤ h ≤ n− 1,

par commidité nous ecrivons Dnau lieu de C1,n.

4.4.2 Estimation des valeurs propres de C
Estimation des valeurs propres de C est on un grand interet car elles sonr relié a

Analyse Des Données du processus observée ( voir : Ramsay et Sliverman (1997)).
Rappelons que C admet la décomposition Spectrale

C =

∞∑
j=1

λjvi ⊗ vi (4.4.8)

tel que (vj) est un systeme orthogonal complet dans H et (λj) est une suite décrois-
sante de nombre réels positifs tel que

∑∞
j=1 λj <∞, nous avons donc

C(vj) = λjvj , j ≥ 1. (4.4.9)

L’estimateur de ces paramétres sont Les Valeurs Propre Emperique définies par :

Cn(vj) = λjnvjn, j ≥ 1 (4.4.10)

avec λ1n ≥ ... ≥ λnn ≥≥ 0 = λn+1,n = λn+2,n = ..... et (vjn) constitues un systeme
orthonormé complet dans H.

4.5 Estimation de l’opérateur d’Auto-corrélation ρ
pour ARH(1)

Dans ce paragraphe on va introduire un estimateur de ρ basé sur la relation :

D = ρC (4.5.1)

En effet , on va traiter deux cas
1er Cas : Si C−1existe
2eme Cas : Si C n’est pas inversible dans L(H) (ie, le cas général).
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4.5.1 Estimation et analyse asymptotique de l’opérateurρ cas
C−1 existe

Soit X = (Xn, n ∈ Z) est un processus ARH(1) standard et si ∃ j0 tel que∥∥ρj0∥∥L < 1 dans cette section nous supposons que H est de Dimention finie ie :
dimH = k . Ainsi H est isomorphe à Rk son produit scalaire

< x, y >=

k∑
j=1

xjyj

avec x = (x1, ..., xk) et y = (y1, ..., yk) ∈ Rk .
Le debut est d’estimer ρ a partir de données X1, ...Xn , de (4.5.1) on a

D = ρC,

si C est inversible nous avons :
ρ = DC−1, (4.5.2)

on définit l’estimateur ρ̂n de ρ à travers les estimateurs Cn de C et Dn de D qui
sont donnés par :

Cn = 1
n

∑n
i=1 < Xi, . > Xi

Et
Dn = 1

n−1

∑n
i=1 < Xi, x > Xi+1

ainsi
ρ̂n = DnC

−1
n (4.5.3)

sous l’hypothése que Cn est inversible.

Etude Asymptotique le cas C−1existe :

Nous allons précisé le comportement de ρ̂n par rapport a ρ quand n tend vers
l’infini. Nous avons besoin de l’hypothes générale suivante :
HypothéseA :

A1 : X est un standard ARH(1) avec dimH < +∞
A2 : E ‖X‖4 <∞
A3 : (εn) est un bruit blanc fort
A4 : C est inversible
A5 : Cn est p.s sure inversible pour n ≥ k

Théorème 4.5.1. Si A verifiée , alors :

n1/4

(logn)B
‖ρ̂n − ρ‖L −→ 0, p.s B >

1

2
. (4.5.4)
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Théorème 4.5.2. Si A est vérifiée et ‖X0‖est bornée , alors pour tout η > 0

P (‖ρ̂n − ρ‖L ≥ η) ≤ 16exp

(
− nλ2

kη
′2

a+ bλkη′

)
(4.5.5)

avec η′ = min
(
η, η
‖D‖L‖C−1‖L

, 2
)
et a > 0, b > 0.

Théorème 4.5.3. Si A vérifiée , alors

√
n (ρ̂n − ρ)

Loi−→ N ′, (4.5.6)

avec N’ est un opérateur aleatoire Gaussien de moyenne nulle.

4.5.2 Estimation et analyse asymptotique de ρ le cas général
Dans ce cas C n’est pas inversible dans L(H) (ie : C−1 n’est pas bornée ). En

effet ,en utilisant la décomposition de Schmidt de C :

C =

∞∑
j=1

λjvi ⊗ vi,

il vient que

C−1 =

∞∑
j=1

λ−1
j vi ⊗ vi, avec lim

j→∞
λj = 0.

L’estimateur que nous allons introduire est inspiré de celui Bosq(1991) dans le
cadre de processus autoregressifs Hilbertien. Par ailleur il est clair que dim(ImCn) ≤
n , on note λ̂1 ≥ λ̂2 ≥ ....λ̂n ≥ 0 = λ̂k k ≥ n + 1 les valeurs propres de Cn, et
v̂1, v̂2, ....., , les vecteurs propres orthonormés associés aux valeurs propres .

Soit (qn)n∈N∗ une suite d’entier positifs tq lim
n→∞

qn = +∞ avec qn ≤ n et soit

Ĥqn le sous espace vectoriel de H engendré par {v̂j , j = 1, ....., qn} et Π̂qn etant la
projection orthogonal sur Ĥqn :

Π̂qn =

qn∑
j=1

v̂j ⊗ v̂j

Définition 4.5.4. On suppose que :
B1 : λ1 > λ2 > .. > λj > .. > 0

B2 : λ̂qn > 0
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on définit :

Ĉn = Π̂qnCn =

qn∑
j=1

λ̂j < v̂j , . > v̂j ,

ainsi

Ĉ−1
n (x) =

qn∑
j=1

λ̂−1
j < x, v̂j > v̂j , x ∈ Ĥqn ,

l’estimateur ρ̂n de ρ est donné par :

ρ̂n = Π̂qnDnĈ
−1
n Π̂qn . (4.5.7)

Etude asymptotique de ρ :

On s’intéresse dans cette partie aux propriétés asymptotique de ρ̂n dans le cas
général . Soit (Xn) est un standard ARH(1) , on cosidére le cas général , Bosq a
montré la convergence de ρ̂n en norme linéaire.

Soit :

aj =


2
√

2
(λ1−λ2) si j = 1

2
√

2
min(λj−1−λj ,λ−λj+1) si j > 1

Théorème 4.5.5. Supposons que E ‖X‖4 < ∞ et λ1 > λ2 > .. > λj > .. > 0 et
λ̂qn > 0 et ρ est de Hilbert-Chmidt. Alors si pour tout B > 1

λ−1
qn

qn∑
j=1

aj = O

(
n1/4

(logn)B

)
,

on a
‖ρ̂n − ρ‖L −→ 0, p.s, (4.5.8)

si de plus ‖X0‖ bornée alors

P (‖ρ̂n − ρ‖L ≥ η) ≤ C1(η)exp

−C2(η)nλ2
qn

 qn∑
j=1

aj

−2
 , (4.5.9)

η > 0 , n ≥ η(n) ,et C1(η) , C2(η) sont deux constante positifs .
Ainsi

nλ2
qn

logn
(∑qn

j=1 aj

) → 0 implique ‖ρ̂n − ρ‖L −→ 0, p.s.

Théorème 4.5.6. Si les hypothéses suivant
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– λ̂1 > λ̂2 > ....λ̂qn > 0, p.s
– λ1 > λ2 > .. > λj > .. > 0

– E ‖X‖4H <∞

– lim
n→∞

nλ4
qn = +∞ , et lim

n→∞
nλ2

qn

(∑qn
j=1 aj

)−2

= +∞
sont satisfaites, alors

‖ρ̂n − ρ‖∞ −→ 0
n→∞

. en Proba (4.5.10)

Le probléme de la convergence faible pour ρ̂n est assez complexe nous indiquons
un resultat établit par Mas(1999) :

Théorème 4.5.7. Supposons que A1, B1, B2, sont vérifiées et si les conditions
ci-dessous

– C−1
n existe sur Ĥqn

– E
∥∥C−1(ε0)

∥∥2
<∞

– nλ2
qn −→∞ , et n−1

∑qn
j=1 ajλ

−2
j <∞

– λj λ̂
−1
j est bornés en Probabilité pour tout j

sont satisfaites, alors on a

√
n
(
ρ̂n − Π̂qnρ

)
Loi−→
H−S

N

où N v.a Gaussienne.
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Chapitre 5

Complete convergence of
moving average processes
with ψ-mixing sequences

Ce chapitre fait l’objet d’une publication paru dans International Journal of Sta-
tistics and Economics ; [Formerly known as the "Bulletin of Statistics & Economics
"] , 2015, Vol. 16 (2).
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CHAPITRE 5. COMPLETE CONVERGENCE OF MOVING AVERAGE
PROCESSES WITH ψ-MIXING SEQUENCES

ABSTRACT

Let {Yi,−∞ < i < ∞} be a doubly infinite sequence of identically distributed
and ψ-mixing random variables and {ai,−∞ < i < ∞} an absolutely summable
sequence of real numbers. In this paper, we prove the complete convergence of

{
n∑
k=1

∞∑
i=−∞

ai+kYi/n
1/t;n ≥ 1} under some suitable conditions.

Keywords :

Complete convergence, moving average ,ψ-mixing.

5.1 Introduction
We Assume that {Yi,−∞ < i < ∞} is a doubly infinite sequence of identically

distributed random variables. Let {ai,−∞ < i < ∞} be an absolutely summable
sequence of real numbers and

Xk =

∞∑
i=−∞

ai+kYi, k ≥ 1. (5.1.1)

Under independence assumptions, i.e., {Yi,−∞ < i < ∞} is a sequence of inde-
pendent random variables, many limiting results have been obtained for the moving
average process {Xk, k ≥ 1}. For example, Ibragimov(1962) has established the cen-
tral limit theorem for {Xk, k ≥ 1}. Burton and Dehling(1990) have obtained a large
deviation principle for {Xk, k ≥ 1} with Eexp(tY1) <∞ for all t and Liet al.(1992)
have obtained the following result on complete convergence.

Théorème 5.1.1. Suppose {Yi,−∞ < i < ∞} is a sequence of independent and
identically distributed random variables. Let {Xk, k ≥ 1} be defined as (5.1.1) and
1 ≤ t < 2. Then EY1 = 0 and E | Y1 |2t<∞ imply

∞∑
n=1

P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ ≥ n 1
t ε

}
<∞ for all ε > 0

5.2 Main results
Under dependence assumption, few results for {Xk, k ≥ 1} are known. In this

paper, we shall extend Theorem 5.1.1 to the case of ψ-mixing dependence. We
suppose that {Yi,−∞ < i < ∞} is a sequence of identically distributed and ψ-
mixing random variables. i.e,

ψ (n) = sup
k≥1

ψ(Fk1 ,F∞k+n) −→ 0, n→∞
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where

Fmn = σ(Yk, n ≤ k ≤ m)andψ(A ,B) = sup
A∈A ,B∈B
P (A).P (B)>0

∣∣∣∣P (A ∩B)− P (A)P (B)

P (A)P (B)

∣∣∣∣
The consepts of ψ-mixing random variables were introduced by J.R. Blum, D.L.
Hanson, L. Koopmans (1963).

Théorème 5.2.1. Suppose that {Yi,−∞ < i < ∞} is a sequence of identically

distributed and ψ-mixing random variables with
∞∑
n=1

ψ(n) <∞ and that {Xk, k ≥ 1}

is defined as in (5.1.1). Let h(x) > 0(x > 0) be a slowly varying function and
1 ≤ t < 2, r ≥ 1. Then EY1 = 0 and E(|Y1|rth(|Y1|t) <∞ imply

∞∑
n=1

nr−2h(n)P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ ≥ n 1
t ε

}
<∞ for all ε > 0.

Throughout the sequel, C will represent a positive constant although its value
may change from one appearance to the next, and an ≪ bn will mean an = O(bn)

Observe that
n∑
k=1

Xk =

∞∑
i=−∞

n∑
j=1

aj+iYi

set ani =
n∑
j=1

aj+n then

n∑
k=1

Xk =

∞∑
i=−∞

aniYi

The following lemma comes from Burton and Dehling(1990)

Lemme 5.2.2. Let
∞∑

i=−∞
ai be an absolutely convergent series of real numbers with

a =
∞∑

i=−∞
ai and k ≥ 1. Then

lim
n→∞

1

n

∞∑
i=−∞

∣∣∣∣∣∣
i+n∑
j=i+1

aj

∣∣∣∣∣∣
k

= |a|k .

The following lemma will be useful. A proof appears in (Wang and Yang 2010).

Lemme 5.2.3. Let {Yn, n ≥ 1} be a sequence of ψ-mixing random variables satis-
fying

∑
n=1

ψ(n) <∞, q ≥ 2 Assume that EYn = 0 and E |Yn|q <∞ for eachn ≥ 1.
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Then there exists a constant C, depending only on q and ψ(.) such that

E

(
max

1≤j≤n

∣∣∣∣∣
a+j∑
i=a+1

Yi

∣∣∣∣∣
q)
≤ C

 a+n∑
i=a+1

E |Yi|q +

(
a+n∑
i=a+1

EY 2
i

) q
2


for every a ≥ 0 and n ≥ 1. In particular, we have

E

(
max

1≤j≤n

∣∣∣∣∣
j∑
i=1

Yi

∣∣∣∣∣
q)
≤ C

 n∑
i=1

E |Yi|q +

(
n∑
i=1

EY 2
i

) q
2

 . (5.2.1)

Démonstration. [Proof of Theorem 5.2.1 ] Recall that
n∑
k=1

Xk =

n∑
k=1

∞∑
i=−∞

ai+kYi =

∞∑
i=−∞

aniYi

From Lemma 5.2.2, we can assume, without loss of generality, that

∞∑
i=−∞

|ani| ≤ n, n ≥ 1 and ã =

∞∑
i=−∞

|ai| ≤ 1.

Let Sn =

∞∑
i=−∞

aniYiI
{
|aniYi| ≤ n1/t

}
Then

n−1/tE|Sn| = n−1/t

∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞
aniEYiI

{
|aniYi| > n1/t

}∣∣∣∣∣
≤ n−1/t

∞∑
i=−∞

|ani|E|Y1|I
{
|aniYi| > n1/t

}
≤ n−1/tnE|Y1|I

{
ã|Y1| > n1/t

}
≤ n−1/tnE|Y1|I

{
|Y1| > n1/t

}
≤ E|Y1|tI

{
|Y1| > n1/t

}
−→ 0 as n→∞.

So, for large enough n we have n−1/tE |Sn| < ε/2. Then

∞∑
n=1

nr−2h(n)P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ ≥ n1/tε

}
≤ C

[ ∞∑
n=1

nr−2h(n)P
{

max
i
|aniYi| > n1/t

}
+

∞∑
n=1

nr−2h(n)P
{
|Sn − ESn| ≥ n1/t ε

2

}]
= I1 + I2.
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Set Inj =
{
i ∈ Z; (j + 1)

−1/t
< |ani| ≤ j−1/t

}
, j = 1, 2, . . .. Then ∪j≥1Inj = Z.

Note that(cf. Li et al. 1992)

k∑
j=1

(]Inj) ≤ n(k + 1)1/t

– • For I1, we have

I1 ≤
∞∑
n=1

nr−2h(n)

∞∑
i=−∞

P
(
|aniYi| > n1/t

)
≤

∞∑
n=1

nr−2h(n)

∞∑
j=1

∑
i∈Inj

P
(
|Y1| > (jn)1/t

)
≤

∞∑
n=1

nr−2h(n)

∞∑
j=1

(]Inj)
∑
k≥jn

P
(
k ≤ |Y1|t < k + 1

)
≤

∞∑
n=1

nr−2h(n)

∞∑
k=n

[k/n]∑
j=1

(]Inj)P
(
k ≤ |Y1|t < k + 1

)
≤

∞∑
n=1

nr−2h(n)

n∑
k=1

(
k

n
+ 1

)1/t

nP
(
k ≤ |Y1|t < k + 1

)
≤ C

∞∑
n=1

nr−1h(n)n−1/t
∞∑
k=n

k1/tP
(
k ≤ |Y1|t < k + 1

)
< C

∞∑
k=1

k∑
n=1

nr−1h(n)n−1/tk1/tP
(
k ≤ |Y1|t < k + 1

)
< C

∞∑
k=1

kr−1/th(k)k1/tP
(
k ≤ |Y1|t < k + 1

)
=

∞∑
k=1

krh(k)P
(
k ≤ |Y1|t < k + 1

)
≤ CE|Y1|rth(|Y1|t) <∞.
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– • For I2, we have for q ≥ 2, by Lemma 2 and markov’s inequality,

P
(
|Sn − ESn| ≥

ε

2
n1/t

}
≤ Cn−q/tE |Sn − ESn|q

≤ Cn−q/t


( ∞∑
i=−∞

a2
niEY 2

1 I
{
|aniY1| ≤ n1/t

})q/2

+

∞∑
i=−∞

E|aniY1|qI
{
|aniY1| < n1/t

}}
.

Then

I2 ≤ C

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t

( ∞∑
i=−∞

a2
niEY 2

1 I
{
|aniY1| ≤ n1/t

})q/2

+C

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t
∞∑

i=−∞
E|aniY1|qI

{
|aniY1| ≤ n1/t

}
= I3 + I4.

If r ≥ 2, we choose q large enough such that q( 1
t −

1
2 ) > r − 2, then

I3 ≤
∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t

( ∞∑
i=−∞

a2
niEY 2

1

)q/2

≤
∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q(
1
t−

1
2 ) <∞,

and

I4 ≤
∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t
∞∑
j=1

∑
i∈Inj

E|aniY1|qI
{
|aniY1| ≤ n1/t

}
≤

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t
∞∑
j=1

(]Inj)j
−q/tE|Y1|qI

{
|Y1|t ≤ n(j + 1)

}
≤

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t
∞∑
j=1

(]Inj)j
−q/t

∑
0≤k≤(j+1)n

E|Y1|qI
{
k ≤ |Y1|t < k + 1

}
≤

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t
∞∑
j=1

(]Inj)j
−q/t

2n∑
k=0

E|Y1|qI
{
k ≤ |Y1|t < k + 1

}
+

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t
∞∑
j=1

(]Inj)j
−q/t

(j+1)n∑
k=2n+1

E|Y1|qI
{
k ≤ |Y1|t < k + 1

}
= I5 + I6.
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Note that for q ≥ 1 and m ≥ 1, we have

n ≥
∞∑

i=−∞
|ani| ≥

∞∑
j=1

∑
i∈Inj

|ani| ≥
∞∑
j=1

(]Inj)(j + 1)−1/t

≥
∞∑
j=m

(]Inj)(j + 1)−1/t ≥
∞∑
j=m

(]Inj)(j + 1)−q/t(m+ 1)( qt−
1
t ).

So,
∞∑
j=m

(]Inj)j
−q/t < Cnm−(q−1)/t.

Then, we have

I5 ≤ C

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t.n

2n∑
k=0

E|Y1|qI{k ≤ |Yi|t < k + 1}

≤ C

∞∑
k=1

∞∑
n=[ k2 ]

nr−1h(n)n−q/tE|Y1|qI{k ≤ |Yi|t < k + 1}

≤ C

∞∑
n=1

kr−
q
t h(k)E|Y1|qI{k ≤ |Yi|t < k + 1}

≤ CE|Y1|rth(|Y1|t) <∞,

and

I6 < C

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t
∞∑

k=2n+1

∑
j≥ kn−1

(]Inj)j
−q/tE|Y1|qI

{
k ≤ |Y1|t < k + 1

}
< C

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−q/t
∞∑

k=2n+1

n(
k

n
)−(q−1)/tE|Y1|qI

{
k ≤ |Yi|t < k + 1

}
=

∞∑
n=1

nr−1h(n)n−1/t
∞∑

k=2n+1

k−
q−1
t E|Y1|qI

{
k ≤ |Yi|t < k + 1

}
< C

∞∑
k=2

[k/2]∑
n=1

nr−1h(n)n−1/tk−
q−1
t E|Y1|qI

{
k ≤ |Yi|t < k + 1

}
≤

∞∑
k=2

krh(k)k−1/tk−
q−1
t E|Y1|qI

{
k ≤ |Yi|t < k + 1

}
=

∞∑
k=2

kr−
q
t h(k)E|Y1|qI

{
k ≤ |Yi|t < k + 1

}
≤ CE|Y1|rth(|Yi|t) <∞.
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So, I4 <∞ and then I2 <∞. If r < 2, we choose q = 2. Then

I2 =

∞∑
n=1

nr−2h(n)n−2/t
∞∑

i=−∞
E|aniY1|2I

{
|aniY1| ≤ n1/t

}
.

Similary to I4, we have I2 <∞.
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Chapitre 6

Complete moment
convergence of moving
average processes under
ψ-mixing assumptions

Ce chapitre fait l’objet d’un travail soumis au International Journal of Statistics
and Economics ; [Formerly known as the "Bulletin of Statistics & Economics "].
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ABSTRACT

Let {Yi,−∞ < i < ∞} be a doubly infinite sequence of identically distri-
buted and ψ-mixing random variables with zero means and finite variance and
{ai,−∞ < i <∞} an absolutely summable sequence of real numbers. In this paper,

we prove the complete moment convergence of {
n∑
k=1

∞∑
i=−∞

ai+kYi/n
1/p;n ≥ 1} under

some suitable conditions, i.e., we extend Theorem 1.1 of Li and Zhang [Li, Y.X.,
Zhang, L.X., Complete moment convergence of moving average processes under de-
pendence assumptions. Statist. Probab. Lett. 70(2004), 191–197] to the ψ-mixing
case.

Keywords :

Complete moment convergence, moving average ,ψ-mixing.

6.1 Introduction
We Assume that {Yi,−∞ < i < ∞} is a doubly infinite sequence of identically

distributed random variables with zero means and finite variance. Let {ai,−∞ <
i <∞} be an absolutely summable sequence of real numbers and

Xk =

∞∑
i=−∞

ai+kYi, k ≥ 1 (6.1.1)

Under independence assumptions, i.e., {Yi,−∞ < i < ∞} is a sequence of inde-
pendent random variables, many limiting results have been obtained for the moving
average process {Xk, k ≥ 1}. Zhang (1996) extended Theorem 5.1.1 to the φ-mixing
case and Baek, Kim, and Liang (2003) discussed the complete convergence of moving
average processes under negative association assumption and Liang (2000) obtained
some general results on the complete convergence of weighted sums of negatively
associated random variables, including moving average processes.

When {Xk, k ≥ 1} is a sequence of i.i.d random variables with mean zeros and
positive finite variances, Chow (1988) obtained the following result on the complete
moment convergence :

Théorème 6.1.1. Suppose that {Xk, k ≥ 1} is a sequence of i.i.d random variables
with EX1 = 0 . For 1 ≤ p < 2 and r > p , if E {|X1|r + |X1| log (1 + |X1|)} < ∞,
then for any ε > 0 , we have

∞∑
n=1

n
r/p−2−1/pE

{∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣− εn 1
p

}+

<∞.

77



CHAPITRE 6. COMPLETE MOMENT CONVERGENCE OF MOVING
AVERAGE PROCESSES UNDER ψ-MIXING ASSUMPTIONS

Recently Li and Zhang (2004) showed that this kind of result also holds for
moving average processes under negative association as follows :

Théorème 6.1.2. Suppose {Xk, k ≥ 1} is defined as (6.1.1), where {ai,−∞ <

i < ∞} is a sequence of real numbers with
∞∑

i=−∞
|ai| < ∞ and {Yi,−∞ < i < ∞}

is a sequence of identically distributed and negatively associated random variables
with EY1 = 0 , EY 2

1 < ∞ Let h(x) > 0(x > 0) be a slowly varying function and
1 ≤ p < 2, r ≥ 1 + p/2. Then E (|Y1|r h (|Y1|p)) <∞ implies

∞∑
n=1

n
r/p−2−1/ph(n)E

{
|Sn| − εn

1
p

}+

<∞

where

Sn =

n∑
k=1

Xk, n ≥ 1.

In this paper we shall extend Theorem 6.1.2 to the ψ-mixing case.

6.2 Main results
We suppose that {Yi,−∞ < i <∞} is a sequence of identically distributed and

ψ-mixing random variables. In this part, we study the complete moment convergence

of {
n∑
k=1

∞∑
i=−∞

ai+kYi/n
1/t;n ≥ 1} in some suitable conditions. We extend Theorem 6.1.2

from Li and Zhang [44].
Our main result is as follows :

Théorème 6.2.1. Set Sn =
n∑
k=1

Xk , n ≥ 1 ,where {Xk, k ≥ 1} is defined as (6.1.1).

Suppose that {Yi,−∞ < i <∞} is a sequence of identically distributed and ψ-mixing

random variables with EY1 = 0 , E(|Y1|q) <∞ for some q ≥ 2 , and
∞∑
n=1

ψ(n) <∞

, where {ai,−∞ < i < ∞} is a sequence of real numbers with
∞∑

i=−∞
|ai| < ∞ . Let

h(x) > 0(x > 0) be a slowly varying function and 1 ≤ p < 2, r ≥ 1 + p/2. Then
E (|Y1|r h (|Y1|p)) <∞ implies

∞∑
n=1

n
r/p−2−1/ph(n)E

{
|Sn| − εn

1
p

}+

<∞ pour tout ε > 0. (6.2.1)

Remarque. let ai+k = 1, i = k ; ai+k = 0, i 6= k, 1 ≤ k ≤ n. Then Xk = Yk ,

Sn =
n∑
k=1

Xk =
n∑
k=1

Yk . Hence Theorem 26.2.1 holds when {Xk, k ≥ 1} is a sequence

of identically distributed and ψ-mixing random variables.
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Corollaire 6.2.2. Under the conditions of Theorem 6.1.2 E (|Y1|r h (|Y1|p)) < ∞
implies

∞∑
n=1

n
r/p−2h(n)P

{
|Sn| > εn

1
p

}
<∞ (6.2.2)

for all ε > 0.

To demonstrate this theorem uses the lemmas indicate the previous chapter (ie
Lemma 5.2.2 and Lemma 5.2.3)

Démonstration. By Theorem 6.2.1 we have

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)E
{
|Sn| − εn

1
p

}+

=

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)

ˆ ∞
0

P
{
|Sn| − εn

1
p > x

}
dx

=

ˆ ∞
0

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)P
{
|Sn| > (ε+ y)n

1
p

}
n

1
p dy

=

ˆ ∞
0

∞∑
n=1

n
r
p−2h(n)P

{
|Sn| > (ε+ y)n

1
p

}
dy <∞. (6.2.3)

Hence from (6.2.3) the result (6.2.2) follows.

Démonstration. [Proof of theorem 6.2.1 ] Recall that

n∑
k=1

Xk =

∞∑
i=−∞

n∑
k=1

ai+kYi =

∞∑
i=−∞

aniYi,

where ani =
∑n
k=1 ai+k.

From Lemma 5.2.2, we can assume, without loss of generality, that

∞∑
i=−∞

|ani| ≤ n, n ≥ 1 and ã =

∞∑
i=−∞

|ai| ≤ 1.

Le t Sn =
∞∑

i=−∞
aniYiI {|aniYi| ≤ x}. First note that for x > n

1
p ,

x−1E |Sn| = x−1

∣∣∣∣∣
∞∑

i=−∞
aniEYiI {|aniYi| > x}

∣∣∣∣∣
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≤ x−1
∞∑

i=−∞
|ani|E |Y1| I {|aniYi| > x}

≤ x−1nE | Y1 | I {ã |Y1| > x}

≤ x−1nE | Y1 | I {|Y1| > x}

≤ x−1xpE | Y1 | I {ã |Y1| > x}

≤ E |Y1|p I {|Y1| > x} → 0 as x→∞.

So, for x large enough we have x−1E |Sn| < ε/2. Then

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)E

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣− εn 1
p

}+

=

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
εn

1
p

P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ ≥ x
}
dx (posons x = εx′)

=

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)ε

ˆ ∞
n

1
p

P

{∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣ ≥ εx′
}
dx′ (posons x = x′)

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)ε

ˆ ∞
n

1
p

(
P

{
sup
i
|aniYi| ≥ x

}
+ P

{
|Sn − ESn| ≥ x

ε

2

})
dx

= C

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)ε

ˆ ∞
n

1
p

(I1 + I2) dx,

where I1 = P

{
sup
i
|aniYi| > x

}
and I2 = P

{
|Sn − ESn| ≥ x ε2

}
set Inj =

{
i ∈ Z; (j + 1)

− 1
p < |ani| ≤ j−

1
p

}
, j = 1, 2, .... Then ∪

j≥1
Inj = Z.

Note that(cf. Li et al. 1992)

k∑
j=1

(]Inj) ≤ n(k + 1)
1
p .

For I1 et 1 ≤ p < 2, r ≥ p noting that E (|Y1|r h (|Y1|p)) <∞ we get

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

I1dx

80



CHAPITRE 6. COMPLETE MOMENT CONVERGENCE OF MOVING
AVERAGE PROCESSES UNDER ψ-MIXING ASSUMPTIONS

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

∞∑
i=−∞

P {|aniYi| > x} dx

= C

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

∞∑
i=−∞

P {|aniY1| > x} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

∞∑
j=1

∑
i∈Inj

P
{
|Y1| > j

1
px
}
dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

∞∑
j=1

(]Inj)
∑
k≥jxp

P {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

∞∑
k=[xp]

[k/xP ]∑
j=1

(]Inj)P {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

∞∑
k=[xp]

(
k

xp
+ 1)

1
pnP {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

∞∑
k=[xp]

k
1
px−1P {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
ˆ ∞

1

t
r
p−1− 1

ph(t)

ˆ ∞
t
1
p

∞∑
k=[xp]

k
1
px−1P {k ≤ |Y1|p < k + 1} dxdt

(letting y = t
1
p )

≤ C
ˆ ∞

1

yr−2h(yp)

ˆ ∞
y

x−1
∞∑

k=[xp]

k
1
pP {k ≤ |Y1|p < k + 1} dxdy

≤ C
ˆ ∞

1

(ˆ x

1

yr−2h(yp)dy

)
x−1

∞∑
k=[xp]

k
1
pP {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
ˆ ∞

1

xr−2h(xp)

∞∑
k=[xp]

k
1
pP {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
k=1

k
1
pP {k ≤ |Y1|p < k + 1}

ˆ (k+1)
1
p

1

xr−2h(xp)dx
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≤ C
∞∑
k=1

k
1
pP {k ≤ |Y1|p < k + 1} (k + 1)

r−1
p h(k + 1)

≤ C
∞∑
k=0

(k + 1)
r
p h(k + 1)P {k ≤ |Y1|p < k + 1}

≤ CE |Y1|r h(|Y1|p) + 1 <∞.

Now we estimate I2 , for 1 ≤ p < 2 , r > 1 + p
2 . By Lemma 5.2.3 and Markov’s

inequality, we have for q ≥ 2

P
{
|Sn − ESn| ≥ ε

2x
}
≤ Cx−qE |Sn − ESn|q

≤ Cx−q
(( ∞∑

i=−∞
a2
niEY

2
1 I {|aniY1| ≤ x}

) q
2

+
∞∑

i=−∞
E |aniY1|q I {|aniY1| < x}

)
.

Then

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)

ˆ ∞
n

1
p

I2dx (6.2.4)

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q

( ∞∑
i=−∞

a2
niEY

2
1 I {|aniY1| ≤ x}

) q
2

dx

+

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑

i=−∞
E |aniY1|q I {|aniY1| < x} dx

= C

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

P h(n)

ˆ ∞
n

1
p

(I3 + I4) dx.

If q ≥ 2, is large enough such that q( 1
p −

1
2 ) > r

p − 1, then for I3 we get

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

I3dx (6.2.5)

=

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q

( ∞∑
i=−∞

a2
niEY

2
1 I {|aniY1| ≤ x}

) q
2

dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

p+ q
2 h(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−qdx = C

∞∑
n=1

n
r/p−2−q(1/p−1/2)h(n) <∞.

For I4 and r ≥ 2 we get
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∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

I4dx

=

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑

i=−∞
E |aniY1|q I {|aniY1| ≤ x} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑
j=1

∑
i∈Inj

E |aniY1|q I {|aniY1| ≤ x} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑
j=1

(]Inj)j
− qpE |Y1|q I {|Y1|p ≤ xp(j + 1)} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑
j=1

(]Inj)j
− qp

∑
0≤k≤(j+1)xp

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)[

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑
j=1

(]Inj)j
− qp

[2xp]∑
k=0

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

+

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑
j=1

(]Inj)j
− qp

[(j+1)xp]∑
k=[2xp]+1

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx]

= C

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

(I5 + I6) dx.

Note that for q ≥ 1 and m ≥ 1, we have

n ≥
∞∑

i=−∞
|ani| =

∞∑
j=1

∑
i∈Inj

|ani| ≥
∞∑
j=1

(]Inj)(j + 1)−
1
p

≥
∞∑
j=m

(]Inj)(j + 1)−
1
p ≥

∞∑
j=m

(]Inj)(j + 1)−
q
p (m+ 1)( qp−

1
p ).
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So

∞∑
j=m

(]Inj)j
− qp ≤ Cnm−

q−1
p .

If r ≥ 2 and q > r, for I5we get on obtient

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

I5dx (6.2.6)

=

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑
j=1

(]Inj)j
− qp

[2xp]∑
k=0

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)n

ˆ ∞
n

1
p

x−q
[2xp]∑
k=0

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
ˆ ∞

1

t
r
p−1− 1

ph(t)

ˆ ∞
t
1
p

x−q
[2xp]∑
k=0

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dxdt

letting t = yp

≤ C
ˆ ∞

1

yr−2h(yp)

ˆ ∞
y

x−q
[2xp]∑
k=0

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dxdy

≤ C
ˆ ∞

1

(ˆ x

1

yr−2h(yp)dy

)
x−q

[2xp]∑
k=0

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
ˆ ∞

1

xr−1−qh(xp)

[2xp]∑
k=0

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
k=1

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1}
ˆ ∞

( k2 )
1
p

xr−1−qh(xp)dx
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≤ C
∞∑
k=1

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} k
r−q
p h(k)

≤ C
∞∑
k=1

(k + 1)
r
p h (k + 1)P {k ≤ |Y1|p < k + 1}

≤ CE |Y1|r h(|Y1|p) + 1 <∞

If r ≥ 2 , then for I6, 1 ≤ p < 2 , and r > 1 + p
2 , we also get

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

I6dx

(6.2.7)

=

∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑
j=1

(]Inj)j
− qp

[(j+1)xp]∑
k=[2xp]+1

E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑

k=[2xp]+1

∑
j≥[ kxp ]−1

(]Inj)j
− qpE |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
n=1

n
r
p−2− 1

ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

x−q
∞∑

k=[2xp]+1

n(
k

xp
)−

q−1
p E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
ˆ ∞

1

t
r
p−1− 1

ph(t)

ˆ ∞
t
1
p

x−1
∞∑

k=[2xp]+1

k−
q−1
p E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dxdt

letting t = yp

≤ C
ˆ ∞

1

yr−2h(yp)

ˆ ∞
y

x−1
∞∑

k=[2xp]+1

k−
q−1
p E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dxdy
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≤ C
ˆ ∞

1

(ˆ x

1

yr−2h(yp)dy

)
x−1

∞∑
k=[2xp]+1

k−
q−1
p E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
ˆ ∞

1

xr−2h(xp)

∞∑
k=[2xp]+1

k−
q−1
p E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1} dx

≤ C
∞∑
k=1

k−
q−1
p E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1}

ˆ ( k2 )
1
p

0

xr−2h(xp)dx

≤ C
∞∑
k=1

k
r−q
p h (k)E |Y1|q I {k ≤ |Y1|p < k + 1}

≤ C
∞∑
k=1

(k + 1)
r
ph (k + 1)P {k ≤ |Y1|p < k + 1}

≤ CE |Y1|r h(|Y1|p) + 1 <∞.

So by (6.2.6) and (6.2.7) we get

∞∑
n=1

n
r/p−2−1/ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

I4dx <∞ (6.2.8)

for r ≥ 2 , q > r, note that r ≥ 2 , q > 2 and q( 1
p −

1
2 ) > r

p − 1 imply q > r . Hence,
(6.2.5) and (6.2.8) yield

∞∑
n=1

n
r/p−2−1/ph(n)

ˆ ∞
n

1
p

I2dx <∞ (6.2.9)

for r ≥ 2 and q > 2 such that q( 1
p −

1
2 ) > r

p − 1.
If 1 + p

2 < r < 2 and q = 2, then (6.2.9) follows from (6.2.4) and (6.2.5) since
I3 = I4.

Thus we have
∞∑
n=1

nr/p−2−1/ph (n)E
{
|Sn| − εn

1
p

}+

<∞ for all ε > 0.
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Chapitre 7

Annexe

Inégalités de Markov

Soit X une v.a.r definie sur un espace probabilisé (Ω, A, P ) et supposée p.s po-
sitive ou nule Alors :

∀a > 0, P (X ≥ a) ≤ E(X)

a

Corollaire. Soit une fonction croissante f ≥ 0 sur l’intervalle I et soit X une v.a.r
definie sur un espace (Ω, A, P ) et tq P (X ∈ I) = 1, Alors ∀b ∈ I tq f(b) > 0

P (X ≥ b) ≤ E(f(X))

f(b)

Démonstration. [Preuve du Lemme 5.2.2 ] Soit ε > 0 donner. Choisissons 0 < δ <

min(ε, δ0) et φ(x) = |x|k tel que |φ (x)− φ (a)| ≤ ε pour |x− a| ≤ δ. Prenons m
assez grand de sorte que

∑
|i|>m |ai| ≤ δ et permettre n ≥ 2m . Alors

1

n

∞∑
i=−∞

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

−φ (a) =
1

n

 ∑
i<−m−n

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

+
∑
j≥m

φ

 i+n∑
j=i+1

aj



+
1

n

 ∑
−m−n≤i<m−n

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

+
∑

−m≤i<m

φ

 i+n∑
j=i+1

aj



+

 1

n

∑
m−n≤i<−m

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

− φ (a)


= A1 +A2 +A3.
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Pour évaluer A1 noter que pour i ∈ I1 = {i : i < −m− n or i ≥ m} nous avons∣∣∣∣∣∣
i+n∑
j=i+1

aj

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
|j|>m

|aj | ≤ δ ≤ δ0

Ainsi ∣∣∣∣∣∣ 1n
∑
i∈I1

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

∣∣∣∣∣∣ ≤ c

n

∑
i∈I1

i+n∑
j=i+1

|aj | ≤
c

n

∞∑
i=−∞

i+n∑
j=i+1

ãj

où ãj = |aj | 1 {|j| > m} . Changeant l’ordre de sommation, on voit que la dernière

somme est égale à c
+∞∑
j=−∞

ãj ≤ cδ ' cε.

Pour évaluerA2 nous observons que avec I2 = {i : −m− n ≤ i ≤ m− n or −m ≤ i < m}
nous avons I2 ≤ 4m de sorte que∣∣∣∣∣∣ 1n

∑
i∈I2

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

∣∣∣∣∣∣ ≤ d4m

n

où d est la limite supérieure sur φ(x) dans [−R, R], avec R =
∑+∞
−∞ |ai|.

Finalement nous évaluons A3. Noter que pour i ∈ I3 = {i : m− n ≤ i < −m}
nous avons ∣∣∣∣∣∣

i+n∑
j=i+1

aj − a

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
|j|>m

|aj | < δ.

Ainsi ∣∣∣∣∣∣φ
 i+n∑
j=i+1

aj

− φ(a)

∣∣∣∣∣∣ < ε

et ∣∣∣∣∣∣φ(a)− 1

n

∑
i∈I3

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1

n− 2m

∑
i∈I3

φ(a)− 1

n

∑
i∈I3

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣ 1

n− 2m

∑
i∈I3

φ(a)− φ

 i+n∑
j=i+1

aj


∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

n− 2m
− 1

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
i∈I3

φ

 i+n∑
j=i+1

aj

∣∣∣∣∣∣
≤ ε+

2m

n
d.
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La démonstration de lemme 5.2.3 fait appel aux lemmes ci-dessous.
Le lemme suivant provient de C.R.Lu et Z.Y.Lin (1997).

Lemme 7.0.3. Soit {Yn, n ≥ 1} est une suite variables alatoires ψ-mixing. soit
Y ∈ Fk1 , X ∈ F∞k+n , E |X| <∞ , E |Y | <∞. Alors E |XY | <∞ et

|EXY − EXEY | ≤ ψ(n)E |X|E |Y | .

Le lemme suivant provient de Q.M. Shao (1993).

Lemme 7.0.4. Soit {Yn, n ≥ 1} est une suite variables alatoires ϕ-mixing. Posons
Ta(n) =

∑a+n
i=a+1

Yi . Supposons qu’il existe une suite {Ca,n} de nombres positifs tels
que ET 2

a (n) ≤ Ca,n pour tout a ≥ 0 et n ≥ 1 . Alors pour tout q ≥ 2 , il existe une
constante C ne dépendant que de q et ϕ(.) tel que

E

(
max
1≤j≤n

|Ta(j)|q
)
≤ C

[
C
q/2
a,n + E

(
max

a+1≤i≤a+n
|Yi|q

)]
pour tout a ≥ 0 et n ≥ 1 .

Démonstration. [Preuve du Lemme 5.2.3 ] Par le lemme 7.0.3, nous pouvons voir
que

E

(
a+n∑
i=a+1

Yi

)2

=

a+n∑
i=a+1

EY 2
i + 2

∑
a+1≤i<j≤a+n

E(YiYj)

≤
a+n∑
i=a+1

EY 2
i + 2

∑
a+1≤i<j≤a+n

ψ(j − i)E |Yi|E |Yj |

≤
a+n∑
i=a+1

EY 2
i + 2

∑
a+1≤i<j≤a+n

ψ(j − i)E(Y 2
i )

1/2E(Y 2
j )

1/2

≤
a+n∑
i=a+1

EY 2
i +

n−1∑
k=1

a+n−k∑
i=a+1

ψ(k)(EY 2
i + EY 2

k+i)

≤

(
1 + 2

∞∑
k=1

ψ(k)

)
a+n∑
i=a+1

EY 2
i = C1

a+n∑
i=a+1

EY 2
i .

Il est bien connu que ψ −mixing est aussi ϕ−mixing . Par conséquent, d’aprèsle
lemme 7.0.4 nous pouvons obtenir le résultat souhaité (5.2.1) immédiatement.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Conclusion :
Dans cette thèse on s’est intéressé à étudier des processus lineaires, en particu-

lier les processus autorégressifs à moyenne mobile, dont on a etendus des résultats
intéressant ( comportement asymptotique ) pour ces processus dans le cas i.i.d aux
cas mélangeant .En effet, on a montrer la convergence complète et la convergence
complète du moment d’une moyenne mobile dans le cas ψ −mélange .

Perspectives
Le travail effectué dans cette thèse offre de nombreuses perspectives à savoir :

Le Chapitre 3 de cette thèse ouvre également sur des problèmes théoriques inté-
ressants à étudier : l’estimation et le comportement asymptotique d’un processus
Autorégressifs à coefficients aléatoires i.e. est-il possible d’étendre les resultats ob-
tenus dans le cas du paramétre ai au cas du variables aléatoires ρn, cette démarche
a été initiée par D.Bosq et T.Mourid , etudier les propriétés de Melange des
processus Autorégressifs Banachiques et les processus linaires Hilbertiens et leurs
comportement asymptotique (ie : la convergence copmléte et la convergence com-
pléte du moment,....) dans le cas où l’erreur de ARB(1) est (ψ −mélange).

Etendre des résultats obtenus pour les processus Xk avec Xk =
∑
i

ai+kYi sous les

hypotheses {Yi,−∞ < i < ∞} i.i.d aux cas de ψ −mélange, pour établir les pro-
priétés asymptotiques ( théorèmes limites : loi des grands nombres, convergence...),
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car sous les conditions de dépendance peu de résultats obtenus.

Etudier l’estimation par méthode du noyau pour déterminer l’asymptotique d’inno-
vation (Yt) dans le cas où (Yt) sont dependants (ψ −mélange).
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