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Résumé  

 
 

 Dans ce travail, une nouvelle théorie de déformation de cisaillement des plaques du premier 

ordre basée sur la position exacte de la surface neutre est développée pour la flexion et la 

vibration des plaques fonctionnellement graduées (FGM).  La plaque est supposée 

simplement appuyée et reposant sur une fondation élastique de type Winkler-Pasternak. En 

divisant le déplacement transversal en deux composante l’une de flexion et l’autre de 

cisaillement, le nombre d’inconnus et des équations de la présente théorie est réduit ce qui 

rend la théorie simple à utiliser. Les équations d’équilibre sont obtenues en utilisant le 

principe Hamilton et le concept de la surface neutre. L’utilisation du concept de la surface 

neutre élimine le couplage flexion-membrane, et par conséquent, les équations et conditions 

aux limites de cette théorie ont la même forme des plaques isotropes. Des résultats 

numériques de la présente méthode sont comparés avec ceux de la littérature basés sur la 

théorie du premier ordre et d’ordre élevé. A partir de cette comparaison, il ressort que cette 

théorie est simple et précise pour étudier la réponse en flexion et en vibration des plaques en 

FGM. 

 

 

Mots clés : Vibration, FGM,  Théorie des plaques, fondation élastique, position de la surface 

neutre 

 



 

Abstract.  

In this work, a novel simple first-order shear deformation plate theory based on neutral 

surface position is developed for bending and free vibration analysis of functionally graded 

plates and supported by either Winkler or Pasternak elastic foundations. By dividing the 

transverse displacement into bending and shear parts, the number of unknowns and governing 

equations of the present theory is reduced, and hence, makes it simple to use. The governing 

equations are derived by employing the Hamilton’s principle and the physical neutral surface 

concept. There is no stretching–bending coupling effect in the neutral surface-based 

formulation, and consequently, the governing equations and boundary conditions of 

functionally graded plates based on neutral surface have the simple forms as those of isotropic 

plates. Numerical results of present theory are compared with results of the traditional first-

order and the other higher-order theories reported in the literature. It can be concluded that the 

proposed theory is accurate and simple in solving the static bending and free vibration 

behaviors of functionally graded plates. 

 

 

 Keywords: vibration; bending; FGM; plate theory; elastic foundation; neutral surface 

position 



 ملخــــــــص

 

في هذا العمل ، وضعت نظرية الإنحناء و الإهتزاز جديدة للتشوه عن طريق القص 
من الدرجة الأولى خاصة بالصفائح و ذلك بالغعتماد على الطبقة الوسطى للوحات الدتدرجة 

 ( .FGM)و ظيفيا 
-ثم الإفتراض أن اللوحة مسندة و موضوعة على اساس مرن من نوع وينكلار

بتقسيم التغير الدوضعي العرضي إلى مركبتين الأولى خاصة بالإنحناء و الثانية . باستارناك
بالقص، عدد المجاهيل و الدعادلات في هذه النظرية مختصر مما يجعل النظرية بسيطة 

 .الإستعمال
معادلات التوازن تم الحصول عليها باستعمال مبدأ هاميلتون و مفهوم الطبقة 

 .الوسطى
الغشاء، و بالتالي فإن -إستعمال مفهوم على الطبقة الوسطى يلغي إقتران الإنحناء

الدعادلات و الشروط الحدية لذذه النظرية يكون لذم نفس الشكل للصفائح ذات الخواص 
 .الدوحدة

النتائج العددية لذذه النظرية ثم مقارنتها مع النتائج الدتحصل عليها سابقا و ذلك 
استنادا إلى هذه الدقارنة . بالإعتماد على نظرية من الدرجة الأولى و نظرية من الدرجة العالية

، يتم استنتاج أن هذه النظرية بسيطة و دقيقة لدراسة التجارب عند الانحناء و عند الإهتزاز 
 (.FGM)لذذه الصفائح 

 
 
 

إهتزاز، صفائح متدرجة وظيفيا، نظرية الصفائح، أساس مرن، وضعية الطبقة : كلمات مفتاح
 .الوسطى
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ŵ des plaques carrées de titane / zircone ( 2p ) pour différent rapport 

de ha / avec 10
0
J et 100

0
q . 

63 

Figure V.5 Effet du paramètre du module de cisaillement de Pasternak sur la 
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INTRODUCTION  GENERALE 

 

 

Le monde industriel est en perpétuelle évolution et en quête obsessionnelle de la perfection. 

Cette évolution et cette perfection ne peuvent se concrétiser sans l’avancée de la science qui 

met à la disposition de l’industrie les résultats d’une recherche scientifique permettant de 

concevoir des procédés novateurs et porteurs de développements industriels. Les matériaux 

sont considérés comme un axe de recherche très porteur car toute pièce, tout composant, toute 

machine est à la base un matériau, et innover dans cette discipline c’est révolutionner le 

monde de l’industrie. Depuis la nuit des temps, le moteur de la découverte de nouveaux 

matériaux a plus ou moins obéi à une double démarche. Cette double démarche est associée 

aux problèmes que l’homme doit résoudre pour sa vie matérielle d’une part et à son besoin 

intellectuel de connaitre et de comprendre le monde qui l’entoure d’autre part. Il y a donc des 

matériaux qui ont été conçus pour répondre à un besoin technologique spécifique. Lorsque les 

matériaux métalliques conventionnels ont commencé à montrer leurs limites face à une 

conception de pièces et de machines de plus en plus sophistiquées et soumises à des 

contraintes de plus en plus complexes, les matériaux composites sont venus apporter quelques 

solutions à ces limites. Un matériau composite est un matériau généralement constitué de 

deux ou plusieurs matériaux de natures différentes dont l’association confère à l’ensemble des 

performances supérieures à celles des composants pris séparément. Ainsi, des propriétés telles 

que la rigidité, la résistance à la fatigue, la résistance à la corrosion, la résistance à l’usure, la 

réduction de poids, et bien d’autres sont améliorées. Cependant, les matériaux composites 

conventionnels généralement constitués de couches ont un problème majeur : la discontinuité 

des propriétés et des contraintes au niveau des interfaces. Cette discontinuité provoque de 

fortes concentrations de contraintes, des fissurations de matrice ainsi qu’un grave problème de 

délaminage dus à la transition brutale de composition, en particulier dans un environnement à 

haute température. 

Viennent alors les matériaux à gradient fonctionnel (en anglais : Functionnally Graded 

Materials, FGM) qui s’inscrivent dans une tendance relativement nouvelle de la science des 

matériaux. Ce sont des matériaux composites sophistiqués ayant une variation graduelle et 

continue des fractions volumiques de chaque constituant, générant des changements en 

conséquence des propriétés des matériaux, éliminant les discontinuités au niveau des 

interfaces alors que les caractéristiques des matériaux constituants sont préservées. Ils peuvent 
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donc allier entre les propriétés des deux constituants totalement différents sans que l’un fasse 

des concessions au profit de l’autre. C’est ainsi qu’un FGM constitué de métal et de 

céramique combinera la dureté et l’usinabilité du métal à la résistance à la chaleur, à l’usure et 

à l’oxydation de la céramique. Ce sont donc des matériaux émergents capables de répondre à 

des cahiers des charges multicritères, permettant d’allier de bonnes propriétés thermiques et 

mécaniques. Ces matériaux à gestion de flux thermiques doivent être capables d’assurer et de 

gérer le transfert de chaleur de manière à ce que les éléments fonctionnels puissent être 

maintenus à leur température nominale de fonctionnement. 

Cette nouvelle classe de matériaux a suscité une attention particulière et un intérêt grandissant 

ces trois dernières décennies grâce à l’avantage de la continuité des propriétés physiques dans 

une ou plusieurs directions. Leur utilisation est en progression croissante dans les domaines 

de l’aéronautique, l’aérospatial, le génie civil, les ouvrages de travaux publics et bien d’autres 

secteurs où ils peuvent servir de barrières thermiques vue leur composition riche en 

céramique.  

De ce qui précède, Il est donc nécessaire de définir des lois de comportement adaptées à ces 

possibilités de fonctionnement des pièces ou éléments élaborés à partir de ces matériaux. Les 

efforts dans ce travail de thèse seront orientés vers l’étude du comportement des plaques FGM 

sur assise élastique. 

Pour atteindre nos objectifs, ce travail de thèse s’articule autour de cinq chapitres. 

Le premier chapitre présente les matériaux à gradient de propriétés, leurs propriétés, l’histoire 

de leur développement,  ainsi que leurs domaines d’application. Dans ce chapitre, nous Dans 

Le second chapitre, nous rappelons les modèles de plaques utilisés pour l’analyse du 

comportement des structures en « FGM ».  

Dans le troisième chapitre une revue générale sur les travaux de littérature concernant les 

structures FGM est présentée. Toutes les théories des plaques ainsi que les travaux de 

recherche qui lui sont associés sont exposés. 

Le chapitre quatre détaille la mise en œuvre du modèle proposé de plaques épaisses basé sur 

la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre pour l’analyse du comportement 

mécanique des plaques FGM reposant sur une fondation élastique à deux paramètres. 

Le dernier chapitre est consacré à des applications numériques réalisées sur les plaques FGM 

sur fondation élastique. Une validation des résultats ainsi qu’une étude paramétrique sont 

présentés. 



 

 

 

 

CHAPITRE I   
 
 
 

GENERALITES SUR 
LES FGM 
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I.1. INTRODUCTION 

Le développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés 

spécifiques à différents matériaux au sein d’une même pièce. L’optimisation locale de ces 

propriétés, par association d’un matériau de haute dureté à la surface d’un matériau tenace, 

par exemple, pose alors le problème de l’interface. Cette transition brutale de compositions 

peut générer localement de fortes concentrations de contraintes. La solution d’une transition 

continue des propriétés recherchées, par un gradient de composition, permet d’atténuer cette 

singularité par l’utilisation des matériaux à gradient de propriétés (en anglais : Functionally 

Graded Material " F.G.M "). Les matériaux à gradient de propriétés (FGM) ; un type de 

matériaux composites produit en changeant sans interruption les fractions de volume dans la 

direction d’épaisseur pour obtenir un profil bien déterminé. Ces types de matériaux, ont 

suscité beaucoup d’attention récemment en raison des avantages de diminuer la disparité dans 

les propriétés matérielles et de réduire les contraintes thermiques. 

 

I.2. IDEE GENERALE 

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé " la recherche sur la 

technologie de base pour le développement de matériaux à Gradient fonctionnel et l’étude de 

la relaxation des contraintes thermiques".L’intérêt du projet est de développer des matériaux 

présentant des structures utilisées comme barrière thermique dans les programmes 

aérospatiaux. Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux sont appelés à 

travailler à des températures de surface de 1800°C ainsi qu’à un gradient de température de 

l’ordre de 1300°C. Avant cette année-là, aucun matériau industriel n’était connu pour 

supporter de telles sollicitations thermomécaniques. 

Trois caractéristiques sont à considérer pour la conception de tels matériaux : 

 

  Résistance thermique et résistance à l’oxydation à haute température de la couche 

superficielle du matériau ; 

 Ténacité du matériau coté basse température ; 

 Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau. 

 

Pour répondre à un tel cahier de charges, l’idée originale des FGM a été proposée pour 

élaborer un nouveau composite profitant à la fois des propriétés des céramiques (Coté haute 

températures) et des métaux (Coté basse température). 
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A la fin de la première étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi à fabriquer des 

petites pièces expérimentales (1-10 mm d’épaisseur et 30 mm de diamètre) pouvant résister à 

des températures maximales de 2000 K (Température de surface) et à un gradient de 

température de 1000 K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux 

présentant un gradient de composition et de structure ; les techniques utilisées dans la 

fabrication de tels matériaux sont les suivantes : 

 

 Le système SIC/C par C.V.D (Chemical Vapor Deposition ou dépôt chimique en 

phase vapeur) ; 

 Le système PSZ/Mo par la technique de la compaction sèche des poudres ; 

 Le système TIB2/Cu par synthèse par auto-propagation à haute température ; 

 Et enfin le système (Ni-Cr-Al-Y)/ (zro2-Y2O3) par projection plasma à double 

torches. 

 

Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des pièces de tailles plus 

grandes et de forme plus complexes par rapport à celles réalisées dans la première étape. 

Pendant les années 90, non seulement les champs d’application des FGM s’est développé 

pour les matériaux de structure fonctionnant à haute température, mais s’est aussi élargi à 

d’autres applications : biomécaniques, technologie de capteur, optique, etc.… 

On trouve une littérature très importante sur l’utilisation de ce matériau. Cependant, 

l'utilisation des structures en FGM dans les environnements avec de grands changements de 

température exige la connaissance des déformations. 
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Figure I.1 : Matériaux FGM avec des fractions volumiques des phases constitutives graduées 

[Yin et al (2004)]. 

 

I.3. PROPRIETES EFFECTIVES DES MATERIAUX A GRADIENT FONCTIONNEL 

Généralement les FGM sont fabriqués par deux phases de matériaux avec différents 

propriétés classés par leur microstructure variable dans l’espace; conçue pour optimiser 

l’exécution des éléments de structures par la distribution de propriétés correspondantes. 

Une description détaillée d’une microstructure graduée réelle et généralement non 

disponible, sauf peut-être pour des informations sur la distribution de la fraction volumique. 

Tandis que la fraction volumique de chaque phase varie graduellement dans la 

direction de gradation, les propriétés effectives des FGM changent le long de cette direction. 

Par conséquent, nous avons deux approches possibles pour les modèles FGM : 

 

1. Une variation par morceaux de la fraction volumique de la céramique ou du métal est 

assumée, et le FGM est pris pour être posé avec la même fraction volumique dans chaque 

région, c- à-d couche quasi-homogène de céramique-métal (figure I.2. a) ; 

2. Une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou du métal est assumé 

(figure I.2. b), et la fraction volumique du métal peut être représentée comme une fonction de 

coordonnées suivant l’épaisseur (z). 
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Figure I.2 : Modèle analytique pour une couche d’un matériau à gradient fonctionnel. 

 

 

L’expression de la fraction volumique est donné par : 

 

  (I.1) 

 

Où h est l’épaisseur de la plaque et P (  p0 ) est un exposant de la fraction volumique qui 

règle la variation du profil du matériau à travers l’épaisseur de la couche FGM. 

 

La figure I.3 représente la variation de l’exposant de la loi de mélange P  qui génère un 

nombre infini de la distribution de la composition. 
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Figure I.3 : Fraction volumique du matériau le long de l’épaisseur. 

Une simple règle de mélange de matériaux composites (modèle de Voigt). Les propriétés 

effectives des matériaux Pj de la couche de FGM, comme module de Young EF, peuvent alors 

être exprimées comme suit : 

 

  

(I.2)
 

 

 

Où Pj et Vf j  sont respectivement les propriétés du matériau et la fraction volumique du 

Matériau constitutif j.
 

 

La somme des fractions volumiques de tous les matériaux constituants est : 

 

         (I.3)   

Puisque les structures FGM sont employées dans les environnements à hautes 

températures où des changements importants des propriétés mécaniques des matériaux 

constitutifs doivent être prévus (Reddy et Chin (1998)), il est essentiel de prendre en compte 

cette dépendance de la température pour la prévision précise de la réponse mécanique. 

Ainsi, le module de Young EF, le coefficient de Poisson vF, le coefficient de dilatation 

thermique, et la conductivité thermique kF sont supposés être dépendants. 

 La température et peuvent être exprimés comme fonction non linéaire de la température 

(Touloukian (1967)) : 
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          (I.4) 

 

Où P0, P-1 , P1, P2 , et P3 sont les fonctions de température T (en K ) et sont propres aux 

matériaux constitutifs. Des équations 1.1 à 1.3, nous avons (Gibson et autres 1995) : 

 

 

    

              (I.5) 

 

                            (I.6) 

 

              (I.7) 

  

                                 (I.8)  

 

                                 (I.9) 

 

I.3.1 Propriétés matérielles de la plaque P-FGM  

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit à une fonction en loi de puissance comme 

suit : 

    
P

h

hz
zV 
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)(                                           (I-10) 

Où P  est un paramètre matériels  et h est l’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction 

volumique locale )( zV   à été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent 

être déterminées par la loi des mélanges (Bao et Wang  1995):                                                                                                            
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Où Em et Ec sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure )/( 2hz  et 

de la surface supérieure )/( 2hz  de la plaque FGM. La variation du moule de Young dans la 

direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure I.4. Il apparait 

clairement que la fraction volumique change rapidement près de surface inférieure pour 1P , 

et augmenté rapidement près de la surface supérieure pour 1P . 
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Figure I.4 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM 

I.3.2 Propriétés matérielles de la plaque S-FGM  

Chung et chi (2003) ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux 

fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes 

les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définis par : 
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h
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En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plaque S-FGM peut être calculé 

par : 
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La figure I.5 montre que la variation de la fraction volumique définie par les équations  (I-12) 

et (I-13) représente les distributions sigmoïdes, et cette plaque FGM est appelée (Plaque S-

FGM). 
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Figure I.5 : Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM 

 

I.3.3 Les propriétés matérielles de la plaque E-FGM  

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs utilisent 

la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme (Delale et Erdogan 1983). 
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La variation du module de Young à travers l’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée 

sur la figure I.6. 
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Figure I.6 : Variation de la fraction volumique dans une plaque E-FGM 

 

I-4 COMPARAISON DES MATERIAUX TYPES FGM ET LES MATERIAUX 

COMPOSITES TRADITIONNELS 

 

Généralement, les F.G.M sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des 

composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites 

présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogènes. Le changement continu 

dans la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue les F.G.M des 

matériaux composites conventionnels comme illustré sur la (figure I.7) (Koizumi 1996). Il en 

résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas, on 

peut avoir un FGM constitué d'un même matériau mais de microstructure différente (Boch et 

al. 1986). 

Le concept FGM peut être appliqué dans divers domaines pour des usages structuraux et 

fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes ont été conduits au cours des années 80 et 90 

afin de développer l'architecture des FGM, et d’étudier également ces matériaux pour les 

applications de hautes températures (par exemple, éléments pour navettes spatial 

hypersonique) ainsi que pour des applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs 

thermoélectriques et thermo-ioniques). Ces programmes ont conduit au développement de la 

conception architecturale du FGM et de ces perspectives. 
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Figure I.7 Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les 

matériaux composites conventionnels (Koizumi 1996) 

Yoshihisa (2004) à établie un modèle simple illustrant les différences entre les matériaux à 

gradient de propriétés (FGM) et les matériaux plus conventionnels (voir figure I- 8). Le 

matériau plan composé à une caractéristique plane, et le matériau relié a une frontière sur 

l'interface de deux matériaux. Les FGM ont d’excellentes caractéristiques qui diffèrent de 

ceux des matériaux plans composés et reliés. Par conséquent, les FGM attirent l'attention en 

terme de leur application dans les domaines industriels puisqu’ ils ont une double propriété 

des deux matières premières qui sont mélangées ensemble, et la distribution composante est 

graduée sans interruption. Par exemple, l’un des FGM qui se composent du métal et de la 

céramique a la caractéristique de la conductivité thermique et de la force métallique dans le 

côté en métal et la résistivité aux hautes températures dans le côté en céramique. 

 

Matériau plan composé (a), Matériau relié (b), Matériau fonctionnellement gradué (c) 

Figure I.8 La distribution composante des matériaux (Yoshihisa 2004). 
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I.5 Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux à gradient fonctionnel « FGM », l’histoire 

de leur développement, leurs propriétés et leurs domaines d’application. 

La variation spatiale et progressive des propriétés de ces matériaux permet de créer des 

structures innovantes qui peuvent être exploitées dans de nombreux domaines d’application 

dans les structures spéciales en génie civil. 
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II.1- Introduction 

Afin de résoudre les problèmes des structures ayant comme éléments structuraux des 

poutres et des plaques FGM dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne 

théorie décrivant correctement le comportement statique et dynamique de la structure ainsi 

que la méthode de résolution à appliquer. C’est en 1888 que Love utilisa les hypothèses de 

Gustav Kirchhoff, elles-mêmes inspirées des hypothèses d’Euler-Bernoulli pour fonder une 

théorie des plaques minces (également appelée théorie classique ou théorie de Kirchhoff-

Love). La théorie des plaques semi-épaisses (théorie des déformations du premier ordre) a été 

consolidée par Mindlin à partir des travaux de Rayleigh (1877), Timoshenko (1921), Reissner 

(1945) et Uflyand (1948). Ensuite, des théories d’ordre supérieur sont venues améliorer les 

hypothèses des théories classiques et du premier ordre lorsque l’épaisseur de la plaque devient 

importante. Il existe aussi la théorie basée sur l’élasticité tridimensionnelle (théorie 3-D) qui 

ne fait aucune hypothèse restrictive sur les déplacements de la plaque. Nous présentons dans 

ce chapitre quelques modèles sur les théories des plaques développées dans la littérature pour 

améliorer l'évolution de la variation du champ des déplacements à travers l'épaisseur des 

plaques. 

 

II.2-Définitions et Hypothèses 

Une plaque est un solide tridimensionnel dont une des dimensions, appelée «épaisseur», 

est petite par rapport aux autres dimensions caractéristiques. Ce solide particulier comporte 

généralement un plan de symétrie en z=0 (plan Oxy) appelé «surface de référence» ou 

«surface moyenne» de la plaque. 

 

 

 

 

Figure II.1 : Géométrie d’une plaque. 
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II.3. Les théories de déformation des plaques 

L’utilisation intensive des plaques isotropes et des plaques composites dans diverses 

industries, particulièrement dans les domaines de l’aéronautique, de l’automobile, et de la 

construction navale, a stimulé les chercheurs à développer des théories capables de décrire 

correctement leur comportement structural. 

L’analyse des plaques est un problème tridimensionnel. Presque toutes les théories 

développées ont eu pour principal objet la réduction du problème 3-D à un problème 2-D en 

se servant des hypothèses simplificatrices concernant la cinématique des déformations et l’état 

des contraintes à travers l’épaisseur. Dans ce qui suit, seules les théories les plus utilisées dans 

l’analyse des plaques FGM, seront exposées. 

 

II.3.1. Théorie classique des plaques (CPT) 

En 1850, Kirchhoff (1850a, 1850b) a développé la plus connue des théories des plaques 

appelée « théorie classique des plaques », basée sur les hypothèses citées dans le chapitre I. 

Le champ des déplacements d’un point de coordonnées (x,y,z) à l’instant t s’écrit : 

 

 

    

      (II.1) 

 

                    

 

Figure II.2: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie classique des plaques 
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Où u,v,w sont les déplacements le long des coordonnées x, y et z d’un point du plan moyen 

(plan z = 0). 

Etant donné que les hypothèses de Kirchhoff négligent le cisaillement transverse et l’effet de 

la déformation normale dans la direction transversale, la déformation de la plaque est due 

essentiellement à la flexion et aux déformations en plan (Figure II.2); ce qui limite la validité 

de cette théorie aux plaques minces Timoshenko et Woinowsky-Krieger (1959)). 

 

II.3.2. Théorie des plaques du premier ordre (FSDPT)  

Cette théorie (également appelée théorie de Mindlin) et une extension des travaux de 

Timoshenko (1921) et est considérée comme une amélioration de la théorie classique des 

plaques minces (théorie de Kirchhoff). Cette amélioration consiste à rajouter la déformation 

en cisaillement transverse dans les hypothèses cinématiques. La distribution de cette 

déformation est supposée constante dans l’épaisseur. Le champ des déplacements est alors le 

suivant (Figure II.3): 

 

 

       (II.2) 

 

 

Où u,v et w sont les déplacements le long des coordonnées x, y et z d’un point du plan moyen 

(plan z = 0);
 x
  et

y
  sont les rotations de la normale à la section transversale par rapport aux 

axes y et x respectivement.  

La théorie des déformations du premier ordre nécessite un facteur de correction du 

cisaillement qui est difficile à déterminer à cause de sa dépendance à la fois, de la géométrie, 

du coefficient de Poisson à travers l’épaisseur, des charges appliquées et des conditions aux 

limites.  

Timoshenko a été le premier à avoir étudié les effets des déformations de cisaillement et de  

l’inertie de rotation dans l’analyse des poutres, c’est pourquoi le modèle de la poutre avec une 

théorie du premier ordre est aussi appelé modèle ou poutre de Timoshenko. 
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Figure II.3: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie des plaques du premier 

ordre 

II.3.3. Théories des plaques d’ordre supérieur (HSDPT)  

Dans le cas où un schéma du premier degré ne permettrait pas d’approcher convenablement 

un problème donné, il sera alors nécessaire de passer à un schéma d’ordre supérieur (2ème 

ordre, 3ème ordre, voire plus), dans le développement des déplacements en séries. Par 

conséquent, ces théories introduisent des fonctions supplémentaires dont les termes sont 

souvent difficiles à interpréter. 

II.3.3.1. Théorie des plaques du second ordre  

Le champ des déplacements de la théorie du second ordre s’exprime par : 

 

   (II.3) 

 

 

Où : zyxzyx
wvu  ,,,,,,,, sont des fonctions inconnues dépendant des coordonnées x et y 

et du temps t. 

Cette théorie apporte une amélioration substantielle par rapport à la théorie du premier ordre 

tout en nécessitant un facteur de correction comme pour la FSDPT. 
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II.3.3.2. Théorie des plaques du troisième ordre  

Dans la quête de théories plus raffinées et dans le souci de supprimer les limitations des 

précédentes théories, de nouvelles théories d’ordre supérieur ont vu le jour. Le champ des 

déplacements s’écrit comme suit : 

  

 

       (II.4) 

 

  

Où:
 zyxzyxzyx

wvu  ,,,,,,,,,,,  sont des fonctions inconnues dépendant des 

coordonnées x et y et du temps t.  

D’autres théories raffinées, basées sur la théorie classique des plaques (CPT) et satisfaisant les 

conditions de contraintes nulles sur les faces inférieure et supérieure de la plaque ont été 

développées. Leur champ de déplacements s’écrit comme suit : 

 

 

 

             (II.5) 

 

 

 

Où: u,v et w sont les déplacements le long des coordonnées x, y et z d’un point du plan moyen 

(plan z = 0); et sont les rotations de la normale à la section transversale par rapport aux axes y 

et x respectivement.   

La théorie dominante, utilisée dans les études de flexion, de flambement et de vibrations des 

plaques FGM est la théorie du troisième ordre de Reddy (1997). Le champ des déplacements 

de Reddy est le suivant (Figure II.4): 
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               (II.6) 

 

 

Le champ des déplacements inclut une variation parabolique des déformations transversales et 

des contraintes qui leurs sont associées. Les contraintes de cisaillement s’annulent au niveau 

des surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Cette théorie ne nécessite donc pas de 

facteur de correction des contraintes puisqu’elle fournit une distribution plus réaliste des 

déformations et des contraintes à travers l’épaisseur. Elle fournit également de meilleures 

précisions par rapport aux théories précédentes quant à la réponse globale des plaques minces 

et des plaques épaisses et une meilleure estimation des déflexions moyennes, des charges 

critiques de flambage, des fréquences de vibration et de leurs modes propres 

associés.

 

Figure II.4: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie d’ordre supérieur des 

plaques 
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D’autres théories raffinées ont vu le jour plus récemment. Leur champ de déplacements sous 

la forme unifiée s’écrit comme suit : 

 

 

                  (II.7) 

 

 

Où:  z est la fonction de forme pilotant la distribution des déformations de cisaillement et 

des contraintes à travers l’épaisseur de la plaque. Elle est propre à chaque théorie (Tableau 

II.1).  
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Tableau II.1: Différentes fonctions de forme des théories des plaques isotropes et FGM 

 

Théorie 

 

Intitulé 

Fonction de forme 

φ(z) 

Distribution de 

γxz et γyz 

suivant z 

Coefficient de 

correction 

(cisaillement) 

 

Validité 

CPT  

Kirchhoff [152], 

[153]  

Théorie 

classique des 

plaques  

 

0 

 

- 

 

- 

Plaques minces  

 

FSDPT  

Mindlin [11]  

Théorie de 

déformation des 

plaques du 1er
 

ordre  

 

 

z 

 

 

Constante 

 

 

 

Requis 

 

Plaques minces 

et 

moyennement 

épaisses  

Ambartsumian 

[157]  

Théorie d’ordre 

supérieur  

 
















342

22
zhz

 

 

Quadratique 

 

 

Non requis 

 

Plaques minces 

et 

moyennement 

épaisses  

Reissner [158]  Théorie d’ordre 

supérieur  
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Parabolique 

 

 

Non requis 

 

Plaques minces 

et épaisses  
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II.4 Nouvelle théorie raffinée de déformation des plaques  

Shimpi (2002) a développé un modèle raffiné pour les plaques isotropes (RPT : 

Refined Plate Theory). Les caractéristiques les plus intéressantes de cette méthode et qu’elle 

ne contient que deux variables qui donne seulement quatre inconnus à trouvés au lieu des cinq 

dans le cas classique. En plus, cette théorie n’exige pas de facteur de correction de 

cisaillement et donne une distribution parabolique de cisaillement à travers l’épaisseur de la 

plaque. Aussi, elle présente beaucoup de similitudes avec la théorie classique des plaques 

quant aux équations du mouvement, les conditions aux limites et les expressions des 

moments. Ait Atmane et al. (2010) ont adaptée cette théorie pour la flexion des plaques FGM. 

Récemment Thai et Kim (2010, 2011) et Hadji et al. (2011) ont adapté la RPT, avec succès, 

au flambement des plaques orthotropes, et à la vibration libre des plaques stratifiées et 

sandwiches respectivement. 

Dans la présente thèse, nous proposons l’utilisation de cette théorie raffinée pour 

l’étude du comportement des plaques FGM avec ou sans la présence de fondations élastique. 

En plus la position exacte de la surface neutre de telle plaque sera déterminée. 

Le champ de déplacement de telle théorie s’écrit de la façon suivante : 
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III.1. Introduction 

Les matériaux composites multicouches sont largement utilisés dans les industries de 

l'aérospatiale, la mécanique, le génie civil, le nucléaire et l'automobile en raison de leurs 

caractéristiques remarquables telles que le rapport élevée de la rigidité sur la résistance-poids 

et un faible coût d'entretien. Les matériaux composites conventionnels présentent une 

disparité des propriétés mécanique à l’interface en raison du collage de deux matériaux 

différents. En conséquence, la concentration de contrainte se produit généralement à 

l'interface. Cela peut conduire à des dommages sous la forme de délaminage, fissuration de la 

matrice et la séparation du collage Reddy (2004). Les matériaux fonctionnellement gradués 

(MGFs) sont donc conçus pour surmonter ces problèmes.  Le FGM est le matériau composite 

perfectionné qui est composé de deux ou de plusieurs phases constituantes avec une variation 

continue des propriétés des matériaux d'une surface à une autre, ce qui élimine la 

concentration de contraintes rencontrée dans les composites stratifiés classiques. Le concept 

des FGM a été proposé en 1984 par les spécialistes Japonais en matériaux Koizumi (1997). 

Un FGM typique est constituée d'un mélange de céramique et de métal. L'histoire du FGM 

ainsi que de ses applications peut être trouvée dans le rapport de Jha et al. (2013). La 

modélisation et l'analyse des FGM ont également été examinées par Birman et Byrd (2007). 

En général, le comportement des plaques et coques  fonctionnellement graduées(FG) 

sous sollicitations mécaniques et thermiques peut être prédit en utilisant soit la théorie de 

l'élasticité tridimensionnelle (3D) ou les théories équivalentes des monocouches (ESL). Les 

modèles ESL sont dérivés de la théorie de l'élasticité 3D en faisant des hypothèses 

appropriées sur la cinématique de déformation ou de l’état des contraintes à travers l'épaisseur 

des plaques et coques Reddy (2004). Ces théories ESL peuvent expliquer à la fois les effets du 

cisaillement et de la déformation normale en fonction du niveau d'hypothèses. Le modèle ESL 

simple est la théorie classique des plaques (CPT), aussi connu comme la théorie de Kirchoff 

(1850), qui ignore à la fois les effets de cisaillement et de la déformation normale. Ainsi, il est 

seulement approprié pour les plaques et coques FG mince. La théorie suivante dans la 

hiérarchie des modèles ESL est la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre 

(FSDT) développée par Mindlin (1951).  Les comptes FSDT pour l'effet de déformation de 

cisaillement par le biais d'une variation linéaire des déplacements plans au travers de 

l'épaisseur. Un facteur de correction de cisaillement est donc nécessaire. Le facteur de 

correction de cisaillement est difficile à déterminer car il dépend non seulement des 

paramètres géométriques, mais également de la charge et des conditions aux limites. Pour 
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éviter l'utilisation du facteur de correction de cisaillement, les théories de déformation de 

cisaillement d'ordre supérieur (HSDTs) étaient introduites. La HSDT peut être formulée en 

développant les composants du déplacement en série de puissance des coordonnées de 

l'épaisseur. En principe, les théories développées par ce moyen deviennent précises par une 

simple inclusion d’un certain nombre suffisant de termes dans les séries. Parmi les HSDTs, la 

théorie (TSDT) de déformation de cisaillement du troisième ordre de Reddy (1984) est la plus 

largement utilisée en raison de sa simplicité et de sa précision. Un examen des théories de 

déformation de cisaillement des plaques stratifiées et isotropes a été effectué par Ghugal et 

Shimpi (2002)et Khandan et al. (2012). Un examen complet des différents modèles 

analytiques et numériques pour la prédiction de la flexion, du flambement et des réponses en 

vibrations des plaques FG sous chargements mécaniques et thermiques a été récemment 

effectué par Swaminathan et al. (2015). Cependant, aucun examen du développement des 

diverses théories pour la modélisation et l'analyse des plaques et coques FG n’a été rapporté 

dans la littérature. 

L'objectif de ce chapitre est de fournir un examen complet des théories existantes pour 

la modélisation et l'analyse des plaques et coques FG dans la littérature en mettant l’accent 

principalement sur les modèles ESL tels que la CPT, FSDT, TSDT, HSDTs, théories 

simplifiées, théories mixtes. En outre, un examen détaillé de la littérature liée au 

développement des solutions d'élasticité 3D et une formulation unifiée est également reporté. 

 

III.2. Théories ESL  

III.2.1. Modèle CPT  

Le modèle CPT est basé sur l'hypothèse de Kirchhoff-Love qui stipule que les lignes 

droites restent droites et perpendiculaires au plan médian après déformation. Ces hypothèses 

impliquent l’annulation de la déformation normale et du cisaillement et, par conséquent, elles 

négligent les effets de cisaillement et de déformation normale. La CPT est le modèle ESL le 

plus simple et il est seulement approprié pour les plaques et coques minces FG où les effets de 

cisaillement et de déformation normale sont négligeables.  

Feldman et Aboudi (1997) ont étudié le flambement élastique des plaques FG sous 

charge de compression uniaxiale en utilisant une combinaison d’approches micromécanique 

et structurelles. Les équations régissant les dérivées de la CPT ont été résolues analytiquement 

pour la charge de flambement des plaques FG avec différentes conditions aux limites. 

Javaheri et Eslami (2002) ont employés la CPT pour étudier le comportement en flambement 
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des plaques FG sous quatre types de charges thermiques Javaheri et Eslami (2002) et de 

charges de compression Javaheri et Eslami (2002). En se basant sur la CPT, Kiani et al. 

(2011) ont présenté des solutions analytiques pour la température critique de flambement des 

plaques FG encastrés et reposant sur une fondation élastique sous trois différents types de 

charges thermiques. Ghannadpour et al. (2012) ont également examiné la déformation 

thermique des plaques FG en utilisant la CPT. Cependant, la charge de flambement a été 

calculée en utilisant la méthode de la bande finie à la place de la solution de Navier dans le 

travail Javaheri et Eslami (2002). Le flambement des plaques FG soumises à la compression 

non uniforme a été examiné par Mahdavian (2009) en utilisant la CPT et les solutions de 

Fourier.  Mohammadi et al. (2010) ont dérivé les solutions analytiques pour la charge de 

flambement des plaques FG avec deux bords opposés simplement appuyés et les deux autres 

bords ayant des conditions aux limites arbitraires (par exemple des plaques de type Levy). Les 

équations régissant les dérivées de la CPT ont été analytiquement résolues en utilisant 

l’approche de la solution de type Levy.  

Woo et al. (2006) ont étudié la vibration non linéaire des plaques FG dans des 

environnements thermiques. Les équations non linéaires issues de la CPT avec des hypothèses 

de Von-Karman ont été résolues pour les plaques FG avec des conditions aux limites 

arbitraires en utilisant une méthode de série. Hu et Zhang (2011) ont également adopté la CPT 

avec les hypothèses Von-Karman pour effectuer l’analyse de la vibration et de la stabilité des 

plaques FG sous excitation en plan. La vibration libre des plaques FG reposant sur fondation 

élastique avec diverses conditions aux limites a été étudiée par Chakraverty et Pradhan (2014) 

en utilisant la CPT et la méthode de Rayleigh-Ritz. Chakraverty et Pradhan (2014) ont 

amélioré leur travail antérieur (2014) en tenant compte de l'effet des ambiances thermiques. 

Ruan et Wang (2014) ont investigué sur la vibration et la stabilité du déplacement des plaques 

obliques FG  en utilisant la CPT et la DQM. 

 La CPT a également été utilisé pour analyser les plaques circulaires. Par exemple, Ma 

et Wang (2003) ont étudié la flexion non linéaire et les comportements thermiques des 

plaques circulaires FG sous chargements mécaniques et thermiques. Li et al. (2007) ont 

également étudié le comportement non linéaire du post flambement des plaques circulaires 

FG sous sollicitations mécaniques et thermiques en utilisant la CPT avec les hypothèses de 

Von-Karman. Les imperfections géométriques initiales des plaques FG ont été prises en 

compte dans leur étude. Allahverdizadeh et al. (2008) ont étudié la vibration à l'état stable des 

plaques circulaires FG dans des environnements thermiques utilisant la CPT et une approche 
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semi-analytique. Ghomshei Abbasi et (2013) ont étudié le flambement thermique 

axisymétriques des plaques annulaires FG avec épaisseur variable soumises à des 

sollicitations thermiques à l'aide de la CPT et la méthode des éléments finis. 

En plus des plaques FG, la CPT est également plus utilisé pour des coques FG en 

raison de sa simplicité. Loy et al. (1999) ont étudié la vibration des coques cylindriques FG 

simplement appuyées en utilisant le CPT et la méthode de Rayleigh-Ritz. Une approche 

similaire a été adoptée par Arshad et al. (2007) pour étudier les caractéristiques de la vibration 

des coques cylindriques FG sous trois différents types de lois de la fraction de volume. Les 

caractéristiques de vibration des coques cylindriques FG sous diverses conditions aux limites 

ont été examinées par Pradhan et al. (2000) en utilisant la méthode de Rayleigh et la CPT. Ce 

problème a été réexaminé par Naeem et al. (2010) en utilisant la méthode Ritz. Les vibrations 

forcées non linéaire des coques FG doublement courbées peu profondes ont été étudiées par 

Alijani et al. (2011) en utilisant la CPT avec des hypothèses de Von-Karman et la 

discrétisation multi-modale de Galerkin. Du et al. (2014) ont étudié la vibration non linéaire 

des coques cylindriques FG sous excitation sur la base de la CPT avec les hypothèses de Von-

Karman combinées avec un procédé à échelle multiple. Du et Li (2013) ont étudié la réponse 

de vibration non linéaire des coques cylindriques FG dans des environnements thermiques 

suivant une approche similaire. Ebrahimi et Najafizadeh (2014) ont étudié la vibration libre 

des coques cylindriques FG en utilisant la CPT en liaison avec les méthodes de la quadrature 

différentielle généralisée et la quadrature intégrée généralisée.  

Shen (2002,2004) ont étudié le comportement post flambement des coques 

cylindriques FG sous compression axiale (2002) ou sous pression latérale (2003) ou sous 

augmentation uniforme de la température (2004) en utilisant le CPT avec les hypothèses de 

Von-Karman. Les deux déformations non linéaires avant flambement ainsi que les 

imperfections géométriques initiales ont été inclus dans l'analyse post flambement en utilisant 

une théorie de la couche limite du flambement des coques. Le chemin d'équilibre post 

flambement et la charge de flambement ou la température sont déterminés en utilisant une 

technique de perturbation singulière. Woo et al. (2003) ont étudié le comportement post 

flambement des plaques FG et des coques cylindriques peu profondes sous sollicitations 

mécaniques et thermiques en utilisant la CPT et les hypothèses de Von-Karman. Des solutions 

analytiques ont été obtenues en utilisant des séries mixtes de solutions. Mirzavand et Eslami 

(2008) ont dérivé des solutions analytiques pour la charge de flambement des coques 

cylindriques imparfaites FG sous compression axiale dans des environnements thermiques 
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utilisant deux modèles différents pour les imperfections géométriques initiales. Les résultats 

indiquent que les imperfections géométriques et la dépendance à la température des propriétés 

des matériaux jouent un rôle majeur pour dicter le point de bifurcation des coques 

cylindriques imparfaites FG sous compression axiale.  

Woo et Meguid (2001) ont étudié la flexion non linéaire des coques FG peu profondes 

sous sollicitations transversales et sous un champ de température. Les équations régissant les 

dérivées de la CPT avec les hypothèses Von-Karman ont été résolus analytiquement pour la 

flèche, les contraintes et les moments de flexion d'une coque simplement appuyée par la 

méthode des séries de Fourier. Nguyen et Tran (2013,2012) ont effectué l'analyse dynamique 

non linéaire des coques FG imparfaites peu profondes et doublement courbes reposant sur une 

fondation élastique soumisse à des charges mécaniques et thermiques en utilisant la CPT avec 

des hypothèses de Von-Karman.  

Le couplage étirement-flexion produit des déflexions transversales et des moments de 

flexion quand une plaque FG est soumise à des charges de compression dans son plan. Par 

conséquent, le flambement de type bifurcation ne se produit pas. Les conditions du 

flambement de type bifurcation produit sous l'action des charges de compression dans le plan 

ont été examinés par Aydogdu (2008). On observe que le flambement de type bifurcation se 

produit lorsque la plaque est complètement encastrée. Pour une plaque sur appuis mobiles, le 

flambement de type bifurcation se produit lorsque les charges dans le plan sont appliquées à la 

surface neutre (2008). 

III.2.2. Modèle FSDT  

La FSDT développée par Mindlin (1951) représente l'effet de la déformation de 

cisaillement par le biais d'une variation linéaire des déplacements dans le plan à travers 

l'épaisseur. Il est à noter que la théorie développée par Reissner (1945,1947) représente 

également l'effet de la déformation de cisaillement. Cependant, la théorie de Reissner n’est 

pas semblable à la théorie de Mindlin comme le perçoivent de nombreux chercheurs à travers 

l'utilisation de fausses descriptions telles que '' plaques Reissner- Mindlin '' et '' FSDT de 

Reissner ''. La différence majeure entre les deux théories a été établie par Wang et al. (2001) 

en dérivant les relations de flexion entre les quantités Mindlin et Reissner pour un problème 

général de plaques. Depuis, la théorie de Reissner a été fondée sur l'hypothèse d'une 

répartition linéaire des contraintes de flexion et une distribution parabolique des contraintes 

de cisaillement, sa formulation va inévitablement conduire à la variation du déplacement étant 
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donné qu’il n’est pas nécessairement linéaire à travers l'épaisseur de la plaque Wang et al. 

(2001). Ainsi, il est incorrect de se référer à la théorie FSDT de Reissner qui implique une 

variation linéaire des déplacements à travers l'épaisseur. Une autre différence entre les deux 

théories est que la contrainte normale qui a été inclus dans la théorie de Reissner a été omise 

dans celle de Mindlin (1975). 

La FSDT a été largement utilisée pour modéliser les plaques FG. Praveen et Reddy (1998) ont 

étudié les réponses transitoires non linéaires des plaques FG sous chargements thermiques et 

mécaniques à l'aide de la méthode des éléments finis et de la FSDT avec les hypothèses de 

Von-Karman. Della Croce et Venini (2004) ont présenté une famille hiérarchique des 

éléments finis pour l'analyse de la flexion des plaques FG sous sollicitations mécaniques et 

thermiques en utilisant la FSDT et une formulation variationnelle. Toutefois, le couplage 

étirement-flexion a été ignoré dans leur travail. Kim et al. (2008) ont étudié le comportement 

non linéaire en flexion des plaques et des coques FG en utilisant la FSDT avec une définition 

complète du tenseur contrainte de Green.  

Chen (2005) a étudié la vibration non linéaire des plaques FG soumises à une action 

combinée de la compression initiale dans le plan et les contraintes de flexion à l'aide de la 

FSDT avec les hypothèses de Von-Karman. La fréquence non linéaire des plaques 

simplement appuyées a été obtenue en utilisant la méthode de Galerkin en combinaison avec 

la procédure itérative de Runge-Kutta. La FSDT avec les hypothèses de Von-Karman a 

également été employée par Alijani et al. (2011) pour étudier la vibration non linéaire des 

plaques FG simplement appuyées dans des environnements thermiques. La vibration libre des 

plaques FG reposant sur une fondation élastique a été étudiée par Fallah et al. (2013) en 

utilisant la FSDT et une approche semi-analytique qui est basée sur une combinaison de la 

série de puissance infinie et la méthode de Kantorovich.  

Lanhe (2004) et Bouazza et al. (2010) ont dérivé les solutions analytiques pour la 

température de flambement des plaques FG simplement appuyées sous deux types de charges 

thermiques en utilisant la FSDT et la solution de Navier. Ganapathi et al. (2006) ont employé 

la FSDT et la méthode des éléments finis pour étudier le flambement des plaques obliques FG 

sous charges de compression. Yaghoobi et Yaghoobi (2013) ont étudié le flambement des 

plaques sandwich FG reposant sur une fondation élastique sous charges thermiques et 

mécaniques. La FSDT et la méthode des séries de puissance de Frobenius ont été adoptées 
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pour calculer la charge critique de flambement des plaques FG sous différentes conditions aux 

limites.  

Dai et al. (2005) ont étendu la méthode des éléments libres de Galerkin (1994) aux 

plaques FG avec des couches piézoélectriques sous chargements mécaniques et thermiques 

sur la base de la FSDT. Les résultats montrent que la méthode des éléments libres de Galerkin 

a de nombreuses caractéristiques attractives par rapport à la méthode des éléments finis. Zhao 

et al. (2009), Zhao et Liew (2009,2011), et Lee et al. (2009,2010) ont développé un modèle de 

maillage sur la base de la FSDT et de la méthode des éléments libres de Kp-Ritz. Ce modèle a 

été appliqué à des plaques et coques FG à travers différents problèmes, par exemple, flexion 

géométriquement non linéaire (2009), la vibration (2009), flambement thermique (2009), 

flexion thermique (2009), post flambement thermique (2010) et le flambement 

thermomécanique (2011). La réponse transitoire des plaques et coques FG sous chargements 

transversales a été étudiée par Roque et al. (2010) en utilisant la FSDT et une méthode de 

maillage avec des fonctions de base radiales (RBFs). Valizadeh et al. (2013) ont employé la 

FSDT et une approche isogéométrique (IGA) pour étudier la flexion, la vibration libre, le 

flambement et les réponses de flottement supersoniques des plaques FG.  

Les solutions analytiques pour l'analyse de la vibration libre des plaques type Levy 

reposant sur une fondation élastique ont été données par Hosseini-Hashemi et al. (2010) en 

utilisant la FSDT et la solution Levy. Hosseini-Hashemi et al. (2011) ont amélioré leur travail 

antérieur (2010) en tenant compte de l'effet couplé entre les déplacements en plan et 

transversaux. Mohammadi et al. (2010) ont découplé cinq équations régissant la FSDT en 

deux équations indépendantes. Les équations obtenues ont ensuite été résolus pour la charge 

de flambement des plaques FG sous chargement plan en utilisant l’approche de la solution 

type Levy. Cette approche de la solution a été employée par Saidi et Jomehzadeh (2009) pour 

dériver la solution type Levy pour la flèche et les contraintes des plaques FG soumises à des 

charges transversales. Yaghoobi et Torabi (2013) ont également suivi une approche similaire 

pour dériver la solution type Levy pour la charge de flambement des plaques FG reposant sur 

une fondation élastique et soumises à un chargement thermique. 

Yang et al. (2005) ont étudié l'influence du caractère aléatoire des propriétés des 

matériaux et des paramètres de rigidité de la fondation sur la charge de flambement des 

plaques FG reposant sur une fondation élastique en utilisant la FSDT et une technique de 

perturbation. Pour éviter l'utilisation du facteur de correction de cisaillement dans la FSDT, 
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Nguyen et al. (2008) ont adopté les équations d'équilibre dans le calcul des contraintes de 

cisaillement transversal et des forces de cisaillement. Les résultats de l'analyse de la flexion 

statique des plaques FG simplement appuyées et des panneaux sandwich FG encastrés 

indiquent que la valeur du facteur de correction de cisaillement des modèles FG n’est pas le 

même que celui des modèles homogènes. Prakash et al. (2009) ont reformulé la FSDT basée 

sur la surface neutre pour étudier l'effet de la position de la surface neutre sur la stabilité non 

linéaire des plaques obliques FG sous chargement plan. Les équations fondées sur des les 

hypothèses de Von-Karman ont été résolus en utilisant un élément continu à huit nœud C0. La 

FSDT basée sur la surface neutre a également été adopté par Singha et al. (2011) pour étudier 

le comportement non linéaire de la flexion des plaques FG sous charges transversale en 

utilisant la méthode des éléments finis. Les équations d'équilibre ont été utilisées pour calculer 

les contraintes de cisaillement transversal, tandis que la méthode de l'énergie a été adoptée 

pour obtenir les expressions du facteur de correction de cisaillement. 

La FSDT a également été utilisée pour modéliser des coques FG. Reddy et Chin 

(1998) ont étudié la réponse dynamique des cylindres et plaques FG soumises à deux 

différents types de chargements thermiques en utilisant la FSDT et la méthode des éléments 

finis. Eslami et Shahsiah (2003) ont dérivé des solutions analytiques pour la température de 

flambement des coques cylindriques FG reposant sur appuis simples et soumises à deux types 

de sollicitations thermiques en utilisant la FSDT et la solution de Navier. Samsam Shariat et 

Eslami (2005) et Mirzavand et al. (2005) ont étudié l'influence des imperfections 

géométriques initiales sur le flambement des plaques et des coques cylindriques FG. Des 

solutions analytiques pour la température critique de flambement des plaques et coques FG 

sous différents types de charges thermiques ont été obtenues à partir de la FSDT. Une analyse 

géométrique non linéaire des coques FG a été réalisée par Arciniega Reddy et (2007) en 

utilisant la FSDT et la méthode des éléments finis. Behjat et al. (2009) ont étudié la flexion 

statique, la  vibration libre et les réponses transitoires des panneaux cylindriques 

piézoélectriques FG soumis à des sollicitations mécaniques, thermiques et électriques en 

utilisant la FSDT et la méthode des éléments finis. Les problèmes de la flexion statique et 

dynamique et de la vibration libre des panneaux double courbure FG sous action combinée 

des charges mécaniques et thermiques ont été abordés par Kiani et al. (2012) en utilisant la 

FSDT et la transformation analytique hybride de Laplace-Fourier.  

Zhang et Hao (2009) ont étudié la vibration non linéaire des coques cylindriques FG 

sous une combinaison de charges thermiques et des excitations externes en utilisant la FSDT 
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et la méthode de Galerkin. Le flambement des coques cylindriques FG sous pression externe 

et sous compression axiale a été étudié par Khazaeinejad et al. (2010) en utilisant la FSDT et 

une méthode analytique. La méthode numérique de Runge-Kutta a été utilisée pour prédire la 

réponse dynamique des coques cylindriques FG soumises à des charges mécaniques axiale et 

transversale et à des charges d'amortissement. Isvandzibaei et al. (2014) ont étudié les 

caractéristiques de la vibration des coques cylindriques FG sous charge de pression. Les 

équations régissant les dérivés de la FSDT sont résolues analytiquement pour la fréquence 

propre des coques cylindriques FG dans différentes conditions aux limites, selon la méthode 

de Ritz. Pradyumna et Nanda (2012) ont étudié la réponse transitoire géométriquement non 

linéaire des panneaux coque FG imparfaits dans des environnements thermiques. Les 

équations non linéaires directrices issues de la FSDT avec les hypothèses de Von-Karman ont 

été résolues en utilisant un élément continu de huit nœuds C0avec cinq degrés de liberté 

(DOF) par nœud. La réponse transitoire a été obtenue en utilisant le schéma d'intégration de 

Newmark combiné avec la méthode d’itération modifiée de Newton-Raphson. 

III.2.3. Modèle TSDT  

La TSDT développé par Reddy (1984) pour les plaques composites stratifiées 

représente l'effet de la déformation de cisaillement transversal et satisfait la condition de la 

nullité des contraintes sur les surfaces supérieure et inférieure d'une plaque. Un facteur de 

correction de cisaillement n’est donc pas nécessaire. Il est à noter que le champ de 

déplacement de la théorie de Reddy est identique à celle de la théorie de Levinson (1980). 

Cependant, les équations du mouvement des deux théories sont différentes les unes des autres. 

Cela est dû au fait que Levinson (1987) a utilisé les équations d'équilibre de la FSDT qui sont 

variationnellement incompatibles avec celles dérivées de l'approche variationnelle de Reddy 

(1984).  

Reddy (2000) a présenté les deux formulations analytiques et par éléments finis basées 

sur la TSDT. Les formulations représentent le couplage thermo-mécanique, en fonction du 

temps et de la non-linéarité géométrique type Von-Karman. Shen (2002) a présenté l'analyse 

non linéaire des plaques FG sous des charges transversales dans des environnements 

thermiques. Les équations régissantes basées sur la TSDT avec les hypothèses de Von-

Karman ont été résolues pour la charge de déviation et la charge du moment de flexion 

courbes des plaques simplement appuyées et encastrées en utilisant une technique de 

perturbation mixte de Galerkin. Une analyse de la flexion non linéaire des plaques FG sous 
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chargements thermiques et mécaniques a été réalisée par Yang et Shen (2003) en utilisant la 

TSDT avec les hypothèses de Von- Karman. Une approche de perturbation multi-

paramètrique a été utilisée pour obtenir les réponses en flexion des plaques FG avec deux 

appuis opposés encastrés ou simplement appuyés et les deux appuis restants ayant des 

conditions aux limites arbitraires. Yang et al. (2004) ont étudié le flambement, la vibration 

libre et la stabilité dynamique des plaques sandwich FG sous une action combinée de 

changement de température uniforme et de compression périodique dans le plan en utilisant la 

TSDT et une méthode semi-analytique. Akbarzadeh et al. (2011) ont étudié les réponses 

statiques et dynamiques des plaques FG sous des charges latérales en utilisant la TSDT et la 

méthode des séries de Fourier. Zhang (2014) a employé la TSDT basée sur la surface neutre 

avec les hypothèses de Von-Karman pour étudier la réponse non linéaire de la flexion des 

plaques FG reposant sur une fondation élastique dans des environnements thermiques. Des 

solutions analytiques pour les plaques FG avec six conditions aux limites différentes ont été 

obtenues en utilisant la méthode de Ritz. 

Javaheri et Eslami (2002) ont dérivés les solutions analytiques pour la température 

critique de flambement des plaques FG simplement appuyées sous quatre types de charges 

thermiques en utilisant la TSDT et la solution de Navier. Un travail similaire a été réalisé par 

Samsam Shariat et Eslami (2007) pour les plaques FG soumises à trois types de sollicitations 

mécaniques et deux types de charges thermiques. Najafizadeh et Heydari (2007) ont dérivé 

des solutions analytiques pour la charge de flambement des plaques circulaires FG en utilisant 

la TSDT. Bodaghi et Saidi (2010) ont dérivé des solutions analytiques pour la charge de 

flambement des plaques FG type Levy sous chargement en plan. En introduisant quatre 

nouvelles fonctions, cinq équations régissantes dérivés de la TSDT ont été converties en deux 

équations indépendantes. Ces équations sont ensuite résolues pour les plaques rectangulaires 

FG en utilisant la solution Levy. Cette approche de la solution a également été adoptée par 

Saidi et al. (2012) pour dériver des solutions analytiques pour la déviation et les contraintes 

des plaques FG type Levy soumises à des charges transversales. Thaï et Kim (2013) ont 

reformulé la TSDT basée sur la surface neutre et ont dérivée la solution type Levy pour la 

charge de flambement des plaques FG reposant sur une fondation élastique.  

Yang et al. (2006) ont étudié la sensibilité des imperfections géométriques initiales sur 

le comportement en post flambement des plaques FG sous sollicitations mécaniques et 

thermiques. L'imperfection géométrique initiale a été supposée dans la forme du produit de 

fonctions trigonométriques et hyperboliques. Les équations régissantes basées sur la TSDT et 
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les hypothèses de Von-Karman ont été résolus pour le chemin d’équilibre post flambement 

des plaques FG avec différentes conditions aux limites en utilisant une approche semi-

analytique, en combinaison avec une procédure d'itération. Shen (2007) a étendu son travail 

précédent (2002) à l'analyse du post flambement des plaques FG simplement appuyées sous 

chargement thermique. Une technique de perturbation en deux étapes a été utilisée pour 

calculer la température de flambement et le chemin d'équilibre post flambement. Les résultats 

révèlent que la dépendance à la température a un effet significatif sur le comportement 

thermique post flambement des plaques FG. Nguyen et Pham (2013) ont étudié le 

comportement post flambement des plaques FG reposant sur une fondation élastique. Des 

solutions analytiques pour la charge de flambement et la température de flambement des 

plaques FG sous sollicitations mécaniques et thermiques ont été obtenues en utilisant la TSDT 

et la méthode de Galerkin.  

Kim (2005) a étudié les caractéristiques de vibration des contraintes initiales des 

plaques FG dans des environnements thermiques en utilisant la TSDT et la procédure de 

Rayleigh-Ritz. Yang et Shen (2002) ont employé la TSDT avec les hypothèses de Von-

Karman pour étudier les caractéristiques de vibration et la réponse transitoire des contraintes 

initiales des plaques FG dans des environnements thermiques. Le DQM et l'approche de 

superposition modale ont été respectivement utilisés pour déterminer les caractéristiques de 

vibration et les réponses transitoires des plaques FG avec deux appuis encastrés et les deux 

restants ayant des conditions aux limites arbitraires. Huang et Shen (2004) ont également 

examiné la vibration non linéaire et la réponse transitoire des plaques FG dans des 

environnements thermiques utilisant la TSDT avec les hypothèses de Von-Karman. 

Cependant, ils ont utilisé une technique de perturbation améliorée pour dériver les solutions 

analytiques pour des plaques simplement appuyées. En se basant sur la TSDT, Hosseini- 

Hashemi et al. (2011) et Hasani Baferani et al. (2011) ont dérivé la solution type Levy de la 

fréquence naturelle des plaques FG (2011) et des plaques FG reposant sur une fondation 

élastique (2011).  

Ferreira et al. (2006) étendirent leurs travaux précédents (2005,2007) à la vibration 

libre des plaques FG. Gulshan Taj et al. (2013) ont développé un élément continu 

isoparamétrique de neuf nœuds C0 avec sept degrés de liberté par nœud pour l'analyse de la 

flexion des plaques FG sous sollicitations mécaniques et thermiques en utilisant la TSDT. 

Foroughi et Azhari (2014) ont utilisé la TSDT et la méthode spline des bandes finies pour 

étudier le flambement et la vibration libre des plaques FG reposant sur une fondation 
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élastique. Tran et al. (2013) ont effectué les analyses de la flexion statique, du flambement et 

de la vibration libre des plaques FG en utilisant la TSDT et l’IGA. Tran et al. (2013) 

étendirent leurs travaux précédents (2013) au flambement thermique des plaques FG. La 

TSDT et l’IGA ont également été employées par Jari et al. (2015) pour étudier le 

comportement de la flexion linéaire et non linéaire, du flambement et de la vibration libre des 

plaques FG soumises à des charges thermiques et mécaniques.  

La TSDT a été également plus utilisée pour les coques FG. Shen [156] et Shen et 

Leung (2003) ont effectué l'analyse post flambement des panneaux cylindriques FG dans des 

environnements thermiques, soumis à une compression axiale (2002) ou à une pression 

latérale (2003). Les équations régissantes sont dérivées de la TSDT avec les hypothèses de 

Von-Karman. Les deux déformations non linéaires post flambement et les imperfections 

géométriques initiales des panneaux cylindriques FG ont été inclus dans l'analyse post 

flambement en utilisant une théorie de la couche limite de flambement des coques. La charge 

de flambement et le chemin d’équilibre post flambement ont été déterminés en utilisant une 

technique de perturbation singulière. Shen (2005) et Shen et Noda (2007) ont étendu les 

travaux antérieurs (2002,2003) aux coques cylindriques FG avec actionneurs piézoélectriques. 

Shen et Liew (2004) ont également prolongé les travaux antérieurs (2002) pour les panneaux 

cylindriques FG avec des couches piézoélectriques sous actions combinées des charges de 

compression axiale, électrique et thermiques. Shen et Noda (2005) ont présenté des solutions 

analytiques pour le post flambement des coques cylindriques FG soumises à des charges 

axiales et radiales dans des environnements thermiques. La formulation a été basée sur la 

TSDT avec les hypothèses Von-Karman et représentait les deux déformations non linéaires 

avant flambement et les imperfections géométriques initiales. Shen (2007) a fourni des 

solutions analytiques pour la post flambement thermique des coques cylindriques FG sous 

conduction de chaleur suivant une approche similaire.  

III.2.4. Modèles HSDT  

Les HSDTs représentent les variations d’ordre supérieur des déplacements dans le plan 

ou à la fois les déplacements dans le plan et les déplacements transversaux (théorie quasi-3D) 

à travers l'épaisseur, et par conséquent, la capture des effets de la déformation de cisaillement 

ou à la fois le cisaillement et les déformations normales. Les HSDTs peuvent être développées 

à l'aide des fonctions de forme polynômiale ou des fonctions de forme non-polynômiale. 
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III.2.4.1. Modèles basés sur la fonction Polynomiale  

Qian et al. (2004,2003) et Gilhooley et al. (2007) ont employé une méthode locale de 

maillage de Petrov-Galerkin et la quasi-3D de Batra et Vidoli (2002) pour étudier la flexion et 

la vibration des plaques FG. Cette théorie quasi-3D a également été utilisée par 

Sheikholeslami et Saidi (2013) pour étudier la vibration des plaques FG reposant sur une 

fondation élastique en utilisant la solution de Navier. Qian et Batra (2004) ont étendu leur 

travail antérieur (2004) pour les problèmes transitoires des plaques FG sous chargements 

thermiques et mécaniques. Patel et al. (2005) ont étudié les caractéristiques de la vibration 

libre des coques cylindriques elliptique FG en utilisant la théorie de la quasi-3D et la méthode 

des éléments finis. Le champ de déplacement de la théorie de la quasi-3D de Lo et al. (1977) a 

11 inconnues et représente une variation cubique des déplacements dans le plan et une 

variation quadratique du déplacement transversal à travers l'épaisseur.  

Pradyumna et Bandyopadhyay (2008,2010) ont développé un élément de coque 

continue à quatre noeuds C0 avec neuf degrés de liberté par nœud pour la vibration libre 

(2008) et l'instabilité dynamique (2010) des panneaux incurvés FG. La formulation a été basée 

sur la HSDT de Kant et Khare (1997), dans laquelle les déplacements dans le plan sont 

développés en tant que variation cubique des coordonnées de l'épaisseur tandis que le 

déplacement transversal est constant. Alijani et al. (2011) ont étudié l'effet de la température 

sur la vibration géométrique non linéaire des panneaux double courbure FG en fonction de la 

variation thermique et de l’excitation harmonique. La formulation a été basée sur la HSDT de 

Amabili et Reddy (2010) et la méthode de l'énergie multi-modal. Chen et al. (2009) ont étudié 

la vibration libre et le flambement des plaques FG sous une combinaison de contrainte 

d'extension et d’une contrainte de flexion pure. Les équations régissant le mouvement basées 

sur le champ de déplacement de Lo et al. (1977) sont analytiquement résolues pour la 

fréquence naturelle et la charge de flambement des plaques FG simplement appuyées. Les 

effets de divers paramètres et des contraintes initiales sur la fréquence propre et la charge de 

flambement des plaques FG ont été étudiés. Talha et Singh (2010) ont développé une théorie 

quasi-3D pour l’analyse de la flexion statique et la vibration libre des plaques FG. Le champ 

de déplacement de leur théorie a été obtenu en modifiant le champ de déplacement de Lo et 

al. (1977) pour satisfaire la nullité des contraintes sur les surfaces supérieure et inférieure de 

la plaque. Un élément isoparamétrique continue à neuf nœuds C0 avec 13 degrés de liberté 

par nœud a été développé pour étudier l’influence de la forme géométrique, du rapport 

d'épaisseur, de l’indice de la fraction de volume et des conditions aux limites sur les réponses 
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de la flexion et de la vibration libre des plaques FG. Talha et Singh (2011) ont étendu leur 

travail antérieur (2009) à la vibration thermo-mécanique des plaques FG. Gulshan Taj et al. 

(2014) ont également prolongé les travaux antérieurs (2009) à l'analyse de la flexion des 

plaques sandwich obliques FG.  

Sur la base du champ de déplacement de Lo et al. (1977), Reddy (2011) a développé 

une HSDT générale avec la non-linéarité géométrique de  Von-Karman pour l'analyse 

thermomécanique des plaques FG. La CPT, FSDT, TSDT et HSDT avec des surfaces 

inférieures et supérieures libres peuvent être déduites de la HSDT générale. Cette théorie a été 

également employée par Kant et al. (2014) pour étudier la flexion statique et les réponses de 

la vibration libre des plaques FG. Jha et al. (2013) ont étudié la flexion statique et la vibration 

libre (2013) des plaques FG en utilisant la théorie quasi-3D de Kant et Manjunatha (1988) 

avec 12 inconnues. Des solutions analytiques ont été obtenues pour les plaques simplement 

appuyées en utilisant la solution de Navier. L'influence des termes d'ordre supérieur dans le 

champ de déplacement sur la fréquence naturelle des plaques FG a également été étudiée 

(2013). Cette théorie quasi-3D a également été employée par Swaminathan et Naveenkumar 

(2014) pour étudier le flambement des plaques sandwich FG. La formulation a été basée sur la 

théorie quasi-3D de Ali et al. (1999). Ils ont également étudié l'influence des termes d'ordre 

supérieur dans le champ de déplacement sur l'exactitude de la théorie de la quasi-3D. Nguyen 

Xuan et al. (2013) ont présenté une formulation simple et efficace pour les plaques sandwich 

composites à l'aide d'une théorie de déformation de cisaillement de cinquième ordre (FiSDT) 

en combinaison avec l'IGA. Le comportement des plaques rectangulaires et circulaires sous 

différentes conditions aux limites vis-à-vis de la flexion statique, le flambement et la vibration 

libre, a été étudié. 

III.2.4.2. Modèles basés sur la fonction non Polynomiale  

La fonction non-polynomiale a été d'abord utilisée par Levy (1877) avec une fonction 

sinusoïdale pour développer une théorie raffinée pour les plaques épaisses isotropes. La 

fonction sinusoïdale a été adoptée plus tard par Stein (1986) et Touratier (1991) pour 

développer une théorie de déformation de cisaillement sinusoïdale à cinq inconnues (SSDT) 

pour les plaques composites isotropes et stratifiés, respectivement. La SSDT a été largement 

utilisée pour étudier la flexion thermique des plaques composites (2004,2005), le flambement 

des plaques composites (2004), la flexion des plaques sandwich FG (2005,2010), le 

flambement et la vibration des plaques sandwich FG (2004,2005), la vibration des plaques FG 
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(2005), la flexion des plaques FG (2006), la flexion thermique des plaques FG reposant sur 

une fondation élastique (2009), le flambement thermique des plaques FG reposant sur une 

fondation élastique (2011), nano poutres (2012) et nano plaques (2014). Les relations de 

flexion entre les quantités SSDT et CPT ont été derivées par Zenkour (2012) pour des plaques 

FG type Levy. 

Une fonction tangentielle a été employée par Mantari et al. (2012) et Mantari et 

Guedes Soares (2012) pour développer une HSDT pour les plaques isotropes, composites et 

sandwiches (2012) et les plaques FG (2012). Mantari et al. (2012) ont combiné les fonctions 

exponentielles et trigonométriques pour développer une HSDT pour les plaques sandwich et 

plaques composites (2012), plaques FG (2012) et coques FG doublement incurvées (2012). 

Mantari et Guedes Soares (2012,2013) ont combiné les fonctions exponentielles et 

hyperboliques pour développer une HSDT pour les plaques et coques isotropes et 

multicouches (2012) et les plaques FG (2013). Une combinaison de fonctions tangentielles et 

exponentielles a été proposée par Mantari et al. (2014) pour développer une HSDT pour les 

plaques FG. Nguyen et al. (2014) ont combiné les fonctions tangentielles inverses et cubiques 

pour les plaques sandwich FG, tandis que Thai et al. (2014) ont combiné les fonctions 

tangentielles inverses et linéaires pour les plaques composites et les plaques sandwich. Thai et 

al. (2014) ont suivi leur travail précédent (2014) pour développer une HSDT pour les IGA des 

plaques sandwich FG utilisant deux nouvelles fonctions trigonométriques. 

En outre, les fonctions non polynomiales ont également été utilisées pour développer 

des théories quasi-3D qui représentent à la fois les effets du cisaillement et de la déformation 

normale. Par exemple, Zenkour (2007) a utilisé la fonction sinusoïdale pour développer une 

théorie quasi-3D pour les plaques FG. Mantari et Guedes Soares (2012) ont présenté une 

formulation généralisée dans laquelle de nombreuses théories quasi-3D peuvent être déduites 

en utilisant des fonctions polynômiales, hybrides ou trigonométriques. Mantari et Guedes 

Soares (2014) ont optimisés la théorie sinusoïdale quasi-3D pour l'analyse de la flexion des 

coques FG. Mantari et Guedes Soares (2013) ont amélioré leur travail antérieur (2012) en 

incluant l'effet de l’étirement de l’épaisseur dans des plaques FG. 
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III.2.5. Théories Simplifiées 

Il est bien connu que les théories HSDTs et quasi-3D développées en élargissant les 

déplacements en série de puissances des coordonnées de l'épaisseur sont plus coûteuses, car 

chaque calcul de puissance supplémentaire des coordonnées de l'épaisseur va induire une 

inconnue supplémentaire à la théorie. Par conséquent, il est nécessaire de simplifier les 

HSDTs existantes et les théories quasi-3D ou de développer des théories simples avec moins 

d'inconnues. 

Shimpi (2002) a développé une théorie des plaques raffinée (RPT) pour les plaques 

isotropes en divisant le déplacement en composants de flexion et de cisaillement. La RPT ne 

contient que deux inconnues comparée avec trois inconnues dans le cas de la FSDT et de la 

TSDT, mais elle est suffisamment précise pour prédire les réponses globales des plaques 

isotropes (2002,2013) et des plaques orthotropes (2012,2013). Kim et al. (2009) ont étendu la 

RPT pour les plaques composites stratifiés et ont modifié la RPT en prenant en compte la 

composante d'extension du déplacement transversal. Il a été conclu que la RPT ne peut prédire 

avec précision le comportement de la flexion statique, du flambement et de la vibration libre 

des plaques composites stratifiés (2009,2014). La RPT a été largement appliquée à des 

plaques FG (2010,2014), plaques sandwichs FG (2011,2012), plaques FG avec des couches 

piézoélectriques (2015), nano plaques (2011,2013) et nano poutres (2012). Thaï et Uy (2013) 

ont reformulé la RPT basée sur la surface neutre et ont dérivé des solutions analytiques pour 

la charge de flambement des plaques FG type Levy. Thaï et Choi (2014) ont amélioré la RPT 

en tenant compte de l’effet de l’étirement de l'épaisseur dans les plaques FG. 

En utilisant des hypothèses similaires à celles de Shimpi (2002), de nombreuses 

théories de déformation de cisaillement à quatre inconnus ont été développées en utilisant 

différentes fonctions de forme. Par exemple, MECHAB et al. (2013) et El Meiche et al. 

(2011) ont proposé une HSDT à quatre inconnue pour les plaques FG (2013) et les plaques 

sandwich FG (2011) en utilisant des fonctions hyperboliques. Merdaci et al. (2011), Tounsi et 

al. (2013), Ameur et al. (2011), et thaïlandais et Vo (2013) ont développé une HSDT à quatre 

inconnus pour les plaques sandwich FG (2011,2013) et les plaques FG (2011,2013) en 

utilisant la fonction sinusoïdale. En se basant sur une fonction tangentielle inverse, Nguyen 

Xuan et al. (2014) ont proposé une HSDT à quatre inconnus pour l’IGA des plaques FG. Thaï 

et Choi (2013) ont proposé diverses HSDTs à quatre inconnus pour les plaques FG en utilisant 

différentes fonctions de forme y compris les fonctions cubiques (1984), les fonctions 
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sinusoïdales (1991), les fonctions hyperboliques (1992) et les fonctions exponentielles (2003). 

L'exactitude de ces théories est évaluée pour les problèmes de flexion et de vibration libre des 

plaques FG en utilisant les deux solutions analytiques (2013) et les solutions d'éléments finis 

(2013). Yaghoobi et Fereidoon (2014) ont simplifié la théorie de déformation de cisaillement 

d’ordre n développée par Xiang et al. (2011,2014) pour le flambement des plaques FG 

reposant sur une fondation élastique soumises à des charges thermiques. Thaï et Choi (2013) 

ont simplifié la FSDT pour les plaques FG (2013) et les plaques composites laminées (2013). 

Cette FSDT simplifiée a été employée plus tard par Yu et al. (2013) et le Yin et al. (2014) 

pour les IGA des plaques FG présentant une non-linéarité géométrique. Thai et al. (2014) ont 

également développé une autre FSDT simplifiée pour les plaques sandwich FG en utilisant les 

hypothèses de Shimpi et al. (2007). Des solutions analytiques pour la déflexion, la charge de 

flambement et la fréquence naturelle ont été obtenues pour les plaques dans des conditions 

limites arbitraires en utilisant la méthode des solutions de Sobhy (2013).  

III.2.6. Théories Mixtes 

Murakami (1986) a été le premier à appliquer la RMVT pour développer une théorie 

des stratifiés mixte en utilisant le modèle du déplacement zig-zag du premier ordre. En se 

basant sur la RMVT, Demasi (2009) a développé une variété de théories de stratifiés mixtes 

dans une série de cinq articles dont les théories de LayerWise (2009), HSDTs et les modèles 

en zigzag (2009). Fares et al. (2009) ont proposé une théorie basée sue la RMVT pour 

l’analyse de la flexion et de la vibration libre des plaques FG. La théorie est basée sur un 

champ de déplacement qui représente une variation linéaire des déplacements en plan et une 

variation quadratique du déplacement transversal à travers l'épaisseur. Wu et Li (2010) ont 

développé une TSDT basée sur la RMVT pour l’analyse de la flexion des plaques 

multicouches FG en utilisant le modèle du déplacement de la TSDT et les distributions 

quadratiques couche par couche de la déformation du cisaillement transversal. Par 

conséquent, les conditions de continuité des deux déplacements et de la déformation de 

cisaillement transversal au niveau des interfaces entre les couches adjacentes sont exactement 

remplies. Une technique de condensation statique a été utilisé pour réduire le nombre 

d'inconnus à cinq qui est le même que celui de la TSDT basée sur la PVD. Des solutions 

analytiques ont été obtenues pour des plaques simplement appuyées et les résultats obtenus 

ont été également comparées à celles prédites par le modèle basé sur la PVD. Il se trouve que 

le modèle basé sur la RMVT est légèrement supérieur à celui basé sur la PVD pour prédire les 

réponses globales des plaques FG orthotropes et stratifiées. En se basant sur la RMVT et la 
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PVD, Wu et Li (2013) ont développé des modèles de couches finies pour l'analyse de la 

flexion 3D des plaques multicouches et FG. Dans ces modèles, la plaque est divisée en un 

certain nombre de couches finies dans lesquelles les fonctions trigonométriques et les 

polynômes de Lagrange ont été utilisées respectivement pour interpoler les variations en plan 

et transversales du champ des variables de chaque couche individuellement. Ces modèles ont 

été étendus par Wu et Chang (2012) et Wu et al. (2014) pour la flexion statique (2012), la 

vibration libre (2014) et le flambement (2014) des cylindres composites multicouches et des 

cylindres sandwich.  

 

III.3.Théorie De L’élasticité 3D 

Le développement de solutions exactes de la théorie de l'élasticité 3D est très utile 

pour évaluer l'exactitude et la validité des modèles ESL. Mian et Spencer (1998) ont établis 

des solutions exactes pour les plaques FG et les composites laminées. Ootao et Tanigawa 

(1999) ont développé des solutions exactes 3D pour les problèmes de contraintes thermiques 

des plaques FG simplement appuyées sous transfert partiel de chaleur. Cheng et Batra (2000) 

ont dérivé des solutions exactes pour l'analyse de la flexion 3D des plaques elliptiques FG 

encastrées sous chargements thermiques en utilisant une méthode de développement 

asymptotique. Reddy et Cheng (2001) ont également adopté la méthode de développement 

asymptotique pour obtenir des solutions exactes pour l'analyse de la flexion 3D des plaques 

FG simplement appuyées sous sollicitations thermiques. Au lieu d'utiliser la méthode de 

développement asymptotique, Vel et Batra (2002) ont adopté une méthode des séries de 

puissance pour dériver les solutions exactes de l'analyse de la flexion 3D des plaques FG 

simplement appuyées soumises à des charges thermiques et mécaniques. Vel et Batra (2003) 

ont étendu leur travail antérieur (2002) pour analyser les problèmes transitoires de conduction 

de chaleur des plaques FG simplement appuyées soit soumises à la température en fonction du 

temps ou le flux étendu sur les surfaces supérieure et inférieure. Alibeigloo (2010) a effectué 

l'analyse de la flexion 3D des plaques FG sous sollicitations thermiques et mécaniques. Des 

solutions précises pour la température, la contrainte et le déplacement sont obtenus pour les 

plaques simplement appuyées en utilisant la méthode de l’état de l’espace. 

Des solutions précises pour les vibrations 3D libres et forcées des plaques FG 

simplement appuyées ont été fournies par Vel et Batra (2004) en utilisant la méthode des 

séries de puissance. Des solutions précises pour les fréquences naturelles, les déplacements et 
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les contraintes sont comparés à celles prédites par les modèles ESL. Vel (2010) a étendu le 

travail précédent (2004) pour les coques FG. Uymaz et Aydogdu (2007) ont présenté des 

solutions exactes pour l’analyse de la vibration libre 3D des plaques FG avec différentes 

conditions aux limites en utilisant la méthode de Ritz avec les fonctions de déplacement de 

Chebyshev. Li et al. (2008) ont effectué l’analyse de la vibration libre 3D des plaques 

sandwich FG encastrées et simplement appuyées. Les fréquences naturelles de deux types de 

plaques sandwich FG, à savoir la plaque sandwich avec des faces FG et un noyau homogène 

et la plaque sandwich avec des faces homogènes et un noyau FG, sont obtenus en utilisant la 

méthode de Ritz avec les polynômes de Chebyshev. Amini et al. (2009) ont suivi la même 

méthode de Li et al. (2008) pour dériver la fréquence naturelle et les formes de mode pour 

l’analyse de la vibration libre 3D des plaques FG reposant sur une fondation élastique avec 

des conditions aux limites arbitraires. Lu et al. (2009) et Malekzadeh (2009) ont également 

étudié la vibration libre 3D des plaques FG reposant sur une fondation élastique, mais ont 

utilisé des approches différentes. Lu et al. (2009) ont adopté la méthode de l’état de l’espace 

pour dériver des solutions exactes pour la fréquence naturelle des plaques simplement 

appuyées, alors que Malekzadeh (2009) a utilisé la solution DQM et la solution des séries 

pour obtenir des solutions semi-analytiques pour la fréquence naturelle des plaques type Levy. 

La DQM a également été adoptée par Malekzadeh et al. (2010) pour étudier la réponse de la 

vibration libre 3D des plaques annulaires FG en tenant compte de l'effet des ambiances 

thermiques. Les solutions 3D exactes de la vibration libre des plaques rectangulaires FG avec 

des conditions aux limites générales ont également été fournies par Jin et al. (2014) en 

utilisant la méthode de Rayleigh Ritz. Reddy et Kant (2014) ont présenté une solution 

analytique pour l’analyse de la vibration libre 3D des plaques FG simplement appuyées en 

utilisant la méthode des séries de puissance. 

Kim et Na (2004) ont étudié le comportement du flambement thermique 3D des 

plaques FG sous élévation de température uniforme, linéaire et sinusoïdale à travers 

l'épaisseur au moyen d'un élément solide de 18 nœuds. Pour éviter le blocage du cisaillement 

et pour maintenir la stabilité cinématique des structures minces, une formulation assumée de 

déformation mixte a été employée. Na et Kim (2005) ont amélioré leur travail antérieur 

(2004) en tenant compte de l'augmentation de la température en fonction du temps. Na et Kim 

(2006) ont étendu leur travail antérieur (2005) aux plaques sandwich FG avec des faces 

homogènes et un noyau en FG. Na et Kim (2006) ont employés la méthode des éléments finis 

pour étudier le post flambement thermique 3D des plaques FG sous élévation de température 



CHAPITRE III : REVUE SUR LES TRAVAUX REALISES SUR LES STRUCTURES FGM 

42 
 

uniformes ou non uniforme. Un élément solide  de 18 nœuds basé sur la relation de Green-

Lagrange a été développé pour tenir compte de la grande déformation. Le schéma d'itération 

de Newton-Raphson a été utilisé pour déterminer le chemin d'équilibre post flambement. Na 

et Kim (2006) ont étendu leur travail antérieur (2006) pour étudier la flexion non linéaire 3D 

des plaques FG soumises à des charges de pressions uniformes et à des charges thermiques.  
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IV.1 Introduction 

Les Matériaux Fonctionnellement Gradués (FGM) sont un nouveau type de matériaux 

hétérogènes (Yamanouchi et al., 1990; Koizumi, 1993, 1997) où le gradient des propriétés 

macroscopiques change dans l’espace. Ainsi, les FGMs peuvent être confectionnés pour 

répondre à des performances matérielles aux différentes parties de la structure. Actuellement, 

les FGMs sont utilisés dans de diverses applications structurelles telles que la mécanique, le 

domaine spatial,  nucléaire et l’ingénierie civile. 

Récemment, plusieurs travaux scientifiques s’intéressant au comportement statique et 

dynamique des matériaux FGM ont vus le jour. Une revue intéressante de la littérature sur ces 

travaux peut être trouvée dans l’article de Birman and Byrd (2007). 

Reddy (2000) a présenté des modèles basés sur la théorie de déformation de cisaillement du 

troisième ordre pour l’analyse des plaques fonctionnellement graduées. Pour ce faire, il a 

utilisé la solution de Navier et celle en éléments finis.  

Cheng and Batra (2000) ont obtenus les équations des plaques polygonales fonctionnellement 

graduées et simplement appuyées en utilisant la théorie du premier et du troisième ordre de 

cisaillement. Une relation exacte a été établie entre la flèche d’une plaque fonctionnellement 

graduée et celle d’une plaque homogène de Kirchoff. Vel et Batra (2002, 2004) ont 

développés une analyse tridimensionnelle des contraintes thermiques et des vibrations libre et 

forcée des plaques FG rectangulaire simplement appuyée. Qian et al. (2004) ont conduit une 

investigation sur les vibrations forcé et libre ainsi que les déformations statiques  d’une plaque 

FG épaisse simplement appuyée par le biais de la théorie d’ordre élevé de déformation 

normale et de cisaillement ainsi que la méthode de Petrov-Galerkin. Zhong et Yu (2006) ont 

utilisés l’approche state-space pour analyser la vibration forcée et libre d’une plaque FG 

piézoélectrique épaisse simplement appuyée.  

 

L’analyse de la vibration libre d’une plaque rectangulaire FG simplement appuyée a été 

étudiée par Pradyumna et Bandyopadhyay (2008) en utilisant une formulation d’éléments 

finis d’ordre élevé. Matsunaga (2008) a étudié les fréquences naturelles et les contraintes de 

flambement des plaques FG rectangulaire simplement appuyée en se basant sur la théorie des 

plaques d’ordre élevé en 2 D. Lü et al. (2009) ont développé la solution exacte 3D de la 

vibration libre des plaques épaisses FG sur les fondations type Pasternak. L’analyse de 

quelques solutions approximatives 3D pour  la réponse en vibration libre des plaques 

composite multicouche et des plaques FG one été présentées en utilisant la RMVT.  
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Certaines analyses approximatives 3D de la réponse de la vibration libre des plaques 

composites multicouches et FG ont été également présentés en utilisant le RMVT- et les 

méthodes de la couche finis à base de la PVD (Wu et Li, 2010a). 

Benachour, et al. (2011) ont étudié la vibration libre des plaques FG en utilisant la théorie des 

plaques raffinées à quatre variables. El Meiche, et al. (2011) ont développé une nouvelle 

théorie de déformation de cisaillement hyperbolique qui prend en compte les effets de 

déformation de cisaillement transverse et ce pour l’analyse du flambement et de la vibration 

libre des plaques sandwiches épaisses FG. Brischetto (2013) a développé un modèle exacte en 

élasticité tridimensionnel pour l’analyse de la vibration libre des plaques et coques FG 

monocouches et sandwichs simplement appuyés.  Bachir Bouiadjra et al (2013) ont étudié le 

comportement du flambement thermique non linéaire des plaques FG en utilisant l’efficiente 

théorie de déformation de cisaillement sinusoïdal. Houari et al (2013) ont étudié la réponse 

thermoélastique en flexion des plaques sandwiches en utilisant  la nouvelle théorie d’ordre 

élevé de déformation normale et de cisaillement. Belabed, et al. (2014) ont développé une 

théorie simple de cisaillement à ordre élevé et de déformation normale des plaques FG. Ait 

Amar Meziane, et al. (2014) ont présenté une théorie raffinée simple de déformation de 

cisaillement de la vibration et du flambement des plaques sandwiches FG ayant une variation 

exponentielle des propriétés et reposant sur fondations élastiques sous diverse conditions 

d’appuis. Hebali, et al. (2014) ont proposé une nouvelle théorie de déformation de 

cisaillement hyperbolique quasi 3D pour l’analyse de la flexion et de la vibration libre des 

plaques FGM. Hamidi et al (2014) ont présenté une théorie sinusoïdale des plaques à cinq 

inconnus avec la prise en compte de l’effet d’étirement pour l’analyse de la flexion 

thermomécanique des plaques sandwiches FG. Chakraverty and Pradhan (2014)ont étudié le 

comportement en vibration libre des plaques rectangulaires FG ayant une variation 

exponentiel dans un environnement thermique dans des conditions générales d’appuis. Ait 

Yahia et al (2014) ont étudié la propagation des ondes dans les plaques FG avec la prise en 

compte de la porosité en utilisant plusieurs théorie de déformation de cisaillement des plaques 

d’ordres élevés. Plusieurs études concernant le flambement, flexion et vibration des plaques 

FG/poutres et les plaques composites qui peuvent être trouvées dans les références récentes 

telles que (Attia et al, 2014; Draiche et al, 2014; Khalfi et al, 2014; Nedri et al, 2014; Mahi et 

al, 2014).  

Récemment, les investigations des plaques FG reposant sur des fondations élastique ont été 

identifiées comme un acte de recherche intéressant. Bien que peu d’études sur la vibration et  
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l’analyse du flambement des plaques rectangulaire homogènes isotrope sur fondations 

élastiques ont été réalisées (à titre d’exemple, Xiang et al. (1994),  Xiang (2003), Lam et al. 

(2000), Zhou et al. (2004)) et les références citées), les recherches sur le comportement 

dynamique et en flambement des plaques FG ont reçues peut d’attention. Cheng and 

Kitipornchai (1999) ont propose une analogie pour déduire des valeurs propres exacte 

explicite du flambement mécanique, flambement hydrothermique, et la vibration des plaques 

FG sous fondations type Winkler–Pasternak basés sur la théorie de déformation du premier 

ordre. Yang and Shen (2001) on se basant sur la théorie classique des plaques (CPT), ont 

étudié à la fois la vibration libre et la réponse transitoire des plaques rectangulaires minces 

sujette à un chargement latéral impulsif, reposant sur des fondations élastiques type Pasternak. 

En se basant sur la CPT, Yang et Shen (2001) ont étudié à la fois la vibration libre et la 

réponse transitoire de la déformation initiale des plaques rectangulaires minces FG soumises à 

des charges latérales impulsives, reposant sur une fondation élastique. 

 

Le second ordre statistique du flambement des plaques FG rectangulaire encastrées et 

reposant sur fondations élastiques type Pasternak et soumise à une compression uniforme aux 

bords a été étudiées par Yang et al. (2005) par le biais de la FSDT. Ying et al. (2008) ont 

présenté une solution d’élasticité 2D de la flexion et de la vibration libre des poutres FG 

reposant sur fondations élastiques type Pasternak 

 Huang et al. (2008) ont utilisé les références de la solution d’élasticité 3D pour l’étude du 

comportement en flexion des plaques épaisses simplement appuyées sur fondations élastiques 

type Pasternak. Yaghoobi and Yaghoobi (2013) ont étudié le comportement en flambement 

des plaques sandwiches symétriques avec des faces FGM, sujettes à des chargements 

mécanique, thermique et thermomécanique et reposant sur des fondations élastiques en 

utilisant la théorie de déformation du premier ordre. Bouderba et al. (2013) on se basant sur 

une théorie de déformation de cisaillement trigonométrique raffinée, ont analysé la réponse en 

flexion thermomécanique des plaques FGM reposant sur fondations élastiques, Tounsi et al. 

(2013a) ont analysé le comportement en flexion thermoélastique des plaques sandwiches 

FGM. Zidi et al. (2014) ont étudié  la réponse en flexion des plaques FGM sous chargement 

hygro-thermo-mécanique en utilisant la théorie raffiné à quatre variables. 

Due à son efficacité et sa simplicité, la théorie de déformation du premier ordre FSDT a été 

utilisée pour l’analyse des plaques modérément épaisse. La théorie de déformation du premier 

ordre FSDT proposée par Reissner (1950) et une autre proposée par Mindlin (1951) sont  
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considérées comme des théories pionnières qui prennent en compte les effets de cisaillement. 

Praveen and Reddy (1998) a examine la réponse non linéaire statique et dynamiques des 

plaques FG céramique-métal en utilisant la théorie de déformation du premier ordre FSDT et 

le tenseur de Von Karman. Croce and Venini (2004) ont formulé un élément fini hiérarchique 

selon la théorie de Reissner–Mindlin theory.  Zenkour et al. (2011) ont présenté une théorie 

mixte de déformation en cisaillement transverse du premier ordre(MFPT) la réponse en 

flexion des plaques rectangulaire orthotrope sur fondations élastiques.  Ensuite, Zenkour and 

Radwan (2013) ont prolongé cette théorie au comportement en flexion des plaques FG. Il est a 

noter que cette théorie (Zenkour et al., 2011; Zenkour and Radwan, 2013) est une 

modification de la théorie conventionnelle du premier ordre FSDT. Dans la FMPT, les 

déplacements et les contraintes doivent être considérées comme arbitraire. Récemment, Thai 

and Choi (2013ab) ont développé simple théorie du premier ordre FSDT contenant seulement 

quatre inconnus pour les plaques composites et FGM. En plus, les avantages et les 

inconvénients de la mise en œuvre des modèles numériques basés sur la FSDT ont été 

discutés par Yin et al (2014). Ainsi, il est à noter que le modèle basé sur la théorie de 

déformation de cisaillement du FSDT est souvent utilisé due à leur simplicité dans l’analyse 

et la programmation. Récemment, Sadoune et al (2014) ont développé une nouvelle théorie de 

déformation de cisaillement du premier ordre pour les plaques composites. 

Dans ce travail, une nouvelle théorie de déformation de cisaillement du premier ordre 

(NFSDT) pour l’analyse de la flexion et la vibration libre des poutres FG est développée 

incluant l’interaction plaques-fondations. En utilisant la même méthodologie développée par 

Thai and Choi (2013ab), cette théorie est basée sur la supposition que le  déplacement 

transversal consiste en deux composantes l’une de flexion et l’autre de cisaillement, pour 

lesquelles celle de flexion ne contribue pas dans les forces de cisaillement et la composante de 

cisaillement ne contribue pas avec le moment de flexion. Contrairement a la theorie de 

déformation de cisaillement du premier ordre conventionnelle FSDT (Reissner, 1950; 

Mindlin, 1951), la theorie de déformation de cisaillement du premier ordre a deux inconnus 

est proposée. Comme les propriétés matérielles des plaques FG varie suivant l’épaisseur de la 

plaque, la surface neutre de telles plaques ne coïncide pas avec la surface moyenne 

géométrique plane (Yahoobi and Feraidoon, 2010; Ould Larbi et al., 2013; Bouremana et al., 

2013; Bousahla et al., 2014; Fekrar et al., 2014; Bourada et al., 2014). En plus, Bouremana et 

al. (2013) and Ould Larbi et al. (2013) ont démontré que le couplage membrane-flexion dans 

les équations constitutive de plaque FG est inexistant si le système de coordonné est situé a la  
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surface physique neutre de la plaque. A cet effet, les équations gouvernant les plaques FG 

peuvent être simplifiées. On se basant sur la présente théorie et la position exacte de la surface 

neutre du principe de Hamilton’s, les équations du mouvement des plaques FG reposant sur 

des fondations élastiques sont obtenues. Des solutions analytiques de la flexion et de la 

vibration libre  des plaques FG simplement appuyé sont obtenues. Des exemples numériques 

sont présentés pour démontrer la validité et la précision de la théorie NFSDT. 

 

IV.2 Une nouvelle théorie de déformation de cisaillement (NFSDT) des plaques FG 

Due à la symétrie des propriétés matérielles des plaques par rapport à la surface moyenne, les 

équations membrane-flexion sont couplées. Mais, si l’origine du système de coordonné est 

proprement définie dans la direction de l’épaisseur des plaques FG pour être la surface neutre, 

les propriétés de la plaque FG deviennent symétriques par rapport à cette surface.  

Pour spécifier la position de la surface neutre des plaques FG deux différents plans sont 

retenus pour mesurer de la coordonnée «z» nommée 
ms

z   et 
ns

z  qui sont mesurées a partir de 

la surface moyenne et la surface neutre de la plaque respectivement (voir figure IV.1) 

 

 

 

Figure IV-1 : position des surfaces moyenne et neutre de la plaque fonctionnellement graduée (FGP)  

 

IV.2.1. Hypothèses de la présente théorie (hypothèses de bases) 

Les hypothèses retenues pour la présente théorie s’énoncent comme suit : 

 L’origine du système de coordonné cartésien est pris dans la surface neutre des 

plaques FG; 

 Les déplacements sont petits par rapport à l’épaisseur de la plaque, par conséquent, les 

contraintes générées  sont infinitésimales ; 

 La contrainte normale transversale z est négligeable en comparaison avec les 

contraintes en plan 
x et y . 
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 cette théorie suppose des contraintes de cisaillement transverse, ce qui necessite un 

coefficient correcteur de cisaillement dans le but de satisfaire les conditions aux 

limites aux faces supérieure et inferieure de la plaque. 

 Le déplacement transversal « w » comprend deux composantes, une de flexion « 
bw » 

et l’autre de cisaillement « 
sw » et ces dernières sont fonction des coordonnées x, et y 

et du temps t seulement. 

                                      

IV.2.2 Cinématique  

En se basant sur les hypothèses présentées dans la section précédente, le champ de 

déplacement est obtenu en utilisant : 
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 Ou,u , v , w sont les déplacements dans les directions x , y , z . 
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déplacements de la surface neutre. 

Les déformations associées aux déplacements dans l’Eq.(1) sont 
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IV.2.3  Equations constitutives 

Les plaques FG sont un mélange de céramique et de métal et leurs propriétés sont supposées 

varier suivant l’épaisseur selon une simple loi de puissance. La fraction volumique de la 

céramique Vc est exprimée en terme des coordonnés zms et zns comme suit : 
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Où p est l’indice matériel qui prend des valeurs supérieures ou égales à zéro. C est la distance 

entre les deux surfaces moyenne et neutre. Les propriétés matérielles de la plaque 

fonctionnellement graduée peuvent être obtenues par le biais de la loi de mélange de Voigt 

(Suresh et Mortensen 1998). Ainsi, en utilisant l’équation (IV-1), les propriétés matérielles 

non homogènes de la plaque FG notées P, en fonction de la coordonnée d’épaisseur 

deviennent : 
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Avec PM et PC sont les propriétés correspondant au métal et à la céramique. 

 

où P représente la propriété effective du matériau telles que le module de Young E ,  la masse 

volumique  , les indices m  et c  représentent les constituants du métal et de la céramique 

respectivement. La valeur de l'indice matériel p égale à zéro représente une plaque 

entièrement en céramique, et quand p tend vers l’infinie cela indique une plaque entièrement 

métallique. 

 

La position de la surface neutre de la plaque FG est déterminée de telle manière que le moment par 

rapport au module de Young soit égal à zéro comme suit (Ould Larbi et al., 2013) 
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Par conséquent, la position de la surface neutre peut être obtenue par : 
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Il est clair que le paramètre C est égal à zéro pour les plaques homogènes et isotropes. 

Les relations linéaires constitutives de la plaque FG peuvent être écrites comme suit : 
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Où (
x , y , xy , yz , yx ) et (

x , y , xy , yz , yx ) sont respectivement les composantes 

des contraintes et  des déformations.
s

k  est un facteur de correction de cisaillement qui est 

analogue à un facteur de correction de cisaillement proposée par Mindlin (1951). En utilisant 

les propriétés matérielles définies dans l’équation (5), les coefficients de rigidités,
ij

Q  , 

peuvent être exprimés par : 
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Ks est un facteur de correction de cisaillement qui est analogue au facteur de correction cisaillement 

proposé par Mindlin. 

 

 

IV.2.4 Equations du mouvement 

 

Le principe de Hamilton est utilisé ici pour dériver les équations de mouvement. Le principe 

peut être déclaré sous forme analytique (Reddy, 2002) 
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Ou U   est la variation de l’énergie de (strain) déformation ; V   est la variation de l’énergie 

potentielle et K  est la variation de l’énergie cinétique.  

La variation de l’énergie de déformation est calculée par 
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Ou M  et Q  sont les résultantes des efforts qui sont définies comme suit : 
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La variation de l’énergie potentielle des charges appliquées peut être exprimée par 
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Où q est la charge transverse appliquée et
e

f  est la force de réaction de la fondation du 

modèle de Pasternak: 

2

2

22

2

1

y

w
J

x

w
JwKf

We









  

Ou 
W

K est le coefficient de Winkler et
1

J ,
2

J  sont les modules de cisaillement de la fondation 

(cisaillement de la couche de fondation rigide). Si la fondation est homogène et isotrope, nous 

obtiendrons
021

JJJ  . si le cisaillement de la couche de fondation rigide est négligé, la 

fondation type Pasternak devient fondation type Winkler. 

 

La variation de l’énergie cinétique des plaques peu s’écrire : 

 

 

 

(IV.10) 

(IV.11) 

(IV.12) 

(IV.13) 

(IV.14) 



CHAPITRE IV : MODELE THEORIQUE DU PREMIER ORDRE POUR L’ETUDE DE LA 
REPONSE MECANIQUE DES PLAQUES FGM SUR FONDATIONS ELASTIQUES 

52 
 

 

 

 

         

   
    

        

)(     















































A

bbbb

sbsb

V

nsns

dA
y

w

y

w

x

w

x

w
IwwwwI

dAdzzwwvvuuK











20
)()(  

 

Où la notation en point comme exposant indique la dérivée par rapport à la variable 

temporelle t ; )(
ns

z est la masse volumique et (
0

I ,
2

I ) sont les inerties massiques et définies 

comme suit : 
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En substituent les expressions de U  , V    et K  des équations (11), (13), et (15) dans 

l’équation (10), intégrant par parties et en collectant les coefficients
0

 u ,
0

 v ,
s

w   et
b

w   les 

équations suivantes du mouvement de la plaque sont obtenues 
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En substituent l’équation (2) dans l’équation (8)  par la suite dans l’équation (12), les 

résultantes de déformation sont obtenues comme suit 
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Où 
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Ou 
ij

A , 
ij

D , etc., sont les rigidités des plaques, définies par 
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En substituent l’équation (18) dans l’équation (17), les équations du mouvement peuvent être 

exprimées en terme de déplacements (
0

u ,
0

v ,
b

w ,
s

w ) 
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d  et sont
ijlm

d sont des opérateurs différentiels suivants : 
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Quand l’effet de cisaillement transverse de déformation est négligé ( 0
s

w ), l’équation (21) 

donne les équations du mouvement de la plaque FG basée sur la théorie classique des plaques 

et le concept physique de la surface neutre. 

 

IV.3 Solution exact pour les Plaques FG 

 

Les plaques rectangulaires sont généralement classées par rapport au support utilisé 

(conditions d’appuis). Nous nous intéressons dans ce qui suit à la solution exacte de 

l’équation (21a-d). Les conditions aux limites suivantes sont retenues pour la présente théorie 

de déformation de cisaillement. 
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On se basant sur l’approche de Navier, les expressions des déplacements suivants sont choisis 

pour satisfaire les conditions aux limites des plaques simplement appuyées 
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Ou 
mn

U , 
mn

V , 
bmn

W , et 
smn

W  sont des paramètres arbitraires à déterminer,   est la fréquence 

propre associée à ( m , n ) le mode propre, et am /  , bn /   et 1i . 
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Dans le cas d'une charge distribuée de manière sinusoïdale, nous avons 
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Où
0

q représente l’intensité de la charge au centre de la plaque. 

 

En substituant l'équation (24) dans l'équation (21), les solutions sont obtenues par 
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Les composantes généralisées du vecteur de la force    t
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V. Résultats et Discussions 
 

Dans cette section, divers exemples numériques sont présentés et discutés afin de 

vérifier l'exactitude de la théorie actuelle dans la prédiction de la flexion, et les réponses de 

vibration des plaques FG simplement appuyées. Deux types de plaques FG sont utilisés dans 

la présente étude Al / Al2O3 et Ti-6Al-4V / ZrO2, les propriétés du matériau sont indiquées 

dans le tableau V.1. À des fins de vérification, les résultats obtenus sont comparés à ceux 

rapportés dans la littérature. Dans tous les exemples, un facteur de correction de cisaillement 

de 5/6 est utilisé pour la présente NFSDT. Le coefficient de Poisson de la plaque est supposé 

être constant à travers l'épaisseur et égal à 0,3. 

 

Propriétés Métal  Céramique 

Aluminum (Al) Titanium (Ti-6Al-4V) Alumina (Al2O3) Zirconia (ZrO2) 

E  (GPa) 70 66.2 380 117.0 

  (kg/m
3
) 2702 – 3800 – 

 
Table V.1: Propriétés des matériaux utilisés dans la plaque FG. 

 

 

V.1. Problème de la Flexion 

Dans cette section, divers exemples numériques sont décrits et discutés afin de vérifier 

l'exactitude de la théorie du premier ordre de déformation de cisaillement (NFSDT) pour 

prédire les flèches et les contraintes des plaques FG soumises à une charge répartie 

sinusoïdale sans dimension. Les différents paramètres adimensionnels utilisés sont: 
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Aux fins de vérification, les résultats obtenus par NFSDT sont comparés avec d’autres 

issus de la littérature. Il convient de noter que les résultats rapportés par Wu et Li (2010b) ont  



CHAPITRE V : RESULTATS ET DISCUSSIONS 

58 
 

utilisé la RMVT basée sur la théorie de déformation de cisaillement du troisième ordre 

(TSDT). Cependant, les résultats rapportés par Benyoucef et al. (2010) ont été basés sur la 

théorie de déformation de cisaillement hyperbolique. Wu et al. (2011) ont employé la RMVT 

basée sur la méthode des éléments finis et celle de Galerkin pour une analyse quasi-3D des 

plaques composites multicouches et celles en MGF. Dans le cas des plaques FG sur fondation 

élastique, Bouderba et al. (2013) ont utilisé une théorie raffinée de déformation de 

cisaillement trigonométrique.  

Le tableau V.2 montre une comparaison des flèches et des contraintes 

adimensionnelles d’une plaque carrée sans fondation élastique soumise à une charge 

sinusoïdale ( 10/ ha ). 

 

Table V.2: comparaison des flèches adimensionnelles et des contraintes d’une plaque carrée en 

Aluminium/alumina soumise à une charge sinusoïdale ( 10/ ha  ). 
 

p  Théories 
w  x  xy  xz  

1 

Présente (04 inconnus) 0.5891 1.4968 0.6125 0.2348 

FSDT (05 inconnus) 0.5891 1.4968 0.6125 0.2348 

Benyoucef et al. (2010) 0.5889 1.4894 0.6110 0.2622 

RMVT basée sur la TSDT
(a)

 0.5890 1.4898 0.6111 0.2506 

RMVT basée sur la collocation
(b)

 0.5876 1.5062 0.6112 0.2509 

RMVT basée sur Galerkin
(b)

 0.5876 1.5061 0.6112 0.2511 

2 

Présente (04 inconnus) 0.7552 1.4057 0.5459 0.2289 

FSDT (05 inconnus) 0.7552 1.4057 0.5459 0.2289 

Benyoucef et al. (2010) 0.7572 1.3954 0.5441 0.2763 

RMVT basée sur la TSDT
(a)

 0.7573 1.3960 0.5442 0.2491 

RMVT basée sur la collocation
(b)

 0.7572 1.4129 0.5437 0.2495 

RMVT basée sur Galerkin
(b)

 0.7571 1.4133 0.5436 0.2495 

4 

Présente (04 inconnus) 0.8736 1.1922 0.5693 0.1899 

FSDT (05 inconnus) 0.8736 1.1922 0.5693 0.1899 

Benyoucef et al. (2010) 0.8810 1.1783 0.5667 0.2580 

RMVT basée sur la TSDT
(a)

 0.8815 1.1794 0.5669 0.2360 

RMVT basée sur la collocation
(b)

 0.8826 1.1935 0.5674 0.2360 

RMVT basée sur Galerkin
(b)

 0.8823 1.1941 0.5671 0.2362 

8 

Présente (04 inconnus) 0.9623 0.9608 0.5887 0.1501 

FSDT (05 inconnus) 0.9623 0.9608 0.5887 0.1501 

Benyoucef et al. (2010) 0.9741 0.9466 0.5856 0.2121 

RMVT basée sur la TSDT
(a)

 0.9747 0.9477 0.5858 0.2263 

RMVT basée sur la collocation
(b)

 0.9727 0.9568 0.5886 0.2251 

RMVT basée sur Galerkin
(b)

 0.9739 0.9622 0.5883 0.2261 

 

      
(a)

donné par Wu et Li (2010b) 

       
(b)

 donné par Wu et al. (2011) 
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Les résultats obtenus sont comparés avec le travail des auteurs mentionnés ci-dessus, 

et il peut être conclu, en général, que les résultats sont en bon accord avec toutes les théories 

comparées dans cette section, en particulier avec les résultats fournis par Benyoucef et al. 

(2010) pour toutes les valeurs considérées comme de l'indice de loi de puissance p . En outre, 

on peut voir que la théorie proposée (NFSDT) et FSDT classique donnent des résultats 

identiques des flèches ainsi que des contraintes pour toutes les valeurs de l'indice de loi de 

puissance p . Il convient de noter que le nombre d’inconnus dans la présente théorie est de 

quatre, tandis qu’il est de cinq dans la FSDT et dans d'autres théories de déformation de 

cisaillement. 

Le tableau V.3 présente la comparaison des déplacements et des contraintes adimensionnelle 

d’une plaque rectangulaire FG avec ou sans fondations élastiques soumise à une charge 

mécanique. 

  

Table V.3: Effet de l’indice de loi de puissance et des paramètres élastiques de la fondation sur la 

dimension et les contraintes d'une plaque rectangulaire FG en titane / Zirconia (

100,2,10
0
 qabha ). 

 
p  

0
K  

0
J  Théories 

w  x  xy  xz  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Céramique 

0 0 Présente 0.68135 0.42148 0.86459 -0.30558 

Bouderba et al. (2013) 0.68131 0.42424 0.86240 -0.39400 

FSDT
(a)

 0.68135 0.42148 0.86459 -0.30558 

CPT
(a)

 0.65704 0.42148 0.86459 –   

100 0 Présente 0.40525 0.25070 0.51426 -0.18175 

Bouderba et al. (2013)  0.40523 0.25233 0.51296 -0.23435 

FSDT
(a)

 0.40525 0.25070 0.51426 -0.18175 

CPT
(a)

 0.39652 0.25437 0.52183 – 

0 100 Présente 0.083655 0.051750 0.10615 -0.037518 

Bouderba et al. (2013)  0.083654 0.052093 0.10589 -0.048377 

FSDT
(a)

 0.083655 0.051750 0.10615 -0.037518 

CPT
(a)

 0.08328 0.05342 0.10959 – 

100 100 Présente 0.077198 0.047754 0.097959 -0.034622 

Bouderba et al. (2013)  0.077197 0.048071 0.097724 -0.044643 

FSDT
(a)

 0.077198 0.047754 0.097959 -0.034622 

CPT
(a)

 0.07688 0.04932 0.10116 – 

0.5 100 100 Présente 0.078732 0.045460 0.081870 -0.029835 

Bouderba et al. (2013)  0.078729 0.045788 0.081728 -0.038066 

FSDT
(a)

 0.078732 0.045460 0.081870 - 

0.029835 

CPT
(a)

 0.078463 0.04693 0.08451 – 

1 100 100 Présente 0.079322 0.044575 0.073208 -0.027163 

Bouderba et al. (2013)  0.079321 0.044892 0.073054 -0.035023 

FSDT
(a)

 0.079322 0.044575 0.073208 -0.027163 

CPT
(a)

 0.07907 0.04604 0.07561 – 
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2 100 100 Présente 0.079753 0.044297 0.067395 -0.024345 

Bouderba et al. (2013)  0.079758 0.044595 0.067185 -0.032215 

FSDT
(a)

 0.079753 0.044297 0.067395 -0.024345 

CPT
(a)

 0.07950 0.04581 0.06969 – 

5 100 100 Present 0.080141 0.045462 0.064399 -0.022053 

Bouderba et al. (2013)  0.080150 0.045736 0.064125 -0.029922 

FSDT
(a)

 0.080141 0.045462 0.064399 -0.022053 

CPT
(a)

 0.07989 0.04710 0.06672 – 

Métal  100 100 Présente 0.081191 0.050227 0.058294 -0.020603 

Bouderba et al. (2013)  0.081190 0.050559 0.058148 -0.026565 

FSDT
(a)

 0.081191 0.050227 0.058294 -0.020603 

CPT
(a)

 0.08099 0.05196 0.06030 – 

 
(a)

donné par Bouderba et al. (2013) 
 

La plaque FG utilisée est constituée d’un mélange de titane et de zirconia comme celle utilisée 

par Bouderba et al. (2013). Les résultats obtenus sont comparés à ceux de Bouderba et al. 

(2013) et un bon accord est observé pour toutes les valeurs considérées de l’indice de loi p  et 

des paramètres de fondation élastique. Il est à constater que les flèches et les contraintes 

diminuent avec l'existence d’une fondation élastique. L'introduction du paramètre de 

fondation de Winkler donne  des résultats supérieurs que ceux avec l'introduction des 

paramètres de fondation de Pasternak. Comme la fraction volumique exponentielle augmente 

pour les plaques FG, cela fait accroitre la flèche. En plus, les contraintes sont également 

sensibles à la variation de l’indice p . 

En général, Il peut être conclu à partir des tableaux V.2 et V.3, qu’un bon accord entre les 

résultats est obtenu, sauf pour le cas des contraintes de cisaillement transversal xz où une 

différence entre la présente théorie et des modèles basés sur la RMVT-est constatée. L'écart 

entre la théorie actuelle et les solutions précises augmente, lorsque l'indice de loi de puissance 

devient supérieur. Cela est dû au fait que la présente théorie viole les conditions aux limites 

des contraintes libres sur la surface de la plaque et en raison de l'utilisation d'un facteur de 

correction de cisaillement constant pour toutes les valeurs de l'indice de loi de puissance p . 

Pour surmonter ce problème, les contraintes de cisaillement transversales peuvent être 

calculées en utilisant les équations d'équilibre, plutôt que d'utiliser l'équation constitutive. 

Pour illustrer l'exactitude de la théorie actuelle pour une large gamme d’indice de loi de 

puissance p , rapport d'épaisseur ha / , le rapport ba / , les variations de la flèche 

adimensionnelle w  par rapport à l’indice de la loi de puissance p , rapport d’épaisseur ha / , 

rapport ba / sont illustrés dans les figures V.1,2 et 3, respectivement, pour une plaque FG 
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soumise à une charge sinusoïdale. Les résultats obtenus sont comparés à ceux donnés par la 

CPT et la FSDT classique. On peut voir que les résultats de la présente théorie et la FSDT 

conventionnelle sont identiques, tandis que la CPT sous-estime la flèche de la plaque. 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,0

0,3

0,6

0,9

1,2

1,5

 Présente

 FSD T

 C PT

p

 

Fig. V.1: La comparaison de la variation de la flèche adimensionnelle w  d’une plaque 

Aluminium / Alumina sous charge sinusoïdale en fonction de l’Indice de la loi de puissance p  

( 5/ ha ). 
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Fig. V.2: comparaison de la variation de la flèche adimensionnelle w d’une plaque Aluminium / 

Alumina sous charge sinusoïdale en fonction du rapport ba /  . 

w  

w  



CHAPITRE V : RESULTATS ET DISCUSSIONS 

62 
 

 

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5

a/b

p= 10

p= 0

 C PT 

 FSD T 

 Présente 

 

Fig. V.3: Comparaison de la variation de la flèche adimensionnelle w d’une plaque Aluminium / 

Alumina sous charge sinusoïdale en fonction du rapport ba /   ( 5/ ha ). 

 

Étant donné que les effets de déformation transversale de cisaillement ne sont pas considérés 

dans la CPT, les valeurs de la flèche adimensionnelle w  dées par la CPT sont indépendantes 

du rapport d'épaisseur ha /  (voir Fig. V.2).  

La figure V.3 montre les effets du rapport ba /  en fonction de la flèche adimensionnelle w de 

la plaque FG. Les flèches trouvées par les différentes théories diminuent à mesure que le 

rapport ba / augmente. Il convient de noter que la théorie proposée (NFSDT) comporte quatre 

inconnues contre cinq dans le cas de la FSDT classique. 

  L’effet des paramètres de fondation élastiques (
0

K et
0

J ) et  le rapport d'épaisseur ha /  sur la 

flèche w de la plaque carrée FG ( 2p ) est présenté dans les figures V.4 et 5. Comme prévu, 

les flèches diminuent progressivement à mesure que le paramètre de Winkler 
0

K ou le 

paramètre de cisaillement de Pasternak
0

J  augmente. 

w  
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Fig. V.4: Effet du paramètre du module de Winkler sur la flèche dimensionnelle ŵ des plaques 

carrées de titane / zircone ( 2p ) pour différent rapport de ha / avec 10
0
J et 100

0
q . 
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Fig. V.5: Effet du paramètre du module de cisaillement de Pasternak sur la flèche dimensionnelle 

ŵ des plaques carrées de titane / zircone ( 2p ) pour différent rapport de ha / avec 10
0
K et

100
0
q . 
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On peut également voir que l'augmentation du rapport d'épaisseur ha /  entraîne une 

diminution de la flèche au centre de la plaque FG. 

 L'effet des paramètres de fondation élastiques (
0

K et
0

J ) sur la contrainte axiale 
x

̂ de la 

plaque carrée FG ( 2p ) est représenté dans les figures 6 et 7. On voit que les contraintes de 

compression maximales se produisent à un point proche de la surface inférieure et les 

contraintes de traction maximales se produisent, bien sûr, à un point proche de la surface 

supérieure de la plaque FG. 
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Fig.V.6: Variation de la contrainte axiale dimensionnelle (
x

̂ ) à travers l’épaisseur d'une plaque 

carrée Titanium / Zirconia ( 2p ) pour différentes valeurs du paramètre du module de 

Winkler 
0

K avec 10
0
J , 100

0
q et 10/ ha . 
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Fig. V.7: Variation e la contrainte axiale dimensionnelle d (
x

̂ ) à travers l’épaisseur d'une plaque 

carrée Titanium / Zirconia ( 2p ) pour différentes valeurs du paramètre du module de 

cisaillement de Pasternak 
0

J avec 10
0
K , 100

0
q et 10/ ha . 

 

En outre, il peut être observé à partir de ces figures que la fondation élastique a un effet 

significatif sur les valeurs maximales de la contrainte axiale. On observe que la contrainte 

normale diminue progressivement avec
0

K ou
0

J . Cependant, l'effet du paramètre du module 

de cisaillement de Pasternak est plus important que celui de Winkler. 
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V.2. Problème de la vibration libre 

 

Pour plus de commodité, les formes adimensionnelles suivantes sont utilisées dans ce qui suit: 

cc
Eh   ˆ , 

cc
E

h

a


2

 , 
mm

Eh    , ; 
mm

D

Jb

D

Ja
J

2

2

1

2

0
 , 

 2

3

112 


m
Eh

D  

La fréquence naturelle adimensionnelle de la plaque carrée obtenue à partir de la théorie 

proposée (NFSDT) est comparée à ceux rapportés par Hosseini-Hashemi et al. (2011a) basée 

sur la FSDT et Hosseini-Hashemi et al. (2011b) basée sur la théorie de déformation de 

cisaillement du troisième ordre (TSDT). Les résultats sont donnés dans le tableau 4 pour 

différentes valeurs du rapport d’épaisseur ha / et de l'indice de loi de puissance p . 

 

Table V.4: Comparaison de la fréquence fondamentale adimensionnelle ( ̂ ) de la plaque carrée 

en Aluminium / Alumina 

ha /  Méthode 
Indice de la loi de puissance ( p ) 

0 0.5 1 4 10 

5 

FSDT
(a)

 0.2112 0.1805 0.1631 0.1397 0.1324 

TSDT
(b)

 0.2113 0.1807 0.1631 0.1398 0.1301 

Présente 0.2112 0.1805 0.1631 0.1397 0.1324 

10 

FSDT
(a)

 0.0577 0.0490 0.0442 0.0382 0.0366 

TSDT
(b)

 0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364 

Présente 0.0577 0.0490 0.0442 0.0382 0.0366 

20 

FSDT
(a)

 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094 

TSDT
(b)

 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094 

Présente 0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094 

 

 (a)
Hosseini-Hashemi et al. (2011a) 

(b)
Hosseini-Hashemi et al. (2011b) 

 

D'après le tableau V.4, on peut observer que les présents résultats sont en excellent 

accord avec ceux acquis par la FSDT (Hosseini-Hashemi et al., 2011a), et la TSDT (Hosseini-

Hashemi et al., 2011b). 

Les quatre premières fréquences naturelles ( ) de la plaque rectangulaire FG ( ab 2 ) 

sont comparés, pour différentes valeurs de l'indice de loi de puissance et du rapport 

d'épaisseur avec ceux donnés par Hosseini-Hashemi et al. (2011a) basés sur la FSDT et à ceux 

obtenus avec la TSDT (Reddy, 2000) dans le tableauV.5. On peut voir que les résultats prévus 

par la nouvelle théorie du premier ordre de déformation de cisaillement (NFSDT) et TSDT 

sont presque identiques pour tous les modes de vibration des plaques minces et épaisses. En 
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outre, la théorie proposée avec seulement quatre fonctions inconnues donne une prévision 

plus précise de la fréquence naturelle par rapport à la FSDT conventionnel qui nécessite cinq 

inconnues. 

 

Table V.5: Comparaison des quatre premières fréquences adimensionnelle ( ) de la plaque 

rectangulaire en aluminium / alumine ( ab 2 ). 
 

ha /  Mode 

(m,n) 

Méthode Indice de la loi de puissance ( p ) 

0 0.5 1 2 5 8 10 

5  

1(1,1) 

 

FSDT
(a)

 3.4409 2.9322 2.6473 2.4017 2.2528 2.1985 2.1677 

TSDT 3.4412 2.9347 2.6475 2.3949 2.2272 2.1697 2.1407 

Présente 3.4409 2.9322 2.6473 2.4017 2.2528 2.1985 2.1677 

 

2(1,2) 

 

FSDT
(a)

 5.2802 4.5122 4.0773 3.6953 3.4492 3.3587 3.3094 

TSDT 5.2813 4.5180 4.0781 3.6805 3.3938 3.2964 3.2514 

Présente 5.2802 4.5122 4.0773 3.6953 3.4492 3.3587 3.3094 

 

3(1,3) 

 

FSDT
(a)

 8.0710 6.9231 6.2636 5.6695 5.2579 5.1045 5.0253 

TSDT 8.0749 6.9366 6.2663 5.6390 5.1425 4.9758 4.9055 

Présente 8.0710 6.9231 6.2636 5.6695 5.2579 5.1045 5.0253 

 

4(2,1) 

 

FSDT
(a)

 9.7416 8.6926 7.8711 7.1189 6.5749 5.9062 5.7518 

TSDT 10.1164 8.7138 7.8762 7.0751 6.4074 6.1846 6.0954 

Présente 10.1089 8.6926 7.8711 7.1189 6.5749 6.3707 6.2683 

10  

1(1,1) 

 

FSDT
(a)

 3.6518 3.0983 2.7937 2.5386 2.3998 2.3504 2.3197 

TSDT 3.6518 3.0990 2.7937 2.5364 2.3916 2.3411 2.3110 

Présente 3.6518 3.0983 2.7937 2.5386 2.3998 2.3504 2.3197 

 

2(1,2) 

 

FSDT
(a)

 5.7693 4.8997 4.4192 4.0142 3.7881 3.7072 3.6580 

TSDT 5.7694 4.9014 4.4192 4.0090 3.7682 3.6846 3.6368 

Présente 5.7693 4.8997 4.4192 4.0142 3.7881 3.7072 3.6580 

 

3(1,3) 

 

FSDT
(a)

 9.1876 7.8145 7.0512 6.4015 6.0247 5.8887 5.8086 

TSDT 9.1880 7.8189 7.0515 6.3886 5.9765 5.8341 5.7576 

Présente 9.1876 7.8145 7.0512 6.4015 6.0247 5.8887 5.8086 

 

4(2,1) 

 

FSDT
(a)

 11.8310 10.0740 9.0928 8.2515 7.7505 7.5688 7.4639 

TSDT 11.8315 10.0810 9.0933 8.2309 7.6731 7.4813 7.3821 

Présente 11.8307 10.0737 9.0928 8.2515 7.7505 7.5688 7.4639 

20  

1(1,1) 

 

FSDT
(a)

 3.7123 3.1456 2.8352 2.5777 2.4425 2.3948 2.3642 

TSDT 3.7123 3.1458 2.8352 2.5771 2.4403 2.3923 2.3619 

Présente 3.7123 3.1456 2.8352 2.5777 2.4425 2.3948 2.3642 

 

2(1,2) 

 

FSDT
(a)

 5.9198 5.0175 4.5228 4.1115 3.8939 3.8170 3.7681 

TSDT 5.9199 5.0180 4.5228 4.1100 3.8884 3.8107 3.7622 

Présente 5.9198 5.0175 4.5228 4.1115 3.8939 3.8170 3.7681 

 

3(1,3) 

 

FSDT
(a)

 9.5668 8.1121 7.3132 6.6471 6.2903 6.1639 6.0843 

TSDT 9.5669 8.1133 7.3132 6.6433 6.2760 6.1476 6.0690 

Présente 9.5668 8.1121 7.3132 6.6471 6.2903 6.1639 6.0843 

 

4(2,1) 

 

FSDT
(a)

 12.4560 10.5660 9.5261 8.6572 8.1875 8.0207 7.9166 

TSDT 12.4562 10.5677 9.5261 8.6509 8.1636 7.9934 7.8909 

Présente 12.4562 10.5657 9.5261 8.6572 8.1875 8.0207 7.9165 

 
(a)

Hosseini-Hashemi et al. (2011a) 

 

Les paramètres de la fréquence fondamentale   de la plaque carrée Al / Al2O3 sont 

listés dans le Tableau V.6 pour différentes valeurs du rapport épaisseur sur la longueur ( ah / = 

0,05, 0,1, et 0,2), l'indice de la loi de puissance ( p = 0, 0,5, 1, 2 et 5) et les paramètres de 
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rigidité de la fondation (
0

K ,
0

J ). Les présents résultats sont comparés à ceux obtenus par la 

FSDT conventionnel et par Baferani et al. (2011) en utilisant la TSDT. Le tableau V.6 montre 

le fait que tous les résultats sont en excellent accord. 

 

Table V.6: Comparaison de la fréquence fondamentale adimensionnelle (  ) de la plaque FG 

aluminium / alumina reposant sur fondation élastique. 
 

0
K  

0
J  ah  Méthode 

Indice de la loi de puissance ( p ) 

0 0.5 1 2 5 

0 0 0.05 Présente 0.0291 0.0246 0.0222 0.0202 0.0191 

FSDT 0.0291 0.0246 0.0222 0.0202 0.0191 

TSDT
(a) 

0.0291 0.0249 0.0227 0.0209 0.0197 

0.1 Présente 0.1133 0.0963 0.0868 0.0789 0.0744 

FSDT 0.1133 0.0963 0.0868 0.0789 0.0744 

TSDT
(a) 

0.1134 0.0975 0.0891 0.0819 0.0767 

0.2 Présente 0.4150 0.3546 0.3204 0.2904 0.2711 

FSDT 0.4150 0.3546 0.3204 0.2904 0.2711 

TSDT
(a) 

0.4154 0.3606 0.3299 0.3016 0.2765 

0 100 0.05 Présente 0.0406 0.0386 0.0378 0.0374 0.0377 

FSDT 0.0406 0.0386 0.0378 0.0374 0.0377 

TSDT
(a) 

0.0406 0.0389 0.0382 0.0380 0.0381 

0.1 Présente 0.1597 0.1526 0.1494 0.1478 0.1489 

FSDT 0.1597 0.1526 0.1494 0.1478 0.1489 

TSDT
(a) 

0.1599 0.1540 0.1517 0.1508 0.1515 

0.2 Présente 0.6074 0.5855 0.5752 0.5698 0.5734 

FSDT 0.6074 0.5855 0.5752 0.5698 0.5734 

TSDT
(a) 

0.6080 0.5932 0.5876 0.5861 0.5879 

100 0 0.05 Présente 0.0298 0.0255 0.0233 0.0214 0.0205 

FSDT 0.0298 0.0255 0.0233 0.0214 0.0205 

TSDT
(a) 

0.0298 0.0258 0.0238 0.0221 0.0210 

0.1 Présente 0.1161 0.0999 0.0910 0.0837 0.0799 

FSDT 0.1161 0.0999 0.0910 0.0837 0.0799 

TSDT
(a) 

0.1162 0.1012 0.0933 0.0867 0.0821 

0.2 Présente 0.4268 0.3698 0.3380 0.3107 0.2941 

FSDT 0.4268 0.3698 0.3380 0.3107 0.2941 

TSDT
(a) 

0.4273 0.3758 0.3476 0.3219 0.2999 

100 100 0.05 Présente 0.0411 0.0392 0.0384 0.0381 0.0384 

FSDT 0.0411 0.0392 0.0384 0.0381 0.0384 

TSDT
(a) 

0.0411 0.0395 0.0388 0.0386 0.0388 

0.1 Présente 0.1617 0.1549 0.1519 0.1505 0.1517 

FSDT 0.1617 0.1549 0.1519 0.1505 0.1517 

TSDT
(a) 

0.1619 0.1563 0.1542 0.1535 0.1543 

0.2 Présente 0.6156 0.5948 0.5852 0.5804 0.5845 

FSDT 0.6156 0.5948 0.5852 0.5804 0.5845 

   TSDT
(a) 

0.6162 0.6026 0.5978 0.5978 0.5993 
(a)

donné par Baferani et al. (2011) 



CHAPITRE V : RESULTATS ET DISCUSSIONS 

69 
 

 

Les variations de la fréquence fondamentale adimensionnelle  de la plaque carrée en 

fonction de l'indice de la loi de puissance p et du rapport d'épaisseur ha /  sont reportées dans 

les figures V.8 et 9, respectivement. On observe que les fréquences adimensionnelles 

préditées par la nouvelle théorie du premier ordre de déformation de cisaillement (NFSDT) et 

la FSDT classique sont identiques, et que la CPT surestime la fréquence dans le cas d’une 

plaque épaisse. 

La figure V.10 montre les effets du rapport  ba /  en fonction de la fréquence fondamentale 

adimensionnel   d’une plaque FG. On observe que le paramètre de la fréquence augmente 

avec l’augmentation du rapport ba /  des plaques. On observe que la théorie proposée et la 

FSDT classique donnent des résultats identiques. 
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Fig. V.8: Comparaison de la fréquence fondamentale adimensionnelle   d’une plaque 

Aluminium / Alumine par rapport à l'indice de loi de puissance p  ( 5/ ha ). 
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Fig. V.9: Comparaison de la variation de la fréquence fondamentale adimensionnelle  d’une 

plaque Aluminium / Alumina en fonction du rapport  ( ha / ). 
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Fig. V.10: Comparaison de la variation de la fréquence fondamentale adimensionnelle d’une 

plaque Aluminium / Alumina en fonction du rapport ba /  ( 5/ ha ). 
 

L'effet de la rigidité de la fondation sur les fréquences fondamentales adimensionnelles ( ) 

des plaques carrées FG est représenté sur la Fig.V.11 ( 10/ ha ).La figure montre que les 

fréquences des plaques FG augmentent lorsque les paramètres de fondation augmentent.  

Il est également noté dans ce cas que l'effet du paramètre du module de cisaillement de 

Pasternak est plus significatif que le paramètre du module de Winkler. 
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Fig. V.11: Effet du paramètre du module de cisaillement de Pasternak sur les dimensions de la 

fréquence fondamentale  de la plaque carré Aluminium / Alumina pour différents indice de 

loi de puissance p ( 10/ ha , 100
0
K ). 

 

V.3 Conclusions 

 

Une nouvelle théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (NFSDT) a été 

proposée pour analyser le comportement statique et dynamique des plaques fonctionnellement 

graduée reposant sur des fondations élastiques type Winkler-Pasternak. La position de la 

surface neutre de ces plaques a été déterminée. L'efficacité de la théorie est mise en évidence 

en l’appliquant pour l'analyse statique et dynamique. Les résultats obtenus en utilisant cette 

nouvelle théorie, se trouvent être en excellent accord avec des études précédentes. 

Contrairement à la théorie classique de déformation du cisaillement du premier ordre, cette ne 

contient que quatre inconnues plutôt que cinq pour l'habituel. en plus, elle élimine l’effet du 

couplage membrane- flexion et facilite considérablement l'analyse technique.  

Toutefois, les inconvénients pour la mise en œuvre des présentes modèles numériques basés 

sur la NFSDT-est discutées et résolues récemment par Yin et al (2014). En conclusion, on 

peut dire que la théorie NFSDT proposée est non seulement précise, mais fournit également 

une approche élégante et facilement réalisable pour simuler le comportement statique et 

dynamique des plaques fonctionnellement graduées reposant sur des fondations élastiques. La 
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formulation se prête particulièrement bien à la simulation par éléments finis (Curiel Sosa et al, 

2012;. Curiel Sosa et al, 2013. 
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CONCLUSION  GENERALE & PERSPECTIVES 

 

Les structures en matériaux fonctionnellement gradués représentent un domaine de 

recherche très vaste et des applications immenses tant il est possible de modifier à volonté 

leur composition et leur architecture pour obtenir de ces matériaux les propriétés recherchées. 

La conception et l'élaboration de ces matériaux nécessitent le développement d'outils 

d'analyse adaptés à leurs spécificités géométriques et matérielles. 

L’objectif de ce travail a été d’apporter une contribution à l’étude de la réponse des 

plaques en FGM avec sur  fondation élastique. 

Pour ce faire, nous avons développé notre travail comme suit : 

Une théorie raffinée de plaque basée sur la position exacte de la surface neutre a été utilisée 

pour déterminer les équations de base de la plaque FG sur fondation élastique. L'exactitude du 

présent modèle est déterminée par comparaison de ses résultats avec d'autres théories de 

déformation de cisaillement où un excellent accord a été observé. L’étude paramétrique 

menée a permis de souligner les effets des différents paramètres influant la réponse totale des 

plaques FGM sur fondation élastique. 

Dans l'application de technologie, l’étude de ce problème (plaque sur fondation 

élastique) est très essentielle pour choisir les paramètres de matériau appropriés pour s’assurer 

que ces plaques ne remettent pas l'intégrité structurale en question une fois soumise à champ 

de température élevé.   

En perspective, il est prévu de proposer de nouveaux champs de déplacement pour 

l’étude de la réponse globale des plaques FGM sous différentes sollicitations et différentes 

conditions d’appuis. 

En fin, on peut dire que ce modeste travail s’inscrit dans le cadre de la contribution de 

notre laboratoire dans le domaine des matériaux composites à gradient de propriétés et 

précisément leurs comportements vis-à-vis des chargements thermiques.  
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